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1. Abstract

This work proposes an approach based on the PBDW (Parameterized-Background Data
Weak) method, using the finite element method, to reconstruct the displacement field in
the full domain from partial data obtained by elastography using magnetic resonance or
ultrasound. The method combines information from a database of numerical simulations of
a poroelastic tissue subjected to a steady-state harmonic regime, within a physiologically
plausible range of parameters, with measurement data. These simulations are used to cons-
truct a reduced basis via the POD (Proper Orthogonal Decomposition) method, on which
an optimization problem is solved to find the best fit to the available displacement mea-
surements on selected planes. With this method, displacement and pressure fields can be
estimated using only displacement data defined on a limited number of slices.

A numerical manifold of 2048 three-dimensional simulations is built by varying Young’s
modulus, Poisson’s ratio, permeability, and excitation frequency; the singular value analysis
shows that most of the information is concentrated in the first 50 modes, and that a reduced
model with this number of modes is sufficient to describe the relevant dynamics. With this
scheme, synthetic fields are reconstructed with relative errors in the 2-norm on the order
of 0.0001 %, validating the internal consistency of the approach. For in vivo measurements,
the method achieves relative errors in the 2-norm on the order of 15-20 % when comparing
on the same slice used for the reconstruction, and about 27 % when interpolating between
slices. Additionally, the incorporation of data-driven modes via OMP (Orthogonal Modes
Pursuit) further reduces the error for a given total number of combined modes compared with
traditional POD, showing that the hybrid ROM (Reduced Order Model) ~-PBDW approach
is a promising alternative for the reconstruction of mechanical fields in brain elastography.
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2. Resumen

El presente trabajo propone un enfoque basado en el método PBDW (Parameterized-
Background Data Weak), utilizando elementos finitos, para reconstruir el campo de despla-
zamiento en el dominio completo a partir de datos parciales obtenidos mediante elastografia
utilizando resonancia magnética. El método combina informacion de una base de simulacio-
nes numéricas de tejido cerebral poro-elastico sometido a un régimen armoénico permanente,
dentro de un rango fisiolégicamente plausible de parametros, en conjunto con los datos obte-
nidos de mediciones. Estas simulaciones se utilizan para construir una base reducida mediante
el método POD (Proper Orthogonal Decomposition), sobre la cual se resuelve un problema
de optimizacién que busca el mejor ajuste frente a mediciones de desplazamiento disponibles
en planos. Con el método se pueden estimar campos de desplazamiento utilizando solamente
desplazamientos definidos en una cantidad limitada de planos.

Se construye una manifold numérica de 2048 simulaciones tridimensionales variando mo-
dulo de Young, razén de Poisson, permeabilidad y frecuencia de excitaciéon; el analisis de
valores singulares muestra que la mayor parte de la informacién se concentra en los primeros
50 modos, y que un modelo reducido con esta cantidad de modos resulta suficiente para
describir la dinamica relevante. Con este esquema, los campos sintéticos se reconstruyen con
errores relativos en norma 2 del orden de 0,0001 %, validando la consistencia interna del
enfoque. En mediciones in vivo, el método alcanza errores relativos en norma 2 del orden
de 15-20% al comparar en la misma slice utilizada para la reconstruccién, y del orden de
27 % al interpolar entre slices. Adicionalmente, la incorporacién de modos guiados por da-
tos mediante OMP (Orthogonal Modes Pursuit) permite reducir atin més el error para un
mismo numero de modos combinados versus la POD tradicional, mostrando que el enfoque
hibrido ROM (Reduced Order Model)-PBDW constituye una alternativa promisoria para la
reconstruccién de campos mecanicos en elastografia cerebral.
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3. Introduccion

La caracterizacion mecanica de tejidos blandos juega un rol fundamental en el diagnéstico
temprano de diversas patologias, tales como fibrosis, cancer o enfermedades neurodegenera-
tivas [1-3]. Estas alteraciones suelen manifestarse como cambios en propiedades mecénicas
como la rigidez y el comportamiento viscoelastico [4], por lo que su estimacién in vivo resulta
clinicamente relevante.

Entre las técnicas disponibles, la elastografia por resonancia magnética (Magnetic Reso-
nance Elastography, MRE) se ha consolidado como una herramienta no invasiva para estimar
pardmetros mecéanicos de tejidos [3, 5-7]. Su principio bésico se fundamenta en la generacién
y medicién de ondas de deformacién inducidas en el tejido mediante un actuador mecanico,
permitiendo inferir propiedades mecanicas a partir del analisis del campo de desplazamientos
registrado, se muestra un ejemplo de adquisicién de imagenes mediante MRE en la Figura 1.

wibration Source i
rmultif n ignal MRI scanner
N T ] E ransducer piston
a - —

“*’“url'“"‘“’"'\ﬁ-m“"""l j lLﬂ.f‘MJ IW“""'U -

400 m= -

head cradie

Figura 1: Esquema ejemplo de procedimiento de toma de imagenes de MRE.
Extraido de [3]

Sin embargo, uno de los principales desafios de la MRE es la limitacién en la resolucién
espacial y en la cobertura del dominio. En la préactica clinica, las mediciones suelen restrin-
girse a un numero reducido de planos o slices, entregando tnicamente informacién parcial
del campo tridimensional de desplazamiento. Esta disponibilidad incompleta de datos difi-
culta la estimacién robusta de propiedades mecanicas y de magnitudes internas derivadas
del modelo fisico.

Frente a este desafio, surge la necesidad de desarrollar métodos numéricos eficientes que
permitan reconstruir el campo completo de desplazamientos a partir de un conjunto limita-
do de mediciones. En este contexto, los modelos numéricos reducidos, en combinacién con
técnicas de asimilacién de datos [8, 9], ofrecen una alternativa prometedora para superar las
restricciones actuales de adquisicion.

El presente trabajo propone un enfoque basado en un solver de elementos finitos [10] que
combina un modelo reducido, obtenido a partir de simulaciones poro-eldsticas [11], mediante
la técnica de Proper Orthogonal Decomposition (POD), con un procedimiento de asimilacion
de datos que incorpora mediciones experimentales parciales. Este esquema permite recons-
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truir campos tridimensionales de desplazamiento a nivel del 6rgano completo, y estimar
variables internas asociadas al modelo, como el campo de presién poral, aun cuando las
observaciones MRE estén disponibles solo en algunos planos del dominio.

La implementacion de esta metodologia no solo busca mejorar la precision en la recons-
truccion de campos de propiedades mecanicas, sino también contribuir a reducir los tiempos
de escaneo e incrementar la tasa de captura de imagenes, favoreciendo el diagnostico tem-

prano y el monitoreo eficiente de patologias que afectan el comportamiento mecanico de los
tejidos blandos [12, 13].

Finalmente, el escrito se organiza de la siguiente manera. En la seccién 5 se exponen los
principales estudios que existen en la actualidad relacionados con la teméatica investigada,
continuando en la seccién 6 se desarrolla la metodologia utilizada tanto para simulaciones
fisicas como para la reduccion de orden, luego en la seccién 7 se exponen y analizan los
principales resultados de la investigacién, para finalizar con la secciéon 8 donde se muestran
las conclusiones del escrito.
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4. Objetivos

4.1. Objetivo general

Desarrollar un flujo de trabajo que permita la reconstruccion de campos de desplazamiento
a partir de mediciones MRE in vivo.

4.2. Objetivos especificos

e Formular y parametrizar el modelo fisico de elastografia cerebral en el dominio de la
frecuencia, incorporando las propiedades mecéanicas del tejido y las condiciones de borde
que representan el examen de MRE.

e Construir una base numérica de simulaciones tridimensionales variando parametros, y
obtener un modelo de orden reducido mediante POD-SVD (Singular Value Decompo-
sition) evaluando su calidad.

e Plantear e implementar el problema inverso de reconstruccion en el espacio reducido,
analizando la observabilidad de los modos reducidos.

e Evaluar el desempenio del esquema de reconstruccion utilizando datos sintéticos y datos
experimentales in vivo, cuantificando el error relativo, la influencia del nimero de modos
y de las mediciones disponibles.
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5. Estado del arte

5.1. Revision bibliografica

La elastografia por resonancia magnética (MRE) se ha consolidado como una modalidad
de imagen no invasiva disenada para medir propiedades mecéanicas. Esta combina el método
tradicional de adquisiciéon de imdgenes mediante resonancia magnética con contraste (MRI),
con la generacion y observacién de ondas armoénicas de deformacion en el rango de decenas de
Hz (1 — 100Hz), las cuales son inducidas mediante la utilizacion de actuadores externos que
producen un desplazamiento armonico en el tejido externo del cuerpo del paciente [5, 14]. Al
combinarse con la utilizaciéon de modelos fisicos de tejidos organicos y algoritmos de inversion,
la data proveniente del campo de desplazamiento permite obtener informaciéon cuantitativa
relacionada con la caracterizaciéon mecanica del tejido, en término de parametros mecanicos
como tal [15-17]

En los ultimos anos, se ha demostrado el potencial de la elastografia para la estimaciéon de
diferentes pardmetros mecénicos (pardametros de elasticidad, fluidez o viscosidad) que difieren
entre pacientes sanos y aquellos que sufren distintas patologias. Como ejemplo, tanto en
cancer, fibrosis y diversas patologias tisulares, es posible observar mediante elastografia un
aumento en la rigidez [18, 19]. Enfocados solamente en el cerebro esta ha sido utilizada para
la caracterizacion de tejido cancerigeno [1], para la caracterizaciéon de tejido en pacientes con
Alzheimer [6], pacientes con esclerosis multiple [3], y diferenciaciéon de rigidez en diferentes
secciones del cerebro para comparar pacientes con distintos tipos de demencia [7].

Una de las principales problematicas al momento de modelar el comportamiento fisico
del cerebro frente a un estimulo externo es la interaccion entre el solido y fluido intersti-
cial que lo rodea. Estudios experimentales exponen como mediante MRE se pueden analizar
patologias asociadas a la presion, analizando el efecto de la presion intersticial sobre las
propiedades mecanicas del cerebro [20, 21]. Es asi como debido a la importancia de caracte-
rizar el comportamiento de la presion, ha nacido la necesidad de plantear el sélido como un
medio bifasico que integre las componentes tisulares e intersticiales, un modelo utilizado en
distintas investigaciones es el modelo poro-elastico que considera al cerebro como un medio
poroso, con poros por los cuales circula fluido [22-24].

Desde el punto de vista de reconstruccion inversa, se han propuesto diferentes estrategias
para estimar parametros poro-elasticos y campos de presion a partir de datos MRE. Entre
ellas, destacan enfoques de elementos finitos sobre fantomas sintéticos [25, 26|, técnicas de
estimacién local basadas en problemas de Biot en parches de medicién [27], y aproximacio-
nes hibridas que combinan reconstruccion de rigidez con modelos analiticos para relacionar
deformacién y presion [15, 28]. Sin embargo, estos métodos siguen enfrentando limitaciones
asociadas a la alta dimensién del problema inverso y a la escasa cobertura espacial de las
mediciones.

Bajo estas complicaciones, los métodos de asimilacion de datos se han desarrollado para
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complementar las observaciones parciales, extendiendo la informacion disponible median-
te la utilizacién de modelos fisicos y simulaciones numéricas. En particular, el método
Parametrized-Background Data-Weak (PBDW) aborda el problema de estimacién de estado
combinando un subespacio de soluciones admisibles informado por la EDP con un término
de correccién ajustado a los datos disponibles [8]. Originalmente propuesto para ecuaciones
de onda, PBDW ha sido recientemente extendido a elastografia por ultrasonido y resonancia
magnética, asi como a aplicaciones de flujo sanguineo, permitiendo reconstrucciones globales
aun con mediciones internas incompletas [29-31]. Para el caso del cerebro se han realizado
reconstrucciones de campos de desplazamiento y presién para datos sintéticos [32]

A continuacién se presentan las principales investigaciones utilizadas como pilares para
esta investigacion, exponiendo una revisién bibliografica més detallada para cada una.

5.2. Carcamo et al. (2024): Formulacién de presién
total estabilizada para Biot en régimen armoénico

El articulo [11] se enfoca en la simulacién de materiales poro-elasticos basandose en las
ecuaciones de Biot, donde se modela el comportamiento del medio como el acoplamiento de
elasticidad lineal en conjunto con flujo a través de un medio poroso deformable. Motivado
principalmente por la aplicacion en la resolucién de problemas inversos en elastografia por
resonancia magnética, plantean un enfoque en el dominio de la frecuencia y no en el del
tiempo.

El trabajo propone y analiza un esquema basado en elementos finitos de primer orden,
tanto para presion como desplazamiento, con el objetivo de reducir tiempos y costos compu-
tacionales. Si bien esto puede involucrar una inestabilidad del esquema numérico al tener
elementos del mismo orden para ambos campos, se compensa mediante la incorporacion
de una formulacion de presién-total con un término de estabilizacién basado en residuos
presentado anteriormente por [33], asegurando asi la estabilidad del esquema.

Debido a la posibilidad de inestabilidades causadas por zonas de baja permeabilidad, se
muestra la robustez del método mediante la resolucion de dos casos sintéticos con solucion
analitica conocida tanto en 2 como 3 dimensiones, para luego mostrar el comportamiento del
método para un amplio rango de permeabilidades. Finalmente, se muestra la aplicacién del
modelo en un caso que replica las condiciones de un examen de elastografia en un dominio
tridimensional.

Se define como dominio computacional el volumen contenido entre la superficie exterior
del cerebro y la superficie exterior de los ventriculos, y se impone una condiciéon de despla-
zamiento sobre la superficie exterior la cual alcanza un valor méaximo en la regiéon occipital
del cerebro, este dominio se puede observar de mejor manera en la Figura 2. A continuacién
se muestra el campo de magnitud de desplazamiento obtenido para una frecuencia de 10 Hz
en la Figura 3, asi como el campo de magnitud de presion para la misma frecuencia en la
Figura 4.
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Fvent.ric]eﬁ

Figura 2: Dominio computacional utilizado y condicién de borde desplaza-
miento s(x). Extraido de [11]
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Figura 3: Magnitud de desplazamiento para dominio exterior y 4 cortes
equidistantes para una frecuencia w = 27 * 10 rad/s. Extraido de [11]
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Figura 4: Magnitud de presién para 4 cortes equidistantes para una fre-
cuencia w = 27 * 10 rad/s. Extraido de [11]
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En sintesis, este apartado es fundamental para cerrar la investigacion, ya que establece
y justifica el modelo fisico-matematico que servira de base para simular el comportamiento
mecanico del cerebro. La formulacién y supuestos asociados a este modelo se presentan en
detalle en la Seccién 6.

5.3. Maday et al. (2015): Enfoque PBDW para asimi-
lacién variacional de datos: Formulacién, analisis
y aplicacién en acustica

Los autores del trabajo [8] presentan una formulacién general del método Parametrized-
Background Data- Weak (PBDW) para problemas de estimacién de estado en sistemas gober-
nados por ecuaciones en derivadas parciales [8]. El objetivo es aproximar el campo verdadero
Ugrge €0 un dominio €2 combinando dos fuentes de informacién: (i) un modelo matemati-
co de mejor conocimiento, representado por una familia de soluciones u, de una EDP
parametrizada (la variedad de fondo Myy), y (ii) un conjunto finito de observaciones expe-
rimentales {£° (uuue) }2_,, descritas mediante funcionales de observacién que modelan los
sensores disponibles.

El método construye una estimacion del estado uy ,, como suma de dos contribuciones:
un fondo deducido 23, € Zy y una correccion o actualizacion ny ,; € Uy, donde Zy es
un espacio reducido generado a partir de la variedad de mejor conocimiento (por ejemplo
mediante Reduced Basis, POD o expansiones de Taylor) y Uy, es el espacio generado por
las representaciones de Riesz de los funcionales de observacién (espacio experimentalmente
observable). La estimacién se obtiene resolviendo un problema de minimizacién restringida
en el que se busca la correcciéon de norma minima que hace compatibles las predicciones del
modelo con las observaciones, lo que conduce a un problema de punto silla bien posado y a
la definicién de una constante de estabilidad By s que controla el error de la aproximacion.

El trabajo desarrolla un marco tedrico completo de anélisis de error a priori y a posteriori
para el campo reconstruido y para funcionales de salida, identificando el rol de tres ingre-
dientes: la calidad del espacio de fondo Zy, las propiedades de aproximacién del espacio
de actualizacién Uy, y la constante de estabilidad asociada al par (Zy,Uys). Los autores
muestran que PBDW se relaciona y generaliza, en casos particulares, métodos como GEIM,

Gappy-POD, aproximacién de minimos cuadrados estables y formulaciones de asimilacién
variacional 3D-VAR.

Finalmente, la metodologia se ilustra en un problema sintético de actstica de Helmholtz
y en un resonador acistico tridimensional controlado mediante una plataforma robética de
adquisicion de datos, donde se logra estimar en tiempo casi real el campo de presiéon armonico
a partir de un ntimero limitado de mediciones.

Para la investigacién desarrollada, este trabajo constituye la base tedrica del enfoque
PBDW que se adapta posteriormente al contexto de elastografia por resonancia magnética en
tejidos poro-elasticos, permitiendo integrar modelos fisicos reducidos y datos experimentales
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parciales en la reconstruccion del estado mecanico del cerebro.

5.4. Galarce et al. (2023): Reconstruccion de despla-
zamiento y presion a partir de imagenes MRE:
aplicacién a un cerebro in silico

El trabajo [32] propone una metodologia de asimilacion de datos para reconstruir en
forma conjunta los campos tridimensionales de desplazamiento y presiéon en un modelo poro-
elastico de cerebro, a partir de mediciones parciales de elastografia por resonancia magnética.
El enfoque se basa en el método Parametrized-Background Data-Weak (PBDW), donde el
estado del sistema (desplazamientos y presion) se reconstruye sobre una base de soluciones
fisicamente admisibles definida por un modelo poro-elastico lineal del tejido cerebral, for-
mulado en el dominio de la frecuencia. Se debe destacar que existe una diferenciaciéon con
este estudio en distintos enfoques que plantean una serie de desafios y que complican el
desarrollo de la misma investigacion, siendo estas la utilizacién de mediciones reales en vez
de mediciones sintéticas lo que implica una mayor complejidad del modelo inverso, asi como
la utilizacion de una geometria mas detallada basada en el paciente y la utilizacién de mas
de un esquema de reduccién de orden.

Para construir la base de soluciones, se generan previamente simulaciones por elementos
finitos de la respuesta poro-elastica del cerebro, muestreando un espacio de parametros que
incluye propiedades mecanicas del parénquima, permeabilidades y condiciones de presion en
el liquido cefalorraquideo dentro de rangos fisiologicamente plausibles. A partir de estas si-
mulaciones se obtiene una base reducida mediante Proper Orthogonal Decomposition (POD),
sobre la cual se proyectan los campos de desplazamiento y presion. La etapa de asimilacion
consiste entonces en resolver un problema de minimizacién que combina la estructura del
modelo reducido con los datos de desplazamiento medidos en unos pocos slices de MRE,
obteniendo asi una aproximacion global del estado mecéanico del cerebro en un espacio de
baja dimension.

La metodologia se valida numéricamente utilizando datos sintéticos generados por el mis-
mo modelo poro-elastico, lo que permite evaluar el error de reconstruccion bajo diferentes
resoluciones de medicion y niveles de ruido en las imagenes de MRE. En particular, se con-
sideran poblaciones sintéticas de “pacientes” sanos y patoldgicos, donde estos tultimos se
caracterizan por un aumento de la presién ventricular respecto del rango fisiolégico. Sobre
estos escenarios, el algoritmo logra reconstrucciones precisas tanto del campo de desplaza-
miento como de la presion, y permite distinguir de manera robusta entre configuraciones de
presion normal y elevada, aun cuando las mediciones de entrada se restringen a una subregion
del dominio.

Se muestra en la Figura 5 la extraccion de los primeros cuatro modos de desplazamientos,
los cuales representan las tendencias del campo en el dominio computacional, los cuales
corresponden a vectores de la base reducida sobre la cual se proyecta la solucion. Ademas, en
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la Figura 6 se muestra la reconstruccion del campo de desplazamiento y presién en conjunto
con el campo de error para un tiempo t = 10s luego de que comienza el pulso.

Figura 5: Visualizacién de primeros cuatro modos de desplazamiento. Ex-
traido de [32]
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Ground Truth [cm] Reconstruction [cm] Error Field [em]
0.0e+00 7.4e-03 0.0e+00 7.4e-03 0.0e+00 2.0e-05
L R L - - ]

(a) Displacement field

Ground Truth [dyn/cm?] Reconstruction [dyn/cm?] Error Field [dyn/cm?]
8.1e+03 l.1e+04 5.7e+03 1.0e+04 -2.9e+02  2.0e+03
[ - -_— - - B

(b) Pressure field

Figura 6: Reconstruccién a t = 10 ms después del inicio del pulso de los
campos de desplazamiento (arriba) y presion (abajo) para el escenario con
el mayor error de reconstruccion entre las 18 muestras utilizadas en la
validacion (mediciones sin ruido).

En sintesis, este trabajo introduce y valida un marco completo de asimilaciéon de datos
que combina modelos poro-elasticos fisiolégicamente plausibles, reduccién de orden y PBDW
para aprovechar mediciones parciales de MRE en la reconstruccién de magnitudes internas
no observables directamente.

El trabajo es asi de importancia a la investigacion debido al planteamiento de un pipeline
de trabajo exitoso para la reconstruccion de datos en mediciones sintéticas. Esta metodologia
de asimilacién de datos es la base para esta investigacion, lo cual se retoma y desarrolla a
mayor profundidad en la Seccion 6.




Estado del arte 14

5.5. Sintesis de la literatura disponible e identificacién
de brecha de conocimiento

Los trabajos revisados en esta seccién muestran que la elastografia por resonancia magné-
tica, combinada con modelos poro-elasticos o y técnicas de inversién, constituye una herra-
mienta prometedora para la caracterizaciéon mecanica del cerebro y la estimaciéon indirecta de
campos de presion. Los estudios clinicos y experimentales basados en MRE evidencian que
es posible diferenciar estados patoldgicos mediante parametros de rigidez o viscoelasticidad
y, en casos particulares, correlacionar cambios en las propiedades mecanicas con alteracio-
nes de la presion intracraneal. Por otra parte, los modelos de Biot y sus extensiones han
demostrado ser adecuados para describir el acoplamiento entre parénquima y fluido inters-
ticial, mientras que los métodos de reconstruccién inversa y de asimilacién de datos (como
PBDW) han probado su capacidad para combinar informaciéon experimental limitada con
soluciones numéricas de alta fidelidad. En conjunto, esta literatura sustenta la viabilidad de
utilizar marcos poro-elasticos reducidos, calibrados con datos MRE, para estudiar procesos
fisiologicos y patoldgicos en el tejido cerebral.

Sin embargo, la evidencia disponible también revela limitaciones relevantes de los enfo-
ques existentes. Una parte importante de los estudios de reconstruccion poro-elastica se basa
en fantomas sintéticos o configuraciones geométricas simplificadas, lo que restringe la extra-
polacién directa de sus resultados a anatomias cerebrales realistas. Desde el punto de vista
de los datos, la mayor parte de las metodologias asume campos de desplazamiento medidos
con buena relacién senal-ruido y, en general, en condiciones experimentales controladas; en
la préactica clinica, en cambio, las mediciones suelen estar restringidas a un niimero reducido
de slices, con resolucién limitada y ruido significativo.

En sintesis, los trabajos revisados confirman el potencial de la combinacién de MRE,
modelos poro-eldsticos y técnicas de asimilacion de datos para la estimacion de campos
internos de desplazamiento y presién; no obstante, también ponen de manifiesto que los
enfoques actuales atin no son suficientes para cuantificar con robustez la respuesta mecanica
del cerebro bajo condiciones realistas de adquisiciéon. Estas brechas motivan la presente
investigacion, orientada a estudiar y extender un marco de asimilacion de datos basado en
modelos reducidos poro-elasticos, integrando parametros fisiolégicamente plausibles con la
incorporacion de mediciones reales y no datos sintéticos.
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6. Metodologia

En esta seccion se describe el procedimiento completo de reconstruccién del campo me-
canico a partir de mediciones parciales de MRE. El método puede descomponerse en cuatro
etapas principales, tal como se resume esquematicamente en la Figura 7:

1. Modelado fisico de tejidos: Formulacion fisica del problema, planteando el sistema
de EDP necesario a resolver para cada simulacion.

2. Generacion de base numérica: Construccion de una base de simulaciones directas
considerando un espacio muestral limitado de parametros.

3. Reduccién de orden (POD): Aplicacién de la descomposicion en valores singulares
(SVD) sobre la base de simulaciones para extraer los modos espaciales més representa-
tivos y construir una base reducida ortonormal.

4. Asimilaciéon de datos y reconstruccion: Formulacién del problema inverso en el
espacio reducido, combinando la base de modos de tal manera que se obtenga un estado
que aproxime las mediciones.

METODOLOGIA
MODELADO FiSICO . GENERACION DE N REDUCCION DE |PROBLEMA INVERSO
DE TEJIDOS | BASE NUMERICA ” ORDEN | Y ASIMILACION

» Modelado poro-eldstico en el e Creacion de base numérica ¢ Uso de descomposicién SVD ¢ Minimizacion de error entre

dominio de la frecuencia con variacion de parametros e Extraccion de modos mediciones y modos
dentro de un espacio muestral principales y construccién de e Busqueda de combinacion
base reducida lineal 6ptima de modos

principales
Figura 7: Esquema metodologia

Las tres primeras etapas constituyen la fase offline o de preparacién del sistema: en ellas
se concentra la mayor parte del costo computacional asociado a las simulaciones directas
y a la construccion del modelo reducido. La cuarta etapa corresponde a la fase online de
reconstruccion, en la cual, dado un nuevo conjunto de mediciones, la solucién del problema

inverso se reduce a resolver un sistema de baja dimensién en el espacio generado por los
modos POD.




Metodologia 16

6.1. Modelacion de la elastografia cerebral

Con el fin de representar el comportamiento mecanico del tejido cerebral, se requiere un
modelo adecuado; para este propésito se utiliza un modelo de material poro-elastico basado
en las ecuaciones de Biot, en el cual se describe la interaccion entre la deformacién de una
matriz solida (tejido cerebral) y el flujo de fluido (fluido intersticial) a través de un medio
poroso deformable [34].

El modelo considera un dominio tridimensional 2 C R?, donde se definen un campo de
desplazamientos u : € — R3 y un campo de presién p : 0 — R como soluciones del siguiente
sistema de ecuaciones, que describe el balance de cantidad de movimiento lineal para el
medio sélido y la conservacién de masa para el medio fluido:

puy —V-0+Vp=0 en Qx[0,7],

Sept+V~ut—:Ap:0 en §x[0,T7. (1)
f

Se define o como el tensor de tensiones de Cauchy del sélido y i, A como los coeficientes
de Lamé, donde E corresponde al modulo de Young y v al coeficiente de Poisson:

E Ev
o =2pce(u) + AV - u), ue:m, )\:<1+y)(1_2y>.

Volviendo a la ecuacién del fluido, x representa la permeabilidad del sélido, p¢ la visco-
sidad del fluido y « el parametro de Biot—Willis. S, corresponde al parametro de almacena-
miento de masa, definido por la siguiente expresion, donde B es el parametro de Skempton:

S, =3a(l —aB)(1 - 2v)(BE) ™.

Debido a la naturaleza del examen de elastografia, en el cual el tejido se encuentra bajo una
excitaciéon mecanica armonica a una frecuencia fija (20-35 Hz), y considerando ademés que los
datos de desplazamiento obtenidos del examen se encuentran en el dominio de la frecuencia,
se reescriben las ecuaciones en dicho dominio. Se consideran los campos de desplazamiento y
presién como campos armoénicos, definidos por u(z,t) = u(z)e™t y p(x,t) = p(x)e™?, siendo
17 la unidad imaginaria. Las ecuaciones anteriores pueden reescribirse de la siguiente forma:s:

—w?pu — V- (2uee(u) — ¢l) = 0,
i (Se + i) wp — iw%gﬁ — :pr =0, (2)
b= p— A (c(u)),

donde ¢ corresponde a la presion total siguiendo el enfoque de [11], utilizando este campo
para estabilizar cambios abruptos en la presion.
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El dominio espacial €2 para el modelo consiste en una geometria realista, obtenida a par-
tir de datos de MRI de un paciente vivo. Las fronteras del dominio son dos superficies:
una que representa la superficie externa del cerebro (I'ouer) ¥ Otra que representa los ven-
triculos (I'yentricles)- Finalmente, el dominio €2 corresponde al volumen contenido entre ambas
superficies, como se muestra en la Figura 8, con

0f) = Fventricles U I‘outera 1—‘outer =00 \ Fventricles-

Surfaces: Harmonic excitation condition
Purple: Mventricles
White: Mouter

S(x)

Y A9
- L
{ é Mfw,m 4 v y
) .
: ¥ et 3 3

B

AP

Figura 8: Dominio, superficies de frontera y condicién de excitacion armo-
nica.

Las condiciones de borde utilizadas para replicar las condiciones del examen se describen
a continuacion:

* Excitacion armoénica: se aplica una excitacion armonica a la frecuencia del examen
w, con amplitud determinada A, sobre la superficie externa del dominio I'guer. Este
pulso arménico alcanza un valor maximo en la regién occipital y se propaga a través
del cerebro hacia la region frontal, donde alcanza un minimo, segun:

on = [0, 5(11:), 0] en 1—‘outera

con

s@) =4 (1 B 16:.692) '

Donde 16.92 corresponde a largo del cerebro en el eje x en cm.
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* Condicion de presion: se asume que las presiones intracraneal y ventricular perma-
necen constantes durante el examen, lo que se traduce en la siguiente condicion:

p= 0 en Fou‘cer U Fven‘cricles-

e Condicion de desplazamiento: se impone una condicién de no deslizamiento de tipo
Dirichlet homogénea sobre la superficie de los ventriculos, es decir,

u=0 en I_‘ventricles-

Las simulaciones se realizan utilizando elementos finitos de primer orden para reducir el
costo computacional, tanto para desplazamiento como presion, basandose en el trabajo de
[11] y su estabilizacién.

6.2. Construccion de la base de simulaciones

Con el objetivo de utilizar un enfoque de asimilacion de datos basado en modelos reduci-
dos, es necesario construir previamente una variedad paramétrica de soluciones del modelo
poro-elastico descrito en la Subseccion 6.1. Esta variedad retine un conjunto representativo
de estados del cerebro sometido a deformacion, obtenidos a partir de simulaciones numéricas
que exploran un rango fisiologicamente plausible de parametros materiales y de condiciones
de contorno. A partir de este conjunto de soluciones se genera posteriormente un espacio
reducido sobre el cual se proyectara la reconstruccion PBDW.

Sea P C R"™ el espacio de parametros del problema, siendo n, el nimero de pardmetros
a variar, donde cada vector.

9:<E,1/,/§,...) eP

representa una configuracién de propiedades mecanicas del tejido como médulo de Young o
coeficiente de Poisson, permeabilidad del tejido o eventualmente, otros parametros de interés
(por ejemplo, variaciones en la frecuencia de excitacién o en la amplitud del pulso arménico).
Para construir la variedad de simulaciones se define un conjunto de entrenamiento

{H(k)}szl C Pa

seleccionado mediante un muestreo uniforme o aleatorio con una distribucién normal, que
cubra de manera equilibrada el rango de valores considerados para cada parametro.

Dado que el modelo se formula en el dominio de la frecuencia, para cada vector de para-
metros 8% se resuelve el problema poro-elastico armoénico y se obtiene el campo complejo
de desplazamiento.

u(z) e C?, p®(z) e C, x €}

que satisfacen el sistema de ecuaciones presentado en la Subseccion 6.1. Para propésitos de
reduccién de orden, estos campos se almacenan en un vector de dimensiéon N asociado a la
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malla de elementos finitos utilizada en conjunto con los grados de libertad por nodo. Asi, el
vector de estado w¥) se puede definir con base en el campo que se desea reconstruir, ddndose
las siguientes posibilidades.

= "

Re gu(’“)
Re (u® Im (u®
w) = v ol |V [[u®]] e RY,
Im (u! Re (p™*)
Im (p®)

donde N denota la dimensién total del vector real resultante, siendo igual al nimero de
nodos de la malla multiplicado por la cantidad de parametros a guardar en cada uno de
ellos. De esta forma, la matriz de snapshots se define como

M = (W(l),...,W(K)) e RVXK

cuyas columnas representan posibles estados del cerebro bajo diferentes configuraciones de
pardametros. Cuando los campos a asimilar difieren en orden de magnitud, se normalizan (por
ejemplo, dividiendo por la norma de cada snapshot o por la amplitud impuesta en la condicion
de borde) para evitar que la escala de ciertas simulaciones domine la descomposicion.

6.3. Reduccion de orden mediante POD-SVD

A partir de la matriz de snapshots M € RV*E se emplea un procedimiento de Proper

Orthogonal Decomposition (POD) basado en la descomposicién en valores singulares (SVD).
Conceptualmente, la SVD busca un conjunto de vectores ortonormales que maximizan la
varianza (o covarianza) de los datos proyectados sobre ellos: el primer modo POD es la
direccion en la que los snapshots presentan mayor dispersion, el segundo modo es la direccion
ortogonal que representa la mayor parte de la varianza remanente, y asi sucesivamente. De
esta forma, la POD-SVD construye una base ortonormal “6ptima” en el sentido de minimos
cuadrados para representar el conjunto de snapshots.

En la practica, la SVD se obtiene mediante los algoritmos de algebra lineal estandar que
ya se encuentran implementados en la mayoria de los solvers numéricos y librerias cientificas
(por ejemplo, la funcién numpy.linalg.svd en la libreria numpy [35] en Python o la funcién
svd() en MatLab [36]). La descomposicion se escribe de forma compacta como

M=UXV',
donde:

¢ U € RM*N es una matriz ortogonal cuyas columnas son los modos POD; cada vector
columna ¢, es un modo espacial ortonormal.

e ¥ ¢ RV*K ¢g una matriz diagonal rectangular que contiene los valores singulares o; en
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su diagonal, los cuales miden la importancia relativa (energia) de cada modo.

* V € REXK eg una matriz ortogonal cuyas columnas describen las combinaciones tem-
porales/paramétricas asociadas a cada modo POD.

Para construir el espacio reducido se utiliza una SVD truncada: en lugar de conservar
todos los modos, se seleccionan tnicamente los primeros n modos asociados a los mayores
valores singulares. Denotamos por

®=(¢y,....¢,) €RV"

la matriz formada por las primeras n columnas de U, es decir, por los n modos POD de
mayor energia. De forma equivalente, la aproximacién de rango n de la matriz de snapshots
puede escribirse como

M=®&%,VE

donde X, y V,, son las matrices truncadas que contienen tinicamente los primeros n valores
singulares y los vectores asociados.

K n N n K K
n| X, n \'Al
K
N M ~ N| @ N
Figura 9: Representaciéon grafica de SVD truncada.

De esta manera, la matriz de modos truncada cuyas columnas forman una base ortonormal
de dimensién reducida. Teniéndose asi la posibilidad de aproximar cualquier estado como una
combinacién lineal de dichos modos, es decir,

w(z) ~ Pc,

donde el vector de coeficientes ¢ € R™ representa la proyeccion del estado sobre la base
reducida. La matriz ® constituye, por tanto, la base sobre la cual se formulara posteriormente
el problema de reconstrucciéon mediante PBDW.

6.4. Problema inverso y reconstruccion del campo

El objetivo de la etapa de reconstruccion es estimar el estado mecanico del cerebro a
partir de los datos parciales de desplazamiento obtenidos en el examen de MRE. Se denota
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el vector de mediciones disponibles como
£eR™

donde cada componente de este corresponde a los valores asociados a los voxeles provenientes
del examen, en otras palabras el vector contiene todas las mediciones en un corte de medicién
a utilizar para reconstruir.

Desde el punto de vista matematico, cada medicion puede modelarse como la aplicacién
de un funcional lineal sobre el estado completo w € RV (vector de grados de libertad del
problema poro-elastico):

Ej:,Cj(W), jzl,,m

Bajo la estructura de producto interno del espacio discreto, el teorema de representacion
de Riesz garantiza que para cada funcional £; existe un vector r; € RV tal que

EJ(W) = (W’ rj)v

de modo que la accion del sensor queda codificada por su representador de Riesz. En la
practica, estos vectores r; representan el proceso de medicién asociado a cada voxel, ya sea
promediando el campo en un dominio definido (voxel) o realizando una observacién puntual.

Agrupando los representadores de Riesz en una matriz, se define la matriz de observacion
W = (rl...rm) e RVxm,

de forma que el modelo directo de observacion de un campo puede escribirse compactamente
como

L~ Wlw,

Donde por ejemplo al multiplicar por la izquierda por la matriz de observacién asociada a
un corte a un determinado campo, se obtendria una observacion sintética del campo compu-
tacional, un ejemplo de esto se muestra en la Figura 10
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Figura 10: Ejemplo de uso de matriz de observacion

Una vez definido el modelo de observacion, el problema inverso consiste en reconstruir
un estado determinado. w € RV a partir de los datos experimentales £ € R™. En una
aproximacion clasica de resolucién, el problema puede formularse como la minimizacion de la
discrepancia entre las mediciones y el estado observado en los puntos donde existe medicién,
es decir,

w* = arg min HE — WTWH :
wERN 2
El minimizador w* se busca en un espacio de dimensién A, igual al nimero de grados
de libertad del modelo fisico en elementos finitos. Sin embargo, en la practica el ntimero
de mediciones disponibles suele ser mucho menor que la dimensién del modelo (N > m),
por lo que el problema anterior no tiene, en general, una soluciéon unica. Al desarrollar las
condiciones de minimizacion del problema de minimos cuadrados se obtiene el sistema

WWliw =Wy,

en el cual la matriz WW7 € RV*N tiene a lo mas m autovalores no nulos. En el caso tipico
N > m, esta matriz es singular y existen infinitos estados w que al ser observados coinciden
con las mediciones utilizadas para la reconstruccién.

Para superar esta problematica se plantea restringir la bisqueda a un subespacio reducido
de dimensiéon n < N, definido por la base POD truncada ® € RV*" (Subseccién 6.3).
Cualquier estado admisible se aproxima entonces como la combinacién lineal de los n modos
que definen la base ortonormal truncada. Lo que se traduce en:

w =~ P, ce R,

De esta manera el problema de minimos cuadrados se transforma en la busqueda de cada
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coeficiente ¢; asociado a cada modo de la base truncada ¢;:

¢’ = arg min
ceR”

L-Widc| .
Introduciendo la matriz

G=W'® c R™"
la formulacién anterior puede escribirse como

L—-Gc

¢’ = arg min
ceRn

27
cuyas condiciones de optimalidad conducen a las ecuaciones normales
G'Gc = G'e.

Una vez determinados los coeficientes éptimos, la reconstruccion del campo en el espacio
fisico se obtiene como

n
w'rdct = Z@-ci
i=1

Esta formulaciéon permite interpretar el problema de reconstruccion como un ajuste en
minimos cuadrados dentro de un espacio de dimension reducida, informado por la fisica del
modelo. En la practica, se asume que la informacién contenida por los n primeros modos es
suficiente para reflejar la fisica del problema, el como estudiar la calidad de la base reducida
y la reconstrucciéon se plantea en la Seccién 6.5.

6.5. Planteamiento de una cota de error a priori

Definiendo la base reducida como un subespacio Z, = span(¢i,...,®,), el problema
inverso y el algoritmo de reconstruccién introducen dos fuentes principales de error: (i)
la capacidad del subespacio Z, para aproximar el estado que se desea reconstruir, y (ii)
la capacidad del sistema de mediciones para observar dicho subespacio. Ambas se pueden
cuantificar mediante dos pardmetros que se definirdn basandose en el trabajo realizado por
[37]: el parametro de energia excluida normalizada &, y el pardmetro de observabilidad f3,,.

Parametro de energia excluida normalizada.

Sea M € RV*K 1a matriz de snapshots y M = UX V' su descomposicién SVD. Deno-
tando por o1 > - -+ > o, > 0 los valores singulares distintos de cero, se define este parametro
de la siguiente manera.
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La cantidad £(n) mide la fraccién de energia de los datos de entrenamiento que no estd
capturada por los primeros n modos POD. Lo que pasaria a representar la fraccion de
informacion que no captura el subespacio, cuyo valor disminuye en la medida que se aumenta
el valor dé n.

Parametro de observabilidad.

Sea Z, = span{¢y,...,®,} el subespacio reducido generado por los n primeros modos
POD, y sea W € RV*™ ]a matriz de observacién asociada a las mediciones MRE, cuyas
columnas son los representadores de Riesz {r;}".,. Denotamos por

W = span{ry,...,r,} C RV

el subespacio de mediciones generado por dichos vectores. El grado en que los modos del

modelo reducido son “vistos” por las mediciones se caracteriza mediante el parametro de
observabilidad

Bn(Zn, W) := inf sup (v, w) .

veZn wew [[v]l2 [[wll2
De esta manera la condicién inf sup determina la peor alineacién dentro del espacio de
observacion y el espacio de medicion, o por decirlo de otra manera, que tan dificil es observar
los modos que constituyen la base reducida, recordando que estos corresponden a direcciones
de méaxima covarianza de la base numérica. Es de esperar entones que en la medida que n
crezca, la capacidad del espacio de medicién de alinearse con la informaciéon de los modos

decrezca.

Para evaluar numéricamente el pardmetro de observabilidad se utiliza la matriz G definida
anteriormente, la cual debido a su definicién almacena los productos internos entre los modos
POD y los representadores de Riesz asociados a las mediciones. Esto debido a qué

G = WTq) con G” = <I'l', ¢]>

En consecuencia, al considerar que la matriz G contiene los productos internos, se puede
aproximar numéricamente la condicién inf sup al menor valor singular de G.

B(ZTH W) - Umin(G>7

Cota a priori.

Bajo la hipétesis de que el subespacio Z,, es observable (es decir, 5 > 0), se puede plantear
que el error relativo de reconstruccion verifica la siguiente cota a priori:

Ju —u*||2

< B, lE,.
[ull2 n
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En otras palabras, el error de reconstruccion esta controlado por el producto de dos factores:
(i) &€, que refleja la calidad del modelo reducido (cudnta energia de los datos queda fuera
de Z,), parametro que mejora con el aumento de n, y (ii) f71, que amplifica el error segtin
cuan bien el subespacio reducido es observado por las mediciones, pardmetro que empeora
con el aumento de n.

6.6. Alternativa al POD: incorporacién de modos es-
pecificos para mediciones (OMP)

La reconstruccion descrita en la Subseccion 6.4 se apoya en una base reducida ® obtenida
mediante POD a partir de la matriz de snapshots. Esta base es fija y se construye pensando en
describir de la mejor manera posible el conjunto completo de simulaciones de entrenamiento.
Sin embargo, para una medicion concreta de MRE puede ser conveniente refinar esta base,
incorporando modos especificos que estén asociados de manera mas directa a la informacién
contenida en la slice de medicion.

Con este objetivo se introduce un esquema que incorpore modos especificos asociados
a cada corte de mediciones. La idea central es utilizar los snapshots disponibles como un
“diccionario” de posibles patrones y, para cada conjunto de mediciones, seleccionar iterativa-
mente aquellas simulaciones que mejor representen los datos. Cada simulacién seleccionada
da lugar a un modo nuevo que se incorpora a la base reducida, mejorando su capacidad de
ajuste para esa medicion especifica.

El procedimiento puede describirse de forma cualitativa del siguiente modo:

* Construccion de la base reducida POD a partir de la matriz de snapshots, tal como se
describié en las secciones anteriores, obteniendo una ROM tradicional con n modos.

¢ Observacién de cada simulacién de entrenamiento en la slice de interés, aplicando el ope-
rador de observacion para almacenar, para cada snapshot, su correspondiente respuesta
medida (manifold de respuestas observadas).

* Analisis de la discrepancia entre la reconstruccion obtenida con la base POD tradicional
y la medicion experimental £, definiendo un residuo que cuantifica la diferencia entre
ambas.

* [teracién sobre la manifold de respuestas observadas, buscando la simulaciéon que mejor
reduzca dicha discrepancia; la simulacién seleccionada se utiliza para generar un modo
nuevo que se anade a la base reducida, y se vuelve a calcular el residuo. El procedimiento
se repite hasta cumplir un criterio de parada (por ejemplo, un umbral de error o un
nimero maximo de modos adicionales).

De esta forma, para cada conjunto de datos experimentales se obtiene una base reducida
enriquecida, formada por los modos POD globales y por un ntimero de modos adicionales
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construidos con base en el método mencionado. Estos modos adicionales estan especifica-
mente asociados a la medicién considerada y se eligen buscando, en cada paso, reducir lo
maximo posible la discrepancia entre la ROM y los datos. El resultado es una ROM hibrida
cuya base no es completamente fija, sino que puede adaptarse a cada mediciéon mediante la
incorporacién de modos seleccionados desde la manifold de snapshots, la cantidad de modos
totales n’ se definen como la suma entre los modos POD vy los agregados.

n’ = PODmOdCS —+ OMPmodcs

6.7. Adquisiciéon y preprocesamiento de datos

Los datos experimentales utilizados en este trabajo corresponden a medidas de elastografia
por resonancia magnética (MRE) cerebral, proporcionadas por el Hospital Charité (Berlin,
Alemania) [38] en el marco de estudios previamente aprobados por los comités éticos co-
rrespondientes. El conjunto de datos considera 4 voluntarios sanos, sometidos a excitaciones
armoénicas en cuatro frecuencias de estimulacion w € {20,25,30.03,35.09}Hz. El examen
médico se realiza en una configuracion experimental basada en el esquema de la Figura 11,
donde se utiliza un generador de vibracién externo ubicado fuera del resonador.

- ca. 2.5 to 3 meters distance

remote vibration generator head cradle
{outside MRI) (inside MRI)

Figura 11: Esquema procedimiento de adquisicién de datos. Extraido de [4]

Cada adquisicion se realiza sobre un volumen cerebral discretizado en vozxeles de tamafno

Az x Ay x Az =0.17 x 0.17 x 0.21 cm?,

Para cada vozel j, el examen entrega un tnico vector de medida m; € RY que contiene
tanto la posicién del centro como el desplazamiento complejo descompuesto en partes real e
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imaginaria:
m; = (%‘ Yj 2 Urewj Ureyj Urezj Wimaj Uimy,j Uz‘m,za)’

donde (x;,y;, 2;) corresponde a las coordenadas del centro del vozel y wye, Wy, representan,
respectivamente, las partes real e imaginaria del desplazamiento.

Se plantea para el esquema computacional que cada vozel de medicién contenga por lo
menos tres tetraedros de los que conforman la malla utilizada para las simulaciones, esto
implica un tamaiio de vértice por lo menos de largo < 0.17/3 ¢m?, lo cual conforma una
malla demasiado fina y pesada computacionalmente. Por esto se realiza un preprocesamiento
de los datos, generando un nuevo tamano de vozxel de

Axr X Ay x Az = Axgy X Ays X Az,

Cuyos valores se exponen en la seccién Seccion 7 de resultados. Este sub-sampleo implica
que el valor de cada vozel nuevo correspondera al promedio de los vozeles contenidos dentro
de este.

6.8. Herramienta numérica: software MAD

Todas las simulaciones directas, la construccién del modelo de orden reducido (ROM)
y la resolucién del problema inverso se realizan con el software de cédigo abierto MAD !
(Multi-physics simulAtions for engineering and Data assimilation), desarrollado por Felipe
Galarce [39]. Este cédigo basado en C++ esta orientado a simulaciones mediante el método
de elementos finitos, con énfasis en técnicas de reduccion de orden y asimilacién de datos.

En el contexto de este trabajo, MAD se utiliza para:

* Resolver el problema directo poro-elastico en el dominio de la frecuencia, generando la
variedad de simulaciones sobre la que se define el ROM.

* Construir la base reducida mediante descomposicién en valores singulares (POD-SVD)
a partir de los snapshots obtenidos.

* Formular y resolver el problema inverso de reconstruccion, imponiendo la compatibilidad
entre el modelo reducido y las mediciones de MRE.

Los sistemas lineales provenientes de la discretizaciéon en elementos finitos se resuelven
con un esquema iterativo de tipo GMRES (método de subespacios de Krylov), acoplado a
PETSc para el manejo eficiente de matrices dispersas y pre condicionadores, MAD admite
paralelizacion en CPU mediante MPI, lo que permite distribuir el cémputo en multiples
nucleos y hacer viables las simulaciones poro-eldsticas tridimensionales de alta resolucion y
la evaluacion repetida del modelo dentro del esquema de ROM y del problema inverso.

L Repositorio disponible en https://gitlab.com/felipe.galarce.m/mad.
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Resultados

7. Resultados

7.1. Construccion de la base numérica

Con el fin de generar la manifold (M), se debe realizar un cierto nimero de simulaciones
variando distintos pardmetros asociados al modelo poro-elastico, de manera de obtener simu-
laciones suficientemente variadas. Para este caso, se genera una manifold de 2048 simulaciones
con diferentes combinaciones de cuatro pardmetros: médulo de Young (FE), permeabilidad
(k), razén de Poisson (v) y frecuencia (w). Cada pardmetro se varfa segun una distribu-
cién normal truncada, cuyas distribuciones se generan de acuerdo con los parametros que se

muestran a continuacion.

Tabla 1: Pardmetros utilizados para las distribuciones.

Parametro 1 o Minimo | Maximo
Moédulo de Young [dyn/cm2] | 5.5e4 2.7e4 led leb
Permeabilidad [cm2] 5.5e-10 | 2.7e-10 | 1e-10 1e9
Coeficiente de Poisson [-] 0.425 0.015 0.4 0.45
Frecuencia [Hz] 20 1.3 18 22

Los histogramas asociados a cada parametro se muestran en la Figura 12.
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Figura 12: Histogramas de los pardmetros utilizados.
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7.2. Analisis del ROM

Como se mencioné anteriormente, al utilizar un mayor niimero de modos para la re-
construccion, aumenta la cantidad de energia o informacién proveniente de la base, pero la
observabilidad de dicha informaciéon disminuye. Con el propoésito de analizar este fenémeno,
luego de extraer 350 modos para la manifold de 2048 simulaciones, y dos sub—manifolds de
1024 simulaciones tomadas aleatoriamente de la original, se calculan el valor singular aso-
ciado a cada modo, la energia excluida normalizada (¢), el parametro de observabilidad ()
y la cota tedrica de error dada por la razén €/3. Los resultados se muestran en la Figura 13.

ag &
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Modes Modes

Figura 13: Analisis de pardmetros del ROM, con ¢ valor singular y A valor
propio

A partir de esto se pueden observar varias conclusiones. En primer lugar, la mayor parte
de la informacion se captura dentro de los primeros 50 modos, lo cual se refleja en la brusca
disminucién de la pendiente en las curvas de valores singulares y de energia excluida norma-
lizada. En segundo lugar, se observa que las curvas son similares para la manifold original
y las dos sub—manifolds generadas, lo que permite aceptar que 2048 simulaciones capturan
informacién suficiente para la reconstruccién. Finalmente, se observa que un ntmero teérico
de modos adecuado para la reconstrucciéon se encuentra en torno a 55 modos para la manifold
de 2048 simulaciones.
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7.3. Sobre la observabilidad de las mediciones reales

Dado que la observabilidad es un pardmetro asociado a qué tan bien es posible “ver” la
informacion, se genera una dependencia con la slice utilizada para la reconstruccion. Esto se
debe a que cada slice observa una seccion diferente del dominio y también un cierto ntimero
de wvozxeles dentro de este. Lo anterior lleva a suponer que algunas slices se comportaran
mejor que otras y que ciertas slices seran mas adecuadas para la estimacion del campo. Para
analizar esto, se calculan el pardmetro de observabilidad § y la razén £/ para las 10 slices
disponibles; los resultados se muestran en la Figura 14.

B global comparison

€ / B global comparison
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Modes Modes

Figura 14: Comparacién global de observabilidad y cota tedrica por slice.

Como se muestra, cada slice presenta un valor minimo diferente dé /. Para clasificarlas
de mejor a peor, se define que la mejor slice serd aquella con el menor valor dé /3. El
ranking de slices se presenta en la Figura 15, y su distribucién sobre el dominio cerebral se
muestra en la Figura 16.

A partir de este ranking se observa que las peores slices son las superiores (7, 8 y 9).
Esto se debe al reducido ntimero de voxeles contenidos en cada una, lo que se correlaciona
con que los valores de 5y £/ queden restringidos a un nimero de modos menor que 350,
estando cada una restringida a un nimero de modos igual al nimero de voxeles de la slice.
Esto se debe a que, para realizar una reconstruccion, es necesario que el nimero de modos
sea menor que el nimero de mediciones (n < m). Por otro lado, las siguientes slices con
peor desempeno son las centrales (3, 4 y 5), lo cual puede asociarse a la presencia de los
ventriculos dentro del dominio contenido en cada una. Finalmente, las mejores slices para
una reconstruccién a priori resultan ser las inferiores (0, 1y 2).
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Figura 15: Ranking de slices segun /.
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Figura 16: Ranking de slices proyectado sobre el dominio.

7.4. Reconstruccion a partir de datos sintéticos

Con el fin de evaluar la capacidad del procedimiento para reconstruir un campo a partir

de mediciones parciales, se realiza una reconstruccién utilizando datos sintéticos. Para ello,

se asimila la magnitud del campo de desplazamientos proveniente de una simulacién externa

a la manifold. Para observar dicho campo se genera una medicion sintética utilizando la in-




Resultados 32

formacion de posiciones y dimensiones de los voxeles de una slice arbitraria de las mediciones
reales; el valor de cada vozel sintético corresponde al promedio del campo dentro del dominio
espacial de ese vozel.

En la Figura 17 se muestra una reconstruccion de una simulacion utilizando las posiciones
de los voxeles de la slice 6. La reconstruccion se realiza con n = 55 modos, ya que, como
se menciono en la Seccidon 4.3, este niimero es suficiente para capturar la mayor parte de la
informacion del ROM. En la figura se aprecia la posicién de la slice en el dominio, el campo
sintético en la slice, como es observado y el campo reconstruido en dicha slice. En la Figura 18
se muestra el campo completo reconstruido y el campo sintético en todo el dominio.
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Figura 17: Reconstruccion sintética: posicion de la slice, medidas en la slice,
campo sintético y campo reconstruido.
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Figura 18: Reconstruccion sintética del campo en todo el dominio.

A primera vista se aprecia una gran similitud entre el campo sintético y el reconstruido,
pero se requiere un parametro cuantitativo para evaluar la calidad de la reconstrucciéon. Para
este propésito se calcula el error relativo de reconstrucciéon como

W T tag — W

2
error relativo = mag
|| WTumag ||2

Para la reconstruccién anterior, el error relativo tiene un valor dé 7.0 x 10~*%. El error
relativo para el mismo nimero de modos (n) utilizando todas las slices se muestra en la
Tabla 2. Con base en estos resultados, se puede afirmar que el pipeline general funciona
adecuadamente, siendo el siguiente paso la reconstruccion a partir de mediciones reales.

Tabla 2: Error relativo de reconstruccién para cada slice, n = 55.

Slice ID | Error rel. [ %] | Slice | Error rel. [ %]
0 7.0e-4 5 7.0e-4
1 2.1e-3 6 7.0e-4
2 7.0e-4 7 7.0e-4
3 6.0e-4 8 1.0e-3
4 8.0e-4 9 3.3e-3

7.5. Reconstruccion a partir de datos experimentales

En la siguiente seccién se implementa el uso de mediciones reales, con el fin de analizar
de mejor manera el desempeno de la reconstruccién bajo un escenario desfavorable, debido
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a la calidad de las imagenes. El error relativo y absoluto se calcula en cada voxel de la slice
de comparacion. El vector de error absoluto e se obtiene como la diferencia entre el vector

de mediciones (£) y la observacion de la reconstruccién (W'u,,,):

e=¢0—-W'u*

mag*

El error relativo en cada voxel se calcula como

error relativo por voxel = e .
| Unag,il

Los resultados se dividen en dos subsecciones principales: la primera, en la que la recons-

trucciéon se evalia en la misma slice utilizada para reconstruir, y la segunda, en la que se
evalta la capacidad de extrapolar informacion.

Para ambos escenarios se utilizan datos del voluntario 1 y las imagenes empleadas para
reconstruccién corresponden a una frecuencia de excitacion dé w = 20 Hz.

7.5.1. Evaluacion en la slice utilizada para la reconstruccion

En este caso, la reconstruccion se evaltia sobre la misma slice utilizada para reconstruir,
con el propoésito de mostrar la capacidad del método para aumentar la resoluciéon en un
dominio que ya cuenta con informacion, pero que esta limitado por la resolucion de la imagen
de RM. En este sentido, el método puede verse como un algoritmo de super-sampling.

En las Figura 19 y Figura 20 se muestran las reconstrucciones correspondientes a las
slices 0 y 6, respectivamente. En cada imagen se observan cuatro sub graficos: la posicion
de la slice en el dominio, las mediciones en la slice, el campo reconstruido en la slice y la
reconstruccién observada. La slice 6 se reconstruye con n = 25 modos, alcanzando un error
relativo global de 14.8 %, mientras que la slice 0 se reconstruye con n = 20 modos, con
un error relativo global dé 16.8 %. Como se menciond anteriormente, para un andlisis méas
completo de la reconstruccion es necesario evaluar el error relativo y absoluto en cada voxel;
esta informacién se presenta en las Figura 21 y Figura 22.




Resultados 35

Measures on domain " Measures on slice
1.56-02 5, 1.7e-02 5
o] 0015 ©
[0 01 E' [ E'
2 —001 2
0 1]
—0005 2| . 0005 3
L.t ~ .
1.4e-05 £ 0.0e+00 E
Reconstruction Observed Reconstruction
[}
1.5e-02 ©
1.7e-02 £
1, I 3
S —o001 o
2 o]
—001 5
) —0005 2
il 0005 & f l 2
“— = s o
[ 0.0e+00 Q
7.2e-04 ]
Figura 19: Reconstruccién experimental para la slice 0, n = 20: posicién de
la slice, mediciones, campo sintético y campo reconstruido.
Measures on domain Measures on slice
18602 1802
[0.015 g [0.015 g
DI 3I
—001 @l —0.01 @l
oos 3| - 0005 3
L..i = Lo
1.40-05 E 0.0e+00 E
Reconstruction Observed Reconstruction
o))
19602 [ 19e02 ©
[0.015 5 0015 3:
- ie)
“001 g oot ¢
o] =}
0005 £ . 0005 E
“— [ =] — 5
-1.1e-03 -8.5e-04 @

Figura 20: Reconstruccién experimental para la slice 6, n = 25: posicién de
la slice, mediciones, campo sintético y campo reconstruido.
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Figura 21: FError absoluto y relativo por voxel para la reconstrucciéon expe-

rimental de la slice 0, comparacién sobre el mismo n = 20.
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Figura 22: Error absoluto y relativo por voxel para la reconstruccién expe-

rimental de la slice 6, comparacion sobre el mismo n = 25.

Para el caso de la slice 6, las principales fuentes de error se concentran en la seccién
superior central y en los voxeles cercanos a los bordes, donde las imagenes presentan valores
nulos de desplazamiento. En la slice 0, la principal fuente de error se ubica cerca de la zona de
desplazamiento nulo en la porcién media izquierda de la imagen. Esto sugiere que existe una
dificultad para reconstruir cambios abruptos del campo observado, cambios que no estaban
presentes en las mediciones sintéticas. La capacidad de reconstruir estas zonas con cambios
bruscos puede mejorarse aumentando el nimero de modos utilizados: los modos de orden
mas alto son capaces de capturar variaciones mas finas del campo. Esto lleva a la discusion
de qué tan buena es una reconstruccién aceptable frente al costo computacional de utilizar
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un mayor numero de modos, recordando que uno de los objetivos del algoritmo y del uso de
un modelo de orden reducido (ROM) es disminuir el nimero de variables a resolver.

Las reconstrucciones para cada slice se calculan para valores de n en el intervalo [1,350],
y se determina el error relativo global para cada uno de ellos. La comparacion global se
muestra en la Figura 23. Se observa que las curvas correspondientes a las slices 7, 8 y 9
alcanzan un valor cero antes de los 350 modos, debido a que cada una posee menos voxeles
que 350; es imposible resolver la combinacién lineal de modos cuando n > m, ya que hay
menos voxeles con informacién en la imagen que modos a combinar. Ademas, se aprecia que
las slices con mayor error son (2, 3, 4, 5), las cuales corresponden a las slices centrales que
contienen los ventriculos. Por tltimo, la region donde el error relativo decrece con mayor
rapidez se encuentra entre 1 y aproximadamente 50 modos, mostrando que la mayor parte
de la informacién esta contenida en los primeros 50 modos. Todas estas observaciones son
consistentes con los resultados de las secciones 7.2 y 7.3.

Relative error vs number of modes comparison
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Figura 23: Error relativo global de la reconstruccién en funciéon del niimero
de modos, para todas las slices.

7.5.2. Evaluacién de la extrapolaciéon de datos

Tras analizar la reconstruccion de datos en un dominio que ya posee informacion, es
necesario evaluar la capacidad del algoritmo para extrapolar o interpolar datos. Para ello
se propone un caso de estudio en el que se busca interpolar la magnitud del campo de
desplazamientos entre dos slices separadas por una slice. En este caso, las slices utilizadas
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para la reconstruccion son la 6 y la 8, mientras que la slice 7 se emplea para la evaluacion.

Al intentar extrapolar informacién se observa un fenémeno particular: una alta simili-
tud con una de las slices utilizadas puede inducir un campo extrapolado que no coincide
con el resto de las mediciones experimentales. En este sentido, es necesario encontrar un
punto medio en el que el campo sea lo suficientemente cercano a las mediciones utilizadas
como referencia y, al mismo tiempo, lo bastante préximo al campo que se desea reconstruir.
Buscando este equilibrio, se utilizan menos modos que en la secciéon anterior, realizando la
reconstruccion con 15 modos.

La reconstruccion se muestra en la Figura 24 y los errores relativo y absoluto por voxel se
presentan en la Figura 25; la estructura e informacién de cada imagen es analoga a la descrita
en la Seccién 7.5.1. Se observa que las principales fuentes de error son los voxeles cercanos a
las paredes con desplazamiento nulo y la zona de maximo valor en la parte superior. El error
relativo global de la reconstruccién es 26.9 %, lo que lleva a la misma observacién que en la
Seccion 7.5.1: las zonas mas dificiles de reconstruir utilizando pocos modos son aquellas con
cambios abruptos en la magnitud del desplazamiento. No obstante, en términos generales, el
algoritmo muestra la capacidad de interpolar datos en un dominio distinto al utilizado para
la adquisicién de mediciones.
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Figura 24: Interpolacion experimental del campo utilizando las slices 6 y
8, n = 15: posicién de la slice, mediciones en la slice 7, campo sintético y
campo reconstruido.
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Absolute error Relative error
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Figura 25: Error absoluto y relativo por voxel para la interpolacién experi-
mental desde las slices 6 y 8 hacia la slice 7, n = 15.

7.6. Implementacion de OMP

Como se menciond en la Seccion 6.6, se propone una nueva forma de ROM basada en
localizacion guiada por datos, que consiste en el cdlculo de modos especificos asociados a cada
slice de mediciones, buscando dentro de la manifold aquellas simulaciones mas similares a
los datos experimentales, minimizando la distancia entre el ROM y el espacio de mediciones.

Para evaluar la capacidad del nuevo método, se calculan modos guiados por datos para
cada slice variando la cantidad de modos POD (Proper Orthogonal Decomposition) utiliza-
dos, n = [3,5,7,10,12], y buscando modos guiados por datos dentro de la manifold de 2048
simulaciones.

Posteriormente, se realizan reconstrucciones y comparaciones sobre la misma slice para
las slices 0—6, excluyendo las superiores debido a su baja observabilidad, como se menciond
en la Seccion 7.3. Para cada slice se calcula el error relativo global de reconstruccion en
funcién del niimero total de modos n’, definido como n’ = POD0des + OMP nodes. Ademas,
para cada slice se realiza una comparacion entre las distintas bases generadas para cada valor
de n; los resultados para cada slice se presentan en la Figura 26.
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POD vs OMP comparison
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Figura 26: Comparativa de error de reconstruccion entre base POD y base
OMP, bases construidas con distintos valores de modos originales utilizados
(n), con azul curva sin la implementacién de OMP base tradicional.

Se observa que, para cada slice, se logra una reduccién del error relativo y, por lo tanto,
una disminuciéon del nimero de modos necesarios para alcanzar un error dado. Las slices
2,3, 4 siguen siendo las mas problematicas debido a la presencia de los ventriculos dentro de
la region de medicion, alcanzando valores minimos méas altos de error relativo; sin embargo,
el algoritmo OMP produce igualmente una mejora, mostrando una capacidad global superior
al método tradicional basado tinicamente en POD.
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8. Conclusiones

En este trabajo se desarrollé un flujo de trabajo completo para la reconstruccién de campos
de desplazamiento a partir de mediciones de elastografia por resonancia magnética (MRE)
in vivo, combinando un modelo poro-elastico en el dominio de la frecuencia, una manifold
numérica tridimensional y un modelo de orden reducido formulado en el espacio de modos

POD.

La formulacién del modelo fisico de elastografia cerebral, basada en las ecuaciones de Biot,
permitio describir de manera consistente la interaccion entre el campo de desplazamiento y
el campo de presion bajo excitacion armoénica. El uso de parametros mecénicos dentro de
rangos fisiolégicamente plausibles, junto con condiciones de borde que representan el examen
de MRE, dio lugar a campos que reproducen cualitativamente la propagacion de las ondas
observadas en los datos experimentales.

A partir de este modelo se construyé una base numérica tridimensional mediante 2048
simulaciones directas, variando modulo de Young, permeabilidad, razén de Poisson y frecuen-
cia. La aplicaciéon de POD-SVD sobre la matriz de snapshots mostré que la mayor parte de
la energia se concentra en los primeros 50 modos y que un niimero de modos en torno a este
valor resulta suficiente para describir la manifold con buena fidelidad. El andlisis conjunto
de los valores singulares, de la energia excluida normalizada &, y de la cota de error a priori
€,/ Pn confirmé que este rango de modos ofrece un equilibrio adecuado entre riqueza de la
base y condicionamiento del problema inverso.

Sobre la base reducida se planteé e implement6 el problema inverso de reconstruccion,
utilizando un modelo de observacién que conecta los modos POD con las mediciones de
MRE y analizando la observabilidad de los modos reducidos a través del pardametro (,. El
estudio de &,/5, para cada slice permitié cuantificar de manera sistemética la calidad de
las mediciones: las slices inferiores (0-2) presentaron las cotas teéricas de error mas bajas,
mientras que las superiores mostraron valores mas altos. Ademas, la incorporaciéon de modos
guiados por datos mediante OMP demostré ser eficaz para reducir el error con un niimero
total menor de modos, permitiendo reducir el costo computacional de la reconstruccion

Finalmente, la evaluacion del desempeno del pipeline de reconstruccion demostré que el
enfoque propuesto es capaz de recuperar campos sintéticos con errores relativos en norma
2 del orden de 0,0001 %, lo que valida la consistencia interna del método. En el caso de
mediciones reales in vivo, se obtuvieron reconstrucciones con errores relativos en norma 2
del orden del 15-20% al comparar en la misma slice, y del orden del 27 % al interpolar
entre slices. Para un nimero tipico de n &~ 50 modos, las slices con mejor desempeno (0, 1,
6, 7, 8 y 9) presentan errores entre aproximadamente 5% y 12 %; las slices de desempetio
intermedio (2 y 5) se sitdan en torno al 15-25 %; mientras que las slices mas desfavorables
(3 v 4) alcanzan errores del orden del 3040 %, en concordancia en parte, con el andlisis
de observabilidad y de la cota de error a priori, pero ademas se concluye que aquellas que
involucran los ventriculos dentro del dominio poseen un aumento en el error.
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