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Resumen

Ultimamente, el efecto magnetocaldrico ha llamado bastante la atencion
debido a las diversas aplicaciones en el campo de la refrigeracion en las que
puede ser usado, por esta razon se han estudiado diversos materiales que puedan
presentar este efecto. Sin embargo, encontrar el candidato perfecto es dificil, ya
que algunos materiales no tienen la respuesta térmica deseada, o simplemente
no son amigables con el medio ambiente. Es por esto por lo que, encontrar
materiales que, ademés de ser mas “verdes”, también sean mas eficientes y
menos costosos, es un punto de mucho interés.

En esta tesis se ha estudiado la respuesta térmica del grafeno, analitica
y numéricamente usando la estadistica de Boltzmann y de Fermi-Dirac, al
aplicarle un campo magnético externo variable. Para lo cual, se han estudiado
diversas cantidades termodindmicas en el ensemble canénico, principalmente la
variacion de entropia, al tener una monocapa y una bicapa de grafeno.

Finalmente, se hace una comparaciéon entre la monocapa y bicapa, para asi
determinar cudl de los dos casos tiene una mejor respuesta térmica, encontrando
que, en la estadistica de Boltzmann, a baja temperatura la respuesta de la bicapa
es mayor que la de la monocapa. Sin embargo, al aumentar la temperatura
se observa que la monocapa responde de mejor forma térmicamente. Por otro
lado, en la estadistica de Fermi-Dirac, se encontr6 que la bicapa mantiene una
mejor respuesta térmica en todo el rango de temperatura. Este comportamiento
encontrado motiva el interés de ver los efectos en més capas de grafeno y una

extension natural en las discusiones de la presente tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

Fue en 1881 cuando Warburg observé por primera vez el efecto
magnetocalérico [1|. Posteriormente, Debye [2]| y Giauque [3| comenzaron
a explicar por su propia cuenta este fenémeno, a la vez que proponian una de
las primeras aplicaciones para este efecto, la desmagnetizacion adiabatica. Con
los anos, se fue estudiando cada vez mas el efecto, pasando por Brown, quien
cred un prototipo de refrigerador magnético usando Gadolinio como compuesto
activo [4], hasta llegar a Pecharsky y Gschneider [5] quienes descubrieron en
1997 una serie de materiales con respuestas magnetocaléricas asombrosas. Desde
entonces, la investigacion y el estudio del efecto magnetocaldrico se ha centrado
en encontrar al material o compuesto que brinde mas eficiencia y que sea mas
amigable con el medio ambiente. Es asi que, el grafeno se ha convertido en un
gran candidato para este proposito.

Cuando Novoselov y Geim [6] aislaron por primera vez el grafeno a
temperatura ambiente, se abrieron muchas oportunidades para usarlo en
diversas aplicaciones, como sensores de grafeno [7], grafeno para bateria de
litio-azufre (LieS) [7], compuestos estructurales |7], entre otros. La razon de que
sea ampliamente utilizado son sus excelentes caracteristicas 6pticas, térmicas
y mecénicas, ademas de su alto grado de flexibilidad y que es considerado
unos de los materiales mas fuertes y mejores conductores [7]. Por todas las
caracteristicas antes mencionadas, sumado a que los métodos de su produccion
son mas respetuosos con el medio ambiente [§8], lo hacen un material bastante
atractivo cuando se trata de su estudio y aplicaciones.

Entonces, si queremos estudiar al grafeno y su comportamiento, una sola

capa de este material no basta, se necesita también analizar los sistemas



multicapas, de esta forma estamos ampliando nuestro entendimiento sobre
este material. Los sistemas como estos, son ideales para estudiar una variedad
de problemas mecanicos cuéanticos [9]. Otros estudios [10] han mostrado que,
con un aumento del niimero de capas, las propiedades magneto electronicas
se enriquecen y diversifican mediante distintos apilamientos, tales como el
AA, AB, ABC, etc. En consecuencia, no solo el nimero de capas afecta el
comportamiento de este material, sino que el tipo de configuracion que escojamos
para el apilamiento también afecta de manera significativa, ya que esta juega un
papel importante en las propiedades electronicas de los grafenos multicapa [10].
Un claro ejemplo de esto es el apilamiento AB también llamado apilamiento
Bernal, el cual, al estar en un sistema con un ntmero de capas “par”’, nos
presenta un sistema con fermiones que adquieren masa en comparacién con
el sistema monocapa, mientras que en un sistema con un nimero de capas
“impar”, se nos presenta una combinacién entre un sistema sin masa y otro con
masa, o sea tenemos fermiones sin masa y con masa |9-11]. Sin embargo, en
nuestro estudio solo consideramos este tipo de apilamiento al estar trabajando
con una bicapa, mientras que el hecho de que un sistema presente o no presente
masa, se discutird mas adelante en esta tesis.

Por otra parte, el estudiar el efecto magnetocalérico en el grafeno, significa
que estamos exponiendo este material a un campo magnético externo variable
y luego analizamos su respuesta térmica. Ademaés, la estructura de bandas del
grafeno nos muestra a las bandas de conduccion y valencia tocandose en los
llamados puntos de Dirac (llamados K y K’), formando asi, los conos de Dirac.
Durante mi trabajo previo he estudiado y analizado sé6lo lo que pasa en la
rama positiva del cono de Dirac, sin tener la necesidad de utilizar la estadistica
de Fermi-Dirac como tal, a pesar de que en esa zona se esté trabajando con
fermiones. Por lo tanto, si ahora consideramos la rama negativa, entonces se
hace necesario usar la estadistica fermionica, recordando que al aplicar un
campo magnético externo a nuestro sistema se produce una cuantizacion de
Landau, formando asi niveles de Landau en el espectro de energia [9], y en
donde los fermiones en el grafeno se distribuyen siguiendo la estadistica de
Fermi de acuerdo con el principio de exclusion de Pauli [12].

Entonces, estos fermiones al estar bajo campos magnéticos presentaran
comportamientos inusuales, que conducen a varios fendémenos cuénticos

novedosos, como los efectos Hall cuanticos [9, 13, 14].



Estudiar el efecto magnetocalérico en el grafeno no sélo nos ayudara
a comprender como se comportan los fermiones bajo las condiciones antes
mencionadas, sino que también podremos ver la factibilidad de usar grafeno
en aplicaciones como la refrigeracion magnética. Por lo tanto, para cumplir el
proposito de nuestra investigacion, analizamos el efecto magnetocalérico en el
grafeno, lo que significa calcular y estudiar diversas cantidades termodinamicas
de interés, desde el punto de vista de la estadistica de Boltzmann y de
la estadistica de Fermi-Dirac. Para lo cual, partiremos esta tesis con una
explicacion sobre el efecto magnetocalorico (MCE), para asi entender la
termodinamica que hay detras de este efecto, asi como también una breve
explicacion de la estadistica fermidnica, la que incluye el ejemplo del gas de
fermiones para tener una mejor nociéon de como funciona esta estadistica. Como
nuestra sustancia de trabajo es el grafeno, no puede faltar una descripcion de
este material, asi como las configuraciones que usaremos en esta investigacion
y los distintos apilamientos que se puede tener. Siguiendo esta misma linea, se
hace una distincion entre el caso de una monocapa y bicapa de grafeno, en donde
estudiamos la respuesta térmica de ambos sistemas usando las estadisticas de
Boltzmann y Fermi-Dirac. Una vez estudiados todos los casos de interés se
procede a hacer una comparacion entre estos, para ver cual es mejor o cual
tiene una mejor respuesta térmica. Finalmente, culminamos esta tesis, pero
no asi nuestra investigacion, con las conclusiones obtenidas después de todo
el trabajo realizado, incluyendo, por supuesto, las futuras proyecciones con

respecto a este tema, que lejos estd de encontrar su fin.



Capitulo 2

Efecto Magnetocalorico

2.1. MCE

Cuando un cambio de temperatura, en un material, se da al exponer este
material a un campo magnético externo variable [15], nos estamos refiriendo al
efecto magnetocalérico o bien MCE por sus siglas en inglés. Aqui, la entropia
juega un rol importante que veremos méas adelante.

La entropia, como sabemos, esta definida como:

_AQ
AS = a (2.1)
De donde:
AQ =TAS (2.2)

En un solido la entropia es considerada una funcién de estado. Entonces,
como estamos en presencia de un campo magnético externo, la entropia

corresponde a:

S = S(T, H) (2.3)

En un material, la entropia total de un sistema puede escribirse como la
suma de entropias relacionadas a los distintos elementos que pueda tener el

sistema. Asi, entonces [15]:

S(T, H) = Syea(T, H) + Setect(T, H) + Spaag (T, H) (2.4)



Donde S,.q(T, H) esta relacionada a la red cristalina, Seeq(7, H) esté
relacionada con la distribucion electronica y Sy,q, (7, H) esté relacionada con
la contribucién magnética de los espines.

Trabajar con la entropia en la forma en que se presenta en la ecuaciéon
(2.4) puede ser complicado [16], es por esto que se hacen aproximaciones para

simplificar esta expresion:

1. Srea(T, H) ~ Syeq(T)

2. Select<T; H) ~ Select(T)

Con estas aproximaciones estamos asumiendo que no hay dependencia del
campo magnético sobre S,cq ¥V Serect, pero, ademas, estamos diciendo que el
efecto en concreto vendra de las variaciones de la entropia S,q4. Asi, tenemos

que:

S(T, H) - Sred(T) + Select(T) + Smag(Ta H) (25)

En la Figura 2.1.1 tenemos un ejemplo de un diagrama T-S de un sistema
expuesto a los campos magnéticos Hy y H; [17]. En A — B se observa que
el sistema sufre una magnetizacion manteniendo la entropia Sy constante. La

situaciéon que se esta describiendo corresponde a un proceso adiabatico, donde:

ATo(T, AH) = Ty(Hy) — To(Hy) (2.6)

S| So S

Figura 2.1.1: Esbozo de la dependencia térmica de la entropia para un sistema
en presencia de dos campos externos.



En A — C el sistema sufre una desmagnetizacion isotérmica. Aqui, estamos
haciendo uso de nuestra entropia aproximada, por lo que, toda variacion
de entropia en un proceso isotérmico, nos dard un resultado dependiente

exclusivamente de S,,q4. Luego:

AST<T, AH) == Sl - SO = Smag(T07 Hl) - Smag<T0; Ho) (27)

2.2. 'Trabajo Magnético

La energia interna de un material magnético, considerdndolo un sistema
termodinamico, dependera de todas aquellas variables significativas para el

sistema, es decir:

U=U(S,V,N, M) (2.8)

Con M la magnetizacion, donde suponemos que :

M = Mé (2.9)

Aqui M es constante y € una direcciéon arbitraria. Ademas, tendremos que:

M = /Md3r (2.10)
Vv

Con M = M(H,E,T,N/V) la densidad de magnetizacion de un material.

Luego, la Primera Ley vendria dada por:

dU = TdS — PdV + pdN + dWy, (2.11)

Donde dW,; corresponde al trabajo magnético que debemos encontrar. Para
ello, debemos considerar un material magnético cilindrico, de longitud L y area
transversal A, el cual estard rodeado por un solenoide de A/ vueltas, tal como se
puede observar en la Figura 2.2.1 [18]. El solenoide esta hecho de un cable que
asumimos tiene cero resistencia, o sea, es un superconductor. A dicho solenoide
se le conecta una bateria, de tal manera que el cable so6lo lleva corriente [
proporcionada por esta bateria.

Luego, usamos la Ley de Ampére, en unidades cgs, para medios materiales:



VxH=—j (2.12)
&

Figura 2.2.1: Material magnético de forma cilindrica de longitud L y area
transversal A, rodeado por un solenoide de N vueltas.

Integramos la ecuacion sobre el drea demarcada por las lineas punteadas

(ver Figura 2.2.1 [18]), con 7 la normal:

/VXH'ﬂdA:Zl—W/j-ﬁ,dA (2.13)
C

Lo que nos da:

j{H.dz:A‘g-N-J (2.14)

El resultado, a la derecha de la igualdad, nos indica que cada espira del
solenoide aporta con una corriente I. Ahora bien, si L es muy largo, entonces
podemos concluir que, por simetria, fuera del material tendremos H = 0,
mientras que dentro del material obtendremos H = HZ, con H constante.
Luego, nuestra ecuacion (2.14) queda:

H-L:%-N-I (2.15)

De donde podemos despejar la magnitud de H:



A N - 1
H=— — 2.1
T (2.16)

Si ahora suponemos que el material es isotropico, es decir, que posee las
mismas propiedades en todas las direcciones, entonces podemos decir que el
material se magnetiza siguiendo la misma direccion que M, es decir, la misma
direccion que M = M2Z. Ademas, es importante notar que, habra un campo

de inducciéon magnética en el material de la forma:

B=H +41- M (2.17)

Cabe senalar que, lo que queremos es calcular el trabajo al variar la corriente
I, por lo que, si la corriente cambia en el tiempo, entonces df /dt # 0, lo que
produce un cambio en H y por tanto un cambio en B, o sea que, dB/dt # 0,
lo que nos generara un cambio de flujo de inducciéon. Con esto, podemos hacer
uso de la ecuacion de Faraday:
10

F=——B 2.1
V x 5 (2.18)

Integramos la ecuacion sobre una superficie de area A, con borde igual a

una espira de alambre y con la normal apuntando en la direcciéon 2:

/VXE@dA:—l/QB-sz (2.19)
A C Aat

Aqui, usamos que B = B(t)Z, por lo que, la ecuacion anterior nos da:

1 .dB
E-dl=——A— 2.20
7{ c dt ( )

Este resultado esté considerando solo una vuelta del solenoide, por lo que,
si ahora consideramos las N vueltas de este, y que E - dl = ¢, con ¢ la fuerza
electromotriz, la ecuacion (2.20) queda:

N dB
Eind = —?A% (2.21)

Donde ¢;,4 corresponde a la fuerza electromotriz inducida en todo el
solenoide. Aqui, estamos suponiendo que I = g/At, con ¢ la carga que pasa por
el cable en un tiempo At. Si ahora hacemos un cambio Aq = dg, y de acuerdo

con la ley de Faraday, se genera un campo eléctrico que se opone al cambio,



es decir, se genera una fuerza electromotriz € contra la que el incremento de
carga dq hace trabajo. Dicho incremento de carga se debe lograr haciendo que
la bateria genere una fuerza electromotriz ¢ = —¢;,4, igual, pero en sentido
contrario a la inducida.

Antes de seguir, recordemos cémo es el trabajo mecanico que un campo E

hace sobre una carga Aq entre los puntos 1 y 2 en el espacio:

2 2
AWewt:/F-dl:Aq/E-dl:Aq-V:Aq-s (2.22)
1 1

Con V la diferencia de potencial entre los puntos 1 y 2.
Entonces, el trabajo que hace la bateria sobre Ag viene dado por:
N dB N dBdg N
dW =edq = —A—dq=—A——dt = —AIldB 2.23
=0 c dt 1 c dt dt c ( )
Donde I = dq/dt.
Luego, podemos usar la expresion que encontramos para H (ecuacion (2.16)),
para escribir I en términos de H:
dr N -1 Hcl
=2 2.24
c L TN (2.24)

Sustituyendo en dW (ecuacion (2.23)), tenemos:

N Hel, LA

dW = —AdB - = —HdB 2.25
c AT N 47 ( )
LA vendria a ser el volumen V' del material cilindrico. Si ahora usamos la

expresion B = H + 47 - M (ecuacion (2.17)), entonces:

dB = dH + AmdM (2.26)

Luego:

AW = %H(dH + dmd M) = %HdH +VHIM (2.27)
/I m

El primer término corresponde al trabajo sobre el campo externo,
independiente de si el material se encuentre o no, y el segundo término
corresponde al trabajo magnético sobre el material.

Si ahora usamos que M = VM, de donde dM = VdM, podemos escribir

una expresion para el trabajo magnético sobre un material, que es lo que

10



buscabamos. Asi, el trabajo magnético es:

dW = HdM (2.28)

Luego, si esta cantidad es positiva, el agente externo esté haciendo trabajo
magnético sobre el material, pero, si es negativa, hace trabajo en el exterior.

De esta forma, la Primera Ley queda:

dU = TdS — PdV + pdN + HdM (2.29)

Y si asumimos que N es constante, entonces:

dU = TdS — PdV + HdM (2.30)

2.3. Termodindmica del MCE

Consideremos un sistema que no se deforme al aplicarle un campo magnético
H. Con T y P la temperatura y presion, respectivamente, para un cierto estado,
podemos usar la energia libre de Gibbs, G, para describir las propiedades
magnetotérmicas del sistema, considerando la energia interna U, que sera
funcion de la entropia S, el volumen V' y la magnetizacion M. Entonces, usando
una transformacion de Legendre de U [19], G queda:

G(T,P,H) =U(S,V,M) =TS+ PV — MH (2.31)

De donde:

dG = dU — SdT — TdS + VdP + PdV — HdM — MdH ~ (2.32)

Usando la ecuacion (2.30) dG queda:

dG = VdP — SdT — MdH (2.33)

Si no consideramos la presion, nuestra expresion para dG se puede reducir

alin mas:

dG = —SdT — MdH (2.34)

11



De donde podemos obtener la siguiente relacion de Maxwell:

(o), = (7). 239

Una propiedad fisica que nos sera de interés es el calor especifico. Nosotros

ya conocemos el calor especifico C'y, dado por:
aS
Cy=T|=—= 2.36
=7(57), (2:30)
Pero estamos trabajando con un campo magnético H, por lo que, el calor

especifico Cy viene dada por:
oS
Cy=T|—=— 2.37
=7 (57), 1)
Ahora bien, debemos recordar que la diferencial de entropia S(T, H) la

podemos escribir como:

08 08
5= (%) ar (25 an -

Usando las ecuaciones (2.35) y (2.37), dS nos queda:

Cy oM
dS = —dT — | dH 2.39

T ( T )H (2:39)
Asi, en un proceso adiabatico, la entropia se mantiene constante, por lo

tanto:
Oy oM Cy . (OM

Integramos entre dos estados para obtener una expresion que relacione
las variaciones de la temperatura con las variaciones de un campo magnético

externo:

He 1 (oM
AT = AT, :—/ —<—) dH 2.41
! n Cu \ 0T ), (2.41)

Por otro lado, en un proceso isotérmico, el primer término de (2.39) se hace

0, luego, al integrar obtenemos el cambio de entropia total del sistema:

12



AS = ASiu — /

H;

Hr roM
<8_T) i dH (2.42)

Con:

ASisor(T, H) = S(T, Hy) — S(T' H;) (2.43)

2.4. Convencién de signos

De (2.41) tenemos que:

Hrr (oM
ATy = —/ — <—) dH 2.44
¢  Cu \ 0T ), (244)
Si suponemos que el calor especifico no depende del campo H, entonces:
T (" oM
ATy~ —— — | dH 2.45
Ty /H (aT )H (2.45)
Pero de (2.42), sabemos que:

Hr roMm
ASiso —/ (—) dH 2.46
=1, \ar), (2.46)
Luego,
T
ATyq ~ — (—ASisot) (2.47)
Ch

De esta forma, tenemos una relacion directamente proporcional entre AT,
y (—=ASiset). Por tanto, si (—AS;se) > 0, entonces AT,; > 0, haciendo que
el material entregue calor. Por otra parte, si (—AS;s0) < 0, tendremos que
AT,; < 0, haciendo que el material actie como refrigerante.

Ya explicada la teoria detras del efecto magnetocalérico, realizaremos un
cambio en la notaciéon del campo magnético. Desde aqui en adelante usaremos
la notacion “B”, en lugar de “H”, para el campo magnético, con tal de no crear

confusiéon con el hamiltoniano.

13



Capitulo 3

Estadistica Fermionica

3.1. Una breve explicacién cuantica

Si queremos estudiar la estadistica fermiénica, entonces tenemos que hacerlo
desde la mecanica cuantica. En especial cuando hablamos de particulas idénticas
que pueden ser intercambiadas, ya que al hacer esto, en mecénica cuéntica,
existen ciertos requerimientos de simetria [20] que la funcién de onda de estas
particulas tiene que cumplir. Los posibles estados que podamos tener estaran
dados por estos requerimientos de simetria. Estados que, al enumerarlos, no
importa qué particula se encuentre en qué estado, sino sélo cuantas particulas
hay en cada estado s de una sola particula [20].

Los requerimientos de simetria antes mencionados estan conectados con el
spin de las particulas. En esta secciéon hablaremos de aquellas particulas de spin
semi entero, llamadas Fermiones, las cuales siguen la estadistica de Fermi-Dirac
y que ademas basan su comportamiento en el principio de exclusiéon de Pauli
[12].

Entonces, para estas particulas con este tipo de spin semi entero, el
requerimiento de simetria es que la funciéon de onda total debe ser antisimétrica

cuando intercambiamos dos particulas, es decir, cambia su signo:

V(@ Qi) =—U(Qy Qi)

Por otra parte, debido al principio de exclusion de Pauli, nunca puede
haber mas de una particula en un estado dado de una sola particula [20], de lo

contrario, si por ejemplo tuviéramos dos particulas, ¢ y 7, en el mismo estado
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s, y son intercambiadas, su funcién de onda seria:

U(-Qi Qi) =T (- Qs Qi)

Pero debido al requerimiento de simetria al final resultaria en:

VU =0; cuando iy j estan en el mismo estado s

Por lo tanto, en el caso de la estadistica de Fermi-Dirac no existe un estado
del gas donde haya mas de una particula en un estado de una sola particula.

Para entender mejor este comportamiento, consideremos el siguiente ejemplo.
Supongamos que tenemos un “gas” con so6lo dos particulas, A y B. Asumamos
que cada particula puede estar en uno de tres posibles estados cuanticos,
s = 1,2,3. Enumeremos, entonces, los posibles estados de todo el gas, es decir,
queremos saber de cudntas maneras distintas podemos poner dos particulas en
los tres estados.

En la estadistica de Fermi-Dirac, las particulas son consideradas
indistinguibles y sabemos que no méas de una particula puede estar en un
estado. Por lo tanto, tendremos la situacion descrita en la Tabla 3.1.1. Aqui
podemos ver que tenemos solo tres posibles estados para todo el gas.

El mismo ejemplo puede ser estudiado en términos de las posibles funciones

de onda del gas. Nuestra funcién de onda, entonces, esta dada por:

v (Q) (3.1)

La cual corresponde a una funcién de onda de una particula con coordenada
Q@ en el estado s.

Como las particulas son no interactuantes, la funcién de onda total puede
ser escrita como el producto de las funciones de ondas de las particulas [20].

En nuestro caso ¥ tiene que ser antisimétrica bajo el intercambio de
las particulas, por lo que, podemos construir solo tres funciones de onda

antisimétricas de la forma:

Ui(Qa)¥;(Qp) — Vi(QB)Y;(Qa) (3.2)

Donde 57 > iy 1,7 =1,2,3. Note que este set de funciones de onda no esta

normalizado.
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Tabla 3.1.1: Distribucion de particulas en tres distintos estados, siguiendo el
principio de exclusiéon de Pauli.

3.2. Funciéon de distribucion

Nuestro problema consiste en un gas de particulas idénticas en un volumen

V' en equilibrio a una temperatura 7T'. Definiremos entonces:
I. r : Los posibles estados cuénticos de una sola particula.
I1. €, : Energia de una particula en el estado 7.
I11. n, : Nimero de particulas en el estado r.
IV. R : Los posibles estados cuanticos de todo el gas.

Despreciando las pequenas interacciones entre las particulas, podemos
escribir la energia total del gas cuando esta en algin estado R y en donde hay
ny particulas en el estado ry, ny particulas en el estado ro, etc. De esta forma,

la energia total vendra dada por [20]:

Er = nie; + noes +nsez + -+ - = anq (3.3)

Donde la suma se extiende sobre todos los posibles estados r de una particula.

Ademas, si el nimero total de particulas del gas es N, entonces:

an =N (3.4)

Luego, si quisiéramos calcular las funciones termodinamicas del gas, como

la entropia, por ejemplo, debemos calcular su funcién de particion:

7 = Z e PER — Z e~ Plmertnzeatnges+-) (35)
R R

Aqui, la suma es sobre todos los posibles estados R de todo el gas.
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Como la exponencial en la expresion de Z es la probabilidad relativa
de encontrar el gas en un estado particular, podemos escribir el nimero de

particulas promedio en un estado s de la siguiente manera [20]:

ER nse—ﬂ(n1e1+nze2+-~+nses+--~)

e 3 e Blmertnaert o tnsest) (3.6)
Por lo tanto,
1 10
ng = —= — —B(n1e1+noeat-+nges+--)
=Y ( y 868) ;
P (3.7)
= 10IlnZ
ns [ —
B Oeg

Note que, debido a que en la estadistica de Fermi-Dirac s6lo puede haber
una particula por cada estado, al sumar sobre todos los posibles niimeros de
particulas en cada estado, en realidad tenemos que sumar sobre dos posibles

valores:

n, =0,1; Para cada r

Y si el ntimero total de particulas es fijo, entonces se debe satisfacer que:

> n,=N (3.8)

Tal como ya lo habiamos mencionado anteriormente.

Luego, sumando primero sobre todos los posibles valores de ng, y
reorganizando el orden de la sumatoria, podemos escribir la ecuacion (3.6)
de la siguiente forma:

o Zns nse—ﬁnses Z(S) e~ Blnier+nzea+-)

s n1,ne,... (39)
S efnees S0 poplmeatnaert)

ni,ng,...

El superindice (s) en las sumatorias indica que no se considera el estado s
en €esas sumas.

Por otra parte, la restriccion (3.8) implica que si una particula esta en el
estado s, la suma 32 en (3.9) se extiende solo sobre las particulas restantes,
(N —1), que se pueden poner en estados distintos de s. Entonces, consideremos,

de manera conveniente, la siguiente abreviacion para la suma Z(s):
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ni,na,...
Luego, calculando las sumas explicitamente sobre ng = 0 y 1 en la ecuacion

(3.9), tenemos:

0+ e PsZ(N —1)
Zs(N)+eBesZ(N — 1)
1
(Zs(N)/Zy(N — 1)) ePes +1

M, =
(3.10)
= 7, =

Lo cual puede simplificarse si relacionamos Zs(N — 1) con Z,(N) y si

AN < N. Entonces:

In Z,(N — AN) = In Z,(N) — %&(MAN
— InZ,(N) — a,AN (3.11)

= ZJ(N — AN) = Z,(N)e 2N
Donde

_ 9l Z,(N)
~ 0N

Debido a que Z5(N) es una suma sobre muchos estados, se esperaria que la

(3.12)

eF

variacion de su logaritmo con el nimero total de particulas N debe ser muy
insensible en cuanto a qué estado s particular se ha omitido de la suma, por lo
que podemos introducir la aproximacion de que «; es independiente de s [20],

es decir:

as = Para todo s (3.13)

La derivada (3.12) también puede expresarse aproximadamente en términos
de la derivada de la funcién de particién completa Z(N), lo que ocurre en el

denominador de (3.6). Asi, entonces:

_8an
~ ON

(%

(3.14)
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Luego, usando (3.11), con AN = 1, y la aproximacion (3.13), la expresion
(3.10) queda:
. 1

De la condicion (3.8) podemos determinar el pardmetro «:

S
' 1
=2 w1V

Recordando que la energia libre de Helmholtz es F' = —kgT'In Z, por lo
tanto, la relacion (3.14) es equivalente a:

1 oF L

L or p 1
=TT ON T EeT M (3.16)

Con p el potencial quimico por particula. Asi, (3.15) queda:

1

- eﬁ(es*/‘«) —+ 1 (317)

Mg

Esta ultima expresion corresponde a la funcién de distribucion de Fermi-
Dirac [20].

Note que m; — 0 si €5 es lo suficientemente largo. Por otra parte, debido a

que el denominador en (3.15) nunca puede ser menor que la unidad, no importa

cuén pequeno sea €, se deduce que iy < 1. De ahi una relacién que refleja

adecuadamente el requisito impuesto por el principio de exclusiéon de Pauli:

0<m <1

Ahora bien, si quisiéramos demostrar la aproximacion (3.13), primero
consideremos que la funciéon de particion dada por el denominador de (3.6) o
(3.10) esta relacionada a Z,(N) por [20]:

Z(N) = Z,(N)+eP=Z,(N —1)
= Z,(N) (1 + e *77%)
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O bien

InZ=InZ,+1In (1 + e_a_BES)

Aqui, hemos usado (3.11) y (3.13). Entonces:

olnZzZ 0OlnZz, e B Ja

ON ON 14+ eaBes 9N
I5Je)

" ON

= a=qa; —

Luego, la aproximacion (3.13) se satisface si:

oo
8_N ng < o
De la misma manera, si pensamos en la estadistica de Fermi-Dirac, donde
ns < 1, la aproximacion se satisface si % < «, es decir, si el namero de
particulas N es suficientemente grande como para que el potencial quimico no

cambie apreciablemente al agregar una particula mas al sistema [20].

3.3. Gas de Fermiones

Pensemos en fermiones atrapados en una caja de volumen V| cuya energia

es de la forma:

2

)= - (3.18)

Aqui se tendran valores permitidos en el espacio p:

2m
p = (s, ny,n) (3.19)
Con una relacion de dispersion:
p=nhp (3.20)
En general sabemos que [19]:
1 1

ng Z =ePr (3.21)

T BE 11 Z 1t 11
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Luego, el nimeros de particulas viene dado por:

(N) = ns(&(p). T) (3.22)
p
Para pasar al continuo, usamos:
4 3
S / i'p
p

Si tenemos simetria esférica: d®p = 4wp?dp. Por lo tanto:

0 , (3.23)
(V) _ 4%/ g p

1 2m\ */?
= pidp= 51‘1/2 (_m) dx

Asi, entonces:

(NY 41 (2m\*/? [ z1/?
vV Twe\g) ), Tzt (3:24)

Antes de continuar resolviendo, las funciones de Fermi se definen como:

f = — /Ood v (3.25)
Y T(v) S, TZ e 11 '

En nuestro caso v —1 = % = v= %, donde I (%) = %ﬁ Luego, el namero
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de particulas de un gas de fermiones seréa:

W) _drl om0y

Voor2 < B ) " (2) Farl2) (3.26)
V) _ (@rmkpT) )

% h3 5/2

Finalmente, entonces:

) _ S o

Notar que v = <—J‘\/[>, asi se tendré que:

1 f3(2)
— = 3.28
v A(T) (3:28)
Para la ecuacion de estado, debemos recordar que:
In= = Zln + Ze ) (3.29)
Usamos ) — % [ &p;  d’p = Amp*dp. Ast:
|7 _
In= = 47% dp p*In (14 Ze PP) (3.30)
<
Integrando por partes, la integral C sera:
p2
M / dp 2> (——) Zpe 7im
(1 + Ze~ 52m)
Asi nos queda:
1 > Zpte Fum
3\m/ Jo <1 + Ze *32m>
(3.31)
1 (B) / > i p*
3\m/ Jo <1 +Z 1eﬁ2m>



Sea:

om\ /2 | om\ /2 1
= pldp = (%) “220 V2 = pldp = (_m> =32y

Asi, tenemos:

1 9 5/2 1 0 3/2
co LB (2mYy L [Ty, 2
3\m o] 2 Jo (1+ Z-1ex)
1 om\**1 (5
=3 e
3\m B 2 2 (3.32)
5/2 :
c_1 By (2my71 3 Fsa(2)
3\m/) \ B 2 \a") 752
N
c=(5) 2 @ )
g
De esta forma nos queda:
vV o(m\**
In= = 47T¥ (E) 2712 (M) fop0(2)
.V
In= = ﬁ(Qﬂmk:BT)g/z f5/2(2) (3.33)
_ Vv PV
= In== ﬁ(mek:BT) 12 fsa(2) = T
Finalmente, encontramos que:
P 1
— = — (3.34)

kBT f5/2(2’) Ag(T)

Entonces, en resumen, para el gas de fermiones, tenemos:

L3 =wm f32(2)
II. kBLT = ﬁ f5/2(2)

Realicemos ahora un anélisis del problema.

23



1. Altas temperaturas y bajas densidades:

Sabemos que:

A(T) =

h

En este limite, Z es pequeno, por lo tanto:

ZQ

V2mmkgT

fopls) 22— 2t

Pero de I. sabemos que:

A(T)

= f3/2(2)

Asi entonces, tenemos una estructura general:

A(T)

Como Z es pequeno:

~z(1
v

Z

Z(O) _ A3(T)
v
Por tanto, la fugacidad sera:
3
Z:A(T) 1Z _ 20
v (- 5m)
De esta ecuacion
1

z(1) o z(0)

(1— 2027372

Asi, encontramos que:

AB(T) 1

Z —

_|._
v 22

Luego, notemos que, cuando Z < 1:

(ny) =

= (ng) ~

1

1

 Z-1eBé 41

Z

2)

z(0) (1 + z0) . 2—3/2)

— Ze PP

(eﬁé(z’)/z)

24

eﬁg(l’)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)



Por lo tanto, en ese limite:

AX(T)

(ng) = ZeBEP) — .

e PEP) (3.41)

Esto tltimo corresponde a la Estadistica de Maxwell-Boltzmann. Es decir,
cuando estamos a altas temperaturas y bajas densidades (A3 — 0; 7 — o)
estamos hablando de un “gas no degenerado”, por lo que es equivalente al gas
ideal clasico [21], que en este caso se puede describir usando la estadistica de

Boltzmann. En otras palabras, Z se reduce al gas de Boltzmann.
2. Bajas temperaturas y altas densidades:

Definimos la densidad de estados por unidad de volumen como [22]:

DE) = - 336~ &) (3.42)

Para el continuo tendremos que:

1 1 Vv 3 dm )
Vgﬁv(%)?) /dk—> (2W)3/dkk

Luego, la densidad de estados sera:

AT h2k?
D) = — 2 — 4
© = o [ o (5= o) (3.3
Usando la siguiente propiedad de la Delta de Dirac:
d(z — xp)
0 f(z) — f(xo)) = ——
Donde
, h2k h2k? 2mé
f(k)_ﬁa §= Sy =\ 7
Entonces:
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0V
dk k? -

47
D) = 5 | s €30
_dmom [ 2mé
D(&) = (27r)3ﬁ i dk k6 (k: — F)
D(e) A4 m  [2mé €0

= e\
1 /2m\*?
D) =—|—
-1 () V8
De esta forma entonces, la densidad de estados nos queda:

D(f) — 471r2 (%)3/2 \/g f >0
0 £E<0

Algo importante a notar es:

1 1
<N> - Z (eﬁg(k)e_ﬁ/ﬁ + 1) - Z Z_leﬁf(k:) —+ 1

k,s k,s

Ademas, también sabemos que:

| ate-a-

Luego, tenemos:

/dfz( S )(5 &)

Analizando:
i 1
(N) = /d§ (m) : ;5(5—&;)
T En W

Asi, entonces:
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—+00

N
B [agnen pe (3.49)
Como ya sabemos qué forma tiene la expresion de la densidad de estados,
entonces:
N oo
- [aepie)nyiem) (3.50)

0

De la misma forma, tenemos:

[e.o]

o= [ D@ ¢nsle)

0

. (3.51)
kBiT = /dg D(€) In (1+ Ze W)

Ya hemos analizado el problema a bajas temperaturas, entonces ahora
veremos qué pasa cuando la temperatura es finita, es decir, T = 0.

Primero calculamos el limite de la funcién de Fermi:

lim ns(§,T) = H (p(0) = &)

Donde H es la funcién de Heaviside y p(0) = & es la energia de Fermi.
Esto nos indica que, por definicion de la funcion de Heaviside [23], H (u(0) — &)
permanece constante en el valor (mas alto) 1 desde £ = 0 hasta & = u(0) y luego
cae repentinamente al valor (mas bajo) 0. Por lo tanto, en 7' = 0, todos los
estados de una sola particula hasta € = 1(0) estéan “completamente” llenos, con
una particula por estado (de acuerdo con el principio de Pauli [12]), mientras
que todos los estados de una sola particula con & > 1(0) estan vacios [21].

Luego, aT"— 0:

oo

—/%D@Jﬂ&—a (3.52)

0

(N)
Vv
Definamos el niimero de particulas por unidad de volumen como n = @,
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luego:

(3.53)

De aqui podemos despejar la energia de Fermi:

2/3 h2 _ h2
2m  2m

Ep = (67r2n)

Luego, para T' > 0, utilizamos la expansion de Somerfield [24]:

(kp)®; Con kp = (67T2n)1/3 (3.54)

+oo w(T) 2 ) .
[ acn@nten~ [ deH©+ T () H @)+ OT)

[e.e] —00

&r wu(T) 2 )
~ / de H (€) + / aE H (€ + 7 (hT) ' (6r) + O(T)

—00 195
(3.55)
Sin embargo, tenemos que:
w(T)

| H© ~ ) &) B er) (3.56)

Asi, la expansion nos queda:

+oo §F
[ dem©nien)~ [ HE T @) - ) HEr)
o0 > (3.57)
+ = (kaT)* H' (66) + O(T)!

Entonces, como tenemos que:
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3

[ 2
<N>=w/ 46 D () + (u(T) — &) D (65) + = (knT)? D' (&) + O(T)*

2

(ksT)* D' (&F)

3
[l
H
8 5
QL
72"
)
™
+
=
=
|
TN
=
)
I~
=
+
CD|>]M @lﬁ @3|

(ksT)* D' (¢F)

n = nt (u(T) ~ &) D (&) + - (hpT)* D' ()
(3.58)

Resolviendo, llegamos a:

D) = g = T k) 68 (3.59)

Donde, sabemos que:

DO~ VE DO~ 56 = D) ~ Ver D (&) ~ 56"

Luego, nos queda:

(3.60)

Para la energia interna, nuevamente usamos la expansion de Somerfield:

ér

[f&ﬂ@w@ﬂw/

—00
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Pero, si tenemos que:

H(E)=D()¢ = H (§p) = D (&r) +ErD' (Ep)

Entonces, para la energia interna tenemos:

+oo

U(T) EF

—0o0
—0o0

7.‘.2

6

Notemos que:

o0

1)
‘[ @LN@éz/ﬁssD@»H@F—az

—00

U/(0)
A

También tenemos que:

(1(T) = &r) D (Er) Er = D (§F) (M(T)fF - 5%) ;

2
u(T)er = & — 35 (knT)*;
2
WT)er = € = 15 (ksT)’
2

= (u(T) = &) D (&r) & = —15 (kpT)* D (¢r)

Ademés, también sabemos que:

T

(W(T) = &) €pD (&p) = —— (kgT)* D' (&) &

6

Entonces:
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= [dep© ense )~ [T de D€+ (D) - ) Derr +

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)



&r 2 9 2 2
@ _ /oodg D)€~ % (kaT) D' (€r)&r + o= (kaT) D
T (kT D (6r) &5
Uy v x? 2
= T g kD)’ D (&)
Pero:

U 1 /2m\*? 3/2
v rﬂ(ﬁ) | e
U0) 3 1 /2m\*?
%:g@<h—nj) (€r)*? ¢
Uo) 3

gt

Por otro lado. tenemos que:

D (&) = 1 (2—?)3/2 (€

472
31 (2m\*? 4
D (¢r) = %, 62 (ﬁ) (&r)
3
D (¢r) = 26, "
Asi, tendremos:
UT) 3 ? , 3
)2 D kRT)? 2
v 5t k) g

Por otra parte, el calor especifico vendra dado por:
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Cv(T) = (8U(T) ) y
1

= Cv(T) = ( )V (3.69)
Cy(T) = % (k’;T) kg # = k;B Gas ideal clasico
F

De esta ecuacion podemos ver la dependencia que el calor especifico tiene
con la temperatura, ademas de que en magnitud Cy es mucho mas pequeno en
comparacion con el valor clasico %N kp. Ademaés, es importante notar que lo
antes descrito se da a bajas temperaturas, pero, ademas, se da cuando tenemos
que T' < Tr (= &r/kp), donde Tk es la “temperatura de Fermi” del sistema
[21].

0 ] .
0 1 2 kT 3
E€f

Figura 3.3.1: Calor especifico de un gas de fermiones [19].

La Figura 3.3.1 [19] nos muestra el calor especifico, calculado en la ecuacion
(3.69), normalizado a Nk, con k la constante de Boltzmann definida en esta
tesis como k. Como se puede apreciar, y tal como lo indica la ecuaciéon antes
mencionada, a muy bajas temperaturas el calor especifico se comporta de
manera lineal, sin embargo, a altas temperaturas este tiende al valor del gas
ideal clésico.

Luego, volviendo a la ecuacion de estado del gas de Fermi:

—+00

/ d¢ D(€) In (1 + Ze W) (3.70)

—00

P
kpT
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Resolvemos integrando por partes:

1 d
—In(1+ Ze PR quy = —
w=ln (L4 2750 du = — T ey
2 1 /2m\*?* 2
dv=D(&) d&; v = 3 53/2472 (ﬁ) =3¢ D(¢)

Asi, nos queda:

+oo
1

/ d < D<§)ln (14 Ze—Bek))
(3.71)

De esta forma, finalmente, obtenemos la ecuacion de estado para un gas de

fermiones. Dicha ecuacion refleja que, en un gas de fermiones, la presion esta

directamente relacionada con la densidad de energia @
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Capitulo 4

Grafeno

4.1. Monocapa de Grafeno

El grafeno monocapa consiste en d&tomos de carbono dispuestos en una red
cristalina bidimensional tipo panal de abeja, como se muestra en la Figura
4.1.1. La estructura de panal de abeja [24, 25| consiste en una red hexagonal,

con una base de dos atomos, etiquetados como A y B, en cada punto de red.

Figura 4.1.1: Red tipo panal de abeja y la zona de Brillouin. Izquierda:
Estructura de red del grafeno, con a; y as como los vectores de red unitarios
correspondientes. d;, i = 1,2, 3 son los vectores de los primeros vecinos. Derecha:
La zona de Brillouin (BZ) correspondiente. Los conos de Dirac estan localizados
en los puntos K y K’ [26].

Si se utilizan coordenadas cartesianas con x e y, los vectores primitivos de

la red hexagonal de Bravais (4.1.1), son a; y ay donde
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a; = <9@> ; a; = (9, _\/§a> (4.1)
2 9 279

Y a = |ay| = |ay| es la constante de red. En el grafeno, a = 2.46A [25]. La
constante de red es la distancia que hay entre celdas unitarias, mientras que,
entre los atomos de carbono es la distancia carbono-carbono ac_¢ = a/ V3=
1.42A. Notar que, la estructura de panal de abeja no es una red de Bravais
debido a que las posiciones atémicas A y B no son equivalentes: no es posible
conectarlos con un vector de red R = nja; + nsas donde n; y no son enteros.

Los vectores de la red reciproca b, y by que satisfacen a; - by = ao - by = 27

y a; - by = as - by = 0 estdn dados por:

La representacion de la red reciproca es presentada en la Figura (4.1.1), que
es una red hexagonal de Bravais, como la indicada en la zona conformada por
los vectores by y by y la zona punteada en la Figura (4.1.1).

De particular importancia para la fisica del grafeno son los dos puntos K y
K’ en las esquinas de la zona de Brillouin. Estos son llamados puntos de Dirac.

Sus posiciones en el espacio de momentum estan dadas por

2r 2w 2r =27
K=|(—, : K =|— — 4.3
(3a 3\/§a> <3a 3\/§a) (43)

Los tres vectores en el espacio real para los primeros vecinos estdn dados

por

6= (1.v3) &= 2 (1L-v3)  &=—a(10) (49)

Mientras que los segundos vecinos cercanos estan localizados en 8 = +a,
0} = t+ay, 85 = £+ (a2 — a;). El Hamiltoniano de tight-binding para electrones
en grafeno puede ser truncado hasta primeros y segundos vecinos més cercanos,

siendo expresado como:

H=—t Z (CLTg,ibg,j + HC) - t/ (CLT(LiCLUJ‘ + bT(m'bmj + HC) (45)

(i,4,0) ((i.5),0)
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Donde a; , (aig) aniquila (crea) un electron con spin o (1, ) en el sitio R; en
la sub red A (una definicion equivalente es usada para la sub-red B), t es el valor
de energia de hopping a primeros vecinos (hopping entre sub-redes diferentes),
cuyo valor es aproximadamente t &~ 2.8 eV y t’ es la energia de hopping de
los segundos vecinos (hopping en la misma sub red). Es importante senalar
que, el valor de t’ no es del todo conocido, pero a través de céalculos abinitio
[27] se encontré que 0.02 < ' < 0.2¢, dependiendo de la parametrizacion en el
tight-binding.

Las bandas de energia calculadas a partir del Hamiltoniano (4.5) tienen la
forma [28]

Ei(k) =£v/3+ f(k) —t'f(k) (4.6)

Donde se tiene que:

f(k) = 2cos (\/gk:ya> + 4 cos (?k@a) Ccos (gkxa) (4.7)

Esta ultima funcién, obtenida a partir del modelo de tight-binding, describe

el hopping entre los primeros vecinos, siendo obtenida de la forma:

3
. Biaky 3
g(k) = Ze“sl — 1+ 2" cos (%—k‘ya) (4.8)

=1

Con

lg(k)|* = 3 + 2cos (\/§kya) + 4 cos <§kya> cos (gkxa) =3+ f(k) (4.9)

El signo positivo de la Ec. (4.6) implica la banda superior (7*) y el signo
negativo la banda inferior (7). Es claro, de la Ec. (4.7) que el espectro es
simétrico en torno a la energia cero si t' = 0. Para valores finitos de t/, la
simetria electron-hueco se quiebra y las bandas 7 y 7’ se vuelven asimétricas.
En la Figura 4.1.2 [29], se muestra el caso ¢ = 0 para las bandas y a su lado
derecho un acercamiento a uno de los puntos de Dirac (en el punto K o K’ en
la zona de Brillouin). La dispersion presentada en la Figura 4.1.2 [29] puede

ser obtenida expandiendo la estructura de bandas completa, (4.7), cerca del
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Figura 4.1.2: Izquierda: Dispersion electronica (3.6), cont/ =0, t =1y a=1
por simplicidad. Derecha: Zoom en las bandas cerca de uno de los puntos de
Dirac.

vector K (o K’ ), (4.3), como k = K + g, con |q| < | K|

E+(q) ~ +vrlq| + O [(¢/K)?] (4.10)

Donde g es el momentum medido con respecto a los puntos de Dirac y vp

es la velocidad de Fermi, dada por vg = 3ta/2 ~ 1 x 10° m/s.

4.1.1. Cuantizacion de Landau

Para este caso, tendremos nuestro hamiltoniano de baja energia dado por:

H = hop (kyo, + ky7.0,) (4.11)

Donde k, y k, representan a los momentums, o, y o, son las matrices de
Pauli y 7, vendria a ser +1. Aqui el signo + o el signo — de 7, corresponde a
los dos valles K y K’ del Grafeno.

Ahora obtendremos el espectro de energia del sistema cuando le anadimos un
campo magnético perpendicular. Para esto, usamos un acoplamiento minimal,

en donde:

o=k + %A (4.12)

Con A el vector potencial. Asi, la ecuacion (4.11) nos queda:
e

H = hop [(km + %Am> o, + (ky + hAy) TZO'y] (4.13)

Si ahora usamos el gauge de Landau, donde A, = 0y A, = Bz, entonces
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nuestro hamiltoniano queda:

H = hop [kx% + (ky + %Bm) TZO'yi| (4.14)

De esta forma, tenemos un hamiltoniano de términos de Dirac en presencia
de un campo magnético uniforme.
Podemos escribir (4.14) de una forma més conveniente, usando el siguiente

“cambio de variable”:

gz:g;+£ky (4.15)
Asi, el hamiltoniano queda:
H = hop [k’xax + rzoy%Bﬂ (4.16)
Si introducimos el largo magnético lg = f—g, tenemos:
H = hop [kxax + %f} (4.17)
B

Es importante notar que, estamos asumiendo que B es una cantidad positiva,
de lo contrario tendriamos que repetir los célculos para un signo general de B.

En forma matricial, el hamiltoniano esta dado por:

. 0 by — 0T,
- ( " lB2> (4.18)

&
k. + iTop 2 0
Para seguir con nuestro desarrollo, nos enfocaremos en solo uno de los valles,

es decir, en el valle K : 7, = +1.

Consideremos al oscilador arménico como un operador:

1 T
= — (X +ilgk, 4.1
a \/§(ZB+ZB ) ( 9)

Donde [a, aT] =1, es decir, a y a' satisfacen las relaciones de conmutacion
de los operadores del oscilador armoénico.
Asi, entonces, tenemos nuestro hamiltoniano escrito de forma compacta

usando a y a:
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- Y2hor ( 0 _m> (4.20)

lp iat 0

Ahora ya podemos encontrar los autoestados y los autovalores. Para esto,

podemos usar el siguiente ansatz:

Apln—1)
|¢n) ( B, n) ) 7# (4.21)

Aqui, el primer componente, A, |[n — 1), esta en la subred A y la segunda
componente, By, |n), esta en la subred B. Ademas, la componente de la subred
A es proporcional al autoestado |n — 1) del oscilador armonico y la componente
de la subred B es proporcional al autoestado |n) del oscilador.

Luego, usando (4.20) y 4.21), tenemos la ecuaciéon de autoestados,

recordando que a|n) = /n|n —1):
A h —iB,ln—1
Hiw) = 2Eon AT ) (4.22)
ls iA, |n)
De aqui, podemos obtener los valores de A,, y B,, que al normalizarlos

quedan:

1 i
. By=+—
V2

Finalmente, tendremos nuestros autoestados y las autoenergias:

(4.23)

+i|n) lp

|siny) = % <|n B 1>> ; E,= :I:Fw—F\/m (4.24)

Con vr la velocidad de Fermi.

4.2. Bicapa de Grafeno

En los sistemas multicapas de grafeno las hojas de cristal son puestas unas
sobre otras y son conectadas a través de fuerzas débiles de Van der Waals
[9]. El grafeno bicapa, por ejemplo, consiste simplemente en dos capas de
grafeno (monocapas) puestas una sobre la otra, donde los atomos de la capa

inferior serdn denotados como Al y B1, mientras que los 4tomos de la capa
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superior seran A2 y B2. Sin embargo, cuando se trabaja con multicapas de
grafeno hay que tener en cuenta las distintas configuraciones que estas pueden
tener, es decir, hay que considerar el tipo de apilamiento que tienen [9]. Dentro
de los apilamientos que puede tener una bicapa de grafeno se encuentran el
apilamiento AA y el apilamiento AB o también llamado apilamiento Bernal [9].
Si bien se hablaréd de ambos en esta tesis, nos enfocaremos més profundamente
en el apilamiento AB, pues este ultimo resulta ser el acoplamiento mas estable

para un sistema bicapa.

4.2.1. Apilamiento AA

El apilamiento AA consiste en colocar, tal como indica su nombre, el &tomo
A2 sobre el atomo Al y el &tomo B2 sobre el B1, de esta forma tenemos una
bicapa con la forma que se puede apreciar en la Figura 4.2.1. El Hamiltoniano

de tight-binding para este sistema esta dado por la siguiente expresion [30]:

Figura 4.2.1: Estructura cristalina del grafeno bicapa AA-apilado. Los circulos
denotan atomos de carbono en las subredes A (rojo) y B (azul) en las capas
inferior (1) y superior (2). La celda unitaria del grafeno bicapa apilada AA
consta de cuatro atomos Al, A2, Bl y B2. Las integrales de hopping t y t
corresponden al hopping en el plano y entre planos del vecino mas cercano, t’ y
ty corresponden al hopping en el plano y entre planos del segundo vecino mas
cercano [30].
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H=—t Z a;fwbjag +to Z (azlaai% + bL(,bng)
(

ij)aoc io

/ T i
—1 Z (aiaaajao' + bicxabjaa) (425)
((ii))ao

g (aliybips + alybyio) + hic.

(ij)o

La primera suma en esta expresion es el hopping a primeros vecinos mas
cercanos en el plano, la segunda suma describe el hopping a primeros vecinos mas
cercanos entre planos con amplitud ¢y, la tercera y cuarta sumas corresponden
al hopping a segundos vecinos en el plano y entre planos con amplitudes ¢’ y ¢,
respectivamente.

Los valores de las integrales de hopping se pueden obtener a partir de los
calculos ab initio y el ajuste de tight-binding a los experimentos. El valor
de ¢ esta bien establecido y se encuentra dentro de ¢t = 2.5 — 3 eV [26, 30—
33]. La integral de hopping entre planos a primeros vecinos mas cercanos es
mucho més débil, tg = 0.3 — 0.4 eV [26, 30-33|. La integral ¢’ no es bien
conocida. Los célculos ab initio realizados por S. Reich et al. [27] indican que
0.02t < t' < 0.2t dependiendo de la parametrizacion de tight-binding. Un ajuste
a los experimentos de resonancia del ciclotron en el grafeno de una sola capa
realizados por R.S. Deacon et al. [34] encuentra t’ =~ 0.1 €V. La integral entre
planos a segundos vecinos t, es significativamente més pequena que las demas.
Los calculos ab initio realizados en la Ref. [32] estimaron que t; ~ —0.03 €V.

Al principio, no tenemos en cuenta los hopping a segundos vecinos
manteniendo solo los dos primeros términos en el Hamiltoniano. La celda
unitaria de la bicapa AA contiene cuatro atomos, y el espectro electronico
consta de cuatro bandas €, donde s = 1,2,3,4. Luego, transformamos el
hamiltoniano en la representacion del espacio k, e introducimos el espinor de

cuatro componentes:

Uy, = (akios Ak2o, bkio kaU)T (4.26)

Sin el hopping a segundos vecinos, el hamiltoniano se puede escribir como
H=> \I';fwffk\lfkg , donde la matriz f]k tiene la forma:
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0 to  —tf(k) 0

B to 0 0 —tf(k) (27
—tf*(k) 0 0 to
0 —tf'k) i 0

Con f(k) = exp(—iaopk,) [1 + 2 exp (295 ) cos ﬁ;oky] . El espectro de este

hamiltoniano est4 compuesto por cuatro bandas de energia:

el = —to —t|f(K)], €l = +to —t|f(K)],

(4.28)
e — _to+t|f(K)|, €D = +to +t|f(K)

Al igual que en el caso del grafeno monocapa, el espectro de la bicapa
de grafeno con apilamiento AA es lineal cerca de los puntos de Dirac. Luego,
expandiendo la ecuacion, con las expresiones de las bandas de energia, cerca de
los puntos de Dirac en potencias de |q| = |[K — k|, |[K' — k| < |K|, derivamos
en la aproximacion de orden mas bajo obteniendo:

Eéifflf) = Fto F hvrlq] (4.29)

Aqui la velocidad de Fermi para la bicapa de grafeno con apilamiento AA
es la misma que para el grafeno monocapa.

Cabe mencionar que, para este tipo de apilamiento, no calcularemos la
cuantizacion de Landau debido a que no se estudia este caso, mas de lo que ya

se ha hablado, en esta investigacion.

4.2.2. Apilamiento AB

Una vez visto y explicado el apilamiento AA, es momento de analizar al
apilamiento AB o también llamado apilamiento Bernal. Como ya sabemos en un
sistema grafeno bicapa tendremos cuatro &tomos en la celda unitaria etiquetados
como Al, A2, Bl y B2, pero a diferencia del apilamiento anteriormente
descrito, estos atomos se disponen de tal forma que los atomos Bl y A2
estan directamente uno debajo, o encima, del otro, como se puede ver en
la Figura 4.2.2, mientras que los otros dos atomos, A1 y B2, no tienen una

contraparte en la otra capa [35].
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Figura 4.2.2: Estructura cristalina del grafeno bicapa A B-apilado. Los circulos
denotan atomos de carbono Al (blanco) y B1 (negro) en la capa inferior, y
atomos de carbono A2 (negro) y B2 (gris) en la capa superior. La integral de
hopping 7y corresponde a la energia de hopping en el plano, v y 3 corresponden
a las energias de hopping entre los atomos A de cada sub red y entre los atomos
B de cada subred, respectivamente, v, corresponde a la energia de hopping
entre atomos A y B [26].

EL Hamiltoniano de tight-binding para un grafeno bicapa con este tipo de

apilamiento [26] viene dado por:

H=— Z <afn,i’abm,j,a + H.c) - M Z (ai’j’gag,j,a + H.c)

{i.jymo g

- ,)/4 Z <a;|r.7j70'b27j70' —I— ag,j,ﬂblvjvo- + H'C> (4'30)
7,0

— 73 Z <b1j70b27]‘,g + HC>
7,0

Donde @i (bm,io) aniquila un electron con spin o(T, ) en el sitio R; en
la sub red A (B). Aqui 7 es el valor de energia de hopping en el plano, v
(71 =tL ~ 0.4 eV en grafito 32, 33]) es la energia de hopping entre los dtomos
Al'y A2, v4 (74 = 0.04 €V en grafito [32, 33]) es la energia de hopping entre el
atomo Al (A2) y el atomo B2 (B1) y 73 (73 =~ 0.3 €V en grafito [32, 33]) es la
energia de hopping que conecta Bl y B2.

En el limite continuo, expandiendo el momentum cerca del punto K en la

zona de Brillouin, el Hamiltoniano se lee:
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=3 WA (4.31)
k

Donde W} = (b{(k),ai(k),aé(k),bé(k)) es un espinor de cuatro
componentes.

Ignorando 74 por el momento, podemos escribir Hy de la siguiente forma:

-V wpk 0 3rzak”
k* =V 0
W= | n (4.32)
0 71 v ’UF]C

3ysak* 0 wvpk* |4

k = ky + ik, es un nimero complejo y se ha anadido V', que es aqui la
mitad del desplazamiento del potencial electroquimico entre las dos capas (este
término aparecera si se aplica un sesgo de potencial entre las capas [26]).

SiV =0y v3,vpk < 7, uno puede eliminar los estados de alta energia

perturbativamente y escribir un hamiltoniano efectivo [26]:

0 vik? + 3y3ak*
Hy = (U%(k*)z m (4.33)

-t 3ysak 0

El hopping <4 conduce a un acoplamiento dependiente de k entre las
subredes o a una pequena renormalizacion de 7. El mismo papel desempena
la inequivalencia entre subredes dentro de una capa.

Luego, para v3 = 0, la ecuacion de Hx nos da dos bandas parabolicas:

2.2
vk

Eki%i
k) tJ_

(4.34)

Las cuales se tocan en 2 = (. El espectro tiene simetria electron-hueco. Hay
dos bandas adicionales que comienzan en 4+t . Dentro de esta aproximacion, la

bicapa es metélica, con una densidad constante de estados [26].
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4.2.3. Cuantizacion de Landau para una bicapa AB

El Hamiltoniano de baja energia en este caso estara dado por [36]:

By = —— (0 (WW) (4.35)

2m* 7'(2 0
Donde 7 = &p, + ipy, 7! = Ep, —ip, v € = %1 es el indice de valle para
distinguir los puntos K y K.
Al estar en presencia de un campo magnético externo, tenemos:

T = —ih{0, + ho, — ieBx, m = —ih€d, — hd, + ieBx (4.36)

Ademaés, los autoestados se componen de funciones que son estados del

oscilador armoénico en la direccion x y ondas planas en la direccion y [36]:

(4.37)

2
r  pylp 1z pylp PyY
n=AH, | —— == - — = —== —=
o H <lB " ) exp[ 2(13 N ) +1 b

Con lg = \/m es el largo magnético, H,, son polinomios de Hermite
de orden n para enteros n > 0y A, = 1/ W es una constante de
normalizacion.

Los operadores 7 y 7' que aparecen en el Hamiltoniano ho actian como
operadores ascendentes y descendentes para los estados del oscilador armoénico

¢n. Luego, en el primer valle K| tenemos:

B V2ih

Ty = I \/ﬁ On—1
B
2ih
e, = {Z Vit 1 dni
B
Tpo =0

Entonces, es posible demostrar que el espectro de nivel de Landau del
hamiltoniano consiste en una serie de niveles de electrones y huecos con energias

y funciones de onda [36, 37| dadas por:
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E,+ = thw./n(n —1); Vnt = ;_ (izn ) ; n>2 (4.38)
n—2

Con w. = eB/m*, la frecuencia ciclotronica. Para el segundo valle K, los

roles de los operadores 7 y 7! se invierten:

Tn = \/_m\/ 1 ¢ns1

\/_zh

7TT \/_(bn 1

7TT(250 =0

El espectro de nivel de Landau en K’ esta degenerado con el de K, pero los

roles de los subredes Al y B2 se invierten, por lo que tendremos lo siguiente
[36]:

Bps = Fhwey/nln = 1) s = % <i¢> L onz2 (439)

Por lo tanto, los niveles de Landau para una bicapa de grafeno con

apilamiento AB estaran dados por [36]:

E, 1+ = thw./n(n —1); n>2 (4.40)
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Capitulo 5

Monocapa de Grafeno: Estudio

Termodinamico

5.1. Estadistica de Boltzmann

5.1.1. Calculo de la funcién de particién

Para nuestro problema, la funcion de particion [38] del sistema estara dada,

de manera general, por la siguiente expresion:

Iy = e PPoght 4 Zgrjye_ﬁE” (5.1)
n=1

Donde g)! es el factor de degeneracion para el estado fundamental y g es

el factor de degeneraciéon para los estados excitados. En nuestro caso, tenemos:

9 =gn =4 (5.2)

De esta manera, nuestra funcién de particion queda:

7 =de P04 4y P (5.3)

n=1

Usando que Ey = 0, tenemos:

Z=4+4) (5.4)
n=1

Con
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2
L R S Ay
ZB eB

E, =
Por lo tanto:

Z:4+4§:e—6%\/ﬁ

n=1
Definimos:

z, = nB’ap?; VT, = nfag

Luego,

2 2
Az, = Ty — 2y, = B ap

Por lo que la ecuaciéon (5.6) toma la siguiente forma:

7 = 4+—ZA£€‘5°‘BW 4+ ZAme papy/n

/82043
En el continuo, cuando n — oo, tenemos:

Axr — dx

T, — T

Asi, entonces:

4 oo
~ -z
7 =24+ By’ /0 e dx

N————
2

8
520532

Trabajamos un poco en la expresion obtenida:

Z =4+

2h212
Z=a(1+55 %)
Z =4 (1 + b E)

7=a(1+ 2erut)

Y finalmente, obtenemos:

T2 kg?
Z =4 <1+7§); Y= h(or)e
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5.1.2. Cantidades termodinamicas

Teniendo la funcién de particion del sistema, se puede calcular la energia
interna y con esto otras cantidades termodinamicas como la entropia, la
magnetizacion y el calor especifico.

La energia interna estara definida de la siguiente forma:

olnZz
oT

Usando la funciéon de particion descrita por la ecuacion (5.14), la energia

U == ]{"BT‘2

(5.15)

interna nos queda:

2k T?
U= Z — (5.16)
Be(vp)’h <1 + Lo >

Be(vp)?h

La entropia por su parte estara definida como:

S = v +kglnZz (5.17)
T
De aqui, obtenemos:
2kpT? kp*T?
S = b ——— +kgln [4 (1+B—2)] (5.18)
B@(’UF)Qh (1 + kp TQ ) BG(’UF) h
Be(vp)“h

Luego, el calor especifico, definido como:

oS
Cr =T 22 5.19
»=7(57), o
Vendra dado por:
Ak 5T 6kp>T
Cp=T| - 4 . kp2T? )2 * 2 . kp?T? (5:20)
3262(’[)1:’) h2 (1 + Bel(ng)zh> B€(UF) h (1 + Be(vp)2ﬁ>

Por tltimo, pero no por ello menos importante, la magnetizacion, estara

definida por la siguiente expresion:

olnZz

M = kT
BS T oB

(5.21)
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Luego, obtenemos que la magnetizacién nos queda:

3T3
M= — i — (5.22)
B2€(UF)2h (1 + ko T )

Be(vp)?h

A todas estas expresiones cualitativas, se les puede calcular los limites
cuando 7" — 0 y T' — oo, es decir, cuando estamos en presencia de bajas y
altas temperaturas, respectivamente. Entonces, para la energia interna, cuando

T — 0, tenemos:

, , 2kp°T®
}nn U= %Hn 5 parrea e 0 (5.23)
—0 —0 B
Be(vr)"h (1 T Be(vp)2h>
Cuando T' — oo, tenemos:
, 33 , 33
ey =
B
7 Be(or) h(1+Be(vF)2h> 700 kg T o) (5.24)
= lim —28T ~ 2kpT
T—oo (1+kB+T2

De esta forma, para bajas temperaturas, la energia interna simplemente es
0, mientras que, a altas temperaturas, esta es de un valor U ~ 2kgT.

Para la entropia tenemos los siguientes limites:

2k>T? kp*T?
lim S = lim . B - +k31n{4<1+3—2>]=/€31n4
T-0 50 Be(up) h(l 1 Blzl(;vj“)%) Be(vp)“h
(5.25)
lim S = o0 (5.26)
T—o0

Asi entonces, para bajas temperaturas la entropia tiene un valor de kgIn4,
mientras que, para altas temperaturas, esta tiende a infinito.

Luego, para el calor especifico, tenemos:

lim Cp = 0 (5.27)

T—0
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, , 573 3
lim Cg = lim T'| — dkp T + Okp T

T—o00 T—o0 B2e2 n2(1 p2T? ’ Be(v ) h{ 1+ 521
e2(vp)* +Be(UF)2h F Be(vF)zh
1' _ 4kB + 6]€B (528)
Tl_l;rolo B2e2(vF)4h2 2Be(vF)2h Be(vF)2h
I+ kpdT4 kT 1+ 5272

= (Cp = —4kp + 6k = 2kp

Entonces, para bajas temperaturas, el calor especifico es 0, mientras que,
para altas temperaturas tiene un valor de 2kg, lo cual tiene mucho sentido,
pues si ocupamos la definicion de calor especifico, que es la derivada de la
energia interna respecto de la temperatura, a campo constante, usando lo que
encontramos para el valor asintético de la energia interna cuando 7" — oo,

obtendremos:

o (20) - (1) o, o9

Finalmente, para la magnetizacion, tenemos:

ltm M =0 (5.30)
T—0
kg®T? kgT kgT
lim — — oy = )Bh —% (5.31)
7% Be(vp)h (1 T Be?uF)2h> o ( “hptz T B)

Asi tenemos que, para bajas temperaturas la magnetizacion es 0, y para

kpT

2=. Es importante notar que, la

altas temperaturas tiene un valor M ~ —
magnetizaciéon nos dio un valor negativo, lo que significa que estamos en
presencia de un material diamagnético. En estos materiales, la magnetizacion
inducida se opone al campo externo, lo que hace que este se reduzca o bien, se
debilite al interior del material.

Una vez obtenidas las cantidades termodinamicas, podemos graficarlas para
una monocapa de grafeno.

La Figura 5.1.1 nos presenta a la energia interna en meV en funciéon de la
temperatura, para distintos valores de campo magnético. Note que, para un
campo de 0 T, la energia tiene un comportamiento lineal. Ademas, se puede

observar que al aumentar la temperatura se presenta un incremento en todas
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Figura 5.1.1: Energia interna (en unidades de mili electronvolt) como funcion
de la temperatura (en unidades de Kelvin) para valores de campo de 0 T (linea

azul), 0.1 T (linea amarilla), 0.2 T (linea verde), 0.3 T (linea roja). y 0.4 T
(linea morada)

las curvas de energia interna, sin embargo, al estar en presencia de campos
més altos, la energia interna presenta valores més pequenos en comparacion a
cuando esta en presencia de campos méas bajos.

En la Figura 5.1.2 tenemos representado el calor especifico para distintos
valores de campo magnético. Aqui, se puede ver que, a medida que aumenta el
campo magnético, el maximo del calor especifico se desplaza hacia la derecha.
Notar que, dicho méximo supera el valor 2kg a baja temperatura, mientras
que, a alta temperatura converge a un valor de 2kg para todos los campos
magnéticos estudiados. Esto esta en concordancia con que a alta temperatura
el sistema se comporta como un gas de osciladores bidimensionales. Por tanto,
segun el teorema de la equiparticion [39] , su energia interna en ese rango, estara
dada por la contribucién de dos componentes cinéticos y dos componentes de
energia potencial dando un valor de U ~ 2kgT', como se ha mostrado en los
limites asintoticos de la energia.

Luego, en la Figura 5.1.3 esté representada la entropia para distintos valores
de campo magnético, el cual varia de 0 T a 0.4 T. De este gréfico se observa que,
a medida que aumenta el campo magnético, la entropia disminuye. Note que, a
bajas temperaturas la entropia toma un valor de kg In4, para cada valor del
campo, tal como se puede apreciar al analizar sus limites asintoticos, mientras

que, al aumentar la temperatura la entropia va en aumento.
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Figura 5.1.2: Calor especifico como funcion de la temperatura (en unidades
de Kelvin) para valores de campo de 0.1 T (linea azul), 0.2 T (linea amarilla),
0.3 T (linea verde) y 0.4 T (linea roja).
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Figura 5.1.3: Entropia como funcién de la temperatura (en unidades de
Kelvin) para valores de campo de 0 T (linea azul), 0.1 T (linea amarilla), 0.2 T
(linea verde), 0.3 T (linea roja) y 0.4 T (linea morada).

Con esto entonces, podemos graficar la diferencia de entropia, que es lo que
realmente nos interesa.

En la Figura 5.1.4 tenemos la variacion de entropia para distintos valores de
campo magnético. Aqui, a simple vista, se observa que a bajas temperaturas no
existe una diferencia entre los valores de AS, pero al aumentar la temperatura si
se puede apreciar esta diferencia, lo cual se muestra con més detalle en la Figura
5.1.5. Ademas, en cada curva podemos ver que AS alcanza un maximo, para

luego volverse constante a cierto valor. Es importante notar que, (—AS) nos dio
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Figura 5.1.4: Variacion de entropia como funciéon de la temperatura (en

unidades de Kelvin) para valores de campo de 0.1 T (linea azul), 0.2 T (linea
amarillo), 0.3 T (linea verde) y 0.4 T (linea roja).

un valor positivo, lo cual nos indica que el material se calienta, de acuerdo con lo
discutido anteriormente en la secciéon 2.4. De esta manera, cuando aumentamos

el campo magnético, la magnitud de la variaciéon de entropia es mayor.

S(T,0)-S(T,0.1)
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T,0)-8(T,0.3)
T,0)-8(T,0.4)
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Figura 5.1.5: Variaciéon de entropia como funcién de la temperatura (en
unidades de Kelvin) para valores de campo de 0.1 T (linea azul), 0.2 T (linea
amarillo), 0.3 T (linea verde) y 0.4 T (linea roja), para temperaturas mas bajas.

Por dltimo, en la Figura 5.1.5 nuevamente tenemos la variacion de entropia
para distintos valores de campo magnético, pero para temperaturas mas bajas.
Aqui, se puede ver en méas detalle que a bajas temperaturas no existe realmente
una diferencia entre los valores de AS, pero a partir de 35 K aproximadamente

ya comienza a mostrarse cierta diferencia entre los valores.
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5.2. Estadistica de Fermi

Al trabajar con fermiones, es evidente tener que ocupar la estadistica
fermionica, en la cual se hace constante uso de la funciéon de distribucion de

Fermi, que definiremos como [19]:

1 1
nelEn, 7T = =
sEm i T) = G571 = 270 1 1 (5.32)

Z = eM*8T ; Fugacidad

Esta funcién de distribucion es de suma importancia, pues si queremos
calcular las diversas cantidades termodinamicas, como por ejemplo la energia

interna, esta vendra dada por la siguiente expresion [19]:

U= Zannf(an, w,T)

n=0
Por lo tanto, si calculamos la funcion de distribucion ny(e,, i, T'), podremos
calcular todas las cantidades termodinamicas que sean de nuestro interés.
Sin embargo, al analizar los pardmetros de los cuales depende ny(e,, p, T)
nos encontramos con que, el potencial quimico u, es un parametro que no
tenemos. Para encontrarlo debemos calcular primero el ntimero de particulas

N, recordando, de la seccion 3.2, que:

N = an(en,,u,T

Entonces, si ahora consideramos la degeneracion de los estados, tenemos:

_gn ZZ 1€B5n+1
(5.33)

M—
N = 9o zZ- 1€Bao+1 ZZ 16ﬂ6n+1

Donde g)! es la degeneracion del estado fundamental y g™ es la degeneracion

de los estados excitados. Ya sabemos que para una monocapa de grafeno:



Y por otra parte, tenemos ¢y = 0. Por lo tanto:

4 = 1
— 4 I 34
Z-14+1 - ; Z-lePen 4+ 1 (5:34)

De esta forma, si fijamos el nimero de estados podremos numéricamente
calcular el potencial quimico u(7T, B).

Una aproximaciéon que podemos usar cuando se trabaja en un sistema
multicapa de grafeno es la “Densidad de estados” [22].

En nuestro caso, trabajaremos con la densidad de estados por unidad de

area.
1
=71 E d(e —ex); s: Otros grados de libertad (5.35)

En nuestra notacion k — n.

Luego, de las propiedades de la Delta de Dirac, podemos utilizar:

+0o0
/ déo(e —e,) =1
Entonces, tenemos:
1
N = _—
Z Z*leﬁsn + 1
+o00 (5.36)

/d§Z (#—H) 0 —en)

Analizando, encontramos:

+oo

N = /df(z 1€B€+1) Zée—sn _/dfnf(e,u,T)-D(f)-A

~ \ , —00
nr(En) D(g)-A

Si ahora consideramos que estamos trabajando por unidad de area, entonces:
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+o0
= d§ nf(57 K, T) ’ D(é) (537)

—0o0

7752

Con 7 la densidad electrénica, la cual también es un nimero. En esta
expresion debemos tener en cuenta que en realidad los limites de integracion
estdn dados por el maximo y minimo de la banda.

Luego, para nuestros calculos, de manera general, tenemos:

D(E) = 1 S8l <)

D(§) = %41\/65(6 —0) + %4 i 5(e — £,) +46(c — O)A— 45(e — 0) (5.38)

n=1

= D(&) = %4(]\[c —1)é(e = 0) + %4%5(& —&n)

Donde N, corresponde al ntimero de capas y se ha considerado la
degeneracion por valle y por spin.

Antes de continuar, note que, para el caso de una monocapa de grafeno, la
energia de los estados excitados obtenida en la seccion 4.1.1, se puede escribir

también de la siguiente manera:

5n=\/§hlZF\/_=\/§?/U?F\/_:Cte-\/§-\/ﬁ (5.39)

Trabajamos con el campo magnético en unidades de Tesla, por lo tanto, al

calcular la constante con las correspondientes unidades, esta nos da el valor de

Cte =~ 36.2843. De esta forma, la expresion para la energia nos queda:

en = (36.2843) - VB - /n [meV] (5.40)

Luego, volviendo a la ecuacion (5.37), tenemos:
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+o00
n= / d¢ ng(e, 1, T) - D(§); Usando la ecuacion (5.38)

_ 70(15 ns(e 1, T) (4(Nc — 1)6(e — 0) + 4i 5 — gn)> (5.41)
e n=0
= n= 3 (4(Nc —1)-ng 0,0, T) +4- nf(sn,,u,T)>
n=0
Donde:
ng (0,1, T) = Z%H; ng(en, 1, T) = m; Z = et/kBT

Para una monocapa entonces, la ecuacion (5.41) queda:

(4017500, 0,T) + 4 g1, T))
0 (5.42)

(4-nsen 1))

i
NE

3
Il

N8

33

I
WE

3
I
=)

Asi entonces, para determinar p, ocupamos la ecuacion (5.42), con la energia
dada por (5.40) y hacemos N = ndmero = cte.

Una vez que ya hemos visto la teoria, ahora podemos graficar las
cantidades termodinamicas que necesitamos. Sin embargo, antes veremos el
comportamiento de las particulas cuando se varia la temperatura y se mantiene
fijo el campo.

La Figura 5.2.1 nos muestra el ntimero de particulas normalizado, en
unidades arbitrarias, como funcién del potencial quimico y, cuando hacemos
variar la temperatura, en valores de 0.1 K, 1 K y 5 K, y mantenemos el campo
magnético fijo en un valor de 1 T, donde ademas podemos ver que se produce un
aumento en el niimero de particulas para cada curva a medida que el potencial
quimico va en aumento. Note que, los “escalones” que se pueden apreciar
en la grafica, corresponden a los llamados “escalones de Landau”, los cuales

representan la ocupacion de los niveles de Landau. Ademés, podemos apreciar
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Figura 5.2.1: Namero normalizado de particulas, en funciéon del potencial
quimico, sometido a un campo magnético externo fijo de 1 T, cuando se varia
la temperatura.

que a temperaturas muy bajas (curva azul, con T'= 0.1 K), los escalones son
mas pronunciados, lo que nos indica una transicion méas brusca entre niveles de
Landau. Por otra parte, a medida que la temperatura aumenta (curvas naranja,
con T =1 Ky verde, con T = 5 K), los escalones se suavizan ligeramente,
lo cual lo podemos atribuir a la distribuciéon de Fermi-Dirac, que permite la
ocupacion parcial de los niveles de energia cercanos.

Por otro lado, los puntos rojos que se pueden apreciar en la Figura
corresponden a los niveles de Landau que van desde n = 0 hasta n = 5.

De manera similar, la Figura 5.2.2 nos muestra el nimero de particulas, en
unidades arbitrarias, como funciéon del potencial quimico cuando mantenemos
la temperatura fija, en un valor de 5 K, y hacemos variar el campo magnético en
2T, 4T yT7T. Podemos ver que, al igual que en la Figura 5.2.1, estan presentes
los llamados “escalones de Landau”. Ademas, en esta grafica se puede ver un
aumento del nimero de particulas, en cada curva, a medida que el potencial
quimico aumenta, asi como también podemos ver que la curva azul, de campo
2 T, tiene un nimero mayor de particulas en comparacion con las otras dos.

Algo importante a notar, es que a medida que el campo aumenta, los escalones
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Figura 5.2.2: Ntumero de particulas, en funcién del potencial quimico, sometido
a una temperatura fija de 5 K cuando se varia el campo magnético.

se dilatan mas, lo que nos indica que se necesitan mayores incrementos en el
potencial quimico para agregar el mismo ntiimero de particulas.

Una vez que ya vimos como se comportan las particulas, podemos obtener el
numero de particulas, o electrones en nuestro caso, en funcién de la temperatura
y el potencial quimico pu, tal como se muestra en la Figura 5.2.3. Aqui los
electrones estan en presencia de un campo magnético que varia en cuatro
valores, cuando tenemos B = 0.5 T (5.2.3a), B =1T (5.23b), B=15T
(5.2.3¢) y B=2T (5.2.3d).

Al mirar estas iméagenes podemos ver que a medida que aumenta el
potencial quimico, el nimero de electrones va en aumento, sin embargo, el
como incrementa N, va variando, dependiendo del campo magnético, por esta
razon tenemos distintos valores de N, para cada campo. Por otra parte, al
analizar los graficos por separado nos damos cuenta de que, por ejemplo, en
la Figura 5.2.3a los contornos que se presentan son casi horizontales, lo que
nos sugiere que N, depende principalmente de i y casi nada de la temperatura.
Esta curvatura de los contornos va aumentamos a medida que aumentamos el
campo magnético, por lo que el nimero de electrones se vuelve cada vez mas

sensible a la temperatura y al potencial quimico, es decir, la dependencia de
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Figura 5.2.3: Nimero de electrones en funcion de la temperatura y el potencial
quimico: (a) Numero de electrones sometidos a un campo de 0.5 T, (b) Namero
de electrones sometidos a un campo de 1 T, (¢) Numero de electrones sometidos
a un campo de 1.5 T, (d) Namero de electrones sometidos a un campo de 2 T.
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N, con T su vuelve mas pronunciada. A su vez, el nimero de electrones que

obtengamos nos dird en cuanto fijar N para obtener asi el potencial quimico
u(T, B).

Numero de electrones [a.u.] en funcionde B y
T=50 [K]

80 '

22.32
20.46
18.60
16.74
14.88
13.02

H [meV]

11.16
9.30
7.44
5.58

B[T]

Figura 5.2.4: Numero de particulas, en funcién del campo magnético y el
potencial quimico, sometido a una temperatura fija de 50 K, para una monocapa.

Si ahora quisiéramos ver qué es lo que sucede cuando, en lugar de tener el
numero de particulas en funcién de la temperatura, tenemos N, en funciéon del
campo magnético y p, obtenemos lo que se muestra en la Figura 5.2.4.

En esta imagen podemos ver como a medida que B y p aumentan, también
lo hace N,.. Aqui, ademas, podemos notar que las lineas de contorno son curvas,
mostrando como el nimero de electrones varia con el campo magnético y el
potencial quimico, pues se presenta una relacion clara y directa entre B, u y
N, a temperatura constante.

Obteniendo el potencial quimico podemos empezar a calcular y graficar
las cantidades termodinamicas. La primera que calcularemos sera la energia

interna o energia electronica, la cual, para una monocapa, vendra dada por:
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U = Z ennf(en, i1, T)

n=0

0. (5.43)
= 50W+ Z gnnf(€n7 °2 T)
Luego, la energia interna nos queda:
U= ewnslen i, T); p= (T, B) (5.44)

Para todo estado distinto de € = 0. Por otra parte, con la energia interna

podremos calcular el calor especifico sabiendo que:

ou
Cp=|—=— 5.45
o= (o), >4
Mientras que el calculo de la entropia proviene de las derivaciones de la
mecanica estadistica, pues nosotros ahora vamos a tener una entropia de esta

forma:

&n
L /5 d¢ D(E)F (ny(zn, 1, T)) (5.46)

Donde
F(ng)=nglnng+ (1 —ny)In(1 —ny)

Sin embargo, debido a que esto tltimo, computacionalmente, es muy costoso,

podemos aproximar esta funcién F a una funciéon de Lorentz de la forma:

C

Lep,p1, T) = ; C=14

(|en7u|>3/ 2
e\ 2kgT + 1
Entonces, con esto, finalmente, podremos escribir la entropia de la siguiente

forma:

S~k > Lz, p.T) (5.47)

Donde se ha tenido en cuenta la definicion de la densidad de estados, dada

por la ecuacion (5.35), y se ha incluido la degeneracion del sistema.

63



De esta forma, podremos calcular las cantidades termodinédmicas, partiendo
por el calor especifico, el cual se muestra en la Figura 5.2.5, en donde podemos
ver las curvas correspondientes a los distintos valores de campo magnético. Es
facil ver que, al aumentar la temperatura, el calor especifico aumenta para todos
los valores de campo magnético, sin embargo, a mayor campo, el calor especifico
disminuye, por lo tanto, podriamos decir que, el calor especifico mantiene
una relacion directamente proporcional a la temperatura, pero inversamente

proporcional al campo.

Monocapa
Calor especifico

10l Ca(T) B=0.5T]
— Ca(T) B=1[T]
1.0
— Cy(T) B=1.5[T]
L98 [ cume=am
Q@ =2
S 06

0 20 40 60 80 100 120 140
TIK]

Figura 5.2.5: Calor especifico en funciéon de la temperatura sometido a un
campo magnético externo de 0.5 T (verde), 1 T (azul), 1.5 T (negro) y 2 T

(rojo).

La otra cantidad de importancia en nuestra investigacion es la entropia,
la cual se muestra en la Figura 5.2.6, donde podemos ver la dependencia
de S respecto de la temperatura cuando tenemos distintos valores de campo
magnético. Aqui, podemos ver un comportamiento similar al del calor especifico,
pues a medida que aumentamos la temperatura, aumenta también la entropia,
pero esta disminuye al aumentar el campo magnético.

Finalmente, si tenemos la entropia entonces podemos obtener la diferencia
o variacion de entropia, —AS. La Figura 5.2.7 nos muestra la variaciéon de
entropia en funciéon de la temperatura cuando tenemos campos magnético de
05T, 1T, 1.5 Ty2T.
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Figura 5.2.6: Entropia en funcién de la temperatura con un campo magnético
externo de 0.5 T (verde), 1 T (azul), 1.5 T (negro) y 2 T (rojo).
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Figura 5.2.7: Variaciéon de entropia en funcion de la temperatura con campo
magnético externo variable

Podemos ver que al aumentar la temperatura la variaciéon de entropia

aumenta. Por otra parte, la curva verde, que representa la diferencia de entropia
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entre los campos B =0.5T y B =1 T presenta un aumento mas significativo
respecto al que presentan las otras curvas, lo que nos indica que la diferencia
entre las entropias con campo B = 0.5 Ty B =1 T es mayor que las diferencias
que se producen con los otros valores de campo. A su vez, la diferencia de
entropia entre los campos 1 T y 1.5 T es mayor que la que existe entre los
campos 1.5 T y 2 T. Ademas, si nos fijamos en el eje vertical, podemos ver que

nuestro —AS es positivo, por lo que nuestro material se calienta.
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Capitulo 6

Bicapa de Grafeno: Estudio

Termodinamico

6.1. Estadistica de Boltzmann

Hasta ahora hemos estado estudiando la termodindmica de una monocapa de
grafeno al aplicarle un campo magnético externo, sin embargo, nuestro analisis
se puede expandir a multicapas de grafeno. Por ahora, tal como lo hemos
mencionado anteriormente, estudiaremos la termodinamica de una bicapa de
grafeno. En el sistema bicapa ocurre un fenémeno muy interesante ya que,
los estados de baja energia siguen pudiendo ser descritos por la ecuaciéon de
Dirac, pero, con una dispersion cuadratica [9]. Esto ultimo quiere decir que,
los electrones que se describen poseen masa. Luego, bajo campo magnético

externo perpendicular, el espectro de baja energia tiene la forma [9, 36]:

E, = thw./n(n—1), n=0,1,2, .. (6.1)
eB

Donde w, = s corresponde a la frecuencia ciclotrénica. El valor de la

masa efectiva en nuestros célculos es m* ~ (0.039 £ 0.002)m, 9], donde m, es
la masa del electron. Notar que, la Ec. (6.1) tiene 2 niveles de energia cero,
correspondientes a n = 0 y n = 1 [36]. Como hemos visto en los capitulos
anteriores, cada nivel de Landau en una monocapa es 4 veces degenerado
incluyendo el estado de energia cero, donde el factor 4 esta asociado a la
degeneracién por espin y a los puntos no equivalentes de la ZB K y K, que da

paso a lo que se conoce como degeneracion por valle [9]. En el caso del grafeno
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bicapa, los niveles de energia diferentes de cero son 4 veces degenerados como
los del grafeno monocapa. Sin embargo, el estado de energia cero presenta una
degeneracion octuple [9]. Esto es apoyado por las medidas de conductividad Hall
realizadas en el grafeno bicapa 9] y en coherencia con los dos ceros encontrados
por la formula analitica de la Ec. (6.1) (para los estados n = 0,n = 1 [36]).
Luego, para los célculos termodindmicos que se mostraran en esta seccion,

la funcién de particion esta dada por:

Z=4N.+) 4e P (6.2)

n=1
Donde N, = 2 para la bicapa y hemos considerado n = 20000 estados de
energia para asegurar la convergencia de los calculos numéricos.
De esta forma entonces, y de manera analoga a lo realizado para una

monocapa de grafeno, se llegd a los siguientes resultados:

Bilayer
40 :
20}
= i
U
g
T
X
LL] - - - e
a0l e e ey e
8.0 0.5 1.0 1.5 2.0
B[T]

Figura 6.1.1: Espectro de energia en funciéon del campo magnético para
distintos niveles de Landau n € [0, 10]

En la Figura 6.1.1 se muestra el espectro de energia en funciéon del campo
magnético, para distintos niveles de Landau, n € [0, 10], en los dos puntos de
Dirac K (parte positiva del grafico) y K’ (parte negativa del grafico).

Luego, en la Figura 6.1.2 se muestra la energia interna en meV, como

funcion de la temperatura, para una bicapa de grafeno. Los colores cercanos al

68



Bilayer
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Figura 6.1.2: Energia interna (en unidades de mili electronvolt) como funcion
de la temperatura (en unidades de Kelvin) para distintos valores de campo

magnético, entre 0.1 T (azul) y 5 T (rojo), en intervalos de 0.1 T, para una
bicapa de grafeno

azul representan energias con campos magnéticos mas pequenos, y los colores
cercanos al rojo representan energias con campos més grandes. Al igual que en
el caso de una monocapa de grafeno, vemos que, al aumentar la temperatura,
la energia interna aumenta, pero en el caso contrario, esta disminuye al ir
aumentando el campo magnético.

En la Figura 6.1.3 tenemos el calor especifico como funciéon de la temperatura
para distintos valores de campo magnético, donde los colores cercanos al azul
hacen referencia a campos mas pequenos mientras que, los cercanos al rojo se
refieren a campos més grandes. Aqui, se puede ver que, a bajas temperaturas,
el maximo del calor especifico no supera el valor de kg y al aumentar el campo
magnético, menor es este maximo. Por otra parte, a altas temperaturas, el calor
especifico parece converger al valor de kg para cada valor de campo magnético.
Note que, en este caso, es decir, para una bicapa de grafeno, el calor especifico
obtuvo un valor de kg, a diferencia del caso de una monocapa, donde se obtuvo
un valor para el calor especifico de 2kg.

En la Figura 6.1.4 se nos presenta a la entropia como funciéon de la

temperatura para distintos valores de campo magnético. Nuevamente los colores
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Figura 6.1.3: Calor especifico como funcion de la temperatura (en unidades

de Kelvin) para distintos valores de campo magnético, entre 0.1 T (azul) y 5 T
(rojo), en intervalos de 0.1 T, para una bicapa de grafeno

Bilayer

0 0 =200 300 a0 500
TIK]
Figura 6.1.4: Entropia como funciéon de la temperatura (en unidades de

Kelvin) para distintos valores de campo magnético, entre 0.1 T (azul) y 5 T
(rojo), en intervalos de 0.1 T, en una bicapa de grafeno
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Figura 6.1.5: Variacion de entropia como funcién de la temperatura (en
unidades de Kelvin) para distintos valores de campo magnético, entre 0.1 T
(azul) y 5 T (rojo), en intervalos de 0.1 T, para una bicapa de grafeno

cercanos al azul representan campos magnéticos pequenos mientras que, los
cercanos al rojo representan campos mas grandes. Se observa que, a medida
que aumenta el campo, disminuye la entropia. Note que, a bajas temperaturas
la entropia tiende a un valor de aproximadamente kg In8, considerando que
ahora tendremos 8 grados de degeneracion, para el estado cero de energia. Por
otro lado, similar al caso de una monocapa, en temperaturas altas, la entropia
aumenta.

Por dltimo, en la Figura 6.1.5 se muestra la variaciéon de entropia como
funcion de la temperatura para distintos valores de campo magnético, los cuales
van aumentando, siguiendo la gama de colores, desde el azul, para valores més
pequenos, hasta el rojo, para valores méas grandes. Se observa que, a bajas
temperaturas no hay diferencia entre los valores de AS, al igual que sucede
para una monocapa, pero se comienzan a apreciar diferencias al aumentar un
poco la temperatura. Ademés, note que, AS alcanza valores maximos para
luego disminuir y volverse constante. Como (—AS) es positivo, el material
entrega calor, es decir, se calienta, y a campos cada vez més grandes, mayor es

la magnitud de la variacion de entropia.
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6.2. Estadistica de Fermi

De forma anéloga a lo realizado para una monocapa, ahora podremos
analizar el problema usando el punto de vista de la estadistica de Fermi-
Dirac. Pero debido a que el procedimiento es casi el mismo no entraremos en
demasiados detalles sobre este mismo.

Ya sabemos que para poder calcular las cantidades termodinamicas que nos
interesan, primero que todo debemos calcular el nimero de estados, para lo
cual usaremos la aproximacion de la densidad de estados. Por lo tanto, usando
esta aproximacion, el ntiimero de estados, o bien, la densidad electréonica viene

dada por:

n=5= [ dnlent) DE (63

Luego, de (5.38) sabemos que la densidad de estados vendréa dada por:

1

D(&) = 4(N. = 1)d(z = 0) + %42 (e — &) (6.4)

Donde N, corresponde al ntimero de capas y se ha considerado la
degeneraciéon por valle y por spin.

De esta forma, tenemos:

77:2 (4(Nc_ 1) 'nf<07,u7T>+4'nf<5nmuaT)) (65)
n=0
Con
1 . 1 . w/ksT
ng(0,p,T) = Zo4 ng(en, p, T) = Z i 1 Z=e

Sin embargo, para una bicapa de grafeno debemos tener ciertas
consideraciones. La densidad de estados dada por la ecuacion (6.4) se puede

extender de la siguiente manera:
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1 1 1
=—14 — — 4 — — 4
Y d(e 0)+A d(e )—i—A ;(5(6 €n)
L g s s i(s
= —_— é‘ — J—
A n=1
Donde se ha usado N, = 2 para una bicapa.
Asi, nuestra densidad electronica estara dada por:
=3 (8- ns(0.1.T) +4-nsen 1, T)) (6.6)

n=0
Lo que concuerda con la degeneracion 6ctuple del estado fundamental en
una bicapa de grafeno.

En este caso, la energia obtenida en la seccion 4.2.3, puede escribirse como:

en = hwe/n(n—1)=h ;—B*\/n(n —1)=Cte-B-+/n(n—1) (6.7)

Nuevamente, el campo estara en unidades de Tesla, por lo que al calcular
la constante, esta nos da Cte =~ 3.85884. Asi, la expresion de la energia que

se usara para los calculos, vendra dada por:

= (3.85884) - B - \/n(n —1) [meV] (6.8)
Por otra parte, para calcular la energfa interna, ocuparemos la siguiente

expresion [19]:

Uzzennf(en,u,T); n=u(T,B)

Donde la energia que usaremos, al estar en una bicapa, sera la que viene
dada por la ecuacion (6.8). De esta forma, teniendo la energia interna podremos
calcular otras cantidades termodinamicas como el calor especifico y la entropia,

los cuales vendran dados por las siguientes expresiones:
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ouU
Cp = (_8T>B S~ dkp ; L(en, 1, T) (6.9)
Donde

C

,C({-fn,/,L,T) = ) C=14

()™
e\ ?kp +1

Luego, una vez que obtenemos lo necesario, podemos graficar las cantidades
termodinamicos que nos interesan. Sin embargo, al igual que en el caso de
la monocapa, primero graficaremos el ntimero de particulas en funcion de
la temperatura y el potencial quimico, tal como se puede ver en la Figura
6.2.1. En esta imagen podemos ver el niimero de particulas cuando variamos
la temperatura en 0.1 K, 1 K y 5 K, y mantenemos el campo fijo en 1 T.
Aqui, tenemos que, para cada curva, se produce un aumento en el numero de
particulas a medida que el potencial quimico aumenta. Ademas, nuevamente
tenemos presentes los escalones de Landau, los cuales al ir aumentando la
temperatura estos son menos definidos, situacién atribuible a la distribucion de
Fermi-Dirac, como antes se ha mencionado. Note que, los puntos rojos presentes
en la grafica, representan los niveles de Landau, que en esta ocasion van desde
n = 2 hasta n = 10.

Por otra parte, también podemos graficar el nimero de particulas cuando se
varia el campo y se mantiene fija la temperatura. En la Figura 6.2.2 se puede
ver el numero de particulas cuando variamos el campo magnético externo en 2
T,4 Ty 7T, con una temperatura fija de 5 K. Producto del aumento del campo
magnético el nimero de particulas va disminuyendo. De manera contraria, al ir
aumentando el potencial quimico, el nimero de particulas va aumentando. Por
otra parte, cuando aumentamos el campo magnético, los escalones de Landau
estan méas dilatados, por lo que se necesitaria un mayor incremento de p para
ir agregando el mismo nimero de particulas. Esto dltimo es la misma discusion
que se hace para una monocapa.

Con las Figuras 6.2.1 y 6.2.2 podemos ver el comportamiento de las
particulas, por lo tanto, con la Figura 6.2.3 podremos ver el nimero de particulas
que necesitaremos para encontrar el potencial quimico. De esta forma, tendremos
el niimero de particulas en funciéon de la temperatura y el potencial quimico

para cuando tenemos valores de campo magnético de 0.5 T (6.2.3a), 1 T (6.2.3b),
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Numero de particulas [a.u.] en Bicapa
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Figura 6.2.1: Namero normalizado de particulas, en funciéon del potencial
quimico, sometido a un campo magnético externo fijo de 1 T, cuando se varia
la temperatura

1.5 T (6.2.3¢) y 2 T (6.2.3d). Claramente, podemos ver que, a valores de p
més grandes, més cantidad de particulas o electrones tendremos, cantidad que
depende del valor de B. Ademas, algo importante a notar es que, en los cuatro
casos estudiados, vemos que a bajas temperaturas el niimero de electrones varia
mas respecto a cuando estamos a altas temperaturas. Esto tltimo se puede
ver en las lineas de contorno, donde a bajas temperaturas son mas curvas en
comparacion a los contornos en altas temperaturas, donde son casi horizontales.

Por otra parte, al igual que como lo hicimos para una monocapa de grafeno,
podemos obtener el niimero de particulas en funciéon del campo magnético y el
potencial quimico, cuando fijamos una temperatura de 50 K, como se ve en la
Figura 6.2.4. Tanto para el potencial quimico como para el campo magnético
el nimero de electrones aumenta. Ademaés, las lineas de contorno presentan un
comportamiento casi lineal, demostrando la clara influencia que tienen B y pu
sobre V..

Ahora que ya tenemos el numero de particulas para fijar nuestro
N y encontrar asi el potencial quimico u, podemos graficar cantidades

termodinamicas como el calor especifico, el cual se muestra en la Figura 6.2.5.
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Numero de particulas [a.u.] en Bicapa
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Figura 6.2.2: Namero normalizado de particulas, en funciéon del potencial
quimico, sometido a una temperatura fija de 5 K, cuando se varia el campo
magnético.

Aqui podemos ver como se comporta C'g en funcion de la temperatura, para
cuando tenemos distintos valores de campo magnético. Tenemos un aumento en
el calor especifico, en todas las curvas, a medida que aumenta la temperatura,
sin embargo, se observa que la curva que tiene un campo B = 0.5 T tiene
un mayor aumento respecto a las otras, por lo que podemos concluir que al
aumentar el campo disminuye el calor especifico. Este comportamiento es el
mismo que se puede apreciar al estar en una monocapa de grafeno, descrita en
la seccion 5.2.

La entropia es otra cantidad termodinamica que nos es de interés. La
grafica de esta se presenta en la Figura 6.2.6, donde podemos ver como la
entropia se comporta de manera inversamente proporcional al campo magnético,
pues este al aumentar hace que disminuya S. A su vez, la entropia tiene un
comportamiento directamente proporcional con la temperatura, es decir, S
aumenta si la temperatura aumenta.

Una vez que tenemos la entropia, podemos obtener nuestro AS. La variacion
de entropfia, para distintos valores de B, se muestra en la Figura 6.2.7, en donde,

si bien se observa que en todas las curvas tenemos un aumento de la variacion a
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Figura 6.2.3: Nimero de electrones en funcion de la temperatura y el potencial
quimico: (a) Nimero de electrones sometidos a un campo de 0.5 T, (b) Namero
de electrones sometidos a un campo de 1 T, (¢) Numero de electrones sometidos
a un campo de 1.5 T, (d) Namero de electrones sometidos a un campo de 2 T.
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Figura 6.2.4: Numero de particulas, en funcién del campo magnético y el
potencial quimico, sometido a una temperatura fija de 50 K, para una bicapa.
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Figura 6.2.5: Calor especifico en funciéon de la temperatura sometido a un
campo magnético externo de 0.5 T (verde), 1 T (azul), 1.5 T (negro) y 2 T

(rojo).
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Figura 6.2.6: Calor especifico en funciéon de la temperatura sometido a un
campo magnético externo de 0.5 T (verde), 1 T (azul), 1.5 T (negro) y 2 T

(rojo).
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Figura 6.2.7: Variacion de entropia en funcion de la temperatura con campo
magnético externo variable, para una bicapa de grafeno.
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medida que aumentamos la temperatura, la diferencia de la curva verde, entre
los campos B =0.5T y B=1T, es mayor en comparaciéon a las otras. Lo
mismo ocurre con la curva azul respecto a la curva negra. Nuevamente, si nos
fijamos, nuestro —AS' es positivo, por lo que nuestro material esté entregando
calor, siguiendo la tendencia de los otros casos estudiados en la secciones

anteriores.
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Capitulo 7

Comparacion entre Monocapa y

Bicapa de Grafeno

Una vez que ya hemos estudiado tanto la monocapa como la bicapa, podemos
hacer una comparaciéon entre ambas para determinar cuél tiene una mejor
respuesta térmica.

En la Figura 7.0.1 se muestra la comparacion entre la variacion de entropia

para una monocapa y una bicapa de grafeno, con campos de 0 T y 0.2 T. Aqui,
—AS
N,
de entropia dividida por el nimero de capas, es mucho méas beneficiosa en una

se puede observar que a muy bajas temperaturas, , es decir, la variacion
bicapa, es decir, tiene una mejor respuesta. Sin embargo, a altas temperaturas,
sobre los 10 K, la monocapa supera a la bicapa en respuesta. La razéon de
esto se explica en el comportamiento de la monocapa y bicapa al comparar
cada una por separado cuando tenemos un campo de 0 T y otro de 0.2 T. En
una bicapa, la entropia a un campo bajo (campo de 0 T) satura muy rapido
a bajas temperaturas, es decir, alcanza un valor constante bastante rapido,
mientras que, en el caso de un campo de 0.2 T, la entropia tarda un poco mas
en saturar, pero no solo eso, sino que esto hara que la diferencia que existe
entre la entropia a campo 0 T y 0.2 T decrezca, haciendo que la respuesta de
la bicapa sea menor después de cierta temperatura.

Por otra parte, en una monocapa, la entropia de referencia no se satura
incluso después de una alta temperatura como lo es 500 K. Como la entropia
no satura, la diferencia entre la de 0 T y 0.2 T va creciendo hasta llegar a un
valor constante, es decir, ambas van a converger a un valor fijo, correspondiente

al limite de altas temperaturas. Esto hace que tenga una mejor respuesta

81



Comparacion
Variacion de entropia
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Figura 7.0.1: Diferencia de entropia como funcion de la temperatura (en
unidades de Kelvin) entre una monocapa (naranjo) y una bicapa (azul), con
campos de 0 T y 0.2 T.

comparada a la bicapa.
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Figura 7.0.2: Diferencia de entropia como funcién de la temperatura (en
unidades de Kelvin) entre una monocapa (morado) y una bicapa (naranjo), con
campos de 1.5 Ty 2 T.

Si ahora consideramos la estadistica de Fermi-Dirac, al hacer la comparacion
entre una monocapa y bicapa de grafeno, para saber en cuél caso se tiene una
mejor respuesta térmica, obtenemos lo que se puede apreciar en la Figura 7.0.2.
Aqui se hace una comparaciéon entre ambos casos, cuando tenemos campos de 1.5
T y 2 T. Es importante notar que, tanto a bajas como a altas temperaturas, es

la bicapa quien supera a la monocapa en respuesta, es decir, la bicapa mantiene
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una mayor variacién de entropia, por sobre la monocapa, independiente de la
zona en la que se esté estudiando, ya sea a bajas o altas temperaturas. Para
explicar el por qué sucede esto, debemos fijarnos en los gréficos de la entropfia,
cuando tenemos los campos de 1.5 T y 2 T, tanto para la monocapa como para
la bicapa. Al analizar los graficos nos damos cuenta de que en el caso de la
bicapa de grafeno, esta satura bastante rapido a bajas temperaturas respecto
al caso de la monocapa, pero no solo eso, sino que, a altas temperaturas, la
monocapa ain no es capaz de alcanzar la saturaciéon que ya tiene la bicapa en
ese mismo punto. Es por esta razon que la bicapa se mantendra por sobre la

monocapa en todo el rango de temperatura.
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Capitulo 8
Conclusiones

En esta tesis se ha investigado el efecto magnetocalodrico utilizando como
sustancia de trabajo grafeno y sus sistemas multicapas. Especificamente, nuestro
estudio se ha centrado en los sistemas monocapa y bicapa de grafeno, desde dos
puntos de vista estadistico. Primero, se ha utilizado la estadistica de Boltzmann
y analizado los sistemas descritos tratdndolos como sistemas clasicos. Esto
restringe nuestro estudio a s6lo considerar los estados de cero energia y positivos
para el célculo de la funciéon de particiéon canodnica evitando de esta manera
los estados negativos provenientes de la ecuacion de Dirac que llevan a una
divergencia en el calculo de la funcién de particiéon. Posteriormente, hemos
realizado un analisis usando la estadistica de Fermi-Dirac, en donde se trata
a los sistemas propuestos como algo meramente cuantico al estar trabajando
con fermiones y flexibiliza, a través del calculo de la densidad de estados del
sistema, la inclusion de los estados negativos de energia. En ambos enfoques
estadisticos hemos presentado los calculos de las cantidades termodinamicas
més relevantes como lo son la energia interna y la entropia.

Una utilidad de la termodindmica previamente calculada corresponde a
comprender la respuesta térmica que presentan estos sistemas a las variaciones
del campo magnético externo aplicado sobre ellas. Nuestros resultados indican
que, en la estadistica de Boltzmann, a bajas temperaturas es la bicapa quien
supera a la monocapa en respuesta, para luego ser superada por esta misma al
estar a altas temperaturas. Por otra parte, usando la estadistica de Fermi-Dirac,
la respuesta térmica de la bicapa supera a la de la monocapa tanto a bajas
como a altas temperaturas. Ambos resultados son ampliamente discutidos en

el Capitulo 7.
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Los hallazgos que encontramos nos hacen plantearnos dos escenarios, uno
es si quisiéramos trabajar en la estadistica de Boltzmann, entonces, dependera
de la region de temperatura en la que queramos trabajar para saber cual
configuraciéon ocupar, pues, como ya se menciond, un sistema supera al otro
segun se trabaje a bajas o altas temperaturas. El otro escenario que se nos
plantea, es si decidimos trabajar con la estadistica de Fermi-Dirac, en cual caso
resulta mas que evidente que conviene trabajar con una bicapa de grafeno ya
que esta presenta una mejor respuesta térmica, es decir, una mayor variacion
de entropia, en todo momento.

Los resultados obtenidos cumplen con el propésito de esta investigacion,
el cual es calcular y estudiar la variaciéon de entropia, pues esto tltimo no
es algo arbitrario. Debido a que (—AS) es directamente proporcional a AT,
serd (—AS) quien nos entregaré el “signo” y nos indicara si el material entrega
calor, como es el caso en nuestra investigacion, o actia como refrigerante. Lo
cual nos ayudara a definir si el grafeno es apto o no para aplicaciones como la
refrigeraciéon magnética.

Sin embargo, a pesar de los buenos resultados obtenidos, atn hace falta un
estudio més completo sobre el tema, ya que, atin se debe analizar si lo encontrado,
trabajando en la estadistica de Boltzmann, presenta una ventaja, tanto si
estamos trabajando a bajas como a altas temperaturas, todo dependiendo del
caso que uno encuentre mas conveniente, considerando las respuestas térmicas
analizadas en ambos casos. Ademas, al estar en la estadistica de Fermi-Dirac,
hacen aparicion los llamados “huecos”, que en simples palabras corresponden a
la ausencia de electrones. Entonces, hace falta estudiar estos sistemas cuando
estamos en presencia de huecos, y analizar como y qué es lo que cambia en
nuestros resultados ya obtenidos, asi como también se podria estudiar qué es
lo que sucede cuando tenemos un desbalance en la cantidad de electrones y
huecos.

Por ultimo, y con el fin de mejorar los resultados encontrados, hace falta
estudiar el sistema en mas capas de grafeno y observar si el comportamiento
encontrado, en las dos estadisticas estudiadas, se potencia o no con el ntimero de

capas haciendo de este sistema un foco atractivo para los fenémenos caléricos.
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