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Resumen

En las dltimas décadas, el estudio de los estados ligados en el continuo (BICs) ha
generado una atencion significativa, particularmente en los campos de la fotonica, la
optica y la electronica. De manera similar, la simetria PT y los sistemas no hermiticos
que la exhiben también se han convertido en un area activa de investigacion, ya
que pueden ofrecer nuevas estrategias de diseno para dispositivos con propiedades
innovadoras. A pesar de ser dos topicos de gran relevancia cientifica, son pocos los
estudios que abordan los BICs en sistemas no hermiticos con simetria PT. En este
trabajo, se estudian la formacion y las propiedades de los BICs y cuasi-BICs en dos
sistemas especificos de tipo enlace fuerte, donde las energias de sitio actiian como
perturbaciones. Se analizan tanto un régimen hermitico como uno no hermitico con
simetria PT, enfocandose en propiedades de transporte como la transmision y la
densidad de estados, utilizando los formalismos de funciones de onda y funciones de
Green. Los resultados obtenidos permiten derivar condiciones para la formacion de
dos tipos de BICs en los sistemas estudiados: los protegidos por simetria y los de
tipo Fabry-Pérot. Ademas, se muestra que los BICs de tipo Fabry-Pérot presentan
una alta sensibilidad a las perturbaciones no hermiticas introducidas, mientras que
los BICs protegidos por simetria muestran una mayor robustez. Estos hallazgos
proporcionan una comprension mas profunda sobre la estabilidad de los BICs en

sistemas no hermfiticos.
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Capitulo 1

Introducciéon y Conceptos Previos

1.1 Introduccién

En 1929, John von Neumann y Eugene Wigner fueron los primeros en proponer la
existencia de estados ligados en el continuo (BICs, por sus siglas en inglés) dentro
del marco de la mecénica cuantica [3|. En su investigacion, hallaron una solucion
particular a la ecuacion de Schrodinger, en la que un estado ligado de energia
discreta y positiva, dentro del espectro continuo, se genera debido a interferencias
multiples originadas por un potencial oscilatorio, lo que da lugar a la supresion total
de la filtracién de energia [4].

A pesar de que su formacion fue predicha originalmente en el contexto de la mecanica
cuantica, los BICs constituyen un fenémeno ondulatorio general [1]. En 1985,
Friedrich y Wintgen demostraron que los BICs pueden surgir como resultado de
una interferencia destructiva total entre dos resonancias que atraviesan un cruce
evitado [5]. En 2008, Marinica et al. realizaron el primer anélisis teorico sobre
BICs en sistemas opticos [6], y en 2011, Plotnik et al. llevaron a cabo los primeros
experimentos opticos destinados a identificar y medir estos estados [7].

En la dltima década, el estudio de los BICs, sus propiedades y aplicaciones ha
constituido un tema de investigacion activo en distintas areas de la fisica [8-16],
debido principalmente a sus aplicaciones en la fabricacién de dispositivos como
sensores, laseres y filtros |1, 9].

A pesar de lo novedoso de estos estados, su estudio se limita principalmente a
hamiltonianos hermiticos, los cuales representan sistemas cerrados sin interacciéon con
el entorno y con autovalores reales. Por otro lado, los hamiltonianos no hermiticos

son ubicuos en la naturaleza, ya que representan sistemas abiertos con ganancia y/o



pérdida de energia [17| y pueden tener autovalores complejos. Uno de los primeros
estudios sobre este tipo de hamiltonianos fue el realizado por George Gamow
sobre la desintegracion alfa [18]. Sin embargo, hoy en dia se encuentran presentes
en investigaciones de diversas areas de la fisica, como, por ejemplo, en fotoénica
[17, 19-21]. A pesar de que el estudio general de estos sistemas presenta distintas
dificultades, en 1998 Bender y Boettcher propusieron que un hamiltoniano no
hermitico que presenta simetria PT (con ganancia y pérdida de energia balanceada)
puede tener autovalores reales [22], lo que dio lugar a una nueva rama de estudio
sobre este tipo de sistemas y sus posibles aplicaciones [19, 23|.

En este trabajo se estudian la formacion y las propiedades de BICs y cuasi-BICs en
dos sistemas especificos de tipo enlace fuerte, consistentes en una y dos estructuras
en forma de cruz, respectivamente. A través de los métodos de funciones de onda y
funciones de Green, se calculan cantidades de interés, como la transmisiéon y las
densidades de estados de los sistemas, las cuales se analizan considerando energias
de sitio perturbativas de caracter hermitico y no hermitico (preservando simetria
PT) para los brazos verticales de los sistemas. Los resultados muestran la formacion
de BICs protegidos por simetria y BICs tipo Fabry-Pérot, estos tltimos con una alta

sensibilidad ante las perturbaciones no hermiticas introducidas.

El trabajo cuenta con la siguiente estructura:

e Capitulo 1: Se presentan y explican los conceptos previos necesarios para

abordar y comprender el trabajo realizado.

e Capitulo 2: Se muestran los dos modelos de sistemas estudiados, junto con el
desarrollo realizado para el calculo de cantidades de interés, como la transmision,
la densidad local de estados (LDOS) y la fase de transmision de los sistemas,

utilizando los métodos de funciones de onda y funciones de Green.

e Capitulo 3: Se presentan y analizan los resultados obtenidos en el estudio
realizado con perturbaciones de tipo hermitico. Se estudian la transmision y la
densidad local de estados (LDOS) para los dos modelos propuestos, con distintas
combinaciones de longitudes, y se derivan condiciones de conmensurabilidad

para la formacion de BICs.

e Capitulo 4: Se presentan y analizan los resultados obtenidos en el estudio



realizado con perturbaciones de tipo no hermitico. Se estudia el efecto de las
perturbaciones no hermiticas sobre los diferentes tipos de cuasi-BICs formados

y sobre la coherencia del sistema.

e Capitulo 5: Se resume el trabajo realizado, se presentan las conclusiones

obtenidas y se propone trabajo futuro.

1.2 Estados ligados en el continuo

Los estados ligados en el continuo (BICs, por sus siglas en inglés) son ondas que
permanecen localizadas y confinadas en el espacio, a pesar de coexistir con espectros
continuos de ondas radiantes que transportan energia fuera del sistema [1]. En
la Fig. 1.2.1 se aprecia el espectro de frecuencia y los perfiles espaciales de los
modos. En un sistema abierto, el espectro de frecuencia consta de un continuo de
estados espacialmente extendidos (azul) y estados ligados convencionales (verde),
con niveles de frecuencia discretos (fuera del rango continuo) que no radian energia
fuera del sistema. Los estados resonantes dentro del espectro continuo (naranja)
tipicamente se acoplan a los estados extendidos y radian energia, decayendo con el
tiempo [1, 24]. Los BICs (rojo) son estados excepcionales: la energia se encuentra
completamente localizada, a pesar de que el estado estéa dentro del espectro continuo
de radiacion [4]. De forma fundamental, los BICs se originan a partir del fen6meno
de interferencia destructiva cuando, por la superposiciéon de dos o mas ondas, las
pérdidas por radiacion se anulan [4].

Las resonancias tradicionales encontradas en el continuo se asocian a una frecuencia
compleja: w = wy — iy, donde la parte real wy es la frecuencia de resonancia y la
parte imaginaria « representa la tasa de fuga [1]. En experimentos de dispersion,
las ondas provenientes del infinito pueden excitar las resonancias tradicionales, lo
que provoca una variacion en la fase y la amplitud de las ondas dispersadas, dentro
de un intervalo de energia que tiene un ancho espectral de 27 (relacionado con el
ancho de la resonancia). Sin embargo, estas ondas no pueden excitar los BICs, al
encontrarse estos completamente desacoplados de las ondas radiantes [1]. Ademas,
las resonancias se pueden caracterizar a partir del factor de calidad (), que se define
como la razon entre la frecuencia de resonancia y el ancho total a media altura [25],
y proporciona informaciéon sobre el tiempo de vida de la resonancia y su capacidad

de confinamiento (@ alto implica resonancia estrecha, tiempo de vida extenso y alta



capacidad de confinamiento) [9]. Matematicamente:

S (1.1)

Tomando en cuenta estos factores, se puede considerar a los BICs como resonancias

con tasa de fuga nula y ancho cero (v = 0; @ infinito) [1, 4, 24].
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Figura 1.2.1: Espectro de frecuencia de un sistema abierto, consistente en un
continuo de estados extendidos (azul), estados ligados discretos (verdes), resonancias
acopladas al continuo que radian su energia (naranja) y estados ligados en el continuo
que permanecen localizados sin irradiar (rojo).

Imagen extraida de Ref. [1].

Existen diferentes tipos de BICs dependiendo del mecanismo de formacion que los
genera, entre los cuales encontramos los BICs protegidos por simetria y los BICs de
Fabry-Pérot. Los BICs protegidos por simetria se generan en sistemas que presentan
ciertas caracteristicas de forma tal que modos de distintas clases de simetria se
encuentran completamente desacoplados entre si. Por ejemplo, un arreglo de guias de
onda 1D infinito, que soporta un continuo de estados, al que se acoplan dos defectos
de forma vertical (arriba y abajo), soporta un estado de modo antisimétrico que no
se acopla al continuo de estados de la guia infinita 1D [1, 7, 26]. Por otro lado, los
BICs de Fabry-Pérot se generan cuando dos estructuras resonantes actiian como
espejos perfectos, atrapando las ondas entre ellas. Los BICs se formarian cuando
las frecuencias de resonancia o la distancia que separa las estructuras sea tal que

el cambio de fase experimentado por la onda en el trayecto de ida y vuelta sea un



multiplo de 27 [1, 26].

Si bien los BICs se caracterizan por tener un factor de calidad @ infinito, esto
solo existe en el ambito tedrico [4, 9]. En la practica, es posible obtener estados
resonantes con valores de () muy altos pero finitos, los cuales se conocen como cuasi-
BICs [4, 9, 26]. Matematicamente, los BICs perfectamente confinados no se acoplan
al continuo de radiacion y, por lo tanto, no son apreciables en el perfil de transmision
de los sistemas. Sin embargo, al variar levemente los parametros que permiten este
desacoplamiento, el estado se transforma en un cuasi-BIC acoplado minimamente al
continuo y se manifiesta como una resonancia aguda en la transmision del sistema.
Estos cuasi-BICs, en conjunto con la aparicién de funciones § de Dirac en la densidad
de estados (DOS), permiten la identificacion de los BICs.

Los BICs estan intrinsecamente relacionados con otro fenémeno fisico: el efecto Fano.
El efecto Fano ocurre en los casos en que estados discretos coexisten en la misma
region energética con estados continuos, dando cuenta de la interaccion entre ellos y
del efecto de interferencia entre sus amplitudes de excitacion por separado [24]. Si
bien pueden existir ambos efectos por separado, BICs y resonancias de Fano suelen
coexistir en muchos sistemas. El perfil de resonancia de Fano puede ser descrito por

la siguiente formula matematica:

a:< ! >(ﬂ+®2 (1.2)

1+¢*) e+1

Donde € es la energia reducida, ¢ es conocido como el parametro de Fano y ﬁ
es un factor de normalizaciéon. Dependiendo del valor que tome el parametro ¢, la
curva de Fano puede tener distintas formas, como se muestra en la Fig. 1.2.2: para
q — Fo0 el perfil es una Lorentziana simétrica, para ¢ = 0 serd una antiresonancia

simétrica y para ¢ del orden de la unidad, el perfil tiene forma asimétrica |2, 24].
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Figura 1.2.2: Perfiles de Fano para distintos valores del parametro ¢ |2].

1.3 Dispersion con funciones de onda

Se estudia una particula que se desplaza en un potencial unidimensional localizado.
El movimiento de la particula esta gobernado por la ecuaciéon de Schrodinger

(independiente del tiempo) [27]:

R PY(x)

2m  dx?

+ [V(z) — El¥(z) =0 (1.3)

Es posible discretizar dicha ecuacion utilizando el método de diferencias finitas [28].
Consideramos una red discreta cuyos sitios se localizan en las posiciones = = ja,

como se muestra en la Fig. 1.3.1, donde j es un entero y a es el pardmetro de red.

c. . O—0O—-0O—0O0—-0...
(—-Da (ja) (+Da

Figura 1.3.1: Red discreta unidimensional con pardmetro de red a.

Asumiendo que a es pequeno, se aproxima la primera derivada:

d¥(x) _, Y(a+a) —¥(ja)

I . (1.4)

v=(j+3)a
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Y la segunda derivada:

d*V () . U(ja+ a) —2V(ja) + ¥ (ja — a)

T2 | 2 (1.5)
r=ja
Cambiando la funcién de onda continua por una discreta:
U(x = ja) — u; (1.6)
Se reescribe la segunda derivada como:
dZ\I’(QZ’) Ujy1 — 2Uj + Uj—1
N 1.7
de® |, a? (17)

Cambiando el potencial continuo por uno discreto tal que V(z = ja) — V; y

reemplazando en la ecuacion 1.3, se obtiene la ecuacion de Schrodinger discreta:

h2
T 9ma? (ujs1 = 2uj + wjm1) + [V; — Elu; =0 (1.8)

Se hacen los siguientes cambios de variables:

hQ
—5 s (1.9)
Vi — 20 — ¢ (1.10)

Con lo cual, es posible reescribir la ecuacion 1.8 para obtener la ecuacion de enlace

fuerte (o ligadura fuerte):
(E — Ej)’LLj = U(uj+1 + Ujfl) (111)

Donde ¢; es la energia de sitio y v es el acoplamiento entre sitios.
Se supone, por simplicidad, que el potencial con el que interactia la particula tiene
la siguiente forma:
Vi para 0<7<n
Vi = (1.12)
0 para 37<0 , 7>n
La particula, moviéndose en una cadena unidimensional de tipo enlace fuerte, puede

acercarse a la muestra que representa el potencial por ambos lados, tal como se

11



muestra en la Fig. 1.3.2.

.. O O O O| MUESTRA | O O O 0O...

Figura 1.3.2: Proceso de dispersion de una particula que puede acercarse desde la
derecha o desde la izquierda a una muestra que representa un potencial V.

Al interactuar con la muestra, la particula experimenta dispersion y puede reflejarse
o transmitirse [27]. De esta forma, las funciones de onda a ambos lados de la muestra
se expresan como:

u]L = uf+ + uf‘, j<0 (1.13)

ult = uft ol ji>n (1.14)

Se utiliza un ansatz para la funcién de onda considerando ondas planas, por lo que

las funciones de onda antes descritas pueden expresarse como:

uit = Aethe (1.15)
ut” = Be ™ (1.16)
uft = Cethie (1.17)
ul™ = De~™° (1.18)

Si se considera incidencia tinicamente desde la izquierda, como en el caso de este

trabajo, se tienen los siguientes coeficientes para las funciones de onda:
A—=1 , B—=r , C—t , D—=0 (1.19)
Reescribiendo las ecuaciones 1.13 y 1.14 se obtiene:

uf = et 4 opemthe 7<0 (1.20)

ult = et j>n (1.21)

12



Donde los coeficientes r y t corresponden a las amplitudes de reflexion y transmision
del sistema, respectivamente [27|, y cumplen (para sistemas hermiticos) la siguiente

condicién:

7> 4+ ]t)* = 1 (1.22)

Utilizando las ecuaciones de contorno apropiadas para cada problema, es posible
resolver un sistema de ecuaciones y obtener expresiones para los coeficientes £ y r. A
partir de estas amplitudes, se definen los coeficientes de transmision 7"y reflexion R,
que representan la probabilidad de que la onda incidente sea transmitida o reflejada,

respectivamente [27, 29|:

T = |t|? (1.23)
R=r|? (1.24)

Una vez calculada la amplitud de transmision ¢, esta puede reescribirse en términos

de su modulo |¢| y la fase de transmision 6@ [30].

t = [t|e"” (1.25)

La fase de transmision proporciona informacion sobre la coherencia del sistema [31], es
decir, sobre la capacidad de las ondas para experimentar fenémenos de interferencia,

y puede obtenerse a partir de la amplitud de transmisién como:

9 — arctan (;”;[[;]) (1.26)

1.4 Funciones de Green

Las funciones de Green representan un método poderoso utilizado en fisica de materia
condensada y sirven como herramienta para entender y estudiar la respuesta del
sistema ante una perturbacion, asi como para capturar su comportamiento dinamico
[32]. Para la siguiente definicion matemaética de las funciones de Green, se sigue
el procedimiento explicado en [33]. Las funciones de Green se definen como las

soluciones de ecuaciones diferenciales inhomogéneas de tipo:

A

(z — L(r))G(r,r’,\) = 6(r — 1°) (1.27)
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Con las condiciones de borde para r y r’ correspondientes al problema. Se asume que
= es una variable compleja con A = Re{z} y n = Im{z}, y que L(r) es un operador
diferencial lineal, hermitico e independiente del tiempo, con un conjunto completo y

ortonormal de autofunciones ¢, (r), tal que:

L(r)¢n(r) = A\ghn(r) (1.28)

donde ¢, (r) satisface las mismas condiciones de borde que G (r,r’, \).
Utilizando la notacién de Dirac, que involucra bras y kets, es posible introducir un

espacio vectorial abstracto, considerando:

On(r) = (r|dn) (1.29)
S(r — ) L(r) = <r|f)|r’> (1.30)
G(r,r’,\) = <r|(;(z)|r’> (1.31)

donde |r) es un autovector del operador de posicion y |¢p,) es un autovector del
operador L con autovalor \,. Ambos conjuntos de autovectores son conjuntos

completos y ortonormales. Asi, es posible reescribir las ecuaciones 1.27 y 1.28 como:

A

(z—L)G(z) =1 (1.32)

L |Pn) = An |Hn) (1.33)

Si todos los autovalores de z — L son distintos de cero (z # \n), se puede expresar la

funcion de Green como [33]:
A 1
G(z) = —— (1.34)
(z—1L)

Para el caso en que L corresponde al hamiltoniano independiente del tiempo, la

funcién de Green retardada (causal) se puede escribir como [34]:

- 1

G(E) = EE T (1.35)

Donde la energia real estd acompanada por una parte imaginaria infinitesimal positiva

(n). Utilizando la propiedad de completitud de los autoestados de H , es posible
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reescribir la ecuacion 1.35 para obtener la representacion de Lehmann [33, 34]:

B = (F — H +in) Zn: (B — M\, +1n) (1.36)

Se considera ahora un problema cuyo hamiltoniano puede separarse en dos partes:
H=Hy+ H; (1.37)

Con H, como un hamiltoniano cuya funcion de Green, denotada por ¢ (por
simplicidad, se omite la dependencia de la energia), es conocida, y H; como
un hamiltoniano de interacciéon. Para encontrar la funciéon de Green asociada
al hamiltoniano general H , denotada por é’, se utiliza la ecuaciéon de recurrencia

conocida como la ecuacion de Dyson [34]:

~ ~

G =g+ gHG (1.38)

Por otro lado, si |¢) (no confundir con los |¢,) antes mencionados) es un autoestado

del hamiltoniano Hy y [¢) es un autoestado del hamiltoniano general H:

(E— Hy) |¢) =0 (1.39)
(E—H)|p)=0 (1.40)

Es posible relacionarlos a través de la ecuacion de Lippman Schwinger [34]:

W) = |¢) + gH |¥) (1.41)

O de forma equivalente:

[0) = |6) + GH, |9) (1.42)

Proyectando estas ecuaciones sobre la posicion, se obtienen expresiones que relacionan
las funciones de onda espaciales para el sistema no perturbado y el sistema perturbado.
Utilizando un ansatz de tipo onda plana, es posible calcular las amplitudes de
transmision y reflexion, aplicandolas de forma analoga a lo mostrado en la seccion
1.3.

Por tltimo, conociendo la funcién de Green del sistema, es posible calcular la densidad
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de estados (DOS) como [33]:
1 A
p(E) = —=Im{TrG} (1.43)
m

Para un sistema de enlace fuerte unidimensional, en términos de los elementos de

matriz:

p(B) = ——Im{Y G} (1.44)

Donde 7 representa el i-ésimo sitio de la cadena.

A continuacion, se presentan algunos elementos de matriz de las funciones de Green
conocidas para cadenas de enlace fuerte, los cuales se utilizaran en el desarrollo de
este trabajo.

Para un sitio aislado:

1

G = (UGN = 5=

(1.45)

Con ¢ la energia del sitio.

Para una cadena finita de N sitios, con parametro de red a = 1, acoplamiento entre
sitios v y energias de sitio €, se utiliza el ansatz para la funcion de onda espacial en
el sitio j:

$n(J) ~ sin (kj) (1.46)

donde k£ es el namero de onda. Con las condiciones de borde correspondientes, se

obtiene, a partir de la ecuaciéon 1.36, la expresion para los elementos de matriz:

e 2 s sin (R sin (755)
Gy = <Z|G|‘7> N +1 ; (E — €, +1in) (1.47)

con €, = €y + 2v cos (N”—j:l)

Para una cadena semi-infinita, la funcién de Green de superficie es:

ik

G = <1yé\1> — % (1.48)

Para una cadena infinita, los elementos de matriz de la funcién de Green se calculan

como: o

Gy = <l|é|j> = St i (®) (1.49)
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y se tiene la siguiente relacion de dispersion:

E = €y + 2v cos (k) (1.50)

1.5 No hermiticidad y simetria PT

En mecénica cuantica, se suele trabajar bajo el supuesto de que el hamiltoniano es un
operador hermitico, es decir, H = HY, donde T representa el adjunto o transpuesto
conjugado. Esta condicién asegura que el sistema presente autovalores reales y
evolucion temporal unitaria, lo que preserva la probabilidad de encontrar la particula
en un cierto estado cuantico (la suma de las probabilidades es igual a 1) [17, 20].
Mientras que este tipo de hamiltoniano describe sistemas fisicos cerrados, los sistemas
que interactiian con su entorno a través de intercambios de energia (ganancia y/o
disipaciéon) se modelan con hamiltonianos no hermiticos, es decir, H #+ H f los cuales
pueden tener autoenergias complejas, no conservar la probabilidad total y presentar
evolucion temporal no unitaria con amplificacion o disipacion [17, 35].

A pesar de esto, en 1998, Bender y Boettcher [22] demostraron que una amplia gama
de hamiltonianos no hermiticos puede tener autoenergias reales al presentar simetria
PT (paridad-temporal). Un hamiltoniano no hermitico con simetria PT es aquel que

permanece invariante bajo la accion compuesta de los operadores de paridad (P) e

inversion temporal (T), o que, equivalentemente, conmuta con el operador PT' [17].

A A

[PT,H] = PTH — HPT =0 (1.51)
Donde la acciéon de los operadores P y T se define como:
P:i—i &—-2, p——p (1.52)

T:i——i, T—&, p— —p (1.53)

En este tipo de hamiltonianos, la ganancia y la disipaciéon de energia estdn
debidamente balanceadas [36], lo que permite que el espectro de autovalores sea
completamente real. Sin embargo, los sistemas con hamiltonianos que presentan
simetria PT no siempre tienen autovalores reales, ya que, bajo ciertas condiciones, los
autovalores pueden presentarse como pares de complejos conjugados. Generalmente,

cuando el parametro que controla el grado de no-hermiticidad del sistema excede un
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cierto valor critico, ocurre un rompimiento esponténeo de la simetria PT. La fase PT
simétrica es aquella que ocurre por debajo del punto critico, en la que los autovalores
son reales, mientras que la fase de rompimiento de la simetria PT ocurre por encima
del punto critico, donde los autovalores existen como pares de complejos conjugados
[21, 35].

El valor critico en el que ocurre la transicion de fase se conoce como punto excepcional
(EP) y corresponde a un punto en el que ciertos autovalores (tanto su parte real
como imaginaria) se encuentran degenerados, y sus autovectores asociados son
completamente paralelos, lo que provoca que el sistema se comporte como si perdiera

dimensionalidad [17].
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Capitulo 2
Modelos y Desarrollo

En este trabajo, se estudian dos sistemas, cuyos modelos se encuentran detallados a

continuacion.

2.1 Una cruz

2.1.1 Modelo

El primer sistema consiste en una estructura en forma de cruz, compuesta por cadenas
de sitios acoplados a través de un modelo de enlace fuerte con interacciéon entre

primeros vecinos, como se muestra en la Fig. 2.1.1.

N1Q
O

@
.. O-O-O-0-0. .

v

=0

Figura 2.1.1: Sistema en forma de cruz compuesta por cadenas de sitios acoplados
a través de un modelo de enlace fuerte con interaccién entre primeros vecinos.
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La cadena horizontal es infinita, y los brazos superior e inferior, acoplados en el
sitio 0 de la cadena horizontal, corresponden a cadenas finitas de N; y Ny sitios,
respectivamente. Los acoplamientos entre todos los sitios del sistema son iguales,
con un valor de v = —1, y las energias de los sitios se encuentran resumidas en la

tabla a continuacion:

Color del sitio

Caso Hermitico

Caso No Hermfitico

Azul
Verde
Rojo

e=0
cu = +A
€d:—A

e=20
cu = HA
€d:—iA

Tabla 2.1.1: Energias de sitio para las cadenas que forman los sistemas estudiados.

Es decir, los sitios de la cadena infinita horizontal tienen energia de sitio
e = 0, los del brazo superior tienen energia de sitio ¢, = +A para el caso
hermitico y €, = +¢A para el caso no hermitico, y los del brazo inferior tienen
energia de sitio ¢, = —A para el caso hermitico y ¢, = —tA para el caso no
hermitico, donde las energias de los sitios corresponden a parametros perturbativos en

el sistema y toman valores pequenos en comparacion con el valor de los acoplamientos.

2.1.2 Funciones de onda

Se divide el sistema de la Fig. 2.1.1 en cuatro secciones, y se consideran soluciones

de tipo onda plana, de tal forma que las funciones de onda correspondientes son las

siguientes:
e etk sij <O
tetks . sij>0
Aettul 1 Bemikul ,si0<I< N
uy = (2.2)

Ce'tal 1 pe~ikdl , st — Ny <I1<0

Donde los sitios j < 0 corresponden a los sitios a la izquierda del 0, los sitios
j > 0 a los sitios a la derecha del 0, los sitios —N; < [ < 0 a los sitios del
brazo inferior y los sitios 0 < [ < N; a los sitios del brazo superior. A partir de
dichas funciones de onda, se escriben las ecuaciones de tipo enlace fuerte del problema:

gU; = U(Uj_H + uj—1)7 si ] 7é 0 (23)
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(e —ew)uy = v(upy +up_y), si0 <l <N (2.4)

(e —ea)u; = v(up g +up_q), st — Ny <1<0 (2.5)
(e — ew)uly, = vUiy, 1 (2.6)

(e = ea)ul n, = VU(_nyi) (2.7)

eug = v(ug +u_y +uj +u' ) (2.8)

A partir de las relaciones de dispersion para las cadenas se obtienen los valores de

los momentum k asociados:

e = 2vucos (k) (2.9)
2ucosk — ey,
(€ — €(uay) = 2vcos (kyq) = kyq = arccos ( 5 ( ’d)) (2.10)
v

Reemplazando las expresiones de las funciones de onda para j =1y 7 = —1en la

ecuacion 2.3, y paral =1y [ = —1 en las ecuaciones 2.4 y 2.5, respectivamente, se
obtienen las siguientes relaciones:

w=t=1+r=A+B=C+D (2.11)

Ademas, reemplazando las expresiones de las funciones de onda correspondientes en

las ecuaciones 2.6 a 2.8 se obtiene:

A = —Be ¥kt (2.12)
D = —(Ce2ka(Nat) (2.13)

—ik ik 1 Aeiku 4+ Be—iku 4 (Oe—tka 1 Deika
t:e +re” + Ae +€_iek + Ce + De (2.14)

Las ecuaciones 2.11 a 2.14 constituyen un sistema de ecuaciones que se resuelve
para encontrar los valores de los coeficientes ¢, r, A, B, C'y D. El coeficiente t es
la amplitud de transmision y el coeficiente r es la amplitud de reflexiéon. Una vez
obtenidos dichos coeficientes, se calcula la transmision total del sistema como el

modulo al cuadrado de ¢:
T = |t]? (2.15)
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Por tultimo, se obtiene la densidad local de estados (LDOS) de los brazos verticales

como:
brazo superior : luj|? = |A]? 4 | B|? + AB*e¥kul’ 4 A* Bem2ikul
il . . (2.16)
Py = Z(’A|2 + ’B|2 + AB*e2zkul + A*Befmkul )
=1
brazo inferior : luj|? = |C|? 4 | D> + CD*e¥*d!" 1 C* De~%kal
! o (217
= Z <|O|2 + |D|2 + C«D*Gszdl + C«*De—szdl )
U'=—N,
Y la suma para ambos brazos:
P = put pd (2.18)

2.1.3 Funciones de Green

Se considera nuevamente el sistema descrito en la Fig. 2.1.1. Como se explico en
la Seccion 2.1.1, el sistema consiste en cadenas de sitios acoplados a través de un
modelo de enlace fuerte, el cual se puede considerar como el resultado de acoplar, a
través de un hamiltoniano de interaccion, dos cadenas finitas a una cadena infinita
horizontal, de tal forma que el hamiltoniano total del sistema se escriba de la forma
planteada en la ecuacion 1.37. Una vez realizada dicha distincion, el problema se
puede resolver a través del método de funciones de Green. Para esto, se consideran
las funciones de Green conocidas de los sistemas desacoplados, correspondientes a
la ecuacion 1.49 para la cadena infinita y 1.47 para las cadenas finitas (para hacer
la distincion entre los sitios de la cadena infinita y los de las cadenas finitas, los
sitios de estas tltimas se escriben con un ’ en las ecuaciones, con signo positivo para
los brazos superiores y con signo negativo para los brazos inferiores). Se calcula la
transmision del sistema utilizando la ecuaciéon de Lippmann-Schwinger 1.42. Para el

sistema estudiado se considera:

oy =vi=q , (2.19)

, Aettul 4 Bemikul ,si0< <N
e e (2.20)
Ce™* + De , 81 — Ny <I1<0
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Para el sistema desacoplado, se considera incidencia desde la izquierda a través de la

cadena infinita:

(jlo) = ¢; = €™ (2.21)
(llp) =¢; =0 (2.22)

Se considera el siguiente hamiltoniano de interaccion:

Hr = o (] = U)(0] + [0)(=1] + [1')(0] + [0)(1']) (2.23)

Se proyecta la ecuacién de Lippman-Schwinger sobre el sitio j = 1:

(L) =11 = ¢1 + v(Gir + Gi-1/) o (2.24)

Reemplazando las expresiones para 11, ¢g y ¢1 se obtiene una nueva ecuaciéon para t:
t=1+ €7ikU(G11/ + Glfll) (225)

Donde G117 y G1_1/ son elementos de matriz de la funciéon de Green. Se calculan

dichos elementos a partir de la ecuacién de Dyson 1.38. Primero el elemento G1y/:

(LG = (Llg + gHGIY)

(2.26)
G = g1ov(Gry + G_y1)

Al ser una ecuacién de recurrencia, se deben calcular los nuevos elementos de matriz

que van apareciendo en las ecuaciones hasta que el sistema se cierre:

(V|GIY) = (V'|g + gHi G

(2.27)
G = gi1r + g1r1vGor
—1V|GIY = (=g + gH,G|1
(~V16IY) = (Vg + GHCIL) .
G,llll = gfl’fl’UGOP
0|GI1"Y = (0]g + gH,; G|
(0lG[1") = (0]g + gHG[1") (2.29)

Gor = goov(Grv + G_11/)

Utilizando las ecuaciones 2.26 a 2.29 se obtiene la expresion para el elemento de

matriz (G11 en términos de las funciones de Green de los componentes desacoplados
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del sistema: "
€ goov g1

Gy = 2.30
H 1 — goov*(grv + g-1-1/) ( )
De forma anéloga, se utiliza la ecuaciéon de Dyson para calcular G;_1:
1G] =1y = (1)§ + gHG| — 1’
(161 - 1) = {113+ §H,G] - 1) a1
Gi-1 = g1ov(Gr—1 + G_y_y)
VG| -1 = (V'|§+ gH,G| — 1’
(V|G| - V) = (Vg + g G| - 1) .
Gr_v = grvGo_r
~1|G| - 1) = (=V|§+ gH,G| — 1
(~V|G] - 1) = (~Vlg+ §H,G| — 1) .
Gy v=g v rv+g1r1vGov
0|G| — 1) = (0|g + gH,G| — 1’
(O1G] = 1') = (0l + 51,6 = 1) .

Go-1 = goov(Gr—1 + G_y_y)

Utilizando las ecuaciones 2.31 a 2.34, se obtiene la expresion para el elemento de
matriz Gi_1. en términos de las funciones de Green de los componentes desacoplados

del sistema: ,
emgoo?/g—l/fl/

Gy =
1 — goov*(g11r + g—1-17)

(2.35)

Reemplazando las expresiones 2.30 y 2.35 en la ecuacion 2.25, se reescribe la amplitud

de transmisioén: )
9oov” (g1 + g-1/-1/)

t=1+
1 — goov?(g117 + g—1-1/)

(2.36)

Finalmente, reordenando los términos:

1
1 goov%(g117 + g-1-17)

/ (2.37)

Esta ecuacion puede reescribirse en términos de las autoenergias ¥* (no confundir
con los autovalores del hamiltoniano), las cuales proporcionan informacion sobre las
interacciones de los componentes del sistema con los contactos. Para este sistema, la
autoenergia proporciona informacion sobre la interacciéon de los brazos con el sitio 0

de la cadena infinita y tiene la siguiente forma:

X = v’ goo (2.38)
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Con esto la ecuaciéon 2.37 puede reescribirse como:

1

t =
1— 28(91/1/ -+ 971/71/>

(2.39)

A partir de la expresion 2.39 para la amplitud de transmision, se calcula la transmision
total del sistema:
T = |t]? (2.40)

Para calcular la LDOS de los brazos verticales, se utiliza la ecuacion 1.44. Se calculan
los elementos de matriz G, utilizando la ecuacién de Dyson. Para i’ perteneciente

al brazo superior:
({I1Gl") = (i'lg + gH,GIi)

(2.41)
Gy = gyir + girrvGoy
0|G|i") = (0| + gH,G|i’
O1GI) = (019 + 3G i
Gor = goov(Grir + G_11i)
V|Gl = (U] + gH,Gli’
(VIGI) = (Vg + GHCIY) i
Gy = guiy + gir1vGoy
—V|G|i"Y = (=1 + ¢H,G|i'
(~VIGI) = (~V]g + GHGI) o

G_vi = g-1-1vGoy

Utilizando las ecuaciones 2.41 a 2.44, se obtiene la expresion para el elemento de
matriz Gy en términos de las funciones de Green de los componentes desacoplados

del sistema: )
gi'1gooV" g1y

Gy = gy + 2.45
g 1 — goov?(gr1 + g-1—1’) ( )
De forma analoga para i’ perteneciente al brazo inferior:
—i'|G| =) = (=i'|g + gH,G| — 7
(=11 = 1) = (=7 - 7) 210
G_i—iy = g—i—ir + g_ir—1vGo_y
0|G| =) = (0|g + gH,G| — '
0161 =) = (0 - 7) .
Go—ir = goov(Gr—y + G_1_y)
V|G| =iy = (Vg + gHG| — '
(V|G =) = (Vg + 5G|~ 1) 19

Gr—i = g11vGo—y
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—V|G| =4y = (=19 + gH;G| — ¢
(~1161 - 1) = (-1 - 7) i
Gy =g-v—iy+g-r-1vGo_y
Utilizando las ecuaciones 2.46 a 2.49, se obtiene la expresiéon para el elemento de

matriz G_;_y en términos de las funciones de Green de los componentes desacoplados

del sistema: )
g—i'—179ooV " g—1/—y

1 — goov?(g11" + g—11—-1)

G y iy =g y_y+ (250)

Reemplazando las expresiones 2.45 y 2.50 en la ecuacion 1.44, se obtiene una expresion

para la LDOS de los brazos verticales:

1 Ny N>
P = —; (Z Im[GZ/Z/] + Z Im[G_i/_i/])
i i=1

1 Ny g'lllgoo’Ule/'/
=—=(> Im {gi/i/ + = : } + (2.51)
T\ 1 — goov* (g1 + g-1-17)

No )
Z Im [g g g—i'—1'JooV" 91"~ }
i=1 1- 900712(91/1/ + g—l’—l’)
O, reemplazando la autoenergia definida en la ecuacion 2.38:
M
1 gilllzggll’i/ :|
pP=—- Im |:g’i’i’ —+ ” =+
d (; 1- E0(91’1’ + 971/,1/)

- *
22: Im |:g T g—i/—l’Eog_l/_i/ :|
=1 —1' =1 1 — 26(91/1/ —+ g—l’—l’)

(2.52)

2.2 Dos cruces

2.2.1 Modelo

El segundo sistema consiste en una variaciéon del primero. En lugar de una cruz,
este sistema consta de dos estructuras idénticas, separadas por a — 1 sitios de la
cadena infinita, de tal forma que la primera estructura se encuentra en el sitio 0 de
la cadena horizontal y la segunda en el sitio a. Nuevamente, las energias de sitio son
las especificadas en la tabla 2.1.1, y los acoplamientos tienen todos el mismo valor

(v=-1).
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Figura 2.2.1: Sistema compuesto por dos estructuras idénticas en forma de cruz,
formadas por cadenas de sitios acoplados mediante un modelo de enlace fuerte con
interaccién entre los primeros vecinos.

2.2.2 Funciones de onda

De forma analoga a lo realizado para el sistema de una cruz, se divide el sistema
de dos cruces de la Fig. 2.2.1 en siete secciones, y se consideran soluciones de tipo

onda plana, de tal forma que las funciones de onda correspondientes son las siguientes:

ekl 4 pemiki , 817 <0
u; =< Fel +Ge ™ sil<j<a (2.53)

te'ks , sl >a
, B A(LQ)eikul(l,z) + B(lg)eﬂ'kul@,z) , si0< l(1,2) < Nl -
Uz = (2.54)

C(l’g)eikdlu’m + D(Lg)e_ikdl(lﬂ) s si — N2 < Z(LQ) <0

Donde los sitios 7 < 0 corresponden a los sitios a la izquierda del 0, los sitios j > a a
los sitios a la derecha del a, y los sitios 0 < j < a a los sitios entre ambas cruces. Los
sitios —Ny < l(1,2) < 0 son los sitios de los brazos inferiores, y los sitios 0 < I(12) < N;
corresponden a los sitios de los brazos superiores (los indices (1,2) indican que el sitio
puede pertenecer a la primera cruz o a la segunda, respectivamente). A partir de

dichas funciones de onda, se escriben las ecuaciones de tipo enlace fuerte del problema:

euj = v(ujyr +uj-1), sij#{0,a} (2.55)
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(e — ey, ,, = v(up, , o1+, 1), 810 <laz <N (2.56)

(e —ea)uy, , = v(w, 441+ U, 1), st — N2 <lgz <0 (2.57)
(e — eu)uk,l(m) = vu'(Nl(m)_l) (2.58)

(e —ea)uln,, , = VU Ny 0 4+1) (2.59)

eug = v(uy + u_y + “/1(1) + “/—1(1)) (2.60)

Elg = V(Ugs1 + Ug—1 + ull(z) + u'_1<2)) (2.61)

Los valores de los momentum k asociados son los obtenidos en las ecuaciones 2.9 y
2.10.

Reemplazando las expresiones de las funciones de onda para j = 1y j = —1
en la ecuacion 2.55, y para [y = 1y [y = —1 en las ecuaciones 2.56 y 2.57,

respectivamente, se obtienen las siguientes relaciones:
u=1+r=F+G= A(l) + B(l) = C(l) + D(l) (2.62)

Reemplazando las expresiones de las funciones de onda para j =a+1y j=a—1
en la ecuacion 2.55, y para [y = 1y lp) = —1 en las ecuaciones 2.56 y 2.57,

respectivamente, se obtienen las siguientes relaciones:
Uy = tetke = Fetta 4 Qe = A(g) + B(g) = 0(2) + D(g) (2.63)

Ademaés, al reemplazar las expresiones de las funciones de onda correspondientes en

las ecuaciones 2.58 y 2.59, se obtiene:
Ay = —Bpgye ket (2.64)

D(l,g) = _0(1’2)6—2ikd(N2+1) (2.65)

Por dltimo, al reemplazar las expresiones de las funciones de onda correspondientes

en las ecuaciones 2.60 y 2.61, se obtienen dos ecuaciones, respectivamente:

Fe * + Ge™ = e 4+ re + Agye™ + Baye ™ + Cye ™ + Dgye™  (2.66)

o Fea=D) 4 Gem*a=1) 4 A e + Bgye ™ 4 Clge ™ 4 Digyei™
o etik(a—1)

(2.67)
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Las ecuaciones 2.62 a 2.67 constituyen un sistema de ecuaciones que se resuelve para
encontrar los valores de los coeficientes ¢, r, A2y, B2), Ca2), D), £y G. Una
vez obtenidos dichos coeficientes, se calcula la transmision total del sistema como el
modulo al cuadrado de ¢, segin la ecuacion 2.15.

Por ultimo, se obtiene la densidad local de estados (LDOS) para tres regiones de
interés: los brazos verticales de las dos intersecciones y la region entre las cruces
(sitios 1 al (a — 1)).

Para los brazos verticales de la primera cruz:

brazo superior : \ung = |A(1)‘2 + |B(1)|2 + AgyBjye Q2ikullyy | 4B 2kl
N1

Pu = Z (A > + | B + A 1)B(1)em“ W 4+ A% Bye QZkul(l))
ty=

(2.68)

21kdl<1)

brazo inferior : |u2<1) > =|Cwl* + | D)l + C(l)Dfl)eQikdlzl) + ChyDaye
-1

Pd = Z (’C(l) ’2 + |D(1)’2 + C(l)DEkl)QQikdl(l) + CEkl)D(l)efZikdl“))

ly=—N2
(2.69)
Para los brazos verticales de la segunda cruz:
brazo superior : |u;(2)|2 =A@+ |By* + A(Q)Ba)e%kul@) + Al Bpye ~ ikl
N |
Pu = Z (\A(Q)]Q + |B(2)]2 + A(2)Bz‘2)32’k“l(2> + AE)B@ —2ikulf @)
Iy =1
(2.70)
brazo inferior : |u;(2) 2 =|C)* + Do) + C(Q)D&)emdlé?) + ClyDiaye —2ikal(y,

-1
Pd = Z (|C(2) |2 —+ |D(2)|2 + C(Q)D* 27,kdl(2) + 0(2)D(2 —22kdl(2>>

lgy=—N2

(2.71)

Y la suma para cada una de las cruces:

p=put pu (2.72)
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Para la region entre cruces:

ujl* = + + e + F*Ge M
| J|2 |F|2 |G|2 FG* 2ikj F G 2ikj

a1 N B (2.73)
P = Z<|F‘2 + |G‘2 +FG*€2'Lk] + F*GefZij)

j=1

2.2.3 Funciones de Green

Para este desarrollo, se separa el sistema de la Fig. 2.2.1 como se muestra en la Fig.
2.2.2 (a). Se tienen dos 'regiones verticales’ idénticas (que en el tratamiento anterior
corresponden a las cadenas finitas verticales acopladas a los denominados sitios 0 y
a, respectivamente), mostradas en la Fig. 2.2.2 (b), cada una acoplada a una cadena
semi-infinita y unidas entre si por una cadena finita de a — 1 sitios, todo esto a
través del sitio 0 (o, equivalentemente, a través del sitio a) de las 'regiones verticales’.
Esta nueva forma de considerar el sistema desacoplado simplifica el desarrollo con

funciones de Green para el caso de dos cruces y genera el mismo sistema final deseado.

a) - o b) N,
S S “
O O ?
O ® 1@

[--0-O}¢re--0o} o0 - °Q
O O 1O
e & O
(€] O] e

Figura 2.2.2: a) Separacion en secciones del sistema formado por dos estructuras
en forma de cruz para el desarrollo con funciones de Green. b) Region vertical de las
estructuras, estudiada por separado.

En primer lugar, se estudian las funciones de Green de las regiones verticales
mostradas en la Fig. 2.2.2 (b). El sistema desacoplado consiste en dos cadenas
finitas, cuyas funciones de Green corresponden a las mostradas en la ecuacion 1.47,
y un sitio aislado, cuya funcién de Green corresponde a la mostrada en la ecuaciéon

1.45. Las energias de sitio de los componentes son las indicadas en la Tabla 2.1.1.

30



Por claridad de notacion, los sitios de las cadenas finitas se escriben con un ' en las
ecuaciones (con signo positivo para los brazos superiores y con signo negativo para
los brazos inferiores), y las funciones de Green vestidas de las regiones verticales se

denotan como g, de tal forma que la ecuacion de Dyson se escribe:

= G+ gH;g (2.74)

Qv

Se considera el siguiente hamiltoniano de interaccion:

Hr = (] = U)(0] + |0) (=1 + [1')(0] + [0)(1']) (2.75)

Se calcula el elemento de matriz ggo:

(0110) = (013 + 3H1910)

i L (2.76)
Goo = Yoo + 9oov(Grro + J-170)
1'1g|0) = (1§ + §Hg|0
<\~\> <|~ 1910) @.77)
giro = J111'V9o0
—1'[910) = (=1'|g + §H 190
(=1'|gl0) = (-1'| 1910) 2.78)

J-10 = g-1-1'Vgoo
Utilizando las ecuaciones 2.76 a 2.78, se obtiene la expresiéon para el elemento de

matriz oo en términos de las funciones de Green de los componentes desacoplados

del sistema:
goo

Goo = 2.79
00 1 — goov?(g11/ + g—1-1/) ( )
Para 7 perteneciente al brazo superior, se calculan g;/;/, gio ¥V Goir:
13li') = (13 + gH1gli
W3 = 13-+ i) -
Girgr = Gy + Gi71/V G0y
0[3li") = (0lg + gH3l7
Joir = QOOU(QI%’ —+ g—l’i’)
VIli') = (Vg + gH 3l
Il = (V] ) -

it = gy + grvgoy
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(—V|gld'y = (=1'|g + gHrgld')

) ] (2.83)
g—11y = g—17—11VGoy

i'310) = (|6 + gH ;3|0

(¢'|9|0) = (i'|g + gH1g|0) (2.84)

giro = gir1'vJoo
Utilizando las ecuaciones 2.80 a 2.84, se obtienen las expresiones para los elementos

de matriz gOila gi/i’ y gi'O:

goovVgi’i

Joir = 2.85
go 1 - gOOU2(91'1/ + g_l/_ll) ( )
2 2

P gOOU gl/i/
Juwr = guw 2.86
1- g00v2(91/1/ + g71/71/> ( )

Pt gi'17Vg00
giro = 987
1 - 9007)2(91/1/ + 971/71/) ( )
Dado que g;1/ y g1 son idénticas, se tiene:

giro = or (2.88)

De forma analoga, para i perteneciente al brazo inferior, se calculan g_;_;, g 0y

(=13 = i) = (=7'lg + §H1g — 1)

) (2.89)
G—ir—ir = G—it—it + g—ir—1VGo—y
0lg| — ') = (0|g + gHg| — 7
001 =#) = 0 + 62131~ ) o
Go—ir = Goov(G-1/—ir + Gu—i)
—1V|g| =iy = (=1|g+ gHg| —
(=l =i = (1l sl — ) o
g—1—iy = g—1—it + g—1—1VGo—i'
Vlgl — iy = (1'|g + gHg| —
{ Igl~ )= Ig~g 19| =) (2.92)
gr—ir = grrrvgo-i
—i'|g|0) = (—7'|g + §H g0
(=11510) = (=713 -+ 9111310 .

J—ir0 = g—i—1'VJoo

Utilizando las ecuaciones 2.89 a 2.93, se obtienen las expresiones para los elementos
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de matriz f]o,i/, gfi/fi’ y g,i/oi

- gooVg—1/—i

go—ir = 9204
’ 1- 9001)2(91/1/ + g,ll,l,) ( )
2 2
p gOOU g_l/_i/
il —gt = gyt _|_ 295
g g 1 - gOOU2(91'1/ + g_1/_1/> ( )
Pt g—ir—1'Vg00
o 2.96
g0 1- 900U2(91/1/ + g_l/_1/) ( )
Dado que g_y_1/ y g-1—y son idénticas, se tiene:
G0 = G- (2.97)

Ahora se estudia el sistema completo. Se calcula la transmision del sistema utilizando

la ecuacién de Lippmann-Schwinger 1.42. Para el sistema estudiado, se considera:

et 4 petki , 819 <0
() =1; = Fe® + Ge™™ si1<j<a (2.98)
te'ks , 817 >a
Aoy lan 4 B ge ™o 50 <9 < N
(laplv) =, = - ) (2 (2.99)

C(l7g)€ikdl(l’2) + D(Lg)e_ikdl(l’2> 3 sl — N2 S l(172) <0

Para el sistema desacoplado, se considera incidencia desde la izquierda a través de la

primera cadena semi-infinita:

(j|¢) = ¢; = €™ — e~ = 24 in (jk), si j <0 (2.100)
(jlo) =¢; =0, 515 >0 (2.101)
(lagld) = ¢, =0 (2.102)

Se considera el siguiente hamiltoniano de interaccion:

Hy = (] = 1)(0] + 0)(~1] + [1){0] + [0){1]+

(2.103)
o —1)(al + |a){a — 1| + |a + 1){a| + |a)(a + 1)
Se proyecta la ecuacion de Lippmann-Schwinger sobre el sitio j = a + 1:
((a+ DY) = tar1) = dat1) + vGa+1)00-1 (2.104)
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Reemplazando las expresiones para ¥ (q41), @(a+1) ¥ ¢—1, se obtiene una nueva ecuacion

para t:

t = —2visin (k)G(aH)Oe_ik(“H)

(2.105)

Se calcula G 441) a partir de la ecuaciéon de Dyson 1.38 (la notacion para las funciones

de Green de los componentes desacoplados es § para las cadenas semi-infinitas y la

cadena finita horizontal, y § para las regiones verticales):

((a+1)|Gl0)y = {(a+1)|g + §H,G|0)
Ga+1)0 = Y(a+1)(a+1)VGa0
(G0} = (alg + §HG]0)
Gao = GaaV(Ga+1)0 + Ga—1)0)
((a=1)|G|0) = ((a = 1)|g + §H,G|0)
Ga—1)0 = J(a—-1)(a—1)VGa0 + Ga—1)1VGoo
(0|G10) = (0lg + gH,G|0)
Goo = goo + go0v(G1o + G-10)
(11G|0) = (1]g + §H,G|0)
G1o = 911vGoo + g1(a—1)VGao
(—1|G|0) = (~1|g + §H,G]0)
G_10 = g-1-1vGoo

Ademés, se consideran las siguientes igualdades:
960 = g;a
J(a—1)1 = J1(a—1)

9-1-1 = G(a+1)(a+1)

911 = Y(a—1)(a-1)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)
(2.114)

(2.115)

Utilizando las ecuaciones 2.106 a 2.111 y las igualdades 2.112 a 2.115, se obtiene la

expresion para el elemento de matriz G(441)0 en términos de las funciones de Green
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de los componentes desacoplados del sistema:

B U39—1719(a71)19602
1 — 2v2g00(g11 + g-1-1) + vigoo>(g11 + g-1-1)> — U496029(2a_1)1

Gat1)0 (2.116)
Al reemplazar este resultado en la ecuacion 2.105, se obtiene la amplitud de

transmision:

—2isin (k)e"*etytg 1 1 g,-1)1900>

t= — — -
1 — 20%g00(g11 + g-1-1) + vgoo” (911 + g-1-1)> — U490029(2a,1)1

(2.117)

Para este sistema, la autoenergia proporciona informacion sobre la interaccion de las
secciones verticales con los contactos laterales (las cadenas semi-infinitas), y tiene la

siguiente forma:

Z*—1 = U29—1—1 = U2g(a+1)(a+1) = Z?a—f—l) (2118)

Con esto, la ecuaciéon 2.117 puede reescribirse como:

—2isin (k)e* et Dy?S g, 11000

t = _ . =
1 = 2g00(v2gu1 + X71) + goo*(v2gn1 + £71)? — vtg00’9(, 1),

(2.119)

A partir de la expresion para la amplitud de transmision, se calcula la transmision
total del sistema con la férmula 2.15.

Ahora se calcula la densidad local de estados (LDOS) 1.44 para tres regiones de
interés: los brazos de las dos regiones verticales (sin considerar los sitios 0 y a), y la
region entre las cruces, correspondiente a la cadena finita que une ambas estructuras.
En primer lugar, se calcula la LDOS de los brazos de las regiones verticales. Debido
a la simetria del sistema y al hecho de que el formalismo de funciones de Green
utilizado no considera la direccion de incidencia, el calculo y los resultados de la
LDOS son idénticos para ambas regiones verticales.

Se calculan los elementos de matriz G, utilizando la ecuacion de Dyson 1.38. Para

i’ perteneciente al brazo superior de la region vertical de la izquierda (sitio 0):

({|Gl') = (19 + GH:GI)

(2.120)
Gy = giry + giov(G_17 + Gir)

—1|GJi'y = (=1]g + ¢H, G|’
(=11Gli") = (=1|g + gH,G|i") (2.121)
G 1 = g-11vGox
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(OIGi") = (019 + gH,Gi")

(2.122)
Goir = gor + goov(G-1ir + G1r)
11G|iy = (1§ + §H, G|
(Gl = (1lg + gHGli') (2.123)
Giir = gu1vGor + 91(a71)"UGai’
aGA/L'/ fr— CLA—i-AﬁGAZ./
{alGi") (~|g gHG|i') (2.124)
Gm-/ = gaa’U(G(a—l)i’ + G(a+1)z")
a—1D|Gl) = ((a—1)|§ + GH, G|
<( )| |> <( )lg g1y |> (2.125)
Gla1)ir = 9(a-1)(a-1)VGair + G(a—1)10Gor
a+ 1[G = ((a+ )|+ GH Gl
((a+ DG = ((a+1)|g + gHGi") (2.126)

Glat1)i = J(ar1)(a+1)VGair
Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por 2.120 a 2.126 y considerando las

igualdades 2.112 a 2.115, se obtiene una expresion para G, :

goi

Goir = (2.127)
2 ~ 02
) g(u,l)lgoov
I —goov® { g-1-1 + 911 + 4502 (9119 1-1)
Goir = Jor R (2.128)
~ * a— 00V
1 - 900 (E—l + U2911 _'_ 1_ggo(vl2);11+211))
Y para G-
2 ~ 9
~ ~ g(a_l)lgOOU
Giir = giir + gioV® | g-1-1 + 911 + - Go 2.129
’ o BT goov%(g11 + g—1-1) 0 ( )
2 ~ 4
~ ~ 9(a—1)1900V
Gy = gy + gio | 271 + 0011 + . Goi 2.130
g gi'o ( 1 J11 1 — goo(v2gu + 2*1)> 0 ( )

Realizando el procedimiento de forma anéloga para i’ perteneciente al brazo inferior

de la region vertical, se obtiene:

go—i

GO—i’ - 2 =02
~ g goov
— 2 (a—1)1
1 = goov (gll T gt 1—5]6002(911+g—1—1))

(2.131)
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Goy = Jo—i" (2.132)

2 =i
~ g goov
Z* 2 (a—1)1
1 goo ( -1 + v g11 1—960(’029114-2*1))

Y para G_;_y:

1 — goov?(g11 + 9—1-1

G—i’—i’ = g_,;,_i/ + g:i’OUQ <g_1_1 + g11 —+ )) GO—i’ (2133)

g(Qa_1)1960U4
1 — goo(vigin + X%,

)> Goyv  (2.134)

G i =g+ g (Zil +v*gn +

Reemplazando las expresiones 2.130 y 2.134 en la ecuacion 1.44, se obtiene una

expresion para la LDOS de los brazos de las regiones verticales:

p= —% (i Im|[Givir] + i Im[G—i’—i’]> (2.135)

Por ultimo, se calcula la LDOS para la region entre las cruces. Para i perteneciente

a dicha region:
(i|Gli) = (ilg + §H,G|)

(2.136)
Gii = gii + v(91Goi + ita—1)Gai)
0|Gi) = (0]g + gHGli
(01G) = (013 + 311Gl .
Goi = goov(Gri + G_1;)
a|Gli) = (a|g + GH,G|i
(a|Gli) <~|9 gHGli) (2.138)
Gai = gaaU(G(a—l)i + G(a+1)i)
1|Gli) = (1|9 + gH,G|i
(161} = (119 + 517G 130
Gii = g1 + v(911Goi + 91(a-1)Gai)
a— DG = ((a — D|g + gH;Gi
((a = DIGI) = ((a = 1|3 + §H:Cli 110
Gla—1)i = 9(a—1)i T V(9a=1)(a=1)Gai + G1a=1)Goi)
a+1)|Gli) = ((a+1)|g+ gH,Gi
((a+ DIGI) = (a-+ 1|3 + GG 1
G(a—i—l)i = g(a+1)(a+1)UGai
—1|Gi) = (=1]g + gH,G)i
(~11G) = (~1lg + 4Gl o1

G_1i = g-1-1vGy;
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Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por 2.136 a 2.142 y considerando las

igualdades 2.112 a 2.115, se obtiene una expresion para Gy;:

gooV (—960911712(911 + 9-1-1) + G009 (a—1)19(a—1)iV* + gu)

Goi = — .
Goo’v* (g1 — Gla-1)1 T 9-1-1)(911 + Ja—1)1 + 9-1-1) — 2900v*(g11 + g—1-1) +1
(2.143)
Goov (—90091: (V2 g11 + £71) + Go0g(a—1)19(a—1)iV°> + 91:)
Goi = — 2/, 9 2 * 2 2 * = (12 *
goo~ (vig11 — v Y(a—1)1 T X)) (Wgn v 9(a—1)1 T X5 1) = 2g900(vignn + X)) +1
(2.144)
Y para G;:
2 2 ~ 2 3 ~
9(a—1)V" Yoo 9(a—1)iV Yoo
Gii = gii + = + | g1v + — Go; (2.145
1- 900"02(911 + 9—1—1) ( ' 1- 900U2(911 + 9—1—1) 0 ( )

2 2 ~ 2 3 ~
g(a_l)iv goo g(a_l)iv goo
Gii = gu + - + [ griv + - Go;  (2.146
1 — goo(v2g11 + 2%) ( ' 1 — goo(v2g11 + %) i )

Reemplazando la expresion 2.146 en la ecuacion 1.44, se obtiene una expresion para

la LDOS en la region intermedia:

Pm = —% (i Im[Gii]) (2.147)
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Capitulo 3

Caso Hermitico: Resultados y

Analisis

En esta seccion se presentan y analizan los resultados obtenidos para los sistemas
compuestos por una y dos cruces, respectivamente, utilizando valores reales para las
energias de sitio (caso hermitico), tal como se detalla en la Tabla 2.1.1. El objetivo

de este analisis es determinar las condiciones para la formacion de BICs en el sistema.

3.1 Una cruz

Para el sistema compuesto por una estructura en forma de cruz, se obtuvieron dos
expresiones para la transmision, utilizando los métodos de funciones de onda y
funciones de Green, respectivamente, y dos expresiones para la LDOS de los brazos
verticales (suma de los brazos). En los gréficos presentados en esta seccion, se utiliza
el momentum normalizado por 7.

Las ecuaciones obtenidas para la transmision a través de los dos métodos utilizados
entregan resultados graficos idénticos. Para efectos de este trabajo y sin pérdida
de generalidad, se analizan los resultados de la transmisiéon obtenidos a partir del
método de funciones de Green (ecuaciones 2.39 y 2.40).

En primer lugar, se analiza el sistema con una configuracién en la que N; = N,. En
las Fig. 3.1.1 (a) y 3.1.1 (b) se muestran los graficos de transmision para el sistema
compuesto por una estructura en forma de cruz con tres sitios en cada uno de los
brazos verticales (IN; = Ny = 3), para dos valores de la perturbacion en las energias
de sitio (£A).

Para el caso con A = 0, el sistema presenta simetria, ya que ambos brazos verticales
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tienen igual energia de sitio e igual cantidad de sitios y, por lo tanto, son equivalentes.
El perfil de transmision es una curva suave que presenta resonancias (puntos de
transmision maxima) y antiresonancias (puntos de transmision minima igual a 0).
Para el caso con A = 0.01, la simetria entre los brazos se rompe levemente (las
energias de sitio ya no son iguales) y aparecen resonancias agudas en los valores de
k donde previamente habia antiresonancias. Estas estructuras resonantes agudas
son indicadores de que, en dichos valores de k y para el caso de simetria absoluta
(A = 0), podria haber un BIC perfecto. Como se mencion6 en la Seccion 1.2,
los BICs perfectos se encuentran desacoplados del continuo y, por lo tanto, no se
aprecian en el perfil de transmisién. Sin embargo, al romper levemente la simetria
que los protege, estos estados se acoplan al continuo, filtrando energia fuera del
sistema, y aparecen en el perfil de transmisiéon como resonancias agudas llamadas
cuasi-BICs. Para confirmar la naturaleza de estos estados, es necesario analizar en
conjunto los resultados de la transmision y la LDOS.

Las ecuaciones obtenidas a partir de los métodos de funciones de onda y funciones
de Green para la LDOS de los brazos verticales generan graficas cuyos perfiles
tienen la misma forma, diferenciandose entre si iinicamente por una constante de
normalizacién que varia la escala. Para este analisis, es necesario conocer la forma
del perfil, sin importar la escala, con el objetivo de identificar los valores de k en los
cuales se formaran los BICs. Sin pérdida de generalidad, se grafican los resultados
obtenidos con el método de funciones de Green (ecuacion 2.52).

En la Fig. 3.1.1 (c) se muestra el grafico de la LDOS para los brazos verticales del
sistema con tres sitios en cada uno de ellos. Se observan picos extremadamente
agudos de altura casi infinita en los mismos valores de k donde aparecen las
resonancias agudas en el perfil de transmision. Estos picos agudos corresponden a
funciones § de Dirac, las cuales indican la presencia de BICs.

Con la informaciéon proporcionada por los graficos de transmision y de LDOS,
se confirma que los estados agudos identificados para el quiebre de simetria
corresponden a cuasi-BICs, lo que permite identificar la presencia de BICs perfectos

en el sistema con simetria absoluta.
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Figura 3.1.1: Gréficos para el sistema de una cruz con Ny = Ny = 3. a) Perfil de
transmision para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil de transmision para
una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de estados del sistema no
perturbado.

En segundo lugar, se analiza el sistema para una configuracion en la que la cantidad
de sitios en los brazos superior e inferior es distinta. En las Fig. 3.1.2 (a) y 3.1.2 (b)
se muestran los graficos de transmision para el sistema con tres sitios en el brazo
superior y cinco sitios en el brazo inferior (N; = 3 y Ny = 5), para dos valores de la
perturbacion en las energias de sitio (£A). Para el caso con A = 0, el sistema ya
no presenta simetria absoluta, puesto que los brazos no tienen la misma cantidad
de sitios. Para el caso con A = 0.01, aparece una sola resonancia aguda en k = %,
lo cual indica la posible presencia de un BIC perfecto para el caso A = 0. Para
confirmar la naturaleza del estado, es necesario analizar en conjunto los resultados
para la transmision y la LDOS.

En la Fig. 3.1.2 (c) se muestra el grafico de la LDOS para los brazos verticales del
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sistema. Se observa la apariciéon de un pico agudo para k = %, el mismo valor de k
en el que aparece la resonancia aguda en la transmision, el cual corresponde a una
funcion 6 de Dirac.

Con la informacién proporcionada por los graficos de transmision y de LDOS, se
confirma que el estado agudo corresponde a cuasi-BICs, lo que permite identificar la
presencia de un BIC perfecto para el sistema no perturbado con A =0 en k = %
Esto indica que, a pesar de no haber simetria entre los brazos del sistema, debe
existir una condicion de conmensurabilidad entre los brazos que permita predecir los

valores de k en los que se formaran BICs.
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Figura 3.1.2: Gréficos para el sistema de una cruz con Ny = 3y Ny = 5. a) Perfil
de transmision para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil de transmision para
una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de estados del sistema no
perturbado.

Por dltimo, se analiza el sistema para otra configuracion en la que la cantidad de
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sitios en los brazos superior e inferior es distinta. En las Fig. 3.1.3 (a) y 3.1.3
(b) se muestran los graficos de transmisién para el sistema con tres sitios en el
brazo superior y cuatro sitios en el brazo inferior (N; = 3 y Ny = 4), para dos
valores de la perturbacion en las energias de sitio (£A). Para el caso con A = 0,
el sistema nuevamente no presenta simetria, puesto que los brazos no cuentan con
la misma cantidad de sitios. Para esta configuracién, en el caso con A = 0.01, no
aparecen resonancias agudas que indiquen la presencia de cuasi-BICs. Ademas, en
la Fig. 3.1.3 (c) se muestra el grafico de la LDOS para los brazos verticales del
sistema. En este caso, no se observan picos agudos correspondientes a ¢ de Dirac.
La informacién proporcionada por los gréaficos de transmision y LDOS indica que,

para esta configuracion, no existen BICs en el sistema para ningtun valor de k.
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Figura 3.1.3: Graficos para el sistema de una cruz con Ny = 3y Ny = 4. a) Perfil
de transmision para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil de transmision para
una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de estados del sistema no
perturbado.
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A partir de los resultados obtenidos, se estudia la condicién de conmensurabilidad
que deben cumplir los brazos superior e inferior del sistema para la formacion de
BICs. Se considera una cadena finita de N sitios en el modelo de enlace fuerte y el

siguiente ansatz:

U(j) = Asin(kj) (3.1)
Se aplican las condiciones de borde:
U(i=0))=VY(j=N+1)=0 (3.2)

Se obtiene el espectro discreto de k:

nim
k=
N+1 7

n=12.(N) (3.3)

De acuerdo con el anélisis, la condicion que debe cumplirse para la formacion
de un BIC es que la cuantizacién de ambos brazos verticales, considerados como
cadenas finitas de N; y Nj sitios, coincida en un valor de k. Esto implica que, al
conectar dichas cadenas a la cadena infinita, los estados con la misma cuantizacion
se hibridizan, lo que lleva al sistema completo a presentar estados degenerados en
ese valor de k. De esta manera, se crea un estado simétrico que se acopla al continuo
y un estado antisimétrico que no se acopla al continuo, lo que da lugar a un BIC.
Matematicamente, la condicion para la formacion de los BICs se expresa como:
b imo T
TN+l No+1

ie{l,...,N} , je{l, ... Ny} (3.4)
En este estudio se trabaja con el momentum normalizado en 7, por lo que la condicién

se reescribe como:

P B |
Ny +1 No+1

ie{l,. N}, jell,..No} (3.5)

La Fig. 3.1.4 muestra los valores de k (normalizado por 7) cuantizados para cadenas

finitas con NN sitios.
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Figura 3.1.4: Espectro de k (normalizado en 7) para cadenas finitas con N sitios.

3.2 Dos cruces

Para el sistema compuesto por dos estructuras en forma de cruz, se obtuvieron
dos expresiones para la transmision, utilizando los métodos de funciones de onda
y funciones de Green, respectivamente, asi como dos expresiones para cada una de
las LDOS calculadas (suma de los brazos verticales de la primera cruz, suma de los
brazos verticales de la segunda cruz y la region entre las cruces con a — 1 sitios). En
los graficos presentados en esta seccion, se utiliza el momento normalizado por 7.
Las ecuaciones obtenidas para la transmision a través de los dos métodos utilizados
entregan resultados graficos idénticos. Para efectos de este trabajo y sin pérdida
de generalidad, se analizan los resultados para la transmisiéon obtenidos a partir del
método de funciones de Green (ecuaciones 2.119 y 2.40).

Las ecuaciones obtenidas a partir de los métodos de funciones de onda y funciones de
Green para la LDOS de la region entre cruces generan graficas cuyos perfiles tienen
la misma forma, diferenciandose entre si por una constante de normalizaciéon que
varia la escala de las mismas. Por otro lado, las ecuaciones obtenidas utilizando
ambos métodos para las LDOS de los brazos verticales generan graficas diferentes,
debido a que el método de funciones de onda considera la direccion de incidencia,
lo que genera graficas distintas para la primera y la segunda estructura en forma

de cruz, mientras que el método de funciones de Green no la considera, generando
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graficos idénticos para ambas estructuras. A pesar de generar graficas diferentes,
ambos métodos entregan la misma informacion sobre la posicion de los BICs, por
lo que, para este estudio, se pueden utilizar ambos métodos. Para este analisis, y
sin pérdida de generalidad, se grafican los resultados obtenidos con el método de
funciones de Green (ecuaciones 2.135 y 2.147).

Si se considera la condicion para la formacion de BICs en los brazos verticales para
el sistema formado por una cruz, mostrada en la ecuacion 3.5, y se generaliza para
incluir la cadena que une ambas estructuras en el sistema de dos cruces, se obtienen

las siguientes ecuaciones:

‘ J . _
= = 1,..,N 1,..,N. ,
S A T e ie{l,.. N}, Jed{l . No} (3.6)
i l
= =- e {1,..,N 1,.,a—1 ,
h N+1 a ’ ie{l,... N}, le{l,.,a—1} (3.7)
J ! .
= = — 1,..,N. 1,.,a—1 ,
K N2+1 a ‘76{’ ’ 2} ’ ZE{, , a } (38)

La ecuacion 3.6 corresponde a la condicién ya encontrada para el sistema de una
sola cruz, la cual debe mantenerse para el sistema de dos cruces, mientras que las
ecuaciones 3.7 y 3.8 consideran la relaciéon que debe existir entre la cuantizacion de
los brazos verticales y la seccién media que une ambas cruces. A continuacion, se
consideran distintas configuraciones para el sistema de dos cruces para probar dichas
condiciones.

En primer lugar, se analiza el sistema para la configuracion Ny = Ny, a — 1 # Ny y
a—1%# Ny. En las Fig. 3.2.1 (a) y 3.2.1 (b) se muestran los graficos de transmision
para dos valores de la perturbacion en las energias de sitio (£A), para el sistema
compuesto por dos estructuras en forma de cruz con tres sitios en cada uno de los
brazos verticales (N; = Ny = 3) y con 6 sitios entre dichas estructuras (a —1 =60
a = 7). Esta configuracion cumple con la condicién mostrada en la ecuacion 3.6
(para k = {i, %, % ), pero no con las mostradas en las ecuaciones 3.7 y 3.8 (para
ningin valor de k). Para el caso con A = 0, el sistema presenta simetria en los
brazos verticales, ya que ambos tienen igual energia de sitio e igual cantidad de sitios
y, por lo tanto, son equivalentes, mientras que la region central no posee la misma
cantidad de sitios que los brazos. Para el caso con A = 0.01, la simetria entre los

brazos verticales se rompe levemente y aparecen resonancias agudas en el perfil de
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transmision en los valores de k que cumplen la condicién 3.6, las cuales podrian ser
cuasi-BICs e indicar la presencia de BICs perfectos para el caso A = 0.

En las Fig. 3.2.1 (¢) y 3.2.1 (d) se muestran los graficos de LDOS para los brazos
verticales del sistema y para la region entre cruces. En el grafico de la LDOS de las
regiones verticales se observa la aparicion de picos agudos en los mismos valores
de k donde aparecen las resonancias agudas en el perfil de transmision, los cuales
corresponden a funciones d de Dirac. Por otro lado, en el grafico de la LDOS de la
region entre cruces no existen funciones d de Dirac, lo que indica que no hay BICs
presentes en dicha regién. Con la informacion proporcionada por los graficos de
transmision y de LDOS, se confirma que los estados agudos reconocidos para el
sistema perturbado corresponden a cuasi-BICs, lo que permite identificar la presencia
de BICs perfectos para el sistema sin perturbar. Ademas, se concluye que dichos

estados se encuentran en los brazos verticales del sistema y no en la region entre cruces.
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Figura 3.2.1: Gréaficos para el sistema de dos cruces con Ny = N =3ya—1=6. a)
Perfil de transmision para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil de transmision
para una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de estados para los
brazos verticales del sistema no perturbado. d) Densidad local de estados para la
region media del sistema no perturbado.

En segundo lugar, se analiza el sistema para la configuracion Ny = Ny =a — 1. En
las Fig. 3.2.2 (a) y 3.2.2 (b) se muestran los graficos de transmision, para dos valores
de la perturbacion en las energias de sitio (+A), para el sistema compuesto por dos
estructuras en forma de cruz con tres sitios en cada uno de los brazos verticales y en
la region entre cruces (N = Ny = a — 1 = 3). Esta configuracion cumple con las
condiciones mostradas en las ecuaciones 3.6, 3.7 y 3.8 (para k = {3, 3, 2}). Para el
caso con A = 0, los brazos verticales del sistema son simétricos y, a su vez, tienen
la misma cantidad de sitios y energia de sitio que la seccidén que conecta ambas
estructuras en forma de cruz. Para el caso con A = 0.01, el sistema esta levemente
perturbado y aparecen resonancias agudas en el perfil de transmision en los valores
de k que cumplen alguna de las condiciones 3.6-3.8, los cuales podrian ser cuasi-BICs

e indicar la presencia de BICs perfectos para el caso A = 0.
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En las Fig. 3.2.2 (¢) y 3.2.2 (d) se muestran los graficos de LDOS para los brazos
verticales del sistema y para la region entre cruces. En ambos gréaficos se observa la
aparicion de picos agudos en los mismos valores de k£ donde aparecen las resonancias
agudas en el perfil de transmision. Para esta configuracion, los picos presentes en
ambos perfiles de LDOS corresponden a funciones § de Dirac, lo que confirma la
naturaleza de los BICs, ademas de indicar que dichos estados residen no solo en los

brazos verticales del sistema, sino también en la region entre cruces.
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Figura 3.2.2: Graficos para el sistema de dos cruces con Ny = Ny =a—1=3. a)
Perfil de transmision para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil de transmision
para una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de estados para los
brazos verticales del sistema no perturbado. d) Densidad local de estados para la
region media del sistema no perturbado.

En tercer lugar, se analiza el sistema para otra configuracién tal que N; = N,

a—1# Ny ya—1%# Ny. Enlas Fig. 3.2.3 (a) y 3.2.3 (b) se muestran los graficos de

transmision, para dos valores de la perturbacion en las energias de sitio (£A), para
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el sistema compuesto por dos estructuras en forma de cruz con tres sitios en cada
uno de los brazos verticales y con cinco sitios en la region entre cruces (N3 = Ny = 3
y a — 1 =5). Esta configuracion cumple con la condicién mostrada en la ecuacion
3.6 (para k = {3, 3, 2}) y con las mostradas en las ecuaciones 3.7 y 3.8 (solo para
k = %) Para el caso con A = 0.01, el sistema es levemente perturbado y aparecen
resonancias agudas en el perfil de transmision en los valores de k que cumplen alguna
de las condiciones 3.6-3.7.

En las Fig. 3.2.3 (c¢) y 3.2.3 (d) se muestran los graficos de LDOS para los brazos
verticales del sistema y para la region entre cruces. En el gréafico de la LDOS de
las regiones verticales se observa la aparicion de picos agudos en los mismos valores
de k donde aparecen las resonancias agudas en el perfil de transmision, los cuales

corresponden a funciones 0 de Dirac. Por otro lado, para el grafico de la LDOS

1

de la region entre cruces se aprecia la aparicion de un solo pico agudo en k = 3

correspondiente a una funciéon ¢ de Dirac, mientras que en k = % v k= % no se

muestran estas funciones, indicando que no hay BICs en esa region para dichos

valores de k.
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Figura 3.2.3: Graficos para el sistema de dos cruces con Ny = No =3ya—1=25. a)
Perfil de transmisiéon para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil de transmision
para una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de estados para los
brazos verticales del sistema no perturbado. d) Densidad local de estados para la
region media del sistema no perturbado.

Para esta configuraciéon del sistema se forman BICs debido a dos cumplimientos
diferentes de las condiciones 3.6-3.8: para k = i v k= % se cumple solo la condicion
de formacion para los brazos (ecuacion 3.6), mientras que para k = % se cumplen
las condiciones para ambos brazos verticales (ecuacion 3.6) y para la region central
(ecuaciones 3.7 y 3.8). En la Fig. 3.2.4 (a) se muestra un acercamiento al perfil de
transmision en torno a k = % para A = 0.01. Se aprecia que lo que parecia ser
una sola resonancia aguda corresponde a tres perfiles separados, muy cercanos,
que se superponen para A = 0. Esto se debe a que estos BICs se forman por el
cumplimiento de las tres condiciones 3.6-3.8 de forma simultanea, y por lo tanto,
tres BICs diferentes coexisten en el sistema no perturbado para k = % y evolucionan
de forma diferente al variar el parametro A, dando lugar a la formacién de los

tres cuasi-BICs (este también es el caso para todos los cuasi-BICs mostrados en la
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Fig. 3.2.2). Por otro lado, la Fig. 3.2.4 (b) muestra un acercamiento al perfil de
transmision en torno a k = % (caso andlogo a k = i) para A = 0.01. En este caso,
existe una sola resonancia aguda, ya que al no cumplirse las condiciones 3.7 y 3.8,
solo se forma un tipo de BIC en el sistema debido a la condicion 3.6 (este también
es el caso para todos los cuasi-BICs mostrados en la Fig. 3.2.1). Los BICs formados
por la condicién 3.6 viven en los brazos verticales del sistema y corresponden al
mismo tipo de estado que se forma en el caso de una sola cruz (modo antisimétrico
no acoplado al continuo), mientras que los BICs formados por las condiciones 3.7

y 3.8 viven en los brazos y en la region central y corresponden a BICs tipo Fabry-Pérot.
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Figura 3.2.4: Acercamientos al perfil de transmision mostrado en la Fig. 3.2.3 (b).
a) En torno a k = 5. b) En torno a k = 3.

4
Con la informacién proporcionada por los graficos de transmision y de LDOS, se
confirma que los estados agudos reconocidos para el sistema perturbado corresponden
a cuasi-BICs, lo que permite identificar la presencia de BICs perfectos para el
sistema sin perturbar. Ademas, se concluye que para k = i v k = % los BICs
residen exclusivamente en los brazos verticales, mientras que para k = %, los BICs se
encuentran tanto en los brazos verticales como en la region intermedia.
Por ultimo, se analiza el sistema para una configuracion tal que Ny # Ny, a — 1 # Ny
y a — 1 # Ny, pero cumpliendo la condicion de formacion 3.8. En las Fig. 3.2.5 (a) y
3.2.5 (b) se muestran los graficos de transmision, para dos valores de la perturbacion
en las energias de sitio (£A), para el sistema compuesto de dos estructuras en forma
de cruz con seis sitios en el brazo superior, tres en el brazo inferior y cinco en la
region intermedia (N7 =6, No =3y a — 1 = 5). Esta configuraciéon no cumple con

las condiciones mostradas en las ecuaciones 3.6 y 3.7 (para ningun valor de k), pero
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si con la mostrada en la ecuacion 3.8 (solo para k = %), es decir, las cuantizaciones
solo coinciden en un valor para el brazo inferior y la region entre cruces. Para el
caso con A = 0.01 el sistema esta levemente perturbado y aparece una resonancia
aguda en el perfil de transmision en el valor de k que cumple con la condiciéon 3.8.

En las Fig. 3.2.5 (¢) y 3.2.5 (d) se muestran los graficos de LDOS para los brazos
verticales del sistema y para la region entre cruces. En ambos gréaficos se observa la
aparicion de funciones § de Dirac en k = %, lo que confirma la naturaleza de los

cuasi-BICs y la presencia de BICs perfectos para el caso A = 0.
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Figura 3.2.5: Graficos para el sistema de dos cruces con Ny = 6, N, = 3 y
a —1=75. a) Perfil de transmision para el sistema no perturbado (A = 0). b) Perfil
de transmision para una perturbacion hermitica A = 0.01. ¢) Densidad local de
estados para los brazos verticales del sistema no perturbado. d) Densidad local de
estados para la region media del sistema no perturbado.

En la Fig. 3.2.6 se muestra un acercamiento en torno a k = % del perfil de
transmision para A = 0.01, donde se evidencia que el cuasi-BIC corresponde a una

sola resonancia aguda, desplazada levemente de k = % Esto se debe a que se esta
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cumpliendo tnicamente la condiciéon de formaciéon 3.8, por lo que solo se forma un

BIC de Fabry-Pérot que reside en el brazo inferior y en la region media.
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Figura 3.2.6: Acercamiento al perfil de transmision mostrado en la Fig. 3.2.5 (b)
en torno a k = 1.

2
Al comparar los casos estudiados con las condiciones planteadas en las ecuaciones
3.6-3.8, se concluye que, al cumplirse las tres condiciones, los BICs se formaran
tanto en ambos brazos verticales como en la region intermedia (BICs protegidos por
simetria y BICs tipo Fabry-Pérot). Por otro lado, si solo se cumple la condicién
3.6, los BICs se formaran unicamente en los brazos verticales (BICs protegidos por
simetria). Finalmente, si se cumple solo la condicion 3.7 o la condiciéon 3.8, se
formaran BICs en el brazo vertical involucrado (superior o inferior) y en la region

intermedia (BICs tipo Fabry-Pérot).
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Capitulo 4

Caso No Hermitico: Resultados y

Analisis

En esta seccion se presentan y analizan los resultados obtenidos para los sistemas
compuestos por una y dos cruces, respectivamente, utilizando valores imaginarios
para las energias de sitio (caso no hermitico), como se detalla en la Tabla 2.1.1,
lo que representa la interacciéon con el entorno. Para este estudio, se consideran
configuraciones del sistema que preservan la simetria PT, lo que se conoce como
régimen cuasi-hermitico. El objetivo de este anélisis de resultados es estudiar el
efecto de las perturbaciones no hermiticas en la formacion de cuasi-BICs y en la

coherencia del sistema.

4.1 Una cruz

Para el sistema compuesto por una estructura en forma de cruz, se obtuvieron
dos ecuaciones para la transmision, utilizando los métodos de funciones de onda y
funciones de Green, respectivamente. Para este analisis, se grafican, sin pérdida
de generalidad, los resultados obtenidos con el método de funciones de Green
(ecuaciones 2.39 y 2.40). En los graficos presentados en esta seccion, se utiliza el
momentum normalizado por 7.

Se analiza una configuracion del sistema que cumple con N; = Ny, con el objetivo
de preservar la simetria PT. En la Fig. 4.1.1 se muestran los graficos de transmision
para el sistema compuesto por una estructura en forma de cruz con tres sitios en cada
uno de los brazos verticales (N; = Ny = 3), para distintos valores de la perturbacion

en las energfas de sitio (£iA). Del analisis realizado en la Seccion 3.1, se sabe que
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esta configuracion presenta BICs perfectos en los brazos verticales para k = {i, %,
%} para el sistema no perturbado. Para una perturbaciéon no hermitica pequena,
A = 0.01, aparecen nuevamente resonancias agudas correspondientes a cuasi-BICs en
los valores de k que cumplen las condiciones 3.6-3.8, sin que se aprecien diferencias
significativas con el grafico para el caso de la perturbacion hermitica mostrado en la
Figura 3.1.1 (b). Al aumentar la magnitud de la perturbacién no hermitica, tal que
A = 0.1, la parte inferior del grafico de transmision se eleva en comparaciéon con el
grafico obtenido para una perturbaciéon hermitica de igual magnitud, marcado en
rojo. Este efecto indica una pérdida de coherencia en el sistema, la cual se estudia

por medio de la fase de transmision.
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Figura 4.1.1: Perfiles de transmision para el sistema de una cruz con Ny = N, =3y
perturbaciones no hermiticas que preservan la simetria PT: a) Sistema no perturbado
(A = 0). b) Sistema con perturbacién no hermitica A = 0.01. c¢) Sistema con
perturbacion no hermitica A = 0.1. En rojo y con linea segmentada se muestra el
perfil de transmision para el sistema con perturbaciéon hermitica de igual magnitud.

A partir de la amplitud de transmision ¢ obtenida en la ecuacion 2.39 para el sistema
de una cruz, se calcula la fase de transmision del sistema utilizando la férmula 1.26.
Como se mencionod en la Seccion 1.3, la fase de transmision proporciona informacion
sobre la coherencia del sistema. La Figura 4.1.2 muestra los graficos de la fase de
transmision (normalizada en 7) para distintos valores de la perturbacion no hermitica
A. Para A = 0 se observan discontinuidades en el perfil de la fase de transmision en
los valores de k donde el perfil de transmisiéon presenta antiresonancias. Esto ocurre
porque, en los puntos de transmision igual a cero (7' = 0), se tiene [t| = 0, lo que
implica que el recorrido de la amplitud de transmisiéon ¢ en el plano complejo pasa
por el origen, y, por lo tanto, la fase de transmision salta de ® = 7 a & = —7. Para
A = 0.01, las discontinuidades en el grafico de la fase de transmision desaparecen, lo

que implica que |t| # 0 para todos los valores de k y, por lo tanto, las antiresonancias
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ya no llegan a 0. Para A = 0.1, la curva se suaviza y disminuye su amplitud, lo
que implica una pérdida de la informacién de la fase de transmision y, por lo tanto,
un proceso de decoherencia en el sistema debido a la interaccion con el entorno. A
medida que A sigue aumentando, la curva se aplana y converge a ® = 0, lo cual
implica una pérdida total de coherencia del sistema. A su vez, la parte inferior del

grafico de transmision contintia elevandose hasta converger a 1" = 1.
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Figura 4.1.2: Graficos de la fase de transmision ¢ (normalizada en 7) para el
sistema de una cruz con Ny = Ny = 3 y perturbaciones no hermiticas que preservan
la simetria PT. a) Sistema no perturbado (A = 0). b) Sistema con perturbacién no
hermitica A = 0.01. ¢) Sistema con perturbaciéon no hermitica A = 0.1.

4.2 Dos cruces

Para el sistema compuesto por dos estructuras en forma de cruz, se obtuvieron
dos ecuaciones para la transmision utilizando los métodos de funciones de onda y
funciones de Green, respectivamente. Para este analisis, se grafican, sin pérdida
de generalidad, los resultados obtenidos con el método de funciones de Green
(ecuaciones 2.119 y 2.40). En los graficos presentados en esta seccion, se utiliza el
momentum normalizado por 7.

Se analiza el sistema para la configuracion Ny = Ny = a — 1 (la condicion Ny = N,
preserva la simetria PT). Se selecciona esta configuracion ya que, al cumplir las tres
condiciones de formaciéon de BICs planteadas en las ecuaciones 3.6-3.8, permite un
analisis general de los efectos de la perturbacion no hermitica sobre los distintos
tipos de cuasi-BICs. En la Figura 4.2.1 se muestran los graficos de transmision,
para distintos valores de la perturbacion en las energias de sitio (+iA), para el
sistema compuesto de dos estructuras en forma de cruz con tres sitios en cada
uno de los brazos verticales y en la region entre cruces (N = No = a — 1 = 3).
Del analisis realizado en la Seccién 3.2 se sabe que esta configuracién presenta

BICs perfectos para A = 0 en k = {}l, %, %}, debido al cumplimiento simultéaneo
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de las tres condiciones de formacién. Dependiendo de la condiciéon que se cumpla,
el BIC se localiza en diferentes regiones del sistema: en los brazos verticales de
las cruces por la condiciéon 3.6, en los brazos superiores y la region intermedia
por la condiciéon 3.7, o en los brazos inferiores y la regiéon intermedia por la
condicién 3.8. Para una perturbaciéon no hermitica pequena, A = 0.01, aparecen
nuevamente resonancias agudas correspondientes a cuasi-BICs en los valores de k
correspondientes. Nuevamente, al igual que para el caso de una cruz, al aumentar
la magnitud de la perturbacion no hermitica tal que A = 0.1, la parte inferior del
grafico de transmision se eleva en comparaciéon con el grafico obtenido para una
perturbaciéon hermitica de igual magnitud, marcado en rojo, lo que indica una
pérdida de coherencia del sistema debido a la interaccién con el entorno ocurrida en

las secciones verticales de ambas cruces.
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Figura 4.2.1: Perfiles de transmision para el sistema de dos cruces con Ny = Ny =
a — 1 = 3 y perturbaciones no hermiticas que preservan la simetria PT. a) Sistema
no perturbado (A = 0). b) Sistema con perturbaciéon no hermitica A = 0.01. c)
Sistema con perturbacién no hermitica A = 0.1. En rojo y con linea segmentada se
muestra el perfil de transmision para el sistema con perturbaciéon hermitica de igual
magnitud.

En la Figura 4.2.2 se muestra un acercamiento del perfil de transmisiéon para
A =00lentornoak =1 (enk=1yk=3 el efecto sobre los cuasi-BICs es
idéntico). A diferencia del caso para la perturbacion hermitica, en el que aparecen
tres cuasi-BICs en el perfil de transmision para A = 0.01, en este caso, para la
perturbacion no hermitica, aparece solo uno. El cuasi-BIC que se muestra en el perfil
de transmision para el sistema perturbado corresponde al formado por la condicién
de conmensurabilidad 3.6 en los brazos verticales de las cruces, mientras que los
cuasi-BICs de Fabry-Pérot, formados por el cumplimiento de las condiciones 3.7 y
3.8, desaparecen de forma casi instantanea al introducir la perturbacién no hermitica

en las energias de sitio. Esto implica que los cuasi-BICs formados en los brazos
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verticales son robustos frente a este tipo de perturbaciones no hermiticas, mientras

que los cuasi-BICs tipo Fabry-Pérot presentan una alta sensibilidad a las mismas.

Transmision
St T A
=~ o

3]

O L
0.495 0.5 0.50

Figura 4.2.2: Acercamiento al perfil de transmision mostrado en la Fig. 4.2.1 (b)

en torno a k = %

Debido a que los tres tipos de BICs se encuentran centrados en k = %, al aumentar
el valor de la perturbaciéon no hermitica, los cuasi-BICs tipo Fabry-Pérot, que
desaparecen de forma casi inmediata, se encuentran solapados con el ensanchamiento
del cuasi-BIC antisimétrico y no es posible apreciar directamente su decaimiento.

Para mostrar este efecto, se aplican energias de sitio de la forma:
€uad = (0 +iA) (4.1)

De tal forma que, a la perturbacion no hermitica (imaginaria) iA, se le esta agregando
un valor real §. El signo + corresponde a los sitios de uno de los brazos verticales,
mientras que el signo — corresponde a los sitios del otro. Al agregar la parte real, los
cuasi-BICs se separan de la misma forma que se estudi6 en el caso hermitico. Si bien
este tipo de energia de sitio no preserva la simetria PT' (por la diferencia de signos en
sus partes reales), permite de igual forma apreciar el decaimiento de los cuasi-BICs
tipo Fabry-Pérot, atun cuando la evolucién temporal no es unitaria y, por lo tanto, la
transmision puede ser mayor a 1. En la Figura 4.2.3 se muestra un acercamiento
de la transmisiéon en torno a k = % para un valor real fijo pequeno § = 0.005 y
para distintos valores de la perturbacién no hermitica. Para A = 0 el sistema solo
presenta energias de sitio reales, lo que permite apreciar los tres cuasi-BICs por
separado. Para A = 1079, el cuasi-BIC tipo Fabry-Pérot de la izquierda (energia de

sitio —(6 4+ 4A)) presenta un leve decaimiento, mientras que el de la derecha (energia
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de sitio +(d 4+ iA)) presenta amplificacion de la transmision. Esto podria deberse
a que el cuasi-BIC de la izquierda esta sometido a una perturbaciéon no hermitica
que representa pérdida de energia, mientras que el de la derecha esté sometido a una
ganancia. Para A = 107°, ambos cuasi-BICs presentan decaimiento de la transmision,
disminuyendo su altura con respecto al caso hermitico. Por tltimo, para A = 1074,
ambos cuasi-BICs de Fabry-Pérot han decaido completamente y no aparecen en el
perfil de transmision. En los casos mostrados, el cuasi-BIC formado en los brazos
verticales no presenta diferencias significativas, demostrando su robustez ante este

tipo de perturbaciones no hermiticas.
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Figura 4.2.3: Acercamiento al perfil de transmisiéon en torno a k = % para el sistema
de dos cruces con N1 = Ny = a — 1 = 3 y perturbaciones de tipo £(0.005 4 iA). a)
Para A = 0 (sin perturbacién de tipo no hermitica). b) Para A = 1075, ¢) Para
A =1075. d) Para A = 10~

Debido a la sensibilidad de los BICs tipo Fabry-Pérot aqui estudiados frente a las
perturbaciones no herméticas consideradas, las posibles aplicaciones de los mismos
se ven limitadas por las caracteristicas del problema: para sistemas en los que la
pérdida y/o ganancia es significativa o poco controlable, estos estados disminuyen

su utilidad, mientras que pueden resultar ttiles para sensores que busquen medir
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perturbaciones de este tipo muy pequenas.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se estudioé la formacion de BICs y cuasi-BICs para dos sistemas
especificos de tipo enlace fuerte, consistentes en una y dos estructuras en forma
de cruz, respectivamente. Para el desarrollo de este estudio se utilizaron tanto
el método de funciones de onda como el de funciones de Green. Se analizaron
los resultados obtenidos para los casos con perturbaciones de tipo hermitico y no
hermitico, manteniendo la simetria PT, y se estudiaron graficamente cantidades
de interés como la transmision, la densidad local de estados (LDOS) y la fase de
transmision.

A partir de los resultados obtenidos, se concluye que, para el caso de una estructura
en forma de cruz, se formaran BICs protegidos por simetria para los valores de k
en que existan estados degenerados en las cadenas que constituyen ambos brazos
verticales (ecuacion 3.6). Por otro lado, para el caso de dos estructuras en forma
de cruz, se formaran BICs protegidos por simetria al cumplirse la condiciéon antes
mencionada, y BICs tipo Fabry-Pérot para los valores de k en que existan estados
degenerados en algunos de los brazos verticales (superiores o inferiores) y en la
seccion media que conecta ambas estructuras (ecuaciones 3.7 y 3.8).

Se concluye también que, al introducir las perturbaciones no hermiticas que preservan
la simetria PT en las energias de sitio de los brazos, los cuasi-BICs de Fabry-Pérot
decaen de forma casi instantanea, indicando una gran sensibilidad, a diferencia de
los cuasi-BICs de los brazos verticales, que presentan mayor robustez. Finalmente,
se concluye que la introduccion de las perturbaciones no hermiticas presentadas en
este trabajo genera una pérdida de coherencia en los sistemas, afectando los procesos
de interferencia que ocurren en los mismos.

A modo de trabajo futuro, se propone estudiar un sistema analogo a los mostrados
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en este trabajo, compuesto por tres o méas cruces, para determinar la relevancia de
la estructura vertical central en la formacion de BICs. Ademas, se sugiere investigar
el efecto sobre la formacion de BICs y cuasi-BICs debido a la introduccion de
parametros no hermiticos en los acoplamientos del sistema. Finalmente, se propone
realizar un estudio experimental en redes foténicas de los sistemas propuestos, con
el fin de verificar los resultados obtenidos, utilizando las técnicas experimentales

implementadas por Vicencio et al. en su trabajo [37].
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