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RESUMEN

En esta tesis se estudia la equivalencia entre cierta clase de problemas que sue-
len ser formulados como problemas de Programacién Entera Lineal Mixta (MILP)
y problemas de Programacién Lineal (LP)

Se formulan y demuestran tres teoremas que establecen condiciones bajo las
cuales una clase especifica de problemas de optimizacién, que incorporan variables
l6gicas dependientes de variables continuas, puede reformularse como un proble-
ma LP. El desarrollo tedrico se apoya en el Teorema de Adicién de Variables de
Holgura y en el Teorema de equivalencia del hipégrafo de funciones lineales por
tramos concavas.

Los resultados obtenidos se aplican a esquema de Control Predictivo Basado
en Modelos (MPC) para la gestién de carga y descarga de baterias en sistemas fo-
tovoltaicos con almacenamiento (PV+BESS), considerando tres escenarios de in-
terés: bateria ideal, bateria no ideal y bateria no ideal con penalizacién de ciclos de
carga y descarga. Las formulaciones propuestas se validan mediante simulaciones
numéricas implementadas en MATLAB utilizando CPLEX.

Finalmente, se comparan los tiempos de ejecucién entre las formulaciones MILP
y LP equivalentes, mostrando que, bajo las condiciones establecidas, es posible re-
ducir el tiempo promedio de cémputo. Estos resultados son particularmente rele-
vantes para aplicaciones MPC en tiempo real, donde la complejidad computacional
impacta directamente en la factibilidad de implementacién.
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ABSTRACT

This thesis studies the equivalence between a certain class of optimization pro-
blems that are commonly formulated as Mixed-Integer Linear Programming (MILP)
problems and Linear Programming (LP) problems.

Three theorems are formulated and formally proven, establishing conditions
under which a specific class of optimization problems involving logical variables
dependent on continuous decision variables can be reformulated as Linear Pro-
gramming problems. The theoretical development relies on the Slack Variable Ad-
dition Theorem and on the hypograph equivalence theorem for piecewise linear
concave functions.

The obtained results are applied to a Model Predictive Control (MPC) scheme
for battery charge and discharge management in photovoltaic systems with energy
storage (PV+BESS), considering three relevant scenarios: ideal battery, non-ideal
battery, and non-ideal battery with charge/discharge cycle penalization. The pro-
posed formulations are validated through numerical simulations implemented in
MATLAB using CPLEX.

Finally, computational times are compared between the equivalent MILP and
LP formulations, showing that, under the established conditions, it is possible to
reduce the average computation time. These findings are particularly relevant for
real-time MPC applications, where computational complexity directly impacts im-
plementation feasibility.

VIII



Capitulo 1

INTRODUCCION

Este capitulo presenta el contexto general del trabajo desarrollado en esta tesis,
estableciendo las motivaciones, los objetivos y el marco de trabajo adoptado. En
primer lugar, se expone la motivacion del estudio, situando el problema dentro del
ambito de la programacion matematica aplicada a esquemas de Control Predictivo
Basado en Modelos y revisando brevemente los enfoques existentes en la literatura.

Posteriormente, se formulan el objetivo general y los objetivos especificos que
guian la investigacion, junto con el marco de trabajo empleado para el desarrollo
tedrico y la validacién computacional. A continuacién, se describen las principales
contribuciones del trabajo y las publicaciones asociadas. Finalmente, se presenta la
organizacion del resto del documento.

1.1. Motivacion

El problema de optimizacién asociado a la gestion de carga y descarga de ba-
terias en sistemas fotovoltaicos con almacenamiento (PV+BESS) ha sido abordado
en la literatura mediante distintas formulaciones matemaéticas. En [1] se propuso
una formulacién basada en Programacién Lineal (LP) que permitia resolver el pro-
blema de manera eficiente bajo supuestos ideales de operaciéon. Dicha formulacién
presentaba una estructura lineal explicita que facilitaba su implementacién en es-
quemas de Control Predictivo Basado en Modelos (MPC).

Sin embargo, la estructura propuesta en [1] dependia fuertemente de hipétesis
asociadas a una bateria ideal, lo que dificultaba su extensién a modelos més gene-
rales. En particular, al considerar fenémenos no ideales o penalizaciones adiciona-
les en la dindmica de carga y descarga, la formulacién lineal original no resultaba
directamente aplicable.

Posteriormente, en [2] se present6 una reformulacién del problema como un
modelo de Programacién Entera Lineal Mixta (MILP), incorporando variables bi-
narias que permitian modelar de manera mas flexible comportamientos no ideales

1



2 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

y restricciones adicionales. Esta reformulacién ampli6 la versatilidad del modelo y
permitié validar formalmente la coherencia de la formulacién lineal original bajo
supuestos especificos. No obstante, la introduccién de variables binarias conlleva,
en general, un aumento significativo en la complejidad computacional.

En efecto, los problemas MILP son, en general, NP-hard, mientras que los pro-
blemas LP pueden resolverse mediante algoritmos de complejidad polinomial. Des-
de una perspectiva estructural, resulta entonces de interés determinar sila comple-
jidad combinatoria introducida por ciertas variables l6gicas es esencial al problema
o si, bajo condiciones especificas, puede eliminarse mediante una reformulacioén li-
neal equivalente.

Esta cuestién adquiere especial relevancia en el contexto de MPC, donde el pro-
blema de optimizacién debe resolverse repetidamente en cada instante de mues-
treo. En tales escenarios, la complejidad computacional impacta directamente en la
factibilidad de implementacién en tiempo real y en los requerimientos de hardwa-
re asociados. Por ello, identificar clases de problemas que, aun siendo modelados
habitualmente como MILP, admitan una reformulacién como problemas LP cons-
tituye un aporte tanto teérico como préctico.

En este contexto, la presente tesis se orienta a caracterizar formalmente las con-
diciones bajo las cuales una clase especifica de problemas de programacién ma-
tematica con variables l6gicas dependientes de variables de decisién continuas
admite una reformulacién exacta como un problema de Programacién Lineal. El
principal desafio asociado a este tipo de problemas consiste precisamente en deter-
minar cuando dicha equivalencia existe y cémo puede demostrarse formalmente.

1.2. Objetivo y marco de trabajo

El objetivo principal de esta tesis es determinar condiciones bajo las cuales una
clase de problemas de programacién matemdtica con variables 16gicas dependien-
tes de variables de decisién continuas admite una reformulacién como un proble-
ma de LP.

Los objetivos especificos son:

1. Demostrar que el problema de programacién matematica considerado, en ca-
da uno de los tres escenarios analizados, puede reformularse como un pro-
blema de LP.

2. Validar la equivalencia entre las formulaciones mediante simulaciones en un
caso de estudio basado en control MPC.

3. Comparar el desempefio computacional en términos de tiempo de cémputo
utilizando solvers adecuados para formulaciones MILP y LP.
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1.2.1.

Marco de Trabajo

El marco de trabajo es el siguiente:

1.

1.3.

El desarrollo tedrico se apoya en herramientas de programaciéon matematica
tales como el Teorema de Adicién de Variables de Holgura en su versién de
maximizacion y el Teorema del Hipégrafo para funciones lineales por tramos,
los cuales permiten construir la reformulacion lineal.

La validacién computacional de la equivalencia entre las formulaciones se
realiza mediante implementacion en MATLAB utilizando el solver CPLEX
para formulaciones MILP y LP

Para la comparacién de tiempos, se usan funciones nativas de MATLAB, to-
mando estadisticas de un ntimero definido de iteraciones del esquema MPC

Contribucion de la Tesis

La principal contribucién de esta tesis consiste en demostrar la equivalencia

entre

una clase de problemas de programacién matemadtica que incorporan varia-

bles l6gicas dependientes de variables de decisién continuas que habitualmente se
reformulan como MILP y un problema LP.

1.4.

Publicaciones

Las publicaciones relacionadas a este trabajo de tesis son las siguientes.

Publicaciones asociadas a la Tesis

1.

R. Graves, A. L. Cedefio, C. Silva and ]J. C. Agiiero, “On the Equivalence
Between Mixed-Integer Linear and Linear Programming Problems in MPC
for Photovoltaic Plants with Energy Storage,” 2024 IEEE ANDESCON, Cuzco,
Per1i, 2024, pp. 1-6.

A. L. Cedeno, R. Graves, C. Silva, G. Carvajal and J. C. Agiiero, “Linear Pro-
gramming Reformulation of Logical Constraints in Model Predictive Control
for Renewable Energy and Storage Systems,” 2026, enviado para publicacion
en revista.



4 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

1.5. Organizacion de la Tesis

El contenido de esta tesis se organiza de la siguiente manera:

= En el Capitulo 2 se presentan los fundamentos matemaéticos que sustentan
el trabajo desarrollado, incluyendo conceptos de programacién matematica,
problemas LP y MILP, el esquema MPC y los resultados teéricos que serviran
de base para las demostraciones posteriores.

= En el Capitulo 3 se introduce el problema de interés en sus tres escenarios
considerados. Para cada uno de estos escenarios se establece y demuestra un
teorema de equivalencia, los cuales constituyen el principal aporte de esta
tesis. Ademads, se presenta la formulacién matricial asociada a cada reformu-
lacién LP equivalente.

= En el Capitulo 4 se presenta el esquema MPC para el sistema PV+BESS co-
nectado a la red eléctrica, basado en [1]. Se incorpora ademads la extension
del modelo para considerar bateria no ideal (Escenario 2, propuesto en [2]
y formulado como problema MILP) y bateria no ideal con penalizacién de
ciclos de carga y descarga (Escenario 3). A partir de estos modelos se apli-
can los tres teoremas propuestos para obtener formulaciones LP equivalen-
tes. Finalmente, se comparan los distintos escenarios mediante simulaciones
utilizando tanto formulaciones MILP como LP.

= En el Capitulo 5 se presentan las conclusiones derivadas de los resultados
obtenidos, junto con lineas de trabajo futuro para continuar la investigacién
desarrollada.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1. Introduccidén

Este capitulo desarrolla los fundamentos mateméticos que sustentan el trabajo
realizado en esta tesis. En particular, se introducen las herramientas de progra-
macién matematica, los conceptos de Control Predictivo basado en Modelos y los
resultados teéricos de reformulacién que permiten establecer la equivalencia entre
cierta clase de problemas MILP y problemas LP, eje central del presente trabajo.

En primer lugar, se presentan las definiciones generales de modelos de Pro-
gramacion Lineal (LP) y Programacién Entera Lineal Mixta (MILP), junto con sus
formulaciones matriciales. Estas herramientas resultan centrales en este trabajo, ya
que la hipétesis principal consiste en demostrar la equivalencia entre cierta clase
de problemas MILP y problemas LP.

Posteriormente, se introduce el concepto de Control Predictivo Basado en Mo-
delos (MPC), describiendo su formulacién general, el mecanismo de horizonte en
retroceso y su particularizacién para sistemas lineales en tiempo discreto. El caso
de estudio que motivé este analisis corresponde a un esquema MPC aplicado a la
gestion de carga y descarga de baterias en un sistema fotovoltaico con almacena-
miento (BESS) e inyeccién de energia a la red eléctrica.

Finalmente, se presentan los resultados tedricos que seran utilizados en la de-
mostracion de equivalencia propuesta, en particular el teorema de adicién de va-
riables de holgura y el teorema de equivalencia del hipégrafo de funciones lineales
por tramos céncavas.

2.2. Programacion Matematica y Modelos de Optimizacion

La programacién matematica constituye uno de los pilares fundamentales de
la investigacion de operaciones y se orienta a la formulacién y resolucién de pro-
blemas de optimizacién asociados a la toma de decisiones en sistemas reales [3].

5



6 CAP{TULO 2. PRELIMINARES

En este contexto, el objetivo principal consiste en representar, mediante un modelo
matematico, los aspectos esenciales del problema estudiado.

Un modelo de optimizacién describe el problema a través de un conjunto de
variables de decisién, una funcién objetivo que cuantifica el desempefio del sistema
mediante alguna métrica de interés y un conjunto de restricciones que representan
las limitaciones fisicas, técnicas u operacionales del problema. La construcciéon de
estos modelos implica un proceso de abstraccién, en el cual se busca lograr un equi-
librio entre fidelidad a la realidad y capacidad de ser resuelto computacionalmente.

Dependiendo de la naturaleza de las variables de decisioén y de la estructura de
las funciones que componen el modelo, es posible distinguir diferentes clases de
problemas de optimizacién. En particular, cuando las funciones objetivo y las res-
tricciones son lineales y las variables de decisién son continuas, el problema puede
formularse como uno de programacioén lineal (LP). En cambio, cuando se incorpo-
ran variables enteras o binarias para representar decisiones discretas o ldgicas, el
modelo resultante corresponde a un problema de programacién entera lineal mixta
(MILP) [4].

2.2.1. Programacion Lineal

Un problema de Programacién Lineal (LP, del inglés Linear Programming) hace
referencia a aquel problema de optimizacién (maximizacién o minimizacién) don-
de la funcién de costo es lineal, las variables de decisién pertenecen a R y estd
sujeto a satisfacer un set de restricciones lineales de igualdad y/o desigualdad [5],

[6].
Definicion Formal de Problemas LP:

A continuacién se presenta una definicion formal y general de un problema LP
de maximizacién, basada en la presentada en [6], junto a su forma matricial:

Definicion 2.2.1. Forma General de un Problema LP de Maximizacién

Considerando:

m X1,X2,...,XN € R como las N variables de decision a determinar.

» La funcién de costo
N
f(xl,xz, e ,XN) = Z c]-x]-,
j=1

donde c1,cz,...,cn € R son los N coeficientes de costo.
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» Las M restricciones de desigualdad

N
Y ajxj < b,
=1

coni=1,2,...,M, donde ajj son llamados coeficientes tecnoldgicos.

El problema LP general de maximizacion estd dado por:

N
Jmax o f(x,x,.a) = ]; CjXj,

sujeto a: (2.2.1)
N

Zﬂijxjﬁbi; coni=1,...,.M

j=1

Definicion 2.2.2. Forma General de un Problema LP de Maximizacion en Forma Matricial

Considerando el problema (2.2.1) puede ser escrito de forma matricial como:

méx f(x) =clx,
sujeto a: (22.2)
Ax <b,
donde:
» x=[x; x2 ... xn]T € RNX! como el vector de variables de decision.
mc=[c; g ... cn]T € RN*! como el vector de coeficientes de costo.
= b=1[b by ... by]|T € RM*! como el vector de cotas superiores de restricciones.

La matriz de restriccion estd dada por:

a1 ain ... QAIN

an an» . AN
A=

am am2 ... AMN

A continuacién se presentan algunas observaciones:

= Si bien se coment6 que un problema LP considera restricciones de igualdad,
cualquier restriccién de igualdad lineal:

N
Y bxj =
=
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puede ser reescrita por 2 restricciones de desigualdad lineales del tipo
N
DU
j=1

N
Y djx <o
j=1

Por lo que considerar solo restricciones de desigualdad permite generalizar
correctamente el problema.

= Se escogi6 considerar el problema de maximizacion en la generalizacién del
problema por el problema de interés que se aborda en este trabajo.

= A diferencia de la forma estdndar comtinmente presentada en la literatura
(por ejemplo en [6]), no se impone explicitamente la restriccién de no negati-
vidad sobre las variables de decisién, ya que cualquier variable puede repre-
sentarse como la diferencia de dos variables no negativas, lo que hace ambas
formulaciones equivalentes.

Métodos de Resolucion de Problemas LP y Complejidad Computacional

Dentro de los métodos de resolucién de problemas de programacién lineal (LP)
se distinguen principalmente aquellos basados en el método simplex [7] y los méto-
dos de punto interior (interior point methods) [8]. Ambos enfoques constituyen la ba-
se de los solvers comerciales modernos para programacion lineal, los cuales suelen
combinar distintas variantes de estos métodos segtin las caracteristicas del proble-
ma [5].

Con respecto a la complejidad computacional de estos algoritmos, se destacan
los siguientes aspectos:

= El método simplex no posee una cota polinomial garantizada en el peor caso.
De hecho, existen ejemplos tedricos artificiales, como los problemas de Klee—
Minty, para los cuales su tiempo de ejecucion crece exponencialmente. No
obstante, en aplicaciones practicas el método simplex suele exhibir un des-
empefio muy eficiente y contintia siendo ampliamente utilizado en solvers
comerciales [7].

= Los métodos de punto interior admiten una complejidad computacional poli-
nomial demostrada, lo que establece formalmente que los problemas de pro-
gramacion lineal pertenecen a la clase de complejidad P [8].

El hecho de que los problemas LP pertenezcan a la clase P y que existan méto-
dos de resolucién con buen desempefio practico hace que estas formulaciones sean
de interés para su aplicacion en esquemas MPC.
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Importancia y Aplicaciones de Problemas LP

Multiples modelos de optimizacién pueden formularse como problemas LP.
Desde el desarrollo del método simplex por George Dantzig en 1947 como un al-
goritmo eficiente para la resolucién de este tipo de problemas, estos modelos han
sido ampliamente utilizados como herramienta de programaciéon matemaética en la
toma de decisiones en diversos sectores industriales, tales como la banca, la edu-
cacion, el sector forestal, el sector energético y el transporte de carga, entre otros

[9].

Ejemplo llustrativo

A continuacioén, se presenta un ejemplo ilustrativo con el objetivo de mostrar
cémo un problema LP puede ser reescrito en forma matricial.

Considere el siguiente problema de optimizacién LP:

max 2x1+ x»
X1,X2

sujetoa: 2x;+3 < xp, (2.2.3)
x+2 <x
—-x1+4 <x

donde x1, x» € IR son las variables de decisién.

Definiendo el vector de variables de decisién como:

» La funcién de costo puede escribirse de forma matricial como

f(x)=c'x, con ' =1[2 1]

» Las restricciones pueden reescribirse como:

2x1 —xp < =3,
X1 —x2 < =2,
—x1—x < —4

Con lo que pueden expresarse matricialmente como:

Ax <'b,
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donde
2 -1 -3
A= 1 -1], b=|-2
-1 -1 —4

De este modo, el problema LP puede escribirse finalmente en su forma matricial

como:
T

max ¢ X
x (2.24)
sujetoa: Ax <b,

2.2.2. Programacion Entera Lineal Mixta

Un problema de Programaciéon Entera Lineal Mixta (MILP, del inglés Mixed
Integer-Linear Programming) hace referencia a aquel problema de optimizacién (ma-
ximizacién o minimizacién) donde la funcién de costo es lineal, un subconjunto
de las variables de decisién estdn restringidos a Z y el resto a R, y esta sujeto a
satisfacer un set de restricciones lineales de igualdad y/o desigualdad [10]

Definiciéon Formal de Problemas MILP:

A continuacién se presenta una definicién formal y general de un problema
MILP de maximizacién, basada en la presentada en [10], junto a su forma matricial:

Definicidon 2.2.3. Forma General de un Problema MILP de Maximizacion

Considerando:

" X1,%2,...,% € Ry X,11,X42,...,XN € Z como las N variables de decisién, con
O0<r<N.

» La funcién de costo
N
f(x1,x2,...,xN) = chxj,
j=1

donde c1,cz,...,cn € R son los N coeficientes de costo.
» Las M restricciones de desigualdad
N
Y aijx; < by,
j=1

coni=1,2,..., M, donde aj; son llamados coeficientes tecnologicos.
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El problema MILP general de maximizacion estd dado por:

N
xl,rxrﬁ'),(m flx1,x2,...,xn) = ]Z; CjxXjs

sujeto a: (2.2.5)

N
Zaijxjgbi; coni=1,...,M
j=1
Definicién 2.2.4. Forma General de un Problema MILP de Maximizacién en Forma Ma-
tricial
Considerando el problema (2.2.5) puede ser escrito de forma matricial como:

méax  f(x) = c'x,
X

sujeto a: (2.2.6)
Ax <'b,
donde:
n x=[x; 22 ... xn]T € R x ZWN=1)%1 como el vector de variables de decision,
con0 <r <N.
»c=c; o ... cn]T € RN como el vector de coeficientes de costo.
= b=1[b; by ... by]T € RM*! como el vector de cotas superiores de restricciones.

= La matriz de restriccion estd dada por:

an ain ... 1IN

an1 an» . asN
A=

apmr Aayme ... 4AMN

A continuacién se presentan algunas observaciones:

= Aligual que en los problemas LD, basta considerar restricciones de desigual-
dad en el problemas general.

» Idéntico al problema LP, se considera el problema de maximizacién en la ge-
neralizacion del problema por el problema de interés que se aborda en este
trabajo.

= A diferencia de la forma estdndar comtinmente presentada en la literatura
(por ejemplo en [10]), no se impone explicitamente la restriccién de no ne-
gatividad sobre las variables de decisién, ya que cualquier variable puede
representarse como la diferencia de dos variables no negativas, lo que hace
ambas formulaciones equivalentes.
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Métodos de Resolucién de un Problema MILP y complejidad computacional

Dentro de los métodos de resoluciéon de problemas MILP se distinguen princi-
palmente los métodos de planos de corte (cutting planes), branch and bound y branch
and cut. Entre ellos, los enfoques basados en branch and bound y branch and cut han
mostrado un buen desempefio en la practica y constituyen la base de la mayoria de
los solvers comerciales modernos [3].

Sin embargo, estos algoritmos presentan complejidad computacional exponen-
cial en el peor caso, lo cual es consistente con el hecho de que los problemas MILP
son NP-hard en general [11]. Por esta razén, aunque estas técnicas resultan efecti-
vas en muchas aplicaciones, su uso en esquemas MPC puede verse limitado por la
falta de garantias de tiempo de computo acotado.

Esta observaciéon motiva la basqueda de reformulaciones exactas en progra-
macion lineal para ciertas clases de problemas que, si bien pueden expresarse ini-
cialmente como MILP, no presentan la complejidad combinatoria asociada al caso
general. En tales situaciones, la resoluciéon mediante programacion lineal permite
aprovechar algoritmos con complejidad polinomial conocida, lo que resulta espe-
cialmente relevante en aplicaciones de esquemas MPC.

Importancia y Aplicaciones

Al igual que con los problemas LP, multiples modelos de optimizacién pueden
formularse como problemas MILP. Esto en conjunto a la existencia de solvers co-
merciales y opensource hacen este tipo de problemas de suma importancia. Entre
algunas de las aplicaciones se puede nombrar medicina ([12]. [13], [14]), procesos
industriales y quimicos ([15], [16]), transporte [17], control de microrredes ([18],
[19]), sistemas tecnoldégicos sostenibles [20] y gestién energética en edificios inteli-
gentes [21].

Ejemplo llustrativo: Reformulacién de un Problema de Optimizacién con Regla Légica
como un Problema MILP

A continuacién, se presenta un ejemplo ilustrativo cuyo objetivo es mostrar
como un problema de optimizacion que contiene una regla légica puede ser re-
formulado como un problema de Programacién Lineal Mixta (MILP), siguiendo la
estrategia descrita en el Apéndice C de [2].
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Considérese el siguiente problema de optimizacion con regla légica:
max  g(x) = p(x — xo)
sujeto a:  Xmin < X < Xmaxs

_Ja, six—x9 =0,
P b, six—x9<0,

(2.2.7)

donde x € R es la variable de decision, Xmm, ¥max € R con Xmsx > Xmin, 4,0 € Ry
xo € R es un umbral que define la condicién légica.

En primer lugar, la condicion légica x — xo > 0 se asocia a una nueva variable
binaria § € {0,1}, definida como:

x—x2>0 & =1 (2.2.8)

Dado que la variable x se encuentra acotada inferiormente por xmin y supe-
riormente por Xmax, la proposicion légica (2.2.8) puede ser reescrita mediante las
siguientes restricciones lineales:

X —x0 > (Xmin — X0)(1 —9), (2.2.9)

x—x0+ € < (Xmax — X0 + €)9, (2.2.10)

donde € > 0 es un escalar positivo pequefio que representa una tolerancia numéri-
ca, tipicamente asociada a la precisiéon de la maquina.

Adicionalmente, se introduce una variable continua auxiliar z € R, definida
como:

z = (x —x0)0, (2.2.11)

la cual puede ser representada mediante el siguiente conjunto de restricciones li-
neales:

z < (Xmax — %0)9, (2.2.12)
z > (Xmin — X0)9, (2.2.13)
z <x—x0— (Xmm — x0) (1 —9), (2.2.14)
z>x—x0 — (Xmax — x0)(1 —9). (2.2.15)

Luego segtin el Anexo C de [2] se obtiene el siguiente problema MILP equiva-
lente:
m?x Q(x,6,z) = (a—Db)z+b(x — xp)
x,0,2
sujeto a:
= {0/1}/ (2.2.16)
restricciones (2.2.9) — (2.2.10),

restricciones (2.2.12) — (2.2.15).
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2.3. MPC

El Control Predictivo basado en Modelos (MPC, del inglés Model Predictive Con-
trol) es una técnica de control avanzada donde se calcula la accién de control actual
resolviendo en cada instante de muestreo un problema de optimizacién, utilizando
alguna herramienta de programacién matematica [22].

El problema de optimizacién a resolver considera un horizonte de prediccién
finito de N muestras hacia adelante y una funcién de costo | que depende del esta-
do inicial del sistema, de la dindmica del sistema y de la secuencia de actuaciones
en el horizonte de predicciéon, ademads de las restricciones de la planta. Para su re-
solucion se utiliza la estrategia de Control por Horizonte en Retroceso (RHC, del
inglés Receding Horizon Control) [23], que se discute mas adelante en esta seccion.

Entre las principales ventajas del MPC se encuentran el manejo explicito de
restricciones, la flexibilidad con respecto a la funcién de costo y su aplicabilidad
a sistemas multivariables. No obstante, requiere resolver un problema de optimi-
zacién en cada instante de muestreo y su efectividad depende de la calidad del
modelo [22].

2.3.1. RHC

El MPC implementa un procedimiento iterativo conocido como RHC. Este me-
canismo convierte la optimizacion repetida en una estrategia de control en lazo
cerrado. [23]

El algoritmo puede resumirse en los siguientes pasos [22]:

1. Medicién o estimacion del estado actual del sistema.

2. Resolucién del problema de optimizacion que minimiza la funcién de costo
sujeta a las restricciones dindmicas

3. Aplicacién tinicamente de la primera accién de control de la secuencia 6ptima
4. Desplazamiento del horizonte hacia el siguiente instante de muestreo.

5. Repeticion del procedimiento.

2.3.2. MPC en sistemas lineales
Considere el sistema de tiempo discreto lineal e invariable en el tiempo en es-
pacio de estados dado por:

Xkir1 = Axg + Buy (2.3.1)
Yk = Cxy (2.3.2)
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Donde:

= x; corresponde al vector de estados en el instante k.
= 1 corresponde al vector de entradas en el instante k.
= 1, corresponde al vector de salidas en el instante k.

A es la matriz de estado

m B es la matriz de entrada

= C esla matriz de salida
Luego, la construccién del esquema MPC requiere:

1. Obtener prediccién de estados en un horizonte de prediccién N desde instan-
te actual.

2. Definir funcién de costo y establecer esquema MPC, junto a herramienta de
programacion matemdtica adecuada para la implementacion.

Con respecto al primer punto, definiendo el vector de estados en el horizonte
de prediccién N a partir del instante k como ¥, con x; conocido, se tiene lo siguiente
[22]:

Xk11 A B 0 o ... 0 O
Xki2 A2 AB B o ... 0 O
X=| . | =1]. |x+ ) . . i (23.3)
: : : : E : 0
Xkt N AN AN-1B  AN-2B . AB B
dxy+ O (2.3.4)

Con respecto al punto 2, se suelen usar funciones cuadréticas, lo que lleva a
tener que utilizar solver de programacién cuadratica (QP, del inglés quadratic pro-
gramming) [22], sin embargo, para este trabajo, el foco serdn funciones de costo
lineales, teniendo que utilizar solver LP.

Cabe destacar que restricciones usuales tales como cotas en el vector de estado,
vector de salida y vector de actuaciéon pueden modelarse como restricciones linea-
les, siendo las herramientas de programacion matemaética antes mencionadas atn
validas.

En sistemas con espacio de estados con dindmica y/o ecuacién de salida no li-
neal la obtencién e implementacién del esquema MPC se vuelve méas compleja. Si
bien los pasos son en teoria los mismos, puede llevar a requerir el uso de Herra-
mientas de programacién no lineal e incluso ser problemas no convexos, compli-
cando encontrar el punto 6ptimo, simplemente encontrando un éptimo local [24].
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2.4. Teorema de Adicidon de Variables de Holgura, Version
Minimizacion
En [25], seccion I Convex Optimization Models, capitulo 8 Convexity, inciso 8.3.4.4

se presenta el teorema de adicion de variables de holgura (Addition of slack variables).
A continuacién se presenta el teorema.

Teorema 2.4.1. Se pueden obtener problemas equivalentes agregando variables de holgura
al problema. Aqui se describe el caso tipico que ocurre cuando la funcion objetivo corres-
ponde a una suma de términos, como en el siguiente problema:

* =min (x),
p b ;(Pz( ) (2.4.1)
sujetoa: x € X,

Introduciendo las variables de holgura ¢;,i =1, ..., r se reformula el problema como:

r
q* = ml:;n Z gil
2 =
, = (2.4.2)
sujetoa: x € X

pi(x) < ¢, i=1,...,r

Donde el nuevo problema tiene la variable original x y el vector de variables de holgura
¢=(G1---.Gr)

Estos problemas son equivalentes en el siguiente sentido:

1. Si x es factible para (2.4.1), entonces ¢; = ¢@;(x),i =1,...,r es factible para (2.4.2)

7’

2. Si x es factible para (2.4.2), entonces x es factible para (2.4.1);

3. Si x* es el 6ptimo para (2.4.1), entonces x*,¢; = @i(x*),i = 1,...,r es el dptimo
para (2.4.2);

4. Six*,C* es el dptimo para (2.4.2) entonces x* es el optimo para (2.4.1).
5. pr =g~

Demostracion. A continuacion se muestra la demostracion del teorema, con un de-
sarrollo mds detallado a lo que se muestra en [25]

= El punto 1 es inmediato de probar pues el conjunto al que pertence x es el
mismo en ambos problemas y cuando §; = ¢;(x) coni = 1,...,rlainecuacién
agregada en (2.4.2) se cumple en igualdad.



2.4. TEOREMA DE ADICION DE VARIABLES DE HOLGURA, VERSION MINIMIZACION 17

= El punto 2 es claro que se cumple.

= El punto 3 se puede probar por contradiccion, suponiendo x* como solucién
Optima para el problema original (2.4.1) .

En primer lugar notar que por el punto 1 x*,¢; = ¢;(x*) coni = 1,...,r
es una solucién factible para (2.4.2). En caso de que este no sea el 6ptimo y
considerando como 6ptimo el par factible y*, T* se tendrfa:

i=1 i=1
Y <) ¢ix*)  (usando §f = @i(x"))
i=1 i=1

Luego evaluando la restriccién de holgura en el par factible y*, T* se tiene que
¢i(y*) < tFconi=1,...,ryporlo tanto:

Donde };_; ¢i(y*) corresponde a la funcion objetivo del problema original
(2.4.1) evaluada en el punto y*, lo cual contradice el supuesto inicial de que
x* es la solucién 6ptima del problema original (2.4.1)

» El punto 4 se puede probar de forma similar, suponiendo x*,¢F = ¢;(x*)
como solucién 6ptima del problema equivalente (2.4.2) .

En primer lugar notar que por el punto 2 x* es una solucién factible para
2.4.1). En caso de que este no sea el éptimo v considerando como 6ptimo v*

q 1Y y P y
y T = @i(y*) coni =1,...,r se tendria:

Yu <Y (uandod = i)t = gily)

Donde )/_; 7/ corresponde a la funcién objetivo del problema equivalente
(2.4.2) evaluada en el par y*, 7%, lo cual contradice el supuesto inicial de que
x*, ¢ = ¢i(x*) es la solucién 6ptima de dicho problema.

= El punto 5 es inmediato de probar:
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Considerando como soluciones 6ptimas para el problema (2.4.1) y (2.4.2) a x*

y x*, §i(x*) respectivamente se tiene que evaluando ambas funciones objeti-
Vos:

Por lo que es claro que p* = g*.
O

A continuacién se muestra una aplicaciéon del Teorema de Adicién de Varia-
bles de Holgura para la obtencién de problemas de optimizacién equivalentes. En
particular, se demuestra formalmente la equivalencia asociada a la descomposi-
cién positiva/negativa, técnica ampliamente utilizada para reformular problemas
de optimizacién con términos de valor absoluto en la funcién objetivo ([5], [26]).

2.4.1. Aplicacién del Teorema de Adicién de Variables de Holgura

Considere el problema de optimizacién dado por

N
p* =min Y cjlxil, (2.4.3)
j=1

donde x, ¢ € ]RNyc]- >0,conj=1,...,N.
Usando la descomposicién positiva/negativa dada por:
+

Xj=x —X;

x| = x;r +x;

El problema equivalente puede escribirse como

N
*x e (vt -
p" = min ]E_lc,(xj +x;7) (2.4.4)
sujeto a:
xfzo conj=1,...,N (2.4.5)

x].’ZO conj=1,...,N (2.4.6)
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Notese que esta reformulacion permite eliminar explicitamente el operador va-
lor absoluto de la funcién objetivo, obteniendo un problema lineal equivalente.

La técnica utilizada ha sido usada por [5] y [26], donde generalmente se pre-
senta como una reformulacién estdndar sin una demostracion explicita basada en
teoria de optimizacién.

A continuacién se muestra como ese resultado puede demostrarse usando el
Teorema de Adicién de Variables de Holgura (versién minimizacién).

Demostracién. Aplicando el teorema 2.4.1, se introduce el vector de variables de
holgura t € RY tal que t; > cj|x;|. Por lo tanto se obtiene el problema equivalente:

* { .
pr= rrjlltn 2 t (2.4.7)
j=1
sujeto a:
t; zcj|x]'\ conj=1,...,N (2.4.8)

Observando que la restriccién t; > c;|x;| es equivalente al conjunto de restric-
ciones lineales, t; > cjx; y t; > —c;x; el problema puede reescribirse como:

N
pr = Hiltn]; t; (2.4.9)
sujeto a:
t]' 2 C]'X]' COl’Ij = 1, ey N (2.4.10)
ti > —cjx; conj=1,...,N (2.4.11)

Finalmente, aplicando el siguiente cambio de variable biyectivo:

. — T T
t]—c]x]- ~|—c]x]-

El problema queda reformulado exactamente al obtenido aplicando la descom-
posicién positiva/negativa.
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N
pr = gruxn ]Zl cj(x +x;) (2.4.12)
sujeto a:
x;r >0 conj=1,...,N (2.4.13)
x].’ >0 conj=1,...,N (2.4.14)

O

2.5. Teorema de Adicion de Variables de Holgura, Version
Maximizacion

Hasta el momento se ha trabajado con el teorema de adicién de variables de
holgura siendo el problema uno de minimizacién, sin embargo es posible refor-
mularlo considerando ahora un problema de maximizacién. Esta formulacién no
se presenta de manera explicita en la literatura revisada, pero se obtiene de forma
directa como una extensién del teorema de adicién de variables de holgura en su
version de minimizacién, presentado previamente.

Esta version sera de utilidad en este trabajo pues la clase de problema de pro-
gramacion entera a abordar en esta tesis presenta un componente no lineal en su
funcién de costo, con lo que usando este teorema, sera posible reescribir la funcién
de costo como un costo lineal, pasando la no linealidad a ser parte de las restriccio-
nes, paso clave en la demostracién de equivalencia entre esta clase de problemas y
problemas LP.

Teorema 2.5.1. Se pueden obtener problemas equivalentes agregando variables de holgura
al problema. Aqui se describe el caso tipico que ocurre cuando la funcion objetivo corres-
ponde a una suma de términos, como en el siguiente problema:

p* = maéx @i(x),
1-221 (2.5.1)

sujetoa: x € X.

Introduciendo las variables de holgura ¢;,i =1, ... ,r se reformula el problema como:

;
q* = me’éx Z ‘fi/
X, =
, =1 (2.5.2)
sujetoa: x € X

@i(x) > &, i=1,...,r
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Donde el nuevo problema tiene la variable original x y el vector de variables de holgura
¢= (-8

Estos problemas son equivalentes en el siguiente sentido:

1. Si x es factible para (2.5.1), entonces &; = ¢;(x),i =1,...,r es factible para (2.5.2)

7

2. Si x es factible para (2.5.2), entonces x es factible para (2.5.1);

3. Si x* es el 6ptimo para (2.5.1), entonces x*, ¢ = @i(x*),i = 1,...,r es el dptimo
para (2.5.2);

4. Six*,¢* es el 6ptimo para (2.5.2) entonces x* es el optimo para (2.5.1).

Demostracion. Se demostrard aplicando el Teorema de Adicién de variables de Hol-
gura version minimizacién a un problema de minimizacién equivalente al proble-
ma (2.5.1) y luego aplicando un cambio de variable adecuado.

Es posible reescribir el problema de maximizacién original (2.5.1) como uno
de minimizacién considerando como nueva funcién objetivo la funcién objetivo
original pero con signo contrario, de esta forma se obtiene el problema equivalente:

* =min —@;(x),
p b ; @i(x) (2.5.3)

sujeto a: x € X

Aplicando ahora el teorema de adicién de variables de holgura, considerando
como variable de holgura las variable ¢ = (cfl, e, fr) se obtiene el siguiente pro-
blema equivalente:

r
q* = mi~n Z (:azi/
e =1

254
sujetoa: x € X ( )

—i(x) < &, i=1,...,r

Ahora aplicando la misma técnica usada anteriormente de considerar la funcién
objetivo de signo contrario es posible volver a un problema de maximizacién. De
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esta forma se tiene el siguiente problema equivalente:

g =max ) -,
- - (2.5.5)
sujetoa: x € X -
_(Pi(x)ﬁgi, i=1,...,r
Luego aplicando el cambio de variable ¢ = — se obtiene el problema equiva-
lente:
,
q* = mégx E ‘:i/
X, ] —
- (2.5.6)

sujetoa: x € X
@i(x) > &, i=1,...,r

Donde considerando el sentido de equivalencia dado por el teorema adiciéon de
variables de holgura versién minimizacién queda el teorema demostrado. O
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2.6. Teorema de equivalencia de hipégrafo de una funcién
lineal por tramos concava

A continuacioén se define lo que es el conjunto hipégrafo de una funcién, término
que puede encontrarse en el capitulo 1. Max and Min de [27], secciéon D. Continuity,
Closure and Growth, pagina 13.

Definicién 2.6.1 (Conjunto hipégrafo de una funcién).

Considerando la funcion f : R" — R el hipégrafo de f corresponde al conjunto:

hypo(f) = {(x, &) € R < f(x)} (26.1)
dondex c R", a e Ryne N

Teorema 2.6.1 (Teorema de equvalencia de hipégrafo de una funcién lineal por
tramos céncava).

Considerando las n € IN funciones afines
fi(x) = aix +b; coni=1,...,n (2.6.2)
los conjuntos hipégrafos de cada funcion estdn dados por:
hypo(f;) == {(x,y) € R*ly < fi(x)} coni=1,...,n (2.6.3)
Luego considerando la funcién lineal por tramos concava:

fx) = min {fi(x)} = min {a;x+bi} (2.6.4)

-----

donde el conjunto hipégrafo de la funcion f(x) estd dado por:

hypo(f) := {(x,y) € R?|y < f(x)} coni=1,...,n (2.6.5)
Se tiene que:
hypo(f) = () hypo(fi) (2.6.6)
i=1

Demostracion. Por definicién el par (x,y) pertenece a hypo(f) si y solo si y <
f(x) = min;j—1__,{fi(x)} lo cual es cierto si y solo si y < fij(x) para cada i =
1,...,n. De forma equivalente se tiene (x,y) € N, hypo(f;) O

Resultados similares se muestran en la demostracion de la proposién 1.2.4 de
[28], capitulo 1. Basic Convexity Concepts, seccién 1.2 Sets and Functions, pagina 31;
salvo que aqui se habla sobre funciones convexas y el conjunto epigrafe.
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Notar que el teorema 2.6.1 permite reemplazar una restriccion no lineal del tipo:
y < f(x)= .nllin {filx)} = 'nllin {aix + b;} (2.6.7)
i=1,...n i=1,..n
Por el set de restricciones lineales:

y<filx)=aix+b  coni=1,...,n (2.6.8)

Que es donde radica la importancia de este teorema en este trabajo.



Capitulo 3

EQUIVALENCIA ENTRE
PROBLEMAS DE
OPTIMIZACION ENTERA Y
PROGRAMACION LINEAL

3.1. Introduccidn

Este capitulo presenta el desarrollo formal de la equivalencia entre cierta clase
de problemas de Programacién Entera Lineal Mixta (MILP) y problemas de Pro-
gramacion Lineal (LP), eje central de esta tesis.

En primer lugar, se presenta el problema de interés, el cual considera tres es-
cenarios distintos que, en el capitulo siguiente, se relacionaran con tres esquemas
MPC de estudio.

Posteriormente, se presentan los teoremas de equivalencia entre las tres cla-
ses de problemas MILP asociadas a los escenarios de interés y sus correspondien-
tes problemas LP equivalentes, junto con sus respectivas demostraciones. Estas
demostraciones se desarrollan a partir de los fundamentos de programacién ma-
tematica establecidos en el capitulo anterior, particularmente el teorema de adicién
de variables de holgura en su versién de maximizacién y el teorema de equivalen-
cia del hipégrafo de funciones lineales por tramos céncavas. Estos tres teoremas
corresponden al principal resultado de este trabajo de tesis.

Dada la relevancia computacional de estos modelos, se presenta ademas la for-
mulacién matricial explicita de cada uno de los problemas LP resultantes.

25
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3.2. Problema de Interés
Para este trabajo se considera el problema de optimizacién:
N
p*=max Y cp(ux — i) — g(ug)
Y k=0
sujeto a:
clkj si Uy —ry, >0
Ci = X
cp si u — 1 <0 (3.2.1)
up € U,
my < U < Mk,
k—1
Emin < Eo—T Z hsus < Emax, k = 1, /N
s=0

donde

u = (uy, ..., un) corresponde al vector de variables de decision, donde u; € R
coni=0,...,N.

r = (ro,...,¥N) es un vector de coeficientes, donde r; € Rconi =0,...,N.

¢ = (co,...,cn) es un vector de variables l6gicas, donde ¢; € R con i =
0,...,N.

_ (AP p n_ (n n s n P
c? = (cp, i Cy) ye' = (cg, - C}y) son vectores de coeficientes, donde ¢!, c; €
Ryc! > cf coni=0,...,N.

ucR.

m = (my,..,my)y M = (My,..., My) son vectores de coeficientes, donde
m;, M € Rym; < M;coni=0,...,N.

Emin, Emax, Eo € R son coeficientes, donde Enin < Emax-

¢(+) esuna funcién g : R — R y h; € R. Se consideran tres posibles escena-
rios, los cuales corresponden a:

e Escenario 1: g(u;) = byu; y hs = 1.
 Escenario 2: g(u;) = byniu; y hs = 15
* Escenario 3: g(u;) = byniu; + OMy|u;| y hs = 15

Donde:
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e b = (by,..,by) es un vector de coeficientes, donde b; € R con i =
0,...,N.

* 1 = (no,..,N) es un vector de variables légicas, donde 77; € R con
i=0,...,N.

;7;1 si u; >0
= niosi u; <0

77d = (778, v 77}'{[) y ¢ = (1§, ..., %) son vectores de coeficientes, donde
nd, ¢ € Ry y? >y >0.coni=0,...,N.

OM; = (OMy, ..., OMy) es un vector de coeficientes, donde OM; € R*
coni=0,...,N.

Notar que el problema de optimizacién (3.2.1) corresponde a un problema de
optimizacién no lineal, donde en particular los factores ¢, y 7y estan definidos por
reglas l6gicas dependientes de variables de decisién continuas. Este tipo de pro-
blemas puede ser resuelto utilizando un solver Mixed Integer Linear Programming
(MILP) adecuado

El problema (3.2.1) puede ser reescrito como (3.2.2) introduciendo el vector de
variables de holgura ¢ = ({p, ..., {n), utilizando el teorema de Adicién de Variables
de Holgura en su Versién de Maximizacién, cuya demostracion se muestra en el
capitulo 2.

N
max Y &, (3.2.2)
e k=0
sujeto a:
Ck < cx(ug — 1) — g(ug) (3.2.3)
up € U, (3.2.4)
My < up < My, (3.2.5)
k-1
Emin < Eog— T ) tts < Emax,s k=1,...,N (3.2.6)
s=0

Transforméndolo asi en un problema de optimizacién de costo lineal con res-
tricciones lineales salvo por (3.2.3), la cual presenta variables l6gicas.



CAP{TULO 3. EQUIVALENCIA ENTRE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION ENTERA Y PROGRAMACION
28 LINEAL

3.3. Teorema considerando problema de interés en Escena-
rio 1l

Teorema 3.3.1. El problema de optimizacion dado por:

N
max Z ck(uk — Tk) — bkuk
S )
sujeto a:
p .
o Si ur—r >0
Cx = k ) ko= conk=0,...,N
g st u—r <0 (3.3.1)
up € u, conk=0,...,N
mr < up < My, conk=0,...,N
k—1
EminSEO_TZMSSEmux, COle:l,...,N
s=0

con restricciones lineales y no lineales puede ser reescrito como el problema equivalente
de Programacién Lineal:

N

HL}%X k;)ﬁk

sujeto a: (3.3.2)
& < (¢ — bi)ug — fre = Lo(cl, uy) conk=0,...,N

Ck < (c§ — bx)uy — cfry = Li(cy, ux) conk=0,...,N

ur € U, conk=0,...,N

me < up < Mg, conk=0,...,N
k—1

Epin < Eo — T Y_ tts < Epax, conk=1,...,N
s=0

donde:

U, G €R,conk=0,...,N, corresponden a variables de decision.

n 7, by, CE, cg, myg, Mconk =0,..., Ny Eyin, Enax, Eo, T son pardmetros conocidos,
donde se cumple que ¢ > c}.

Demostracién. Considerando el caso en que g(uy) = bxuy y hs = 1 el problema de
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interés (3.2.1) queda dado por:

N
* z
p" = max Y ci(ug — 1) — brug
k=0
sujeto a:
p .
c si u,—re >0
Cp = k ) kok= conk=20,...,N
cp si Uy —1, <0 (3.3.3)
ur € u, conk=0,...,N

my < up < My, conk=0,...,N
k-1
Emin <Eg—T ) ts < Emax, conk=1,...,N
s=0
Luego, usando el Teorema de Adicién de Variables de Holgura en su versién

Maximizacién se agrega el vector de variables de holgura ¢ = (&o, ..., ¢N), donde:

é(k < ck(uk — Vk) — bkuk = (Ck - bk)uk — CkT'k conk = O,. . .,N

De esta forma se obtiene el problema de optimizacién equivalente:

N
max 2 Ck
we ko
sujeto a: (3.3.4)

A — b ug — Ar si U — 1, <0
gkg{(k k)b KTk kok conk=0,...,N

(CE — by)uy — cgrk si u—r,>0

ur € U, conk=0,...,N

mkgukng, COl’lkZO,...,N
k—1

EmmSEO—TZuSSEmaX, conk=1,...,N
s=0

Notar que el problema equivalente (3.3.4) no es lineal por la restriccién sobre
los elementos de ¢:

A — b ug — cr si ur— 1, <0
Ckak(uk)Z{(k ik = Ci ok conk=0,...,N

(CE — by)uy — cgrk si u—r,>0

donde fi(uy) es una una funcién lineal por tramos céncava en cada k = 0,..., N,
pues es continua en uy = r; y las pendientes no aumentan (pues ¢ > c?)



CAP{TULO 3. EQUIVALENCIA ENTRE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION ENTERA Y PROGRAMACION
30 LINEAL

Como f(u) es lineal por tramos concava, aplicando el teorema 2.6.1 es posible
reemplazar las restricciones no lineales sobre los elementos de ¢ en (3.3.4) por el set
de restricciones lineales:

Ck < (CE - bk)uk - Cgi’k = Lz(CE, uk) conk = 0,..., N (335)
&k < (e} — br)uyg — cpr = Li(c, ug) conk=0,...,N (3.3.6)

Obteniendo el siguiente problema LP equivalente:

N
max Ck
we k0
sujeto a: (3.3.7)
&k < (F —b)ug — cire = Lo(ck,u)  conk=0,...,N
& < (e —b)uyg — cfry = Li(cf,uy)  conk=0,...,N
up € U, conk=0,...,N
mkgukng, COl’lkIO,...,N

k-1
Emin <Eo—T) ts <Emay, conk=1,...,N
s=0

O
3.3.1. Formulaciéon de Problema LP Equivalente en Forma Matricial
A continuacién se muestra el problema escrito de forma matricial, es decir:
max elv (3.3.8)
(%
sujeto a: Av < q (3.3.9)
Donde se considera:
U Go
v:[ﬂ, u=|:1[, ¢=1:]1, (3.3.10)
UN éN
El vector e esta dado por:
e= [OWH)“] (3.3.11)
TNty

La matriz A y el vector q estdn dados por;
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[—diag {c, — b} Init ] [—Ccp OF]
—diag {cn — b} Ini1 —nhOr
—INt1 ON+1 —m
A= It ot | a=| m |- (33.12)
—F Onx (N+2) —amin
i F Onx(N+2) ] L amax |

Donde diag{x} corresponde a la matriz diagonal formada con los coeficientes
del vector columna x, ® hace referencia al producto elemento a elemento, I es
la matriz Identidad de dimensién (N + 1) x (N 4+ 1) y Oy es la matriz de ceros
de dimensién (N +1) x (N +1).

Ademas: )
o cg bo
=111, p=1|:1, b=|:1, (3.3.13)
Cr&] CKI _bN
MO Amax _amin
M=| ! |, amax=]|: , Amin = | , (3.3.14)
MN Amax Nx1 | min Nx1
10 0 . .
11 0 0 0
F= . , m=|: |, r=|:|, (3.3.15)
. . . . mN rN
11 NxN
V Amin, Amax €stdn dados por:
Amin = (EO - Emax)/T/ Amax = (EO - Emjn)/T (3316)

La deduccién de esta forma matricial se muestra en el Anexo A
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3.4. Teorema considerando problema de interés en Escena-
rio 2

Teorema 3.4.1. El problema de optimizacion dado por:

N
max e (ux — 1) — bk
k=0
sujeto a:
p .
o Si ur—r >0
Cp = k ) ko= conk=0,...,N
o Si Uy —1, <0
d .
si u, >0 (3.4.1)
e = Tk ‘ k= conk=0,...,N
ne st ue <0
ur € U, conk=0,...,N
mr < up < My, conk=0,...,N
k—1
EminSEO_TZﬂSuSSEmax; conk=1,...,N
s=0

con restricciones lineales y no lineales puede ser reescrito como el problema equivalente
de Programacién Lineal:

N
max k
i,¢ k;)ff
sujeto a:
C}’Z
gké(iyl:i_bk>ﬁk_c;‘lrk conk=0,...,N
CP
ékg %—bk ﬁk—CZT’k COi’lkZO,...,N
Mk
n (3.4.2)
c
%—bk ﬁk—Czi’k Si T’kZO
Gk < 17’,5 conk=0,...,N
c
%—bk ﬁk—CZI’k Si e <0
Mk
n,ﬁmkgakgquk, conk=0,...,N
k=1
EminSEo—TZﬁSSEmax, conk=1,...,N
s=0

donde:
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® U, g, Cx € R, conk =0,...,N, corresponden a variables de decision, con il =

MiUk-

= 7, by, CE, MY 17;3, my, Myconk =0,...,Ny Eyin, Enax, Eo, T son pardmetros
conocidos, donde se cumple que ¢} > CE, 0 <nf <ndme <0y My >0.

Demostraciéon. Considerando el caso en que g(uy) = nxbiuy y hs = 15 el problema
de interés (3.2.1) queda dado por:

N
p*:mfix Eck(uk—rk)—bquuk
k=0
sujeto a:
p .
c si ur—r >0
Cp = k ) ko= conk=0,...,N
cp si ur—1 <0
d .
si ue >0 (3.4.3)
po= e s conk=0,...,N
b si u <0
ur € u, conk=0,...,N
my < up < My, conk=0,...,N
k—1
Emin < Eo— T )_ 7suts < Emax, conk=1,...,N

s=0

Para evitar trabajar con el producto 7,y se introduce el cambio de variable
il = nxuy, el cual es un mapeo biyectivo. Con dicho cambio de variable el problema

puede ser reescrito como:

N i
*:méx Ck <—1’k> —bkﬁk
P i k;) Mk
sujeto a:
p ; i
c si “* —r. >0
ck:{f1 ) Zi conk=0,...,N
o si %—rk<0
d . ~
si >0 (3.4.4)
e = Tk ] ~k_ conk=0,...,N
e si 4 <0
i, e U, conk=0,...,N

n,ﬁmkgﬁkgn,?Mk, conk=0,...,N

k-1
EminSEo—TzﬁséEmax, conk=1,...,N

s=0
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Luego, usando el Teorema de Adicién de Variables de Holgura en su versién
Maximizacion se agrega el vector de variables de holgura ¢ = (o, ..., {n), donde:

Ck ka(uk) = Ck (:;k—i’k> —bkﬁk: <;k—bk> ﬁk—CkT’k COl’lk:O,...,N
k k

De esta forma se obtiene el problema de optimizacién equivalente:

N
g* = max Z Cr
k=0

g
sujeto a:
Si Tk >0:

Tk si i <0

Uy — CET’k si Uy > 1];(17’](
Sir, <0:

g — CpTk si e < M7k

Sk < fir(dy) = — — by | ik — cfrk si e < U <0 conk=0,...

7_bk ﬁk—Clijk si ﬁkZO

n,ﬁmkgﬁkgqlka, COI’Ik:O,...,N
k—1

EminSEO_Tzﬁngmax, COI’IkZl,...,N
s=0

Notar que fi(ux) es una funcién lineal por tramos céncava en el caso r, > 0
y 1x < 0, ya que es continua en los puntos de inflexién y que las pendientes van
disminuyendo. Por lo anterior es posible aplicar el teorema 2.6.1 en ambos casos,
obteniendo el siguiente problema equivalente:

Cn . ~
Gk < fillix) = Ezbkg G —cpre  si 0 <y < iy conk=0,...
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Cn
ﬂ%_bk ﬁk—CkT’k S1 rk>0
Gk < : conk=0,...,N
c
<kc — bk> i — Cp Tk si e <0
M
ﬂ;mkfﬁkSﬂSMk, COl’IkZO,...,N

k—1
Emin < Eo— T )_ ils < Emax, conk=1,...,N
s=0
(3.4.5)

El cual es un problema LP ya que la secuencia r = (rp,...,7n) es conocida a
priori. ]

3.4.1. Formulacion de Problema LP Equivalente en Forma Matricial

A continuacién se muestra el problema escrito de forma matricial, es decir:

max elv (3.4.6)
v
sujeto a: Av < q (3.4.7)
Donde se considera:
. o Go
V:[H’ i=|:|, €=]|:]1, (3.4.8)
iN oN
El vector e estd dado por:
e:[mmﬂ“] (3.4.9)
Iint1)<a
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La matriz A y el vector q estdn dados por;
[—diag {c,q — b} | NTR [—cp O 1]
—diag {cnc — b} Int1 - OT
Y Int1 P
A= —Int1 On+1 , q= —m , (3.4.10)
Int1 ON+1 M
—F 0N (N+2) —amin
L F Onx(N+2) ] L @max |

Donde diag{x}, ®, In+1 Y On+1 corresponden a las definiciones introducidas pre-
viamente para la formulacion matricial del Escenario 1.

Por otro lado la matriz ¥ y el vector i toman distintos valores dependiendo el
valor de ry, tal como se muestra a continuacion:

¥ = —diag { cndjpc
Considerando los vectores:

Cnd|pc =

donde:

—b}

Y= [—Cqp O1]
nd|pc n|p
o o
’ Colp = |
nd|pc n|p
N N
si re >0
conk=0,...,N
si re <0
si Te 2> 0
) conk=0,...,N
si re <0
Cg b()
=[], b=|:],
C};\] bN
P d
0/15 co /Mg
. s de - : s

(3.4.11)
(3.4.12)

(3.4.13)

(3.4.14)
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/115 b /116
Cnd = : ’ Cpc = ’ (3.4.15)
R/ R/
UOMO Amax Amin
M=| : |, amx=|"! , Amin= | . (34.16)
My fAmax | N1 fAmin ] Ny
10 - 0 .
11 -+ 0 Moo "o
F=1. .. . , m = : , r=|:|, (3.4.17)
Do .o .
11 1y INTIN N
Y Amin, Amax €stan dados por:
Amin = (EO - Emax)/T/ Amax = (EO - Emjn)/T (3.4.18)

La deduccién de esta forma matricial se muestra en el Anexo B
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3.5. Teorema considerando problema de interés en Escena-
rio 3

Teorema 3.5.1. El problema de optimizacion dado por:

N
max Y- cr(ug — ri) — by — OM iy
k=0

sujeto a:
K si ue—r, >0
Cx = .
cp S U —1, <0

; {q,‘f si u>0 (3.5.1)
k_ p—

conk=0,...,N

' conk=0,...,N
e st u <0
ur € u, conk=0,...,N
my < up < My, conk=0,...,N
k—1
EminSEO_Tzﬂsungmax/ CO}’lkZl,...,N
s=0

con restricciones lineales y no lineales puede ser reescrito como el problema equivalente
de Programacién Lineal:

N
1’I~1éX Z Cr + tr
k=0

i,G,t
sujeto a: (3.5.2)
CVl
§k§<lz—bk>ﬁk—cﬁk conk=0,...,N
Mk
&
Gk < I;—bk ﬁk—cirk conk=0,...,N
up
CTZ
—';—bk ik — Cp1k si re >0
Gk < ]7],5 conk=0,...,N
c
%_bk ﬁk—Csz si re <0
Up
nﬁmkgﬁkgiy,‘ka, conk=0,...,N

k—1
EminSEO_TZﬁsSEmgx, COTZkZl,...,N
=0

S
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tkS—OAfkﬁk conk=20,...,N

Mk
t < O};\C/Ikﬁk conk=0,...,N
k

donde:

m uy, iy, Gk tk € R, con k = 0,...,N, corresponden a variables de decisién, con
U = WU

w7y, by, c}:, My 17,?, my, Myconk =0,...,Ny Eyin, Enax, Eo, T, y OMy son
pardmetros conocidos, donde se cumple que c;} > CE, 0<n < ng,mk <0, M >0
y OM; > 0.

Demostracién. Considerando el caso en que g(uy) = bitux + OMy|ug| y hs = 15 €l
problema de interés (3.2.1) queda dado por:

N
p* = méx (g — %) — bmprug — O My |ug|
k=0
sujeto a:
si Uy —r, >0
Ck = .
cp si u—1, <0
{17,? si u >0 (3.5.3)

conk=0,...,N

= conk=0,...,N
Tk e si u <0
up € u, conk=0,...,N
my < up < My, conk=0,...,N

k—1
EminSEO_TZﬂsungmaX/ conk=1,...,N
s=0

Similar al escenario 2, para evitar trabajar con el producto 7,1 se introduce el
cambio de variable il = 7,1y, el cual es un mapeo biyectivo. Con dicho cambio de
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variable el problema puede ser reescrito como:

N ~
< U k
* = max Ck < — rk> — byl — OM|—
P i ,;0 Mk Mk
sujeto a:
p Uy
c si “* —r. >0
= ﬁ Z" conk=0,...,N
o5 si ”—k—r <0
k
d . ~
si i, >0 (3.5.4)
Mk = T ~k_ conk=0,...,N
b si <0
i, e U, conk=0,...,N

n,fmkgﬁkgiy,ka, COl‘Ik:O,...,N

k—1
EminSEO_TZﬁSSEmax; conk=1,...,N
5=0

Luego, usando el Teorema de Adicién de Variables de Holgura en su versién
Maximizacién se agregan los vectores de variables de holgura ¢ = (Go, ..., ¢N) ¥
t = (to, ..., tn) donde:

ngCk<uk—1’k)—bkﬁk=(Ck—bk>ﬁk—ck1’k conk=0,...,N
Mk Mk

iy

tkffk(uk):—OZ\/Ik17 COl’IkZO,...,N
k

Utilizando el resultado de las restricciones sobre ¢ escritas en forma lineal del
escenario anterior se obtiene el siguiente problema de optimizacién equivalente:
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cn
k—bk>lx~lk—C?1’k COl’IkZO,...,N

™
=8
IA

—bk> ﬁk—c}zrk conk=0,...,N

|
<

< d k) Uy, —C?T’k si Ty = 0

}’§ conk=0,...,N
C

<k —bk> ﬁk—CET’k si re <0

akg;y,‘ij, conk=0,...,N
k

tkgfk(uk):—OMkﬂ COl’IkIO,...,N

13
(3.5.5)

Lo cual es un problema no lineal por la restricciéon sobre t;. Sin embargo notar
que la funcién fi (i) puede ser reescrita como

= Oﬂ - conk=0,...,N

Lo cual es una funcién lineal por tramos céncava, pues es continua en su punto
de inflexién y las pendientes son decrecientes. De esta forma es posible aplicar el
teorema 2.6.1, obteniendo el siguiente problema de optimizacién equivalente:
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N
* = max +t
q" = ma> k;:)é‘k k
sujeto a:
c
CkS(kc—bk)uk—ckrk conk=0,...,N
k
P
CkS %—bk ﬁk—Cka COl’lk:O,...,N
k
o _ N )
—d—bk i — 1k si re >0
Gk < 17{5 conk=0,...,N
c
kc—bk> ﬁk—Cka si e <0
k
nimkgﬁkgquk, conk=0,...,N
k-1
Emin <Ey—T iIs < Emax, conk=1,...,N
s=0
tkg—OAfkﬁk conk=0,...,N
Mk
f < OAC/Ikﬁk conk=0,...,N
Mk
(3.5.6)
O
3.5.1. Formulacién de Problema LP Equivalente en Forma Matricial

A continuacién se muestra el problema escrito de forma matricial, es decir:

Donde se considera:

<
I
~&~ Mmoo

max elv (3.5.7)
v
sujeto a: Av < q (3.5.8)
il Go to
= . oe= | t — ) (3.5.9)

IN
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El vector e estd dado por:
O(N+1)x1
e = 1(N+1)><1 (3510)

Iint1)xa

La matriz A y el vector q estdn dados por;

—diag {de - b} Inst On+1 —Cp Or
—diag {Cnc — b} IN+1 ON+1 - Or
b4 INt1 ON+1 P
—INt1 ON+1 ON+1 —m
A= Int1 ON+1 Ont1 o |, q= M ,
—F Onx(N+2) ONx(N+1) —amin
F Onx(N+2) Onx(nv+1) Amax
diag {OMg} On+1 Ins1 O(nt1)x1
| —diag {OM,} ON11 INt1 | | O(v+1)x1 |
(35.11)

donde diag{z}, ®, In4+1 y On41 corresponden a las definiciones introducidas pre-
viamente para la formulacién matricial del Escenario 1.

Por otro lado la matriz ¥ y el vector i toman distintos valores dependiendo el
valor de ry, tal como se muestra a continuacion:

¥ = —diag {chgjpc — b} (3.5.12)
= [—cpOr] (3.5.13)

Considerando los vectores:

nd|pc n|p
o
Cnd|pc = ’ Cr1|p =
nd|pc n|p
CN CN
donde:
n
Sk ; >0
d S1 e =
d|pc Mk
o P = p conk=0,...,N
c )
—’f: si e <0
up

o si re >0
np:{k conk=0,...,N

Cr si e <0
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Las demads matrices estan dadas por:
o cg bo
ch=| |, p=1|:1, b=1]:1, (3.5.14)
CI&, C% bN
cg./16 (b /75 ]
Cne = : , Cpd = : , (3.5.15)
/1S R /TN
cg/ 15 [0 /115 ]
Cnd = ’ Cpc = ’ (3516)
N/ R /115
dM .
770 0 Amax Amin
M= |, amx= , Amin= | (3.5.17)
nld\]MN amax Nx1 amm Nx1
1 0 - 0 c
11 -0 To™o
F = ) , m = : , r=|: (3.5.18)
, UISEDN, N
11 1] yun
OMg /15 OMo /78
OM. = : , OMy = : (3.5.19)
OMY, /1S, OMn /1%,
Y Amin, Amax €stdn dados por:
Amin = (EO - Emax)/T/ Amax = (EO - Emin)/T (3520)

La deduccién de esta forma matricial se muestra en el Anexo C



Capitulo 4

APLICACION: ESQUEMA MPC
EN PLANTAS FOTOVOLTAICAS
CON SISTEMA DE
ALMACENAMIENTO
ENERGETICO

4.1. Introduccion

Este capitulo presenta la aplicacion de los teoremas desarrollados en el capitulo
anterior al esquema MPC de interés.

En primer lugar, se introduce el esquema de Control Predictivo Basado en Mo-
delo (MPC) considerado en la literatura para la gestién 6ptima de carga y descarga
de baterfas en un sistema fotovoltaico con almacenamiento energético (PV+BESS)
con inyeccién de energia a la red [1], formulado originalmente como un problema
no lineal y posteriormente abordado mediante una formulacién MILP en [2]. Se
describen sus componentes principales, variables de decisién y restricciones, esta-
bleciendo el marco general sobre el cual se desarrollard el andlisis posterior.

Posteriormente, se distinguen tres escenarios de estudio. El primer escenario
corresponde al problema original de [1], es decir, PV+BESS con baterias ideales
en su formulacién lineal equivalente. El segundo escenario considera baterias no
ideales, extension propuesta en [2], que conduce a una formulacién MILP. El ter-
cer escenario incorpora, ademads, una penalizacién asociada a los ciclos de carga y
descarga del BESS.

Luego, al esquema MPC correspondiente a cada escenario se le aplican las re-
formulaciones necesarias para utilizar directamente los tres teoremas desarrollados
en el capitulo anterior, obteniendo en cada caso una formulacién LP equivalente.

45



CAP{TULO 4. APLICACION: ESQUEMA MPC EN PLANTAS FOTOVOLTAICAS CON SISTEMA DE
46 ALMACENAMIENTO ENERGETICO

Finalmente, se presentan los resultados de simulacién para cada escenario, com-
parando los tiempos de ejecucion y las soluciones obtenidas mediante los distintos
esquemas MPC considerados. Se analiza el impacto computacional de las formula-
ciones propuestas, validando que los problemas LP equivalentes permiten preser-
var la calidad de la soluciéon mientras reducen significativamente los tiempos de
resolucién frente a las formulaciones MILP.

4.2. Esquema MPC

En [1] se propone el siguiente esquema MPC para maximizar las ganancias
econémicas inyectando energia eléctrica a la red mediante un sistema fotovoltai-
co con sistema de almacenamiento de energfa en baterias (BESS, del inglés battery
energy storage system) en el mercado eléctrico espafiol, gestionando la potencia de
carga y descarga 6ptimo del BESS:

N
< - id
max %1 Efne T 1 & ek T(PEE —PiSh), (4.2.1)
Pk k=0
sujeto a: (4.2.2)
P . grid f
e st PRy —PE 20 492
Ctk = n ; Pgrid pref 0 ( ' 3)
Ctpp S kT Tk <
grid __ 5PV ES
Py = P+ P (4.2.4)
ES  _ pES ES
Eiir = B — TP (4.2.5)
ES ES ES
Pmin S Pt+k S Pmax/ (4.2.6)
ES ES ES
Enin < E%x < Eman (4.2.7)

Donde:

. Ptrfk corresponde a la potencia eléctrica constante por hora previamente com-
prometida a inyectar a la red eléctrica por el sistema PV+BESS en el instante
t+ k.

. Ptgfkd corresponde a la potencia eléctrica a ser inyectada a la red en el instante
t +k, la cual estd compuesta por 15}1\;( (potencia estimada que entregan los

paneles solares en el instante t + k) y PtEfk (potencia extraida desde el BESS en
el instante t + k).

= ¢;. es el valor econdmico asociado a una unidad de energia eléctrica. Dado el
funcionamiento del mercado eléctrico espariol, es una variable 16gica donde
n P
Ciak = Crpk
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= ;9% es el valor econémico asociado a una unidad de energia eléctrica alma-
cenada en el BESS al final del horizonte de prediccion N. EFS, ;| es la energia

almacenada en el BESS al final del horizonte de prediccién.

= T corresponde al periodo de muestreo.

» 27! € (0,1) es un nimero que permite incluir el aumento en la incertidumbre
de la predicci6n de la potencia entregada por los paneles fotovoltaicos P/, a
medida que se avanza en el horizonte de predicciéon.

El problema formulado en [1] presenta una estructura originalmente no lineal

grid
P t+k
Ptrifk, como se observa en (4.2.3). En dicho trabajo se propuso una reformulacién
lineal equivalente que permitia resolver el problema mediante programacién LP.

No obstante, esta reformulacién se presenté de manera constructiva, sin una de-
mostracion formal de equivalencia.

debido a la definicién dependiente del precio c; 4 en funcién del signo de

Una limitacién relevante de esta formulacién LP de [1] radica en que su es-
tructura depende de supuestos asociados a una baterfa ideal. En consecuencia, la
incorporacién de modelos mads realistas, como eficiencias diferenciadas de carga y
descarga no resulta directamente factible bajo su esquema.

En [2] se abord¢ esta limitacién mediante una reformulacién del problema co-
mo un modelo de optimizacién MILP, introduciendo variables de decisién auxilia-
res binarias y continuas que permiten modelar explicitamente la no linealidad del
BESS. Esta reformulacién no solo permitié extender el problema a escenarios mas
generales, sino que ademas valid6 la coherencia de la formulacién lineal propues-
ta en [1] bajo condiciones ideales. Sin embargo, la introduccion de la formulacién
MILP incrementa la complejidad computacional del problema, reflejdndose en ma-
yores tiempos de resolucion al utilizar solvers MILP.

En este contexto, resulta de interés analizar si la estructura légica introducida
en la formulacién MILP es esencial o si, bajo ciertas condiciones, puede eliminarse
mediante una reformulacién lineal equivalente. La aplicaciéon de los teoremas desa-
rrollados en el capitulo anterior permite precisamente abordar este tema, obtenien-
do formulaciones de LP que preservan la versatilidad del modelo MILP mientras
reducen los tiempos de ejecucion. Esto resulta particularmente relevante en esque-
mas MPC implementados en hardware, donde los requerimientos computaciona-
les impactan directamente en la factibilidad de operacién en tiempo real.



CAP{TULO 4. APLICACION: ESQUEMA MPC EN PLANTAS FOTOVOLTAICAS CON SISTEMA DE
48 ALMACENAMIENTO ENERGETICO

4.3. Aplicacion de los Teoremas Propuestos a esquemas
MPC

En lo que sigue de este capitulo, se utilizar4 la sigla SVLP (del inglés Slack Varia-
ble Linear Programming) para hacer referencia a las formulaciones LP equivalentes
obtenidas mediante la aplicacién de los teoremas desarrollados en el capitulo ante-
rior. Dependiendo del escenario considerado, estas formulaciones corresponderan
a la aplicacién del Teorema 3.3.1,3.4.1 0 3.5.1.

4.3.1. Escenario 1: Bateria ideal

El esquema MPC corresponde al planteado por [1], dado por (4.2.1)- (4.2.7), se
reescribird este problema de optimizacién de forma que el Teorema 3.3.1 propuesto
y demostrado en este trabajo sea directamente aplicable.

Para lograr lo anterior se proponen los siguientes pasos:

1. Eliminar ecuacién (4.2.4) por sustitucion en funcién de costo y en umbrales
de variable l6gica c;

ES
t+k+

almacenada en el BESS al inicio del horizonte de predicciéon EFS y secuencia
de potencias extraidas del BESS (PtES, ceey Ptlisk )

2. Eliminar ecuacién recursiva (4.2.5) reescribiendo E , en funcién a la energia

3. Utilizar cambio de variable adecuado en variable l6gica.

Paso 1:

ey s .. cp . id
Al sustituir (4.2.4) en la funcién de costo para sustituir la variable Ptgfk y reor-
denando términos se tiene que la funcién de costo puede reescribirse como:

N
F(PF, .. PEN) = 9% Efpna T Y o Fe TP =P — PEYD) (43.0)
k=0

De forma anéloga, la regla l16gica sobre ;. (4.2.3) puede reescribirse como:

t+k t+k t+k t+k (432)

M si PES _[Pref _ pPV] <0

CP si pES _[pref o pPV] >0
Ctik =
t+k

t+k t+k t+k
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Por lo que el esquema MPC puede reescribirse como:

N
rlr}ax C??&-CN+1EE—EN+1 +) lx_kctJrkT(PtEfk [Ptrifk PEYD), (4.3.3)
t+k k=0
sujeto a:
P : ES f PV
Gy = {Ct+k st P =[Py — Pt+k] 0 (4.3.4)
L : ES f _ PPV e
¢t st PR~ [P — P <0
Efepn = Et+k TP, (4.3.5)
Poin < Pk < Praw (4.3.6)
Egﬁn < Et+k < Exlisax (437)

Paso 2:

Por propiedad telescépica de la suma es claro que la restriccién (4.2.5) puede
ser reescrita como:

k—1
EfS =EP—T)Y PF, (4.3.8)

Con lo que sustituyendo Ef?, | con el resultado anterior en la funcién de costo y
reagrupando términos se tiene que la funcién de costo puede ser reescrita como:

f(PFS,...,PESy) =

N EF+ Z{ “erk T(PES —[PrS — PPY]) — C?TNHTPFEk} (4.3.9)

Obteniendo que el esquema MPC puede ser reescrito como:

soc ES ref soc ES
max Criny1Er Z { “or ik T(PE =[Py — PEY)) — 6554 TP t+k} ,
t+k

(4.3.10)
sujeto a:
p : ES f PV
Crop = {Ct+k si P — [Py — Pt+k] (4.3.11)
+k — . S £ O,
st P[P — PN <0
Pron < PR < PE‘EX, (4.3.12)

EE <EFS_T Z ES < EES (4.3.13)

min max
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Paso 3:

Finalmente, considerando el cambio de variable:

—kT.P : ES ref PPV
SVLP _ kpe ) Tep st P— [P — Pyl =20 (4.3.14)
ko t+k — —kTn : ES _ [pref _ PPV o
o Tel, st Pp— [P — Py] <0

El esquema MPC puede reescribirse como:

N
. ES SVLP [ pES f APV ES
max N B+ ) {Ct+k (P =[Pk — Pvl) — C?iCNHTPHk} , (43.15)
t+k k=0
sujeto a:
kP . ES f PPV

syp o Tepy  sio P[P — Pl =0

& G Sl o [PiSy — Pyl <
PE < PE, < PE, (4.3.17)

min

(4.3.18)

min max

k-1

Emn <EFP-TY PR <ER
s=0

Siendo el teorema 3.3.1 propuesto en este trabajo directamente aplicable.

4.3.2. Escenario 2: Bateria no ideal

El esquema MPC planteado por [1], dado por (4.2.1)- (4.2.7) puede ser extendi-
do considerando un BESS no ideal, incluyendo la eficiencia de carga y descarga de
la baterfa.

La eficiencia se incluye considerando la segunda variable l6gica:

_ ’7?+k si PtEfk >0 43.19
M+k = . . ES (4.3.19)
Mo st P <0

Con lo que el esquema MPC extendido corresponderia a:
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N
. _ id o
I};IEaSX C?iCN+1EEEN+1+ Z 14 kct-i-kT(Ptg_ik _Ptifk)’ (4320)
t+k k=0
sujeto a: (4.3.21)
[ s PR -PEL>0
cik =19 " . o (4.3.22)
Che st Py — P <0
d : ES
Ui si P> >0
ek = { S (4.3.23)
M St P <0
P = PP + S, (4.3.24)
Effei = Efoe — Tk P (4.3.25)
Prin < PEY < P, (4.3.26)
EES, <EF <EE, (4.3.27)

En este escenario se reescribird el problema de optimizacién de forma que el
Teorema 3.4.1 propuesto y demostrado en este trabajo sea directamente aplicable.

Para lograr lo anterior se proponen los siguientes pasos:

1. Eliminar ecuacién (4.3.24) por sustituciéon en funcién de costo y en umbrales
de variable 16gica ¢ (idéntico a paso 1 en subseccion 4.3.1)

2. Eliminar ecuacion recursiva (4.3.25) reescribiendo Effk n

almacenada en el BESS al inicio del horizonte de prediccién EFS, secuencia de
potencias extraidas del BESS (Pf5, ..., PtEfk ) y secuencia de eficiencias de car-

ga o descarga (17¢, . .., Mr+k)

jen funcién a la energia

3. Utilizar cambio de variable adecuado .

Paso 1:

Ya que la sustitucién es la misma que se muestra en el Paso 1 de subsecciéon
4.3.1, es claro que se obtiene el siguiente esquema MPC equivalente:
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S f
rgax N BN+ ) o ek T(PE — [PiS — PPV, (4.3.28)
t+k k=0
sujeto a:
P . S f
et st P[P - PEN] >0 (4329)
CET e s pES _[pref _pPV] g "
t+k t+k— Utk T Ptk
d : ES
n si P2 >0
Mok = { A (4.3.30)
T st PR <0
Et+k+1 Et+k T’7t+kpf+k, (4.3.31)
Piin < PEY < Pras, (4.3.32)
Emin < Eftk < Emax (4.3.33)
Paso 2:

Anélogo al paso 2 del primer esquema MPC analizado, por propiedad telescépi-
ca de la suma es claro que la restriccion (4.3.25) puede ser reescrita como:

k-1
Ef  =EP —T)Y PR, (4.3.34)
5=0

Con lo que reemplazando Ef?,; en la funcién de costo con el resultado an-
terior y reagrupando términos se tiene que la funcién de costo puede ser reescrita
como:

f(PES, ..., PESy) =

C?iCN+1EES+Z{ “er i T(PES— [Pt — Pt+k]>_C??rCN+lT’7t+thE+sk} (4.3.35)
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Con lo que el esquema MPC puede ser reescrito como:

N
< soc ES —k ES ref HPV sSocC ES
I?E%X cryn1 B+ Z {oc ek T (P — [Pt+k — Pryl) — Ct+N+1T’7t+th+k} ’
t+k k=0

(4.3.36)
sujeto a:
P . ES f _ PPV
Crop = {Ct+k si P —[PY— Pl =0 (43.37)
+K — . S £ APV 0.
e si P[P — PR <0
d . ES
i st PR=0 43,38
ﬂi’-‘rk - c . ES ( . )
Mg st Py <0
PES, < PES, < PES, (4.3.39)
k-1
EES <EF—TY n PR <EE (4.3.40)
s=0
Paso 3:
Para finalizar, considerando el cambio de variable:
—kgP . ES f _ APV
C?VIIFP = “_kTCtJrk - {IX o » o [Ptrik B PHk] =Y (4.3.41)
+ —k : ES f _ pPV -2
o Tefly  si P — [P — PLAI <0

El esquema MPC puede reescribirse como:

N
£ SoC ES SVLP  pES ref PPV S0C ES
IIT}E%X crint1EiT+ Z {Ct+k (P2 [Pk — Pil) — Ct+N+1T’7t+th+k} ’
t+k k=0

(4.3.42)
sujeto a:
(SVLP _ {"‘kTC};k si. P —[Pl —PPY] >0 (43.43)
t+k _ . A 0.
a Tep, si P[P - PRY] <0
d : ES
si P >0
Pk = ek S ek = (4.3.44)
T st P <0
PES < PP, < PES, (4.3.45)
k-1
EES <EFS—TY noPES, < EES, (4.3.46)
s=0

Siendo el teorema 3.4.1 propuesto en este trabajo directamente aplicable.
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4.3.3. Escenario 3: Bateria no ideal y penalizacién a ciclos de carga y
descarga

Seguin [18] es posible agregar el término:

—OM | PE,|

a la funcién de costo para reducir la frecuencia de carga y descarga del BESS,
aumentando de esta forma la vida ttil de este, donde OM; x > 0 corresponde
al parametro asociado al costo de mantencién y mantenimiento por unidad de
energia consumida o extraida del BESS.

Anadiendo este término el esquema MPC del Escenario 2 se tiene el siguiente
esquema MPC no lineal:

N
4 — id
max HN1ErN 1+ ) & e T(PEL —PSh) — OMtJrk‘PtE—Ek ;o (43.47)
t+k k=0
sujeto a: (4.3.48)
p : grid ref
c si P — P >0
ek =14 k= (4.3.49)
Gy s PP <0
d : ES
si P >0
TS (4.3.50)
Tk 8L P <0
PEI = PEY + PES,, (4351)
Effen = Efe — TnekPE (4.3.52)
Pron < Ptk < Prax (4.3.53)
Eron < Efop < Emoo (4.3.54)

Notar que el Teorema 3.5.1 propuesto y demostrado en este trabajo atin no es
directamente aplicable.

Para lograr que el teorema sea aplicable, basta reescribir el problema como el
esquema MPC equivalente donde el Teorema 3.4.1 era aplicable pero ahora consi-

derando los términos extra OM; | PtEfk , es decir:
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N
£ soc ES SVLP [ pES ref HPV soc ES ES
I?E%X cion+1E+ Z {Ct+k (Pt+k_ [Pt+k - Pt+k]) = CioN1 TPy — OMt+k‘Pt+k‘ } ’
t+k k=0

(4.3.55)
sujeto a:
—k P - ES f _ PPV
(SVIP T L lfwk] >0 (43.56)
T ety s PRI - PRY) <0
d - ES
i st P =0 (43.57)
]7t+k - c i PES < O D
My 8 t+k
Prin < PR < Py, (4.3.58)
k-1
ERS < EFS—TY 5 sPES < EES, (4.3.59)
s=0

4.4. Resultados de Simulacion

Con el fin de mostrar el impacto de los teoremas propuestos se comparard me-
diante simulaciones los esquemas MPC propuestos en los 3 escenarios anteriores,
comparando con el esquema MPC propuesto en [1] y al esquema MILP propuesto
en [2] segtn corresponda.

Para la comparacién de los esquemas MPC se obtendran estadisticas del tiempo
de ejecucion y se validard que se llegue al mismo resultado en todos los esquemas.

Entre los resultados esperados de las simulaciones se considera lo siguiente:

= En escenario 1 (bateria ideal) se espera un tiempo de ejecuciéon superior en
esquema MPC-MILP propuesto en [2]. Tiempos comparables entre el esque-
ma original propuesto en [1] y el propuesto en este trabajo, dado que ambos
son problemas LP con ntimero similar de variables de decisién.

= En escenario 2 (bateria no ideal) se espera un tiempo de ejecucién inferior en
el esquema propuesto en este trabajo pues se resolverd un problema LP vs
el problema MILP a resolver con el esquema propuesto en [2]. El esquema
LP propuesto en [1] no aplica para este escenario pues no permite considerar
eficiencia de baterfa.

= En el escenario 3 (bateria no ideal y penalizacién a ciclos de carga y descarga)
se esperan los mismos resultados con respecto a los tiempos de ejecucién que
en el escenario 2. El esquema LP propuesto en [1] tampoco aplica para este
escenario.
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Con respecto a la implementacién de los esquemas MPC se aclara lo siguiente:

La implementacion es realizada en MATLAB R2019b [29] en conjunto con la
toolbox de optimizacién CPLEX [30] de IBM.

= Todos los problemas LP son resueltos con el solver cplexlp y los problemas
MILP son resueltos con el solver cplexmilp de la toolbox CPLEX.

= Los tiempos de ejecucion son medidos usando las funciones tic-toc de MATLAB

= Para cada esquema MPC de cada escenario se consideraron 165 iteraciones
del esquema MPC.

» Todas las simulaciones fueron realizadas en un computador portatil MSI Mo-
dern 14 B5M, equipado con un procesador AMD Ryzen 5 5500U a 2.10 GHz,
8 GB de memoria RAM, y sistema operativo Windows 10 Home (64 bits).

Otros aspectos importantes con respecto a la implementacion

= La toolbox de optimizacién CPLEX se obtuvo descargando el software IBM
CPLEX Optimization Studio IDE 12.10.0.

= Segtin el reporte de compatibilidad de IBM [31], IBM ILOG CPLEX Optimiza-
tion Studio 12.10.0 es compatible con MATLAB R2019b. En el caso de querer
replicar debe tener cuidado con la version de ambos software.

4.4.1. Escenario 1: Bateria ideal

En la figura 4.1 se muestra el diagrama del esquema MPC para este escenario.
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Figura 4.1: Esquema MPC escenario 1, bateria ideal.

Los pardmetros y entradas del esquema MPC se muestran en el cuadro 4.1,
mientras en la figura 4.3 se muestran los resultados de haber aplicado los 3 esque-
mas MPC (LP propuesto en [1], MILP propuesto en [2] y SVLP propuesto en este
trabajo) con fines comparativos.

Con respecto a la eleccién de pardmetros, se escogen buscando ser consistente
con los presentados en [2], sin embargo se consideran 2 diferencias, siendo una de
ellas un valor inicial de energia en el BESS de un 50 % de la capacidad, con una
capacidad de 48 kWh y por ultimo distintos umbrales de carga y descarga en el
BESS, siendo estos un 90 y un 20 % de la capacidad respecticamente pues tanto una
alta o baja carga en un BESS tiene un impacto negativo en la vida ttil de este [32].

Con respecto a los resultados obtenidos, se valida que los 3 esquemas son equi-
valentes, llegando a las mismas acciones de control 6ptimas, el mismo valor de
funcién de costo y la misma cantidad de energia almacenada en el BESS durante
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cada instante de la simulacion.

Cuadro 4.1: Pardmetros de control MPC y del sistema PV+BESS en escenario 1

ES
EO

0,5-48 kWh
60
4 minutos
—500 kW
500 kW
0,2-48 kWh
0,9 - 48 kWh
1/0,999
N+
Ver figura 4.2a
Ver figura 4.2a
Ver figura 4.2b
Ver figura 4.2c
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Figura 4.2: Inputs del MPC en el Escenario 1. (a) Costo por unidad de energia in-
yectada a la red. (b) Potencia comprometida a inyectar a la red Py(t). (c) Potencia
generada por sistema de paneles fotovoltaicos.
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Figura 4.3: Resultados por cada Esquema MPC en el Escenario 1, bateria ideal. (a)
Potencia extraida del BESS. (b) Funcién de costo evaluada. (c) Energia almacenada

en el BESS.

Con respecto a los tiempos de ejecucion de los 3 esquemas MPC para este esce-
nario, en la figura 4.4 se muestra el diagrama de cajas (boxplot) para cada esquema.
En la tabla 4.2 se muestran las estadisticas de tiempo de ejecuciéon para cada esque-
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Figura 4.4: Boxplot de tiempos de ejecucién para esquemas MPC-LP, MPC-MILP y
MPC-SVLP para el escenario 1 (baterfa ideal).

Cuadro 4.2: Estadisticas de tiempo de resolucién en Escenario 1 (s).

Esquema MPC ‘ Media ‘ Mediana ‘ Desviacion Estandar

MPC-LP 0.003083 | 0.002427 0.004336
MPC-MILP | 0.042825 | 0.042361 0.003665
MPC-SVLP | 0.002900 | 0.002810 0.000672

En la figura 4.4 se observa una diferencia marcada entre la formulacién MPC-
MILP y las formulaciones LP. Mientras que MPC-MILP presenta tiempos de ejecu-
cién centrados en torno a 0.04 s, las formulaciones MPC-LP y MPC-SVLP se con-
centran en valores cercanos a 0.003 s, evidenciando una reduccién cercana a un
orden de magnitud.

Cabe destacar que el boxplot muestra una mayor dispersion relativa en la for-
mulacién MPC-LP respecto a MPC-SVLP, lo cual es consistente con los valores de
desviacién estandar presentados en el Cuadro 4.2. En particular, MPC-SVLP exhi-
be menor variabilidad en los tiempos de resolucién, indicando un comportamiento
computacional més estable.

4.4.2. Escenario 2: Bateria no ideal.

En la figura 4.5 se muestra el diagrama del esquema MPC para este escenario.
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Figura 4.5: Esquema MPC escenario 2, bateria no ideal.

Los pardmetros y entradas del esquema MPC se muestran en el cuadro 4.3,
mientras en la figura 4.6 se muestran los resultados de haber aplicado los 2 esque-
mas MPC admisibles, MILP propuesto en [2] y SVLP propuesto en este trabajo) con
fines comparativos.

Con respecto a la elecciéon de pardmetros se hace con el mismo criterio que en el
escenario anterior, se escogen buscando ser consistente con los presentados en [2],
considerando ahora ademas las eficiencias de carga y descarga.

Con respecto a los resultados obtenidos, se valida que los 2 esquemas MPC
admisibles son equivalentes, llegando a las mismas acciones de control 6ptimas, el
mismo valor de funcién de costo y la misma cantidad de energia almacenada en el
BESS durante cada instante de la simulacion.
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Cuadro 4.3: Pardmetros de control MPC y del sistema PV+BESS en escenario 2

EES
N
T

PES

min

PES

max
ES
E min

ES
Emax

SOC
CriN+1

0,5-48 kWh
60
4 minutos
—500 kW
500 kW
0,2 -48 kWh
0,9 - 48 kWh
1/0,999
N+
Ver figura 4.2a
Ver figura 4.2a
Ver figura 4.2b
Ver figura 4.2c
0,89
1/0,89
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Potencia (kW)

(€)

Costo

(kWh)

Energia

Escenario 2: Potencia extraida de BESS RES
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Figura 4.6: Resultados por cada Esquema MPC en el Escenario 2, baterfa no ideal.
(a) Potencia extraida del BESS. (b) Funcién de costo evaluada. (c) Energia almace-
nada en el BESS.

Con respecto a los tiempos de ejecucion de los 2 esquemas MPC para este es-

cenario, en la figura 4.7 se muestra el diagrama boxplot para cada esquema. En la
tabla 4.4 se muestran las estadisticas de tiempo de ejecuciéon para cada esquema.
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Figura 4.7: Boxplot de tiempos de ejecuciéon para esquemas MPC-MILP y MPC-
SVLP para el escenario 2 (bateria no ideal).

Cuadro 4.4: Estadisticas de tiempo de resolucién en Escenario 2 (s).

Esquema MPC | Media | Mediana | Desviaci6n Estindar
MPC-MILP 0.049764 | 0.049698 0.002317
MPC-SVLP 0.003357 | 0.003204 0.000884

En la Figura 4.7 se observa nuevamente una diferencia marcada entre la for-
mulacién MPC-MILP y MPC-SVLP. Mientras que MPC-MILP presenta tiempos de
ejecucion centrados en torno a 0.05 s, la formulacion MPC-SVLP se concentra en
valores cercanos a 0.003 s, evidenciando una reduccién del orden de una magni-
tud.

Asimismo, el boxplot muestra una mayor dispersién en la formulacién MPC-
MILP respecto a MPC-SVLP, lo cual es consistente con los valores de desviaciéon
estdndar presentados en la tabla 4.4. En particular, MPC-SVLP exhibe menor varia-
bilidad en los tiempos de resolucién, indicando un comportamiento computacional
mas estable en este escenario.

4.4.3. Escenario 3: Bateria no ideal y penalizaciéon a ciclos de carga y
descarga

En la figura 4.8 se muestra el diagrama del esquema MPC para este escenario.
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Figura 4.8: Esquema MPC escenario 3, bateria no ideal y penalizacién a ciclos de
carga y descarga.

Los pardmetros y entradas del esquema MPC se muestran en el cuadro 4.5,
mientras en la figura 4.9 se muestran los resultados de haber aplicado los 2 esque-
mas MPC admisibles, MILP basado en el propuesto en [2] y SVLP propuesto en
este trabajo con fines comparativos. La formulacién MILP se muestra en el Anexo
A.

Con respecto a la elecciéon de pardmetros se hace con el mismo criterio que en
el escenario anterior, se escogen buscando ser consistente con los presentados en
[2] junto a las eficiencias de carga y descarga, y se agrega paramatro OM relacio-
nado a costos operacionales y de gestion. El valor numérico estd probablemente
sobreestimado y se escogi6 con fines demostrativos para apreciar su impacto en las
decisiones de control. Un valor realista debiese considerar el tener que cambiar el
BESS por el fin de su vida util, teniendo en cuenta el costo del BESS, costos logisti-
cos de transporte del mismo, servicio de instalacién y/o el costo de horas hombre
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de quienes instalan el sistema, entre otros, lo cual escapa de los alcances de este
trabajo.

Con respecto a los resultados obtenidos, al igual que en los casos anteriores, se
valida que los 2 esquemas MPC admisibles son equivalentes, llegando a las mis-
mas acciones de control 6ptimas, el mismo valor de funcién de costo y la misma
cantidad de energfa almacenada en el BESS durante cada instante de la simulacién.

Cuadro 4.5: Parametros de control MPC y del sistema PV+BESS en escenario 3

EE> | 05-48kWh

N 60

T 4 minutos
PES —500 kW
PES 500 kW
EES | 02-48kWh
EFS. 0,9 - 48 kWh

o 1/0,999

N1 CH N+

cP Ver figura 4.2a
Ver figura 4.2a
pref | Ver figura 4.2b
Ppy Ver figura 4.2c
ne 0,89
nd 1/0,89
OM 2,527
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Figura 4.9: Resultados por cada Esquema MPC en el Escenario 3, baterfa no ideal
y penalizacién a carga y descarga. (a) Potencia extraida del BESS. (b) Funcién de
costo evaluada. (c) Energia almacenada en el BESS.

Con respecto a los tiempos de ejecucion de los 2 esquemas MPC para este es-

cenario, en la figura 4.10 se muestra el diagrama boxplot para cada esquema. En la
tabla 4.6 se muestran las estadisticas de tiempo de ejecucion para cada esquema.
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Figura 4.10: Boxplot de tiempos de ejecucién para esquemas MPC-MILP y MPC-
SVLP para el escenario 3 (bateria no ideal).

Cuadro 4.6: Estadisticas de tiempo de resolucién en Escenario 3 (s).

Esquema MPC ‘ Media ‘ Mediana ‘ Desviacion Estandar
MPC-MILP | 0.048937 | 0.049089 0.002422

MPC-SVLP | 0.004480 | 0.004369 0.000948

En la Figura 4.10 se observa nuevamente una diferencia significativa entre la
formulacion MPC-MILP y MPC-SVLP. Mientras que MPC-MILP presenta tiempos
de ejecucién centrados en torno a 0.049 s, la formulacién MPC-SVLP se concentra
en valores cercanos a 0.004 s, evidenciando una reduccién cercana a un orden de
magnitud.

Asimismo, el boxplot muestra una mayor dispersién en la formulaciéon MPC-
MILP respecto a MPC-SVLP, lo cual es consistente con los valores de desviacién
estandar presentados en la Tabla 4.6. En particular, MPC-SVLP exhibe menor varia-
bilidad en los tiempos de resolucién, indicando un comportamiento computacional
mas estable en este escenario.

4.4.4. Comparacion Global de tiempos de ejecucion de Escenarios

En la tabla 4.7 se muestra el resumen de estadisticas de ejecucion de cada esque-
mas MPC mientras que en la tabla 4.8 se presenta el ntimero de variables decision
continuas y binarias.
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Cuadro 4.7: Resumen de tiempos de resolucién (media + desviaciéon estdndar) por

escenario (s).

Escenario | Esquema MPC Tiempo (s)

MPC-LP 0,003083 =+ 0,004336

Escenariol | MPC-MILP | 0,042825 + 0,003665
MPC-SVLP | 0,002900 + 0,000672

Escenario 2 MPC-MILP 0,049764 + 0,002317
MPC-SVLP | 0,003357 + 0,000884

Escenario 3 MPC-MILP | 0,048937 £ 0,002422
MPC-SVLP | 0,004480 + 0,000948

Cuadro 4.8: Numero de variables de decisién por escenario y esquema MPC.

Escenario | Esquema MPC | Variables Continuas | Variables Binarias
MPC-LP N+1=61 0
Escenariol | MPC-MILP 2(N+1) =122 (N+1) =61
MPC-SVLP 2(N+1) =122 0
Eecenarion | MEPC-MILP 3(N+1) =183 2(N+1) =122
MPC-SVLP 2(N+1) =122 0
Escenario 3 MPC-MILP 3(N+1) =183 2(N+1) =122
MPC-SVLP 3(N+1) =183 0

A partir de los resultados presentados en las Tablas 4.7 y 4.8, se observan dife-
rencias consistentes en el desempefio computacional de las formulaciones analiza-
das.

Acorde a lo esperado, las formulaciones lineales presentan tiempos de resolu-
cién significativamente menores que sus contrapartes MILP. En los Escenarios 1y
2 se observa una mejora cercana a un factor 15, mientras que en el Escenario 3 la
reduccién es del orden de 10 veces. En este tltimo caso, la diferencia relativa dis-
minuye debido a que la formulacién lineal incrementa su dimensién respecto al
Escenario 2, mientras que la estructura MILP se mantiene inalterada.

Un aspecto relevante es que en el Escenario 1 ambas formulaciones LP difieren
en un factor dos en el ntiimero de variables continuas; sin embargo, los tiempos
de ejecucion son del mismo orden de magnitud, e incluso ligeramente menores y
mas estables en la formulacién SVLP. Este comportamiento sugiere que la estruc-
tura particular del problema lineal tiene mayor incidencia en el desempefio que el
simple incremento en la dimensién en las variables continuas.

En conjunto, la evidencia experimental indica que la reformulacién propuesta
permite preservar un comportamiento computacional comparable al de un proble-
ma lineal puro.
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CONCLUSIONES

5.1. Conclusiones

En esta tesis se abord¢ el desafio de determinar si cierta clase de problemas de
programacion matemadtica que incorporan variables l6gicas dependientes de va-
riables continuas (habitualmente modelados como problemas MILP) admite una
reformulacién exacta como problemas LP.

El principal aporte del trabajo consiste en la formulacién y demostracion de
tres teoremas de equivalencia que caracterizan formalmente las condiciones ba-
jo las cuales dicha reformulacién es posible. Estos resultados permiten establecer
que, para los tres escenarios analizados, la complejidad combinatoria introduci-
da por las variables binarias no es estructuralmente esencial, pudiendo eliminarse
mediante una reformulacién lineal equivalente basada en el teorema de adicién de
variables de holgura y el teorema del hipégrafo de funciones lineales por tramos
céncavas.

Desde el punto de vista computacional, se obtuvo ademads la forma matricial
explicita de los problemas LP equivalentes, facilitando su implementacién directa
en herramientas de optimizacién estandar.

La utilidad practica de los resultados fue validada mediante su aplicacién a es-
quemas MPC para la gestién de carga y descarga en sistemas PV+BESS. Las simu-
laciones realizadas muestran que la reformulaciéon LP permite obtener soluciones
equivalentes a las formulaciones MILP tradicionales, logrando mejoras en el tiem-
po promedio de computo. Este resultado es particularmente relevante en contextos
MPC, donde el problema de optimizacién debe resolverse de manera repetida en
cada instante de muestreo.

En consecuencia, este trabajo aporta una caracterizacién estructural que per-
mite distinguir condiciones cudndo la formulacién MILP puede reemplazarse por
una formulacién LP computacionalmente maés eficiente.
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5.2. Trabajo futuro

A partir de los resultados obtenidos, se identifican diversas lineas de investiga-
cién futuras.

Por una parte, seria interesante extender los resultados obtenidos a clases mds
generales de problemas de programacién matemadtica con variables l6gicas depen-
dientes de variables continuas. En particular, resulta de interés identificar nuevas
estructuras que admitan reformulaciones exactas como problemas LP, asi como de-
terminar las condiciones bajo las cuales dichas equivalencias pueden demostrarse
formalmente.

Asimismo, podria estudiarse el caso en que g(uy) sea una funcién céncava no
lineal. En tal escenario, si bien la equivalencia exacta con un problema LP podria
no mantenerse sin aproximaciones, seria relevante cuantificar el compromiso entre
calidad de solucién y eficiencia computacional al utilizar aproximaciones lineales
por tramos y solvers LP en comparacién con métodos de optimizacién no lineal.

Por otra parte, se propone explorar la aplicaciéon de los teoremas desarrolla-
dos a esquemas MPC con horizontes mas largos o restricciones més exigentes en
términos de tiempo de cémputo, evaluando su impacto en implementaciones en
hardware o sistemas embebidos.



Anexo A

FORMULACION MATRICIAL
DEL PROBLEMA LP
EQUIVALENTE PARA EL
ESCENARIO 1

En este anexo se presenta la formulacion matricial del problema LP equivalente
obtenido para el Escenario 1. Esta representacién permite expresar el problema en
la forma estdndar de programacién lineal, facilitando su implementacién compu-
tacional.

El problema LP equivalente obtenido para el Escenario 1 corresponde a:

N
max k
u,g k;()(:
sujeto a: (A1)
Ck < (CE - bk)uk - Cgi’k conk=0,..., N
Gk < (C;g — bk)uk — C?T’k conk=0,..., N
u, € U, conk=0,..., N
my < up < My, conk=0,..., N
k—1

Emin <Eg—T ) ts < Emax, conk=1,...,N

s=0

donde uy, ¢x corresponden a las variables de decision y ry, cg, cp y by correspon-
den a pardmetros conocidos definidos previamente en el desarrollo del problema.
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74 ANEXO A. FORMULACION MATRICIAL DEL PROBLEMA LP EQUIVALENTE PARA EL ESCENARIO 1

Para obtener una formulacién matricial del problema, es decir,

max elv

%

sujeto a: Av < q,

se sigue el siguiente procedimiento:

1. Definir el vector de variables de decisiéon v y la funcién de costo como una
combinacién lineal del vector de variables de decision.

2. Expresar cada restriccion como una combinacién lineal del vector de varia-
bles de decision.

3. Agrupar todas las restricciones en una tnica expresién matricial del tipo
Av < q.
1) Definir el vector de variables de decisién v y la funcién de costo como

una combinacion lineal del vector de variables de decision

Definiendo el vector de variables de decisién como la concatenacién de las va-
riables de decisién del problema (A.1) se tiene:

v = [‘ﬂ (A.2)

con

Uuo Go
u= , £: . ,

N ¢N

Con lo que la funcién de costo de (A.1) puede ser reescrita como:

+1)x1

y O(N+1)x1 ’
a(v) = ckz{ } v
k; v

Por lo que el vector de coeficientes para escribir la funcién de costo como com-
binacién lineal de v corresponde a:
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2) Expresar cada restriccion como una combinacién lineal del vector de
variables de decision

= La primera restriccién sobre ¢y en (A.1) dada por:

& < (f —b)ux—cfre  conk=0,...,N
Puede ser reescrita como
—(¥ = bug + & < —cPry conk=0,...,N
[—diag {cp —b} Ini1] [Z] < [—epOr1] (A.3)

Donde diag {x} denota a la matriz diagonal construida a partir del vector

x, In41 corresponde a la matriz identidad de dimensiéon (N + 1) x (N + 1),

(N+1)x(N + 1)otrepresentael productoelementoaelemento,c, = [cf ... K] T yr =

[7’0 e TN]T
= La segunda restriccién sobre ¢; en (A.1) dada por:

Ck < (cp —br)ug — cpre conk=0,...,N

Puede ser reescrita como
—(P—b)ug+ & < =y conk=0,...,N

[—diag {cn —b} Tyi1] [ﬂ < [~ O1] (A4)

Donde ¢y = [c]...c%]T

» La restriccion referente a las cotas de u en (A.1) corresponde a:

mkgukng COI’IkZO,...,N (A5)

Puede separarse en dos inecuaciones:
U > my conk=0,...,N (A.6)
ue < My conk=0,...,N (A7)
Donde (A.6) puede ser reescrita como:

—up < —my conk=0,...,N

[—IN+1 O] [z] <-m (A.8)
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donde m = [my...my]"
Luego (A.7) puede expresarse como:

up < Mg conk=0,...,N

(v O] {‘5‘] <M (A9)

donde 0y corresponde a la matriz de ceros de dimensién (N + 1) x (N + 1)
yM = [Mo...MN]T

Posteriormente, uniendo (A.8) y (A.9) se obtiene la siguiente restriccién ma-

tricial: . 0
NI w10
= Finalmente la restriccion:
Emin < Ep — Tki Us < Emax, conk=1,...,N (A.11)
s=0
Puede separarse en dos inecuaciones:
k=1

Eo—T)Y s <Emax conk=1,...,N (A.12)
s=0
k—1

EO—TZuSZEmin conk=1,...,N (A.13)
s=0

Donde (A.12) puede ser reescrita como:

k=1

Ey—E

—Zusﬁw:amm conk=1,...,N
5=0 T

y (A.13) puede ser expresada de la siguiente manera:

= Eo — Emi
Zusgw:amax conk=1,...,N
s=0 T
Por lo que uniendo ambas restricciones se obtiene la siguiente restriccién ma-
tricial:
|:_F 0N><(N+2):| |:u:| S |:_amin:| (A14)
F Oy (N+2) 3 Amax
con
10 - 0 ; o
1 1 0 max min
F=|. . X . ;  Admax — ;  Amin —
11 .. 1 Amax | N1 Amin | N,q

NxN
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3) Agrupar todas las restricciones en una tnica expresion matricial del
tipo Av < q

Al agrupar todas las restricciones matriciales, es decir (A.3), (A4), (A.10) y
(A.14), se tiene que la matriz A y el vector q estan dados por;

[—diag {c, — b} Ini1 [—cp O]
—diag {cn — b} Int1 - OT
—Int1 ON+1 —m
A= , = , Al5
Int1 ON-+1 ! M (A.15)
—F Onx(N+2) —amin
L F Onx(N+2). L Amax |
Donde: i
<o ch bo
&= 1:1, p=1:1, b=|:|, (A.16)
N e bn
Mo Amax Amin
M= | '], amx=]": , Amin= | , (A.17)
Mn Amax Nx1 Amin Nx1
10 - 0 . .
11 --- 0 0 0
F=1. . . . , o m=| |, r=|!], (A.18)
11 - 1,y my N

Y @min, Amax €stan dados por:

Amin = (EO - Emax)/T/ Amax = (EO - Emin)/T (A19)



Anexo B

FORMULACION MATRICIAL
DEL PROBLEMA LP
EQUIVALENTE PARA EL
ESCENARIO 2

En este anexo se presenta la formulacion matricial del problema LP equivalente
asociado al Escenario 2.

El problema LP equivalente correspondiente puede escribirse como:

N
7" = mix Y&

e k=0
sujeto a: (B.1)
Cl’l
Cr < <kc—bk> i — CiTk conk=0,..., N
Mk
CP
Ckg %—bk ﬁk—Cka conk=0,..., N
Mk
Cn
%—bk ﬁk—C}{lT’k si I”kZO
k _
Gk < P conk=0,..., N
iic_bk ﬁk—cgrk si 7’k<0
Mk

memy < i < 17,‘3Mk, conk=0,..., N

k—1
Emin <Eg—T E ils < Emax, conk=1,..., N
s=0
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donde ik, i corresponden a las variables de decisién y 7y, CE, b ey 17;3
corresponden a pardmetros conocidos definidos previamente en el desarrollo del
problema.

Para obtener una formulacién matricial del problema, es decir,

max elv

%

sujeto a: Av < q,

se sigue el mismo procedimiento que en el Anexo A:

1. Definir el vector de variables de decisién v y la funcién de costo como una
combinacioén lineal del vector de variables de decision.

2. Expresar cada restricciéon como una combinacién lineal del vector de varia-
bles de decision.

3. Agrupar todas las restricciones en una tnica expresiéon matricial del tipo
Av < q.

1) Definir el vector de variables de decision v y la funcién de costo como
una combinacidn lineal del vector de variables de decision

El vector de variables de decisién se define de forma andloga a lo presentado
en el Anexo A, es decir,

. o o

it N

V:|::|, a=:]1, E=| 1|, (B.2)
N ¢N

Ademas, considerando que la funcién de costo coincide con la del Escenario 1,

el vector de coeficientes para reescribir esta funcién como combinacién lineal del
vector de variables de decisién corresponde a:

o — [O(Nﬂ)xl] (B.3)
Tint1yxa

tal como se presenta en el Anexo A
2) Expresar cada restriccion como una combinacion lineal del vector de
variables de decision

» La primera restriccién sobre §i en (B.1) dada por:

n
CkS(ic;fc—bk)ﬁk—c}(‘rk conk=0,...,N
k
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Puede ser reescrita como

CI'l
—(kc—bk>ﬁk+§k§—C2rk conk=0,...
Mk
. il
[—diag {c¢nc — b} Iny1] [5] < [—enO1]
respetando la notacién del Anexo A y considerando ¢ne = [} /7§
= La segunda restriccion sobre ¢y en (B.1) dada por:
CP
@kg %—bk ﬁk—cfrk COl’lk:O,...,N
up
Es analoga a la anterior, por lo que puede ser reescrita como:
. i
[—diag {cpg —b} Iny1] ¢ < [—epO1]
donde cpq = [cf /7§ ... R /3T
= La tercera restriccion sobre ¢y en (B.1) corresponde a:
Cl’l
%—bk ﬁk—Cfgi’k si ry, >0
Ck < 17{; conk =0,
c
7kc — bk) Uy — Cgl’k si e <0
Mk
Luego, definiendo los vectores:
nglpc cglp
Cndlpe = | ¢ |/ Calp T |
Cr;[d\pc C111]|P
donde:
Cl’l
£ si >0
C;d\pc: 17}]; conk=0,...,N
c
7kc si e <0
Mk
cp si T >0
czlp: 1’; ) conk=0,...,N
. si re <0

,N

NNYA/N

(B.4)

]T

(B.5)
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la restriccion puede reescribirse como:

Gk < (C;{ldlpc — bk> iy — czlprk conk=0,...,N

lo cual es anélogo a la restriccion anterior, por lo que puede reescribirse como:

{—diag {cndjpe — b} INH] [ﬂ < [—ep@r] =y
b4

(B.6)

= La restriccion referente a las cotas de i; en (B.1) corresponde a:

nim < i <My conk=0,...,N

la cual es andloga a la restriccion (A.5) analizada en el Anexo A, por lo que
puede escribirse de forma matricial como se muestra a continuaciéon

—INt1 0N+1] [ﬁ] < [—m] B.7
[ Inyi Oyt (€] © | M (B.7)
donde m = [§my ... n5mn]T y M = [p$My ... 78 MN]T

s Finalmente la restriccion:

k—1
EminSEO_TZﬁngmax, COHkZl,...,N
5=0

Es andloga a la restriccién (A.11) analizada en el Anexo A, por lo que puede
ser escrita matricialmente como:

—F 0N><(N+2)] [ﬁ} |:_amin:|
< B.8
[ F Onenio)] L€] 7 | amax (B8)
Con F, amax ¥ amin definidos en el Anexo A.
3) Agrupar todas las restricciones en una tnica expresion matricial del
tipo Av < q

Al agrupar todas las restricciones matriciales, es decir (B.4), (B.5), (B.6), (B.7) y
(B.8), se tiene que la matriz A y el vector q estdn dados por;
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'—diag {de — b} IN+1 ]
—diag {cne — b} Ina1
b4 Int1
A= —Int1 Ont1 |,
Int1 OnN+1
—F 0N (N+2)
L F Onx(N+2)]

—cp®r
—Ch OTF

¥
—m

M

—amin

amax

(B.9)

Donde la matriz ¥ y el vector ¢ toman distintos valores dependiendo el valor de

7, tal como se muestra a continuacion:

¥ = —diag {cgipc — b}

Y= [—Cqp O]

Considerando los vectores:

nd|pc n|p
o o
Cr1d|pc = ’ Cr1|p =
nd|pc n|p
N N
donde:
cp .
- si re >0
nd|pc Mk o
Cp = p conk=0,...,N
c .
—’f: si re <0
up
cp si re >0
CI,:‘p: 1’; ] conk=0,...,N
e si re <0
Las demads matrices estan dadas por:
cB ch bo
=i, =i, b=l
n P
Cn/ c 'CP/ 1
o/ Mo 0/ Mo
Cne = ’ de - ’
n c P d
N/ Len/ 1T
n d r P C ]
o/ 1o co /15
Cnd = ’ Cpc = ’
n d P c
N/ 1N LeN/ 1T

(B.10)
(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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WgMO Amax Amin

M=| © |, amax=| ! , Amin= | , (B.15)
My Amax] N1 Amin] Ny
10 - 0 .
11 --- 0 Moo 1o

F=|. . . . , m=| : |, r=|:], (B.16)
Do oo . "
11 - 1y

Y Amin, Amax €stan dados por:

Amin = (EO - Emax)/T/ Amax = (EO - Emin)/T (B17)



Anexo C

FORMULACION MATRICIAL
DEL PROBLEMA LP
EQUIVALENTE PARA EL
ESCENARIO 3

En este anexo se presenta la formulacion matricial del problema LP equivalente
asociado al Escenario 3.

El problema LP equivalente correspondiente puede escribirse como:

* )
9" = mix kgoék + ty
sujeto a: (C.1)
Cr < <Ckc—bk> il — Cprk conk=0,..., N
Mk
CP
gkg %—bk ﬁk—cfrk conk=0,..., N
Mk
Cn
Uiﬁ_bk ﬁk—C;{lT’k si T’kzo
Cr < Il§ conk=0,..., N
c
i(c_bk ﬁk—c}:rk si Vk<0
Mk
n,ﬁmk S ﬁk S ﬂ,?Mk, conk=0,..., N
k—1
EminSEo—TEﬁs < Emax, conk=1,..., N
s=0

(C.2)
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tkg—OA(fkﬁk conk=0,...,N
P

te < OAC/Ik
Mk

iy conk=0,...,N

donde uy, Gk, tx corresponden a las variable de decisién y 7y, CE, s br, 17,3l y
OM corresponden a pardmetros conocidos definidos previamente en el desarrollo
del problema.

Para obtener una formulacién matricial del problema, es decir,

max elv

v

sujeto a: Av < q,

se sigue el siguiente procedimiento:

1. Definir el vector de variables de decisién v y la funcién de costo como una
combinacioén lineal del vector de variables de decision.

2. Expresar cada restriccién como una combinacién lineal del vector de varia-
bles de decision.

3. Agrupar todas las restricciones en una tnica expresiéon matricial del tipo
Av < q.

1) Definir el vector de variables de decisién v y la funcién de costo como
una combinacion lineal del vector de variables de decision

El vector de variables de decisién se define de forma andloga a lo presentado
en el Anexo A y B, pero ahora afiadiendo el vector t asociado a las nuevas variables
de decision, es decir,

i ilp %o to
v=lel, a=|:|, e=|:|, t=]: (C3)
t in gN 5%

Con lo anterior la funcién de costo de (C.1) puede ser reescrita como:

T
O(N+1)x1

N
qv) =Y T+t = [Lnsnxa| Vv
k=0 1int1)xa
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Por lo que el vector de coeficientes para escribir la funcién de costo como com-
binacién lineal de v corresponde a:

2) Expresar cada restriccion como una combinacién lineal del vector de
variables de decisidon

= Las 3 restricciones sobre ¢ en (C.1), es decir,

Cn
§k§<17kc—bk>ﬁk—c2rk conk=0,...,N
k
P
¢k < Ufg—bk iy —cire  conk=0,...,N
k
Cn
%—bk ﬁk—C?T’k si TkZO
Gk < ﬂé conk=0,...,N
c
<i7kc_bk) ﬁk—c}frk si e <0
k

Ya fueron analizadas en el Anexo B, obteniendo las restricciones matriciales
(B.4), (B.5) y (B.6) respectivamente. Para este escenario basta extender las ma-
trices para el nuevo set de variables de decisién ¢, es decir:

i
[—diag{cnc—b} IN+1 0N+1] E < [—CnQI'] (C4)
t
i
[—diag{cpd —b} IN+1 0N+1] |:£ S [—CPQI'] (C.5)
t
) i
[—dlag{cnd\pc—b} Ivit Ova] f¢| < [-qpor] =¢  (C6)
t

b d

» La restriccion referente a las cotas de iy en (C.1) corresponde a:

q,ﬁmkgﬁkgng;{ COl’lk:O,...,N
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la cual fue analizada en el Anexo B, obteniendo la restriccién matricial (B.7).
Al igual que en el punto anterior, para este escenario basta extender las ma-
trices para el nuevo set de variables de decision ¢, es decir:

i
_IN+1 ONJ,-] 0N+1:| 5 S |:_m:| (C7)
INt1 Ont1 Oni :

» La restriccién:
k—1
Emin < Eo— T )_ ils < Emax, conk=1,...,N
s=0

fue analizada en el Anexo B, obteniendo las restriccion matricial (B.8). Al
igual que los puntos anteriores, para este escenario basta extender las ma-
trices para el nuevo set de variables de decision ¢:

—F Onx(ni2) 0N><(N+1)} g < [—amm] (C.8)

amax

OAf" d+t <0 (C.9)
Mk

- O};\f" f+t <0 (C.10)
k

Por lo que estas pueden ser reescritas matricialmente como:

i
diag {OMg4} On41 IN+1] < [O(N—i-l)xl]
. C.11
—d1ag {OMC} On+1 IN+1 f - ( )

Definiendo los vectores columna OM. y OM4 como:

OMg /1§ OMo /7§
OM. = , oM, = :
OMY, /15, OMy /7%
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3) Agrupar todas las restricciones en una tnica expresion matricial del
tipo Av < q

Al agrupar todas las restricciones matriciales, es decir (C.4), (C.5), (C.6), (C.7),
(C.8) y (C.11), se tiene que la matriz A y el vector q estan dados por;

—diag {cpa —b}  Inyi ON+1 —¢pOr
—diag {cne — b} Inp ON+1 —Ch OT
Y Int1 ONn+1 P
—Int1 OnN+1 On+1 —m
A= INt1 OnN+1 Ont1 |, q= M /
—F Onx(n+2) Onx(N+1) —amin
F Onx(N+2) Onx(N+1) Amax
diag {OMd} On+1 Ini 0(N+1)><1
| —diag {OM,} ON+1 INy1 | | Oy |
(C.12)

Donde la matriz ¥ y el vector i toman distintos valores dependiendo el valor de
7k, tal como se muestra a continuacién:

¥ = —diag {chgjpc — b} (C.13)
= [—cp Or] (C.14)
Considerando los vectores:
nd|pc n|p
Co o
Cndpc = | : |+  Cap=
nd|pc n|p
CN CN
donde:
cp . S
- si re >0
czd‘pcz 171]; conk=0,...,N
Cy )
— si e <0
up
o si re >0
cZ‘p: 1’; ] conk=0,...,N
Cr si re <0

=], =i, b=|:], (€15)
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o/ 15 [ ch /13 7]
Cnc = ’ Cpd = 7 (C16)
N/ R /TN
co/ 13 (b /n5 T
Cd = : , Cpe = : , (C.17)
N/ R /15
4 M .
170 0 Amax Amin
M = ’ Amax = ’ Amin = , (C.18)
My Amax | N1 Amin | Ny
10 -0 .
1 1 - 0 oo 1o
F = , m = : , r— , (C.19)
[
11 1 yon INTIN 'N
OMg /15 OM, /78
OM. = : ., OMy = : ) (C.20)
OMY /1§, OMy /7%,

Y Amin, Amax estan dados por:

Amin = (EO - Emax)/T/ Amax = (EO - Emin)/T (C21)



Anexo D

REESCRITURA DEL PROBLEMA
DE INTERES EN EL ESCENARIO
3 COMO MILP

Considerando el problema de interés en el escenario 3, es decir, el problema de
optimizacién dado por:

N

4 _ ES ref pPV s0C ES ES

Ilr}lgx Ja=) ek T [Pt+k - (Pt—i-k - Pt—&-k)} = Crint1 T ek Py — OMigi )Pt+k’
t+k k=0

(D.1)
Sujeto a:
_Jately st PP =0
k= ke si PES —DPES <0 (D-2)
t+k trk — Ttk
d . pES
n si P >0
Mtk = 4 ¢ . tEJgk (D.3)
1 si P <0
Prin < Ptk < Prnax (D4)
k=1
Er]ilsm < EFS =T Z Nt+s PtEEs < EE%X (D5)
s=0

Para reescribirlo como un problema MILP se analizardn los términos
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8o (PES) = e T [PES, — (Pt — PFY) | (D.6)
g%+k (Pt+k> = N1 T ek PtEfk (D.7)
g?+k (Pt+k> = OM;4« ‘PtEfk‘ (D.8)

por separado.

1) Reescribiendo g}, (P,Efk>

Considerando que:

1 ES f
8t+k (Pt+k> =Cryk T [Pt+k (P{ik Pt+k>} (D.9)

y siendo consistente con el apéndice C de [2], es posible agregar la variable
binaria d;¢; € {0,1} tal que:

PR — (PR —PPY) 20 = dp=1 (D.10)

Donde, como PtEfk es acotada entonces la proposicién légica (D.10) puede ser

reescrita como las siguientes restricciones:

P > (PIIIEI?I’I (Ptrifk Pt+k)) (1= 6pk) + (Ptrfk Pt+k> (D.11)
PES, +e < (pggx - (P;fk p! +k) +e> Spak + (P{jfk p! +k) (D.12)

Ahora considerando la nueva variable auxiliar continua z; &

Ztyk = Otk [PtE—Ek - (Ptrifk Pt+k>] (D.13)

la cual puede ser representada mediante el siguiente conjunto de restricciones
lineales:



92 ANEXO D. REESCRITURA DEL PROBLEMA DE INTERES EN EL ESCENARIO 3 COMO MILP

Zk < Prisax ( Pt t+k>] Otrk (D.14)
Zppk = P i — ( Pt — t+k)} Ot+k (D.15)
Zt+k S t+k ( ref - t+k>} [Prlrim?n ( trifk Pt+k>] (1 - ‘5t+k) (D.16)
Zt+k 2 PE — ( Pl t+k>} |:Pr}§1?ax ( P — Pt+k)} (1—d11x) (D.17)
Conlo que g} m (Ptlik) puede reescribirse con las nuevas variables como:

—k.n ref
8}+k (Pt+kz5t+kfzt+k> = T( Ciik Ct+k) Zepk + o Tog g [Pt+k <Ptik Pt+k)}

(D.18)
= *T (ct Chik — Chk) Zevk "‘_kTC?+th+k (D.19)
a RN, (P{fk p! +k) (D.20)
2) Reescribiendo g7, , (PtEfk>
Considerando que:
ES _ ~80C T PES D.21
8o Pk Ctan+1 L ek ey (D.21)

y siendo consistente con el apéndice C de [2], es posible agregar la variable
binaria ;. € {0,1} en que:

PS>0 < Bri=1 (D.22)

Donde, como PtEfk es acotada entonces la proposicion légica (D.22) puede ser

reescrita como las siguientes restricciones:

Py > Prga (1= Brix) (D.23)
PES, e < (Pgix + e) Bk (D.24)

Ahora considerando la nueva variable auxiliar continua w;, &
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Wik = Pk - PtEfk (D.25)

la cual puede ser representada mediante el siguiente conjunto de restricciones
lineales:

Wk < PES Brix (D.26)
Wiy > PES Brik (D.27)
Wik < PEY = Pon (1= Brir) (D.28)
Wik > PP — P (1= Brix) (D.29)

Con lo que g? Tk (PES,) puede reescribirse con las nuevas variables como:

t+k

2 ES __ _soc d c soc C ES
8t+k (Pt+k/ Birks wt+k> =Ciyny T (’7t+k - ’7t+k> Wik + i N1 T iyp P (D-30)

3) Reescribiendo gf’+k (Pffk>

Considerando que:

8tk (PtEfk> = OM i ’PtEfk} = OM; sign (PtEJrSk> Pk (D.31)

Notar que no es necesario introducir nuevas variables binarias ni continuas ya

que la condicién para que la regla l6gica de g° 'k (Pffk) es la misma que la de

82 (PES,). Por lo anterior se puede usar By y wyx para reescribir g7, (PE,)
usando resultado de apéndice C de [2]

gf’+k (PtEfk, Btk wt+k> = 20M; Wik — OMt+kP£Ek (D.32)

4) Restriccion sobre J;, en respecto a f;

Al considerar las proposiciones légicas de ambas variables binarias:

bk =1 = PE — (Prsh = PFY) > 0 (D.33)
Brik=1<=P5 >0 (D.34)
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es claro que J;,, B+« no son independientes. Esto puede representarse por la
siguiente restriccion lineal:

(0% — Bros) (PSS — PRY) <0 (D.35)

5) Funcién de Costo equivalente

La funcién de costo considerando las nuevas variables binarias y continuas co-
rresponde a

N
I3 (Pt]isk, Ot ks Ztvks Baks wt+k> = Z ng <PtEfk, Ot ik Zt+k> - g%+k <P,ka, Btk wt+k>
k=1
(D.36)

3 ES
— 81k (PtJrk/ Btiks wt+k)

Donde considerando las expresiones obtenidas en (D.20), (D.30) y (D.32) se tie-
ne:

N
_ —k p n —k n SOC C ES
J5 = Z”‘ T (Ct+k - Ct+k> Zvk t [T ("‘ Cryk — Ct+N+1’7t+k) + OMt+k} Py
k=0

- <C?$N+1 T (’7td+k - Uf+k> + 20Mt+k> Wy ik (D.37)

N
—kn ref HPV
- o Tey <Pt+k - Pt+k>
k=0

Notar que la sumatoria de la derecha es independiente de las variables de deci-
sién, por lo que puede omitirse para fines de la formulacién del problema.

6) Formulacién MILP

Con lo anterior se obtiene la siguiente formulacién MILP:

N
< * —k P n —k n soc C ES
s ax Ji =3« T (et — clyr) 2 + [T (“ Chtk — Ct+N+1’7t+k) + OMtJrk] Py
PE2 Ok Zirk Bk Wik k=0

(D.38)

- (C?iCNH T <’7?+k - ’7tc+k> + 20Mt+k> Witk
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Sujeto a:
P > (Pr%?n <Ptrifk Pt+k)) (1—01k) + (Ptrifk pt+k)
(D.39)
P+k +e=< (pr}iix (Ptrfk t+k> + e) Orsk + ( trfk Pt+k)
(D.40)
Zeok < | Pl — (P = BFY) | Grsa (D.41)
Zepk = _P oin — ( Pt — t+k)_ Ottk (D.42)
zek < | P — ( P~ t+k> [Prlfl?n (Pffk Pt-i-k)} (1= d14x)
(D.43)
Zrk 2| P — ( Py — t+k> [Prlrglix (Ptrfk Pt—i—k)} (1 —d¢+k)
(D.44)
Pt+k > PES (1= Brsx) (D.45)
PES te< (Pfgx + e) Biik (D.46)
Wik < Py Brik (D.47)
Wik > ProBrik (D.48)
Weik < Pk — P (1 Brss) (D49)
Wik > PRy — Prax (1= Brsr) (D.50)
(O4k — Brri) <Ptr+fk Pt+k> <0 (D.51)
Siix € {0,1} (D.52)
Biwk € {0, 1} (D.53)
Emin < E°—T E Mews PSS < Epi (D.54)
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