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RESUMEN

El transporte 6ptimo ha sido tema de interés durante los dltimos anos [Villani, 2008] por
sus aplicaciones en gestién de operaciones y en procesamiento de imagenes. En particular,
en [Ekeland and Queyranne, 2015] se plantea un modelo de transporte éptimo para la ex-
traccién de un pozo minero a cielo abierto.

El objetivo de este trabajo es presentar un modelo similar al descrito anteriormente, pe-
ro agregando restricciones de capacidad de extraccién. Utilizando el esquema de dualidad
de [Pennanen and Perkkit, 2019] para problemas en el espacio de medidas de Radén, se con-
siguen condiciones de optimalidad para las soluciones, las cuales, generan un pozo. Numéri-
camente se consiguen resultados para la optimalidad del pozo en el problema discretizado

tanto para el problema irrestricto, como para el problema con la restriccién de capacidad.
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ABSTRACT

Optimal transport has been a topic of interest during the last few years [Villani, 2008]
due to its applications in operations management and image processing. In particular, in
[Ekeland and Queyranne, 2015] an optimal transport model for the extraction of an open-pit
is proposed.

The objective of this thesis is to present a model similar to the one described above, but
adding extraction capacity constraints. Using the duality scheme of [Pennanen and Perkkio,
2019] for problems in the Radon measure space, optimality conditions are obtained for the
solutions, which generate a pit. Numerically, results for the optimality of the pit in the
discretized problem are obtained for both the original problem and the problem with the

capacity constraint.
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INTRODUCCION

Transporte 6ptimo

La teoria de transporte 6ptimo empezo6 desarrollandose en Francia, de manos del matematico
Gaspard Monge (1746-1818), usando palabras informales: Un trabajador con su pala en la
mano tiene que mover una gran cantidad de arena en una construccion. El objetivo es mover
este material a una pila y generar una cierta forma definida (por ejemplo un castillo de arena
gigante). Naturalmente, el trabajador busca minimizar el esfuerzo y energia que implica
transportar toda esta arena de un lado hacia otro. En matematica, tanto a la forma de la
pila inicial, como la forma de la pila final se les puede asociar una medida de probabilidad

como la siguiente imagen.

K v
Figura 1. Transporte desde una medida g hacia v a través de ~.

Es entonces que el problema de transporte éptimo se plantea como la bisqueda de un
transporte 7 el cual indicard el movimiento de la masa desde p a ¥ minimizando una funcién
de costo ¢, la cual puede variar segtn el contexto.

Dentro de la literatura se han estudiado distintas configuraciones de este problema, con
distintas hipdtesis tanto en medidas como en la funcién costo, lo que dan paso a distintas

interpretaciones y propiedades. Dentro de este trabajo, nos enfocaremos a un caso particular



2 Introduccién

de transporte 6ptimo, el cual nos describird un problema de extraccion de pozo a cielo

abierto.

Problema de extraccion a cielo abierto

En un problema de extraccién minera a cielo abierto, intentamos extraer minerales rentables,

pero para llegar a ellos, es necesario extraer el material que esta sobre este.

Figura 2. Ejemplo de extraccién, donde se intenta minar en un dominio E, donde A repre-
senta la zona con minerales rentables

Como se muestra en la Figura 2, para llegar al bloque A que representa nuestra zona con
minerales rentables, es necesario extraer toda la zona achurada para evitar derrumbes, de-
finida por sus restricciones geomecanicas. En la literatura existen usualmente tres tipos de
problemas relacionados con la evaluacién, diseno y planificacion de pozos a cielo abierto.
El primero es el diseno de un pozo final (FOP), el cual consiste en encontrar la regién que
maximiza las ganancias de la extraccion bajo las restricciones geomecénicas. Otro problema
mas realista es encontrar el diseno del pozo final como en el problema anterior, pero con
una restriccién de capacidad sobre la extracciéon (CFOP). El tercer problema es una exten-
sién del anterior con extracciones en varias etapas, cuyo objetivo es conseguir la secuencia
de extraccién en varios periodos con un volumen maximo de extraccién en cada periodo
(CDOP).

La formulacién usual de estos problemas consiste en describir una reserva de mineral como
un bloque tridimensional. Cada bloque corresponderia a una unidad de extraccién, caracte-
rizada por sus atributos econémicos y fisicos. En particular, los modelos de bloques pueden

representarse por grafos dirigidos cuyos nodos representan bloques y los arcos indican la
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Introduccién 3

precedencia en el orden de extraccion. Asi, estos modelos discretos usualmente traen con
ellos problemas de Programacién Entera de gran escala, como los presentados en [Caccetta,
2007]. El problema de extraccién en varias etapas en mds dificil de resolver y muchos méto-
dos utilizando optimizacién discreta se han propuesto en [Boland et al., 2006], [Hochbaum
and Chen, 2000] y [Caccetta and Hill, 2003].

Otras formulaciones se han utilizado para modelar este problema, en particular un marco
de trabajo continuo, donde la idea es describir el contorno del pozo a través de funciones
continuas. Estos trabajos se han propuesto y desarrollado en [Alvarez et al., 2011] y [Amaya
et al., 2021].

En este trabajo resolveremos el problema extendiendo el modelo de transporte éptimo
de [Ekeland and Queyranne, 2015], en el cual las restricciones geomecédnicas vienen da-
da por una multifuncion I" la que define la funcién de costo de transporte, y donde el pozo
optimo se caracteriza a través de la solucion del problema dual al problema de transpor-
te. En particular, agregaremos restricciones al volumen de extraccién tanto en el mineral

beneficioso, como en los desechos de la extraccion.

Resultados numéricos en esquemas de transporte 6ptimo

Dentro del area de investigacion de transporte 6ptimo, se destaca un gran desarrollo de
esquema numeéricos, los cuales varian segun las configuraciones de espacios, medidas y fun-
ciones costo que se tengan en el problema. Uno de estos es el método Benamou-Brenier
utilizado en un esquema descrito en [Santambrogio, 2015] el cual utiliza la conexién entre
un problema de transporte 6ptimo y la solucién de la ecuacién Monge-Ampere. Por otro
lado, dentro de las configuraciones con espacios discretos, existen varios esquemas numéricos
como los mencionados en [Peyre and Cuturi, 2019], dentro de los cuales estdn el algoritmo
de la subasta, métodos de ascenso dual y métodos numéricos para el problema de trans-
porte 6ptimo con regularizacion entrépica, la cual permite paralelizar la computacion de las
soluciones.

En este trabajo dada la configuracién particular de los espacios y medidas utilizamos el
algoritmo Branch and Bound, el cual aprovecha la estructura binaria de las soluciones, con
lo cual conseguimos, luego de discretizar los espacios, pozos 6ptimos para el modelo original
de [Ekeland and Queyranne, 2015] y ademés un pozo éptimo para nuestro modelo con una

restriccién de capacidad en la extraccion de material no rentable.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
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Notacion

X espacio polaco : Hace referencia a que un espacio X es metrizable, completo y separable.
Cy(X) : Conjunto de funciones continuas acotadas definidas en el espacio X y que llegan a R
M(X xY):Cy(X xY) Espacio de medidas de Radon definidas sobre X x Y
M(X x Y)" : Espacio de medidas positivas de Radon definidas sobreX x Y
[[n]] : {1,2,...,n}
p® —q < C: Restriccién de los vectores p = (pi)i=; y ¢ = (¢;)j=; por la matriz

C = (Cij).jelmx(im) de la forma p; —q; < Ci 5 (i, §) € [[n]] x [[m]]
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Transporte éptimo

Gaspard Monge, matematico francés del siglo XVIII, presenta su trabajo “Mémoire sur la
théorie des déblais et des remblais”, donde plantea el siguiente problema, supongamos que
tenemos una cantidad de tierra en el piso, y la deseamos transportar a otro lugar, donde
se conoce el lugar de donde se va a sacar el material y el lugar donde se dejara este. La
pregunta que se plantea es, ;A qué lugar ‘y’ debemos enviar el material que fue extraido en
cierto lugar ‘x’?, la respuesta importa, debido a que el transportar material es costoso, y es
por esto, que el objetivo de este problema serd minimizar este costo.

Dos siglos méas tarde, Leonid Kantorovich, matematico ruso, trabajé en el problema de
Monge, consiguiendo resultados a través de la generalizacion de este, y consiguiendo ademas,

un problema dual el cual nos permite analizar esta problematica desde otro punto.

1.1.1. Problema de Monge

Sean espacios de medida (X, u,Qx) e (Y,v,Qy), con u,v dos medidas de probabilidad, se

define el problema de Monge como

ir%f {/X c(z, T(z))dp : Tup = V} , (MP)

donde la funcién ¢: X x Y — [0, +00] nos define el costo de transporte de masa en nuestro
problema de transporte. Ademés se define Typu(A) = u(T1(A)) para A € Qy como el
pushforward de T sobre p, donde T : X — Y nos define nuestro mapeo de transporte.
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Observacién 1.1.1. Notemos que en el problema (MP), la restriccion Tup = v no es
cerrada bajo convergencia débil. De hecho, basta tomar T, (x) = sin(nz) con z € [0,27], se

puede ver que T,, — 0, lo que no mantiene la restriccion de pushforward.

Observacién 1.1.2. Ademds, observemos que si pt = 20, y Vv = 0y, + 0y, con y1 # y2, no
existe transporte, y por lo tanto no existe transporte optimo, esto debido a que T al ser una
funcion, solo puede asignar masa de un punto a otro unico punto, por definicion de funcion,
con esto el problema de Monge, directamente no tiene solucion, ya que no permite dividir

la masa de un punto.

1.1.2. Problema de Kantorovich

Debido a los problemas que conlleva la formulacién de Monge, el problema (MP) se convierte
un problema dificil de resolver. Con esto, Kantorovich destaca por su formulacién que elimina
los problemas mencionados anteriormente. Para esto, dados (X, pu) e (Y,v) dos espacios
de medida, con p,v dos medidas de probabilidad, y un costo ¢ : X x Y — R U {400},

consideremos el problema

inf {/XXY c(z,y)dy : v € H(,u,u)} , (KP)

~

donde
M(p,v) :=={y € P(X xY) : (mx)gy=p, (7y)gy=0}.

Denotaremos P(X x Y) como a las medidas de probabilidad en el espacio producto. Si
v € (u, v), diremos que 7 es un plan de transporte, donde p y v son sus medidas marginales

correspondientes a los espacios X e Y, respectivamente.

Observacién 1.1.3. En este problema, II(p,v) # 0, debido a que la medida vo = p @ v €
P(X xY).

Dada las caracteristicas de este problema se consiguen varios resultados, de los cuales enun-

claremos algunos vistos en [Villani, 2008].

Teorema 1.1.1 (Existencia de plan de transporte 6ptimo). Sean X eY dos espacios Pola-
cos (espacios métricos completos separables) dotados de las medidas de probabilidad p y v;
sean a € LY(X,pu) y b € LY(Y,v) dos funciones semicontinuas superiores. Ademds, sea c :
X xY — RU{+o0} una funcion de costo semicontinua inferior, tal que c(x,y) > a(x)+b(y)

para todo x,y. Entonces existe un plan de transporte v que minimiza el problema (KP).

Este resultado nos da la existencia de un plan de transporte 6ptimo, y por lo tanto, la
existencia de soluciones para el problema (KP). La demostracién utiliza la compacidad

sobre el conjunto de planes de transporte, la cual se consigue por el siguiente teorema.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.1. TRANSPORTE OPTIMO 7

Teorema 1.1.2 (Teorema de Prokhorov). Sea X un espacio Polaco, entonces P C P(X)
es precompacto para la topologia débil si y solo si es apretado, es decir, para cada € > 0,

existe un compacto K. tal que u(X \ K¢) < ¢ para todo u € P

1.1.3. Monotonia c-ciclica y dualidad de Kantorovich

Es interesante analizar el problema dual del problema de Kantorovich, y para llegar a este

necesitaremos el siguiente concepto.

Definicién 1.1.1 (Monotonia c-ciclica). Sean X e Y conjuntos arbitrarios, yc: X XY —
RU{+00} una funcion. Un conjunto T' C X XY se dice ser c—ciclicamente mondtono (desde
ahora en adelante ¢-CM), si para cada n € N, y para cada familia (x1,y1), -, (Tn,Yn) de

puntos en I', se tiene la desigualdad

n

n
Z (@i, y;) < Z (i, Yit1)
i=1

=1

(con la convencion de yp+1 = y1). Un plan de transporte se dice ser c-CM si esta concentrado

en un conjunto c¢-CM.

Observacién 1.1.4. Intuitivamente, un plan de transporte c-CM es aquel que no se puede
mejorar, es decir, cualquier perturbacion dentro de este nos arroja un costo mayor o igual

a nuestro costo original.

Para introducir el problema dual del problema de Kantorovich imaginemos que en nuestro
problema de transporte, ¢(x,y) representa el costo de mover cierta cantidad de panes desde
una panaderia x a un café y. Si fuéramos una empresa de transporte, nos gustaria analizar el
problema (KP), pero lo veremos desde otro punto de vista. Pensemos que debemos realizar
este transporte obligatoriamente, por lo cual cedemos este problema a alguna compania
encargada; nos preocupa conseguir una utilidad de la transaccién en la venta de panes, por
lo cual si el precio al cual compramos el pan en la panaderia es ¥ (z), y el precio al cual
vendemos es (y), nos gustaria conseguir que la utilidad de esta compra venta ¢(y) — ¥ (z)
sea maxima, en vez de buscar minimizar el costo c(z,y).

Para que esta venta y compra sea rentable o competitiva, se impone la siguiente restriccién

o(y) —v(x) <clz,y) Y(z,9),

con ésta se consigue naturalmente el problema dual de Kantorovich

sup { [ oy~ [ v o)~ v@) < o)} (OP)

e

Dentro del contexto, inicialmente se buscard minimizar sobre funciones integrables, es decir

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

e LY X, pn) y ¢ € LY(Y,v), aunque veremos que quizds dada la dualidad de espacios, se
consigan funciones continuas acotadas.
Dadas las restricciones anteriores, se introduce un nuevo término dentro de las funciones

precio.

Definicién 1.1.2 (c-convexidad). Sean X eY dos conjuntos, y c: X xY — RU {+o0}.
Una funcion ¢ : X — R U {400} se dice ser c—convexa si no es identicamente a 400, y
existe 1Y — RU {£oo} tal que

Y(x) = sup (C(y) — c(z,y)), VeelX.
yey

Ademds se define la c—transformada es la como la funcion ¥¢ dada por

Y(y) = Inf (W(z) +c(z,y), VyeY.

Observacion 1.1.5. En el contexto anterior, se puede ver que si el costo toma la forma
c(x,y) = —(x,y), con los espacios correspondientes para que esté bien definido, entonces la
c-transformada ¢ coincide con —*, es decir menos la transformada de Legendre-Fenchel

usual de andlisis convero.

Observaciéon 1.1.6. Con la definicion anterior, si uno tiene una funcion que toma valores

en X, entonces su c-transformada es una funcion de que toma valores en 'Y .

Definicién 1.1.3 (c-concavidad). Con la misma notacion que la definicion anterior, una
funcidn ¢ 1Y — RU{—o00} se dice ser c-céncava si no es idénticamente a —oo, y existe
Y : X = RU{£oo} tal que p = ¢°.

Ademds se define su c—transformada como la funcion ¢° dada por

Vee X, ¢f(x)= 21615 (p(y) = c(z,y)).

El siguiente resultado es similar a uno ya existente en andlisis convexo con la conjugada de

Fenchel en vez de la c-transformada.

Proposicién 1.1.1. Sea una funcidn ¢ : X — R U {+oo}, entonces se tiene que ¢ es

c-convezo sty solo si P = (P°)° = 1.

Observacion 1.1.7. Con esta nocion de c-convexidad, se puede ver que en el problema
dual de Kantorovich, si (p,v) es un par admisible dentro del problema, entonces por la

desigualdad de competitividad se tiene que:

Y(x) > oY) — c(z,y),

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.1. TRANSPORTE OPTIMO 9

por lo que aplicando supremo al lado derecho, se consigue

¥(x) > Sgg{w(y) —cz,y)} = ¢°(a).

Asi, evaluando en la funcion objetivo

J(p, ) ::/YsodV*/deuéfycpdV*/X%Cdu:J(WP”)-

Note que el par (¢, ©°) permite obtener un mayor valor dentro de la funcidon objetivo. Este
proceso se puede repetir nuevamente, y nos podemos percatar de que en caso de que exista
solucién del problema dual de Kantorovich (DP), esta solucidn debe ser un par donde uno

sea c-conjugado del otro, lo que se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3 (Dualidad de Kantorovich). Sean X e Y dos espacios Polacos, dotados de
las medidas de probabilidad p y v; sea ademds ¢ : X XY — RU{+o00} una funcion de costo

semicontinua inferior tal que
c(z,y) > alz) +b(y), V(z,y)e X xY,

para algunas funciones semicontinua superior a € L'(u) y b € L*(v). Entonces se tiene:

1. Euxiste dualidad:

min c(z,y)d
VEH(;L,V)AXy ( y) v
= sup </ (pdl/—/ wdu)
() ECH(X)XCp(Y): p—9p<c Y X

= sup (/ @du—/ 1/)d,u)
() €L ()X L (v): p—1p<c Y X

= swp ([ wrav— [ van)
YeLl(p) NJY X

= sup (/ wdv—/ wcdu>,
peLli(v) Ny X

donde en estos iltimos supremos uno debe imponer que las funciones ¥ y ¢ son c-

convexas Yy c-concavas.

2. Sic es finito y el costo optimal C(p,v) = If eru,) [ edry es finito, entonces existe
un conjunto medible c-CM T C X xY (el cual es cerrado si a,b,c son continuos) tal

que para cada v € II(p,v) los siguientes cinco enunciados son equivalentes:

a) v es optimal,

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

b) v es c-CM,

c) existe una funcion ¢ c-conveza tal que
V(y) — v (x) = c(z,y) v-c.tp.,

d) existenp: X - RU{4+00} yp: Y — RU{—00}, tales que p(y) — () < c(z,y)
para todo (x,y) con igualdad y-c.t.p,

e) v esta concentrado en T.

3. Sic es finito, C(u,v) < +00 , y la funcion de costo tiene la cota puntual c.t.p.

c(z,y) < ex(z) +ev(y) (ex,ey) € L' (p) x L'(v),

entonces ambos problemas primal y dual, tienen solucion. Ast las expresiones de dua-

lidad consequidas anteriormente alcanzan solucion.

Este teorema nos retne los resultados de dualidad presentes en el problema dual de Kan-
torovich, donde se enuncian las hipdtesis para que no exista salto de dualidad utilizando la
teoria clasica de transporte éptimo.

A raiz de este problema nacen bastantes preguntas sobre sus posibles variaciones. Por ejem-
plo, que se tengan k medidas marginales (u1,..., i), en vez de dos (u,v). Este caso de
multi-marginales se analiza en [Pass, 2015], donde se recopilan resultados hasta ese entonces
conocidos.

Otra pregunta ahora en el contexto de dualidad, seria si es posible conseguir resultados
analogos utilizando herramientas de Analisis Convexo. La respuesta es si; dada la naturaleza
del problema (KP) se pueden conseguir resultados similares con dualidad bajo perturbacio-
nes, de hecho enunciaremos los resultados que dan respuesta a esta ultima pregunta en la

siguiente seccion.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



1.2. FORMULACION A TRAVES DE DUALIDAD BAJO PERTURBACIONES. 11

1.2. Formulacién a través de dualidad bajo perturbaciones.

Dada la naturaleza del problema de Kantorovich, Pennanen y Perkki6 realizan en [Pennanen
and Perkkio, 2019] el estudio de problemas de transporte 6ptimo en un marco de trabajo més
general de Anélisis Convexo, lo que permite conseguir resultados de existencia y optimalidad
para las soluciones de estos problemas en espacios de medidas. En particular, por el contexto
del trabajo realizado en este documento, nos enfocaremos en los resultados que permitan

agregar nuevas restricciones al modelo usual de transporte éptimo.

1.2.1. Problema

Sean Sy, ..., S, T € N, espacios Polacos, defina S = Sy x - -+ x Sp. Sea M; y M espacios de
medidas de Borel R%evaluadas definidas en S; y S respectivamente. Considere el siguiente

problema de optimizacién
T

Rl 2 Gy (M) + H™(N), (D)

donde G} y H* son funciones convexas definidas en M; y M respectivamente, y se tiene que
A €TI(A,. .., A), es decir, A es la marginal de A correspondientemente al espacio St.

En particular, si T = d = 1, Gf =0, y H*(X) = [ cd\+ 8y, (X) para una medida py € M,
dada, con una funcién de costo ¢ semicontinua inferior no-negativa, se consigue el problema

de Kantorovich cldsico visto en la anterior seccién, con dos medidas marginales.

1.2.2. Dualidad conjugada

En esta seccién se mostrard el problema (D) como el dual de un problema convexo de
optimizaciéon en un espacio de funciones continuas. Para esto, dada una funcién continua
P+ St — [1,+00), se define

Cp:={xy € C(StéRd) D xy /i € Cb(St;Rd)}’

el cual serd un espacio Banach bajo la norma ||z:||c, := [|z¢/14||c, (s,:re), donde Cy(S¢; RY)
es el espacio de la funciones continuas acotadas dotado de la norma del supremo. Asi, el
subespacio de medidas de M; en las cuales v, es integrable puede ser identificado con un
subespacio de C}, en caso de que S; sea compacto, entonces C} = M;, pero en general, la
inclusién M; C C} puede ser estricta.

Andlogamente definiendo
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se consigue que el subespacio de las medidas de M en las cuales ¢ es integrable es un

subespacio del dual de
C:={uecC(S;RY) : u/th € Cy(S;RY)}.

Cuando una funcién v; es acotada, tenemos que C; = Cy(S;; RY) y en particular, si se
cumple para todo t = 0,...,T, se consigue que C' = Cy(S; RY).
Sea Gy una funcién propia convexa en Cy, para todo t = 0,...,T, y sea H una funcién

propia convexa en C'. Considere el problema

T T T
min Z Ge(xy) + H ( Z T 0 7rt> sobre z € H Cy, (P)
t=0 t=0

t=0

donde z = (x4)_, := (20, ...,27) ¥ 7 es la proyeccién sobre la coordenada t.

Con esto, se define la funcién valor ¢ : C' — R U {400}

T T
p(u) = J}Ielg {Z Gi(ze) + H <U - Zﬂﬁt 07Tt> } .
t=0 t=0

De aqui en adelante, dotaremos al espacio dual C* con la topologia débil-x. Con esto, los
espacios C'y C* son espacios separables, y se utilizara el producto en dualidad (u, \) := A(u).
Lo anterior se define similarmente para los espacios Cj.

Asi, la conjugada de Fenchel viene dada por

@*(A) = sup{(u, A) — p(u)},

uelC
con lo que ¢ puede ser expresado por
T
P () =D Gi(h) + H*(N),
t=0

donde Gf es la conjugada de Fenchel de G, y H* la de H, y A\; € C} denota el funcional
lineal continuo x¢ — (x; o ms, A) en Cy.

Se puede ver que el infimo sobre ¢* en C* es igual a —p**(0), por lo cual si ¢ es semi-
continuo inferior y el valor éptimo de (P) es finito, entonces por teorema de la biconjugada

se consigue que el valor de — inf(P) es igual al valor del problema

T

,\lené* 2 Gi(\) + H (V). (DR)
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Esto se puede ver como una relajacién de (D) desde el espacio M sobre todo C*. Claramente,
si dom ¢* C M, entonces (DR) coincide con (D). El siguiente lema da una condicién

suficiente para esto.

Lema 1.2.1. Sidom ¢* C C} ydom G C My para cadat =0,...,T, entonces dom ©* C
M.

El conjunto de las soluciones del problema (DR) coincide con el subdiferencial de d¢(0). Si
0¢(0) es no vacio, entonces ¢ es cerrado en el origen y no hay salto de dualidad. El siguiente
resultado da una condicién suficiente de existencia en (DR), el cual involucra el dominio

efectivo de ¢:
T

dom@zdomH—F{thom : xy € dom Gt}.

t=0
Dadas estas definiciones, se enuncia el siguiente resultado, el cual es fundamental para
las caracterizaciones obtenidas en el trabajo de Pennamen, y que ademds utilizaremos en

nuestros resultados.

Teorema 1.2.1. i Gy y H son funciones propias semi-continuas inferiores tales que el

conjunto

U a dom @
a>0

es un subespacio cerrado de C, entonces el dptimo de (DR) se alcanza, no hay salto de

dualidad y x es solucion de (P) si y solo si existe un X € C* tal que

/\teaGt(l't), tZO,...,T,
T

A€ oOH <—Z$toﬂt> s
t=0

y A resuelve (DR).

Con este resultado y tomando las funciones H y G; adecuadas, se puede plantear un pro-

blema de transporte 6ptimo, el cual veremos mas adelante en los siguientes capitulos.
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1.3. Modelo de extraccién de transporte 6ptimo

En esta seccién veremos los resultados y el modelo del trabajo de [Ekeland and Queyranne,
2015], el cual utiliza el lenguaje de un problema de transporte éptimo para describir un

problema de extraccién de minerales a cielo abierto.

1.3.1. Problema de extracciéon

De ahora en adelante, utilizaremos £ C R® como el dominio compacto, el cual represen-
tard el lugar que sera excavado. Representaremos las restricciones geomecédnicas de nuestra
excavacién por la multifuncién I' : E = E, es decir T'(z) representa todos los puntos que
deben ser extraidos para llegar a z. Se asume que I'(z) es de grafo cerrado y que satisface

lo siguiente:
(reflexividad) z € I'(z),
(transitividad) [2/ € T'(z) A2” € T'(2')] = 2" € T'(z).
Lo que induce un preorden Zr en E, definido por
¥ mraz e el(z).

Por lo que en palabras sencillas 2’ = z significa que debemos extraer z’ para llegar a x.

~

Definicién 1.3.1. Un pozo es un subconjunto F C E el cual es Lebesgue medible y ademds

estable para el preorden Zr, es decir, satisface
[t € FA2 Zra]=2a' €F.
Denotaremos por £(E) a la familia de conjuntos cerrados tal que F' C E, por lo que
F € L(F) es un pozo si solo si I'(F) = F

Ademas, consideremos una funcién continua g : £ — R la cual representard el benefi-
cio/costo de extraer un punto x en E. Aquellas secciones donde g > 0 representan a las
regiones con minerales beneficiosos de extraer, en cambio, las secciones con g < 0 represen-
tan regiones donde no existe beneficio, por lo que extraer estas secciones serian un costo.

Asumiremos como hipdtesis que existe material dentro de E que es beneficioso, por lo que

/Eméx{O,g(x)}dm > 0.
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Y denotaremos por S(E) al conjunto de pozos, es decir
FeSE)=TI(F)=F.

Con esto, definimos el problema de extraccién éptimo como

ma’.x/ g(z)dz (P)
F
s.a F e S(E).

1.3.2. Un problema de transporte 6ptimo asociado

Para asociar al problema de extraccién anterior (P) un problema de transporte éptimo,
pensaremos la masa que se mueve como dinero, por lo que segun la funcién costo que
definamos, el dinero tendrd una manera limitada para transportarse. Para esto, definimos
los siguientes conjuntos y medidas. Primero dos subconjuntos de E que estardn definidos

por

Et:={zeE: glx)>0} vy E ={zekE: g(zx)<0}.

Luego utilizaremos dos elementos « y w, los cuales cumplirdn una funciéon dentro del balance

de masa. Asi, definimos los espacios compactos en los cuales se realizara el transporte
X:=Etu{a} e Y:=E U{w},

y las medidas no-negativas p y v para los espacios X e Y respectivamente,

p{a}) = [ lg(z)|dz  w(A) = [, 9(z)dz para A C ET medible,

v({w}) = 5+ 9(2)dz  v(B) = [59(z)|dz para B C E~ medible.

Gracias a esta forma de definir las medidas, se cumple la condicién de igualdad de masas,
es decir, u(X) =v(Y).

Observacién 1.3.1. Durante esta seccion y las siguientes supondremos que u(X) =v(Y) =
1, es decir, p y v serdn medidas de probabilidad. En caso de que 1 # u(X) =v(Y) = C € RT,
se pueden redefinir de tal manera que p = & y v = &, y multiplicar por el escalar C' a

nuestro problema de optimizacion.

Finalmente, definiremos nuestra funcién de costo.
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16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

X Y c(z,y)
reET |yeE™, yel(x) 0
r€ET w 1

« yey 0
xEEY |ydTl(z), ye E- | +o©

Cuadro 1.1. Funcion de costo

De esta manera, debido a que en el problema de transporte se busca minimizar costos,
lo primero que se buscard realizar en el transporte es mover masa desde un z € ET a
un y € I'(z), lo que significa que pagamos los gastos de extraccién del conjunto I'(z) con
el dinero que podemos ganar al extraer x, por lo que de esta manera, si el dinero que
conseguimos con = es mayor que el costo de su extraccion, entonces el resto de este dinero
(masa), ird a w, asf la funcién de costo le asigna el valor 1 a este movimiento de masa, y
sumard al total el beneficio neto de la extraccién de x. Finalmente, luego de que se realicen
todos los transportes posibles mencionados anteriormente, « terminaré de realizar el balance
de masas en el transporte, lo cual no afecta al beneficio neto, y se le asigna el valor de cero.
Cualquier otro movimiento, no serd permitido, por lo que se le asigna el valor de +oc.

Dada esta definicién de la funcién de costo, se demuestra en [Ekeland and Queyranne, 2015]
que efectivamente es una funcién semicontinua inferior, y con esto el siguiente problema de

transporte
ml’n/ c(x,y)dr (K)
XxXY
sam e I(p,v)

tiene solucion.

1.3.3. Problema dual de Kantorovich

Introduciendo el conjunto admisible

A= {(p,q) € L'(X, ) x L'(Y,v) | p(x) — qy) < cz,y) p@v—ctpl,

J(p;q) ::/pduf/ qdv.
T Y

y la funcién objetivo
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Con estas definiciones, formulamos un problema dual usando el esquema de Kantorovich

como

sup J (p, q) (D)
s.a. (p,q) € A.

Veamos una caracterizacion que unird el problema del pozo (P) con (D).
Lema 1.3.1. Sea F € S(E) un pozo. Defina F* =EtNF, F-=E " NF,pr: X >Ry

qr ' Y — R por

1 sizeFt
pr(a) =0, pr(z)= ;
0 en otro caso

1 sty € F~

0 en otro caso

Entonces el par (pr,qr) € A es admisible, y ademds

J(pp,qF):/Fg(z)dz.

Es con este resultado que conseguimos la primera conexién entre los problemas (P) y (D),

en particular, utilizando el hecho que no hay salto de dualidad entre (D) y (K), se tiene que
sup(P) < inf(K).

Por otro lado, en este problema la estructura de c—conjugada para un par factible (p, ¢) del

problema dual de Kantorovich queda de la siguiente manera
p°(y) = méx{p(a), sup  p(a)},
zeEET:yel(x)

pc(w) = méx{p(a), sup p((E) - 1}7
zeE+

¢“(y) = min{1 + q(w), f q(y)},
yel(z)

q¢“(a) = min{q(w), yler}n;f— q(y)}-

Veamos que al momento de definir un conjunto, y que este sea efectivamente un pozo

necesitamos la propiedad de estabilidad, es por eso el siguiente resultado.
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Lema 1.3.2. Se cumple que p° y q° son crecientes respecto al preorden Zr, es decir,

@' Zrx = q¢°(@) = ¢"(x),

~

Y Zry=p°y) > p°(y).

Dadas las caracteristicas del problema (D), existe solucién del problema y ademds no se tiene
salto de dualidad con el problema (P). Asi, la siguiente proposicién caracteriza la solucién
del problema (D)

Proposicién 1.3.1. El problema (D) tiene una solucién (p,q) con

Ahora aprovechando la estructura del par (p, q), donde son ¢—transformadas uno del otro,

se consigue el siguiente resultado.

Lema 1.3.3. Si (p,q) es solucion éptima del problema (D) satisfaciendo las caracteristicas

de la proposicion anterior, entonces se tiene
y' Zry Zra” Zra' = qy’) 2 q(y) = p(z") = p(a’).

Con este lema y la caracterizacién de las soluciones del problema (D), se puede definir un
conjunto estable, un pozo éptimo, el cual se define a través de la solucién del problema de

transporte.

Proposicién 1.3.2. Sea (p,q) la solucion dptima del problema (D) que satisfacen las pro-

piedades de la proposicion anterior. Si se define al siguiente conjunto

F={z|plx)=1tU{y | qy) = 1}.

Entonces, F es estable, y es un pozo dptimo que resuelve el problema (P).
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Capitulo 2

EXTENSION DEL PROBLEMA
DE EXTRACCION DEL POZO

Dado el problema de determinar un pozo 6ptimo mencionado en el capitulo anterior, nace
la duda, ;Como agregamos restricciones o variantes al problema de extracciéon de forma de
hacer el modelo maés realista?. Esta pregunta no es trivial para la estructura del modelo, dada
la utilizacién de un problema de transporte éptimo. Es por esto que utilizaremos distintas
herramientas ya presentadas en el capitulo 1, entre ellas el esquema de dualidad presentado
en [Pennanen and Perkkit, 2019], el que nos permitird agregar nuevas restricciones a nuestro

modelo.

2.1. Formulaciéon de pozo

Nuestro objetivo en la siguiente formulacién es generar una restriccion de capacidad de
extraccion sobre el pozo a extraer, de tal manera de extender el modelo original, por lo
que buscamos que para un pozo F, se cumpla que vol(F) < K donde K representard la
capacidad méaxima del pozo a extraer. En particular, si la restriccion de capacidad no se
activa, debemos recuperar el problema original de [Ekeland and Queyranne, 2015].

Sea un subconjunto £ C R? compacto, el cual indicar4 la seccién de donde podremos realizar
la extraccion, consideremos una funcién continua g : E — R, la cual que representara el
beneficio neto de una seccién de F, ademds supondremos que la funcién g cumple vol({z €
E : g(z) = 0}) = 0. Asi, utilizando la definicién de pozo dado por la multifunciéonT' : E = E

19
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definido en la seccién 1.3.2, definimos el problema

méX/Fg(z)dz (P-C)

sa  wol(FT) < hK

vol(F7) < (1-h)K

FeS(E).
Donde F* := {x € F : g(z) > 0} representa la seccién del pozo que es beneficiosa,
F-:={zx € F : g(x) <0} representa el material no beneficioso del pozo, h € (0,1), y

K € R representa nuestra capacidad maxima de extraccién. De esta manera, conseguimos
restringir el volumen de la extraccién, ya que dada la hipétesis sobre la funcién g, se tiene
que vol(FTNF~) = 0, con esto el volumen de F' = F* U F~ serd menor o igual que nuestra

capacidad méaxima K.

2.2. Formulaciéon como un problema de transporte éptimo

2.2.1. Problema con restricciones de capacidad en material beneficioso
y desechos de la extraccion.

Sea un subconjunto ' C R3 compacto, se definen medidas p, v, los espacios X, Y y la funcién

de costo ¢: X — Y estudiados en la seccién 1.3.2. Con esto, definimos el problema

sup /pd,uf/ qdv (D-C)
pECH(X),q€Cy(Y) J X Y

sa p—q<c
Jx pd\ < hK
Jy adde < (1 - h)K
q(w) = 0 = p(a).

Donde las medidas A1 y A2 se definen en los espacios X e Y respectivamente como

AM({a}) =0, X (A) =wvol(A) para A C ET medible,

A2({w}) =0, Ao(B) =wvol(B) para B C E~ medible.
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Observacién 2.2.1. En nuestro problema (D-C) veamos que un pozo F C E se puede
representar a través del par de funciones (pp,qr) definidas sobre X e'Y respectivamente de

la siguiente manera,

1 sizeFt 1 siyeF~
pr(z) = ar(y) =
0 sizgFT 0 siygF~

Donde F* := FNE" y F~ := FNE—. Con esto, se cumple que J(pp,qr) = [y prdp —
fy qrdv = ng(z)dz.

Bajo estas definiciones, se consigue para cualquier pozo F que

/ prdAy :/ d\; = vol(F™T)
X F+
/ qu)\Q :/ d)\g :UOZ(F_)
y _

Ast, las primeras dos restricciones de nuestro modelo corresponden a restricciones de capa-

citdad sobre el pozo.

Observacién 2.2.2. Veamos que la restriccion q(w) = 0 = p(a) en (D-C) impide que
nuestra restriccion de capacidad quede inactiva, esto debido a que para cualquier par (p,q)

tal que p — q < ¢ pero no cumple las restricciones de capacidad, es decir,
/ pdA1 > hK A / qdXo > (1 — h)K,
X Y
se puede definir un par (p,q) tal que p=p—C y = q— C, donde C € RT tal que
C > max {/ pdX\ — hK,/ qdrs — (1 — h)K}
X Y
por lo que se cumple que p— G < ¢, J(p,q) = [y pdp — [y qdv = J(p,q) y ademds
/ pdA\ < K A / Gdhy < (1 —h)K
X Y

de esta manera, al fijar los valores q(w) = 0 = p(«), evitamos que las soluciones de nuestro

modelo sean mdodulo una constante y mantengan inactiva la restriccion de capacidad.
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Veamos que podemos reformular el problema (D-C) de la siguiente manera:

inf d +/ dv
peCy(X), qECb(Y)/Xp H Yq

sa —p—q<c
—prdAl < hK
fy gdra < (1-h)K

q(w) =0 = p(a).
Con esta nueva formulacion reescribiremos nuestro problema de la forma
1 1 1
ianGt(xt)—&—H(—thom) ve]]c ()
t=0 t=0 t=0

para utilizar el esquema de dualidad estudiado en la seccién 1.2, donde Cy :
Cl = Cb(Y) y C .= Cb(X X Y)

Para esto definimos las funciones Gy, G1 y H como

Cp(X),

Go(p) = /Xpdu + Ogr-y (— /Xpdx\l — hK) + dg0y (p(a)),
Gi(q) = /Y qdv + 0g0y (q(w)) + o r—y (/Y qdrg — (1 — h)K) ;
H(¢) = 5C,,(Xxy)— (¢ —c).

Con esto realizaremos los célculos para conseguir el problema dual de (x). Para eso, necesita-
mos calcular las conjugadas de Fenchel de las funciones Gy, G1 y H, las cuales conseguiremos

a través del siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sean las funciones Gy : Cp(X) 5> R, G1 : Cp(Y) > Ry H: Ch(X xY) = R

definidas anteriormente, entonces sus conjugadas de Fenchel vienen dadas por

Gi() = ify car o calhKto = tod +750 — p — tadgay = 0}
Gim) = Wf,pr {1 =) Kty © —t10puy —tade +71 —v =0}
H*(v) = [xuy cdy+ 6+ (xxv) (7)

y ademas se tiene que

to(—/xpd)\l—hK>:0 A tg(/yqd/\g—(l—h)l()zo
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Demostracion:

Por una parte tenemos:

G5(v0) = sup (p,70) — Go(p)
peCo

=pseug)<p, %) = (ps 1) — Sr—y (— /XpdAl - hK) — 010y (p(e))

= Sucp {<p7’YO 7:u> : 7<p7)\1> < hK A p(OZ) :O}?
pelo

Asi, utilizando el esquema de dualidad Fenchel-Rockafellar en el problema generado por la

funcién G, definiremos las siguientes funciones:

folp) = —(p,v0 —
go(lo,l1) = d¢(—oo,ni]y(lo) + 50y (11)
Ao(p) = (=[x pdri,p(a)).

Con esto se tiene que

Go(v) = sup {p,vo—w) + —(p, M) <hK A pla) =0}

= inf fo(p) + g0(Ao(p))
p€Co
Asi, calculando las conjugadas de Fenchel de las funciones fy, go y el operador adjunto Af,

fo(no) = Sup {®:m0) + (p,v0 — 1)}

= 101 (m0 + 70 — 1),

sigue la conjugada de gg

9o (to,t3) = sup {tolo +tsly — dg03(l1) — Og(—oo,nk]y (l0)}
lo,lleR

= tohK + 05 (to),

luego calculando el operador adjunto Aj

(Ao(p), (Fo,ts)) = (- /X pds, to) + (p(a), ts)

= (=p,toA1) + (p, t301ay) = (p, Ap(to, 13)),
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conseguimos que Aj(to,t3) := —toA + t301a}-

Con esto, el problema dual asociado al valor de G§(7o) es el siguiente

inf {fg(fAS(to,tg)) + gS(to, tg)} = inf {tth : tO)\l — t35{a} +v% — @ = 0}
to,t3€R to€RY ,t3€R

Veamos que se cumple la condicién de cualificaciéon para que no se tenga salto de dualidad,

en particular tenemos que
0 € int (dom(go) — Ag(dom(fo))) = int ((—oo, hK] x {0} — R?)

asi, dado que G§(y0) € R no existe saldo de dualidad, y se caracterizan las soluciones de

este problema que cumplen con la condiciéon
90(Ao(p)) + 95 ((to, t3)) = (Ao(p), (to, t3))
< 0{(—o0,hK]} <—/ pd)q) + 070y (p(a)) + tohK + 0y (to) = —to/ pdA1 + p(a)ts
X X

& tohK = —to/ pd)\l.
X

Con esto, conseguimos que

to (—/ pd)\l—hK) =0
X

Asi, GB(’Y()) = l/nftgelRSr,tge]R{tho DotoA Y0 — B — t35{a} = O}
Por otro lado, la conjugada de GG; viene dada por:

Gi(n) = sup {{(¢;m) — G1(a)}

qeCy
= sup {am) = @) = sy atw) = oy ([ are - 1= 0 )}
= sup {lan—v) « aw)=0 A (g A2) <(1-h)K}.

Realizando el mismo proceso que con G§, utilizaremos el esquema de dualidad Fenchel-

Rockafellar, con lo que definiremos las funciones

file) = —(em—v)
g1llo,l1) = Of(—oe,1—n)K]} (l0) + 501 (1)
A(g) = (Jy gdri,q(w))

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



2.2. FORMULACION COMO UN PROBLEMA DE TRANSPORTE OPTIMO 25

Y se cumple que
Gi(m) = inf fi(q) + g1(A1(q))
qeCy

Por lo que andlogamente al proceso realizado con G§, conseguimos que el problema dual

asociado al valor Gj(v1) es

inf R{fik(fAT (tQ, tl)) +gi(t2, tl)} = fnf {tg(l - h)K . 7t2)\1 7t15{w} +’}/1 —V = 0}

t1,t2€ t2€RY 1 ER

Veamos que se cumple la condicién de cualificaciéon para que no se tenga salto de dualidad,

en particular tenemos que
0 € int(dom(g;) — A;(dom(f1))) = int((—o0, (1 — h)K] x {0} — R?)

asi, dado que G7(71) € R, no existe salto de dualidad, y se caracterizan las soluciones de

este problema que cumplen con la condiciéon
91(A1(q)) + g1 ((t2,t1)) = (A1(q), (2, t1))
 Of(—o0,(1-R)K]} (/ quz) + 610y (g(w)) + b2 (1 = WK + 654 (t2) = tz/ qdAz + q(w)ty
Y Y

=4 tg(l — h)K = tg/ qd)\g
Y

Con esto, conseguimos que

tg(/yqd)\g—(l—h)K)zo

Finalmente la conjugada de H,

H*(v) =§gg{<xm> —dry(z — o)}

=(c,7) + S+t (xxv)r(7)-

Con lo que obtenemos el resultado. B

Utilizando el resultado del lema anterior, podemos plantear el problema dual de (x) dado

por
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lo cual reescribiendolo queda de la siguiente manera,

inf  (c,y) +hKto+ (1 — h)Kto (K-C)

¥,to,t1,t2,t3
s.a  toA + (7‘(‘)()#’7 o t35{a} =0
—tlé{w} —todo + (Wy)#’y —v=0
Y€ M+(X X Y),to S Ra_,h eR,ty € Ra_,tzg e R.
Con estos problemas, podemos escribir sus condiciones de optimalidad utilizando el Teorema
1.2.1.

Primero veamos que se cumplen las condiciones del Teorema 1.2.1, en efecto se pide que el

siguiente conjunto sea un subespacio vectorial cerrado

F = U adom ¢,
a>0

donde ¢ es la funcién objetivo, asi el dominio efectivo queda
1
dom ¢ = dom H + {th om : x4 € dom Gy}
t=0

En nuestro caso, tenemos

dom p ={p € Cp(X X Y) : ¢ <c}+

+ {:L‘U +x (;C(),Il) S Cb(X) X Cb(Y), —/

xod\ < hK, / x1ddy < (1= h)K, z1(w) =0 = zo(a)}
X Y

1 2

Por lo que si z! € a'dom ¢, 22 € a?dom ¢. Dada la forma del dominio, tenemos las

siguientes caracterizaciones,
o' =o'zl +al(xh + b)) i=1,2.
1
Donde 2%, € dom H y (zf + %) € {th om : xy € dom Gt} para i =1,2.
t=0
Luego, podemos probar que

alzl + %z € (o 4+ o?)dom H,

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



2.2. FORMULACION COMO UN PROBLEMA DE TRANSPORTE OPTIMO 27

ademas que
1
al(zh +27) + a?(xd +23) € (ot +a?) {th om : ¢ € dom Gt} :
t=0

Por lo tanto F es un espacio vectorial, ya que 2! +22 € (o' +a?)dom ¢ y 0 € dom ¢. Luego,
podemos demostrar que este espacio es cerrado debido a la linealidad de las restricciones.
Asi, podemos caracterizar la solucién dual y primal de este problema por los subdiferenciales
de las funciones. En particular, utilizando el Teorema 1.2.1, si * € C* y x € C, conseguimos

las siguientes condiciones de optimalidad:
J?: E@Gt(a:t), t=0,1,

1
a* € OH(= ) wiom)
t=0

Lo cual se puede reescribir de la siguiente manera, con xy € dom Gy, 1 € dom Gy y

denotando a xj = (7x)xx*, 2] = (1y) g™

(1 —x5,20 —yo) <0, Vyo € dom Gy,
<V_$T7x1—yl> §07 Vyl € dom G17

(x*, 20+ 21 +y) <0, Vyedom H.
Reescribiéndolo se tiene
(1 — 5,20 —yo) <0, Vyo € Cp(X) tal que —/ yod\1 < hK, yo(a) =0, (2.2.1)
X

(v—ai,z1 —y1) <0, Vyi € Cp(Y) tal que / yidr2 < (1 - Rh)K, yi(w) =0, (2.2.2)
Y

("m0 +x1+7y) <0, VyeCp(X xY) tal que y <ec. (2.2.3)
Dado que z* debe ser factible, entonces para algun tg, t1,to,t3 € R,
o = p—tod +130[a) T] =V +tada + 11070}
Por lo que las primeras dos condiciones de optimalidad quedan en
(toA1 + 136501, T0 —y0) <0, Vyo € Cp(X) tal que — /Xyod/\l < hK, yo(a) =0,

(tado + 165wy, 1 —y1) <0, Vyi € Cp(Y) tal que / y1dre < (1= h)K, y1(w) =0.
Y
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Utilizando la condicién y1(w) = 0 y x1(w) = 0, ya que x1 debe ser factible, entonces la

ultima desigualdad queda
(tada,x1 —y1) <0, Vyi € Cp(Y) tal que /Yyld)\g <(1-hK, y1(w)=0.
Veamos que utilizando la desigualdad de y1, lo que se consigue es
(tada, 1) < ta2(l — h)K.
Por otro lado, utilizando el mismo razonamiento, (2.2.1) nos entrega que
(toA1, o) < tohK.

Finalmente (2.2.3) viene a entregar la caracterizacién que se busca en el par 6ptimo, asi se

consigue la siguiente igualdad

/ (xo + 1 +c¢)dx™ =0.
XxXY

Con esto entonces enunciaremos las condiciones de optimalidad para nuestro problema (D-C)

Teorema 2.2.1. Sean (p,q) y (7v,to0,t2) soluciones de (D-C) y (K-C) respectivamente.

Entonces las condiciones de optimalidad para este par son las siguientes:

/Xxy (p(z) — q(y) — c(z,y)) dy(z,y) =0, (2.2.4)
(toA1,p) < tohK, (2.2.5)
<t2)\27q> S tg(l - h)K7 (226)

o (/X pdA; — hK) —0, (2.2.7)
Iy ( /Y gdds — (1 — h)K) ~0. (2.2.8)

Observacion 2.2.3. Estas ultimas dos condiciones se consiguen a través de los problemas

duales de los supremos Gf y G obtenidos en el Lema 2.2.1.

Veamos que dado el problema (D-C), se tiene que la solucién (p,q) cumple una relacién de

c—conjugada. En particular, dada la restriccion de competitividad conseguimos que

p(z) —qly) <c(z,9)
& q(y) > p(x) —c(z,y)
= q(y) > sup,ex{p(z) —c(z,y)} = p°(y)
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asi el par (p,p°) es factible en (D-C) ya que
p(x) = p°(y) < p(x) — p(x) + c(z,y) = c(z,y),
y ademds como q > p°

/ pldXs < / qds < (1 - h)K.
Y Y

Por lo que nuestra solucién debe tener esta estructura, debido a que el par (p, p°) tiene un

mejor valor en la funcién objetivo, es decir,

J(pwz):/ pdu*/ qdvé/ pduf/pEdeJ(p,pE)
X Y X Y

Observacion 2.2.4. Veamos que a diferencia del problema original sin restriccion adicional
en nuestro caso no se tiene la estructura de que nuestra solucién sea (q°,q) por el signo de

las desigualdades ya que si (p,q) son factibles,

p(r) —qly) < clz,y)
& p(z) <q(y) +c(z,y)
= p(x) < infyey{q(y) +c(z,y)} := ¢°(z),

se tiene que este par (q°, q) satisface la primera restriccion de competividad

q“(z) — q(y) < q(y) + c(z,y) — q(y) = c(z,y),

pero no satisface necesariamente la restriccion de capacidad ya que p(x) < ¢°(x), ast

hKZ/pd)\l S/ ch/\l-
X X

Con esta estructura de la solucién veamos que dada la estructura del espacio X, se cumple

que
P(y) == mix{0, sup p(z)} VyeE, (2.2.9)
zeEEt:yel(z)
p°(w) := méx{0, sup p(z)— 1}. (2.2.10)
FASY S

Observacion 2.2.5. Podemos notar que utilizando la estructura de c—conjugada y dada la

restriccion de q(w) = 0 para un par (p,q) factible, consequimos que la solucién dptima es
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acotada, de hecho, como

p°(w) = max{0, sup p(z) — 1} = 0.
rzeEt

Por lo tanto p(z) < 1 para x € ET. Ademds, dado que

p°(y) = méx{0, sup p(z)} Vy€E"
zeET el (z)

se consigue la cota p°(y) <1 paray € E~.

La siguiente proposicién nos permite verificar que el conjunto que definimos en la Proposiciéon

2.2.2 efectivamente sea un pozo, y con esto lograr unir los problemas (D-C), (K-C) y (P-C).

Proposiciéon 2.2.1. Sean (p, q) solucion de (D-C), entonces paray”,y' € E~ ya" 2’ € ET

se cumple
y' Zry' Zra' Zra” = q(y”) > q(y') = p(a’) > p(a"),

donde las desigualdades de ' y x” son (p — tor1) — c.t.p..

Demostracién:

Veamos que dada la estructura de la solucién (p, p€), como ¥’ Z=r 2’, entonces

p°(y') = méx{0, sup p(x)}>p(a)
z:y' €l (x)

ademds por la misma definicién de la c—conjugada, ya que si ¥ =r ¢/ y v’ € T'(z) entonces
y" €T(z). Porlo que {z € ET : ¢y € T(x)} D {x € ET : ¢y € T'(x)}, asi

p°(y") = méx{0, sup p(z)} >mix{0, sup p(z)}=7p°(y)
z:y" €l(x) z:y’ €l (x)

Por lo que faltarfa solamente demostrar que =’ ZZr «” = p(a’) > p(z”). Para esto veamos

que dada la condiciéon de optimalidad del Teorema 2.2.1, se consigue que

p(z) —qly) = c(z,y) ~v—ctp.

En particular dada la estructura de solucién que tenemos, y para algin y € I'(z’), por
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transitividad se consigue que y € T'(z”) y por lo tanto

p(a’) = (@, y) +p°(y) v — c.t.p.

= méx{0, sup p(x)} v-ct.p.
z:y€l(z)

> p(z") v —c.t.p..

Asi, entonces p(z’) > p(z”) y—c.t.p., en particular dada la marginal de «y en el espacio X,

se tiene que

p(z’) = p(z") (b —tods) — ctp..
n

Observacion 2.2.6. Veamos que la desigualdad anterior nos permite generar un pozo para
la siguiente proposicion, pero funcionaria si pu— toAy tiene los mismos conjuntos de medida
nula que p. Esto depende del valor que tome to, debido a que en ET, A\1(-) = wvol(-), ¥
1= guvol(-), por lo que se puede generar un nuevo conjunto de medida nula al integrar sobre
el conjunto E, lo cual romperia la caracteristica de que efectivamente se cuenta con una

estructura de pozo en la siquiente proposicion.

Proposicién 2.2.2. Si (p,q) son solucidn del problema (D-C), entonces el conjunto
F:={zecE" : pla)=1}U{yec E~ : qy) =1},

es un pozo si i — tgA1 tiene los mismos conjuntos de medida nula que p. Ademds se tiene

que es optimo en caso que las restricciones de capacidad no estén activas.

Demostracién:

Veamos que dada la Proposicién 2.2.1, conseguimos que F es un conjunto estable. Asi
definiendo F* := EYNF, F~ :==E " NF,G":= E"\ Ft y G~ := E~\ F~, dadas las
restricciones del problema (D-C), tenemos que

/ pd :/ pdAy +/ pd\; = vol (F1) +/ pdA; < hK

X F+ G+ G+

/ qdXg = / qdAs +/ qdXy = vol(F™) +/ qdXy < (1 —h)K.
v _ _ _

Por lo que el pozo F serfa factible, ya que vol(FT) < hK y vol(F~) < (1 — h)K. Luego,
calculando el valor del par éptimo conseguimos

J(p,q)=/ du—/ du+/ pdu—/ qdv.
F+ - G+ a-
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Veamos que
/ qdv :/ qd(v + t2da + t10(wy) — t2/ qdAs
_ _ G-

=/ q(y)dy(z,y) —t2/ qdXs.
E+xG— G~

Luego, como p —q=c¢ ~—c.t.p. y dado que ¢(z,y) =0 6 +oco en ET x E~, como p, q son
acotadas, entonces p=¢q ~y—c.t.p.en BT x E~.

= (Gt x FT) =0=1(F* x G").

Asi,
/E+><G— q(y)dy(z,y) :L+XG_ q(y)dy(z,y) = /G+XG— p(z)dy(x,y)
:/ p(x)d’y(x,y) :/ p(x)d(ﬂ —toA +t3§{a})
GtxE— G+
:/GerdM_to/Gerd)\l.

Con esto, sigue que

J(p,q) :/ dp — du—l—to/ pd)\1—|—t2/ qdXs.
F+ P G+ -

Por lo que dado el caso que las restricciones de capacidad no esten activas, se tiene que

to = 0 = to, asi conseguimos que
Ipa) = [ o)z =sup(D - C),
F

Y dadas las cotas con el problema de pit se consigue que inf(K — C) = sup(D — C) =
sup(P — (), por lo que el pozo F' es un pozo 6ptimo. B
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2.2.2. Restriccion de capacidad sobre desechos de la extraccion.

Para este caso modificaremos la formulaciéon de pozo para conseguir una restriccién sola-

mente sobre ¢, la cual representara una restricciéon sobre los desechos de la extraccién,

méx/ g(z)dz (P-Cq)
F

s.a  wol(F7) <K,

F e S(E).

Por otro lado, el problema de transporte éptimo se define con los mismos espacios de medida
(X, ), (Y,v) y funcién de costo ¢ : X X Y — R U {400}, asi el problema se plantea de la

siguiente manera

sup / pdp — / qdv (D-Cq)
peCH(X),qeCh(Y)J X Y

sa p—g<g
qud)\l SKa

q(w) = 0 = p().

Con esto, siguiendo el mismo esquema de dualidad visto en [Pennanen and Perkkio, 2019]

y realizado en la seccién anterior, conseguimos el siguiente problema

inf  {(c,v) + Kto (K-Cq)

Yot1,t2,ts

sa  (Tx)gy—p— 300y =0
—t10gwy + (Ty )y —V —lada =0
YEMT(X xY),t; € Rty €RY,t3 €R

Observacién 2.2.7. Veamos que acd dado que no tenemos la restriccion en p, entonces

se tiene que la solucidn del problema (D-Cq) tiene estructura de c—conjugada en ambas
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funciones (p,q). Asi recordemos que

p°(y) = mdx{0, sup p(x)} VyeE,
z:y€l(z)

pE(w) = méx{(), sup p(l‘) - 1}3
r€E~

¢“(z) :==min{l, inf q(y)} z€ET,
yel(z)

¢°(a) := min{0, Inf q(y)}.
yek
Con esto, se puede conseguir un resultado similar a la Proposicién 2.2.1.
Proposicién 2.2.3. Sean (p,q) solucién de (D-Cq), entonces para y',y' € E- ya” 2’ €
ET se cumple que

Y ' Zry Zra Zra’ =q(y") = q') = pla’) > p(a”)

Demostracion:
Esta demostracién es andloga al Lema 7.1 de [Ekeland and Queyranne, 2015]. La primera
y ultima desigualdad vienen de la estructura de c—conjugada de la solucién (p, q), y la del

centro se consigue ya que

q(y') = p°(y) = mdx{0, §1€1113( )p(w)} >p(e). N

Con este resultado se puede generar un pit con la solucién éptima de la misma manera y

esta vez sin ninguna hipdtesis a diferencia del caso anterior.

Teorema 2.2.2. Para (p,q) solucion de (D-Cq) el conjunto
F:={zeE":plx)=1}U{ye B :q(y) =1}

es un pozo y se tiene que es optimo cuando la restriccion de capacidad no esta activa.

Demostracion:

La demostracién de este resultado sigue la misma idea que en el problema anterior. Veamos
que el conjunto F' efectivamente es un pozo por la proposicion anterior, ademas de ser factible
en el problema (P-Cq). Con esto definiendo F* := ETNF, F~:=E"NF,G" :=ET\ FT
y G~ := E~ \ F, se tiene que

J(p,q)=/ du—/ dV+/ pdu—/ qdv
Ft - G+ G-
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Veamos que
/ qdv = / qd(v + a2 +t1640)) — t2/ qdAs
G- - G~

= / q(y)dy(z,y) — t2 / qdXs
E+xG— G~

Asi, dado que p—q=c ~y—c.t.p. y dado que c(x,y) =06 0o en ET x E~, como (p, q) son
acotadas, entonces p=¢q ~y—c.t.p.en ET x E~.

YGTxF)=0=~(Ft xG")
Sigue que

/E+X€_ q(y)dy(z.y) =/G+XG_ q(y)dy(z,y) = /GWG_ p(x)dy(z,y)

p(a)dr () = /G p(@)d( + t36(0)

Por lo tanto se consigue

J(p,q):/Fg(Zth /G_ qdXs

Asi cuando la restriccién de capacidad no se active se consigue que J(p,q) = [, g(z)dz. B
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Capitulo 3

RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo desarrollaremos un esquema numérico para el caso de extraccion éptima sin
y con restricciones, el cual se desarrolla discretizando los espacios y utilizando la caracteri-
zacién de las soluciones que se obtienen. En particular, se mostraran resultados para pozos
F C R? para reducir el costo computacional, pero se puede extender a més dimensiones,
adaptando la implementacion utilizada. Todas las implementaciones se pueden encontrar en

el siguiente github.
3.1. Problema irrestricto

Sean £ C R? un conjunto compacto y la funcién de beneficio neto g : E — R, defina los
espacios de medida (X, ) v (Y,v) como en capitulos anteriores, ademds de la funcién de
costo c: X XY — RU {4o0}.

Observacion 3.1.1. Dentro de la literatura no se cuenta con un esquema NuMErico espe-
cifico para conseguir la solucion de un problema de transporte optimo para espacios ”semi-
discretos”, con este término nos referimos que tanto el espacio de medida X comoY ambos
cuentan con un conjunto continuo, ET y E~ ambos subconjuntos de R2, y un elemento
discreto el cual realiza el término de balance de masas o y w. Dicho esto, la implementacion

que mostramos a continuacion se basa en la discretizacion de los espacios.

Dados los resultados de [Ekeland and Queyranne, 2015], se consigue la caracterizacién del
pozo 6ptimo a través de la Proposicion 1.3.2. Asi podemos notar cierta estructura generada

en la solucién de este problema.
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Observacién 3.1.2. La solucién (p,q) del problema (D) se caracteriza por tomar valores

0 y 1, lo que es ideal utilizar algun algoritmo que se beneficie de esto.

Dada la aproximacién que realizaremos a este problema, sea h el tamano de paso para un
mallado uniforme de FE, el cual nombraremos como E en nuestros espacios X e Y, con
esto definiremos los espacios de medida (X, i) y (Y, ), los cuales se definen de la siguiente

manera.
X:=(EtnE)u{a} Y :=(E NE)U{w}
y las medidas no negativas

i{a}) = (B~ NE) ulx) = hg(z) paraz e (B+NE)
v({w}) = (BTN E) o(y) = h*|g(y)| para y € (E~ N E)
de esta manera se cumple que ﬁ(X ) = D(Y/) En particular, se puede caracterizar a las
medidas 1 y 7 por vectores de largo n y m, cuya dimensién estard dada por la cantidad de
puntos en cada espacio X, y Y. Por lo que de ahora en adelante, utilizaremos la notacién
fi y 7 como vectores. Ademds definimos la funcién de costo ¢ : X x Y — RU {+o0} de la
misma manera que en la Figura 1.1. Con esto se formula el problema de transporte éptimo.

min ) <C, P> = ZC’i,jPi,j
2

PEV (7
Donde U(fi, 7) := {P € R"*™ : P1,, = PT1, = }. Con esto seglin nuestra notacién,

nuestro plan de transporte pasaria ser una matriz de tamano n, m. Veamos que el problema

dual asociado a este problema se escribe de la siguiente manera

(o mix C)<p, i) —{q,7)
Donde R(C) := {(p,q) € R" x R™ : VY(i,5) € [[n]] x [[m]], p® —q < C}. Asi la condicién
de competitividad se aplica para cada entrada Cj; de la matriz de costos C. Dicho esto,
nuestra implementacién buscard conseguir el par (p,q) de vectores los cuales dado que se
tiene que la solucién 6ptima toma valores 0 6 1 en cada entrada, utilizaremos el método
Branch and Bound, el cual se utiliza a través de la libreria de Python Pulp. Con esto se

realizaron las siguientes simulaciones:

1. En esta implementacién tomamos el espacio E := [—3, 3] x [0, 5]. Nuestra multifuncién
={(z,y) € E : bla—T|+y < y},
y la funcién de beneficio neto viene dada por g((z,y)) = —2?sin(3z) — y? + 10. Con

I" que nos genera el preorden viene dado por I'((Z, 7))

esto, se realizé un mallado del espacio uniforme con tamaifio de paso h = 0.1. Asi, se
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obtiene el siguiente pozo éptimo,

15

10

-5

Figura 3.1. Gréfica de pozo 6éptimo de R? con altura dada por su valor en la funcién
beneficio neto g.

En esta implementacién se puede ver que la extraccion cubre casi todo el espacio F
menos una esquina cuyo valor no valia la pena extraer por su costo en la funcién de

beneficio neto. El valor de la extraccién 6ptima de este pozo es de 5.94996472.

2. En esta implementacién nuestro espacio E := [-3,3] x [0,5], I'((Z,7)) = {{(z,y) €
E : 5z -7 +y <y} ygl(z,y)) = —0.222 — (y — 2.5)2 + 5, con un tamaiio de paso

h = 0.1. Con esto se genera el siguiente pozo éptimo:
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Figura 3.2. Gréfica del pozo 6ptimo de R? con altura dada por su valor en la funcién
beneficio neto g.

En esta implementacién se ve que se extrae casi todo el espacio E disponible, menos un
subconjunto cercano al eje X donde el valor de la funcién beneficio neto ya era negativa.
Otra cosa que se puede observar es que dada la implementacién de este problema a
priori no se ve una estructura de pozo dada por la funcién I'; esto debido a que los
puntos fuera de la frontera de E no se consideran en el problema de optimizacion. Es
por esto que idealmente para generar una estructura de pozo se recomienda agregar
algun tipo de penalizacion a la funcién g en la frontera del conjunto E de tal manera

que se respete la estructura de pozo.
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3. En esta implementacién agregamos la penalizacién anteriormente mencionada, modi-

ficando asi la funcién de beneficio neto a

—0.22% — (y—25)2+5 siz<24

9((z,y)) =
—100 sixz>24

Con esta modificacién de la funcién, se mantienen los mismos parametros que la im-

plementacion anterior y se consigue el siguiente pozo éptimo:

# %

Figura 3.3. Grafica del pozo éptimo con penalizacion en la frontera de E para la imposicion

de la estructura de pozo.

En este resultado podemos claramente ver que se mantiene la estructura de pozo y
que es eficaz la penalizacion sobre la funcién g sobre la frontera para este objetivo.
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3.2. Problema restricto

En esta seccién realizaremos una implementacién numérica para el caso donde tenemos una
restriccién sobre nuestra variable ¢, la cual representa el material no beneficioso extraido,
esto debido a que se asegura la existencia de un pozo y ademés dada nuestra implementacién

podemos asegurar la optimalidad de este pozo en cuestion debido a la discretizacion.

Sean E C R? un conjunto compacto con la funcién beneficio neto ¢ : E — R, definimos los
espacios de medida (X, u),(X, 1) y (Y,v),(Y,?) y la matriz de costo C' dada por la funcién
de costo ¢ : X xY — RU{+o0o} de la misma manera que en la seccién anterior. Definiremos

el siguiente problema

max S — (q, U D-Cqn
(M)ERR(C)@ i) — (g, D) (D-Cqn)

donde
R (C) == {(p,q) € {0,1}" x {0,1}™ : V(i,7) € [[n]] x [m]], p& —¢<C A hQZqi <k}

Lo cual equivaldria a una discretizacién del problema (D-Cq).
Con esto, veamos que el problema discretizado del problema de pozo se puede escribir de la

siguiente manera.

max Z h2g(x) (P-Cqn)

rEF

sa  FeS(E)

Ser W<k

Donde S (E) se define como el conjunto de pozos dados por el preorden = en el espacio

discretizado E.

Observacién 3.2.1. Veamos que efectivamente la estructura de la solucion de (D-Cqn) es
de la forma de una c—conjugada, esto debido a que andlogamente que el problema (D-Cq),

la restriccion de capacidad que se impone, no afecta a la restriccion de competitividad. Ast,
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se consigue que la solucion de este problema viene con la siguiente estructura

p°(y) = max{0, sup p(x)} yeE,
z:yel(x)

pE(w) = méX{O, sup p(l‘) - 1}3

z€E+
¢“(r) = mim{l, inf q(y)} zeET,
yel'(z)
¢°(@) = min{0, if ¢(y)}.
yeE—

Con esta estructura, se consigue analogamente a la demostracion de la proposicién 2.2.3 el

siguiente resultado

Proposicién 3.2.1. Sean (p,q) solucién de (D-Cqn), entonces para y",y’ € E-ya" 2 e

E* se cumple que
y' Zry Zra' Zra” = qy”) = q(y) = pla’) = pa”).

Asi, con este resultado, se puede enunciar el siguiente teorema que genera la conexién entre

los problemas (D-Cqn) y (P-Cqn).

Teorema 3.2.1. Para la solucién (p,q) del problema (D-Cqn) el conjunto
Fi={zeE" : plz) =13 U{ye B~ : q(y) =1},

es un pozo, y efectivamente es dptimo, por lo que los problemas (D-Cqn) y (P-Cqn) coinci-
den, es decir max (D-Cgn) = méx (P-Cqn)

Demostracion:
La demostracién en este caso es més sencilla que en el caso continuo, debido a que (p,q)
toma valores 1 o 0, por lo que dada la proposiciéon anterior, se tiene que F' efectivamente es

un pozo, y por lo tanto

J(p.q) = (p.p) — (g, v) = > hPglx)— > hPgly) = glx)h?

zeF+ yeEF— zeF

Esto debido a que en todo punto donde p y ¢ no sean 1, toman el valor 0. Con esto, se

consigue que

J(p,q) = Y g(x)h® < méx (P-Can)
zeF

Pero ademds, si tomamos un pozo G € S(E), este se puede representar con un par de
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funciones (vectores) (pg,qe) como

1 sized 1 siyed
pa(z) = ac(y) =
0 sizéd@G 0 siyé€G

Con esto se tiene que J(pa,qc) = > ,cq h2g(zx), por lo que para los pozos G' que cumplan

la restriccién de capacidad, es decir ) - h? < k, se cumple que

E>h? ) qe(x)= ) b

zeG— zeG—

Por lo que todo pozo factible del problema (P-Cqn) se puede representar por un par (p, q)
del problema (D-Cqn). Es decir

méx (P-Cqn) < mix (D-Cqn)
Con esto se consigue que ambos problemas coinciden, y por lo tanto F' es un pozo 6ptimo.

3.2.1. Implementacién numérica

En la implementacién numérica de este problema no dista mucho de la del problema irres-
tricto, sélo se agrega una nueva restriccion de capacidad. Dentro de la simulaciéon que se

realizo, se encuentra lo siguiente:

1. En esta implementacién tomamos el espacio E := [—3, 3] x [0, 5]. Nuestra multifuncién
que nos genera el preorden viene dada por I'((Z,7)) := {(z,y) € E : 2[z—z|+7 < y}.
Y la funcién de beneficio neto viene dada por g(z,y) = —0.202 — (y — 2.5)2 45, con el
parametro de capacidad £ = 2. Con esto, se realizé6 un mallado del espacio uniforme

con tamano de paso h = 0.1. Asi se obtiene el siguiente pozo:
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Figura 3.4. Gréfica de pozo 6ptimo con restriccién de capacidad en R? con altura dada
por su funcién en la funcién beneficio neto g.

Por otro lado, realizando la comparativa con el pozo éptimo dado por la misma ins-

tancia pero sin restriccion de capacidad viene a tomar la siguiente forma
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Figura 3.5. Gréfica de pozo éptimo sin restriccién de capacidad en R? con altura dada por
su funcién beneficio neto g.

Comparativamente se puede ver como la restriccién de capacidad afecta a un trozo de
la superficie, pero sigue manteniendo la forma de pozo impuesta por la multifunciéon
.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES Y
PROBLEMAS ABIERTOS

4.1. Conclusiones

Dentro de esta tesis hemos presentado un modelo de transporte éptimo para un problema
de extraccion y las herramientas para poder expandir el modelo y hacerlo més realista,
consiguiendo una restriccién ecoldgica de capacidad para los desechos, la cual funciona de
forma numérica.

En el capitulo 2 hemos desarrollado dos modelos, los cuales agregan restricciones de capaci-
dad para nuestro problema de extraccién, asi de esta manera, conseguimos sus condiciones
de optimalidad y caracterizamos un pozo. Algo que se puede observar en estos modelos
es que si el pardametro K es mas grande que el volumen del dominio F, la restriccién de
capacidad no se activa y se vuelve al mismo modelo original.

En el capitulo 3 implementamos dos modelos numéricamente en Python, el modelo de [Eke-
land and Queyranne, 2015], y el presentado en este trabajo en la Seccién 2.2.2, consiguiendo

la optimalidad de nuestro modelo a través de la discretizacién del espacio.
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4.2. Problemas Abiertos

4.2.1. Extraccidén de varias etapas

La extraccién de varias etapas se caracteriza por tener varias funciones beneficio/costo
g; : E — R, asi, un caso sencillo a analizar es cuando se tienen dos de estas, con lo que se

consigue el siguiente problema de extraccién

méx/Fgl(z)dz—F/Ggg(z)dz

sa E =E\F
FeSE)

G e S(Ey).

Por lo que surge la pregunta,

P1: ;Cémo podemos modelar esta extraccion de varias etapas utilizando transporte

optimo?

Dentro de la literatura existe el transporte éptimo multimarginal, por lo que quizéas la

respuesta a este problema puede surgir desde este esquema.

4.2.2. Optimalidad del pozo con restriccion de capacidad

Dentro del trabajo realizado se puede ver que a través de la discretizacion del espacio se

consigue la optimalidad del pozo, por lo que surge la pregunta

P2: ;Es posible conseguir la optimalidad de pozo a través del esquema de transporte

6ptimo con las restricciones de capacidad?

La respuesta de esta pregunta puede ir a través de la restriccién que se realizé en el Capitulo
3, donde se restringen los valores de p(x) y ¢(y) a 0 6 1. Es posible que al conseguir el pro-
blema dual con esta nueva restriccion se pierda alguna caracteristica, pero al menos pasando

al limite el problema discretizado esta sugiere ser la via para responder esta pregunta.
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ANEXQOS

Anexo de pseudocddigos de implementaciones numéricas

Los siguientes pseudocddigos representan la implementacion numérica utilizada en este tra-

bajo. En caso de que se busque realizar la implementaciéon numérica, simplemente no agregar

la restriccién de capacidad.

Algoritmo 1 Calcular pozo 6ptimo con restricciéon de capacidad FF C F

Require: h > 0,g(z): E—>R, a,b,K e RT:E= F

1:

NN = e = e e e
T Y 2 N e gk w 2o

R S S

E+Ja:b:h,a:b:h]
X <—empty array
Y <empty array
for z € F do
if g(x) > 0 then
Append x to X
end if
if g(z) < 0 then
Append x to Y
end if

: end for

: ¢ < array of len(X)xlen(Y) full of +oo

140
for x € X do
7+0
for y e Y do
if y € T'(z) then
cli,j] <0
end if
j—Ji+1
end for

> Create the arrays for E,X)Y

> Create the matrix C for the transport
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22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:

1+ i+ 1
end for
p < array of len(X)+1
v« array of len(Y)+1
1+ 0
for x € X do
pli] < h?g(x)
1+ i+ 1
end for
j<+0
for y €Y do
vlj] < h?|g(@)]
end for
a < sum(v)
w < sum(pu)
pli +1] + «
vij+1] «+w
X[i + 1] < "alpha”
Y[i+1] « 7w’

> Define the measures p and v

Solve the LP problem méx, ,p - u — ¢ - v with constraints p[i] — ¢[j] < ¢[¢, 7] and

Zj h2(1[j] <K
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