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A PHYSICO-MATHEMATICAL MODEL FOR GRAVITY DRIVEN GRANULAR
FLOWS

By: Rodolfo Sebastian Morales Gélvez

Abstract

The study and comprehension of the mechanics of granular media is of great importance
for the mining industry. From the first stages of an exploitation project, processes of extrac-
tion, comminution, transport and storage of fragmented ore should be taken into account,
which today are controlled by mechanisms currently unknown. One of the most interesting
phenomenas in this regard is the flow of granular material driven by gravity. Between its ap-
plications outstand the design of exploitation methods as Block Caving, in which a fracture
and disaggregation are induced in the base of the mineralised rock massif, to then extract
the fragmented material through an arrangement of openings arranged in the base.

In this thesis a novel physico-mathematical model is proposed for granular flows driven
by gravity. For its elaboration it is proposed that the particles descend by forming clusters
in response to local changes in the tensional state. From this hypothesis, an expression that
relates the particle flux density to the driving force is derived, where the latter concept is
composed of the divergence of the tensional state and the force of gravity. Along with this, it
is postulated that the dynamics is controlled by a new dimensionless number obtained as the
quotient between the driving forces and the resisting force developed between the particles
in motion and those that remain static.

The model was numerically resolved through the finite element method, archiving an
adequate reproduction of experimental results of Fullard et al. (2019) to the flow in silos
with one and two openings. The results were compared with the ones obtained through the
implementation of Neederman & Tiizlin (1979) model, showing a great improvement in the
description of extraction zones and velocity profiles. Analytical solutions were also obtained
for the flow in an inclined plane and Taylor-Couette type. In both cases the model predicts
the existence of a finite-thickness flow zone, in agreement with experimental results. The pre-
dicted velocity profiles were contrasted with the measurements of Wang et al. (2019), Mueth
et al. (2000), Bocquet et al. (2002) and F. da Cruz (2004) showing an adequate reproduction
in all cases.



MODELO FIiSICO-MATEMATICO PARA FLUJOS GRANULARES
IMPULSADOS POR GRAVEDAD

Por: Rodolfo Sebastian Morales Galvez

Resumen

El estudio y comprension de la mecanica de los medios granulares es de gran importancia
para la industria minera. Desde las primeras etapas de un proyecto de explotacion se deben
tener en cuenta los procesos de extraccién, conminuciéon, transporte y almacenamiento de
mineral fragmentado, los que son controlados por mecanismos que aun nos resultan desco-
nocidos. Uno de los fenémenos de mayor interés es el flujo de material granular impulsado
por gravedad. Entre sus aplicaciones destaca el diseno de métodos de explotacién como el
Block Caving, en que se induce la fractura y disgregacion de la base de un macizo de roca
mineralizada, para luego extraer el material fragmentado a través de un arreglo de aberturas
dispuestas en su base.

En esta tesis se propone un nuevo modelo fisico-matematico para flujos granulares impul-
sados por gravedad. Para su elaboracion se propone que las particulas descienden formando
clusters en respuesta a cambios locales en el estado tensional. A partir de esta hipdtesis se
deriva una expresion que relaciona la densidad de flujo de particulas con la fuerza impulsora,
compuesta por la divergencia del estado tensional y la fuerza de gravedad. Junto con ello se
postula que la dinamica se encuentra controlada por un nuevo niimero adimensional obteni-
do como el cociente entre las fuerzas impulsoras y la fuerza resistente desarrollada entre las
particulas en movimiento y aquellas que permanecen estéticas.

El modelo fue resuelto numéricamente por medio del método de elementos finitos, logran-
do una adecuada reproducciéon de los resultados experimentales de Fullard y col. (2019) para
el flujo en silos con una y dos aberturas. Los resultados fueron comparados con los obtenidos a
través de la implementacién del modelo de Neederman & Tiiziin (1979), mostrando una gran
mejora en la descripcion de las zonas de extraccién y los perfiles de velocidad. También se
obtuvieron soluciones analiticas para el flujo en un plano inclinado y de tipo Taylor-Couette.
En ambos casos el modelo predice la existencia de una zona de flujo de espesor finito, en
acuerdo con los resultados experimentales. Los perfiles de velocidad predichos fueron con-
trastados con las mediciones de Wang y col. (2019), Mueth y col. (2000), Bocquet y col.
(2002) y F. da Cruz (2004) mostrando una adecuada reproduccion en todos los casos.
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Capitulo 1

Introduccion

“IF YOU CAN’T SOLVE A PROBLEM, THEN THERE IS AN EASIER PROBLEM YOU CAN
SOLVE: FIND IT”. GEORGE POLYA.

1.1. Introduccién general

La materia granular es un conglomerado de particulas rigidas visibles en que la friccion
es la fuerza de interaccién predominante (Andreotti y col. 2013). Uno de los fenémenos de
creciente interés en esta area es el flujo en silos a través de una abertura basal, en que las
particulas descargan por accién de la fuerza de gravedad, también conocido como flujos gra-
nulares impulsados por gravedad. Este fenémeno es de particular interés en las industrias
quimica y agricola, en que los silos se utilizan ampliamente para almacenar materiales gra-
nulares. Las aplicaciones de este fenémeno se extienden a otras areas de la ingenieria, como
el diseno de reactores nucleares de lecho de bolas (Rycroft, Grest y col. 2006; Shengyao y col.
2019) y el diseno de métodos masivos de mineria subterranea como el Block y el Panel Ca-
ving (Castro y col. 2007; Vivanco, Watt y col. 2011; Vivanco y Melo 2013; K. Sénchez y col.
2019; V. Séanchez y col. 2019; Sun y col. 2019). Este ultimo es la principal aplicacién del
fenémeno en la industria nacional, en que la mineria del cobre! se ha visto perjudicada por
el agotamiento en las reservas superficiales y la disminucién en las leyes de mineral. Esta
situacién ha originado la migraciéon desde los métodos de explotacion superficiales, hacia
métodos de alta capacidad productiva y bajo costo operacional como el Block Caving y sus
variantes. Ejemplo de esto es la transicion de explotacién de rajo abierto a subterranea de la
mina Chuquicamata de CODELCO, considerada como la mas grande del mundo en su tipo.
Chuquicamata cuenta con 1250 metros de profundidad y una superficie de 800 hectéreas, y
a fines de 2019 comenzd a operar con el método de Block Caving, extendiendo su vida 1til
en unos 50 anos (CODELCO 2021). Esta tendencia que ha llegado para quedarse plantea
nuevos desafios en diversas areas de la ingenieria y las ciencias, particularmente en la fisica de
medios granulares. Hoy en dia, a pesar de los numerosos estudios realizados para comprender
la dindmica de los flujos granulares impulsados por la gravedad (I. Sielamowicz y col. 2005;
Irena Sielamowicz, Bloniski y col. 2006; Irena Sielamowicz, Czech y col. 2015; Kamrin y M. Z.

! Actividad en que Chile contribuye con el 28 % de la produccién mundial (principal productor) y el 23 %
de las reservas (Consejo Minero 2020)

Rodolfo S. Morales Géalvez
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Bazant 2007; Rycroft, Wong y col. 2010; Henann y Kamrin 2013; Staron y col. 2014; Hung
y col. 2018), se continia sin que exista una teorfa cominmente aceptada para explicar la
fenomenologia observada.

1.2. Descripcion del problema

El uso de métodos de hundimiento subterraneos masivos es la respuesta al agotamiento de
las reservas superficiales y a la disminucion en las leyes de mineral. En la actualidad, el diseno
de estos métodos de explotacion se realiza en base a metodologias empiricas que requieren de
la definicién de unos pocos parametros, tales como la granulometria de la roca fragmentada
y la geometria del punto de extraccién. Sin embargo, su uso conlleva a un alto nivel de incer-
tidumbre, motivando al ingeniero a ejecutar disenos conservadores que pueden tener grandes
repercusiones en los costos de inversion y operacion de la mina. No obstante, también existen
limitaciones asociadas a la implementacién de métodos mas robustos basados en simulacion
computacional, ya sea porque no logran capturar adecuadamente la fenomenologia observa-
da, dependen de un gran nimero de parametros desconocidos, o porque requieren de grandes
capacidades de célculo, lo que vuelve inviable su implementacion en la solucién de proble-
mas en condiciones realistas (como ocurre en los modelamientos DEM). Por lo anterior, la
mejora en la eficiencia y eficacia de los métodos subterraneos de explotacién masiva requiere
del desarrollo de modelos fundamentados en las leyes de la mecénica que, a partir de unos
pocos parametros, logren predecir el comportamiento del material granular originado con la
fragmentacion de la roca.

1.3. Objetivos

Objetivo general

Desarrollar un modelo fisico-matemaético para la prediccion del flujo de materiales granu-
lares impulsados por gravedad con aplicaciones en mineria subterranea.

Objetivos especificos

= Establecer un contexto tedrico sobre el cual fundamentar la deducciéon de las ecuaciones
de flujo de medios granulares impulsados por gravedad.

= Validar el modelo a partir de resultados experimentales.

1.4. Alcances y limitaciones

Sélo se aborda el fenémeno de flujo gravitacional en un medio denso y seco, en una con-
dicién de equilibrio cuasi-estatico, sin migracién de finos o infiltracién de otras fases.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Negocio Minero

Mineria de Superficie
Mineria Subterrdnea
Mineria por Hundimiento
Macizo rocoso

Actividad econémica asociada a la extraccion y
comercializaciéon de un recurso mineral

Explotacién minera desarrollada sobre la superficie del terreno
Explotacién minera desarrollada bajo la superficie del terreno
Método de explotacion subterraneo

Conjunto de bloques de una matriz rocosa y discontinuidades

Roca Material sélido, agregado de minerales o no minerales y que
no tiene una composiciéon quimica definida

Mineral Sustancia natural, normalmente sélido e inorgénico, de
composiciéon quimica definida que posee determinada
estructura cristalina

Pilar Columna vertical /horizontal de macizo rocoso

A Escalar

A Vector /tensor

A; Componente ¢ — ésima vector A

Ajj Componete i, j tensor A

(A)a Valor promedio de A sobre la region €2
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Valor integral de A sobre la regién 2

Valor integral de A sobre la frontera de la region 2
Densidad

Diametro promedio de particula

Diametro hidraulico

Longitud difusiva

Coeficiente de friccién

Coeficiente de friccién cinético

Angulo de friccion interna

Viscosidad dindmica

Viscosidad cinematica

Permeabilidad

Presién

Invariante deviatorico tensor de esfuerzos
Ntumero de inercia

Numero de resistencia

Numero de dimensiones espaciales

Vector velocidad

Componentes cartesianas de v

Vector aceleracion de gravedad

Magnitud aceleracién de gravedad

Tensor de esfuerzos

Tensor de deformacién

Tensor de velocidad de deformacion
Componente deviatorica tensor de esfuerzos
Componente deviatoérica tensor de deformacién
Componente deviatorica tensor de velocidad de deformacion
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Capitulo 2

Materia Granular

“RESEARCH IS WHAT I’'M DOING WHEN I DON’T KNOW WHAT I’'M DOING”. WERNHER
VON BRAUN.

2.1. Materia granular

La materia granular es un conglomerado de particulas sélidas y macroscdpicas en que la
fuerza de interaccion predominante es la friccién (Andreotti y col. 2013). El término “ma-
croscopico” alude a que las particulas son visibles por el ojo humano, en contraste con las
particulas microscopicas como los atomos y moléculas. Existen muchos ejemplos de materiales
granulares en nuestro entorno, desde los pequenos granos de azicar que utilizamos al pre-
parar un té, a rocas que pueden medir varios metros, e incluso asteroides de cientos de metros.

A diferencia de otras fases, la materia granular se ha resistido a formulaciones tedricas
que permitan describir de forma unificada su dinamica para geometrias y fuerzas arbitra-
rias, a causa de su complejo comportamiento que suele asemejarse a un sélido, liquido o gas
dependiendo de la circunstancia (Kamrin 2008). Una de las principales caracteristicas de la
materia granular es que tiende a disipar rapidamente la energia de sus particulas debido a las
fuerzas de friccién. Esto da lugar a fenémenos tinicos que no son observados en los estados
de materia tradicionales, tales como la respuesta a bajas aceleraciones (segregacién, compac-
taciéon y conveccion), la posibilidad de experimentar avalanchas, la formacién de cadenas de
esfuerzo, entre otros.

Los esfuerzos por comprender la fisica de los medios granulares no se deben tan sélo a la
curiosidad académica, sino también a la necesidad creciente de la industria por contar con
modelos predictivos que permitan disminuir la incertidumbre de los disenos. Este es el caso
de la mineria por hundimiento, en que una mejora en la descripcién del campo de velocidades
permitiria maximizar la recuperacién del mineral extraido, incrementando el valor del nego-
cio y evitando la formacién de pilares de material granular que pueden concentrar esfuerzos
sobre las galerias subterraneas en que se desplaza el personal.

De forma complementaria al presente capitulo, en el Anexo A se presenta un resumen con

Rodolfo S. Morales Géalvez
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aspectos fundamentales de la mecénica de medios continuos.

2.2. Equilibrio y fuerzas de contacto

El equilibrio de un sélido granular es el resultado de una compleja interaccién mecanica,
en que las fuerzas de contacto se organizan de modo que cada una de ellas se encuentre en
equilibrio. Para un empaque aleatorio de particulas, la magnitud de las fuerzas y su direccién
pueden resultar altamente no triviales, debido, principalmente, al efecto de las fuerzas de
friccién, que actiian como fuentes de indeterminacion al introducir mas incégnitas que ecua-
ciones de equilibrio de fuerzas y momentos de rotacion, originando la existencia de multiples
soluciones (Andreotti y col. 2013).

Un primer resultado en relacién a la magnitud f de las fuerzas de contacto entre granos
es la existencia de cadenas de fuerzas y de distribuciones de probabilidad P(f) de que f
se encuentre entre f y f -+ df. Estas se caracterizan por un amplio rango de variacién, en
que fuerzas de gran magnitud coexisten con fuerzas de muy baja magnitud (Jaeger y col.
1996). Se ha encontrado que fuerzas de gran magnitud se comportan de forma exponencial
P(f) oc eP%/f con 3 cercano a 1, en tanto que fuerzas de baja magnitud siguen una ley de
potencia P(f) oc (f/f)* con « cercano a cero. Estas distribuciones muestran ser indepen-
dientes de si el arreglo de granos es regular o aleatorio (Radjai, Jean y col. 1996).

(@ (b)

Redes
fuertes

Redes
—_ -— débiles

Figura 2.1: Distribucion angular fuerzas de contacto: (a) ensayo de compresion triazial, lineas
negras representan magnitud fuerzas de contacto; y (b) distribucion angular fuerzas de con-
tacto para redes de fuerzas débiles y fuertes. Figura adaptada de Andreotti y col. 2013 a partir
del trabajo original de Radjai, Wolf y col. 1998.
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La distribucién angular de las cadenas de fuerza y de los contactos se ve afectada por
el método de preparacion y la carga. En compresion isotrépica se observan distribuciones
isotropicas, en tanto que en presencia de una carga anisotrépica, los contactos se forman pre-
ferencialmente en la direccion de la carga mayor. Un aspecto relevante es que en ambos casos
las fuerzas de baja magnitud muestran mantener una distribucién isotrépica (independiente
de la orientacién), sugiriendo que son equivalentes a la presion, mientras que las fuerzas de
gran magnitud se orientan en la direccién de la carga mayor, contribuyendo a los esfuerzos
de corte (Radjai, Wolf y col. 1998). Ver Figura 2.2.

(@) ® E,

Fn

Figura 2.2: Fuerzas de contacto entre esferas: (a) antes del contacto; y (b) después del con-
tacto.

Existen expresiones analiticas que permiten calcular las fuerzas de contacto para geo-
metrias simples en el caso de cuerpos perfectamente elasticos. Una discusién mas detallada
sobre su origen y naturaleza puede ser encontrada en Johnson 1985, Elata y Berryman 1996
y Landau y col. 1969. El caso particular de dos esferas idénticas en contacto proporciona el
siguiente resultado para la fuerza normal:

2 9
F, =-k,h con k,=—

(9 1/271/2 21
3 16(1—y2)( R) R, (2.1)

con E v, Ry h los médulos de Young y Poisson, el radio y la indentaciéon entre ambas esfe-
ras, respectivamente. Esta expresion sélo es valida en compresion y es conocida como ley de
contacto normal de Hertz (Johnson 1985).

El caso de fuerzas tangenciales es mas complejo, y requiere descomponer la historia de
carga en pasos incrementales para la fuerza tangencial AF; y normal AF,. Para el caso
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particular en que no existen deslizamientos a lo largo de toda el drea de contacto (Fs < pugF,),
el incremento en la fuerza tangencial es:

1/3
2oF F
AF, = k,A k, = QR)\V2p1/2 11— =2 2.2

oooon (14+v)(2—-v) ) wk, ’ (22)

donde s corresponde a la deformacién de corte relativa entre ambas esferas. A causa de esta
expresion se dice que la fuerza tangencial entre particulas es camino-dependiente, ya que
depende de la trayectoria de tensiones y no tinicamente del resultado instantaneo final. Esta
expresion es conocida como solucién con deslizamiento de Mindlin (Johnson 1985).

Las leyes de contacto normal y tangencial se derivan de la teoria de la elasticidad (lineal),
utilizando el resultado de Boussinesq al problema de un semi-espacio infinito sujeto a la ac-
cién de una carga puntual', bajo el supuesto de que las superficies de contacto son localmente
planas. Este procedimiento junto a otros métodos de derivacion de fuerzas de contacto puede
ser encontrado en los trabajos originales de Mindlin 1949 y Mindlin y Deresiewicz 1953 o
bien en los libros de mecanica de contacto de J.R. 2018 y Popov y col. 2019.

2.3. Ecuaciones de conservacion

Las ecuaciones de conservaciéon de masa, momentum y energia de un medio granular
son formuladas en completa analogia con los medios continuos, satisfaciendo consigo los
principios elementales de la mecanica. Las ecuaciones de conservacién de masa y momentum

corresponden a:
0 Opv; 0
Py (—p—l-v-(pv):O), (2.3)

E 81‘1 N ot

n ot

0pv; N dpviv;  doyj d(pv)
at al’j 8.Tj ‘

—|—V'(,0VV):V'O'—pg>. (2.4)

Aqui p = p(x,t), v = v(x,t) y 0 = o(x,t) corresponden a la densidad, velocidad y tensor
de esfuerzos, respectivamente. Observar que se ha adoptado el convenio de Einstein de suma
sobre indices repetidos, asi 0;0,; = 0,0, + 0y0iy + 0,0,.. La interpretacién del termino V - o
se obtiene por medio de su integracion en un volumen de control V' de frontera V. En virtud
del teorema de la divergencia, se observa que su contribuciéon corresponde a

3 2
/ d m@iaz-j = / d TOing; = -Fi7
14 oV

es decir, el aporte total del tensor de esfuerzos es igual a la fuerza externa aplicada sobre la
superficie del volumen de control, con una fuerza por unidad de éarea igual a dF; = o;;n;dS.

La solucién de carga puntual, o funcién de Green, es integrada sobre una distribucién de carga compatible
con las condiciones de borde del problema de deformacién, permitiendo obtener expresiones para las fuerzas
de contacto.
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Las componentes o;; del tensor de esfuerzos se interpretan como la fuerza por unidad de area
en la direccién ¢ aplicada sobre una superficie cuya normal se orienta en la direccion j. Ver
Figura 2.3. Una de las consecuencias de que las fuerzas puedan ser expresadas como una
divergencia, es que satisfacen el principio de accion y reaccion para cada par de elementos
infinitesimales de volumen del medio.

(@ (b)
F, Ozz
dF =o-dS Tys
/ O-Zy
FZ dS UXZ
UZX
2 — Oyy
F, Oyx |2y
5]\ UXX

Figura 2.3: Interpretacion tensor de esfuerzos: (a) sélido sobre el cual se aplican fuerzas exter-
nas F1, Fo,..., a F,; y (b) elemento diferencial de sdlido sobre el cual actian las componentes
del tensor de esfuerzos. Observar que sobre la cara de normal T se aplican las componentes
Oz (normal), oy, (tangencial) y 0., (tangencial).

El tensor de esfuerzos se suele descomponer en sus componentes hidrostatica y desviadora,
definidas por:
Okk
P= —7 y Tz‘j = O'Z'j + P(Sij, (25)

respectivamente.

La aplicabilidad de las ecuaciones de conservacién de masa y momentum no es inmedia-
ta para un material que, por naturaleza, es discontinuo. Un método 1til para derivar estas
ecuaciones a partir de magnitudes microscopicas asociadas a la posicion, velocidad, masa
y fuerza entre particulas, consiste en promediar las ecuaciones de movimiento de particu-
las individuales dentro de un volumen de control. La idea de este método popularizado por
Glasser y Goldhirsch 2001 consiste en que existe una funciéon sobre la que es posible pro-
mediar magnitudes microscépicas permitiendo definir ventanas espacio-temporales en que el
sistema admite una descripcién euleriana®. Tal funcién posee un tamano que define las esca-
las espaciales w. y temporales 7. tipicas sobre las que el medio granular puede ser descrito
como un continuo. Si G(R) es la funcién que describe el promedio espacial, debe satisfacer
las siguientes propiedades: (i) es definida semipositiva, (ii) su integral sobre todo el espacio

2En mecénica de medios continuos se distingue entre la especificacién lagrangiana y euleriana. La especi-
ficacion lagrangeana es ampliamente utilizada en elasticidad y corresponde a aquella en que el movimiento
es descrito por un observador que sigue un movimiento a través del tiempo y el espacio. La especificacion
euleriana es utilizada en mecénica de fluidos y corresponde a aquella en que el observador se encuentra fijo
y describe el movimiento a través de la evolucién de un punto especifico.
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es unitaria, (iii) posee un unico maximo en R = 0, (iv) su primera derivada se encuentra
bien definida (puede ser una funcién generalizada), (v) posee un ancho w,. bien definido, que
define la escala espacial. Si F(t) es la funcién que describe el promedio temporal, también
satisface las condiciones (i)-(v) reemplazando R por ¢ con 7. la escala temporal.

Siguiendo la l6gica descrita, si {x®, u®* m®} corresponde al centro de masa, velocidad y
masa de la o — ésima particula de un set de N particulas, la definicién mecanica estadistica

de la densidad p/'(x/,t') y momentum p'u}(x’,t') microscépicos en un punto x’ y un instante
t' son:

= Z mes(x' — x(t'))

Zm 5(x" —x*(t')).

(2.6)

A partir de estas definiciones, los valores de densidad y momentum promedio son:

p(x,1) = / ' / B F(t — )G (x — x)pl (x, ¢) = / d F(t Zm )
pui(x,t) /dt /d3 "F(t—t)G(x —x)puy(x',t') = /dt]—“ Zm —x*(t").

(2.7)
En este esquema, las ecuaciones de balance se deducen utilizando la identidad
0G(x —x(t') _ da’(t')0G(x — x(t')) o 09 (X = X(t))

ot' S O; =) Ov; 29

a partir de la que se recupera con facilidad la ecuacién de balance de masa:

Ap(x,t) aft—t’
pat :/ Zm (x —x*(t"))

a _ 4
_ / dt'—]:<;t/ ) S g - x (1)

«

/dt’]—“ Zm Glx —x (t)) (2.9)

- _ai (/dt}" Zm x—xa(t')))

apui(xa t)
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Siguiendo un procedimiento similar, se encuentra para la ecuacion de balance de momentum:

dpu;(x, G(x —x“(t , , Sadug(t
PR 8(25 ) /dtf E meus o (t))—l—/dt]:(t—t) Ea m dt(’t)
dud(t")

0 C
:_a_xj/dt/f(t_t/)za:miau?(t/)u?(t,)g(x_Xa(t/»+/dtlf<t—t/)za:ma th/
(2.10)

Si se reconoce al primer término del miembro derecho como la divergencia del tensor de flujo
de momentum 0/0z;(pu;u;) y se utiliza la ecuacién de momentum para cada particula

du(t")

L s
B

se sigue que la ecuacion de balance de momentum se puede escribir en la forma usual, con o
definido a partir de la relacién 00,5 = [ dt/F(t—t') >, > 5 m® f*P ()G (x —x®). Para obtener
una féormula explicita para o se puede utilizar el principio de accién y reaccién, el cual implica
que f7 = — 7 Ast, 30, 5 [PP()G(x—x2() = (1/2) X, faﬁ(t/)( G(x—x%) —G(x—x7)).
Si ademds se tiene en cuenta que (G(x —x*(t)) — G(x —x°(t')) fo ds (0/0s)G(x—x*(t') +
sxP(t')) con x* = x* — x? y se atiende a que (9/9s) = (8/83&2) , se sigue que o puede
ser escrito como:

ofi(x,t) = /dt’ Zfo‘ﬁ /0 dsG (x — x*(t') + sx**(t')) . (2.11)

Una vez que las funciones de promedio han sido escogidas, es posible obtener la densidad,
velocidad y el tensor de esfuerzos que describen al medio granular como un continuo. Entre los
comentarios que se pueden realizar, se encuentra la simetria del tensor de esfuerzos. Si bien,
a priori of; no es simétrico®, debido a que los contactos entre particulas generalmente no lo
son, los resultados de varios estudios demuestran que al promediar sobre grandes voliimenes
of; sf es simétrico (Cambou 1998; Bardet y Vardoulakis 2001; Nicot y col. 2013). Ademds,
cabe destacar la importancia de la eleccion de G y F, ya que una elecciéon inadecuada puede
influenciar enormemente el cdlculo de las magnitudes promedio de acuerdo a las definiciones
entregadas en (2.7) y (2.11). Una eleccién usual para G corresponde a una funcién escalén,
que es constante al interior de un volumen y cero en su exterior. En el caso de un volumen
esférico V' de radio w se encuentra dado por G = (1/V)H(w — ||x||), con H la delta de
Heaviside. En este caso, y asumiendo F(t —t') = §(t — t’) con § la delta de Dirac, se obtiene
la siguiente definicién para el tensor de esfuerzos:

1
Tij = _VZ ot (2.12)

ceV

3Para un estado de equilibrio se requiere que el tensor de esfuerzos sea simétrico, ya que de lo contrario
surgirian momentos de rotacion.
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donde la suma se extiende sobre todos los contactos ¢ al interior del volumen V' y f¢ es la
fuerza de interaccién entre las particulas en contacto en c. El vector b es igual al vector x*°
que conecta los centros de las particulas a y § que conforman el contacto en ¢; si alguna de
las particulas se encuentra fuera del volumen V| el vector b® es igual a la porcion del vector
x? al interior de dicho volumen. Ver Figura 2.3 (a).

(@) (b)

Ll Lol Ll L

0,1 1 10

w

Figura 2.4: (a) Ilustracion del vector b® en la definicion del tensor de esfuerzos (2.12). (b)
Esfuerzo vertical como funcion del tamano del volumen de promediado w en un ensayo de

compresion uniaxial. Figura adaptada de Andreotti y col. 2013 a partir del trabajo original
de Radjai, Wolf y col. 1998.

Un resultado similar para expresar el tensor de esfuerzos se debe a Nicot y col. 2013 a
través del calculo directo del valor promedio del tensor de esfuerzos, en cuyo caso surgen
componentes inerciales adicionales en la definicién del tensor de esfuerzos, las que, sin em-
bargo, proporcionan una contribucién despreciable en el régimen de interés.

2.4. Elasticidad

La introduccion a la teoria de la elasticidad proporcionada a continuacién, se basa en los
libros de Landau y col. 1969 y Sadd 2014, por lo que se recomienda referirse a ellos para una
discusion mas detallada.

Para predecir el movimiento de un objeto material a partir de las ecuaciones de balance, se
requiere de una ecuacion constitutiva que relacione la solicitacién (esfuerzos) con la respuesta
en deformacion del medio. Esta tltima es caracterizada introduciendo una nueva cantidad
fisica, conocida como tensor de deformacién y definida como:

€ij =5 aijr(%i ; (2.13)

donde u = x’ — x se conoce como vector deformacion, y corresponde a la diferencia entre la
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posicién final (deformada) x'(x) y la posicién inicial (sin deformar) x de un punto del s6lido?.
El tensor e;; se define con la finalidad de expresar la distancia diferencial deformada como
dl”* = (6;; + 2e;;)dx;dz; (donde se han omitido términos de orden superior), de modo que su
conocimiento permite determinar la distancia entre cada par de puntos después de la defor-
macién. Para interpretar su significado resulta conveniente suponer que, para algin sistema
de referencia, las inicas componentes no nulas del tensor son las diagonales (ejes principales),
denotadas por e, es v e3. Luego, la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos
vendra dada por dI”? = (1 + 2e1)dx? + (1 + 2ey)dz3 + (1 + 2e3)dz?, resultado correspondiente
a la suma de dilataciones o contracciones en los ejes principales. Asi, el alargamiento relativo
del i — ésimo eje principal es (da); — dz;)/dx; = /1 + 2¢; ~ ¢;.

(@ (b)
Sin deformar Deformado _.Q (e) = (g 0

(©) dr i
L l - (€)= (8 dL /L)

o
N—r

(d

© = (}’? 2 y62>

x

Figura 2.5: (a) llustracion de la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos de
un solido antes y después de una deformacion. Ejemplo tipos de deformacion: (b) rotacion
corresponde a deformacion nula; (b) elongacion uniazial se representa por una inica compo-
nente no nula; y (c) deformacion de corte se representa por componentes diagonales iguales
a la mitad del dngulo de distorsion.

De forma a andloga a la descomposicion proporcionada para el tensor de esfuerzos, se
define la componente desviadora del tensor de deformacion por:

e
€;j = ei]’ — %513 (214)

Un modelo constitutivo ampliamente utilizado en ingenieria corresponde a la ley de Hooke,
que para un medio eldstico e isotrépico adquiere la siguiente forma lineal:

045 = Kekkéij + QGGEJ‘, (215)

donde K es el médulo de compresion y G es el modulo de corte. En ingenieria es usual
utilizar el médulo de Young E y la razén de Poisson v, relacionados con K y G a través
de G = E/2(1+v)y K = E/3(1 — 2v). Esta expresion para o se puede deducir a partir

4La deformacién de un sélido se encuentra totalmente determinada si se conoce la posicién final e inicial
de cada punto, de ahi la definicién de e;;, ya que su conocimiento permite determinar wu;.
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de principios termodinamicos, debido a que un proceso de deformacién reversible implica
la acumulacion de energia elastica en el sélido que luego es empleada para restituirlo a su
estado original (Landau y col. 1969). Si se supone que el proceso de deformacién ocurre lo
suficientemente lento como para que el cuerpo se encuentre en todo instante en equilibrio
termodinamico, el proceso sera reversible, por lo que la primera ley se puede escribir en la
forma & = T'dS + 0;;de;j, con £ la energia interna, S la entropia y 7' la temperatura. Puesto
que £ = £(5, e;5) resulta conveniente utilizar un potencial termodindmico cuyas variables
termodindmicas sean {7, e;;}, lo que se consigue utilizando la energia libre de Helmholtz F,
definida como una traslaciéon de la energia interna, F = & — T'S, que en forma diferencial es
dF = SdT + o;;de;;. De aqui se sigue que el tensor de esfuerzos se relaciona con la energfa
libre de Helmholtz (en un proceso reversible) segin:

oOF

8627'

0ij (2.16)
Luego, el problema de encontrar una ley constitutiva se resume a encontrar una expresion
para F. En el caso particular de la ley de Hooke, dicha expresion resulta de una generaliza-
cién de la energfa eldstica de un resorte, quedando en la forma F = Fo(T) 4 (K/2)e), +2Gé3;
donde Fy(T) es la energia libre asociada a una deformacién de referencia y los dos términos
restantes se construyen a partir de los primeros dos invariantes del tensor de deformacion,
que en la expresion anterior se identifican con la energia asociada a un cambio de volumen y
de forma, respectivamente.

La elasticidad lineal permite modelar el comportamiento eldstico de una amplia gama
de materiales utilizados en ingenieria cuando estan sujetos a pequenas deformaciones, sin
embargo, no resulta adecuada para materiales granulares, en que se observa una dependencia
entre la rigidez y la tension, ademéas de un comportamiento histerético que conlleva a dife-
rencias observables en procesos de carga y descarga (Jiang y Liu 2004; Jiang y Liu 2007).

Lo anterior no implica que las particulas que conforman un medio granular no puedan
ser elasticas. Atendiendo a este principio y a los resultados de Hertz, Mindlin y Cattaneo
para las fuerzas de contacto entre particulas esféricas, es que Jiang y Liu 2004 propusieron
un modelo hiper-elastico para medios granulares. La idea es que al ser G ~ K ~ (—ekk)l/ 2

la energia libre de Helmholtz puede ser expresada en la forma:

2
F= gKeik +Gé}, con K=EBAY? | G=FEAAY? y A= —cp. (2.17)
Luego, a partir de la relacién (2.16) se sigue que el tensor de esfuerzos corresponde a:
B OF
i _8€Z’j
1 8(_ekk) 2 ~ 4 ~

52

_ Gep,
:Kekk&-j + 2Geij — EK&J
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Los primeros dos términos en esta expresion son analogos a los de un sélido isétropo, en tanto
que el tercero describe un acoplamiento entre las deformaciones de corte y la deformacion
volumétrica, prediciendo una dilatancia. Si ahora se tiene en cuenta que las fuerzas de con-
tacto normal escalan como la presién F, ~ P ~ A3/?2 entonces se sigue que K ~ G ~ P/3,
obteniendo una dependencia potencial de los moédulos eldsticos en la presién. Comporta-
mientos de este tipo han sido reportados por diversos autores (Lade y Nelson 1987) y son
ampliamente utilizados en mecanica de suelos en el modelamiento de arcillas, arenas y gravas
(Lambe y Whitman 1991). Mdas atn, con un poco de dlgebra es posible escribir la ecua-
cién (2.18) en la forma usual utilizada en elasticidad lineal o;; = K.frepd;; + 2Gé;; con
el médulo de compresibilidad dado por K.;; = EBAY2(1+ Aé2,/2BA?). Puesto que, por
definicién oy, = Keprepe = —P y 7,5 = 2Gé;;, el resultado anterior permite relacionar la
deformacién volumétrica con la presiéon Py e invariante deviatérico J? = 7,;7;;/2 en la forma

P = EBA%? (1 + J?/2E*ABA®), o bien:

2/3 2/3
A? PA3/2+ L p_o o oac( L 14 |1 28 (2.19)
EB E?AB” - \2EB A P2 B
Luego, se sigue que ambos médulos elasticos se encuentran dados por:
—2/3
2B J*?
_ 2/3 p1/3 _ 22
K = (2EB)"" P 1441 (.AP2>
1/ (2.20)
2B J?
_ 2/3 1/3 p1/3 R
G = (EA)“(A/2B)°P 14411 (AP2>

Dependencias del médulo de Young en la presién y el cociente J/P han sido reportadas
por diversos autores en la ejecucién de ensayos tri-axiales (Lade y Nelson 1987). Es in-
teresante observar que la dependencia en el invariante deviatorico es a través del cociente
J/P, magnitud que describe la envolvente de falla de materiales friccionantes sin cohesién
(ver seccién siguiente). En particular, el resultado anterior impone un limite superior de
J?/P?2 = A/2B. Igualando este resultado con el criterio de falla de Mohr-Coulomb (ver
seccién siguiente), J/P = sin ¢, se llega a un limite superior para el déngulo de friccion de
sin ¢. = /.A/2B. Ahora bien, si interpretamos los parametros A y B en términos del médulo
de Poisson de pequenas deformaciones, se sigue que A = 1/2(14+v) y B = 1/3(1—2v). Luego,
sin ¢, = 1/3(1 — v)/4(1 + v), de modo que para v = 0,5 se obtiene ¢, = 0° en tanto que para
v = 0,0 se tiene ¢. ~ 60°. Estos resultados para el angulo de friccién, junto a las expresiones
derivadas para los médulos elasticos K y G en (2.20) constituyen resultados originales del
presente trabajo. Una discusién similar puede encontrarse en Jiang y Liu 2003.

2.5. Plasticidad

La introducciéon a la teoria de la plasticidad proporcionada a continuacién, se basa en
los libros de Prat 2006 y Hosford 2010, por lo que se recomienda referirse a ellos para una
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discusion més detallada.

La elasticidad lineal presenta una serie de caracteristicas, entre ellas se destaca que (I)
todas las deformaciones son recuperables y reversibles, (IT) las componentes desviadoras e
hidrostética se encuentran desacopladas, y (III) no hay limite de tensiones elasticas. En ge-
neral, éstas no se cumplen en todos los materiales, ya que (I) las deformaciones son en parte
permanentes y existen diferencias entre procesos de carga y descarga, (II) se observa aco-
plamiento entre componentes desviadoras e hidrostatica (dilatancia), y (III) las tensiones se
incrementan hasta alcanzar el limite eldstico, tras el cual se observa rotura. Este tipo de com-
portamientos son capturados por ecuaciones constitutivas del tipo plasticas, las que, debido
a la diferencia de comportamiento en procesos de carga, se expresan de forma incremental,
a través de relaciones del tipo Aoy; < Ae;j, 055 < €5 0 doy; «+ de;;. Para deducir como
se relacionan estos incrementos, la teoria de la plasticidad emplea cuatro principios basicos,
estos son: hipdtesis de aditividad de deformaciones; superficie de fluencia; ley de fluencia; y
ley de endurecimiento.

La hipdtesis de aditividad de deformaciones supone que en todo momento pueden coexistir
deformaciones eldsticas ef; (recuperables) y pldsticas ej; (no recuperables), de modo que la
deformacion total es la suma de ambas:

de;j = deg; + dej;. (2.21)

Las deformaciones eldsticas se calculan utilizando teoria de la elasticidad, aunque los médulos
elasticos no son necesariamente constantes:

defj = ijkldo'kla (222)

donde Cjj; se obtiene como el inverso de do;; = Eijkldefj con Fjjy el tensor de rigidez elasti-
ca. La descripcion de las deformaciones plésticas se realiza por medio de la ley de fluencia,
cuya formulacién requiere de la definicion de superficie de fluencia.

Figura 2.6: Ejemplos superficies de fluencia en el espacio de esfuerzos principales. En rojo,
superficie de fluencia de Mohr-Coulomb. En negro y verde, superficies de fluencia de Drucker-
Prager circunscrita e inscrita a la superficie de Mohr-Coulomb.

La superficie de fluencia es una generalizacion del concepto de limite de fluencia. En
general, se define como una funcién de las tensiones y otros parametros que separa, en el
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espacio de tensiones, aquellas combinaciones de tensiones que dan lugar a comportamientos
elasticos y plasticos. Los puntos interiores a la superficie constituyen estados de tension
admisibles en el rango elastico. Ver Figura 2.5. La expresion general de la superficie de
fluencia se expresa en la forma:

F(Uij7Xa) =0, (2'23)

donde los y, son pardametros que controlan el tamano de la superficie de fluencia, y tipi-
camente dependen de la deformaciéon plastica acumulada efj. Puesto que F' es una funcién
escalar, la superficie de fluencia sélo puede ser funciéon de magnitudes escalares construidas
a partir de los invariantes de o0;;. Segun sea el comportamiento de la superficie de fluencia,
se definen distintos tipos de plasticidad: plasticidad perfecta, cuando la superficie no cambia
de tamano en un proceso de carga; plasticidad rigidizable, cuando la superficie se expande
en un proceso de carga; y plasticidad reblandecible, cuando la superficie se contrae en un
proceso de carga.

La ley de fluencia proporciona la deformacién incremental plastica. Para ello, se supone
que existe una funcién de las tensiones (y de otros parametros) denominada potencial plastico,
tal que:

Asi, las deformaciones plasticas se obtienen como:
oG
deP. = d)\ 2.25
e’Lj aaij’ ( )

donde d\ es un escalar que proporciona la magnitud de la deformacién pléastica, en tanto
que la direccién queda determinada por dG/0o;; (deformacién plastica es perpendicular a
las superficies con G = cte). Cuando G(0;;) = F(0;;) se habla de plasticidad asociada, y
plasticidad no asociada en otro caso.

Para obtener dA se atiende a que las tensiones plasticas deben encontrarse por sobre la
superficie de fluencia. Asi:

oF oF
dF :aTkldUkl + axadxa
:a—FdUkl —+ 8—F 8XO¢ dep
8okl 8Xa aeﬁm mn (2.26)
_OF o+ OE OXa ) OG
0o OXaOhn ~ 00mn
=0.
Luego:
d\ = ia—Fdakl con H=-— OF Oxa 0G (2.27)
H oy, OX o 0€hn 00 )

La variable H se denomina médulo plastico, y segin su valor se tendra: H = 0 plasticidad
perfecta; H > 0 plasticidad rigidizable; y H < 0 plasticidad reblandeciente. Finalmente, las
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deformaciones plasticas quedan en la forma:
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Figura 2.7: (a) Representacion estado tensional plano. (b) Componentes tangente y normal
de los esfuerzos sobre un plano de dngulo 6; hipotenusa de largo unitario. (c¢) Criterio de
falla de Mohr-Coulomb para un estado tensional plano.

Un modelo ampliamente aceptado para medios granulares cohesivos es el criterio de ro-
tura de Mohr-Coulomb. Su forma original corresponde a estados tensionales planos, como el
ilustrado en la Figura 2.6-(a). Este criterio relaciona los esfuerzos normal o, y tangencial 7
al plano de falla seguin:

T=c+ o,tan g, (2.29)

donde ¢ es la cohesion y ¢ el angulo de friccion interna. Para un plano general, asumiendo
que |04 > |oyyl, se puede demostrar a partir del equilibrio de las fuerzas ilustradas en la
Figura 2.6-(b), que los esfuerzos normal y tangencial a un plano caracterizado por un dngulo
0 corresponden a:

(Oze + Uyy) (02w — Uyy)

oy = — 5 — 5 cos 20 — o, sin 20
= P+ Rcos(20 + 2
( ¥) (2.30)
_ (00z — Oyy) .
Ty = —Tsm 20 + 04, cos 20
= Rsin(20 + 2¢)

donde P = —(045 + 0yy)/2, R = — (04w — 0yy)/2 vy tan2y = 20,,/(04e — 0yy). El resulta-
do expresado en términos de P y R se puede representar graficamente como un circulo de
centro (P,0) y radio R en el espacio (0,,7) segin se ilustra en la Figura 2.6-(c). Asi, el
angulo de rotacién hacia el sistema de esfuerzos principales (en que 7 = 0) corresponde a
0 = —1), ala vez que la superficie de falla se ubica a +(¢/2—7/4) del esfuerzo principal mayor.
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En términos de esfuerzos principales, el criterio de Mohr-Coulomb resulta independiente
del esfuerzo principal intermedio, y puede ser representado como:

01 — 03 01+O'3

5 5 sin ¢ 4 ccos ¢. (2.31)

Esta funcion de fluencia puede ser convenientemente expresada en términos de los invariantes
de hidrostéatico P, deviatérico J y el dngulo de Lode 6°, definidos segtin:

[1 Oii 1
P=-0,=——=——=—=(01+ 02+ 03)

3 3 3
TiiTii 1
J =+ Jy= \/ JQ = \/5[(01 —0m)? + (02 — 0m)? + (03 — 0)?]
. (2.32)
TiiTikTki
J3 = %kk = g |:(O'1 — O'm)g + (02 — O'm)g + (03 — O-m)3:|
1 3\/§J3 1 0'1—20'2—’—0'3
= —Zgin ' =22 —tan ! | — 0 € |—30°,30°).
3sm < 5 J3> an [ 73 ooy @€l ,30%7)
Asi, la funcion de fluencia de Mohr-Coulomb se puede expresar como:
sin ¢ c
F=J-(—0n,+a)g(f) con g(f)= . y a= 707 (2.33)
cos ) + —=sinfsin
73 ¢
Las deformaciones plédsticas en este caso son:
- OF 'aFaam+aF 0J | OF 99
eij n 8025 n 80m 8015 8] 5’015 69 80’@'
[ 9o,  OJ dg 00
=d\ | g(d — (—0om — 2.34
g< )8@]- aO'Z'j ( Tm + CL) 8980'”] ( )
[ 0ii 04 — Om0is dg 00
= d)\ )L 2 "W (g il )

La teoria de la plasticidad aplicada a medios granulares se encuentra desarrollada en el
contexto de la mecanica de suelos, por lo que se recomienda referirse al libro de Yu 2006 para
una discusién mas detallada de la misma.

2.6. Reologia de medios granulares

Cuando las deformaciones plasticas predominan por sobre las deformaciones elasticas,
éstas ultimas pueden ser despreciadas. Mas atin, cuando, la deformacion plastica incrementa

5El 4ngulo de Lode proporciona la mejor representacién cuando se requiere trabajar con el esfuerzo
principal intermedio.
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con una tasa temporal

T = 2 8:1:]- 0:171 conni = dt ’ '

las componentes principales de la tasa de deformacién 4 y la componente deviatorica del
tensor de esfuerzos 7, se tienden a alinear, lo que se conoce como coaxialidad. Asi, se puede
postular una relacién entre ambos tensores del tipo:
Tij Vij
= — (2.36)
VTETEL VYK VKL

Luego, si durante la deformacion plastica las tensiones se encuentran por sobre la superficie
de fluencia, y se asume que el medio granular sigue el criterio de Mohr-Coulomb sin cohesion,
T = \/TuT = P sin ¢, se obtiene:

7ij = Psin ¢7j con Y = \/ Yk Vi (2.37)

Este resultado recuerda la dependencia de un fluido de Bingham de viscosidad nula y esfuerzo
de fluencia P sin ¢. Si bien, este resultado puede parecer satisfactorio para representar el com-
portamiento de medios granulares cuando la deformacién es predominantemente plastica, sélo
puede representar estados cuasi-estaticos, en que las tensiones se ubiquen sobre la superficie
de fluencia. Desde el punto de vista microscopico, una dependencia de este tipo podria surgir
(al menos en principio) si en todos los contactos entre particulas se cumple la condicién de
deslizamiento F; = pF,. Esta observacion resulta contradictoria, ya que para un medio con
empaquetamiento denso tal condicién es esperable inicamente para valores muy grandes de .

Una generalizacién del resultado presentado en (2.37) es proporcionado por la reologia
p(I) propuesta por Jop, Forterre, Pouliquen y colaboradores (MiDi 2004; Jop y col. 2005;
Jop y col. 2006). Este modelo establece una relacién entre el tensor de esfuerzos inspirado en
la mecanica de fluidos e interacciones friccionantes que siguen la ley de friccién de Coulomb.
Asi, la descripcion matematica del medio granular se realiza asumiendo que el tensor de
esfuerzos se encuentra compuesto por una presion hidrostatica P y una componente de corte
T cuyas orientaciones se encuentran definidas por el tensor 7, a la vez que su magnitud es
funcién de la presiéon P de acuerdo con:

Vi

7ij = (1) B

(2.38)
De este modo, el parametro p es andlogo al coeficiente de friccion usualmente utilizado para
caracterizar las fuerzas de friccién entre solidos. No obstante, a diferencia de este ltimo,
se asume que el coeficiente p es funcién del nimero de inercia /, definido como el cociente
entre dos escalas temporales que caracterizan al fenémeno. Estas son: la escala de tiempo
de deformacién macroscépica ¢, = [|¥]| 7! y la escala de tiempo de inercia tp = Dsov/p/P.
La primera es una escala macroscépica relacionada con la deformacién media del medio. La
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segunda, en tanto, es una escala microscopica que representa el tiempo que le toma a una
particula caer en un espacio de tamano igual a su didametro Dsg por efecto de la presion P del
medio, debido al reordenamiento de particulas (Frédéric da Cruz y col. 2005). Asi, el niimero
de inercia queda definido por:
po P (2.39)
P/p

(a) (b)

hA
1 —
\Q\ 5= \/( tp = Dso\/p/P

1

Figura 2.8: Escalas de tiempo en la definicion del nimero de inercia. (a) Escala de tiempo
de deformacion macroscdpica. (b) Escala de tiempo de inercia.

Valores pequenos de I corresponden a un régimen de movimiento cuasiestatico en el
sentido de que la deformacion macroscopica es lenta en comparacion con el reordenamiento
microscopico, mientras que los valores grandes de I corresponden a flujos rapidos. A partir
de las definiciones anteriores, el tensor de esfuerzos del medio granular queda representado
por:

u(I)P
v

De acuerdo a sus autores, el parametro I es el inico nimero adimensional que se puede
asociar a particulas rigidas (no es el caso de particulas blandas, en que es posible definir una
escala eldstica), lo que sustenta la dependencia de u e, inclusive, de la fraccién de sélidos ¢
en el numero de inercia (Forterre y Pouliquen 2008). Ambas funciones pueden ser ajustadas
como:

Oij = —P(Sij + T]’}/U con 1n = (240)

M2 —
In/T+1

Valores tipicos de los parametros de ajuste de estos modelos para particulas de vidrio
monodispersas son p; = tan(21), pus = tan(33), Iy = 0,3, Gmaz = 0,6 ¥ Gmin = 0,4 (Jop y col.
2005; Jop y col. 2006).

,LL(I) = u1 + (b(l) = (bmax + (¢mm - (bmaz)I- (241)
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Capitulo 3

Flujo Gravitacional en Mineria

“ONE NEVER REALIZES WHAT CAN BE DONE, CAN ONLY SEE WHAT REMAINS TO BE
DONE”. MARIE CURIE.

3.1. Mineria de Block Caving
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Figura 3.1: Esquema de operacién por el método de Block Caving, mina el Teniente, Chile.

El Block Caving es un método de mineria subterranea que consiste en inducir la fractura
y disgregacion en la base de un macizo de roca mineralizada, para luego extraer el material
fragmentado a través de un arreglo regular de aberturas dispuestas en su base, también co-
nocidas como bateas de extraccién. La fragmentacion y disgregacién del macizo se consigue
a través del debilitamiento mecanico y la socavacién de la base del bloque por voladura,
cuyo efecto se propaga en la vertical hasta alcanzar la superficie a medida que el mineral
es extraido. Estos métodos se caracterizan por ser econémicos y eficientes para una extrac-
cién a gran escala, siempre y cuando las condiciones de la roca in situ sean favorables, es
decir, que permitan el hundimiento controlado del macizo asegurando la estabilidad de las

Rodolfo S. Morales Géalvez
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labores de extraccién subterranea y la continuidad de la operacion (Heslop 2000; Brady 2012).

El diseno de estos métodos contempla una serie de galerias destinadas a facilitar la frag-
mentacién inicial, extraccion, transporte y ventilacion. Estas galerias conforman los niveles
de hundimiento, produccién, transporte y ventilacion. A partir del nivel de hundimiento se
perforan los tiros que sirven para fragmentar la base del macizo, a la vez que se crean las
bateas de extraccion a través de las que fluye el material fragmentado hacia los puntos de
extraccién ubicados en el nivel de produccién. El nivel de produccion, ubicado bajo el nivel
de hundimiento, se compone de un arreglo paralelo de galerias denominadas calles, utilizadas
para el transito de los equipos destinados a la labor de extraccién de mineral. A su vez se
dispone de un segundo arreglo de galerias cortas denominadas galerias de zanja, que conec-
tan las calles con los puntos de extracciéon. Usualmente el nivel de produccién cuenta con
una serie de excavaciones sub verticales llamados piques, destinados al traspaso del material
fragmentado con el nivel de transporte inferior a través del cual se extrae el mineral hacia la
superficie (Brady 2012). Estos niveles son distinguibles en la Figura 3.1.

Una de las variantes del Block Caving es el Panel Caving. La principal diferencia entre
ambos es que en el Block Caving se socava completamente la base de un bloque de macizo,
mientras que en el Panel Caving el bloque es socavado secuencialmente a través de paneles
o franjas. En consecuencia, en el Panel Caving el frente de hundimiento es desplazado a lo
largo de la base del cuerpo mineralizado, permitiendo controlar la extraccién y dilucion a
través del control del angulo de extraccion.

El principal desafio que imponen los métodos de Block Caving y sus variantes, es la
definicién de una malla (geometria, dimensiones, espaciamiento y disposicién de puntos de
extraccién), secuencia de avance y tasa de extracciéon que maximicen la recuperacién de mi-
neral a la vez que minimicen la entrada de estéril proveniente de la fraccion no mineralizada
del macizo (dilucién) (Laubscher 1994). En la actualidad, estos problemas son parcialmente
resueltos a partir de criterios generales de disenio fundamentados en la experiencia empirica
recopilada en modelos fisicos a pequena y gran escala.

3.2. Experiencia del siglo XX

La experiencia de Kvapil 1965 proporciona la primera descripcion cuantitativa del fenomeno
de flujo de material granular impulsado por gravedad. Originalmente, sus trabajos se encon-
traban dirigidos al estudio de flujo en silos y tolvas, empleando modelos bidimensionales con
arena y uno o varios puntos de extraccion. Los resultados de sus experimentos indicaban la
existencia de dos zonas que caracterizan el flujo gravitacional de material granular: la pri-
mera constituida por la ubicacion original del material que efectivamente resulta extraido y
la segunda delimitada por el material que cambié de posicion sin ser extraido y aquel que
permanecié en reposo. Janelid y Kvapil 1966 observaron que la forma de ambas zonas se ajus-
taba a la de un elipsoide en revolucion, motivo por el que las denominaron como elipsoide de
extracciéon y elipsoide de movimiento, respectivamente. En la Figura 3.2 se visualizan ambos
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elipsoides para la reconstruccién de una secuencia de extraccién. El elipsoide de extraccion
se representa por el drea gris achurada en (a) y el elipsoide de movimiento se representa por
el contorno blanco en (d).

Figura 3.2: Reconstruccion secuencia de extraccion en modelo fisico de flujo gravitacional de
material granular. Kvapil 2008.

Kvapil observd que el cociente entre el semieje menor y el semieje mayor de los elipsoides
permanecen aproximadamente constante para un mismo material, independiente de la forma
de la tolva y de la pendiente de su zona inferior. Ademds, las propiedades de dicho elipsoide
dependian de parametros como el tamano de las particulas, de modo que, cuando mas pe-
quenos son los granos de material, mas fino y alargado es el elipsoide (y vice versa). Otros de
los factores que resultaban relevantes eran la forma (esférica, irregular), la rugosidad de la
superficie de las particulas (lisas, rugosas), las propiedades del material (densidad, contenido
de humedad) y la tasa de extraccién (alta, baja, extraccién continua o extraccién interrumpi-
da). Cuantitativamente, Janelid y Kvapil 1966, encontraron que el volumen del elipsoide de
movimiento era unas 15 veces el volumen del elipsoide de extraccion, en tanto que su altura
era unas 2,5 veces la altura de dicho elipsoide.

Kvapil también realizé experimentos con varios puntos de extraccion, encontrando que
se lograba una disminucion de las zonas que permanecen en reposo cuando el espaciamiento
entre puntos de extraccién era menor o igual al ancho del elipsoide de movimiento, situacion
que ocurria tanto para extracciones con todos los puntos de extraccién de forma simultanea,
como para extracciones aisladas. Los modelos asociados a ambas situaciones se ilustran en
las Figuras 3.3 y 3.4, respectivamente.

De estos experimentos, Janelid y Kvapil 1966 concluyeron que el perfil de velocidades del
flujo gravitacional no es uniforme, presentando un patrén especifico que resulta en elipsoides
de igual velocidad, como se ilustra en la Figura 3.5 (a). Adicionalmente, observaron que las
elipses incrementan su altura tanto como la columna de material lo permita, pero su didme-
tro se encuentra acotado a partir de un momento determinado. Cuando esto ocurre, la zona
superior del flujo gravitacional se asemeja mas a un cilindro, en que el perfil de velocidades
es mds bien uniforme, como se ilustra en la Figura 3.5 (b).
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Figura 3.3: Secuencia de extraccién con tiraje uniforme. Adaptado de Kvapil (1965).

(@) —o— _ (b) — —
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Figura 3.4: Secuencia de extraccién con tiraje aislado. Adaptado de Kvapil (1965).

Kvapil extendi6 sus resultados proponiendo criterios para el diseno de métodos de explo-
tacion subterraneos de Sub Level Caving (Janelid y Kvapil 1966; Kvapil 1982; Kvapil 1992;
Kvapil 2008) & Block Caving (R. Kvapil 1989; Kvapil 2008). La observacion empirica de los
elipsoides en experimentos realizados por otros investigadores proporcioné aceptacion general
respecto al trabajo de Kvapil. No obstante, si bien la experiencia recopilada con modelos de
arena fue de gran utilidad para comprender el fenémeno de flujo gravitacional, permanecia la
preocupaciéon respecto a qué tan bien representaban la realidad. Esto, debido a que particu-
las redondeadas como la arena presentan mayor movilidad que particulas angulares que son
caracteristicas del mineral en una mina, como daba cuenta la experiencia de Janelid 1972 en
uno de los primeros experimentos de validacion a gran escala desarrollados en mineria por
Sub Level Caving, en que la forma de las zonas de movimiento del modelo a escala era mas
estrecha que la real, posiblemente debido a que el dngulo de friccién del material emplea-
do en el modelo era de 35°, en tanto que el de la roca tronada en la mina era de entre 45 a 50°.

Experimentos con materiales mas gruesos mostraban que las zonas de flujo se desviaban
de la de un elipsoide, asemejandose més a una gota invertida, y presentaban interacciéon de-
pendiendo del espaciamiento entre puntos de extraccién (R. Kvapil 1989). Para referirse a las
zonas de flujo sin aludir a una geometria particular, A. Halim y Trueman 2004 introdujeron
los conceptos de EZ (Extraction Zone) y MZ (Movement Zone) para referirse al volumen de
material extraido y el volumen que se ve alterado en la extraccién de dicho material, respecti-
vamente. Ademés, introdujeron los términos IEZ (Izolated Extraction Zone) y IMZ (Izolated
Movement Zone) para distinguir las situaciones en que existe (o no) interaccién entre las
zonas de flujo originadas por distintos puntos de extraccién. Esta convencién también sera
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Figura 3.5: Patrén de velocidades: (a) patrén de velocidades al interior del elipsoide de mo-
vimiento y elipsoide de igual velocidad, y (b) evolucién de la zona de movimiento. Adaptado
de Kvapil 2008.

empleada en este trabajo.

Marano 1980, Heslop y Laubscher 1981 replicaron los experimentos de Kvapil utilizando
modelos fisicos tridimensionales con arena y varios puntos de extraccion. Su modelo alcan-
zaba los 760 mm de largo, 760 mm de ancho y 2400 mm de alto, con particulas de 0,6 mm y
0,7 mm de tamano promedio, el cual contaba con 50 aberturas de 25 mm de didmetro equies-
paciadas en su base. Para monitorear el movimiento de la arena, los autores utilizaron capas
de arena coloreada dispuestas a distancias regulares. Una vez finalizados los experimentos
se vertio agua sobre la arena para humedecerla y posteriormente realizar cortes verticales
y visualizar la posicion de las capas coloreadas. Los autores realizaron experimentos en que
los puntos de extraccién se espaciaron una distancia igual al ancho del IMZ (que habia sido
determinado en experimentos previos), encontrando que se originaba un flujo uniforme al
extraer de forma simultdnea desde todos los puntos de extracciéon, como se muestra en la
Figura 3.6 (a). Luego, los autores compararon estos resultados con experimentos en que se
realizaron extracciones aisladas en cada punto de extraccion manteniendo el mismo espacia-
miento, como se muestra en la Figura 3.6 (b), llegando a la conclusion de que la teorfa de
los elipsoides de Kvapil no era aplicable en esta situacién, por lo que la denominaron teoria
de flujo interactivo. Los autores también realizaron experimentos en que se aumento en 1,4
veces el espaciamiento entre los puntos de extraccién, como se muestra en la Figura 3.6 (c),
encontrando que se originaba un flujo uniforme como en el experimento anterior, en que la
separacién entre puntos de extraccion era igual al IMZ.

En base a estos resultados Laubscher 1994 postulé que el flujo interactivo se originaba
cuando los puntos de extraccion se encuentran espaciados a menos de 1.5 veces el didmetro
del elipsoide de movimiento, indicando que el diametro del elipsoide de movimiento se ex-
pande y que el grado de interacciéon aumenta al disminuir el espaciamiento entre puntos de
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(a) (b) ©

Figura 3.6: Flujo interactivo: (a) flujo con extracciéon simultdnea y espaciamiento igual al
ancho del IMZ, (b) flujo con extracciones aisladas y espaciamiento igual al ancho del IMZ,

y (c) flujo con extraccién simultanea y espaciamiento igual a 1,4 veces el ancho del IMZ.
Adaptado de (Heslop y Laubscher 1981).

extraccién. Esta expansion no ha sido observada en experimentos con materiales mas gruesos
(R. Trueman 2007). Laubscher empleé estos resultados para definir criterios de disefio para
explotaciones subterrdneas por el método de Block Caving, creando una tabla a partir de la
cual se puede obtener el didmetro de la zona de movimiento y el espaciamiento entre puntos
de extraccién en funcién de la granulometria esperada. Esta teoria se encuentra ampliamente
aceptada y es utilizada en muchas minas de Block Caving (A. Halim y Trueman 2004).

Otros autores sugirieron que el empleo de modelos de gran escala con grava como material
granular resultaba mas adecuado para estudiar el fenémeno de flujo gravitacional en minas
de Block Caving (Peters 1984; Power 2004). Peters 1984 emple6 un modelo bidimensional
para estudiar el IEZ con varios tamanos de particula. Su modelo era de 4,5 m de alto, 3,6 m
largo y cerca de 0,5 m de ancho, con particulas de tamano 0,5, 1 y 1,5 pulgadas y mezclas
1:1:1 de estas. De sus experiencias concluyd que el tamano de particula tenia un pequeno
efecto en la geometria del IEZ y que el ancho del punto de extraccion presentaba un rol
importante. Peters también realizd experimentos con tres puntos de extraccion adyacentes,
observando que cuando la distancia entre dos puntos era de 1,14 veces el ancho del IEZ a su
maxima altura, las zonas de extraccion interactuaban. Power 2004 también estudié la TEZ
para varios tamanos de particula utilizando un gran modelo tridimensional. Su modelo era
de 2,2 m de largo, 2,1 m de ancho y 3,3 m de alto, con particulas de 5 mm, 7 mm, 14 mm,
20 mm y una amplia distribucién de mezcla entre particulas finas y particulas gruesas con
un tamano medio de 14mm. De estas experiencias concluyé que el tamano de las particulas
y la altura de extraccién influyen en las dimensiones de la TEZ. Ademads, concluyé que la
diferencia entre sus resultados y los de Peters, se debian fundamentalmente a la naturaleza
bidimensional del modelo de Peters. Ambos autores reportaron que el ancho de la zona de
extracciéon se incrementa al aumentar la altura de material extraido.
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3.3. Experiencia del siglo XXI

Resultados mas recientes se deben principalmente a los trabajos de A. Halim y Trueman
2004, R. Castro 2007 y R. Trueman 2007, obtenidos como parte del “International Caving
Study I1”. Estos autores en conjunto elaboraron experimentos fisicos tridimensionales de gran
escala utilizando grava como material granular (Ver Figura 3.7-a). El modelo fue disenado
para simular flujos en minas de Block Caving (utilizando como modelo la mina El Teniente 4
Sur) en condiciones de extraccién aislada e interactiva. Las dimensiones internas del modelo
alcanzaban los 3,5 x 2,5 x 3,3 m (ancho x profundidad x alto), siendo configurado a una
escala geométrica de 1:30 y luego reducido a 1:100, equivalentes a un Block Caving de 100
y 330 m de altura respectivamente. En el modelo a escala 1:30, los puntos de extraccion
fueron de 120 x 100 mm (ancho x alto) equivalentes a 3 x 6 m escalados. La distribucién
de tamano utilizada fue amplia, con un tamano medio de 18 mm y un tamano maximo de
40 mm, representando roca quebrada de entre 0,54 y 1,2 m. También se utilizé una segunda
distribucién maés estrecha con tamano medio de 20 mm. En el modelo a escala 1:100, los
puntos de extraccién fueron de 36 x 30 mm equivalentes a 3,6 x 3 m escalados. A diferencia
del caso anterior, en éste se empled una distribuciéon acotada, con una diametro medio de 7
mm. Las particulas tenian forma similar, y en ambos casos el angulo de fricciéon del material
fue cercano a los 45°. A partir de los andlisis de los resultados, los autores observaron que:
(1) no se presentan diferencias significativas al comparar los resultados de ambas escalas,
(2) el ancho de las zonas de extracciéon y movimiento crece indefinidamente a medida que se
extrae el mineral (ver Figura 3.7-b), y (3) no se experimenta una expansién de la zona de
extraccion en flujos interactivos (la superposicion es ligeramente menor que la obtenida en
flujos aislados - ver Figura 3.7c-d). De acuerdo con los autores, la expansién observada en los
modelos con arena como material granular se origina a causa de su menor angulo de friccion.
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Figura 3.7: Modelo fisico tridimensional de gran escala: (a) modelo fisico, (b) vista lateral
reconstruccion zona de extraccion para una abertura de ancho 700 mm y dos puntos de ex-
traccion, (c-d) vista en planta comparacion entre zonas de extraccion con una y dos aberturas
para un ancho de 500-700 mm. Adaptado de A. Halim y Trueman 2004.
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Otros autores han repetido estas experiencias utilizando modelos de menor escala con
grava como material granular (Melo y col. 2007; Melo y col. 2008a; Vivanco, Watt y col.
2011; Vivanco y Melo 2013; Jin, Sun, Ma y col. 2016; Jin, Sun, Wu y col. 2017; Zhang y col.
2018; Zhang y col. 2019). Sin embargo, sus resultados no han sido utilizados para elaborar
una herramienta de diseno sistematico que sustituya al abaco de Laubscher.
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Capitulo 4

Modelos Analiticos de Flujo
Gravitacional

“IMAGINATION IS MORE IMPORTANT THAN KNOWLEDGE. FOR KNOWLEDGE IS LIMITED
TO ALL WE NOW KNOW AND UNDERSTAND, WHILE IMAGINATION EMBRACES THE
ENTIRE WORLD, AND ALL THERE EVER WILL BE TO KNOW AND UNDERSTAND”. ALBERT
EINSTEIN.

4.1. Modelos analiticos

Con la finalidad de predecir el comportamiento del flujo gravitacional se han utilizado
diversas metodologias de simulacién computacional, establecidas sobre la base de modelos
analiticos que entregan una descripcion del sistema a través de magnitudes promedio.

El principal resultado obtenido por esta via es la descripcién del campo de velocidades en
la descarga de material granular a través de un punto de extraccion, lo que se ha obtenido
a través de dos enfoques. El primero se fundamenta en aspectos mecanicos asumiendo un
estado tensional critico (modelos de plasticidad) e imponiendo condiciones sobre las compo-
nentes del tensor de esfuerzos como es usual en mecanica de suelos. A pesar de su atractivo,
el principal problema es que conlleva a discontinuidades que no son observadas en los ex-
perimentos (Choi y col. 2005). El segundo enfoque entrega una descripcién cineméatica del
movimiento de las particulas ignorando el estado tensional. La discusién original se debe a
Litwiniszyn 1958, quien describié el fenomeno a través de un modelo estocéastico aplicado al
campo de desplazamiento vertical, en que un desplazamiento en la superficie formada por los
puntos ubicados a una cota determinada, induce un desplazamiento sobre los puntos ubica-
dos inmediatamente por sobre estos. En un trabajo posterior, Litwiniszyn 1966 introdujo un
nuevo modelo estocastico en que las particulas describen caminos aleatorios a través de los
espacios disponibles. Luego, J. Mullins 1972 entregd una descripcién equivalente en términos
del movimiento de espacios vacios liberados en una descarga, en que el movimiento descen-
dente de una particula, hacia o entre espacios vacios, es equivalente al movimiento aleatorio
de uno de estos espacios. El desarrollo de estas hipdétesis conduce en el limite continuo a una
ecuacion de difusion. Por otro lado y como una vision alternativa a estos procesos de natu-

Rodolfo S. Morales Géalvez
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raleza estocastica, R. Nedderman y Tiiziin 1979 dedujeron la misma ecuacién proponiendo
una relacion constitutiva entre las componentes horizontal y vertical del campo de velocida-
des. Esta 1ltima se conoce como relacién cinematica, o simplemente, como modelo cinematico.

Las teorfas de Litwiniszyn y Mullins de difusién de particulas/vacios resaltan como un
modelo mas completo, en el sentido de que proporciona un mecanismo microscopico para
comprender el flujo gravitacional. Sin embargo, diversos experimentos descartan su hipote-
sis, debido a que sobreestima la difusién de las particulas (Choi y col. 2005). Como alternativa
surge el modelo de burbujas desarrollado por M. Bazant 2004, el cual presupone que existe
una identidad espacialmente distribuida denominada burbujas (distinta a los vacios) encar-
gada de transportar el espacio intersticial liberado en una descarga, y cuya difusién origina el
movimiento de las particulas en acuerdo con la velocidad predicha por la relacion cineméatica
de Nedderman y Tiizin.

Un desarrollo posterior elaborado por Kamrin y M. Z. Bazant 2007 conocido como Regla
de Flujo Estocastico (SFR por sus siglas en inglés) extiende el modelo de burbujas a con-
diciones de flujo mas generales. El modelo propone que las burbujas difunden a lo largo de
las lineas de deslizamiento admisibles en un estado de equilibrio limite, siendo impulsadas
por desequilibrios locales en el estado tensional. Al ser aplicado al flujo gravitacional en silos
proporciona el mismo resultado que el modelo de burbujas.

De forma complementaria al presente capitulo, en el Anexo B se presenta un resumen con
aspectos fundamentales del calculo estocastico.

4.2. Modelo cinematico

R. Nedderman y Tiiziin 1979 proponen que existe una relacién constitutiva entre la com-
ponente vertical v y horizontal u del campo de velocidades. Para construir el modelo constitu-
tivo, los autores plantean que una particula se desplaza de forma horizontal si las velocidades
verticales de las particulas en el nivel inferior son distintas (gradiente de velocidad vertical).
Matematicamente, considerando un modelo bidimensional, la ley propuesta es (ver Figura
4.2):

ov
Adicionalmente, si las fluctuaciones en la densidad producto del flujo son pequenas, la ecua-
ci6én (4.1) combinada con la condicién de incompresibilidad

ou Ov

ot 5-=0, (4.2)

permite deducir que la componente vertical de velocidad satisface la siguiente ecuacién de
difusion:
ov 0%
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La condicion inicial es entregada por la velocidad en la cota inferior, de modo que dicha
velocidad experimenta un ascenso difusivo a través del material. La condicién de borde es
que la velocidad en las paredes debe ser paralela a las mismas. Se puede demostrar que para
un contenedor semi-infinito con un orificio puntual en su base en x = z = 0 que actia como
fuente de velocidad, la solucién a la ecuacién (4.3) se encuentra proporcionada por

(4.4)

donde @ es la tasa de flujo por unidad de espesor del contenedor.

7y

Figura 4.1: Representacion relacion cinemdtica de Neederman & Tiiziin.

El modelo cinematico ha sido ampliamente testeado experimentalmente, presentando un
gran acuerdo con los resultados observados (ver Figura 4.2). Una de las ventajas de este
modelo es su simplicidad, ya que involucra un solo parametro introducido como la constante
de proporcionalidad b en (4.1). Esta constante de denomina usualmente longitud de difusién
(debido a que posee unidades de distancia) cuyo significado microscépico es atribuido a las
fluctuaciones en el movimiento de las particulas, es decir, a la desviaciéon promedio de sus
desplazamientos respecto al desplazamiento medio experimentado en un determinado punto.

Nedderman y Tiiziin observaron que b ~ 2,24d para varios tamanos de particula. Por
su parte, J. Mullins 1972 midié b ~ 2d para particulas monodispersas de mineral de hierro.
Medina y col. 1998 utilizaron la técnica de velocimetria de imagen de particula (PIV) encon-
trando que la longitud de difusién aumenta desde los 1,5d a 4d a medida que la altura aumenta
para adaptarse al campo de velocidades. Samadani y col. 1999 reportaron que b ~ 3,5d para
pequenas particulas monodispersas de vidrio.Choi y col. 2005. El principal problema de este
modelo es que, a pesar de su ajuste, la longitud de difusion muestra depender de la altura,
lo cual es ilustrado en el grafico de la Figura 4.2.
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Figura 4.2: (a) Grdfico de contorno del campo de velocidad vertical descendiente promedio,
v en un silo de fondo plano con un ancho de orificio, W = 16 mm. (b) v en funcion de x
en las dos alturas, zy = 9,1d y zo = 29,1d indicados con lineas de puntos grises en (a). El
resultado del modelo cinemadtico en la misma geometria encaja mejor con b = 1,3d para el
perfil z1 y b = 2,3d para el perfil zo. También se muestra el resultado del modelo para el perfil
29 con b agustado en z, (curva sdlida estrecha). Figuras obtenidas de Choi y col. 2005.

4.3. Modelo de difusion de vacios

La discusién original se debe a Litwiniszyn 1958, quien describié el fenémeno de flu-
jo gravitacional introduciendo una funcién de subsidencia w = w(x, z) que representa el
desplazamiento vertical de la superficie horizontal inicialmente ubicada a una altura z por
sobre la abertura de extraccion. Tras un amplio desarrollo de su hipétesis, Litwiniszyn recu-
pero la ecuacién de Chapman-Kolmogorov del céalculo estocastico, a partir de la cual obtuvo
una ecuacién de difusién para la funcién de subsidencia '. En un trabajo posterior, Litwi-
niszyn 1966 describié el fenémeno de flujo gravitacional como el intercambio de posicién
entre particulas y espacios vacios, segin se ilustra en la Figura 4.3 (a). Estos tltimos se
originarian en la abertura basal con la extraccion de material, experimentando un ascenso
vertical acompanado de desplazamientos horizontales aleatorios. Asi, cada paso de un vacio se
corresponderia con el desplazamiento en el sentido opuesto de un igual volumen de particulas.

Para desarrollar esta hipdtesis, Litwiniszyn consideré el caso simplificado en que un vacio
puede migrar a una posicién en (z,z + 0z) sélo si es que proviene de las posiciones (z —
dx,z) o (x + dx, z). Esta situacién es ilustrada esquemadticamente en la Figura 4.3 (b), en
que un vacio asciende desde un nivel inferior a la vez que experimenta un desplazamiento
horizontal. Asi, Litwiniszyn definié p(x, z) como la probabilidad de encontrar un vacio en el

!Este modelo presenta inconsistencias en sus postulados que fueron posteriormente identificadas por W.
Mullins 1979. Ver Anexo C.
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punto (z, z), junto a las probabilidades de salto w, y w, de que en un ascenso experimente un
desplazamiento horizontal hacia la derecha o izquierda respectivamente. Con ello, encontro
que la probabilidad de encontrar un vacio en el punto (z,z + 0z) es:

plx,z 4+ 0z) = wyp(x — dz, z) + wep(z + oz, 2).

Expandiendo ambos lados de esta igualdad en series de Taylor, teniendo en cuenta que
w, + w, = 1, asumiendo que dz y dx? son finitos y proporcionales a ¢z, y tomando el limite
en que 6z — 0, se obtiene una ecuacién de difusién-adveccién para la probabilidad p(z, z) de
encontrar un vacio en el punto (z, z):

op(x,2) Op(, 2) p(z, z)
donde 5 522
: z o 97
AR = Jim o =l v BB = i o

De acuerdo a Litwiniszyn, cuando una particula es removida de su posicion, el vacio originado
es ocupado por otra particula que cae en su interior bajo la influencia del campo gravitacio-
nal (ver Figura 4.3). De este modo, el movimiento aleatorio de los vacios es equivalente al
movimiento aleatorio de las particulas. Este desarrollo es particularmente 1til ya que ilustra
de manera simple el fundamento del desarrollo de los modelos estocasticos. Ademas, dado
que es de esperar que los movimientos horizontales en ambos sentidos sean equiprobables, se
sigue que A = 0 a la vez que B posee un valor finito, que puede ser explicado a partir de
las fluctuaciones en el desplazamiento horizontal de la particula. Este es el significado que
se le entrega al coeficiente de difusion en el contexto de la teoria de procesos estocasticos,
particularmente en la fisica del no equilibrio?.

En un desarrollo posterior, J. Mullins 1972 interpreté esta ecuacion en términos de la
densidad de flujo de particulas. Asi, si la probabilidad p se corresponde con la densidad de
vacios p,, la ecuacién anterior es equivalente a asumir que la densidad de flujo de vacios tiene
por componentes:

Joo ~ =00zpy Y Juy ~ —po. (4.7)

Luego, utilizando la ecuaciéon de continuidad sobre esta densidad de flujo, es sencillo ver que
po satisface la ecuacién de difusion:

opy ba2pv
0z  Ox?’

(4.8)

Finalmente, teniendo en consideracién que los flujos de vacios y particulas son iguales y en
sentido opuesto J, = —J, se sigue que este modelo y el cinematico son equivalentes.

2Para una introduccién al célculo estocdstico refiérase a Arovas 2015.
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Figura 4.3: (a) Trayectoria de un vacio en ascenso origina una cadena de particulas descen-
dentes. (b) Particula descendiendo en respuesta al ascenso de un vacio por intercambio de
volumen. Figuras adaptadas de M. Bazant 200.

En general, el problema de del modelo de difusién de vacios se pone de manifiesto cuando
se considera un experimento de difusion. Asi, si se colorea una de las particulas en un flujo
uniforme impulsado por vacios, la particula realiza un camino aleatorio descendente con la
misma longitud de difusién que los vacios en ascenso. Por lo tanto, las particulas se mezclan
rapidamente antes de que caigan por la abertura en longitudes de unos pocos diametros de
particula, lo que va en contra de la experiencia Choi y col. 2005.

4.4. Modelo de difusiéon de burbujas

El modelo de burbujas introducido por M. Bazant 2004 surge como un mecanismo de
difusion cooperativa en empaquetamientos densos y aleatorios de un medio granular. El flujo
predicho es aproximadamente el mismo flujo medio que en el modelo cinemético, porque
también supone que las particulas se mueven en respuesta al volumen libre que difunde hacia
arriba. Sin embargo, establece que este exceso de volumen se transmite en burbujas extendidas
de volumen intersticial, no en espacios vacios. De esto modo, la longitud de difusién b del
modelo cinematico ahora corresponde a la longitud de difusiéon de las burbujas b,, definida
como

Var(dzy)
T 20z,

donde dx, y 0z, corresponden a los desplazamientos horizontales y vertical de las burbujas
respectivamente. A diferencia del modelo de difusién de vacios, en que un vacio acttia como
una vacante capaz de ser llenado por una particula entera, una burbuja transporta una pe-
quena fraccion del espacio intersticial distribuido en una regién extendida y hace que todas
las particulas afectadas se muevan (en promedio) como un bloque con el mismo desplaza-
miento en la direccién opuesta a la burbuja (ver Figura 4.4).

=, (4.9)

Otra de las diferencias con el modelo de vacios es que el modelo de burbujas reduce en
gran medida la longitud de difusién de las particulas. Para dar cuenta de aquello se puede
suponer que una burbuja lleva un volumen total libre V y causa desplazamientos iguales
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(0xp, 02,), entre las N, particulas del volumen V},. Luego, el desplazamiento de las particulas
al interior de una burbuja puede estar relacionado con el desplazamiento de la burbuja
(0xs, 0zs) mediante la siguiente expresién aproximada de la conservacién del volumen total:

wNV,(dx,, 02,) = Vi(0xs, 025). (4.10)

A partir de esta relacién se sigue que la escala de difusién de las particulas b, se relaciona
con la escala de difusion de las burbujas a través de:

Var(éz,)  ,Var(dz,)

P 202, - v 2woz,

= wby. (4.11)

Este valor es menor que la longitud de difusién de burbujas en un factor de w = V;/N,V}, lo
que puede estar relacionado con el cambio d¢ en la fraccién de volumen local de las particulas
¢ causado por la presencia de la burbuja, d¢ = ¢ — ¢/(1 + ¢w) ~ ¢>w. Como resultado de
simulaciones y experimentos se sabe que ¢ ~ 0,6 y su variacién flucttia entre un 1% a 3% en

las regiones con flujos densos lejos de la abertura, por lo que el modelo de burbujas predice
Choi y col. 2005:

by Vi 09 o

w = R ATA ¢2 ~ 107~ (4.12)
Con este resultado se sigue que el numero de Péclet (que relaciona la velocidad de adveccion
con la de difusién) para la difusién horizontal es P., = (dy,/0t)d/(Var(dx,)/20t) = d/b, =
d/wbs =~ 10%. Este resultado predice que las particulas se desplazan una distancia del orden
de 100 veces su propio diametro antes de experimentar difusién horizontal de 1 didmetro, lo
que concuerda con los experimentos en que P, = 321 para particulas que descargan en un
silo cuasi-bidimensional M. Bazant 2004.

(a) (b)
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Figura 4.4: Modelo de Burbujas. (a) Burbujas transportando espacio intersticial, que se ex-
tienden en varios diametros de particulas, se difunde hacia arriba desde la abertura del silo
a medida que las particulas descargan. (a) El desplazamiento de una burbuja hace que un
blogue de particulas experimente un desplazamiento mds pequeno en la direccion opuesta, a
fin de conservar aproximadamente el volumen local. Figuras adaptadas de M. Bazant 2004.

El concepto matematico clave para definir las burbujas es la de una regiéon de influencia
difusora, que causa una correlacién desplazamientos entre todas las particulas en su interior.
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El postulado microscépico para este movimiento se fundamenta en la preservacion del em-
paquetamiento de las particulas, lo que origina el movimiento de la zona afectada como un
bloque en la forma ya descrita. Esto sugiere que la influencia de una burbuja se encuentra
gobernada por una funcién w(x,,X;) que decae con la distancia al centro de la burbuja. Asi,
en un movimiento de traslacién en una direccién opuesta a la de la burbuja, el desplazamiento
aleatorio AR} de la v — ésimo particula centrada en Xzi, debido al desplazamiento aleatorio
AR/ de la B — ésima burbuja centrada en x’ se encuentra dado por:

AR, = —w(x;, x5 + ARJ)ARS. (4.13)

Luego, en presencia de N burbujas, el desplazamiento total experimentado por la particula se
obtiene sumando sobre la funcién de influencia y los desplazamientos de todas las burbujas.
En el limite continuo se sigue que el desplazamiento neto de una particula en x, se encuentra
dado por:

AR, = — /dN(xp,t)w(xp,xs + AR,)AR;. (4.14)

Definiendo una densidad de burbujas tal que (AN) = p;AVj se sigue que la velocidad pro-
medio de la particula en x,, se encuentra dada por:

Vp(Xp, 1) = —/d‘/;w(xp,xs) [0s(Xs, 1) Vs(Xs, 1) — Ds(xs, 1) Vps(xs,t)] . (4.15)

Asi, queda en evidencia que la velocidad de particula posee dos fuentes. La primera corres-
ponde a la reaccién (opuesta) al desplazamiento de las burbujas,

(AR.)
ot

Vs(Xs,t) = lim (4.16)

FTN

y la segunda originada por las fluctuaciones en el movimiento de las burbujas, conteniendo
al tensor de difusién de las burbujas de componentes:

(AR ;AR ;)
ot

Ds,ij = lim

| (4.17)
FYN

Asumiendo que las burbujas no interactian y que sus fluctuaciones son independientes, se
sigue que el tensor de difusién de las particulas se relaciona con el de las burbujas de acuerdo
a:

D, = [ Vol (. D, (x., 1) (4.18)

En esta expresion se debe notar que la funcién de influencia aparece al cuadrado, lo que
sugiere que el término dominante en el desplazamiento de las particulas es la adveccién. Este
aspecto se ve apoyado en la discusién previa respecto a que el niimero de Peclet es del orden
de 10% veces el didmetro de particula.

Este modelo posee amplia aceptacion debido a que permite reparar las inconsistencias del
modelo de vacios, ademés de que los resultados experimentales indican que las velocidades de
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las particulas se encuentran correlacionadas a distancias de unos pocos diametros de particula
(ver Figura 4.4) resultando en evidencias directas para el modelo (M. Bazant 2004).

(@) (b)
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Figura 4.5: Evidencia experimental directa de burbujas: correlaciones de velocidad espacial.
(a) Grdfico de superficie y (b) cortes coordinados del coeficiente de correlacion para fluc-
tuaciones de velocidad (sobre el flujo medio local) en separacion horizontal, x, y separacion
vertical, z, en unidades de diametro de particula, d. Imdgenes obtenidas de M. Bazant 2004.

4.5. Regla de flujo estocastico

La regla de flujo estocéstico introducida por Kamrin y M. Z. Bazant 2007, o SRF por
sus siglas en inglés, es una generalizacion del modelo de burbujas. En el SRF la direccion de
deriva, previamente supuesta vertical por M. Bazant 2004, se obtiene proyectando una fuerza
efectiva sobre las superficies (lineas) de deslizamiento admisibles en un estado de equilibrio
limite.

La idea tras el SRF es que las burbujas no se pueden mover en una direccién arbitraria,
ya que el material se encuentra en un estado de movimiento incipiente sélo a lo largo de
superficies (lineas) de deslizamiento en que se cumple la condicién de equilibrio limite, segin
predicen los modelos de plasticidad. De acuerdo con el modelo de Mohr-Coulomb, para un
problema bidimensional las lineas de deslizamiento se orientan a un angulo de +(7w/4 + ¢/2)
respecto al esfuerzo principal mayor. Asi, cuando una burbuja se propaga actia como un
evento local de falla o fluidizacion del material. Geométricamente, la region fluidizada se
encuentra entre lineas de deslizamiento cruzadas separadas por una distancia caracteristica
L, asemejandose a un diamante. Ver Figura 4.5. Cuando se produce la fluidizacion, la regién
afectada disminuye su coeficiente de fricciéon desde un valor p a un valor py < p. Este cambio
afecta el equilibrio y origina una fuerza neta desbalanceada que impulsa a la regién fluidizada.
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Figura 4.6: Regla de flujo estocdstico. (a) Lineas de deslizamiento admisibles al interior del
silo, correspondientes a esfuerzo principal mayor vertical, y direccion de deriva de burbujas.
(b) Region fluidizada entre lineas de deslizamiento admisibles. Figuras adaptadas de Kamrin

2008.

En el modelo de plasticidad de Mohr-Coulomb las lineas de deslizamiento se caracterizan
por los siguientes vectores normales:

€ = (cos(v + /4 — ¢/2),sin(¢ + 7/4 — ¢/2))
i = (cos(yp — m/4 + ¢/2),sin(¢ — 7/4 + ¢/2)),

donde 1) es el angulo entre el eje horizontal y el esfuerzo principal mayor. Luego, si f es la
fuerza desbalanceada, se sigue que la direccion de deriva de las burbujas corresponde a:

(F-EE+ (F- )i
(- €)E+ (- M)l

Con esta definicién, se sigue que la velocidad promedio de una particula ubicada en x, se
encuentra dada por:

(4.19)

d=— (4.20)

vy(x,,t) = —/dVSw(xp,Xs) [ps(xs, £)d(x,,t) — Dy(xs, 1) Vps(xs, 1) | - (4.21)

En tanto que la ecuacién de Fokker-Planck que describe la evolucion de la densidad de
burbujas es:
V- (psd) =V - (DsVpy). (4.22)
La fuerza desbalanceada se obtiene a partir de las fuerzas de volumen y de traccién que
actian en la regién fluidizada. Las fuerzas de traccién se originan por el estado tensional,
por lo que su valor por unidad de area se obtiene como la proyeccion del tensor de esfuerzos,
de acuerdo con:
ﬂ = 0iny. (423)
Esta cantidad puede ser descompuesta en sus componentes normal o,, y tangencial 7 definidas
por:

oni = (Ting)n;

= (opnmng)n;
- E - Tn,i

= (Uij - Uklnknmmj)nj.

(4.24)
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Asi, la fuerza neta sobre la regién fluidizada se encuentra dada por:
=y [
i~ 1 Lo — PGi

e + e
= ITi T 75 LOn,i — PYi-
V' Jov V Jov

(4.25)

De acuerdo con el modelo de Mohr-Coulomb, las magnitudes de las componentes de la fuerza
de traccién corresponden a T = po, v 0, = Pcos®@, por lo que para una condicién de
equilibrio limite se cumple:

0; = — P cos® ¢n;
5 . . (4.26)
T; = pPcos® ¢7;  (ny7; = 0).
De forma similar, en la regién fluidizada se cumple:
0; = —P cos® ¢n;
e (4.27)
T, = pp P cos” ¢7;  (ni7; = 0).
Luego, la fuerza neta es:
1 2 2 1 2 2
fi=— d“xp P cos” ¢7; — — d“x P cos” pn; — pg;.
V Jov V Jov
1 1
Mk d*z P cos® o7; — —/ d*x P cos® ¢n; — pg;
wV v Vi Jov
(4.28)

1 1
_Mk —/ d*xpP cos® p7; — —/ d*x P cos® ¢n; — py;
AV Jov V Jov

1
+ 11— Mk ——/ d*xP cos® ¢n; — pg; | .
H V' Jov

Ahora bien, el primer miembro de la tltima igualdad es nulo en un estado de equilibrio limite,
de modo que la fuerza desbalanceada que actia sobre la region fluidizada corresponde a:

fi=— (1 — %) (é/av d*x P cos® pn; + pg¢> . (4.29)

Atendiendo al teorema de la divergencia se sigue que:

1 oprP
v . d*z P cos® ¢n; = 8—%6082 0. (4.30)

Finalmente, sustituyendo (4.30) en (4.29) se sigue que la fuerza desbalanceada se encuentra
determinada por:

f=— (1 — %) (VP cos? ¢ + pg) . (4.31)
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El mismo resultado se puede obtener de forma gréafica atendiendo a los esquemas ilustrados
en la Figura 4.5.

(@ (b)

(©

\ (1-5)r
— H—kF 1 v IS
Hi 2 # (1 - —k) Pcos?
— Pcos*¢ /\ U ¢ -
\/ + -
2
uPcos“ _——

Figura 4.7: (a) Diagrama de fuerzas sobre region estdtica. (b) Diagrama de fuerzas sobre
region fluidizada por una burbuja. Observar que u decrece a . (c¢) Descomposicion del
diagrama de fuerzas para region fluidizada. El primero de los diagramas equivale (salvo un
factor de multiplicacion global) al de una region estdtica, por lo que no contribuye a la fuerza
neta. Fuerza F corresponde a fuerza de volumen, e.q. gravedad. Figuras adaptadas de Kamrin
2008.

Esta teoria mecanica supone que los campos involucrados corresponden a magnitudes
promedio, a la vez que las lineas de deslizamiento se encuentran bien definidas. En general,
las lineas de deslizamiento se presentan de forma difusa a causa del empaque aleatorio de las
particulas, actuando como fuente para la difusion de las burbujas.
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Capitulo 5

Modelo Teérico de Flujo Gravitacional

“WHEN YOU MAKE THE FINDING YOURSELF — EVEN IF YOU’'RE THE LAST PERSON ON
EARTH TO SEE THE LIGHT — YOU’LL NEVER FORGET IT”. CARL SAGAN.

5.1. Discusion

Los modelos analiticos elaborados para explicar la fenomenologia observada en experi-
mentos de flujo gravitacional, proporcionan una descripcion del movimiento de las particulas
introduciendo hipotesis que conllevan a la obtencién de ecuaciones del tipo difusién-adveccion.
Este es el caso de la relacién cinematica de R.M. Nedderman y Ttiziin 1979 (ver Figura 5.1-a),
los modelos de difusién de vacios de Litwiniszyn 1958 y J. Mullins 1972 (ver Figura 5.1-b),
del modelo de difusién de burbujas propuesto por M. Bazant 2004 (ver Figura 5.1-c), y su
posterior adaptacién introducida por Kamrin y M. Z. Bazant 2007 (ver Figura 5.1-d). De
acuerdo con sus autores, todos ellos conllevan a recuperar el mismo perfil de velocidades
promedio que se obtendria por medio de la aplicacion de la relacion cinematica.

€)] (b) (© (d)

Figura 5.1: Esquema interpretacion modelos analiticos: (a) relacion cinemdtica de R.M. Ned-
derman y Tizin 1979; (b) intercambio de particulas y vacios en el modelo de difusion de
vacios de Litwiniszyn 1958 y J. Mullins 1972; (c¢) desplazamiento de burbuja induce un des-
plazamiento en un bloque de particulas en el modelo de difusion de burbujas de M. Bazant
2004; y (d) region fluidizada por una burbuja en la regla de flujo estocdstico de Kamrin
y M. Z. Bazant 2007.

Melo y col. 2008b utilizaron el modelo cinematico para estudiar la geometria de la zona de
extraccion (EZ), encontrando que la geometria predicha por la relacién cinemética se asemeja

Rodolfo S. Morales Géalvez
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a la forma de un huevo, y no a una elipse como sugieren los resultados experimentales!. Esta
situacion es ilustrada en la Figura 5.1.
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Figura 5.2: Geometria zona de extraccion. (a) Geometria eliptica obtenida en experimentos
de flujo gravitacional. (b) Geometria en forma de huevo obtenida por integracion del modelo
cinematico de acuerdo con Melo y col. 2008b. En ambas, triangulo inferior representa material
granular extraido, y linea segmentada corresponde al contorno de la region originalmente
utilizada por el material al interior del silo, antes de su extraccion.

En general, los modelos del tipo cinematicos requieren de la introduccion de una enti-
dad que transporta espacio intersticial (vacios o burbujas), cuyo movimiento aleatorio es
estudiado en términos probabilisticos por medio de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
diferencial (también conocida como ecuacién de Fokker-Planck, refiérase a Arovas 2015), sin
proporcionar una explicacién mecéanica que justifique su aplicacion. Esta hipdtesis se apoya
en el acuerdo entre resultados experimentales y la prediccion de perfiles de velocidad que
asemejan una distribucién gaussiana, un resultado caracteristico de fenémenos de naturaleza
difusiva en que la entidad en movimiento sigue una trayectoria aleatoria con desplazamien-
tos cuadraticos medios proporcionales al tiempo. Sin embargo, resultados experimentales
como los de Garcimartin y col. 2011 han demostrado que se exhibe una tendencia balistica
({(Ax)? ~ t?) a intervalos de tiempo menores a lo que tarda un grano en caer en su propio
didmetro, volviéndose difusivo ({Axz?) ~ t) sélo a distancias mayores.

Si el comportamiento de las particulas en un experimento de flujo gravitacional fuese
difusivo, el campo de velocidad obtenido en un experimento con multiples aberturas corres-
ponderia a la superposicion lineal de los campos de velocidad originados por cada una de ellas

IPara remediar esta situacién, los autores propusieron un retraso temporal entre el movimiento del material
y su extraccién, provocado por la dilatacién del medio. En su forma original, este modelo incorpora un término
de reaccion en la ecuacién de difusion, teniendo como desventaja la pérdida de masa para un elevado ntimero
de extracciones.
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por separado. Este resultado se denomina principio de superposicion y su validez se limita
a las ecuaciones diferenciales lineales. Luego, es claro que los efectos de interaccion no lineal
observados en experimentos con multiples aberturas no existirian si los comportamientos
fueran puramente difusivos. Estos efectos pueden emerger de una dependencia del parametro
de longitud de difusién del modelo de R.M. Nedderman y Tiiziin 1979 en la velocidad (o
densidad de vacios para los modelos de Litwiniszyn 1958 y J. Mullins 1972), situacién que
de acuerdo con los trabajos de E. Lenzi y col. 2017; E. K. Lenzi y col. 2019 podria explicar
el origen de los regimenes subdifusivos o sobredifusivos y las respuestas no lineales.

Por otro lado, el argumento de la existencia de una entidad que transporta espacio in-
tersticial, utilizado en la interpretacién de los modelos de tipo cinematicos, no es la tnica
explicaciéon a un comportamiento, de apariencia, difusivo. Desde el punto de vista mecanico,
la contribucion difusiva emerge de una ecuaciéon de movimiento del tipo

dv

P = —D6t™'Vop — bpg — pot v, (5.1)

en que D y 6t son propiedades del medio y dp es el cambio local en su densidad. Asi, para
instantes de tiempo t >> dt se puede despreciar la contribucién del término de aceleracién,
obteniendo una densidad de flujo de particulas equivalente a la que se obtendria por medio
de la aplicacion de la segunda ley de Fick para fenomenos de difusién de materia, incluyendo
un término de deriva en la direccién favorecida por la aceleracién de gravedad:

j=—0pu— DVip Ley de Fick, (5.2)

donde u = dtg corresponde a la velocidad de deriva®. Luego, aplicando la ecuacién de con-
servacion de masa se recupera una ecuacion del tipo difusién adveccion para la densidad de
particulas:

op 07 0 ddp '35p_D825p

— =0 - —tu—= :
Una ecuaciéon andloga puede ser escrita si la apariencia difusiva se atribuye a la presion en
lugar de la densidad, por ejemplo, por medio de una ecuaciéon de movimiento del tipo

(5.3)

N_ _gp Y (5.4)
P = P8 — 2oV, -

en que v y k®. Asi, para instantes de tiempo ¢ >> k/v se obtiene una densidad de flujo de
particulas equivalente a la que se obtendria por medio de la aplicacién de la ley de Darcy
para el flujo de agua en medios porosos:

k
j= —;(VP + pg) Ley de Darcy. (5.5)

2Corresponde a la direccién promedio de la densidad de flujo de particulas, sin considerar la contribucién
de las fluctuaciones, en este caso contenidas en el término gradiente de densidad.

3En el contexto de flujo de un fluido a través de un medio poroso, v corresponde a la viscosidad cinemética
de la fase fluida, y k£ a la permeabilidad del medio poroso.
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Aplicando la ecuacién de conservacién de masa se recupera una ecuacion del tipo difusién
adveccion para la presion:

dp  0ji p OP oP B 0*P

E—i-a_ — EE+ ia_xi: ijMv (5.6)

donde se ha asumido que p = p(P), y se han definido los pardmetros K = p(0P/dp) (mddulo
de compresibilidad), A; = —kgip/vK y Bi; = k/vd;;.

(a) (b)

thil .
F A

Figura 5.3: (a) Ley de Stokes, particula esférica se desplaza en el seno de un fluido viscoso
inicialmente en reposo. (b) Ley de Darcy, fluido se desplaza a través de la red de canales de
un medio poroso.

Las relaciones precedentes sugieren que, ademas de las explicaciones basadas en mecanis-
mos de intercambio de particulas y espacio intersticial, se deben explorar aquellas en que el
gradiente de presién (o divergencia del estado tensional) y la gravedad, actian como fuerza
motriz para el desplazamiento de las particulas. Este enfoque es consistente con la obser-
vacién experimental de un incremento de la longitud de difusién con la altura por sobre la
abertura de extraccion, lo que sugiere una dependencia implicita en la presién, ya que los
invariantes del tensor de esfuerzos son las tnicas cantidades escalares que pueden transmitir
informacion sobre la altura de columna de particulas. Sin embargo, es importante observar
que las ecuaciones de movimiento (5.1) y (5.4) requeridas para explicar la dindmica del medio
granular como un fenémeno difusivo poseen la dificultad de incorporar un término lineal en
la velocidad. En general, estas fuerzas viscosas emergen en la frontera entre dos medios que se
desplazan entre si, como es el caso de la ley de Stokes para el desplazamiento de una esfera en
el seno de un fluido (ver Figura 5.1-a), o bien en la ley de Darcy, en que el fluido se desplaza
a través de una red de canales al interior del medio poroso (ver Figura 5.1-b). En ambos
ejemplos citados, la fuerza es lineal en la velocidad relativa de desplazamiento entre ambos
medios a causa de que uno de ellos se comporta como un fluido newtoniano. Luego, para que
cualquiera de los enfoques enunciados sea aplicable, el movimiento del medio granular debe
componerse esencialmente por grupos de particulas movilizadas que se desplazan, relativas
a un medio estético, de forma similar al esquema sugerido por el modelo de burbujas. No
obstante, no hay razones para suponer que la fuerza deba ser lineal en la velocidad relativa,
ya que las particulas movilizadas se encuentran alejadas de presentar el comportamiento de
un fluido newtoniano, asemejandose mas al de un fluido de Bingham debido a la existencia
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de un esfuerzo de fluencia.

(a) (b) (©)

Figura 5.4: (a) Perturbaciones de estado tensional se desplazan a través del medio granu-
lar, originando que grupos de particulas se desplacen en la direccion opuesta. (b) Grupo de
particulas movilizadas sujetas a esfuerzos de corte en la frontera con las particulas estdticas.
(¢) Aproximacion continua de la distribucion de velocidades y fuerzas a las que se encuentran
sujetas las particulas movilizadas. Fuerzas t y £, corresponden a fuerza impulsora y resistente
promedio.

Si se acepta que el conjunto de particulas movilizadas conforma un volumen de longitud
caracteristica Dy, (ver Figura 5.1), su desplazamiento respecto al medio estatico requeriria
que la fuerza impulsora sea mayor a la fuerza resistente desarrollada en los bordes del conjunto
de particulas en movimiento. Dado que el comportamiento es friccionante, la fuerza resistente
se puede asumir del orden de pP/ Dy, donde p es un coeficiente de friccion. Asi, | V-0 —pg|| >
wP/Dy,. O bien, definiendo el nimero adimensional de resistencia® por

_ D5o||V -0 — pgl|

Y
uP

(5.7)

se sigue que el movimiento del grupo de particulas se producira cuando se cumpla la restric-
cion:

Dsg
Dy’
La fuerza de friccién también puede incluir contribuciones viscosas asociadas al desplaza-
miento relativo entre particulas vecinas. Luego, si Y > Yj se puede incorporar un término
del orden de 32vpv/D3, con v un parametro con unidades de m?/s interpretable como una
viscosidad cinematica. Asi, la ecuacion de movimiento adquiere la forma:

Y>Y, con Y,= (5.8)

dv < wP  32vp
P~V 72— r8 D—hV D2

v, (5.9)

4Se utiliza el subindice h en directa alusién a un didmetro hidraulico.
5La letra Y se utiliza en alusién a la palabra de habla inglesa ”Yield”, por representar una medida de la
fluencia a escalas del orden del didmetro de particula.
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Luego, para t >> D?/32v se observa que v = (V-0 —pg)/||V-0—pgl|, por lo que sustituyendo
esta relacién en (5.9) se obtiene el siguiente resultado para la densidad de flujo de particulas:

j = —D% \V4 5.10
J——32yX(— o+ pg), (5.10)
donde se ha introducido la funcion:
Yo
x=l-y s Y=Y (5.11)

0 si Y <Yy

De este modo, se obtiene una ecuacién para la densidad de flujo de particulas andloga a la ley
de Darcy, con la diferencia de que para el medio en desplazamiento (particulas movilizadas)
se incorpora un esfuerzo de fluencia. Es interesante observar que la ecuacién (5.9) es, excep-
tuando el término lineal en la velocidad, equivalente a la utilizada para describir el efecto
Janssen de saturacion del esfuerzo en un silo. Asi, el término proporcional a la resistencia
al esfuerzo de fluencia uP, se puede interpretar como una transmision local de los esfuerzos
cargados sobre las particulas en movimiento, hacia las particulas vecinas en reposo.

5.2. Modelo fisico-matematico

5.2.1. Promedio de la ecuaciéon de movimiento en la zona movili-
zada

La discusion precedente sugiere que la dinamica del flujo gravitacional en estados cuasi-
estaticos puede ser explicada utilizando una ecuaciéon de movimiento que incorpora contribu-
ciones friccionantes. Estas representan fuerzas de volumen, y se originan en la interfaz entre
los grupos de particulas movilizadas, y las no movilizadas. Esta situaciéon motiva el uso del
teorema de la divergencia del calculo vectorial para llevar contribuciones volumétricas hacia
interacciones originadas en la interfaz. Para utilizar este procedimiento y construir ecuaciones
significativas, es decir, que su valor sea en promedio representativo del sistema, se comenzara
por promediar la ecuacion de balance de momentum en las zonas movilizadas y estatica.
Con esta finalidad se comienza por definir una funcién generalizada de promediado (o ker-
nel) W(x — x’) que describira la propagacion, presencia y/o ausencia, de la perturbacién de
las magnitudes fisicas que origina el desplazamiento de las particulas en la zona movilizada.
Asi, dada una magnitud fisica B(x'), se denotard a su magnitud promedio sobre la zona
movilizada en x como (B)(x’), encontrandose definido por:

(B)m(x) = /V drW(x — x')B(x). (5.12)

Aplicando esta definicién a la ecuacién de balance de momentum se tiene:

3 1 n | 995(X)
Oz/vde(x—x)[a—%—pgi]. (5.13)
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Para reescribir este resultado se comienza por utilizar integraciéon por partes en el primer
miembro del lado derecho

3 9 / / / 8W(X—X/) 3 7 /
0= [ da [ax; <w<x—x>aij<x>>—aij<x>T] - [ W=,

luego, empleando la identidad )W (x — x') = —0;W(x — x’) sobre el resultado anterior se
sigue que

9]
0= / d*r'W(x — x')oi;(x)nj + — (/ d*2'W(x — X’)aij(x’)) — / 2 W(x —x")pgs,
v dz; \Jy 12

recurriendo ahora al teorema de la divergencia y atendiendo a que la integracién se extiende
sobre las x” y no sobre las x obtiene:

0
0= / ' W(x — x')oi; (X' )nj + — (/ d*2'W(x — x')o; (X/)) - / PrW(x — x')pg;.
v 8xj Vv 1%

Finalmente, empleando la definicién entregada en la ecuacién (5.12) para las magnitudes
promedio, se sigue que la ecuacién de balance de momentum promediada admite la siguiente
representacion:

0 ij/m
(oij)m (P)mGi + / d*r'W(x — x)oi;(x')n;. (5.14)
dz; oy

En los métodos convencionales utilizados para calcular magnitudes promediadas se asume
que las integrales extendidas sobre las superficies del volumen de control son nulas, ya que
la integracion se extiende a regiones donde el kernel decae rdpidamente o es nulo. En el caso
de interés dicha zona es acotada y presenta una longitud caracteristica D} de unos cuantos
didmetros de particula, de modo que la contribucién de la integral de superficie se vuelve
apreciable.

0=

5.2.2. Promedio de la ecuacion de movimiento en la zona no-
movilizada

Asi como se obtuvo una ecuacién de movimiento promedio para la zona movilizada, debe
existir una ecuacién complementaria para la zona no-movilizada. Para obtenerla se puede
atender a la tercera ley de Newton. Luego, como la integral de superficie en (5.10) representa
la fuerza de friccién entre ambas zonas, la ecuacién complementaria es:

a j/s
0= M —{(p)sgi — / d*r'W(x — x')o;;(x)n;. (5.15)
O v
Ademas, como en ambas zonas se asume aceleracion nula, se sigue que:
9(oij)m 0(03j)s
= ()i = — 5+ (P 5.16
f o, {P)myg s, (p)sg (5.16)

donde f; es la fuerza de volumen promedio que actia sobre la zona movilizada.
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5.2.3. Fuerza de friccién

Para expresar convenientemente la fuerza de friccion, se puede observar que:

0o do;;
0=—>—~—pg — =< ]> — (P)mYi- (5.17)

!
8xj

Si ahora se restan las ecuaciones (5.17) y (5.14) se obtiene la siguiente representacién para
la fuerza de friccion:

8U”> _ % (5.18)

d2/ R B ! o
/av PW(x —x')o;;(x')n; <8x3 o,

Este resultado sugiere que la fuerza de friccién en la interfaz entre ambas zonas se puede
representar como funcion de las fluctuaciones de la divergencia del estado tensional en rela-
cién a su valor promedio. De este modo, si las fluctuaciones son lo suficientemente grandes
pueden originar un desplazamiento local y relativo entre las particulas. Ahora bien, en el
desarrollo precedente se ha asumido que la contribuciéon de la aceleracién de las particu-
las es despreciable. De no asumir este postulado se deberia incorporar un término del tipo
~ (pdv/dt), — pd{v)/dt a la ecuacién (5.18), que conllevaria a efectos inerciales originados
en la rotacién del conjunto de particulas, con una magnitud despreciable®.

5.2.4. Representacion tensor o

Para expresar de forma conveniente el tensor de esfuerzos, se puede comenzar por atender
a que, en principio, la fuerza de friccién se desvanece cuando la velocidad relativa es nula,
ya que ambas zonas se vuelven indistinguibles entre si. Esta hipdtesis motiva la siguiente
descomposicion para el tensor de esfuerzos en la zona movilizada:

O'Z'j(X,) = <0ij>m<x) + AO’U(X,) + (SO'Z']'(X/) con <AO’¢j>m(X) = 0. (519)

Con esta descomposicién se sigue que la fuerza de friccién (ecuacién 5.18) puede ser expresada

como:
0d0;; 0A0;; 0(o4j)
2 1 R B / C— 1] 1) _ j/m
/avd TW(x — x')oy;(x")n; <8x;> + < o’ > “on, ] (5.20)

Bajo la hipétesis de que la fuerza de friccién y la velocidad relativa se anulan en conjunto,
y asumiendo que sélo do;;(x’) es funcién de la velocidad relativa, se sigue necesariamente
que el término entre corchetes en el lado derecho de la ecuacién (5.20) debe ser nulo. Para
conseguir este resultado es posible expandir Ao (x’) a primer orden, adoptando la siguiente
forma simétrica:

/8<Ujl>m /8<Uil>m> + o 8<0kl>m5ij' (5.21)

AO'ij = 6 (Il 8:“ + xj a{,(]l xka—xl

6Refiérase a la expresién de Nicot y col. 2013 para el tensor de esfuerzos.
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Para anular el término entre corchetes en el lado derecho de la ecuacién (5.20) se sigue que
las constantes deben satisfacer la condicién:

8A0ij o 8<O'jl>m a<O-z’l>m 8<0-kl>m
o (‘5”' TR T R
:ﬁ<<gl> i <§l>>+a <§l>
i i i (5.22)
B Aoij)m ~ 0(0ij)m
_6(1_’_”) &vj ta al’j
oij)m

o, — B(l+4+n)+a

Es claro que se requiere de una condicién adicional para determinar ambas constantes. Una
posible eleccién es imponer una restriccién sobre la traza del tensor Ao, en cuyo caso se debe
considerar el siguiente resultado:

/ a<aml>m / 8<Uml>m / a<0-ml>m
Aopm = B <xm o, + o5 + Cmm—ﬁxl Omm
a mL/m a mt/m
— 281 9Tmi)m + naz!, 9Tmi)m (5.23)
O ox
/ a<0-ml>m

Ahora bien, sustituyendo la expresién para 0;;(x’) entregada en la ecuacién (5.19) sobre la
ecuacion de balance de momentum, y teniendo en consideracion la condicion impuesta sobre
Ao;j(x') por la ecuacién (5.22) se sigue que:

0 aO'Z'j

o 8Aaij 85@-]-
o * or, Y

J J

_ 8(aij)m 8(50’1']'

0z Pgi ox’,

J
0<aij)m 3501-]-
~ "o, —{P)mgi + a—x; donde p =~ (p)m

(5.24)

85Uij
ox’

= fi +

donde se ha aproximado el valor de la densidad a través de su valor promedio, y se ha
utilizado la definicién entregada en (5.16) para la fuerza de volumen f. Luego, para encontrar

7 La variable n corresponde al niimero de dimensiones espaciales. Su valor emerge de la identidad §; = n.
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una expresion para do se puede seguir un procedimiento andlogo al utilizado para Ao en la
ecuacién (5.21), sustituyendo 0;(0i;)m por —f;, e imponerse condiciones como las utilizadas
en las ecuaciones (5.22) y (5.23) sobre las dos constantes « y /5 involucradas. Atendiendo a
que do es (por definicién) funcién de la velocidad relativa, se asumird con traza nula, a la vez
que Ao se asumira hidrostatico. Asi, ambas contribuciones al tensor de esfuerzos de la zona
movilizada pueden ser expresadas a primer orden a través de:

5ij
Acij(x') = (or(X') — (okk)m (X)) -
= M, (=0 v a=)

60ij(x") = 7ij(X') = (Tij)m ()
n , , 2, n 2
= Tt -2 (%fj +aifi - Exkfk:dij> (5 S amrn—2 ¥ °7 —ﬁ) :
(5.25)

Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacion (5.24) se obtiene la siguiente forma simétrica
para el tensor de esfuerzos en la zona movilizada:

/ , 0(or1)m n , , 2,
O'ij(X) = <Uij>m + Xy, a$l 5ij - n(n T 1) — 9 (ZL‘lf] + :Ejfi - Exkfkézj) . (526)

5.2.5. Representacion tensor ~

Para expresar la fuerza de friccion como una funcion de la velocidad relativa se requiere
previamente relacionar el tensor de esfuerzos o;;(x’) con la tasa de deformacién de la zona
en movimiento. Si se trabaja bajo la hipdtesis de que el medio se encuentra en un estado de
equilibrio limite, o;;(x) poseerd superficies de deslizamiento orientadas a £(45° — ¢°/2) del
esfuerzo principal mayor, presentando igual magnitud y signo opuesto en cada uno de ellos. A
causa de esta alternancia en el sentido y direccién de los esfuerzos de corte, se puede asumir
que para el desplazamiento relativo de las particulas en la zona movilizada sélo influye la
variacién local en el tensor de esfuerzos, de modo que es posible admitir una dependencia del
tipo:

do;j = ﬂ—i— vpyi; si 60® > (uP)?. (5.27)

1]
Asi, el primer término describe la presencia de un esfuerzo de fluencia, caracterizado por un
coeficiente de friccién pu, en tanto que el segundo corresponde a una contribucion viscosa,
caracterizado por una viscosidad cinematica v. Para invertir esta relacién y expresar ¥ en
funcion de do se comienza por relacionar los invariantes de ambas magnitudes. Asumiendo
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que se cumple la condiciéon do > P, se tendra:

50’2 = (SO'Z‘j(SO'ij

n ? 4 8
— <—n<n e 2) (x;xéfjfj + 2 fifi+ (@, fo)? + 2@l f) () — ~ (ahe) (] fi))

2
_ n ol ! - 4,
“\amrn -2 i@ fifi + 2w fif; — i fifs

2
n / 2\ fifi\

b 2. . ) , 5.
= <7+VP> Vi = (WP)” +2(pP)(wp)y + (vp)™y~.

(5.28)
Por otro lado, definiendo las magnitudes
n—2fif; n(n+1) —2uP
Cii = 05 + Y re= : (5.29)
T o | ven |

se sigue que el invariante de la tasa de deformacién corresponde a:

2
P P ACI AT P
0=4*+2 (’u_>;y+ (M_) <1_ ’C; J) - §= L;]—l (,u_) . (5.30)
vp vp 72 \/ 2 vp

Finalmente, sustituyendo este resultado en la ecuaciéon (5.27) e invirtiendo la relacién, se
obtiene la siguiente representacion para el tensor de tasa de deformacion:

n r 2
. | 1= ——— | | 2lfi + &) fi = =i fuliy | st @iy >l
vpvii = n(n + 1) —2 ( /75;—@31‘;> (C(szj + I]f nltkfk ]) S1 ngjl’j =T,
0

st @Gl <l
(5.31)
Donde se ha atendido a que la condicién do > uP se cumple para z;(x; > r2, por lo que las

particulas al interior de la regién x;¢z} < r? se desplazan a velocidad constante.

5.2.6. Solucidén analitica caso bidimensional
Para un problema bidimensional (n = 2) la ecuacién (5.31) se reduce a:

1 Te .
. m(l‘?) (st aif = aifi) oy si v e 65.32)

0 si r<r,.
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Si se escoge un sistema de coordenadas tal que el eje g se oriente en la direccién de la fuerza,
se sigue que en la regién con r > r. las componentes del tensor de velocidad de deformaciéon
seran:

'—11T0'f '—11T0'f '—11rc’f
'7zm—2yp - Yly » Ty = 2wp ” Yly 'V Yoy = 2wp r T Jy-

(5.33)
Para integrar estas ecuaciones basta con preocuparse de la componente orientada en la mis-
ma direccion que la fuerza, ya que la otra originara un flujo neto nulo. Asi, la segunda
igualdad sugiere que 9yv = —(1/2vp)(1 — r./r)y’ f, teniendo por solucién v = vy + vy (z’) +
(fy/2vp)(rer — y?/2). Para ser consistentes con la tercera igualdad se propone el ansatz
vi(2') = —(f,/2vp)z’?/2, obteniendo la solucién:

_ Jy ") g s 5.34
v—vo—i-zyp 7’67’—2 si r>r.. (5.34)

Finalmente, vy se determina imponiendo la condicién de borde v(r = D) = 0, permitiendo
encontrar la siguiente solucién para la componente de la velocidad en la direccién de la fuerza:

(
fyD2 | 2re [ 2r 1 2\ '
— =1 —-= — 1 -1 Sl 1>,
8y Dh Dh 2 Dh

2
fyD3 2r, 2r .
) - .
16v Dh + Dh sborsr

En general, la solucién para v requiere contar con términos de potencia impar en x’ para
cumplir las tres igualdades presentadas en (5.33) junto a la condicién de incompresibilidad
(de ser requerida). Sin embargo, potencias impares en z’ e 3’ no contribuyen a un flujo neto
de particulas, por lo que resulta mas conveniente utilizar el valor promedio de la velocidad.
Promediando la solucién encontrada para v sobre un disco de radio Dy /2 se tiene:

4 21 Dh/2
drdo
71_DIQL/O /O ravvr

£, | o2 or (o 1 2r\?
v / dr o) =2 (2 1) s
14 re Dh Dh 2 Dh
-

pU = (5.35)

\

(PV)m =

_|_
h
| &

—_

|

)
VRS
SIS
= |a
~_

+
VRS
S|y
>
~__—

=

4
fDh |, 4 nP L( pP . Dulfy|

= 1—-— + = si <1, 0 en otro caso.
s | 3\ DulRl) T3\ Dulgy yP '

(5.36)
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Es inmediato observar que el término entre corchetes es funcion del nimero adimensional
Y introducido en la seccion precedente, proporcionando un sustento tedrico claro para su
definicion. Mas aun, la ecuacién anterior puede ser expresada como:

32v(pv)m,
0=f,———— 5.37
fom (537)
con la funcién x dada por:
4
1 i + L Lo i Y <Y
x=<" 3\v/) T 3ly) " =" (5.38)

si Y <Yy

A partir de la definicién entregada en (5.16) para la fuerza de volumen f, y la ecuacién de
movimiento promedio para la zona movilizada, se sigue que la contribucién de la integral de
superficie de los esfuerzos entre las zonas movilizada y estatica puede ser expresada en la

forma: (o0
32V (pV; ) m
ECaW(x —xNoy(x)n; = ———

| W=y (o m, = =5

Luego, es claro que la densidad de flujo de particulas corresponde a la forma general presen-
tada en la ecuacién (5.10) al comienzo de este capitulo. Esto es:

(5.39)

D3,
32YEv

j=- X(=V - (0)m + (P)mB)- (5.40)
La principal desventaja de este resultado es que no proporciona informacion relativa a las
componentes medias del tensor de esfuerzos, por lo que se requiere de una hipotesis adicional
o calculo previo de sus componentes, lo que se puede conseguir al asumir que mantienen la
relacion existente en una condicion de equilibrio limite.

5.3. Aplicaciéon al flujo en silos

Para la validacion de las ecuaciones de flujo gravitacional, se utilizaran los resultados
experimentales obtenidos por Fullard, Breard y col. 2019 utilizando la técnica Particle Image
Velocity (PIV) para los campos de velocidad en un silo con una y dos aberturas. El sistema
experimental utilizado por los autores (Figura 5.5-a) consistié en un silo rectangular de ancho
W = 200 mm, altura H = 350 mm y profundidad D = 15 mm, con dos aberturas basales.
Las aberturas basales tenian un tamano de Dy = 14 mm y estaban ubicadas simétricamente
a ambos lados del eje del silo, espaciadas a diferentes distancias L. Las particulas utilizadas
tenfan un didmetro medio de 2, 15 mm. El promedio de los campos de velocidad estacionarios
calculados a partir de PIV se muestran en la Figura 5.5 para el caso de una sola abertura de
D = 14 mm, y 4 casos donde hay dos aberturas separadas por una distanciade L = 1—4—16
y 48 mm.



(@) (b) ©
0,02 I 0,15 T
0,10
0,00 A
e
°
0,05 e
270,02 @ A
H [ 0 R S [ Sy, @0
(%) ) (5 %) P (\“}V 'rr,
é ‘% é 0.00 ~é(«g«,(,«(é««««(«««(«r«(«((«(':('('i((g'(gg((«((««‘««(««(«(«‘((g(gg(!««
ey «
® -0,04 ) [ = ° w&“
U4 L ® ® [}
e o ~0,05 o W ]
% : Height (m) e @ |Height (m)
006 V e 0.046 v’ e 0.046
T e 0.108 | -0,10 e 0.108 |/
o 0.171 o 0.171
o 0.233 o 0.233
-0,08 -0,15 } } . N
0,00 0,06 0,02 0,12 0,16 0,2 0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,2
" x(m) x(m)
(d) (e ® ® (h)
0,12
L=1mm L=4mm L =16 mm L =48 mm
0,10
008
T
w
é 0,06
=
0,04

Figura 5.5: (a) Esquema de la configuracién experimental utilizada por Fullard, Breard
y col. 2019. Las dimensiones del silo fueron W = 200 mm, H = 350 mm y D = 15 mm
(profundidad).(b-c) Perfiles de velocidad vertical (b) y horizontal (c¢) recuperados a alturas
que van desde 0,0046 a 0,233 m, para el tamano de abertura de Dy = 14 mm. (d-h) Magnitud

de velocidad para una abertura basal de tamano Dy = 14 mm, y dos aberturas basales de
tamano Dy = 14 mm separadas por una distancia de L =1 —4 — 16 — 48mm.

En la Figura 5.5-b y Figura 5.5-c se muestran ambas componentes de la velocidad, refe-
ridas a diferentes alturas sobre la abertura de extraccién para el caso de una sola abertura
con Dy 14 mm. Cualitativamente, ambas componentes son simétricas alrededor del eje
de la abertura y los perfiles de velocidad vertical se asemejan a distribuciones gaussianas
hasta una altura del orden de 0,108 — 0,171 m, luego de la cual se aplana en la zona central.
Ademads, para aberturas relativamente espaciadas (Figura 5.5-e) los flujos se comportan de
forma aislada; para espaciamientos intermedios, existe una zona de interferencia constructiva
(Figura 5.5-fg ), y para espaciamientos cortos ambas aberturas se comportan como una sola
(Figura 5.5-h).

Para visualizar el acuerdo entre los resultados de Fullard, Breard y col. 2019 y el modelo
cinematico, en la Figura 5.6-a se presentan graficos de superficies del parametro de longitud
de difusién cinematica d = —v,/(dv,/0zr) para el caso de una sola apertura de D = 14
mm, y 4 casos donde hay dos aberturas separadas por una distancia de L = 1 —4 — 16
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CY) (e)

L =16 mm L =48 mm

d/Dso (—)

Figura 5.6: Longitud de difusién para los experimentos de Fullard, Breard y col. 2019 con
una abertura basal de tamano Dy = 14 mm y dos aberturas basales de tamano Dy = 14 mm
separadas por una distancia de L =1 — 4 — 16 — 48mm. La longitud de difusion se obtuvo
mediante la relacién cinematica d = —v,/(v,/z) usando diferencias centrales para la derivada
parcial.

y 48 mm. Es posible visualizar que d toma miiltiples valores, variando tanto con la altura
como la distancia horizontal a las aberturas. De este modo, los resultados de Fullard, Breard
y col. 2019 exhiben los principales resultados ya reportados por otros autores para el flujo de
material granular en silos.

Para aplicar el resultado obtenido para la densidad de flujo de particulas (ecuacién 5.40)
se debe comenzar por estimar la relacion entre las componentes del tensor de esfuerzos. Para
un estado de empuje activo en que las particulas son impulsadas en la direcciéon favorecida
por la gravedad, el esfuerzo principal mayor serd el vertical (Kamrin 2008). Ast:

Oz = _(1 - Sil’l ¢)P ) Uyy = _(1 + Si]fl ¢)P y Jwy ~ O (541)

A partir de donde se sigue que las magnitudes relevantes del modelo se encuentran determi-
nadas por:

07 1/2
Y D50 . 2 2 . 2
. - LB+ (1 h ——
Ve = Yosmon (1 —sing)*(0,h)* + (1 +sing)” | Oyh + T snd
u = —uox(1l —sin¢)d,h (5.42)
. 9D3
v = —UOX(l —+ sin ¢) <8yh + m) con h= @ Yy Up = 32%2]/.

Este conjunto de ecuaciones es implementado en el software de elementos finitos COM-
SOL Multiphysics asumiendo la condicién de incompresibilidad, con el objetivo de reproducir
los resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 para el campo de velocidad. Las
condiciones de borde utilizadas fueron: velocidad horizontal nula en paredes horizontales del
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silo; velocidad vertical nula en base del silo; presién nula en la abertura superior del silo;
velocidad descendente fija en la abertura de extraccién (igual al valor experimental). Ver
Figura 5.7-(b). La tltima condicién se prefirié por sobre la de presién nula a causa de la
limitacion propia de un modelo continuo para capturar los efectos de creacion y destruccion
de cadenas de esfuerzos en la cercania de la abertura del silo.

Los pardmetros ajustables del modelo corresponden a ug = gD%,/32Y¢v y Yy. El prime-
ro de estos posee unidades de velocidad, por lo que una primera estimacion de su valor es
~ +/gDs59, a la vez que para Y, se estimaron valores inferiores a la unidad. El angulo de
friccién interna se supuso como ¢ = 30°, un valor tipico para el tipo de materiales utiliza-
dos en el experimento®”. Tanto uy como Yy fueron modificados de forma iterativa, buscando
ajustar la geometria de la Zona de Extraccién (EZ)'°. Para obtener la EZ experimental, se
implementé el método de Runge Kutta de cuarto orden en el software MATLAB, a través
del cual se integraron las trayectorias a partir de los campos de velocidad de Fullard, Breard
y col. 2019.

Con el objetivo de comparar los resultados predichos por el modelo desarrollado en el
presente trabajo y aquellos del tipo cineméaticos, también se implementé numéricamente el
modelo de R.M. Nedderman 2005 a través del software COMSOL Multiphysics. Las condi-
ciones de borde utilizadas fueron: velocidad horizontal nula en paredes horizontales del silo;
velocidad vertical nula en base del silo; velocidad vertical sin variacién vertical en la zona
superior del silo; velocidad descendente fija en la abertura de extraccién (igual al valor expe-
rimental). Ver Figura 5.7-(b). En cuanto al pardmetro de longitud de difusién, se asumié un
valor de 2,5 veces el Dsq de las particulas para todos los experimentos.

La calibracién fue realizada para 13 de los 14 experimentos de Fullard, Breard y col.
2019, incluyendo el de abertura tnica con Dy = 14 mm y los de doble abertura espaciados a
L =0,50-0,75—-1,00—1,25—1,50 — 2,00 — 4,00 — 8,00 — 16,00 — 32,00 — 48,00 — 80,00 mm.
Se descarté el experimento con Dy = 28 mm a causa del alto valor de las velocidades alcan-
zadas en la abertura de descarga en comparacion con los demaés experimentos. Los valores
utilizados en la calibracion del modelo se resumen en la Tabla 5.1. Es interesante observar
que en todos los casos uy ~ v/gDsy = 0,15 ms~! en tanto que Yy = 0,06 < 1. Luego, como
Yy = Dy /Dsp se obtiene un didmetro hidraulico para el conjunto de particulas en movimiento
de Dy, ~ 17D5y = 4 mm.

En la Figura 5.8 se presenta una comparacién entre zonas de extraccién (EZ) para dife-
rentes instantes de tiempo entre los resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019
(puntos), modelo propuesto (lineas negras) y modelo cinemético (lineas rojas). En general,

8En experimentos previos utilizando el mismo material como material granular Fullard, Davies y col. 2016
reportan un angulo de 30°.

9Fl 4ngulo de friccién generalmente se encuentra en un rango entre los 20° a 30° para particulas esféricas, y
alcanza valores del orden de los 50° para algunos materiales anisétropos altamente angulares R.M. Nedderman
2005.

10Corresponde a la superficie formada por la posicién original de las particulas que salen de la abertura de
extraccion en un tiempo dado.
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Cuadro 5.1: Parametros utilizados en ajuste del modelo a campos de velocidad experimentales
de Fullard, Breard y col. 2019.

Modelo ug = gD%,/32Y2ry ms™! Yy

Dy =14 mm 0,1 0,06
L=0,50mm 0,2 0,06
L=0,7mm 0,2 0,06
L=1,00mm 0,2 0,06
L=1,25mm 0,2 0,06
L=1,50mm 0,2 0,06
L=200mm 0,2 0,06
L=4,00mm 0,2 0,06
L=8,00mm 0,2 0,06
L=16,00 mm 0,2 0,06
L=232,00mm 0,2 0,06
L =48,00 mm 0,2 0,06
L =380,00 mm 0,1 0,06

se observa que el modelo propuesto logra capturar de forma cualitativamente correcta la
geometria de la EZ en todos los escenarios, presentando un buen acuerdo con las obtenidas
a partir de los campos de velocidad experimental. Es interesante observar que el modelo
propuesto también reproduce un efecto no lineal de interaccion en las EZ de cada abertura,
el cual se puede describir como un alargamiento de los elipsoides para un espaciamiento in-
termedio (f-g) y una geometria similar a un huevo a espaciamientos mayores (h)!. La mejora
en la descripcién de la EZ lograda por el modelo propuesto en relacion al modelo cineméatico
resulta evidente en todos los escenarios.

(a) (b)

Figura 5.7: Campo de presién predicho por el modelo propuesto para (a) una sola abertura
de tamano Dy = 14 mm, y (b-h) dos aberturas de tamafio Dy = 14 mm separadas por una
distanciade L =1—-2—-4 -8 — 16 — 32 — 80 mm.

HEste efecto posiblemente se deba a la cercania de las EZ con las paredes del silo.
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Figura 5.8: Condiciones de borde modelos numéricos. (a) Condiciones aplicadas en modelo
elaborado en el presente trabajo. (b) Condiciones de borde aplicadas en modelo cinemadtico.
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En la Figura 5.9 se presenta una comparacién entre los perfiles de velocidad vertical para
diferentes instantes de tiempo entre los resultados experimentales de Fullard, Breard y col.
2019 (puntos), modelo propuesto (lineas negras) y modelo cinemético (lineas rojas). En gene-
ral se observa que el modelo propuesto logra capturar de forma cualitativamente correcta los
perfiles de velocidad en todos los escenarios, presentando las mayores diferencias en las zonas
cercanas a las aberturas de extraccion. Una situacién similar se observa en la Figura 5.10
para los perfiles de velocidad horizontal. No obstante, al comparar los resultados del modelo
propuesto con los predichos por el modelo cinematico, se logra observar una mejora sustan-
cial en la descripcién de ambas componentes del campo de velocidad para todos los escenarios.

Las diferencias observadas entre los perfiles de velocidad experimentales de Fullard, Breard
y col. 2019 y el modelo propuesto pueden tener origen en una limitacion del modelo para
representar adecuadamente las zonas que presentan elevadas tasas de deformacién, como
ocurre en las cercanias de las aberturas de extraccién. Este aspecto es esperable, ya que
concentra las magnitudes de velocidad y variaciones espaciales mas elevadas, presentando un
régimen de tipo inercial para extracciones continuas, no del tipo cuasi-estatico. Por otro lado,
también se hacen notar los siguientes aspectos:

= El modelo logra reproducir adecuadamente las zonas de extraccién, lo que sugiere que
reproduce de forma adecuada la trayectoria de las particulas a lo largo del silo, en las
zonas en que se espera sea aplicable (régimen cuasi-estatico).

» Se ha utilizado una funcién y (ecuacién 5.38) calculada asumiendo una descripcion
continua del medio granular a escalas menores a D, aun cuando a estas distancias la
naturaleza del medio es discreta.

= Se ha asumido una orientacion vertical uniforme para el esfuerzo principal mayor, aun
cuando presenta un cambio en su orientacién en las zonas estaticas (Kamrin 2008).

= Se ha asumido la condicién de incompresibilidad para la implementaciéon numérica del
modelo, aspecto cuestionable cerca de las aberturas de extraccion.

= No se han incorporado efectos de friccién con las paredes frontal y trasera del silo.

En general se observa que los resultados de la validacién experimental resultan promete-
dores, sugiriendo que el mecanismo de flujo descrito por el modelo propuesto posee un rol
fundamental en la descripciéon de estados cuasi-estaticos.

En la Figura 5.11 se presenta el campo de presiones predicho por el modelo propuesto.
La presion es normalizada a la altura de columna del silo, mostrando un decaimiento en las
zonas de flujo similar a lo reportado por Staron y col. 2014 mediante simulaciones discretas
y la implementacién de la reologia p(I).

En la Figura 5.12 se presenta una serie de sensibilizaciones del modelo, todas ellas elabo-
radas para el experimento de extraccién con una abertura aislada de tamano Dy = 14 mm de
Fullard, Breard y col. 2019. Los resultados se encuentran expresados en términos del ancho
Wigz y la altura de la zona de extracciéon Hygpyz (ejes principales de la elipse de extraccién).
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Tanto Wiz como H;gz fueron extraidos del modelo numérico para diferentes instantes de
tiempo, lo que permitié elaborar las curvas Wigy = Wigz(H gz) ilustradas. El caso base
de comparacién (linea negra segmentada) consider6 para los pardmetros libres del modelo
up = 0,1 ms™ !y Yy = 0,06, en cuanto a las dimensiones se adopté H = 0,5 m (experimental
de 0,35 m) y W = 0,2 m, y para las propiedades del medio se utiliz6 ¢ = 7/6, D5y = 2,15

mm. Ademds, se consideré una velocidad de descarga de v = 0,2 ms™*.

En la Figura 5.12 (a-b) se presentan los resultados de la sensibilizacién para variaciones
en los pardametros ug y Yy. En ambos casos se observa que un aumento en sus valores con-
lleva a una disminucién en el ancho de la zona de extraccién, o incremento en la esbeltez de
la elipse de extraccién. Es interesante observar que las Figuras 5.12 (a) y (b) son bastante
similares, por lo que un incremento o disminucién en el valor de una de estas variables posee
un efecto similar a un incremento o disminucion de la otra. Ahora bien, lo esperable es que
Yy ~ 0,1 si se asume que corresponde al cociente entre el didmetro medio de particula y el
didmetro hidraulico del grupo de particulas movilizadas, no obstante, también es posible que
el coeficiente de friccion p sea en realidad una fraccién del coeficiente de friccion del medio
granular, de modo que Yy < Dso/Dy,. Si este fuese el caso, el efecto de una disminucién en
Y, se ve aminorado por un incremento en ug.

En la Figura 5.12 (c-d) se presentan los resultados de la sensibilizacién para variaciones
en el largo y ancho del silo. En ambos casos se observa que un incremento de sus valores
casi no posee efectos apreciables sobre los resultados. En principio, esto se debe a que las
dimensiones del silo fueron escogidas experimentalmente para evitar posibles efectos de borde.

En la Figura 5.12 (e-f) se presentan los resultados de la sensibilizacién para variaciones en
el angulo de friccién y diametro de particula. Para el angulo de friccion se escogieron valores
desde los 22,5° a los 45°, permitiendo observar una disminucién en el ancho de la zona de
extraccion al incrementar el dngulo de friccién. En cuanto al didmetro medio de particula
se escogieron valores entre los 1,07 mm y 5,37 mm (0,5 y 2,5 veces el didmetro medio de
particula utilizado en los experimentos), permitiendo observar un aumento en el ancho de la
zona de extraccion al incrementar el diametro de particula.

Finalmente, en la Figura 5.12 (g) se presentan los resultados de la sensibilizacién para
variaciones en la velocidad de extraccion. Se observa un aumento en el ancho de la zona de
extraccion al incrementar la velocidad de extraccién (equivalente a un incremento en la tasa
de extraccion). Este resultado sugiere que, al menos para el modelo elaborado, los resultados
de extracciones continuas no son iguales a los obtenidos mediante extracciones discretas. No
obstante, se debe tener en consideracion que en extracciones discretas la velocidad de caida
de las particulas se comporta como un pulso que toma un valor elevado por un pequeno
intervalo de tiempo, y no como una funciéon uniforme con un valor de pequena magnitud.
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Figura 5.9: Comparacion de perfiles de velocidad vertical para diferentes alturas entre los
resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 (puntos), modelo propuesto (lineas
negras) y modelo cinemético (lineas rojas) para (a) una sola abertura de tamano Dy = 14
mm, y (b-h) dos aberturas de tamano Dy = 14 mm separadas por una distancia de L =
1—-2—-4—-8—-16— 32— 80 mm.
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Figura 5.10: Comparacién de perfiles de velocidad horizontal para diferentes alturas entre
los resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 (puntos), modelo propuesto
(lineas negras) y modelo cinemdtico (lineas rojas) para (a) una sola abertura de tamano
Do = 14 mm, y (b-h) dos aberturas de tamano Dy = 14 mm separadas por una distancia de
L=1—-2—-4—-8—-16— 32— 80 mm.
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Figura 5.11: Campo de presién predicho por el modelo propuesto para (a) una sola abertura
de tamano Dy = 14 mm, y (b-h) dos aberturas de tamano Dy = 14 mm separadas por una
distanciade L=1—-2—-4 -8 — 16 — 32 — 80 mm.
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Figura 5.12: Sensibilidad del modelo expresada en términos de las dimensiones de la zona
de extraccién para una abertura aislada (IEZ). En (a-b) modificacién en los pardmetros ug
y Yy introducidos por el modelo. En (c-b) modificacion en las dimensiones H (altura) y W
(ancho) del silo. En (e-f) modificacién en las propiedades del material ¢ (dngulo de friccién
interna) y Djo (didmetro de particula). En (g) modificacién en la velocidad v de las particulas
a través de la abertura (tasa de extraccién). Caso base considera uy = 0,1 ms™!, Yy = 0,06,
H = 0,5 m (experimental de 0,35 m), W = 0,2 m, ¢ = 7/6, Do = 2,15 mm, y v = 0,2
ms~'. Abertura de tamaifio fijo con Dy = 14 mm.
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5.4. Aplicacién al flujo en planos inclinados

Si bien el objetivo principal de este trabajo es elaborar un modelo fisico-matematico para
el estudio del flujo gravitacional en silos, su validez no se limita a dicha geometria. Debido
a lo anterior, resulta particularmente ilustrativo estudiar su aplicabilidad al estudio del flujo
en un plano inclinado, en que la simplicidad de las ecuaciones permite derivar expresiones
analiticas. Con esta finalidad se utilizan los resultados experimentales obtenidos Wang y col.
2019 utilizando la técnica Particle Tracking Velocimetry (PTV) para medir la velocidad de
algunas particulas. El sistema experimental utilizado por los autores consistié en un canal
largo y angosto como se ilustra en la Figura 5.13-a. Consiste en dos placas de vidrio (50 cm
x 50 cm) que estén separadas por espaciadores de polietileno para producir un espacio de 5
mm. El aparato se puede dividir en dos regiones, una tolva superior donde se almacenan las
particulas para su descarga, y un canal inferior con una inclinacién de 20° menor al dngulo de
reposo del material. El material granular utilizado consistié en esferas de vidrio polidispersas
de densidad p, = 2490 kg/m? con didmetros medios de 1,31, 1,99 y 2,37 mm. Las densidades
p medidas para el medio fueron de 1547415, 148443 y 1480+11 kg/m?, y los dngulos de
reposo fueron de 21,14+1,2°, 21,740,9° y 23,24+1,1° para para los didmetros de 1,31, 1,99 y
2,37 mm, respectivamente.

©
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Figura 5.13: (a) Esquema de la configuracion experimental utilizada por Wang y col. 2019.
Se distingue una zona de flujo de espesor 6, ubicada por sobre una region estatica. (b) Perfiles
de velocidad tipicamente observados en la zona de flujo. Circulos corresponden a mediciones
experimentales y linea segmentada a ajuste de tipo parabélico propuesto por los autores. (c)
Relacion entre el caudal adimensional y el 4ngulo de inclinacién de la zona de flujo. Circulos

corresponden a mediciones experimentales y linea segmentada a tendencia reportada por
otros autores (MiDi 2004).

En la Figura 5.13-a se ilustra la formacién de una regién de flujo de pequenio espesor direc-
tamente por sobre una region que permanece estatica. El perfil de velocidad tipico observado
se presenta en la Figura 5.13-b, donde los circulos representan mediciones experimentales,
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y la linea negra corresponde al ajuste parabdlico propuesto por los autores. En la Figura
5.13-c se presentan resultados para el caudal adimensional en funcién del angulo de la zona
de flujo, donde los circulos representan mediciones experimentales, y la linea negra continua
corresponde a la tendencia reportada por el trabajo colectivo de otros autores (MiDi 2004).

Para unificar los resultados obtenidos para los perfiles de velocidad, Wang y col. 2019 pro-
ponen un modelo hidrodindmico aplicable en la region de flujo, con una viscosidad aparente

definida por
1
n=a\~-— b )

con a y b parametros dependientes del sistema. Resolviendo la ecuacion de balance de momen-
tum resultante, e imponiendo como condiciones de borde u(y = d,) = 0y du/dy(y = 9,) = 0,
los autores concluyen que el perfil de velocidad adquiere la forma parabdlica:

(5 2
— 1_£ )
B b( 3,

A la vez que la viscosidad aparente corresponde a:

1 = pgoy ;—% —— | siné.

donde k es una constante. Este modelo se asemeja al de un fluido de Bingham con esfuerzo
de fluencia pgd, sin @ y viscosidad negativa —(2sin6/k)/Dso/g. Este tltimo aspecto resulta
preocupante, ya que conlleva a una violaciéon de la segunda ley de la termodinamica para

4 > 1/b = 2k+/g/Ds (viscosidad negativa).

Para aplicar el modelo elaborado en este trabajo, se comienza por escribir las ecuaciones
de balance de momentum (5.40 y 5.38). A partir del esquema y ejes coordenados ilustrados
en la Figura 5.13-a se sigue que para condiciones estacionarias:

0=—0,P+ 0y7yy — pgcosf

32Y2y (5.43)
DU

DgoX

0= —0,P + OyTpy + pgsint —

Asumiendo un perfil horizontalmente homogéneo, se sigue que la presién se encuentra dada
por:
P = pg cos 0y. (5.44)

Ahora bien, las zonas de flujo y estatica se encuentran diferenciadas por Y = Y, de modo
que en la zona estatica 7,, = —pgsinfy. Esta igualdad no necesariamente se cumple en la
zona de flujo, en que una condicién de equilibrio limite requiere al menos que 7., = —pP.
Luego, en la proximidad de la zona de flujo se puede proponer:

Toy A~ —min(pgsin g, uP) = —pP. (5.45)
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Sustituyendo (5.44) y (5.45) en la definicién del nimero de resistencia proporcionada en (5.7),
se sigue que su valor corresponde a'?:

Yo You'P
Y Dsor/ (=0, P — pgcosf)? + (=0, P + 974y — pgsin f)?
You' P
" Dso|0yTey — pgsind)| (5.46)
B You'y
Dso| tan 6 — pf
Dso| tan 6 — p

:g con 9, =

Oy

Como la condicién de flujo requiere que Y > Y, se sigue a partir de este resultado que soélo
hay flujo en la zona con y < d,. Luego, el modelo elaborado predice la existencia de la zona
de flujo. Ahora bien, asumiendo que la funcién y mantiene la dependencia definida por la
ecuacién 5.38, se sigue que la misma puede ser escrita en la forma:

4 [y 1(y !
X:1_§<@)+§<@) : (5.47)

A partir de estos resultados se sigue que el perfil de velocidades corresponde a:

You!

_ D5 0,P + 0 in 6
U—mx(— o P+ 0yTuy + pgsin0)
_D?,o(.e 9)14y+1y4
— p32YE)2V £4g sin upg cos § 5—y g 5—y (548)

4
, 9Ds0 4y I
= 5, [1--(Z)+-(2
I 9y, © 70 3<5y>+3 3,

Finalmente, para el caudal de masa se obtiene la siguiente expresion:

by
Qz/ dypu
0
D 24\ 1 "
,09Ds0 » |y y y
= pp' =——-cos 00 ———(—) +—<—)
2Y, v 1
32Y,v 5, 3\96, 5\ 4, 0 (5.49)
/pgD5O )
= )
HE S0y 70
~ wpgDiy

cos f(tan § — )2

T W 80YZy

12Se utiliza un p' (primado) para distinguir al coeficiente de friccién utilizado en la definicién del ntimero
de resistencia (5.7), del coeficiente de friccién p utilizado para expresar los esfuerzos de corte en la condicién
de equilibrio limite.
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A continuacién, en la Figura 5.14 se presenta una comparacion entre los caudales adi-
mensionales y el angulo de inclinacién de la zona de flujo para los datos experimentales de
Wang y col. 2019 (puntos) y la curva definida por la ecuacién (5.49) para el modelo ela-
borado en este trabajo. Los datos experimentales fueron extraidos directamente de Wang
y col. 2019 por medio del software Digitizelt, presentando errores del orden del tamano de
los marcadores. En la Figura 5.14-a se presentan curvas ajustadas con dos parametros libres,
incluyendo el coeficiente de friccién p. En la 5.14-b se presentan curvas ajustadas con un
solo pardmetro libre, manteniendo los coeficientes de friccion fijos y definidos por los angulos
de reposo reportados por Wang y col. 2019 para cada material (21,1°, 21,7° y 23,2° para las
particulas de didmetro 1,31 , 1,99 y 2,37 mm respectivamente). Ajustes realizados por medio
del método de minimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-reflective en el soft-
ware MATLAB. En general se observa un buen ajuste para la curva definida por la ecuacion
(5.49), no obstante, al comparar el coeficiente de friccién calculado por minimos cuadrados
(ver Figura 5.14-a) se obtiene una alta diferencia en relacién al obtenido empleando el dngulo
de reposo (15,9° versus 21, 1°). Esta diferencia puede tener origen en una disminucién de la
densidad a causa del rapido desplazamiento de las particulas, ademas de un eventual cambio
en su régimen de movimiento.
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Figura 5.14: Comparacién entre caudales adimensionales y el angulo de inclinacién de la
zona de flujo para los datos experimentales de Wang y col. 2019 (puntos) y la curva definida
por el modelo elaborado en este trabajo: Q = Qg cosf(tanf — u)?. (a) Ajuste por minimos
cuadrados utilizando dos pardmetros libres. (b) Ajuste por minimos cuadrados utilizando
un solo parametro libre, manteniendo los coeficientes de friccién definidos por el angulo de
reposo del material. Valores experimentales extraidos de Wang y col. 2019 por medio del
software Digitizelt.

En las Figuras 5.15, 5.16 y 5.17 se presenta una comparacioén entre los datos experimen-
tales de Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabdlico ~ (1 —y/d,)? (lineas rojas) y ajuste
mediante funcién x =1 — (4/3)(y/d,) + (1/3)(y/d,)* del modelo propuesto (lineas negras),
para experimentos realizados con distintos didmetros de particula y caudal. Los datos experi-
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mentales fueron extraidos directamente de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt,
presentando errores del orden del tamano de los marcadores. Ambas funciones fueron ajusta-
das utilizando el método de minimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-reflective
en el software MATLAB. En general se observa un buen ajuste de ambas curvas a los datos
experimentales. La principal diferencia es que el ajuste parabdlico presenta un decaimiento
mas lento cerca del borde de la zona de flujo que el obtenido por medio de la funciéon x del
modelo propuesto, representando mejor los datos experimentales ese sector. No obstante, el
ajuste de la funcién x reproduce mejor el sector central a inicial de los datos.

Es interesante observar que el modelo parabdlico (1 — y/d,)* = 1 — 2(y/d,) + (y/d,)?
coincide con la expresién encontrada en la ecuacién (5.35) para el perfil de velocidades interior
al grupo de particulas movilizadas. Su valor corresponde a la méxima velocidad del grupo
de particulas (velocidad del nicleo con r < r.). Luego, su uso en el contexto del modelo
elaborado en el presente trabajo implicaria que el grupo de particulas se desplaza a igual
velocidad. Esta situacién conlleva a no descartar la funcion parabdlica como una posible
eleccion para la funcion y, ya que el calculo utilizado en su deducciéon asume que existe una
region intermedia con 4 # 0, sin embargo, si esa regién existe a distancias tan pequenas
como el didmetro de particula, es de esperar que conlleve a que todas se desplacen a igual
velocidad, recuperando asi la dependencia parabdlica. En consecuencia, no se puede descartar
como posible eleccién una dependencia del tipo:

Yo Yo\’
ol e

Por otro lado, la relacion directa entre los perfiles de velocidad y la funcién y, segun se ex-
presa en la ecuacion (5.48), sugiere que el estudio del flujo en planos inclinados proporciona
un buen método para estudiar la dependencia de la funcién y para medios granulares mas
heterogéneos.
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Figura 5.15: Comparacién perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimenta-
les de Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabdlico ~ (1 — y/d,)? (lineas rojas) y ajuste
mediante funcién x = 1 — (4/3)(y/é,) + (1/3)(y/d,)* del modelo propuesto (lineas negras).
Valores experimentales corresponden a Dsg = 2,37 mm para: (a) Q/pDso/gDso = 215, 4; (b)
Q/pDsov/gDso = 298, 5; (c) Q/pDsov/gDso = 256,5; y (d) @/pDsor/gDsy = 466,9. Valores

experimentales extraidos de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt.
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Figura 5.16: Comparacién perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimentales de
Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabdlico ~ (1 —y/d,)* (lineas rojas) y ajuste mediante

funcién x

1 — (4/3)(y/d,) + (1/3)(y/d,)* del modelo propuesto (lineas negras). Valo-

res experimentales corresponden a D5y = 1,99 mm para: (a) Q/pDsov/gDs0 = 293,0; (b)
Q/pDsorv/gDso = 399,5; (c) Q/pDsov/gDso = 477,8; y (d) Q/pDsov/gDso = 642, 2. Valores

experimentales extraidos de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt.
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Figura 5.17: Comparacién perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimenta-
les de Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabélico ~ (1 — y/d,)* (lineas rojas) y ajuste
mediante funcién x = 1 — (4/3)(y/d,) + (1/3)(y/d,)* del modelo propuesto (lineas negras).
Valores experimentales corresponden a Dsy = 1,31 mm para: (a) Q/pDsov/gDs0 = 561, 0; (b)
Q/PD50\/m = 652,8; (c) Q/PD50\/m = 875,2; y (d) Q/PD50\/m = 1164, 6. Valores
experimentales extraidos de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt.
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5.5. Aplicacién al flujo de Taylor-Couette

Para dar cuenta de la generalidad del modelo elaborado se evaliia su aplicabilidad al es-
tudio del flujo de Taylor Couette, en que los esfuerzos inducidos por un cilindro en rotacion
son la fuerza motriz del movimiento. Aqui, el material granular se encuentra confinado en-
tre cilindros verticales concéntricos de paredes rugosas, y se pone en movimiento al girar el
cilindro interior, segin el esquema ilustrado en la Figura 5.18-a. Los perfiles de velocidad
tipicamente observados son ilustrados en la Figura 5.18-b. Estos datos provienen de una re-
copilacion realizada por MiDi 2004, originada en los trabajos de Mueth y col. 2000, Bocquet
y col. 2002, y F. da Cruz 2004.

@ (b)
1 : : : :
O Mueth y col. 2000
08 @Boucquet y col. 2002
Tl @F.da Cruz.2004 ]
@ Mueth y col. 2000
0,6 [
§
<
)
S
04 |
Zona de Flujo
02 t
Zona Estatica
99

Figura 5.18: (a) Esquema flujo de Taylor Couette en celda anular. (b) Recopilacién de datos
experimentales de velocidad realizada por MiDi 2004, originada en los trabajos de Mueth
y col. 2000, Bocquet y col. 2002, y F. da Cruz 2004. Corresponde a velocidad normalizada en
funcién de la distancia radial al cilindro interior en rotacién (normalizada al didmetro medio
de particula).

Para aplicar el modelo elaborado al flujo de Taylor-Couette, se comienza por plantear las
ecuaciones de balance de momentum en coordenadas polares. Para un estado estacionario,
despreciando las contribuciones inerciales, estas ecuaciones corresponden a:

oP 18(7“7’rr) 187’99 Too
_E+ ro or * roo
10P 1 8(7"27',«9) 187’99 32}/021/
T T T o +r89_D§0X

0=

(5.51)

LU
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Asumiendo homogeneidad es claro que 7., = 799 = 0 y consigo que la presién permanece
constante al interior de la celda:

P(r) = P, (5.52)

En cuanto al esfuerzo de corte, la inspeccion de la ecuacién de balance de momentum motiva
proponer el ansatz:

2
To=A+B (T—“’> , (5.53)

r

donde r,, corresponde al radio del cilindro interior, y A y B son constantes que dependen de
las condiciones de borde. En principio, el valor del esfuerzo de corte aplicado en el cilindro
interior es conocido, de modo que:

To(r=ry) =A+B

Tro(r = 1y) (5.54)
— p

donde p,, > p corresponde a la razén de esfuerzos en el cilindro interior. Ahora bien, si la
zona de flujo posee un tamano 9, > r,, se sigue por definicién que:

To(r =0,) =A+B (6—1:) (5.55)

= uP.

= P con i, =

Despejando la constante B en la ecuacién (5.54) y sustituyendola en la ecuacién (5.56) se
sigue que tanto A como B corresponden a:

A ek

P T (/s ) (5.56)
B —p

P 1—(a/s,)?

Por otro lado, la condiciéon de flujo se encuentra determinada por el nimero de resistencia,
el cual se puede expresar en la forma:

Yo Yo' P

Y Dsor/(0,P)? + (9,(r270) [12)? (5.57)
_ You'Pr
~ Dsp2]A|

Luego, la condicién Y > Yj equivale a imponer r < §,, permitiendo encontrar el siguiente
resultado para el radio de la zona de flujo:

5 _ Du2l4]
R (5.58)
. D502 Hw — .
You' [1= (ru/o)? M|
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Asi, el radio de la zona de flujo se encuentra determinado por la solucién a la siguiente
ecuacion cubica:

2D
62 4 62 — 62— =0. (5.59)

Este resultado demuestra que tanto J, como las constantes A y B definidas en la ecuacién
(5.53) para expresar los esfuerzos de corte, se encuentran determinados por las propiedades del
material granular y la razén de esfuerzos aplicados en el cilindro interior. Definiendo el espesor
de la zona de flujo A, = 6, — 1y, se sigue que su valor para A, < r, vendra determinado
por la ecuacién r3 + 3r2 A, + (r2 + 2r,A)2Dsou/ You!' — 13 — Apr? — 212 Dsopu,/ You! = 0
cuya solucién es:

D50
You!

A =6, —1r, &

-1
D
(fw — pt) (1 + 27“ ;’%Z/) si Ay KL 1y (5.60)

Luego, es claro que para que exista flujo se requiere que p,, > p. Ahora bien, asumiendo que
la funcién y mantiene la dependencia definida por la ecuacién (5.38), se sigue que la misma

puede ser escrita en la forma:
4
Y R I (5.61)
Y=273\s ) Tel\e ) '

Finalmente, a partir de estos resultados se sigue que el perfil de velocidades corresponde a:

_ D2, 0.(r*7,4)
32y 2

D2, P [l — [ 1 4 ( r 1({r ! _ (5-62)
S— oy — ——————= | = |1 == = +=| = si r<9,.
pl6Y v 1= (ry/6:)% ) r 3\, 3\ 0, -

A continuacion, en la Figura 5.19 se presenta una comparacién entre los perfiles de ve-
locidad experimentales de (puntos) y el ajuste al resultado obtenido en la ecuacién (5.62)
con el modelo propuesto. Los valores experimentales fueron extraidos de por medio del soft-
ware Digitizelt, presentando errores del orden del tamano de los marcadores. Los ajustes se
realizaron utilizando el método de minimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-
reflective en el software MATLAB. En general se observa que el modelo propuesto reproduce
adecuadamente los perfiles de velocidad de todos los autores. En la Figura 5.20 se presenta
un ejercicio de comparacion similar, en que se ha modificado la funcién y adoptando una
dependencia parabdlica, segin lo discutido al final de la seccién precedente. Las diferencias
entre ambas elecciones son menores, y se concentran principalmente en la vecindad de la
regién que permanece estatica.

Ug X
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Figura 5.19: Comparacién perfiles de velocidad normalizados entre resultados experimentales
de Mueth y col. 2000(a y d), Bocquet y col. 2002 (b) y F. da Cruz 2004 (c), y ajuste mediante
funcién r~1(1 — (4/3)(r/d6,) + (1/3)(r/5,)*) (lineas negras). Valores experimentales extraidos
por medio del software Digitizelt.
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Figura 5.20: Comparacién perfiles de velocidad normalizados entre resultados experimentales
de Mueth y col. 2000(a y d), Bocquet y col. 2002 (b) y F. da Cruz 2004 (c), y ajuste mediante
funcién (1 —2(r/8,) + (r/d,)?) (lineas rojas). Valores experimentales extraidos por medio
del software Digitizelt.
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

La mecanica de medios granulares representa un permanente desafié para la comunidad
cientifica, no tan solo por un genuino interés académico motivado en la ruptura de la aplica-
bilidad de los modelos hidrodindmicos clasicos, sino también por sus multiples aplicaciones
en ingenierfa. La mayoria de estas dificultades se deben a que disipan rapidamente la energia
de sus particulas y pueden formar largas redes de contactos, aspectos que se ven acentuados
cuando el medio se presenta denso, con empaque aleatorio y condiciones cuasi-estaticas. Uno
de los fenémenos en que se presentan estas condiciones es el de flujo gravitacional en silos,
en que las particulas descargan a través de una abertura basal por efecto de la fuerza de
gravedad, también conocido como flujo gravitacional.

El flujo gravitacional es un fenémeno de importancia central en la industria minera, en
que el agotamiento de las reservas superficiales y la disminucién de las leyes de mineral han
originado la migracién de los métodos de explotacion superficiales hacia los métodos masivos
de mineria subterrdnea de Block Caving y sus variantes. Estos métodos inducen la fractura
del macizo rocoso en profundidad para luego extraer el material fragmentado a través de
una serie de aberturas basales, caracterizandose por ser econdémicos y eficientes para una
extraccién a gran escala. Sin embargo, la efectividad de su diseno y la capacidad de reali-
zar predicciones confiables se encuentran limitados por el desconocimiento actual sobre la
mecanica de los medios granulares.

Bajo este contexto, el presente trabajo de tesis buscé contribuir al desarrollo de la in-
dustria minera y de la mecanica de medios granulares, a través de la elaboracion de un
modelo fisico-matematico para la descripcién de los flujos granulares impulsados por grave-
dad. Con esta finalidad se presentaron los principales resultados encontrados en el area, y se
proporcioné una explicacién mecanica al origen de los modelos analiticos del tipo difusivos.
La discusion llevé a la introduccion de un nuevo nimero adimensional Y, denominado de
resistencia, y permitié deducir expresiones para la densidad de flujo de particulas que luego
fueron respaldadas por un desarrollo tedrico sobre la ecuacién de balance de momentum en
un régimen cuasi-estatico.

El modelo fisico-matematico elaborado fue implementado en el software de elementos
finitos COMSOL Multiphysics, y sus predicciones fueron contrastadas con las mediciones
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experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 para el campo de velocidad en un silo con dos
aberturas de extraccion. El ejercicio de validacién abarcé un total de 13 experimentos, 11 de
los cuales requirieron el mismo conjunto de parametros para su calibraciéon. El resultado de
la comparacién de la geometria de la zona de extraccién (elipsoide) mostré un buen acuerdo
entre las predicciones del modelo y la calculada a partir de los datos experimentales. Més atin,
el modelo logré capturar efectos de interaccién entre zonas de extraccion asociados al cambio
en la esbeltez de los elipsoides en funcién de distancia entre las aberturas de extraccion. Sus
resultados también fueron comparados con los predichos por modelo de R.M. Nedderman
y Tiiziin 1979, mostrando una mejora sustancial para todos los escenarios.

Se realizé un ejercicio de sensibilizacion del modelo, para lo cual se elaboraron curvas que
relacionan el ancho y altura de la zona de extraccién en un experimento de extraccién aisla-
da. Como caso base de comparacién se utilizaron los parametros previamente calibrados para
los resultados experimentales. Las variables sensibilizadas fueron los parametros introducidos
por el modelo (2 pardmetros), las dimensiones del silo, las propiedades del material granular
(dngulo de friccién y didmetro de particula) y la velocidad de extraccion de particulas desde
la abertura. Los resultados mostraron que: (1) el aumento o disminucién en la magnitud
de uno u otro de de los pardmetros del modelo posee un efecto similar; (2) los resultados
no cambian si se incrementan las dimensiones del modelo; (3) incrementos en el dngulo de
friccion conllevan a una disminucion en el ancho de la zona de extraccién, o aumento en la
esbeltez del elipsoide; (4) un incremento en el didmetro de particula conlleva a un aumento
en el ancho de la zona de extraccién (efecto inverso al dngulo de friccion); y (5) un incremento
en la velocidad de extraccion origina un aumento en el ancho de la zona de extraccion.

Las curvas que relacionan el ancho y alto del elipsoide de extraccién corresponden a uno
de los principales resultados esperables en un modelo fisico-matematico aplicable al diseno
minero subterraneo de métodos de hundimiento masivo como el Block Caving. Esto se de-
be a que caracterizan la geometria del mineral extraido, permitiendo al ingeniero de minas
efectuar disenos seguros a la vez que maximizan la recuperacién de mineral. No obstante, su
obtencién requiere de un proceso previo de calibracion de los parametros involucrados por
el modelo (resumidos en ug e Yj), a variables de laboratorio medidas en modelos en escala
(didmetro de particula, angulo de friccién, grado de compactacién, entre otros). Luego de ello
se requiere de una validacion a partir de informacién de terreno, de modo que los parame-
tros del modelo y las curvas de diseno se encuentren expresadas en términos de variables
de ingenieria, constituidas por informacién accesible en una explotacién minera (pardmetros
de calidad de macizo rocoso, granulometria, resistencia, entre otros). El desarrollo de estas
actividades implica un trabajo de gran intensidad que, por su naturaleza, no pudo ser inte-
gramente abarcado en el presente trabajo. Su culminacién requerirda de la colaboracién de
nuevas generaciones de profesionales, motivados por generar nuevo conocimiento y contribuir
a mejorar la eficiencia y eficacia de nuestra labor.

Ademas de las soluciones numéricas se obtuvieron soluciones analiticas para el flujo en un
plano inclinado, prediciendo la existencia de una zona de flujo de espesor finito. La solucion
fue comparada con mediciones experimentales de Wang y col. 2019, permitiendo reproducir
adecuadamente los perfiles de velocidad de las zonas de flujo, junto a la dependencia observa-
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da entre el caudal y el &ngulo de inclinacién de la zona de flujo. Un ejercicio similar se realizé
para el flujo de Taylor Couette, en que los esfuerzos inducidos por un cilindro en rotacién son
la fuerza motriz del movimiento. La solucién fue comparada con mediciones experimentales
de Mueth y col. 2000, Bocquet y col. 2002 y F. da Cruz 2004, logrando predecir adecuada-
mente los perfiles de velocidad en las zonas de flujo.

La aplicabilidad del modelo elaborado a otras geometrias y condiciones de esfuerzo de-
muestran una gran versatilidad. El inico modelo comparable en cuanto a su capacidad de
describir distintos tipos de flujos corresponde a la adaptacién introducida por Kamrin 2008
al modelo de burbujas, también conocido como regla de flujo estocastico (SRF por sus siglas
en inglés). El SRF presupone que el movimiento es causado por la difusién de espacio inters-
ticial, con una direccién de deriva determinada por las lineas (o superficies) de deslizamiento
admisibles en una condicién de equilibrio limite. Este caracter difusivo es el que le permite
reproducir caracteristicas como la existencia de zonas de flujo en planos inclinados y celdas
de Couette. Sin embargo, el SRF posee las limitaciones discutidas en el capitulo 5 para los
modelos de tipo cinematicos, en que la tnica diferencia radica en la definicién de la direccién
de deriva de las particulas (en el SRF depende del estado de tensiones). Por el contrario, el
modelo elaborado en el presente trabajo responde a la naturaleza friccionante de los medios
granulares, y su cardcter difusivo (no lineal) emerge directamente de la aplicacién de las leyes
de la mecanica.

El modelo elaborado no tan sélo es aplicable en condiciones estacionarias. Es posible
estudiar condiciones transientes incorporando una relacién constitutiva entre la densidad y
la presion, escogiendo para la compresibilidad un valor conveniente desde el punto de vista
numérico, verificando que su eleccién origine efectos minimos en el resultado final. Por otro
lado, el modelo, en principio, también permite estudiar otro tipo de regimenes de flujo por
medio del acoplamiento con modelos continuos como la reologia (7). Esto se origina en que
la densidad de flujo contiene la velocidad relativa entre las particulas movilizadas y no mo-
vilizadas. En una condicién general el modelo describe el origen de una discontinuidad en el
campo de velocidades, por lo que la velocidad total es la suma de las velocidad de la discon-
tinuidad y del campo continuo. Se espera incorporar esta extensién en un trabajo futuro, con
el objetivo de generar nuevos y mejores modelos predictivos para futuras implementaciones
en el diseno de métodos de hundimiento subterraneo de Block & Panel Caving, asi como
también en otras areas de la ingenieria.
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Apéndice A
Elementos de mecanica de solidos

Las siguientes secciones se encuentran elaboradas a partir de los trabajos de R.M. Ned-
derman 2005, Landau y col. 1969, Sadd 2014, J.R. 2018 y Popov y col. 2019.

A.1. Tensor de Esfuerzos

A.1.1. Fuerzas y esfuerzos

La fuerza es una magnitud dotada de mdédulo, sentido y direccién que sirve como modelo
matematico para representar la intensidad de interaccion entre dos cuerpos. Asi, por ejemplo,
lo es la fuerza gravitacional que provoca la atraccion de dos cuerpos con masa, o la fuerza de
Coulomb que puede originar la atraccion o repulsion entre dos particulas con carga eléctrica.
El efecto de aplicacién de una fuerza es modificar el estado de movimiento o de reposo de un
cuerpo. En el caso de sélidos rigidos una fuerza modifica su velocidad o vence su inercia para
ponerlo en movimiento, en tanto que, en solidos elasticos es capaz de provocar su deformacion.

Generalmente, una fuerza F es expresada a través de sus componentes referidas a un
sistema de coordenadas. Asi, en un sistema de coordenadas cartesianas las componentes F,
F, y F, de una fuerza F corresponden a sus componentes paralelas a los respectivos ejes
coordenados con la convencion de que su sentido es positivo en la direcciéon en que las coor-
denadas aumentan. No obstante, dichas componentes no son iguales en todos los sistemas
coordenadas, pues si se considera un segundo sistema rotado respecto al anterior, las nuevas
componentes Fj se obtendran como cierta combinacién lineal de las F;. A modo de ejemplo,
si para un sistema F = F,i se puede demostrar que para un segundo sistema cuyos ejes T y
se encuentran rotados un angulo # la misma fuerza vendra representada por F = Fyz —|—Fy/gj’

con Fp = Fycos0y Fy = —F,sin6.

Para describir el efecto de la aplicacién de una fuerza es necesario introducir el concepto
de esfuerzo, ya que en las situaciones de interés las fuerzas no son aplicadas en regiones pun-
tuales, sino mas bien a regiones extendidas o superficies. Una manera familiar de ilustrar este
concepto es considerando un cubo con aristas de largo infinitesimal en reposo, cuyas caras

Rodolfo S. Morales Géalvez
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poseen normales en la misma direccion que los ejes coordenados y sobre las que actiia una
fuerza normal Fj. Si el cubo es de espesor infinitesimal y se encuentra en reposo, las fuerzas
en caras opuestas deben ser iguales. Ahora bien, si el cubo es rotado manteniendo las fuerzas
constantes, las fuerzas que actiian sobre cada una de las caras ya no seran necesariamente
normales a las mismas. Asi, la fuerza que actia sobre la cara-z tendrd componentes Fy,, Fy,
y F,.. Si se divide cada componente de fuerza por el area de la respectiva cara sobre la que
actia se obtienen los esfuerzos. Luego, para la cara-z los esfuerzos son 0,4, 04y y 0z

z —cara
!y —cara
!
1 e
» Ecz 4
1 s 1
: E| -~ 'E,
» ! —~____ >
~ L~ —
= z\-cara Fy,
x —cara i B
o X
x - N

\ X —cara

y —cara

N>

Figura A.1: Componentes de una fuerza actuando sobre la cara de un cubo. Adaptado de
R.M. Nedderman 2005.

Usualmente las componentes de esfuerzos o;; con @ # j se denotan por 7;;, por lo que los
esfuerzos sobre la cara-z se escriben como 0., T,y ¥ T5.. Este cambio en la notacién se debe
a que o4, corresponde al esfuerzo normal sobre la cara-z en tanto que 7., y 7, corresponden
a esfuerzos paralelos o de corte en las direcciones ¢ y Z respectivamente.

El resultado anterior se sigue de manera similar para cada una de las caras del cubo, lo
que permite concluir que en general su estado tensional viene representado por un total de 9
cantidades que en forma matricial se escriben por:

Oz Toy Tzz
o] = Tyz Oyy Tyz | - (A1)
Tze Tzy Ozz

Luego, queda claro que el estado tensional no puede ser representado por un vector, sino mas
bien por una cantidad que en cada punto puede tomar tres direcciones. Se habla entonces
del tensor de esfuerzos quedando denotado por o;;.

El tensor de esfuerzos debe ser simétrico en condiciones de equilibrio. Este requisito se
sigue de que las componentes en la diagonal representan esfuerzos normales al cubo y no
originan momentos de torsién, al contrario de las componentes fuera de la diagonal o de
corte que si pueden. Luego, para que el cubo no rote se debe cumplir:

Toy =Tys » Toz =Tz Y Tyz = Tay. (A.2)
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A.1.2. Matriz de cambio de coordenadas

Los objetos con significado fisico deben ser independientes de la eleccion del sistema de
coordenadas, a causa de esto resulta fundamental conocer cémo transforman las componentes
de un tensor entre distintos sistemas.

Es claro que las componentes de un tensor en dos sistemas coordenados se deben trans-
formar mediante una aplicacion lineal, por lo que en una transformacién de coordenadas, las
componentes A; y A; de un vector A arbitrario entre un sistema primado y otro sin primar
se deben relacionar de acuerdo a:

3

Jj=1

En la dltima igualdad se ha adoptado el convenio de Einstein de suma sobre indices repetidos
respecto a todos los valores que pueda tomar el indice (en este caso RyjA; = Ry A1+ RipAs+
Ry3A3). Las cantidades R;; pueden ser representadas mediante una matriz, en cuyo caso se
conoce como matriz de transformacion y la relacion anterior se escribe a través de vectores
columna como (A’) = (R)(A). Para obtener un método general que permita derivar dichas
cantidades basta con considerar las componentes dx; del vector desplazamiento dr’ en dos
sistemas que se encuentran rotados un angulo # respecto a un eje comtn, por ejemplo, el eje
z. Mediante argumentos geométricos es sencillo comprobar que sus componentes se relacionan
mediante:

dz' = cos Odz + sin Ody
dy' = —sin @dx + cos dy (A.4)
dz' = dz.

Luego, no es dificil convencerse de que las componentes R;; de tal transformacién se obtienen
como:

@xi/

Para dar cuenta de algunas propiedades de los elementos R;/; de la matriz de transforma-

cion, es conveniente considerar el modulo de un vector A arbitrario. Asf:
A3 AL+ AL = A Ay = Ry RinAjAy. (A.6)

Teniendo en cuenta que el médulo de un vector (su “longitud”) es independiente del sistema
de coordenadas, se sigue que AyA; = A;A; por lo que, a partir de (A.3) se sigue que
necesariamente se debe cumplir,

con 0 corresponde a la delta de Kronecker y se define como +1 sii =k y 0 en otro caso. Si
se desarrolla esta expresion para escribirla en forma matricial se encuentra que es equivalente
a (R)(R)T = I3,3 lo que permite concluir que la matriz de transformacién es ortogonal, o de
manera equivalente, que su inversa es igual a su traspuesta y que su determinante es igual a
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+1.

Para rotaciones de angulo 6 en torno a los ejes ., y y Z se puede demostrar que las matrices
de rotacion vienen dadas respectivamente por:

1 0 0 cosf 0 —sinf cosf sinf 0
(R;)=10 cosf siné . (Ry) = 0 1 0 y (R,)= | —sinf cosf 0
0 —sinf cosb sinf 0 cosf 0 0 1

(A.8)

Finalmente, cabe destacar que cualquier rotacion puede escribirse con la aplicacion sucesiva
de rotaciones respecto a los tres ejes con diferentes angulos.

A.1.3. Transformacion del tensor de esfuerzos

A partir del resultado anterior es posible derivar la ley de transformacion de un tensor
de segundo orden. Con este fin se pueden considerar dos vectores de componentes A; y B;
respecto a algun sistema de coordenadas. Luego, si se construye el tensor C;; = A;B; es claro
que en un cambio de coordenadas C;; transforma como Cy ;v = Ay Bj. De aqui se sigue que
un tensor de segundo orden transforma como dos vectores de acuerdo a:

O = Ri’kRj’lUkl- (Ag)

Resulta conveniente escribir esta expresién en forma matricial. Con este fin se desarrollaran
explicitamente las sumas sobre los indices repetidos, considerando por simplicidad una rota-
cién bidimensional. Asi:

oy = RinRjnoy + RiaRjnoy
e Ri’l (Rj’lall + Rj/20'12) + Ri’Q (Rj’1021 + Rj,20-22>
= (Riq Rilz) <Rj'1<711 + Rj'2012> (A.10)

Rjnoa1 + Rjraoa
011 012 Rj’l
= (Rm Ri’2) R .
021 022 2
A partir de este resultado es sencillo observar que en forma matricial las componentes del
tensor en el sistema primado se relacionan con las sin primar de acuerdo a:

(o) = (R)(o)(R)". (A11)

A.1.4. Contraccion del tensor de esfuerzos

La operacién que permite obtener el cuadrado del médulo de un vector es el producto
punto consigo mismo, de manera similar se puede considerar el producto punto entre dos
vectores, o de manera mas general entre dos tensores. En el ultimo caso se refiere a esta
operacién como contraccién, pues da como resultado un tensor de menor orden. Asi, la con-
traccion de dos tensores de primer orden da un tensor de orden cero, la contraccion de un
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tensor de segundo orden con uno de primero da un tensor de primer orden y la doble con-
traccién de un tensor de segundo orden vuelve a dar un tensor de orden cero. Gréaficamente
se puede pensar en la operaciéon de contraccién entre dos tensores como la proyeccion de un
tensor sobre el otro.

La operacion de contraccién resulta de especial utilidad cuando se busca encontrar el
esfuerzo normal o tangencial a un plano conociendo su normal, es decir, sin la necesidad de
realizar rotaciones al tensor de esfuerzos. Para encontrar estas cantidades lo primero es ver
la proyeccién del vector normal del plano sobre el tensor de esfuerzos, lo que nos proporciona
el vector tracciéon:

T‘i = 0yn; = 0,1 + 00N9 + O;3N3. (A12)

Para encontrar el significado de este vector es 1til recordar el cubo de aristas infinitesimales.
Si lo que se busca es el esfuerzo en una cara del cubo, por ejemplo en la cara-z, se sabe que
éste tendra las componentes 0,,, 04y ¥ 0,.. Por otro lado, si se atiende a que la normal tiene
todas sus componentes nulas a excepcién de n; = 1, se obtiene a partir de (A.12) que el
vector traccion tiene las componentes 17 = 0,4, Th = 04y ¥ T3 = 044, es decir, comparte las
mismas componentes que el esfuerzo en dicha cara. Este resultado es general, por lo que las
componentes del vector traccién que actiian sobre un plano son iguales a los esfuerzos sobre
dicho plano.

Teniendo esto en cuenta, si lo que se busca es el esfuerzo normal a un plano,o,,, basta con
tomar la proyeccion del vector traccion sobre su normal de acuerdo a:

2 2 2
Opn = T;TLZ = 04NiN; = N1011 + No022 + Ns033 + 2(711712012 + ninso13 + TLQ?’L30'23). (Alg)

Por otro lado, si lo que se busca es el esfuerzo de corte,r, se puede atender a la relacion,
72 + 02 = T;T;, de donde se sigue que se encuentra dado por:

7 =TT, — o2 =TTy + TyTy + TsTs — 0. (A.14)

A.1.5. Diagonalizacion del tensor de esfuerzos

Es claro con lo visto en las secciones anteriores que las componentes del tensor de esfuerzos
y de un tensor en general dependen del sistema de coordenadas escogido para su representa-
cién. Existe, sin embargo, un sistema privilegiado respecto al cual el tensor de esfuerzos sélo
tiene elementos en su diagonal. A estos esfuerzos se les llama esfuerzos principales y a los
ejes correspondientes, vectores principales. Los esfuerzos principales se denotan por o1, 09 y
03 v se les conoce como esfuerzo principal mayor, intermedio y menor respectivamente.

El problema de buscar los esfuerzos principales equivale a encontrar el sistema para el
cual las tracciones son paralelas a las normales. Esta condicién se puede expresar como
T; = oi;n; = on,; o de manera equivalente:

(Oij - 0'(51) n; = 0. (A15>
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La solucién no trivial a esta ecuacién se obtiene cuando det(o;; — 0d;;) = 0 lo que nos
proporciona la ecuacién de autovalores para los esfuerzos principales,
0% — Lio® + [0 — 113 =0, (A.16)

donde se definen I'ly = (I, — I3)/2 y II3 = (I} — 31,15 + 213)/3 con:
[1 = 0 — tT(U) s [2 = Uijaji = tT(U2) y 13 = O_ijo_jkza—k:i = t?"(U?’). (Al?)

Las cantidades I, I, v I3 se conocen como invariantes del tensor de esfuerzos, llamados asi
) )

porque su valor es independiente del sistema de referencia (esto se sigue de que son escalares

formados a partir de la contraccién del tensor consigo mismo).

A.1.6. Esfuerzo hidrostatico y desviador

El tensor de esfuerzos puede ser descompuesto convenientemente en términos de una
compresion y un cortante puros de acuerdo a:
Okk Okk

— 0 | 0 — 0 | = Py + M. (A.18)

Uij =

La ventaja de esta descomposicién es que deja en evidencia que si el esfuerzo desviador M;;
es nulo respecto a algtin sistema, lo serd para cualquier otro', de modo que el estado tensional
es el mismo en todas las direcciones al igual que en un fluido. Por este motivo a F;; también
se le conoce como esfuerzo hidrostatico.

A.1.7. Circulo de Mohr

La contraccién de un tensor con el vector normal a un plano no es el inico método para
obtener los esfuerzos normal y cortante. Adicionalmente, existe un método grafico de gran
utilidad desarrollado por el ingeniero aleman Christian Otto Mohr, conocido como el circulo
de Mohr. Este método permite obtener ambas componentes de esfuerzo para una rotacion
cualquiera del sistema de coordenadas atendiendo a la ley de transformacion de un tensor de
segundo orden encontrada en (A.11).

Antes de proceder con su deduccion es necesario cambiar la convencion usual de signos.
Generalmente, las situaciones de interés en mecanica de suelos se caracterizan por un estado
de esfuerzos compresivo. Esto, se debe a que las rocas se caracterizan por un comportamiento
fragil con muy baja resistencia a la traccion. Por esta razon es conveniente redefinir como
positivos a los esfuerzos normales compresivos.

Para continuar, se puede considerar, por simplicidad, un estado de esfuerzos bidimensio-
nal, que para un sistema sin primar viene descrito por el tensor en forma matricial:

(o) = ("m Tw) . (A.19)

Tyz  Oyy

IEn efecto, si todas las componentes de un tensor son nulas en un sistema de coordenadas lo son también
en cualquier otro sistema en virtud de la linealidad de la ley de transformacién.
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Ahora bien, si 0., > 0, se sigue a partir de (A.11) que las componentes o;/;; del tensor o;;
en un sistema primado, rotado un angulo # respecto al sin primar son:

Opa Tory ) [ cosO sin@\ (04 Tuy cos) —sinf
Ty Oyy —sinf cosf ) \ 1y o4/ \sinf cosf

. . . (A.20)
[ cosf sinf Opg COSO 4 Ty sin€  —0,, sin 0 + 7, cos 0
~ \—sin@ cosf) \ 1,y cos0+ oyysind —7,,sin0 + oy, cosb )
Resultado que permite escribir para cada componente:
1 .
R 5(0” +0yy) + 5(0;” — 0yy) €08 20 + T4, sin 20
1
Tary = —5(0m — Oyy) 8in 20 + 7, cos 26 (A.21)
Oy = §(am +oyy) — E(Jm — 0yy) c0s 20 + 7., sin 26.

Para simplificar la notacion es conveniente definir las cantidades P, R y A de acuerdo a:

P =

N

2
Ogw — O 2T,
(Opz + 0yy) s R? = (—yy) + Tfy y tan2\ = - (A.22)

2 Opx — Oyy
Con estas definiciones las componentes o;/;» encontradas en (A.21) se pueden reescribir como:

Oy = P+ Rcos(20 + 2))
Taly! = RSiH(Q@ + 2)\) (A23)
O-y’y’ =P - RCOS(20 -+ 2)\)

Luego, se desprende que al realizar una rotacién de angulo 8 = —A\ el tensor de esfuerzos
adquiere forma diagonal, con los esfuerzos principales dados por:

UgIP—R y 0'1:P+R. (A24)

Graficamente este resultado sugiere que el estado tensional de cualquier sistema se obtiene
como una rotacién de dngulo ¢ dentro de un circulo de radio R y centro (P,0) en el plano
(0,7). Este es el conocido circulo de Mohr y sus intersecciones con el eje ¢ corresponden a
los esfuerzos principales.

En el circulo de Mohr los esfuerzos del sistema sin primar se representan por los puntos
X(Opzs Tuy) € Y(0yy, Tyz) en que el punto X se obtiene como una rotacién de dngulo ¢, = 2\
sobre el circulo y el punto Y se obtiene como una rotacién de angulo ¢, = 7 + ¢,.
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U(o,,1) X (O Tay)
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Y (0yy) Tyx)

Figura A.2: Clirculo de Mohr para estado bidimensional de esfuerzos. Adaptado de R.M.
Nedderman 2005.

El empleo del circulo de Mohr tiene el problema de no resultar consistente con el hecho de
que los esfuerzos cortantes 7., y 7,, son iguales en signo y magnitud, lo que graficamente se
debe a que se encuentran en cuadrantes opuestos. Por es motivo es usual que algunos textos
empleen la convencion:

Tyz = —Tay 5 Toz = Tz Y Tyz = —Tzy-

Esto equivale a decir que sélo se consideran positivas aquellas componentes de corte que van
en sentido antihorario (se puede verificar a partir de la regla de la mano derecha que 7,,, 7,
y Ty. se recorren en sentido horario, de ahi la definicién anterior).

Matematicamente los esfuerzos principales corresponden a los autovalores del tensor de
esfuerzo y A al angulo en que deben ser rotados los ejes coordenados para obtener la base
(de autovectores) en que el tensor sélo posee elementos en su diagonal. Este es el clésico
problema de diagonalizaciéon de una matriz.

El método de representacion grafica de Mohr puede ser extendido con facilidad a tres
dimensiones. Para ilustrar esto considere el tensor de esfuerzos tridimensional que respecto
a algin sistema coordenado adquiere la representacién diagonal (0) = Diag{oy,02,03}. Si
se realiza una rotaciéon manteniendo fijo alguno de los ejes principales, por ejemplo el de oy,
entonces los esfuerzos obtenidos como una rotacion de los ejes de o3 y 09 se encontraran al
interior de su respectivo circulo de Mohr bidimensional. Si se repite este proceso manteniendo
algiin otro eje fijo, se encuentra que es posible formar un total de 3 circulos de Mohr, dos de
los cuales se encuentran al interior del circulo mayor formado por los esfuerzos principales
mayor y menor (o; y 03).



APENDICE A. ELEMENTOS DE MECANICA DE SOLIDOS 95

o3 02 01

Figura A.3: Clirculo de Mohr para estado tridimensional de esfuerzos. Adaptado de R.M.
Nedderman 2005.

A.1.8. Ecuaciones de equilibrio

Recuerde el cubo a través del cual se introdujo el tensor de esfuerzo. Conforme se expuso
con anterioridad, si respecto a algtiin sistema de referencia las fuerzas sobre cada cara son
normales, en condiciones de equilibrio las fuerzas sobre caras opuestas deben ser iguales, pues
de lo contrario el cubo se moveria en la direccion del gradiente de dicha fuerza. Pero ;qué
ocurre en un sistema en que las fuerzas tengan componentes de corte?. Para determinar las
condiciones generales que deben satisfacer las 9 componentes del tensor de esfuerzos cuando
el cubo se encuentra en equilibrio, definamos por F, Fy, y F, a las fuerzas netas que actian
sobre el cubo a lo largo de cada eje coordenado y ¢, g, ¥ ¢g. como las fuerzas de volumen en
los respectivos ejes. Consigo es claro que el equilibrio exige que:

Y F,=) F,=> F.=0 (A.25)

Para escribir explicitamente las fuerzas a lo largo de cada eje se debe tener en cuenta que
si las aristas del cubo tienen un largo diferencial, es de esperar que los esfuerzos sean fun-
ciones continuas y diferenciables de las coordenadas x,y, z. Luego, si la fuerza normal so-
bre la cara-x es o,,dydz se puede aproximar la fuerza normal sobre la cara opuesta por
(022 + (004, /Ox)dx)dydz. Siguiendo el mismo argumento para las componentes de corte, se
demuestra que la condicién de equilibrio para F), equivale a:
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N

0,,+ 0,0,,dz

gy, + 6Z'ryzd
[ 9zfxzd7 >
Oyt 0yT,ydy

Oy [+ 0,0, dX —» 0, +0,0,,dy

Tyy + 0Ty dy
Oyx + 0,0,,ddx

y

O+ 0,0, dx

x

Figura A.4: Esfuerzos en cubo de aristas diferenciales. Adaptado de R.M. Nedderman 2005.

aaxac 87—955
Z F,= |04 + dx | dydz — ogpdydz + | 7y + ——dy | dzdv — 7y, dzdx
ox oy

(A.26)
0Tz

+ | Tox + a—dy dxdy — Tzzdl’dy = 0.
z

De manera similar se obtienen las condiciones de equilibrio para las fuerzas en los ejes res-
tantes. Desarrollando las expresiones y dividiéndolas entre el volumen dxdydz del cubo, se
tiene:

004  OTyy  OTuy
+ =2

Ox y 0z

+9:.=0

OTpy 0oy,  OTyy
=0 A.27
ox dy + 0z * 9 ( )
OTy N 01y, 00, a0
Ox oy g, T
O bien, en notacién por componentes:
aO'Z'j
—4g,;, =0. A28
B + gj ( )

La ecuacion anterior es condicién necesaria mas no suficiente para el equilibrio, pues ademas
se debe asegurar que el cubo no rote. Es decir, se requiere que el momento de torsién resultante
de la aplicacién de los esfuerzos sea nulo. Por argumentos similares a los ya entregados se
puede demostrar que esta condicién equivale a exigir que el tensor de esfuerzos debe ser
simétrico. Asi:

Tey = Tyz 5y Tazz =Tz Y Tyz = Tzy (AQQ)
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No se entrara en mayores detalles, sin embargo es importante destacar que las fuerzas externas
que causan la deformacién de un sélido surgen en las condiciones de contorno de las ecuaciones
de equilibrio. Dicho esto la solucién al cémo se transmiten los esfuerzos al interior de un
sélido aiin no se encuentra proporcionada, encontrandose determinada por las caracteristicas
elasticas del sélido.

A.2. Tensor de Deformaciones

A.2.1. Deformacion y vector desplazamiento

El efecto de aplicacién de una fuerza es modificar el estado de movimiento o de reposo
de un cuerpo. En el caso de sélidos rigidos una fuerza modifica su velocidad o vence su iner-
cia para ponerlo en movimiento, en tanto que en sélidos eldsticos es capaz de provocar su
deformacién. La rama de la fisica que estudia tales deformaciones se denomina teoria de la
elasticidad y sera el objeto central de la presente seccion.

Cuando se aplican fuerzas externas a un sélido, usualmente en su superficie, su efecto se
propaga en todo su volumen originando el desplazamiento de las particulas que lo constitu-
yen. Este desplazamiento es lo que se conoce como deformacién, y para pequenos desviaciones
tiene la caracteristica de originar fuerzas internas en el solido que tienden a restituir a las
particulas a su posicién de equilibrio. Estas son las tensiones internas y desaparecen cuando
no hay deformacion.

La deformacion de un sélido se encuentra totalmente definida si para cada uno de sus
elementos se conoce la diferencia entre su posicién antes y después de la deformacién. Sean
x; v Z; las componentes de tales posiciones, se sigue que las componentes u; del vector
desplazamiento se encuentran dadas por:

A.2.2. Tensor de deformacion

Cuando el solido se deforma también lo hace la distancia entre cada par de puntos. Asi,
la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos antes y después de la deformacion
viene dada por:

di? = daydr; = do* + dy* + d2° vy dI? = dzdz; = dz? + dy* + dz°.

Sin embargo, ambas cantidades deben estar relacionadas, ya que las componentes de la po-
sicion después de la deformacion deben ser ciertas funciones de las componentes antes de

Ou;
la deformacién. De este modo, se debe tener que® du; = a—ldxj lo que permite escribir la

J

2En forma explicita se tiene:

dx dre + —drs =

Bi = BB T gy 72 ¥ e = g

dr; con =z =2, =yY,T3=2



APENDICE A. ELEMENTOS DE MECANICA DE SOLIDOS 98

distancia dI? como:
—2 9 8uz 8uz Guz
AP = di? + 25 4 yde, +

———dx;dxy.
Ox; Oz Oxy, LItk

ox

Esta dltima expresién puede ser reescrita convenientemente teniendo en cuenta que —dz,;dz; =
J

aujd dz. unt 28uid Dps — ou; N ou,
x;dx; junto a ridr; = oz, " om,

aZEZ‘ 8$j

i, k en el tercer término, se reescribe la distancia deformada por:

dx;dx;. Luego, intercambiando los subindices

AP = duydz; + 2e,;dad L0, Ouj OusOux (A.31)

= dx;dx; + 2e;;dr;dr; con e;; = — ) )
e R " 2 afL’j 81‘1 8ZEZ 8mj

Las cantidades e;; conforman un tensor de segundo orden denominado tensor de deformacion,

pues caracteriza completamente la deformacién del sélido y su conocimiento permite obtener

la distancia entre cada par de elementos después de la deformacion.

A.2.3. Cambios longitudinales en pequenas deformaciones

De la definicién del tensor de deformaciones en (A.31) se sigue que e;; = ej;, lo que equi-
vale a decir que el tensor de deformaciones es simétrico y al igual que el tensor de esfuerzos
puede ser diagonalizado en cada punto. Luego, siempre es posible rotar el tensor para encon-
trar las deformaciones en los ejes principales.

En lo que sigue se recurrird a la simetria del tensor de deformacién para interpretar su
significado. Con este fin se puede suponer que las componentes del tensor de deformacién en
un punto respecto al sistema en que es diagonal corresponden a e(1), €(2) y €(3). De este modo
se puede afirmar que la distancia entre este punto y otro infinitesimalmente cercano vendra
dada por:

dfz = (1 —+ 26(1))dl‘% —+ (1 + 26(2))(11‘3 + (1 + 26(3))d$§

Esta expresion corresponde a una combinacién lineal de términos independientes correspon-
dientes a dilataciones o contracciones en los ejes principales, tal que dz; = /1 + 2e(;)dx;.

Si se tiene en cuenta que las deformaciones son muy pequenas, entonces se puede escribir
1+ 2eu) — 1 = e, de donde se sigue que el alargamiento relativo a lo largo del ¢ — ésimo
eje principal se puede escribir como:

(d—xz> =4/1+ 26(1‘) — 1= €(4)-

Es decir, las deformaciones relativas en los ejes principales corresponden a los valores princi-
pales del tensor de deformacion.
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Finalmente, para ver como cambia un elemento de volumen dV" es util emplear un sistema
coordenado en que las componentes del tensor de deformacién son diagonales. Asi, antes de
la deformacién dV = dxidxadrs, en tanto que después de la deformacién dV = dz;dz2dZs, o
bien,

dVv = (1 + 6(1))dl’1(1 + 6(2))d1’2(1 + 6(3))d£€3 ~ dV(l +eq) +ep + 6(3)) = dV(l + eii),

donde e;; corresponde a la traza del tensor e;; diagonalizado. Ahora bien, la suma de los
elementos principales de un tensor corresponde a un invariante por lo que el resultado anterior
sugiere que siempre es posible identificar a e; como el cambio relativo de volumen:

A.2.4. Ley de Hooke

En general los solidos de interés tienen una gran resistencia a la compresion, presentando
un comportamiento elastico lineal entre esfuerzo y deformacién para un amplio rango de
valores en que la deformaciones son despreciables frente a las dimensiones originales. En este
régimen es conveniente despreciar los términos cuadréaticos o de segundo orden en el tensor
de formaciones, por lo que, para fines préacticos se considera que se encuentra dado por:

i = 2 @a?j + ('9932 ( ' )

Para relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de deformacion es necesario recurrir

a argumentos termodindmicos, ya que un proceso de deformacién reversible implica una
acumulacion de energia eldstica en el solido que luego es empleada para restituirlo a su
posicién original. Sin embargo, aqui no se seguiréd esa linea (que posee un significado fisico
claro) y se atenderd a la simetria de ambos tensores con el fin de establecer una relacién

lineal lo suficientemente general. Es sencillo ver que a primer orden dicha relaciéon debe ser
de la forma:

0ij = 2pei; + Aegr0ij. (A.33)

Donde p y X son coeficientes positivos conocidos como constantes de Lame, cuyo valor de-
pende de las caracteristicas elasticas del medio. Esta expresion puede ser reescrita convenien-
temente considerando la descomposicion del tensor de deformacion en una deformacion de
corte puro y una compresién hidrostatica. Asi, se puede escribir:

€kk
045 = 2,u <6ij - ?(2]) + Kekkdij. (A34)
Aqui, el primer término representa un corte puro, por lo que el coeficiente p se denomina
modulo de rigidez, en tanto que el segundo término corresponde a una compresion hidrostati-
ca, por lo que al coeficiente K = X + 2u/3 se le denomina médulo de compresion.
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Para escribir la relacion inversa entre ambos tensores se puede atender a (A.34), de donde
se sigue que o, = 3K ugg. Sustituyendo este resultado en (A.34) se obtiene la relacién
buscada:

1 1 1
€ij = 9—K§ij0'kk + Z (Uij — géijakk) . (A35)

A.2.5. Deformaciones homogéneas

Para relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de deformacién se han introducido los
coeficientes de Lame y a partir de éstos el modulo de compresibilidad y rigidez. Sin embargo,
en ingenieria resultan mas naturales los modulos de Young y Poisson. En un ensayo uniaxial,
el médulo de Young F relaciona las deformaciones longitudinales con el esfuerzo aplicado, en
tanto que médulo de Poisson v relaciona las deformaciones transversales con las longitudinales
de acuerdo a €ans = —Veiong. En efecto, si a una probeta orientada a lo largo del eje 2 se
aplica una fuerza por unidad de area p uniformemente distribuida en sus dos extremos, el
tensor u;; tendrd el mismo valor en cada punto del sélido, a la vez que 0;; quedara determinado
por las condiciones de contorno. Luego, la inica componente no nula del tensor de esfuerzos
serd o,, = p. Por tanto, las componentes del tensor de deformaciones seran:

B B 1/ 1 1 _1 1 1
emz—eyy—_g QM_3K by ezz—3 3K+,U, p.

Sin embargo, Uy, = Uy, = —VU,, ¥ U, = p/E lo que el médulo de Young y coeficiente de
Poisson se encuentran determinados por:

9K 13K —2v
“3k+pu VT 23K 1o

(A.36)

Como K y p son positivos, el valor de v se encuentra acotado entre —1(K = 0) y 0,5(u = 0).
En la practica no se encuentran materiales con v < 0 por lo que varia entre 0 y 0, 5.

De aqui en mas se utilizardn E y v por lo que invirtiendo las férmulas (A.36) se obtiene
para Ky p:
E E
K=s0=2y ¥ " aa+vy
Sustituyendo estas expresiones en (A.34) y (A.35) se sigue que los tensores de esfuerzo y
deformacion se relacionan segun:

(A.37)

E v 1
O-ij = 1 Ty (61‘3' + Eekk&j) y eij = E [(]_ + V)Uij — Vo-kk‘(sij] . (A38>
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Explicitamente estas relaciones son:

FE
T — 1— TT 2z
E
= 11— T 2z
T 1+ 0)(1 - 2w) (1= v)egy & vleee +e:2) (A.39)
E .
zz — 11— 2z TT
9 (1—|—I/)(1—21/) [( V>€ +V(6 +€yy)]
i) E E
Ogy = H—Vexya Oxz = H—yexza Oyz = H—Veyz
y
1
Can = 35[0 = vl 2]
E
Cyy %[Uyy V(0pz +022)] (AA40)
€ypy — E [O-ZZ V(O-:BI‘ + O-yy)]
1+v 1+v 1+v
Cxy = E Oxy, Cxz = E Oxzy Cyz = E Oyz

A.2.6. Ecuaciones de equilibrio para cuerpos is6tropos

La ecuacién de equilibrio corresponde a la encontrada en (B.108) para el tensor de esfuer-
ZOS:

0% 0
Para cuerpos isétropos, considerando el tensor de tensiones de acuerdo a (A.38) se tiene:
8oij Ev (‘3ekk E 8eij

oz,  (1+v)(1—2v) dx, i 1+vdz;

Luego, sustituyendo las componentes e;; del tensor de deformaciones de acuerdo a (A.32) se
obtiene la ecuacién de equilibrio en términos del vector desplazamiento:

E 0%y N E 0%y, pgi =0,
21 4+v) 0x3  2(1 +v)(1 — 2v) dz;0xy
Identificando % =V-uy % = V?2u la ecuacién anterior puede ser reescrita en forma
vectorial por: ‘ !
Viu + 1_ 2I/V(V ‘u) = —pg@ (A.41)

Cuando la deformacion de un cuerpo no se debe a fuerzas de volumen, sino que sélo a fuerzas
aplicadas sobre la superficie, la ecuacién de equilibrio se reduce a,

(1—-2v)V*u+V(V-u) =0, (A.42)

donde las fuerzas externas sélo aparecen en la solucién como condicién de borde.
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A.2.7. Ecuaciones de compatibilidad

Si se conocen las funciones continuas y derivables de los desplazamientos es posible obtener
las deformaciones en un punto. Sin embargo, si lo que se conoce es el campo de deformaciones,
en general no es posible conocer los desplazamientos a excepcion de que las componentes
del tensor de deformacion cumplan una serie de relaciones. Estas relaciones se denominan
ecuaciones de compatibilidad y permiten, de cumplirse, asegurar la existencia de un campo
de desplazamiento compatible con las deformaciones. Para las componentes del tensor de
esfuerzo estas ecuaciones son:

2 2 2 2
0 Uy 4 0 Ukl 0 Uil 0 Uk

8xk8xl 8%8% B al’ka’L’] 8@8@

(A.43)

Para comprobar que estas ecuaciones efectivamente se cumplen basta con reemplazar las
componentes del tensor de deformacién de acuerdo a la definicién entregada en (A.32).

A.2.8. Problemas bidimensionales de deformacion plana

Muchas situaciones de interés en teoria de la elasticidad se reducen a problemas bidi-
mensionales, en que las deformaciones o esfuerzos en la otra dimension se ven suprimidos.
Usualmente estos problemas se clasifican como problemas de deformacién o tensién plana.

Los problemas de deformacion plana son aquellos en que la longitud del sélido en una de
las dimensiones, por ejemplo Z, se considera infinita y la carga es tal que resulta perpendicular
y homogénea a lo largo de su eje. En estas circunstancias cualquier plano perpendicular al eje
Z es de simetria, lo que implica que para cualquier punto en ese plano no hayan deformaciones
perpendiculares y que las deformaciones sélo dependen de los puntos del plano:

Uy = ug(x,y) , uy=uy(r,y) vy u,=0.
Adicionalmente, se sigue para los esfuerzos:
Opy = V(Opa +0yy) ¥ Tup =Ty, =0.
Consigo las ecuaciones constitutivas toman la forma:

1 1 E

Cop = E [(1 — VQ)UM —v(l+ V)Jyy] . ey = 5 [(1 — VQ)O'yy —v(l+ V)O'gm} Y gy = maw.

En tanto que las ecuaciones de compatibilidad se reducen a:

2 2 2
0%€rs 0%y, _ 0%eqy

oy? * ox2 T 0zdy

Combinando estas expresiones junto a la ecuacion de equilibrio se obtiene con un poco de

algebra:
1 (09, Og
9 _ y
VA (0ra ) = —7— ( ——+ _ay> (A.44)
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A.2.9. Problemas bidimensionales de tension plana

Los problemas de tension plana son aquellos en que una de las dimensiones, por ejemplo Z,
posee una longitud mucho menor a las otras dos (como una placa) y las cargas son aplicadas de
manera simetria respecto a la media del espesor del sélido en dicho eje. En estas condiciones
la simplificaciéon es suponer que los esfuerzos en el eje Z son nulos:

o33 = 131 = T32 = 0.
De aqui, resulta inmediato que e,, = 0 y consigo las ecuaciones constitutivas toman la forma:

1 1 v v
€or = 7[00e — VO] ey = SOy VO] Y e = = (0matoyy) = 1-v

E E E (€I$+eyy)'

Claro estd, la ecuacion de compatibilidad es igual al problema de deformacion plana, en tanto
que se puede demostrar que la ecuacion de equilibrio se reduce a:

dg. 0O
V3 (0ps + 0yy) = —(1+ 1) ( ai; + %’) (A.45)

A.3. Fuerzas de Contacto

A.3.1. Solucién de Boussinesq

La obtencién de las fuerzas de contacto se realiza utilizando el resultado de Boussinesq
al problema de un semi-espacio infinito sujeto a la accién de una carga puntual, bajo el
supuesto de que las superficies de contacto son localmente planas. La solucién del vector
desplazamiento evaluado en la superficie libre (z = 0) es:

Cl+v | (-2 2(1—-v) vz

> = - F, F, (zF, + yF,
YT ok o et it 5t yE)
1+v | (1-2v)y 2(1 —v) 2uy
Uy =5 = |03 F, + . F, + = (xF, + yF,) (A.46)
l+v[20—v) (1-2v)
z = F, F, F
B 2rE r * r2 (xFy +yFy)

A.3.2. Fuerza de contacto normal

Hertz utiliz6 estas ecuaciones para estudiar el caso de dos esferas de radios R y R’ sujetas
a una carga normal F},. Para deducir su resultado, se denotardn a z y z’ como las posiciones de
la superficies de contacto sin deformar (medidos hacia el interior de cada esfera) de modo que,
cerca de la superficie de contacto, 2 = R—vVR2 —r2 ~r?/2Ry 2/ = R'—/R? —r2 =~ 1?/2R/
de donde se sigue que:
R + Rr?

“RR 2 (A47)

u,+u,=h—z2—2'=h-
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Con h la indentacién entre ambas esferas. Ahora bien, a partir de (A.46) se sigue que en el
caso de cargas distribuidas, las deformaciones de cada esfera son:

_ 1—1/ / d:v’dy’P (', ) . — /2/ dfdy/P( y)
" V(z (y—y)? V(@ (y—y)?

Por simetria podemos suponer que el area de contacto corresponde a un disco de radio a,
de modo que para integrar estas ecuaciones se propone el ansatz P,(z',y') = (3F,/27a?) -
V/1—(2//a)? — (y'/a)? (constante obtenida a través de la condicién de normalizacién F,, =
[ da dy’ P.), obteniendo (desarrollo integral en seccién siguiente):

' _ 3F, /da:’ 1= (2/a)? — (v /a)? i_l—uQ 1—v?

R Yoo Ve—P+w-yy BB F
(A.48)
B 3F, a’m?  r’n? B 3F, 3F, r?
© 2F*m2a3 | 2 4 | 4E*a AE*a3 2

Igualando (A.47)y (A.48) se identifican los siguientes valores para el radio a del area de
contacto y la indentacion h entre ambas esferas:

1/3 1/3 2/3 1/3
(4R, RR' L (4B R+ R ot
“=\ 3£ R+ R N Yo RR' ' (A.49)

Invirtiendo la iltima expresion se sigue que la fuerza de contacto normal F), en funcion de la

indentacion h es: 1/2
3E* [ RR
F, = 4 (R + R/) h (4.50)

Este resultado, conocido como ley de contacto de Hertz, también se puede expresar en térmi-
nos de la complianza normal k, = OF,,/0h en la forma:

2 or, 9B ( rRr'\"" .
o= ko con ki = = hY/ (A.51)

Oh 8 \R+ R

A.3.3. Fuerza de contacto tangencial

Mindlin y Cattaneo estudiaron el caso de una fuerza de contacto tangencial F entre
ambas esferas. Para llegar a su resultado, se asume, sin pérdida de generalidad, que la fuerza
tangencial se aplica en el eje x. Asi, la deformacion relativa entre ambas esferas es:

Uy — Uy, =8 (A.52)
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Donde s es el desplazamiento relativo, cuyo valor se asume constante. Ahora bien, a partir
de (A.46) se sigue que en el caso de cargas distribuidas, las deformaciones en cada esfera son:

dx'dy' 1, (2", y) da'dy' 7. (2, y')
\/x—x (y — y)+y/(($—$) +(y— ))3/2]

dx’dy T (2, Y) ) da'dy' 7. (2, y')
/\/ (v —y)? +V/((iv—ﬂﬂ’)”(y—y’)2)3/2
(A.53)

Si la carga normal ya se encuentra aplicada, el area de contacto continuard siendo un
disco de radio a, de modo que, para satisfacer (A.52) se propone el ansatz 7,.(z,y) =

(F,/2ma?) (1 — (2//a)* — (v'/ a)2)71/ ? v consigo (desarrollo integrales en seccién siguiente):

. :(1 + V)F, —(1 ) dz'dy’ (a2 2 y/Z)—l/Q V/ dz'dy’ (a2 2 yl2)—1/2 (z —2')
©2Ema | Vi (y—y') (@ —a')* + (y — )
(1+v)F, [ , (1 + u)(z — V)F,
= 1 — _ pr—
2Bma | YT VS 1Fa

(A.54)

Reemplazando (A.54) y (A.53) en (A.46) se sigue que la fuerza de contacto tangencial en
funcion del desplazamiento relativo entre esferas es:

RR
R+ R

) DA eon L 20E0)2—) . 201+ /)2 = V) (A.55)

_ *
AF, =8G ( o 7 I
Esta expresion se escribe en forma incremental, puesto que para su deduccién se asumié que
F,, y h permanecen constantes. Este resultado, conocido como soluciéon sin deslizamiento de
Mindlin, también se puede expresar en términos de la complianza tangencial ks = 0F;/0s en
la forma incremental:

OF, rr \'"? |,
AF, = k,As con ky=—=8G" hY/ (A.56)

0s R+ R

El problema de esta solucion reside en que el esfuerzo de corte se indetermina en los bordes
del area de contacto, por lo que necesariamente debe existir una regién con deslizamiento
entre ambas esferas. Para remediar esta situacién, se separa el area de contacto en regiones
sin y con deslizamiento delimitadas por un radio ¢ < a. Luego, si se propone el ansatz:

3k, 3k,
© (a® — 2 y2)1/2_ H (62—$/2—y'2)1/2 si < e
1o 2ma’ 2ma’
Tw(xhy) - ma 3 F a
s n(a2—x'2—y’2)1/2 sic<r'<a

2mwa’

|



APENDICE A. ELEMENTOS DE MECANICA DE SOLIDOS 106

Se sigue que el radio de la zona de no deslizamiento se relaciona con las fuerzas de contacto

segun:
3 1/3
F:/da:'dy'T (', y) = pkF, |1 — ¢ — c=al|l- t (A.57)
S T Y n a ILLFn .

Consigo, la deformacién horizontal serd (desarrollo integrales en seccién siguiente):

" :3(1 + V);LFn (1 B V) dz'dy’ (a2 — 2 y/2>l/2 / da'dy’ <a2 a2 y/2)1/2 (l’ . $1)2
T 2Emd V=22 +y—y)? ((x =)+ (y — y)?)?
3(1+v)uF, (1) do'dy (& — % — ylz)l/z ) / da'dy’ (¢ — 2% — y/2)1/2 (z — ')
2Ema® V) Ve—errw—vr (z =)+ (y—y)?)"
3(1+v)uk, a*n?  An? a’m?  Ar?
=——[(1—v) —— | +v -
2E72a3 2 2 4 4

8Fa - 8Fa

3+ ne@—vpk, || <c>2 3(1 4+ v)(2 — v)uF, _1_ (1_ F, >2/3

(A.58)

Sustituyendo (A.58) y (A.53) en (A.52) se sigue que la fuerza de contacto tangencial en
funcién del desplazamiento relativo entre esferas para el caso con deslizamiento se puede
escribir en la forma:

1 RR/ 1/2 F -1/3
AF, = k,As con ky=—-————=8G" ( ) hl/? (1 - ) (A.59)
S

pFy,

Este resultado (conocido como solucién con deslizamiento de Mindlin) da cuenta del com-
portamiento histerético de la fuerza tangencial, ya que su valor dependerd de la trayectoria
de esfuerzos, y no unicamente del valor instantaneo de la deformacion tangencial. Cuando
F, = pF, la fuerza tangencial alcanzara su valor limite, y de acuerdo con (A.57) habrd des-
lizamiento en toda el area de contacto.
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A.3.4. Integrales fuerzas de contacto
Integral fuerza de contacto normal:
d'dy /@B~ g

) Vet
:/O%d(p/o—rcoswﬂ/i

a2—r2sin? ¢
dsv/a? — (r2 + s2 + 2rscos @)

I

27 b
= / dgo/ duvb? —u? con b*=a® —r’sin®p
0 T COS

b
1

2m
= / dy [bQ sin~! (%) + uVb? — u2]
0

2

T COS

N —
o

a? — r?sin”

2m T 7 COS
dp [(CLQ — r?sin’ p) <§ —sin! ( d - )) —rcospva® — 7‘2]
T

(A.60)

Integrales fuerza de contacto tangencial, sin deslizamiento:
dz'dy’ (CL2 22— y/Q)—1/2
2 pum
Ve —2)?+(y—y)?

2w b
du 2 _ 2 2. .2
dy ——— con b*=a"—r°sin“ ¢
0 T

cosp V b? — u? (A61)

2m s r COS
= / do | =—sin™! T E
0 2 a? — r2sin®

dz'dy’ (CL2 a2 y/2)—1/2 (z — :E/)2

I3
(0 =22+ (=9

I
S— S —

2
con b*=a*—risin®yp

g p ) /b du
© Ccos™ Y ?
reosg VO —u (A.62)

2m 7r T cos
dy | cos® p= — cos? psin ™! 4
2 a? —r2sin’ o

[\3|>LJ
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da'dy (&2 R y/2)*1/2 (z — ')

i @7t (5 —y)

con b*=a*—r?sin®yp

2w p /b du
COS —
v v rcosp V 62 - U/2

2 T . r Cos
dy |cos p— — cos psin
2 a? — rZsin® @

I
S— = —

_ (A.63)
a? — r? /2 sin? ¢
SR Y
r 0 (a/r)? —sin® p
 Var—r? [ 2an 5
T |Veoe 7
2[1 — /1 —(r/a)?]
= —T7a
”
Integrales fuerza de contacto tangencial, con deslizamiento:
I / dx'dy’ \/a® — z'? — y"?(x — 2’)
T (=) + (y —y)
21 b
= / dgocosgp/ duvb? —u? con b*=a®—r’sin®p
0 T COS
b
1 2m o . 1 U
=3 dp cos ¢ |b*sin 3 + uVb? — u?
0 7 COS
1 [2r v T COS
= —/ dy cos @ (a2 — 72 sin? <p) — —sin™! L — rcospva? —r?
2 /o 2 a? — r2sin? @

A /a2 — 12 o w/2 sin2 © ) il w/2 Sil’l4 © e
= a 4 d(ﬂ 2 ) +r d(p 2 202 rm
2r 0 (a/r)? —sin® ¢ 3 Jo (a/r)? —sin®

a2 —r2| ) 2am or | g2 2 a’r 20T + r’m )
o 2r ¢ a? — r? " : 3r2v/a? + r? 3r2 nr

a2 —r2m 2a° , 2 da 20> + 1%
= — + 2a“ + - —-r
2r a? —r? 3va? +1r? 3

52 [1— (1= (r/a)?)*?]
3r

= —Ta

(A.64)
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s /d:v’dy’\/aQ—:U’Z—y’z(x—x’)z
o (x =2+ (y — y)?
2w b
= / dy cos? go/ duvb? —u? con b? =a®—r?sin’op
0 T

cos ¢
b

1 2m
— 5/ dy cos® ¢ [62 sin™! (%) + uvb? — u2]
0

T COS ¢

1 [ T T COS

=— dyp cos? o (a2 — 1 sin? gp) — —sin™! Ld —rcospva®—r?
2 /o 2 a? — r2sin? o
2r? a2

T4 16

(A.65)
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Apéndice B
Elementos de calculo estocastico

Las siguientes secciones se encuentran elaboradas a partir de los trabajos de Arovas 2015,
Gardiner 2004 y Kolmogorov 1960.

B.1. Conceptos Basicos en Teoria de Probabilidades

B.1.1. Axiomas

La teoria de la probabilidad es una rama de las matemaéticas que estudia los fenémenos
aleatorios y estocasticos. Los fenémenos aleatorios son aquellos cuyo resultado no es previsi-
ble, de modo que dos experimentos realizados bajo las mismas condiciones pueden originar
diferentes resultados dentro de un conjunto de alternativas. Esta dinamica azarosa puede ser
intrinseca, como en los procesos estudiados por la mecdnica cuantica, o bien se pueden ori-
ginar por causas complejas dentro de sistemas deterministas, como ocurre en el lanzamiento
de una moneda. En cuanto a los fenémenos estocasticos, son aquellos cuyo comportamiento
es intrinsecamente no determinista, en el sentido de que su resultado es proporcionado por
elementos deterministas o previsibles y por elementos aleatorios.

La teoria de probabilidades se ocupa de cuantificar cada posible resultado que pueda ocu-
rrir en un experimento aleatorio, permitiendo identificar cual de ellos es més probable. Los
fenémenos reales estudiados mediante distribuciones de probabilidad corresponden a siste-
mas complejos en que se desconocen, a priori, gran parte de los parametros que intervienen,
requiriendo de la estadistica para determinar dichos parametros.

El entorno matematico en que se desarrolla la teoria de probabilidades es la teoria de con-
juntos y la teoria de la medida. Los conjuntos son una coleccién bien definida de elementos.
Habitualmente los conjuntos se denotan con letras mayusculas, en tanto que sus elementos
con letras minusculas. Se dice que un elemento w pertenece al conjunto €2 mediante el simbo-
lo €. Para la nocién contraria se utiliza ¢. Cuando todos los elementos de un conjunto A
pertenecen también a B se escribe A C B. Si A C B pero A # B, se dice que A es un
subconjunto propio de B y se denota A C B. Se dice que A # B si para algin a € A se

Rodolfo S. Morales Géalvez
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cumple a ¢ B. La unién de dos conjuntos A y B se denota A U B, su intersecciéon AN By
su producto cartesiano A x B; este ultimo es el conjunto de todos los elementos ordenados
(a,b) conace Aybe B.

En teoria de probabilidades cada elemento w corresponde a un suceso, denotando por €2
al conjunto de todos los sucesos y por () al conjunto sin sucesos. Los axiomas bésicos de la
teoria de probabilidades son:

i A cada conjunto A corresponde un nimero real positivo P(A) < 1 conocido como la
probabilidad de A;

i P(Q) =1;

iii Si{A;} es una coleccién de conjuntos sin elementos en comin, entonces:

P (ﬂ AZ) = Z P(A)).

A partir de estos axiomas se coligen otras proposiciones de la probabilidad. Por ejemplo,
si A denota al complemento de A, compuesto por los sucesos que no se encuentran en A,
entonces AU A° = Q de modo que por el segundo y tercer axioma P(A¢) =1 — P(A). De
manera similar se puede demostrar que:

L P(0) =0;

2 Para cualquier suceso P(A) < 1;

3 P(A°) =1—- P(A);

4 Si A C B entonces P(A) C P(B);

5 P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

La interpretacién de P(A) es que si los sucesos w se escogen de () al azar, entonces la fre-
cuencia relativa de w € A se aproxima a P(A) ya que el nimero de ensayos tiende al infinito.

B.1.2. Probabilidad conjunta y condicional e independencia de su-
cesos

El concepto P(AN B), con AN B un conjunto no vacio, corresponde a la probabilidad de
que un suceso w se encuentre en los conjuntos A y B a la vez, o de forma alternativa, que los
eventos w € Ay w € B ocurran al mismo tiempo. Asi:

P(ANB) = P(w e Ayw € B) = P(BN A), (B.1)

se denomina probabilidad conjunta.
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La probabilidad condicional denotada por P(B|A) es la probabilidad de que ocurra un
suceso B sabiendo que ocurrié un suceso A y se lee “probabilidad de B dado A”. Las proba-
bilidades conjunta y condicional se relacionan segun:

P(AN B) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A) = P(BN A), (B.2)
donde se ha empleado la identidad P(AN B) = P(BN A). Ast:

P(A|B) = P(Bf()éf @ _ P(]f(;)B ), (B.3)

resultado conocido como regla o teorema de Bayes. La forma extendida de este teorema se
consigue al dividir el espacio de sucesos en los subconjuntos A;. Ast:

P(B) = ZP(BMO - P(A;), (B.4)

de donde se sigue que:
P(B|A;) - P(A;)

PUE) =5 piBiay - Ay ()
Las cantidades P(A;) también se conocen como distribucién a priori. Al modelar fenémenos
reales es necesario contar con informacién precisa para determinar las P(A;), de lo contrario
el teorema de Bayes origina resultados incorrectos al calcular P(B) o P(A;|B). Una forma
de aproximar las P(A;) es obtenerlas a partir de un principio de méxima entropia, discutido
en la siguiente seccién.

En estadistica clasica (usualmente denominada frecuencista) sélo se toma como fuente de
informacion las muestras obtenidas de la repeticion de un experimento. Por el contrario, la
estadistica Bayessiana incorpora la informacion previa o externa en relacion al fenémeno que
se busca modelar. Con este fin, hace uso de la probabilidad condicional, permitiendo incor-
porar cambios del grado de creencia sobre los sucesos aleatorios a medida que se adquiere
nueva informacién.

La probabilidad condicional permite especificar de manera probabilistica la independencia
de sucesos. Se dice que dos conjuntos A y B de eventos representan conjuntos independientes
de eventos si la especificacion de un evento en B no tiene influencia en la probabilidad
del mismo evento en A. Asi, la probabilidad condicional P(A|B) es independiente de B,
permitiendo concluir que:

P(AN B) = P(A)P(B). (B.6)

B.1.3. Variables aleatorias, promedios y distribuciones

Sea X' un espacio abstracto de probabilidad cuyos elementos (sucesos) se denotan por x,
se puede introducir la variable aleatoria f(x) como la funcién de x que asigna un determinado
valor a cada x. En particular, se tiene la funcién identidad X (z) = x.
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Utilizar variables aleatorias es ventajoso ya que en fenémenos reales los sucesos son difici-
les de describir, e incluso de conocer. Por ejemplo, en la descripcion de la posicion de una
molécula de agua en un liquido, cada w deberia especificar las coordenadas, momentos y
orientaciones en el elemento de volumen del liquido; pero tal descripcién es dificil e innecesa-
ria. Sin embargo, con el concepto de variable aleatoria se pueden introducir funciones de estas
variables que permitan calcular valores promedios y distribuciones para éstas. Ademas, con
la definicion de ecuaciones diferenciales estocasticas se puede describir la evolucion temporal
de los promedios de una variable aleatoria de manera similar a como se hace en sistemas
deterministas.

La esperanza o valor medio de la variable aleatoria f(x) se denota por Ef o (f), defi-
niéndose para conjuntos discretos por:

Ef =(f) =) f(x)P(x), (B.7)

TEX

donde P(x) corresponde a la probabilidad del suceso x en el conjunto y se encuentra adecua-
damente normalizada, esto es:

> Pla)=1. (B.8)

TeX

Para conjuntos continuos los axiomas permiten definir una densidad de probabilidad p(z)
para el conjunto A = {z < 2’ < x + dx} tal que p(x)dx = P(A). Ast:

Ef = (f) = / def(@plo) (B.9)

con p(z) normalizada segun:
/ dxp(z) = 1. (B.10)
reX

De forma analoga, cuando se tienen dos variables aleatorias z € X y y € ), el valor medio

de f(z,y) es:
Ef(z,y) = (fx,9) =Y > fl,y)p(z,y) (B.11)

reX yey

con la obvia generalizacién a conjuntos continuos y a funciones de mas variables.

Cuando se dispone de n variables aleatorias continuas z;, la densidad de probabilidad
asociada a las n variables como un todo se denomina densidad de probabilidad conjunta, y
se denota por p(zy,...,x,); como lo es p(x,y). Sobre dicha densidad se define la densidad
marginal p;(x;) de la variable x; como la densidad de probabilidad de z; sola, obteniéndose
como la integral sobre todos los valores de las demas variables:

pl<£€1> :/ dxl/ dl’zl/ dl’l+1/ dl’np<£lj’1,...,$i,1,$i+1,...,$n). (B12)

Se dice que las variables aleatorias z; de densidad conjunta p(xy,...,z,) son variables inde-
pendientes si y so6lo si su densidad conjunta es igual al producto de las densidades marginales
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de cada variable.

Se puede demostrar, atendiendo a las propiedades de la delta de Dirac, que una funcién
o(z1, ..., ;) de n variables aleatorias x; posee una funcién distribucién p(¢) dada por:

p(¢) = /_Oo dxl..-/_oo dnp(@1; s 20)0(D(21, .. Tn) — ) (B.13)

= (8(P(1, ooy T0) — P))-

B.1.4. Momentos y cumulantes de una distribucion

Los momentos de una distribucion corresponden a la esperanza de las potencias de la
variable aleatoria. Estos poseen la propiedad de que dos distribuciones son iguales si todos
sus momentos lo son.

Si se considera el caso general de una distribucién p(zy,...,z,) = p(Z) y se define su
transformada de Fourier multivariable

o) = [ dep(e (B.14)
con la relacién inversa
o0 (i'l’Ll€ 5 =
H(7) = p(k)er T B.1
§@) = [ G, (B.15)

es sencillo demostrar que empleando m veces el operador i0/0k; se obtiene un factor ="
al interior de la integral, de modo que evaluando posteriormente en k; = 0 para todo i, se
obtiene el momento (z]*). De forma general se deduce que:

[(ia%l) (i(%) ﬁ(lg)”q = (™ ..z, (B.16)

Empleando una expansion en series de Taylor se puede obtener ﬁ(E) a partir de sus momentos,
de acuerdo a:

Zk’l —Zk‘ )m

Z Z o () (B.17)

mi= =0 mn—O

La funcién p(k) se conoce como funcién caracteristica, en tanto que p(ik) se conoce como
la funcion generadora de momentos; a partir de aquella los momentos se obtienen aplicando
sucesivamente el operador 0/0k;.

Mmn

mn)) a través de la expansién de Taylor de

Se definen ademés los cumulantes ((z7"...x

In p(k): |
nd > —Zk’l —Zl{?n b

np(k) = .. Z — (), (B.18)

m1=0 myp=0
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No existe una férmula general para los cumulantes. Sin embargo, los primero tres de ellos
corresponden a los primeros tres momentos centrales de una distribucion. Se puede demostrar
que:

((zi)) = (@)
(Tizj)) = (Tizz) — (z:)(x;) (B.19)
(wizjar)) = (Tizjor) — (vixg)(zr) — (vjan) () — (Tpra) (T5) + 2(x) (2)) (T8)-

B.1.5. Teorema del limite central

El teorema del limite central indica que, si X,, es la suma de n variables aleatorias inde-
pendientes x; de media p y varianza 0 < o2 < oo, entonces la funcién de distribucién de X,
se comporta como una distribucién normal con media y varianza dados respectivamente por:

(X,)=nu y (X2)—(X,)? =no’. (B.20)

n

Para demostrar este resultado se debe tener en cuenta que X, = Y " z; de modo que
atendiendo a (B.13) se sigue que la funcién de distribucién p,(X,,) de X,, corresponde a:

pn(Xn) = /_OO dx;... /_00 dxn,pr(z1)...p1(xn)0(xy + oo + 2 — X)), (B.21)

donde se ha empleado la propiedad de independencia de las variables. Ademas, se debe notar
que la distribucién p,(X,,) corresponde a la convolucién de las distribuciones de las variables
individuales p;(X7), por lo que resulta conveniente tomar la transformada de Fourier de esta
ultima expresion:

Plk) = / XX, )
(B.22)

o0 o0
oo —0o0

- / an/ dml.../ A, p1(21).pr(2)0 (21 + oo 4+ 2 — X))o R
= [pa(K)]"

Para escribir la tltima linea se tiene en cuenta que la transformada de Fourier de la convo-
lucién es el producto de las transformadas de Fourier individuales. Ademas, se ha definido:

p(k) = / dap, (z)e ™. (B.23)
Luego, atendiendo a (B.18) y (B.19) es sencillo demostrar que

1 1
Inpy (k) = —ipk — §a2k2 + gify:)’k?’ + . (B.24)

con

P = () — (2’ (B.25)
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de donde se sigue que: , 9190 - 313
() = ko 2 .. (B.26)

. . . i~ 3 . .
Finalmente, empleando la transformada inversa y expandiendo "#°/6-- en series de potencia

en k se tiene:

o0 dk . 21.2 ]_
(X)) = / —27TeZk(X"’”“)e’m K2/2 {1 + ginfy?’kg’ + }
3 93
v 0 1 e o s
=[1-n—+t .. | ——— Knm)?/2n0 B.27
( 6"ox3 ) Norr= (527

=|1- 7—37171/28—3—4— ;6752/202.
6 &3 V2mno?

Para escribir la tltima linea se defini6 £ = (X,, — nu)/n/?, de modo que dx, = n~1/20,. Asi,
a excepcién del nimero uno, los términos entre paréntesis tienden a cero en el limite n — oo

y la distribucién de X,, es una normal de media nu y varianza no?.

B.1.6. Caminante aleatorio unidimensional

Considere un bola que cae desde una abertura en una cascada de n niveles consecutivos de
la cual se desea conocer su posicién cuando llega al i — ésimo nivel. Es claro que la evolucion
temporal del movimiento de la bola se encuentra gobernado por las leyes de la mecanica. Sin
embargo, su trayectoria es sensible a las condiciones iniciales, e incluso a los complejos efectos
que su propio movimiento pueda originar. Por este motivo, es conveniente tratar el problema
de forma estadistica. Para ello, se puede suponer que la bola se mueve hacia la derecha al
revotar en cada nivel con igual probabilidad p, y hacia la izquierda con probabilidad ¢ = 1—p.
Si no hay sesgo en el sistema se tendra p = g = 1/2. Asi, la posicién horizontal de la bola
tras n pasos puede ser escrita como:

Xo=> j, (B.28)
j=1
con x; = +1 si la bola se mueve hacia la derecha en el nivel j o x; = —1 si se mueve hacia

la izquierda. De este modo, para cada nivel la probabilidad de estos dos movimientos se
encuentra dada por:
P(x) = poy 41+ @0y —1, (B.29)

donde d;,, corresponde a la delta de Kronecker, definida como +1 sil=m y 0 sil # m. De
este modo, la distribucion conjunta de todos los pasos de la bola es:

n

P(xy,...,x,) = [[ P(x;). (B.30)

J=1

Luego, el promedio de la posicion horizontal de la bola se encuentra dado por:

(Xn) = <Z ) =n{e)=n Yy  wP(x)=n(p—q), (B.31)

r=%1
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en tanto que el promedio de X? corresponde a:

(X2 =) (wiwj) =n(n—1)(p—q)* +n =n’(p— q)* + 4npq, (B.32)

i=1 j=1
donde se ha descompuesto el sumatorio en los coeficientes con i # j e i = j y se ha empleado
la relacion:

(zizs) = 0+ (1= 8i5)(p — 9)*. (B.33)
De (B.31) y (B.32) se sigue que la varianza de X, es:
Var(X,) = (X2) — (X,)? = 4npq. (B.34)
A partir de este resultado se concluye que la desviacién media cuadrética, AX,,,s = /Var(X,)

es proporcional a n'/2, a diferencia del valor medio de X,, que es proporcional a n. Este re-

sultado es consecuencia del teorema del limite central.

Para encontrar la funcion de distribuciéon de X, basta notar que la probabilidad de que
la bola se mueva hacia la derecha en cada descenso se comporta como un ensayo de Bernoulli
independiente. Asi:

n
P(X,) = ( )pmq”l, (B.35)
con n,, el nimero de pasos a la derecha/izquierda, tal que n = n, + n; y X, = n, —
de donde se sigue que n + X,, = 2n,/;, o bien n,; = (n £ X,,)/2. Sustituyendo este dltimo
resultado en (B.35) se obtiene lo buscado:

|
n: (n+Xn)/2 o(n=Xn)/2 (B.36)

P q
n+ X, | n—X, |
2 ' 2 '

Finalmente, se demostrara que en el limite de grandes pasos n — oo la distribucién P(X,)
se asemeja a una normal. Con este objetivo resulta conveniente definir z = X,,/n y evaluar
In P(X,,) utilizando la expansién de Stirling:

Inn! =nlnn —n+ O(lnn). (B.37)

Siguiendo este procedimiento se obtiene:

P<Xn) =

1 1 1
In P(X,,) %nlnn—n—ﬁn(l—l—x)ln En(l—i—x) —|—§n(1—l—w)

1 1 1
+ 571(1 — )+ §n(1 +z)Inp + 5n(1 —z)Ing

()
(5o (2

= —nf(z)+ O(Inn).

1 1
- §n(1 —z)ln [571(1 —x)

=-n

+n
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A partir de (B.38) es sencillo ver que para grandes valores de n se cumple:
P(X,) = Ce @), (B.39)

con C una constante de normalizacién. Dado que n es grande, la funcién de P(X,,) es do-
minada por el minimo de f(x) en que la probabilidad se ve maximizada. Para encontrar el
minimo de f(z) se busca f'(z) = 0, de acuerdo con:

f'(x) = %ln (g 1 J_rz) : (B.40)

Haciendo f'(x) = 0 se sigue que (1 + z)/(1 — x) = p/q, por lo que el minimo de f(x) es
(x) = p — q. Luego, teniendo en cuenta que

1
[ (x) = T2

y expandiendo f(z) hasta un segundo orden en series de Taylor entorno a (z) es sencillo
demostrar que P(X,,) es una normal de media n(p — q) y varianza 4npg:

(& — @))1 1 (X, — <Xn>)2] |

(B.41)

———exp B.42
8pq \/8Tnpgq 8npq ( )

Observe que el mismo resultado se obtiene con facilidad recurriendo al teorema del limite
central (B.20) teniendo en cuenta que = p —q y 0% = 4pq.

P(X,) =~ Cexp [—n

B.2. Entropia y Probabilidad

B.2.1. Entropia y teoria de la informacion

El concepto de entropia fue introducido inicialmente en termodinamica por Rudolf Clau-
sius en la década de 1850 como una magnitud fisica que describe lo irreversible de un proceso,
permitiendo explicar porqué los sucesos de la naturaleza ocurren en un sentido y no en otro.
Por ejemplo, si dos trozos de metal a diferentes temperaturas entran en contacto, el calor
fluira desde el de mayor temperatura hacia el de menor temperatura hasta alcanzar el equi-
librio térmico. El proceso opuesto es muy poco probable, aun cuando también satisface el
principio de conservacion de la energia. La explicacion es que la naturaleza tiende a homo-
geneizar la energia maximizando la entropia. De este modo, la entropia se concibe como una
medida del desorden y de la incertidumbre de la informacién respecto de un sistema o proceso.

Posterior a Clausis, Ludwing Boltzman encontré en 1877 la manera de expresar la en-
tropia en términos probabilisticos estableciendo la base de la mecanica estadistica. En el
marco de la teoria de informacién, Claude Shannon mostré en su trabajo de 1948 que la
entropia puede ser considerada como una medida de la incertidumbre y la informacion.

Si se observa un suceso particular que ocurre con probabilidad P, es posible asociar a esta
observacién una cantidad de informacién denotada por I(P). Tal informacién debe satisfacer
las siguientes afirmaciones:
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1 La informacion es no negativa, I(P) > 0;

2 Sidos eventos ocurren de forma independiente con probabilidad conjunta P; P, entonces
su informacién debe ser aditiva, I(PyPy) = I(Py) + I(P);

3 I(P) es una funcién continua de P;
4 No existe informacién asociada a un evento que siempre es observado, (1) = 0.

A partir de estas propiedades es sencillo aceptar que la tnica posibilidad para la funcién I(P)
es:
I(P)=—AlIn(P), (B.43)

donde A es una constante arbitraria. Se debe notar que I(0) = oo, lo que implica que un
suceso extremadamente improbable conlleva una gran cantidad de informacion.

Ahora bien, si en lugar de un tinico suceso se cuenta con un conjunto de n posibilidades,
cada uno con probabilidad P; de ocurrir, se sigue que el valor promedio de informacién en
cada observacién es:

{7) -
— - _ E P.ln P. B.44
’ " i=1 o ( )

Esta magnitud se conoce como entropia de la distribucién. Luego, maximizar S es equivalente
a maximizar la informacion contenida en una observacion.

B.2.2. Maxima entropia, distribucion discreta

Suponga que se desea construir la distribucién de probabilidad P(X,,) del caminante alea-
torio unidimensional discutido en la seccién precedente, conociendo tinicamente el promedio
de su desplazamiento hacia la derecha (X,,) = n(2p—1). Como X,, = > 7| x; y en cada paso
la variable z; puede tomar dos valores, el problema tiene 2" posibles configuraciones y por
consiguiente 2" — 1 pardmetros desconocidos (se reduce en uno debido a la condicién de nor-
malizacién). Sin embargo, la tinica informacién disponible respecto de la funcién distribucién

Z...ZP(ml,...,xn) =1
Z ZP(:vl, ey ) ij = (X,),

Tn

(B.45)

por lo que surge la pregunta: ;existe algiin principio que permita recuperar la funciéon de
distribucién a partir de estas piezas de informacién?.

El principio de maxima entropia entrega una respuesta a esta pregunta enunciando que
la distribuciéon méas probable serd aquella que maximice la entropia del proceso sujeta a las
restricciones de la informacién conocida. Asi, una maxima entropia entrega una distribucién
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consistente con la incertidumbre maxima dada unas cuantas piezas de informacion.

Para maximizar la entropia sujeta a restricciones se emplea el método de los multiplicado-
res indeterminados de Lagrange. Asi, en forma general, para una distribucién de probabilidad
discreta P, de la cual se conocen m piezas de informacion

=> XiP, (B.46)
con X! =1, se define la funcién auxiliar

> PlnP, - i A (Z XeP, — X“) : (B.47)
n a=0 n

tal que la funcién de distribuciéon éptima se obtiene extremando S’ respecto al conjunto
discreto de probabilidades P, y de los coeficientes \,. Luego, P, satisface:

0’ m
0=3p =~ <1npn+1+ZAaXn>

a=0
Z XiP, — X“.
A partir de este resultado es sencillo ver que P, se encuentra dada por:
P, = exp [— (1 + Z )\aXf;)]
- (B.49)
= —exp ( Z AaX “)

con Z una constante de normalizacion.

B.48
a S, (B.48)

Regresando al problema que dio origen a esta discusion, se sigue que, utilizando el principio
de maxima entropia, la funciéon distribuciéon de probabilidad de la posiciéon del caminante
aleatorio en el paso n — ésimo del cual tinicamente se conoce la informacién presentada en

(B.45) es
P(xy,...,x,) = Cexp (—AZ@) = CH AT (B.50)
i=1 i=1
con C dado por:
Z ZP(wl, wnty) =C(e*+e M) =1 = C=(2coshA)™" (B.51)

Sustituyendo (B.51) en (B.50) se recupera la distribucién de Bernoulli encontrada con
anterioridad en (B.30) y (B.29),

n —zj n

€
P(xb ) xn) = H m = H (paxj,l + q(S%,l) ) (B52)

j=1 j=1



APENDICE B. ELEMENTOS DE CALCULO ESTOCASTICO 121

con las probabilidades de salto determinadas por:

67)\ 6/\

S e VTt

_ B.53
+e A ( )

p

B.2.3. Maxima entropia, distribuciéon continua

El procedimiento anterior se puede generalizar a distribuciones continuas p(x) definidas
sobre algin conjunto 2 con m observables

X =(X%x)) = /anﬁX“(x)p(x). (B.54)

Extremando la funcién se encuentra que

S = —/Qd”xp(x) Inp(x) — Z)\a </Q d"z X (x)p(x) — X“) , (B.55)
cuyo resultado es:
Inp(x) = —1-> A\X"(x). (B.56)

Como ejemplo considere la distribucién p(z) definida sobre los reales y cuyos observables
son:

/00 dxp(z) =1 /_OO dexp(z) =p /_OO dra*p(x) = p* + o (B.57)

—00 o0 o0

A partir de (B.56) es sencillo demostrar que en estas condiciones p(x) es una normal de media

p y varianza o
1

V2mo?

pla) = Ce e = e (emw?/20? (B.58)

B.3. Difusion y Movimiento Browniano

B.3.1. Difusién y ley de Fick

La difusion es el proceso en que particulas de soluto introducidas en un medio solvente, en
que originalmente se encontraban ausentes, se disuelven. Este fenémeno es irreversible y su
efecto es el aumento de la entropia del sistema en conjunto, aumentado el desorden molecular
y homogeneizando la distribucién de energia (equilibrio térmico).

Microscopicamente la difusion de las particulas de soluto se debe a la gran cantidad de
colisiones que experimentan consigo mismas y con las moléculas del solvente, lo que origina
su desplazamiento hacia las posiciones vecinas que cuentan con espacios vacios disponibles.
Dada la heterogeneidad de la colisiones y el gran nimero de éstas, es de esperar que la
posicién de las particulas de soluto se comporte como la suma de variables aleatorias. Asi, y
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como consecuencia del teorema del limite central, las particulas tendran un desplazamiento
cuadratico medio proporcional a la raiz cuadrada del tiempo AX .., = /(X2) — (X)2 ~ t1/2;
suponiendo que el nimero de colisiones, y en consecuencia de pasos, son proporcionales al
tiempo. De este modo, es intuitivo proponer AX?2 = 2Dt con D una constante que debe
ser cierta funcion del camino libre entre las moléculas del solvente y de su velocidad. Estas
cantidades se pueden introducir a través de la temperatura pero su dependencia escapa de
esta discusién. En consecuencia, en ausencia de fuerzas externas y corrientes globales, es de
esperar que la concentracion de las particulas de soluto n(x,t) varie en el tiempo y el espacio

de acuerdo a:
s, n(x.t) (x —x')?
n(x,t) ~ /d T (axD{t — tg))3/2bxp [‘M} ' (B.59)

Es decir, que la concentracién se obtenga como la convolucién entre la concentracion inicial ¢
y una distribucién normal de varianza 2Dt. Desde una perspectiva matematica, la distribucion
normal en (B.59) es, salvo una constante de proporcionalidad, la funcién de Green o niicleo
de la ecuacién diferencial que describe el proceso de difusién. Para deducir dicha ecuacion, se
puede comenzar por atender a que, a primer orden debe ser lineal, para asi aceptar el nicleo
de (B.59). Por otro lado, a partir de la descripcién microscépica del proceso de difusion,
es de esperar que las particulas de soluto se desplacen desde las regiones de mayor a menor
concentracion en una magnitud proporcional al gradiente de concentracién, por lo que el flujo
maésico por unidad de volumen debe ser, salvo derivadas de orden superior, de la forma:

j=-DVn (B.60)
Esta expresion es conocida como ley de Fick, en honor a Adolf Fick quien la derivé en 1855.
Combinando (B.60) con la ecuacién de continuidad dyn = —V - j se obtiene la ecuacién de
difusion:
on
5 V- (DVn) (B.61)

El coeficiente de difusion D puede ser funciéon de la posicién. Se puede demostrar que si
VD ~ 0, entonces (B.59) es solucién de (B.61). La aplicabilidad de la ley de Fick ha si-
do comprobada experimentalmente en diferentes contextos, permitiendo describir un amplio
rango de problemas de transporte en diversas areas de las ciencias e ingenieria.

A modo ilustrativo, la ecuacién de difusion con D constante se puede resolver en d di-
mensiones por medio de la transformada espacial de Fourier d — dimensional de acuerdo
a
dk

ik, 1) Ak
(2m)

o (k, to)e~ PR (t=to) gilex (B.62)

= —Dk*n(k,t) = n(x,t):/

con

n(k, tg) = /ddxn(x, to)e X, (B.63)
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Luego, se sigue que:

n(x t) _ d'k ddiﬁln(X/ ¢ )e—ik-x/efDlﬁ(tfto)eik-x
) - (271_)(1 s L0

) nx’, to) (x —x')?
:/ﬁ%<mpa—umwf“w;40@—mj

B.3.2. Modelos de Eistein y Smoluchowski del movimiento brow-
niano

(B.64)

El movimiento browniano fue informado por primera vez por Robert Brown en 1827, a
quien debe su nombre. Brown observo a través de un microscopio que particulas de polen
suspendidas en agua describian movimientos aleatorios, sin ser capaz de determinar el origen
de tal movimiento. En 1905 Albert Einstein explicé el movimiento de las particulas de polen
como el resultado de colisiones con las moléculas de agua. Esta explicacion sirvio como prueba
convincente de la existencia de los dtomos y moléculas, los que para la época solo habian sido
teorizados.

En su descripcion, Einstein comienza considerando un experimento de presion osmética
con la ley de los gases ideales, p = nkT. Su razonamiento fue que en un estado estacionario
la fuerza osmédtica —Vp es igual a la fuerza viscosa. En el caso de particulas esféricas de radio
a, ésta corresponde al producto de la fuerza hidrodindmica de la ley de Stokes F = —67nav
y la concentracion n de particulas, con 7 la viscosidad del solvente. Asi, Einstein dedujo

que nv = —kT/6manVn, expresion que comparada con la ley de Fick (B.60) conduce a
D = kT /6man.

Para explicar este resultado Einstein razond que las particulas de polen eran chocadas
aleatoriamente por las moléculas de agua, por lo que, tras un corto intervalo de tiempo &t
las particulas perdian sus condiciones iniciales. Ademds, en ausencia de fuerzas externas y
corrientes globales, el promedio de su velocidad debia ser nulo. En estas condiciones, Einstein
postuld que en un intervalo dt, el nimero de particulas de polen que se mueven en un entorno
d®A de A se encontraba determinado por ng(A)d3A, con ¢(A) = ¢(|A]) isotrépica y norma-
lizada a la unidad. Luego, asumiendo conservacién del nimero de particulas y expandiendo
en series de Taylor, Einstein encontré que:

on(x,t)
ot *
:/fAMX+AﬂMA) (B.65)

n(x,t+7) =n(x,t) + 71

2 3 AQ
:mxﬂ+vmx®/dﬁgﬂM+m

Tras suprimir momentos de orden superior y tomar el limite 7 — 0 Einstein recuperé la
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ecuacion de difusién (B.60), encontrando la siguiente expresién para el coeficiente de difusién:

D = lim 1 dBAAN P(A). (B.66)
r—0 67

A pesar de lo satisfactorio del modelo de Einstein, queda preguntarse: ;por qué una
particula browniana puede ser desplazada cuando, a priori, las probabilidades de que sea
golpeada en todas las direcciones son iguales?. En 1906 Marian Smoluchowski desarrolld
un modelo de movimiento browniano bajo la misma primicia de Einstein. En su trabajo,
Smoluchowski intenta responder esta pregunta argumentando que si la particula experimenta
n colisiones, con m favorables y n — m desfavorables en alguna direcciéon, ambas con igual
probabilidad a priori de 1/2 (méxima entropia, pues algin otro valor implica una especie
de orden) entonces la probabilidad de obtener m colisiones favorables distribuye como una

binomial:

m

P = (”)2" (B.67)

Asi, Smoluchowski dedujo para la ganancia media m — (n —m) = 2m — n:

(2m —n) = i (2m — n) CD 9-n — ;—n(&) . (B.68)

m=n/2

Luego, utilizando la formula de Stirling valida para n grandes

n n
n! ~ (—) 27n, (B.69)
e

Smoluchowski demostré que la ganancia media es proporcional a la raiz cuadrada del niimero
de colisiones y se puede escribir como:

2m —n) ~ | 2 (B.70)

T
Este modelo permite describir cualitativamente el movimiento browniano, sin embargo, se
debe tener en cuenta que en el momento en que la particula comienza su movimiento, las

colisiones en distintas direcciones no poseen igual probabilidad, debido a la acumulacién local
de moléculas en la direccién del movimiento.

B.3.3. Ecuacion de Langevin del movimiento Browniano

Como alternativa a la descripciéon de Einstein y de Smoluchowski, Paul Langevin desa-
rrollé en 1908 una ecuacion diferencial que describe el movimiento de una particula brownia-
na de masa M sujeta a fuerzas viscosas y aleatorias. La ecuacion resultante, conocida como
ecuacion de Langevin, es:

F
;= — — t B.71
v vv+M+7](), (B.71)
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donde v corresponde a la velocidad de la particula, v es una medida de la amortiguacion
debido a la fuerza viscosa, F es la fuerza originada por campos externos y n(t) es la fuerza
aleatoria que representa el efecto de las colisiones entre la particula browniana y las moléculas
del medio.

Para comprender la fisica tras la ecuacion de Langevin, resulta conveniente considerar un
caso unidimensional con F' constante; como puede ser una particula de polvo en caida libre
bajo el efecto de la gravedad. En estas condiciones es sencillo ver que (B.71) es equivalente
a:

4 (ve™) = %evt + net

. (B.72)

v(t) =v(0)e "+ —(1—e") + / dsn(s)es=0
0

Ahora bien, dado que 7(t) es una funcién aleatoria, sélo se puede describir el movimiento de
la particula en términos de cantidades promedio.

Asumiendo que el promedio de las fuerzas aleatorias es nulo, (n(t)) = 0, entonces, el
promedio de la velocidad es:

(W) =v(0)e + —(1—e). (B.73)

A partir de este resultado, se concluye que para escalas de tiempo de vy~ se pierde la condicién
inicial v(0) y la velocidad tiende asintéticamente a su valor terminal (v(t)) = F'/yM. Para
el promedio del cuadrado de la velocidad (v(#)?) es sencillo demostrar que se encuentra dado
por:

(1)) = (v(t))? + / d/ dsae™ 027 (51 ) (s2)), (B.74)

donde (n(s1)n(s2)) es una magnitud desconocida que describe la correlacién de las fuerzas
aleatorias a distintos instantes de tiempo. Puesto que las colisiones que experimenta un cuerpo
macroscopico en su superficie con distintas moléculas del fluido no poseen correlacion, es de
esperar que (n(s1)n(sz2)) sea nulo a excepcién de intervalos de tiempo 7 = s9 — $1 muy cortos,
del orden del tiempo en que las moléculas interactiian de forma individual con el objeto. De
esto modo, la correlacion puede aproximarse como:

(n(s1)n(s2)) = T(s1 — s2). (B.75)

Sustituyendo (B.75) en (B.74) se puede escribir para la esperanza del cuadrado de la veloci-
dad:

(B.76)
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Este resultado permite deducir una expresion para I'; en el caso en que F = 0 se sigue que
para instantes de tiempo mayores a v~ ! la energia del objeto debe termalizar con el medio,
y como sélo posee un grado de libertad se debe cumplir (Mwv(t)?/2) = kT /2 permitiendo
concluir que T' = 29kT /M.

De forma general, se demuestra que la correlacién de la velocidad a distintos instantes de
tiempo es:

(o(E)o(t)) — (ot / s / 45 DA () ()

min(t,t’)
=T / dse?15e 1+ (B.77)
0
= E (e—v\t—t’\ — e—v(t+t’)> .
2y

Ahora bien, integrando la velocidad para obtener la posicién se tiene:
1 F 3 t )
x(t):x(0)+— v(0) — " v; (1—e) +—+/dt/ dses=n(t)
8

oy + [ [ asone,

En este punto se debe notar que para intervalos de tiempo menores a y~! la posicién media
es (z(t)) = x(0) + v(0)t + Ft?/2m, valor consistente con el movimiento de un cuerpo bajo
la accion de una fuerza constante. En el limite opuesto de grandes intervalos de tiempo el
resultado es consiste con una velocidad terminal F'/yM.

(B.78)

Finalmente, calculando la correlaciéon de la posicion a distintos intervalos de tiempo se
tiene:

() (t) — @O) (a(t)) = / s / i [ | " sy ) s2)

ds/ ds 6 Als—s'| _ —7(8+8)>
27

L 26_"/t + 26—’%' —9_ e—y‘t—t" . e_,y(t+t/)
23 .
(B.79)

En particular, cuando ambos instantes de tiempo son iguales y mayores a y~!, se tiene (salvo
por el término constante):

r ,
= ﬁmln(t,t )+

r
(x(t)?) — (2(1))* = —t = 2Dt. (B.80)
Y
Aqui D = T'/2+?* corresponde al coeficiente de difusién, permitiendo justificar la definicién
entregada por Einstein en su modelo (B.66). Ademads, en el caso de una particula browniana
de masa M y radio a en un solvente de viscosidad 1, v = 67na/M, de donde se sigue que
D = kT /6man, recuperando el resultado de Einstein.
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B.3.4. Equivalencia entre los modelos de Einstein y Langevin

Se ha demostrado que los modelos de Einstein y Langevin para una particula browniana
que se desplaza en ausencia de fuerzas externas conducen al mismo valor para el coeficiente
de difusién. Sin embargo, no es evidente que ambos entreguen el mismo resultado para la
posicion o velocidad de la particula. Para dar cuenta de la equivalencia entre ambas des-
cripciones, se determinard la probabilidad conjunta P(z,t;2’,ty) de que una particula en
movimiento unidimensional con posicién inicial x; = z(t1) se desplace hasta xo = x(t3) en
un instante posterior en ausencia de fuerzas externas.

En la descripcién de Langevin la ecuacién de movimiento es dv/dt = —yv + n(t) con
v = dx/dt. Puesto que la situacién de interés es aquella en que el movimiento se debe
unicamente a las colisiones y no a la velocidad inicial, se debe trabajar en escalas de tiempo
mayores a 7 . Esto se consigue despreciando el término cinético dv/dt en la ecuacién de
movimiento, permitiendo escribir para la velocidad y posicion:

) L)
v(t)—T Yy :v(t)—/o ds - (B.81)

Ahora bien, para obtener la probabilidad conjunta se debe atender a la identidad de cambio
de variable (B.13) con el promedio sobre la distribucién p(n) = p(n(t1),n(t2)) de la variable
aleatoria n(t). Ast:

Pl ty:a, 1) = / Dup(n)(er — a(t1))8(s — 2(t2))
= (0(x1 — z(t1))0(22 — (t2))),

(B.82)

con Dn = dn(ty)dn(tz). Para evaluar esta expresion integral resulta conveniente emplear la
representacion de la delta de Dirac en el espacio de Fourier, de acuerdo a:

o dwl & sz . .
P e t) = —t(wiz1twaz2) / jt(wiz(tr)Fwez(t2)) ) B.83
(xla 1, T2, 2) /0 27T A 27T € <€ > ( )

Luego, definiendo

S wselt) = [ de > w00 — Oty
=1 = (B.84)

_ / " atf(en(t),

[e.e]

y asumiendo que 7(t) distribuye como una gaussiana, con

(n()n(t')) = G(t —1), (B.85)
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se sigue que:

tetresseny — teap fi [ aestonn

_exp{——/ dt/ dtdtf t_t)f< )} (B.86)
—exp{——zwj kak}

donde se han empleado los resultados conocidos para integrales gaussianas multivariables
(ver seccién final de este anexo) y se ha definido la matriz de correlacién:

M = (x(t;)z(te)) — (e(t;)) (2 (te))- (B.87)

A partir de (B.87) se sigue para la probabilidad conjunta:

dw dw
P(xl,tl;xg,tg) :/ 1/ 2 —i(wiz1+waxo exp{__zwj ],kwk}
0

(2m)~!

= (detM)2" { Z%Mak””’f}

Para evaluar M, se debe atender a (B.85) y (B.86) de modo que si G(t —t') =T'6(t —t') se
sigue que:

(B.88)

M, = / ds/ ds'G(s — §') mm(tj,tk) (B.89)

Sustituyendo este resultado en (B.87) se obtiene ﬁnalmente

2

Y (w2 — 1)
P t1; X0, ty) = 4| ———— — ) B.90
(21,113 2, ) QWF(tg—tl)exp[ 2F(t2—t1)/'y?] (B-90)

Ahora bien, en la descripcién de Einstein se debe reemplazar I'/y? = 2D con D el co-
eficiente de sustitucion, en cuyo caso es inmediato comprobar que (B.89) corresponde a la
solucién de la ecuacion de difusién unidimensional con la densidad de nimero de particulas
brownianas igual a la delta de Dirac evaluada en la posicién inicial de la particula, quedando
demostrado que ambas formulaciones del movimiento browniano son equivalentes.

B.3.5. Probabilidad condicional en el modelo de Langevin

Dado que se ha asumido que 7(t) sigue una distribucién normal, el resultado obtenido
en (B.88) se puede extender para determinar la probabilidad conjunta P(vy,t1;vs,ts) sus-
tituyendo los x; por los v; y las correlaciones espaciales por las correlaciones en el espacio
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de velocidades. Estas ultimas M, = (v(t;)v(ty)) — (v(t;))(v(tx)) fueron obtenidas por in-
tegracién directa de la ecuacién de Langevin en (B.77) sin despreciar el término cinético.
Utilizando estos resultados es sencillo ver que, en general, se tiene:

(2m) /2 TN
P(oy, ;.5 v, tn) = Wfﬂp _§Zvaj,klvk ; (B.91)
j?k

con:

J

r
M, = % (e—v\tj—tk\ _ B_V(tj'i'tk)) ) (B.92)

A partir de estos resultados se encuentra que, en el limite ¢, >> 77!, equivalente a la
pérdida de la condicién inicial, se cumple:

P(vg, t2) = ere—wi/? (B.93)

Por otro lado, para la distribucién condicional P(vs,ts|v,t1) = P(vy,t1;v9,t2)/P(vy, 1) se
encuentra que:

2
v/l v (vg — ety
P(vy, talvy, 1) = f’xp{—f- ( ) . (B.94)

1 — e—2v(t2—t1) 1 — e—2v(ta—t1)

Luego, es claro que P(vy, ta|vy, t1) tiende a P(vg, t5) independientemente de la condicién més
reciente.

Como se vera mas adelante, un proceso de Markov es aquel en que en un instante dado,
las propiedades estadisticas del sistema en un instante posterior se encuentran totalmente
determinadas por sus valores en dicho instante; o equivalentemente, cada probabilidad con-
dicional depende tinicamente de la condicién mas reciente. En este sentido, la velocidad v(t)
de la particula browniana describe un proceso de Markov a tiempo continuo, debido a que
satisface una ecuacién diferencial de primer orden y, por lo tanto, sélo se requiere de la (\ini-
ca) condicién inicial v(0) para derivar su distribucién de probabilidad para cualquier instante
posterior. De forma similar se sigue que z(¢) no describe un proceso de Markov, pues requiere
de dos condiciones iniciales.

B.3.6. Ecuacion de Fokker-Planck

El movimiento de una particula browniana sigue la ecuacion de Langevin, cuya solucion
se interpreta a través de valores promedios. Como alternativa a este procedimiento surge la
ecuacion de Fokker-Planck, que describe la evolucién temporal de la densidad de probabilidad
de la velocidad de la particula bajo la influencia de fuerzas de arrastre y aleatorias. Cuando
esta ecuacion es aplicada a distribuciones de posicién de particulas se conoce como ecuacion
de Smoluchowski, la cual generaliza el modelo de Einstein en presencia de fuerzas de arrastre.
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Para derivar la ecuacién de Fokker-Planck se considera la variable estocastica y(t), cuya
variacion corresponde a

dy(t) = y(t + ot) — y(t), (B.95)
y es tal que:
(0y(t)) = A(y)dt
([oy(1)]*) = B(y)ot + O(6t?) (B.96)
([0y(H)]") ~ O(5t*) con n > 2.

Donde los términos A(y) v B(y) se deben al arrastre y difusién respectivamente.

Ahora bien, para la probabilidad conjunta P(ys,t3;y1,t1), es claro que, para cualquier
valor de t, intermedio, satisface

e}

P(ys, ts;y1, 1) :/ dya P (ys, ts; Yo, t2; y1, t1), (B.97)

o0

lo que equivale a decir que la particula debe estar en algin lugar en el instante t5. Si el
sistema describe un proceso markoviano, entonces

P(ys, tsly2, ta; y1, t1) = Py, tslya, ta), (B.98)
lo que equivale a decir que la probabilidad condicional depende tinicamente de la condicién
mas reciente. De esta propiedad se colige que:

P(ys, t3; ya, ta; y1, t1) = P(ys, talyz, t2; 91, t1) P(y2, t2; 41, t1)
= P(ys, tslya, t2) P(ya, talyr, 1) P(y1, t1).

Sustituyendo (B.99) en (B.97) se sigue que la probabilidad condicional P(ys,t3|y1,t1)
satisface la siguiente ley de composicion:

P(ys, t3ly1,t1) Z/ dya P(ys, t3]y2, t2) P(ya, ta]y1, t1). (B.100)

—00

(B.99)

Esta expresién es conocida como ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Utilizando el resultado previo se puede escribir:

P(y,t+5t|y0,to) :/ dy,P<y,t+5t‘y/,t)P<y/,t’yo,t0) (B101)
Ademaés:
Py,t + 6ty t) = / d26(y — 2)P(z,t + 5t]y/, 1)
= doy(t)o(y —y' — oy(t))P(y + dy(t), t + dtly',t)
- A (B.102)
=1+ ?/(t»a—yﬂr 5([5y }
Iy — ) 0y — )

— 5y — o LA ¥ 5t2).

6y —y') + Aly) 57 5t + 2B(y) @yQ 5 t+O(6t7)
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Sustituyendo (B.102) en (B.101), integrando por partes, dividiendo por dt y tomando el limite
o0t — 0, se obtiene la ecuacion de Fokker-Planck:

dP(y,t) 0 12

5 = —a—y[A(y)P(y,t)] + 5@[3(9)P(y7t)]- (B.103)

Para describir el movimiento browniano a partir de la ecuacién de Fokker-Planck (EFP)
es necesario que la particula alcance su velocidad terminal, puesto que, de lo contrario, su
ecuacion de Langevin es de segundo orden y no describe un proceso de Markov. Cuando se ha
alcanzado la velocidad terminal, la ecuacién de Langevin se reduce a dx/dt = F/yM + n/y
de donde se sigue que A(z) = F/yM y B(z) = I'/y* = 2D = 2kT/M~. Reemplazando
F = —dV/dz y sustituyendo estas cantidades en (B.103) se obtiene la EFP del movimiento

Browniano:
OP(z,t) O {(P(m,t)) Vi(z) 0

ot oz M~ ox +%

kT
M~

P(z,t)

} . (B.104)

Esta expresién también se conoce como ecuaciéon de Smoluchowski.

B.4. Procesos Estocasticos

B.4.1. Procesos Estocasticos

Los procesos descritos en la seccion anterior son ejemplos de procesos estocasticos, esto
es, sistemas en que existen una o mas variables aleatorias dependientes del tiempo X (¢). En

general, se denota con la letra mintdscula & al valor medido de la variable aleatoria X () en
el instante ¢.

Se define la densidad de probabilidad de & por

—

p(7,t) = (6(F — X(1))), (B.105)

con el promedio obtenido sobre las realizaciones del proceso aleatorio, encontrandose apro-
piadamente normalizada a la unidad, [ dZp(,t), con d7 = dz? y d la dimensién de X (¢). Su
interpretacion se consigue al integrar sobre una regién €2, obteniendo

pa(t) = /Q dip(Z,1), (B.106)

cantidad que corresponde a la probabilidad de que la variable aleatoria X (t) tome un valor
en €.

Sean 7'y, ..., I, los valores medidos de X (t) en los instantes ty, ..., t,, se define la distribu-
cién de probabilidad conjunta de acuerdo a:

(Tt @1 ty) = (6(F, — X (t0))...0(2 — X (t1))). (B.107)
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A partir de la probabilidad conjunta, se definen también las densidades de probabilidades
condicionales:

P(Z, b oo 1yt 2 s L )
Toy s T 0|2t @) = diski : B.108
P& b i 0, 1l b - 32, 11) P(T, s s T, 1) ( )

Estas definiciones son independientes del orden temporal, sin embargo, por convenciéon se
adoptard orden decreciente de izquierda a derecha:

by > o>t >, > .. > ). (B.109)

Las probabilidades condicionales actiian como predicciones del valor futuro de X () cono-
cidos sus valores pasados, motivando la buisqueda de ecuaciones de evolucién para encontrar
su valor dada una distribucion inicial. Este es el caso de la ecuacion de Fokker-Planck.

Para definir un proceso estocdstico es necesario, al menos, conocer todas las probabilida-
des conjuntas del tipo (B.107). Si su conocimiento define el proceso, se le conoce como un
proceso estocastico separable.

B.4.2. Procesos de Markov

Los procesos de Markov son uno de los procesos estocasticos méas simples, caracteriza-
dos porque el estado futuro del sistema depende tnicamente de la condicion actual. Esta
suposicién se formula en términos de probabilidades condicionales por:

=/

p<fmtn§...;fl7t1|xm7t;n;‘-‘§f/17t/1> :p(fmtn;m;fl’tﬂf’ t, ) (B‘110>

m?’m

Con esta definicién es posible obtener todas las probabilidades a partir de p(Z,t) y p(Z, |2, t').
En efecto, asi

p(T2, ta; 1, t1) = p(T2, ta|T1, 1) (71, 1),

de modo que, al siguiente orden

p(&s, ts, To, to; T1, t1) = p(Ts, t3|To, to; T1, 1) p(&a, to; T4, 1)
= p(&5, t3| T2, ta2)p(Ta, to| T, t1)p(T1, t1).

Luego, es claro que:

p(fn, tn, ey fl, tl) = p(fn, tn’fnfl, tnfl)...p(i"g, tg’.fl, tl)p(fla tl) (Blll)

Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

En general, se cumple que la densidad de probabilidad p(Z3,t3) puede ser obtenida a
partir de la probabilidad conjunta p(Z3, t3; Zs, t2) por integracion sobre Zs:

p(¥s, t3) = /df2p(f3,t3;f2>t2)
(B.112)

:/dfzp(f:a,t3|f2,t2)p(f2,t2)-
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De forma similar:

p(@s, t3]21, t1) :/df2p(fs,t3;fz,t2|fl,tl)
(B.113)

:/dfﬂ?(fzs;t3|fz,t2;flat1)p(fzat2|fl,f1)~

Tanto (B.113) como (B.112) son siempre validas. Si el proceso es Markoviano, se sigue a
partir de (B.110) que (B.113) se puede escribir como:

p(T3, t3|71, 1) = /df2p(f3, t3| T2, ta)p(Ta, ta|T1, 1h). (B.114)
Esta expresién corresponde a la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

La diferencia entre (B.114) y (B.112) es que, la primera de ellas relaciona todas las proba-
bilidades condicionales p(Z;,t;|Z;,t;) las unas con las otras, mientras que (B.112) construye
la probabilidad en el futuro t3 de t9, dadas las probabilidades condicionales p(Z3, t3|Zs, t2).

Procesos de Markov en la naturaleza

En los sistemas fisicos, los procesos de interés que pueden ser modelados como aleatorios
poseen un tiempo de correlacién finito, usualmente del orden de la duracion de la interaccion
entre sus partes. Para la particula browniana se vio que la correlacion entre la fuerza aleatoria
en la ecuacién de Langevin a diferentes instantes (n(t)n(t+s)) debe ser nula para intervalos de
tiempo s mayores a una escala caracteristica dt (del orden del tiempo en que dos moléculas
diferentes interactiian con el mismo objeto). En consecuencia, para intervalos s < dt, el
sistema es no markoviano. Por ejemplo, para la ecuacién de Langevin v = —vyv + n(t), se
demostré que con escalas de tiempo mayores a v~ ! se perdia la condicién inicial. Sin embargo,
si 0t = 0 el proceso es markoviano, puesto que la ecuacion es de primer orden y sélo requiere
de la condicién mas reciente para ser integrada. Para ecuaciones de segundo orden, como
& = —vyi + n(t), se requiere de dos condiciones iniciales, por lo que las trayectorias son sélo
markovianas para escalas de tiempo mayores a v~ !, tras las cuales se ha perdido la memoria
de la velocidad inicial.

Procesos de Markov continuos

Una variable aleatoria X (t) puede tomar un rango continuo de valores a la vez que su
trayectoria de muestreo puede ser una funcién discontinua de ¢. Por ejemplo, la velocidad
de una particula browniana puede tomar un amplio rango de valores a escalas del tiempo de
correlacion, sin embargo, dara saltos discontinuos en el tiempo, a diferencia de su posicion
que seguird una trayectoria continua (aunque no suave).

La condicién de que la trayectoria de muestreo de la variable aleatoria X (¢) sea continua
en t se conoce como condiciéon de Lindeberg:

1
lim — drp(x,t +7|x,t) = 0. (B.115)

=0T |x—x'|>€
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Esta condicién significa que la probabilidad de que la posicién final x’ sea diferente de x va
a cero mas rapidamente que 7, cuando 7 tiende a cero. Considere los siguientes ejemplos:

= Proceso de Wiener: Este proceso es utilizado para modelar el movimiento browniano,
entre otros fenémenos. Se caracteriza por exhibir tnicamente difusion, sin deriva o
saltos. En una dimensién se tiene:

plx, t|a’ t") = (B.116)

1 (x —2')?
———erp | ————— | .
VArDt — AD[t —t'|
Se puede comprobar que (B.116) verifica la condicién de Lindeberg, por lo que, las
trayectorias de muestreo de una particula browniana son continuas.

= Proceso de Cauchy: Este proceso se caracteriza por que las trayectorias de muestreo
exhiben saltos finitos, por lo que no son continuas. En una dimensién se tiene:
t -t
mllx —a)2 4+ (t —t)?]
A diferencia del proceso de Wiener, el proceso de Cauchy no cumple la condicién de

Lindeberg, por lo que sus trayectorias de muestreo no son continuas. Sin embargo, en
ambos casos se cumple lim, o p(z/,t + 7|z, t) = 6(z' — x).

p(x, t|z’ t) =

(B.117)

B.4.3. Martingalas

La martingala es un proceso estocéstico en que la esperanza condicional de una variable
aleatoria X (t) no cambia de su condicién més reciente. Esto es:

No todas las martingalas son procesos de Markov y viceversa; en particular el proceso de
Wiener es una martingala.

Una caracteristica importante de las martingalas es que, al nivel de las correlaciones a
pares, el rendimiento pasado no proporciona predicciones para los resultados futuros. En una
dimensién esto equivale a:

([z(ts) — x(ta][z(t2) — x(t1)]) = 0. (B.119)

Para demostrar (B.119) basta con notar que:

a(

dIQ/d$1p To, to; T1, 1) T2y

B.120)

dzip(z1, )21 /d372p(172,t2|$17t1)p(5€17tl)ﬂfz (
)z

dxip(xi,t)x

/dﬂ?2 dxyp(xg, ta|x, t1)p(21, t1) w221

(
= (z(t1)?).



APENDICE B. ELEMENTOS DE CALCULO ESTOCASTICO 135

Luego el resultado es inmediato.

B.4.4. Ecuacion diferencial de Chapman-Kolmogorov

Bajo ciertas suposiciones la ecuacion de Chapman-Kolmogorov puede ser reducida a
una ecuacion diferencial. Como consecuencia de la condicién de continuidad (de Lindeberg)
(B.115), se debe considerar un método que permita dividir la condicién de diferenciabilidad
en dos partes, una correspondiente al movimiento continuo y otra al discontinuo.

Se requiere de las siguientes condiciones para todo € > 0:

1.
1
x—ylze = lm—p(xt+7ly,t)=Wxly,1); (B.121)
T7T—=0 T
2.
1
lim — dr(z; — y)p(x,t +7ly,t) = Ai(y,t) + O(e); (B.122)
T—=0 T ‘X7y|<€
3.
1
lim x| w(x; —y:)(z; — yp)p(x,t + 7|y, t) = By(y,t) + Oe).  (B.123)
x—y|<€

Con las ultimas dos condiciones uniformes en x’, € y t. Ademds, los momentos de orden
superior se desvanecen cuando ¢ — 0.

De acuerdo con la condicién de continuidad (B.115), si la trayectoria de muestreo es
continua, entonces, los coeficientes W (x|x’,¢) deben ser nulos para x # x’, por lo que se
encuentran ligados a movimientos discontinuos. Por el contrario, las cantidades A; y B;; se
asocian a movimientos continuos.

Ecuacién diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia adelante (DCK+)

Considere la evolucién temporal de la esperanza de una funcién f(y) dos veces diferen-
ciable:

0 1
a d3$f(X)p(X, t|X/> t,) = 71_%% ; {/ d3xf(x) [p(X,t + T|X/’ t/> - p(X, t|X,7 t/)]}

1
= lfm—{/dgfv/d3yf(X)p(X,t+T|y,t)p(y7t!><’,t’) - /d?’yf(Y)p(y,t\X'at')}

=0 T
(B.124)

Donde se ha empleado la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (B.114) para reescribir el primer
miembro de la segunda igualdad.
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Ahora bien, separando las integrales en x en las regiones |x —y| > ey [x —y| < ey
expandiendo f(x) a segundo orden en torno a y:

0
f +Z 8% " Z’”Z;ay{gyj@ — i)z —y) + O(lx —y*). (B.125)

i

Sustituyendo este resultado en (B.123) se tiene,

) 1 of(y) 10°f(y)
g | xS x)plx it —}%T{/'x_yked?’wd?’y [Z a—%(xi—yi)JrZZaylayj (i — yi)(x; —

7

: p(X, t + T|Ya t)p(Y7 t|X/v t/)
+ / Pady f()p(x,t + 7ly, Op(y, tx, )
|x—y|>e

- syt iy onty o0
. (B.126)

mas términos que se desvanecen en el limite en que ¢ — 0. Finalmente, integrando por
partes los términos entre corchetes, cambiando x por y en la tltima integral, reconociendo

las magnitudes (B.121), (B.122) y (B.123), y atendiendo a la arbitrariedad de f(y), se obtiene
la ecuacion diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia adelante (DCK+):

Ip(x, t|x t')

! 4l 1 ! 4l
i (B.127)

+/d3y (W (xly, )p(y, tIx', ') — W(ylx, t)p(x, t|x', )] .

Algunas de las aplicaciones de la ecuaciéon DCK+ son la ecuacién maestra, la ecua-
cion de Fokker-Planck y la ecuacion de Liouville. La ecuaciéon maestra se obtiene cuando
los términos de deriva A; y difusién B;; son nulos, por lo que el cambio en la probabilidad
condicional p(x,t|x’,t') se debe a las transiciones entrantes W (x|y, t)p(y, t|x’,t') menos las
salientes W (y|x, t)p(x, t|x’,t'). Esto permite interpretar a la funciéon W (y|x,t) como la den-
sidad de probabilidad de que la variable aleatoria salte desde x a y en el instante ¢; debido a
sus unidades de t~! se le suele denominar tasa de transicién. La ecuacién de Fokker-Planck
se consigue cuando las probabilidades de salto son nulas, exhibiendo deriva y difusion. La
ecuacion de Lioville, también conocida como ecuacién de continuidad en mecéanica clasica, a
diferencia de la EFP no posee difusion, por lo que es utilizada en procesos deterministas.

Ecuacién diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia atras (DCK-)

La ecuacién DCK+ asume que los valores x” y ¢’ se encuentran fijos y las soluciones exis-
ten para t > t'. Sin embargo, también se pueden buscar soluciones para t’ < t con t fijo,
lo que se consigue a través de la ecuacion diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia atras
(DCK-). Esta ecuacién resulta util para problemas de salida, en que se busca la probabilidad
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de que una particula abandone una regién en un determinado tiempo.

Para derivar la DCK- se debe comenzar notando que:

1
lim — [p(x, t|x", ¢ +7') — p(x, t|x, t')]
/=0 T/

1
= lirr{) ;/ Pyp(y, t' +7'|x ) [p(x, t|x, ¢ + 7)) — p(x, t]y, t' + 7)) (B.128)
T/

1

= lim —,/dgyp(yﬁ’ + 7% 1) [p(x, tx, ') — p(x, tly, )]
=0T

Donde, para la primera igualdad, se ha utilizado que la primera integral es igual a p(x, t|x’, t'+

7') en tanto que la segunda proviene de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (B.114). Luego,

siguiendo un procedimiento similar al empleado para la ecuacion DCK+ se obtiene para la
DCK-:

8p(x t|x ') 82 p(x,t|x',t)

p(x t|x t')
. § A ) R _2 " Bylx
i 8xi8xj
+ / PyW (v, ¢) [p(x, tx #) — p(x tly, )]

(B.129)

B.5. Integrales Gaussianas multimensionales

B.5.1. Distribucién gaussiana multidimensional

Considere la distribucién gaussiana multidimensional de n variables aleatorias n;,

1 n
p(n1, 1) = Cexp {—5 > njaj,knk} : (B.130)

J,k=1

donde «;j es una matriz de rango n y C es un factor de normalizaciéon. Para trabajar sobre
esta distribucién, es conveniente que «;j sea una matriz simétrica. No obstante, cuando este
no es el caso, se puede realizar la operacion de simetrizacion:

n 1 n
Z Nk = 2 Z (0 + )Mk (B.131)

jk=1 k=1

Donde se han permutado los indices del segundo término en el sumatorio. Es claro que con
este procedimiento la suma entre paréntesis si es una matriz simétrica. Por este motivo de
aqui en mas se asumird que oy, es una matriz simétrica. Ademas, la matriz a;; se denotard
en forma matricial como «, en tanto que el vector n; se denotara por 7.

La obtencién del factor de normalizacion se puede atender a que la matriz a puede ser
diagonalizada (dado que es simétrica). Esto quiere decir que existe una matriz ortogonal
O;; (OOT = T con I la matriz unidad) tal que OTaO = A con A una matriz diagonal
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(A = AnOnm con \, los coeficientes de su diagonal y d,,, la denta de Kronecker). Luego, si
de definen las nuevas variables z; tal que n = Oz v nTan = 27 OTaOx = 27 Ax se obtiene el
siguiente resultado para la integral de la distribucién:

/i[ldnjea:p{—xTAx} /lj exp{——zym }
/ xjexp{—Txf} (B.132)
\f (2m)"

donde deta corresponde al determinante de ov. Ademas, se ha tenido en cuenta que el jaco-
biano de la transformacion corresponde a la unidad (9(ny, ..., n,)/0(x1, ..., x,) = 1). Con este

resultado es claro que:
Vdeta
(2m)n/2

= 1=

.
Il

C:

(B.133)

B.5.2. Correlaciones y teorema de Wick

Para encontrar las correlaciones es conveniente definir la funcién
Z(J1y ey ) /Hdnjexp{——z njajknk+Zthl} (B.134)
7,k=1

sobre la cual, es sencillo demostrar que la correlacién (7, ...,7s,,) entre m variables 7; se
encuentra dada por:

1
<T]517"'7775m> - /

1oz
~ ZdJ,,..0J,,
J=0

H dm] Moy Tls €2P {—— > mjay, knk}

7,k=1

(B.135)

Se debe notar que la tltima igualdad se encuentra divida por Z(0) = C~!, permitiendo la
normalizacion del resultado. Para encontrar una expresion explicita para las correlaciones y
derivar otros importantes resultados se calculara Z(.Jy, ..., J, ). Con este fin, se puede emplear
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el método usual de completar cuadrados en el exponente. Esto es:

1
-5 Z N0 KMk + Zthz —onan+ 5 5 (JTU +n'J)

2
]kl

L7 T -1 —1 Lop

:—5(77 —J )oz(n—oz J)—|—§Joz J

(B.136)

Ly Lor

= ay+—Ja J
1

=3 v+ 3 ZJ
]kl

donde se ha definido la nueva variable auxiliar y = 7 — a~'J (notar que el jacobiano de la
transformacion también es la unidad). Con este procedimiento se tiene para Z:

/Hdngewp {—— > njaim + Z thz}

7,k=1

/Hdac]e:rp {—— Z Vi kYk + = Z J _1 } (B.137)

7,k=1

o {15500,

Luego, es sencillo ver que las correlaciones son:

am

<n817"'7773m>: aJ aJ exp{i]z: }

= (s> Msp ) Mssr Msa) o Mo s M) T -+

(B.138)

J=0

Este resultado es conocido como teorema de Wick y proporciona un método simple para
evaluar las correlaciones de una funcién gaussiana. Asi, por ejemplo:

(Msrs oo Msa) = (Msy M) (Msz> Msa) + <7781a 7753><7752, Nsy) + <7731>7754><77527 7783>7 (B~139)

de modo que las correlaciones entre pares se obtienen a partir de la inversa de la matriz «
de acuerdo a:

(sy5m5) = (@71) - (B.140)

B.5.3. Transformada de Fourier

Otro resultado de particular interés corresponde a la transformada de Fourier de la dis-
tribucién gaussiana multidimensional. A partir de Z(.Jy, ..., J,) es sencillo obtener su trans-
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formada realizando la sustitucién J; = —iw;. En efecto, se tiene:
Plwr, s y) = /H dngp(ny, ..., ) exp {—i Zwmj}
j=1 j=1
Z(—iwr, ..., —iw,
_ 2z, —ion) (B.141)
Z(0)
1 1
=epy 5 ) W (a )]kwk
gk
También resulta conveniente calcular:
Z(Ky, ..., K. /HdJZ Jl,...,Jn)emp{—iijJj}
= (B.142)

1 n n
0) /H dJexp {52 Ji(a™) =i Kij} :
Jj=1 Jk J=1

Para resolver la ultima integral se puede emplear un procedimiento similar al utilizado para
obtener explicitamente Z(Jy, ..., J,), completando cuadrados en la integral gaussiana. Luego,
es sencillo ver que el resultado es:

Z(Ky, ... K, —exp{ ZKoz]kKk} (B.143)
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Apéndice C

Modelo de subsidencia

C.1. Modelo de subsidencia

Litwiniszyn 1958 proporcioné la primera descripcién del fenémeno de flujo gravitacional
a través de un modelo estocastico para el campo de desplazamientos verticales. Para ello,
Litwinisyn introduce la funcién de subsidencia w = w(x, z), definida como el desplazamiento
vertical experimentado por las particulas que, previo a la deformacién inducida por la descar-
ga de material, se encontraban sobre la recta z = z;. Asi, el desplazamiento de las particulas
se encuentra determinado por:

Az = —w(x, 2). (C.1)

Para encontrar una expresion para w, Litwiniszyn argumentd que el desplazamiento en una
particula ubicada en (2, 2’) induce un incremento dw en el desplazamiento de una particula
ubicada en (z, z) (con z > 2’), dado por dw(x, z) = p(z, z;2', 2")dx'w(2’, 2'). Luego, asumien-
do la validez del principio de superposicion se sigue que:

+oo
w(x,z) = / de'o(x, z; 2", 2w (2!, 2'). (C.2)

o

La funcién de dos puntos ¢(zx, z; 2, 2') que relaciona los desplazamientos de las particulas
ubicadas en (x, 2) y (2/, 2') puede ser interpretada como la densidad de probabilidad condi-
cional p(x, z|2’, 2’), correspondiente a la probabilidad de que el desplazamiento en el punto
(2',2') origine un desplazamiento en el punto (z, z).

Ahora bien, si el desplazamiento de una particula ubicada en (z2’,z') se origina en el
desplazamiento de las particulas ubicadas en (z”,z") (con z > 2’ > 2") se sigue que

400
w(x,z) = / dr"p(x, z; 2", 2 w(2", 2"). (C.3)

e}

Por definicion, el mismo resultado puede ser expresado como:

+o00
w(z,z) = / do'da"o(z, z; 2", 2 (2!, 25 2" 2w (2", 2"). (C.4)

o0

Rodolfo S. Morales Géalvez
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Igualando ambas expresiones y sustituyendo la funciéon de dos puntos ¢ por su interpretacion
como la densidad de probabilidad condicional p, se sigue que esta tltima satisface la ecuacion

integral
+o0

p(x, z|z", ") =/ dz"p(z, z|2", 2)p(a’, 2'[", 2"), (C.5)

o

también conocida como ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Esta ecuacién se obtiene en el
contexto de los procesos estocasticos para un proceso de Markov, definido como aquel en
que el estado de un sistema depende de su condicién més reciente. Dicho de otro modo, la
condicién anterior implica que un desplazamiento en el punto (z, z) depende tnicamente del
desplazamiento de los puntos ubicados en la cota inmediatamente inferior.

Dado que la funcién de dos puntos ¢(x, z; 2, 2') es interpretada como una probabilidad
condicional, se debe encontrar normalizada a la unidad, i.e ffooo dx'p(x, z;2',2') = 1. No
obstante, Litwiniszyn también considerd la posibilidad en que hubiese una perdida de dicha
probabilidad, de modo que:

oo d
/ dr'o(x,z +6z;2' 2) = 1 — d—jéz. (C.6)

La interpretacion fisica de esta expresion se consigue al calcular el area asociada al despla-
zamiento de todos los puntos ubicados sobre la recta z. De este modo, si o = a(z), A(z) =
2 daw(z, 2) y A(z+0z) = [7 dow(z,z+0z) = [7_ 7 deda’w(a’, 2)p(z, 2+ 0227, 2) se
sigue que A(z + 0z) ~ A(2)(1 — (da/dz)dz)dz y consigo que A(z) = Age™®. Luego, si a =0
el volumen es constante y el medio es incompresible.

Atendiendo a los resultados previos, Litwinisyn utilizé los desarrollos de Kolmogorov sobre
la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, incorporando la posibilidad de un cambio de volumen
(o # 0), obteniendo consigo la siguiente ecuacién de difusién-adveccién-reaccién:

ow dov J(Aw) 0 ow
ke Z(BZE). .
0z dz " Ox * Ox < 8x> (6.7)
Con los pardmetros A y B definidos por:
1 [*e
A(z,z) = lim —/ da' (2 — z)p(x, z; 2" 2 + 62) (C.8)
§2—0 0z PN
y
1 +oo
B(z,z) = lim do'— (2" — z)20(z, 22, 2 + 52). (C.9)

6z—0 202 0o

Si el medio es incompresible a = 0 (sin reaccién), A = 0 (sin adveccién horizontal) y B = b
con b una constante, se sigue que la funcion de subsidencia satisface la siguiente ecuacion de
difusion:

ow 0w
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Para un contenedor semi-infinito con un orificio puntual en su base (en x = z = 0) que actua
como fuente para el desplazamiento, la solucion a esta ecuacién corresponde a

e /b, (C.11)

donde a corresponde al drea extraida con la descarga de material.

J. Mullins 1972 argumenté que si el proceso de extracciéon se realiza en dos etapas, de
acuerdo con el modelo de Litwinisyn, el area total extraida originara una subsidencia sobre
el punto (0, z) dada por:

w(0,2) = wq(0, z) + w(0, 2) = (C.12)

donde los pares a;,w; y as, ws corresponden a las areas y funciones de subsidencia asociadas
a cada descarga. Sin embargo, por definicién, la primera extraccién origina una subsidencia
wy = a1 /v 3mbz que conlleva a que las particulas se desplacen hasta z — wy = z — a1 /V47bz.
Luego,

a a9 ay + as

w(0,z) = -+ ,
Virbz \/47Tb(2 —ay/VAarmbz) Ambz

permitiendo concluir que la ecuacién de subsidencia no puede ser vélida. Esta inconsistencia
emerge a causa del postulado de linealidad de los desplazamientos, siendo solucionada si la
ecuacién de difusion se aplica a la densidad de flujo de particulas en lugar de al campo de
desplazamientos.

(C.13)
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