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A PHYSICO-MATHEMATICAL MODEL FOR GRAVITY DRIVEN GRANULAR
FLOWS

By: Rodolfo Sebastian Morales Gálvez

Abstract

The study and comprehension of the mechanics of granular media is of great importance
for the mining industry. From the first stages of an exploitation project, processes of extrac-
tion, comminution, transport and storage of fragmented ore should be taken into account,
which today are controlled by mechanisms currently unknown. One of the most interesting
phenomenas in this regard is the flow of granular material driven by gravity. Between its ap-
plications outstand the design of exploitation methods as Block Caving, in which a fracture
and disaggregation are induced in the base of the mineralised rock massif, to then extract
the fragmented material through an arrangement of openings arranged in the base.

In this thesis a novel physico-mathematical model is proposed for granular flows driven
by gravity. For its elaboration it is proposed that the particles descend by forming clusters
in response to local changes in the tensional state. From this hypothesis, an expression that
relates the particle flux density to the driving force is derived, where the latter concept is
composed of the divergence of the tensional state and the force of gravity. Along with this, it
is postulated that the dynamics is controlled by a new dimensionless number obtained as the
quotient between the driving forces and the resisting force developed between the particles
in motion and those that remain static.

The model was numerically resolved through the finite element method, archiving an
adequate reproduction of experimental results of Fullard et al. (2019) to the flow in silos
with one and two openings. The results were compared with the ones obtained through the
implementation of Neederman & Tüzün (1979) model, showing a great improvement in the
description of extraction zones and velocity profiles. Analytical solutions were also obtained
for the flow in an inclined plane and Taylor-Couette type. In both cases the model predicts
the existence of a finite-thickness flow zone, in agreement with experimental results. The pre-
dicted velocity profiles were contrasted with the measurements of Wang et al. (2019), Mueth
et al. (2000), Bocquet et al. (2002) and F. da Cruz (2004) showing an adequate reproduction
in all cases.
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MODELO FÍSICO-MATEMÁTICO PARA FLUJOS GRANULARES
IMPULSADOS POR GRAVEDAD

Por: Rodolfo Sebastian Morales Gálvez

Resumen

El estudio y comprensión de la mecánica de los medios granulares es de gran importancia
para la industria minera. Desde las primeras etapas de un proyecto de explotación se deben
tener en cuenta los procesos de extracción, conminución, transporte y almacenamiento de
mineral fragmentado, los que son controlados por mecanismos que aun nos resultan desco-
nocidos. Uno de los fenómenos de mayor interés es el flujo de material granular impulsado
por gravedad. Entre sus aplicaciones destaca el diseño de métodos de explotación como el
Block Caving, en que se induce la fractura y disgregación de la base de un macizo de roca
mineralizada, para luego extraer el material fragmentado a través de un arreglo de aberturas
dispuestas en su base.

En esta tesis se propone un nuevo modelo f́ısico-matemático para flujos granulares impul-
sados por gravedad. Para su elaboración se propone que las part́ıculas descienden formando
clusters en respuesta a cambios locales en el estado tensional. A partir de esta hipótesis se
deriva una expresión que relaciona la densidad de flujo de part́ıculas con la fuerza impulsora,
compuesta por la divergencia del estado tensional y la fuerza de gravedad. Junto con ello se
postula que la dinámica se encuentra controlada por un nuevo número adimensional obteni-
do como el cociente entre las fuerzas impulsoras y la fuerza resistente desarrollada entre las
part́ıculas en movimiento y aquellas que permanecen estáticas.

El modelo fue resuelto numéricamente por medio del método de elementos finitos, logran-
do una adecuada reproducción de los resultados experimentales de Fullard y col. (2019) para
el flujo en silos con una y dos aberturas. Los resultados fueron comparados con los obtenidos a
través de la implementación del modelo de Neederman & Tüzün (1979), mostrando una gran
mejora en la descripción de las zonas de extracción y los perfiles de velocidad. También se
obtuvieron soluciones anaĺıticas para el flujo en un plano inclinado y de tipo Taylor-Couette.
En ambos casos el modelo predice la existencia de una zona de flujo de espesor finito, en
acuerdo con los resultados experimentales. Los perfiles de velocidad predichos fueron con-
trastados con las mediciones de Wang y col. (2019), Mueth y col. (2000), Bocquet y col.
(2002) y F. da Cruz (2004) mostrando una adecuada reproducción en todos los casos.
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4.2. Modelo cinemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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B.4.1. Procesos Estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
B.4.2. Procesos de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
B.4.3. Martingalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
B.4.4. Ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . 135

B.5. Integrales Gaussianas multimensionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
B.5.1. Distribución gaussiana multidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . 137
B.5.2. Correlaciones y teorema de Wick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
B.5.3. Transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

C. Modelo de subsidencia 141
C.1. Modelo de subsidencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141



7

Caṕıtulo 1

Introducción

“If you can’t solve a problem, then there is an easier problem you can
solve: find it”. George Polya.

1.1. Introducción general

La materia granular es un conglomerado de part́ıculas ŕıgidas visibles en que la fricción
es la fuerza de interacción predominante (Andreotti y col. 2013). Uno de los fenómenos de
creciente interés en esta área es el flujo en silos a través de una abertura basal, en que las
part́ıculas descargan por acción de la fuerza de gravedad, también conocido como flujos gra-
nulares impulsados por gravedad. Este fenómeno es de particular interés en las industrias
qúımica y agŕıcola, en que los silos se utilizan ampliamente para almacenar materiales gra-
nulares. Las aplicaciones de este fenómeno se extienden a otras áreas de la ingenieŕıa, como
el diseño de reactores nucleares de lecho de bolas (Rycroft, Grest y col. 2006; Shengyao y col.
2019) y el diseño de métodos masivos de mineŕıa subterránea como el Block y el Panel Ca-
ving (Castro y col. 2007; Vivanco, Watt y col. 2011; Vivanco y Melo 2013; K. Sánchez y col.
2019; V. Sánchez y col. 2019; Sun y col. 2019). Este último es la principal aplicación del
fenómeno en la industria nacional, en que la mineŕıa del cobre1 se ha visto perjudicada por
el agotamiento en las reservas superficiales y la disminución en las leyes de mineral. Esta
situación ha originado la migración desde los métodos de explotación superficiales, hacia
métodos de alta capacidad productiva y bajo costo operacional como el Block Caving y sus
variantes. Ejemplo de esto es la transición de explotación de rajo abierto a subterránea de la
mina Chuquicamata de CODELCO, considerada como la más grande del mundo en su tipo.
Chuquicamata cuenta con 1250 metros de profundidad y una superficie de 800 hectáreas, y
a fines de 2019 comenzó a operar con el método de Block Caving, extendiendo su vida útil
en unos 50 años (CODELCO 2021). Esta tendencia que ha llegado para quedarse plantea
nuevos desaf́ıos en diversas áreas de la ingenieŕıa y las ciencias, particularmente en la f́ısica de
medios granulares. Hoy en d́ıa, a pesar de los numerosos estudios realizados para comprender
la dinámica de los flujos granulares impulsados por la gravedad (I. Sielamowicz y col. 2005;
Irena Sielamowicz, B loñski y col. 2006; Irena Sielamowicz, Czech y col. 2015; Kamrin y M. Z.

1Actividad en que Chile contribuye con el 28 % de la producción mundial (principal productor) y el 23 %
de las reservas (Consejo Minero 2020)

Rodolfo S. Morales Gálvez
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Bazant 2007; Rycroft, Wong y col. 2010; Henann y Kamrin 2013; Staron y col. 2014; Hung
y col. 2018), se continúa sin que exista una teoŕıa comúnmente aceptada para explicar la
fenomenoloǵıa observada.

1.2. Descripción del problema

El uso de métodos de hundimiento subterráneos masivos es la respuesta al agotamiento de
las reservas superficiales y a la disminución en las leyes de mineral. En la actualidad, el diseño
de estos métodos de explotación se realiza en base a metodoloǵıas emṕıricas que requieren de
la definición de unos pocos parámetros, tales como la granulometŕıa de la roca fragmentada
y la geometŕıa del punto de extracción. Sin embargo, su uso conlleva a un alto nivel de incer-
tidumbre, motivando al ingeniero a ejecutar diseños conservadores que pueden tener grandes
repercusiones en los costos de inversión y operación de la mina. No obstante, también existen
limitaciones asociadas a la implementación de métodos más robustos basados en simulación
computacional, ya sea porque no logran capturar adecuadamente la fenomenoloǵıa observa-
da, dependen de un gran número de parámetros desconocidos, o porque requieren de grandes
capacidades de cálculo, lo que vuelve inviable su implementación en la solución de proble-
mas en condiciones realistas (como ocurre en los modelamientos DEM). Por lo anterior, la
mejora en la eficiencia y eficacia de los métodos subterráneos de explotación masiva requiere
del desarrollo de modelos fundamentados en las leyes de la mecánica que, a partir de unos
pocos parámetros, logren predecir el comportamiento del material granular originado con la
fragmentación de la roca.

1.3. Objetivos

Objetivo general

Desarrollar un modelo f́ısico-matemático para la predicción del flujo de materiales granu-
lares impulsados por gravedad con aplicaciones en mineŕıa subterránea.

Objetivos espećıficos

Establecer un contexto teórico sobre el cual fundamentar la deducción de las ecuaciones
de flujo de medios granulares impulsados por gravedad.

Validar el modelo a partir de resultados experimentales.

1.4. Alcances y limitaciones

Sólo se aborda el fenómeno de flujo gravitacional en un medio denso y seco, en una con-
dición de equilibrio cuasi-estático, sin migración de finos o infiltración de otras fases.
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Negocio Minero Actividad económica asociada a la extracción y
comercialización de un recurso mineral

Mineŕıa de Superficie Explotación minera desarrollada sobre la superficie del terreno
Mineŕıa Subterránea Explotación minera desarrollada bajo la superficie del terreno
Mineŕıa por Hundimiento Método de explotación subterráneo
Macizo rocoso Conjunto de bloques de una matriz rocosa y discontinuidades
Roca Material sólido, agregado de minerales o no minerales y que

no tiene una composición qúımica definida
Mineral Sustancia natural, normalmente sólido e inorgánico, de

composición qúımica definida que posee determinada
estructura cristalina

Pilar Columna vertical/horizontal de macizo rocoso

A Escalar
A Vector/tensor
Ai Componente i− ésima vector A
Aij Componete i, j tensor A
〈A〉Ω Valor promedio de A sobre la región Ω´

Ω
d3xA Valor integral de A sobre la región Ω´

∂Ω
d2xA Valor integral de A sobre la frontera de la región Ω

ρ Densidad
D50 Diámetro promedio de part́ıcula
Dh Diámetro hidráulico
d Longitud difusiva
µ Coeficiente de fricción
µk Coeficiente de fricción cinético

φ Ángulo de fricción interna
η Viscosidad dinámica
ν Viscosidad cinemática
k Permeabilidad
P Presión
J Invariante deviatórico tensor de esfuerzos
I Número de inercia
Y Número de resistencia
n Número de dimensiones espaciales
v Vector velocidad
(u, v, z) Componentes cartesianas de v
g Vector aceleración de gravedad
g Magnitud aceleración de gravedad
σ Tensor de esfuerzos
e Tensor de deformación
γ̇ Tensor de velocidad de deformación
τ Componente deviatórica tensor de esfuerzos
ẽ Componente deviatórica tensor de deformación
˜̇γ Componente deviatórica tensor de velocidad de deformación
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Caṕıtulo 2

Materia Granular

“Research is what I’m doing when I don’t know what I’m doing”. Wernher
von Braun.

2.1. Materia granular

La materia granular es un conglomerado de part́ıculas sólidas y macroscópicas en que la
fuerza de interacción predominante es la fricción (Andreotti y col. 2013). El término “ma-
croscópico” alude a que las part́ıculas son visibles por el ojo humano, en contraste con las
part́ıculas microscópicas como los átomos y moléculas. Existen muchos ejemplos de materiales
granulares en nuestro entorno, desde los pequeños granos de azúcar que utilizamos al pre-
parar un té, a rocas que pueden medir varios metros, e incluso asteroides de cientos de metros.

A diferencia de otras fases, la materia granular se ha resistido a formulaciones teóricas
que permitan describir de forma unificada su dinámica para geometŕıas y fuerzas arbitra-
rias, a causa de su complejo comportamiento que suele asemejarse a un sólido, ĺıquido o gas
dependiendo de la circunstancia (Kamrin 2008). Una de las principales caracteŕısticas de la
materia granular es que tiende a disipar rápidamente la enerǵıa de sus part́ıculas debido a las
fuerzas de fricción. Esto da lugar a fenómenos únicos que no son observados en los estados
de materia tradicionales, tales como la respuesta a bajas aceleraciones (segregación, compac-
tación y convección), la posibilidad de experimentar avalanchas, la formación de cadenas de
esfuerzo, entre otros.

Los esfuerzos por comprender la f́ısica de los medios granulares no se deben tan sólo a la
curiosidad académica, sino también a la necesidad creciente de la industria por contar con
modelos predictivos que permitan disminuir la incertidumbre de los diseños. Este es el caso
de la mineŕıa por hundimiento, en que una mejora en la descripción del campo de velocidades
permitiŕıa maximizar la recuperación del mineral extráıdo, incrementando el valor del nego-
cio y evitando la formación de pilares de material granular que pueden concentrar esfuerzos
sobre las galeŕıas subterráneas en que se desplaza el personal.

De forma complementaria al presente caṕıtulo, en el Anexo A se presenta un resumen con

Rodolfo S. Morales Gálvez
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aspectos fundamentales de la mecánica de medios continuos.

2.2. Equilibrio y fuerzas de contacto

El equilibrio de un sólido granular es el resultado de una compleja interacción mecánica,
en que las fuerzas de contacto se organizan de modo que cada una de ellas se encuentre en
equilibrio. Para un empaque aleatorio de part́ıculas, la magnitud de las fuerzas y su dirección
pueden resultar altamente no triviales, debido, principalmente, al efecto de las fuerzas de
fricción, que actúan como fuentes de indeterminación al introducir más incógnitas que ecua-
ciones de equilibrio de fuerzas y momentos de rotación, originando la existencia de múltiples
soluciones (Andreotti y col. 2013).

Un primer resultado en relación a la magnitud f de las fuerzas de contacto entre granos
es la existencia de cadenas de fuerzas y de distribuciones de probabilidad P (f) de que f
se encuentre entre f y f + df . Éstas se caracterizan por un amplio rango de variación, en
que fuerzas de gran magnitud coexisten con fuerzas de muy baja magnitud (Jaeger y col.
1996). Se ha encontrado que fuerzas de gran magnitud se comportan de forma exponencial
P (f) ∝ e−βf/f̄ con β cercano a 1, en tanto que fuerzas de baja magnitud siguen una ley de
potencia P (f) ∝ (f/f̄)α con α cercano a cero. Estas distribuciones muestran ser indepen-
dientes de si el arreglo de granos es regular o aleatorio (Radjai, Jean y col. 1996).

𝑅𝑒𝑑𝑒𝑠	
𝑓𝑢𝑒𝑟𝑡𝑒𝑠

𝑅𝑒𝑑𝑒𝑠	
𝑑é𝑏𝑖𝑙𝑒𝑠

(𝐚) (𝐛)

Figura 2.1: Distribución angular fuerzas de contacto: (a) ensayo de compresión triaxial, ĺıneas
negras representan magnitud fuerzas de contacto; y (b) distribución angular fuerzas de con-
tacto para redes de fuerzas débiles y fuertes. Figura adaptada de Andreotti y col. 2013 a partir
del trabajo original de Radjai, Wolf y col. 1998.
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La distribución angular de las cadenas de fuerza y de los contactos se ve afectada por
el método de preparación y la carga. En compresión isotrópica se observan distribuciones
isotrópicas, en tanto que en presencia de una carga anisotrópica, los contactos se forman pre-
ferencialmente en la dirección de la carga mayor. Un aspecto relevante es que en ambos casos
las fuerzas de baja magnitud muestran mantener una distribución isotrópica (independiente
de la orientación), sugiriendo que son equivalentes a la presión, mientras que las fuerzas de
gran magnitud se orientan en la dirección de la carga mayor, contribuyendo a los esfuerzos
de corte (Radjai, Wolf y col. 1998). Ver Figura 2.2.

𝑅! + 𝑅" 𝑅! +𝑅" − ℎ

𝐹#

𝐹#

𝐹$

𝐹$

𝑠

(𝐚) (𝐛)

Figura 2.2: Fuerzas de contacto entre esferas: (a) antes del contacto; y (b) después del con-
tacto.

Existen expresiones anaĺıticas que permiten calcular las fuerzas de contacto para geo-
metŕıas simples en el caso de cuerpos perfectamente elásticos. Una discusión más detallada
sobre su origen y naturaleza puede ser encontrada en Johnson 1985, Elata y Berryman 1996
y Landau y col. 1969. El caso particular de dos esferas idénticas en contacto proporciona el
siguiente resultado para la fuerza normal:

Fn =
2

3
knh con kn =

9

16

E

(1− ν2)
(2R)1/2h1/2, (2.1)

con E, ν,R y h los módulos de Young y Poisson, el radio y la indentación entre ambas esfe-
ras, respectivamente. Esta expresión sólo es válida en compresión y es conocida como ley de
contacto normal de Hertz (Johnson 1985).

El caso de fuerzas tangenciales es más complejo, y requiere descomponer la historia de
carga en pasos incrementales para la fuerza tangencial ∆Fs y normal ∆Fn. Para el caso
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particular en que no existen deslizamientos a lo largo de toda el área de contacto (Fs ≤ µfFn),
el incremento en la fuerza tangencial es:

∆Fs = ks∆s con ks =
2E

(1 + ν)(2− ν)
(2R)1/2h1/2

(
1−

Fs

µFn

)1/3

, (2.2)

donde s corresponde a la deformación de corte relativa entre ambas esferas. A causa de esta
expresión se dice que la fuerza tangencial entre part́ıculas es camino-dependiente, ya que
depende de la trayectoria de tensiones y no únicamente del resultado instantáneo final. Esta
expresión es conocida como solución con deslizamiento de Mindlin (Johnson 1985).

Las leyes de contacto normal y tangencial se derivan de la teoŕıa de la elasticidad (lineal),
utilizando el resultado de Boussinesq al problema de un semi-espacio infinito sujeto a la ac-
ción de una carga puntual1, bajo el supuesto de que las superficies de contacto son localmente
planas. Este procedimiento junto a otros métodos de derivación de fuerzas de contacto puede
ser encontrado en los trabajos originales de Mindlin 1949 y Mindlin y Deresiewicz 1953 o
bien en los libros de mecánica de contacto de J.R. 2018 y Popov y col. 2019.

2.3. Ecuaciones de conservación

Las ecuaciones de conservación de masa, momentum y enerǵıa de un medio granular
son formuladas en completa analoǵıa con los medios continuos, satisfaciendo consigo los
principios elementales de la mecánica. Las ecuaciones de conservación de masa y momentum
corresponden a:

∂ρ

∂t
+
∂ρvi

∂xi
= 0

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0

)
, (2.3)

y

∂ρvi

∂t
+
∂ρvivj

∂xj
=
∂σij

∂xj
− ρgi

(
∂(ρv)

∂t
+∇ · (ρvv) = ∇ · σ − ρg

)
. (2.4)

Aqúı ρ = ρ(x, t), v = v(x, t) y σ = σ(x, t) corresponden a la densidad, velocidad y tensor
de esfuerzos, respectivamente. Observar que se ha adoptado el convenio de Einstein de suma
sobre ı́ndices repetidos, aśı ∂jσij = ∂xσix + ∂yσiy + ∂zσiz. La interpretación del termino ∇ · σ
se obtiene por medio de su integración en un volumen de control V de frontera ∂V . En virtud
del teorema de la divergencia, se observa que su contribución corresponde aˆ

V

d3x∂iσij =

ˆ
∂V

d2xσijnj = Fi,

es decir, el aporte total del tensor de esfuerzos es igual a la fuerza externa aplicada sobre la
superficie del volumen de control, con una fuerza por unidad de área igual a dFi = σijnjdS.

1La solución de carga puntual, o función de Green, es integrada sobre una distribución de carga compatible
con las condiciones de borde del problema de deformación, permitiendo obtener expresiones para las fuerzas
de contacto.
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Las componentes σij del tensor de esfuerzos se interpretan como la fuerza por unidad de área
en la dirección i aplicada sobre una superficie cuya normal se orienta en la dirección j. Ver
Figura 2.3. Una de las consecuencias de que las fuerzas puedan ser expresadas como una
divergencia, es que satisfacen el principio de acción y reacción para cada par de elementos
infinitesimales de volumen del medio.

𝜎!!

𝜎"!

𝜎#!

𝜎##

𝜎!#

𝜎"#

𝜎!"

𝜎""

𝜎#"

𝑥#

𝑦#

𝑧̂

𝑑𝑺

𝑑𝑭 = 𝝈 ⋅ 𝑑𝑺

𝑭$

𝑭%

𝑭&

(𝐚) (𝐛)

Figura 2.3: Interpretación tensor de esfuerzos: (a) sólido sobre el cual se aplican fuerzas exter-
nas F1, F2,..., a Fn; y (b) elemento diferencial de sólido sobre el cual actúan las componentes
del tensor de esfuerzos. Observar que sobre la cara de normal x̂ se aplican las componentes
σxx (normal), σyx (tangencial) y σzx (tangencial).

El tensor de esfuerzos se suele descomponer en sus componentes hidrostática y desviadora,
definidas por:

P = −
σkk

n
y τij = σij + Pδij, (2.5)

respectivamente.

La aplicabilidad de las ecuaciones de conservación de masa y momentum no es inmedia-
ta para un material que, por naturaleza, es discontinuo. Un método útil para derivar estas
ecuaciones a partir de magnitudes microscópicas asociadas a la posición, velocidad, masa
y fuerza entre part́ıculas, consiste en promediar las ecuaciones de movimiento de part́ıcu-
las individuales dentro de un volumen de control. La idea de este método popularizado por
Glasser y Goldhirsch 2001 consiste en que existe una función sobre la que es posible pro-
mediar magnitudes microscópicas permitiendo definir ventanas espacio-temporales en que el
sistema admite una descripción euleriana2. Tal función posee un tamaño que define las esca-
las espaciales wc y temporales τc t́ıpicas sobre las que el medio granular puede ser descrito
como un continuo. Si G(R) es la función que describe el promedio espacial, debe satisfacer
las siguientes propiedades: (i) es definida semipositiva, (ii) su integral sobre todo el espacio

2En mecánica de medios continuos se distingue entre la especificación lagrangiana y euleriana. La especi-
ficación lagrangeana es ampliamente utilizada en elasticidad y corresponde a aquella en que el movimiento
es descrito por un observador que sigue un movimiento a través del tiempo y el espacio. La especificación
euleriana es utilizada en mecánica de fluidos y corresponde a aquella en que el observador se encuentra fijo
y describe el movimiento a través de la evolución de un punto especifico.
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es unitaria, (iii) posee un único máximo en R = 0, (iv) su primera derivada se encuentra
bien definida (puede ser una función generalizada), (v) posee un ancho wc bien definido, que
define la escala espacial. Si F(t) es la función que describe el promedio temporal, también
satisface las condiciones (i)-(v) reemplazando R por t con τc la escala temporal.

Siguiendo la lógica descrita, si {xα,uα,mα} corresponde al centro de masa, velocidad y
masa de la α− ésima part́ıcula de un set de N part́ıculas, la definición mecánica estad́ıstica
de la densidad ρ′(x′, t′) y momentum ρ′u′i(x

′, t′) microscópicos en un punto x′ y un instante
t′ son:

ρ′(x′, t′) =
N∑
α

mαδ(x′ − xα(t′))

ρ′u′i(x
′, t′) =

N∑
α

mαuαi (t′)δ(x′ − xα(t′)).

(2.6)

A partir de estas definiciones, los valores de densidad y momentum promedio son:

ρ(x, t) =

ˆ
dt′
ˆ
d3x′F(t− t′)G(x− x′)ρ′(x′, t′) =

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mαG(x− xα(t′))

ρui(x, t) =

ˆ
dt′
ˆ
d3x′F(t− t′)G(x− x′)ρ′u′i(x

′, t′) =

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mαuαi (t′)G(x− xα(t′)).

(2.7)

En este esquema, las ecuaciones de balance se deducen utilizando la identidad

∂G(x− xα(t′))

∂t′
= −

dxαi (t′)

dt′
∂G(x− xα(t′))

∂xi
= −uαi (t′)

∂G(x− xα(t′))

∂xi
, (2.8)

a partir de la que se recupera con facilidad la ecuación de balance de masa:

∂ρ(x, t)

∂t
=

ˆ
dt′
∂F(t− t′)

∂t

∑
α

mαG(x− xα(t′))

= −
ˆ
dt′
∂F(t− t′)

∂t′

∑
α

mαG(x− xα(t′))

=

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mα
∂G(x− xα(t′))

∂t′

= −
∂

∂xi

(ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mαuαi (t′)G(x− xα(t′))

)

= −
∂ρui(x, t)

∂xi
.

(2.9)



CAPÍTULO 2. MATERIA GRANULAR 16

Siguiendo un procedimiento similar, se encuentra para la ecuación de balance de momentum:

∂ρui(x, t))

∂t
=

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mα
i u

α
i (t′)

∂G(x− xα(t′))

∂t′
+

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mα
duαi (t′)

dt′

= −
∂

∂xj

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mα
i u

α
i (t′)uαj (t′)G(x− xα(t′)) +

ˆ
dt′F(t− t′)

∑
α

mα
duαi (t′)

dt′
.

(2.10)

Si se reconoce al primer término del miembro derecho como la divergencia del tensor de flujo
de momentum ∂/∂xj(ρuiuj) y se utiliza la ecuación de momentum para cada part́ıcula

mα
duαi (t′)

dt′
= −mαgi +

∑
β

fαβi (t′),

se sigue que la ecuación de balance de momentum se puede escribir en la forma usual, con σ
definido a partir de la relación ∂jσij =

´
dt′F(t−t′)

∑
α

∑
βm

αfαβi (t′)G(x−xα). Para obtener
una fórmula expĺıcita para σ se puede utilizar el principio de acción y reacción, el cual implica
que fαβi = −fβαi . Aśı,

∑
α,β f

αβ
i (t′)G(x−xα(t′)) = (1/2)

∑
α,β f

αβ
i (t′)(G(x−xα)−G(x−xβ)).

Si además se tiene en cuenta que (G(x−xα(t′))−G(x−xβ(t′))) =
´ 1

0
ds(∂/∂s)G(x−xα(t′) +

sxαβ(t′)) con xαβ = xα − xβ y se atiende a que (∂/∂s) = −(∂/∂xi)x
αβ
i , se sigue que σ puede

ser escrito como:

σcij(x, t) = −
ˆ
dt′F (t− t′)

1

2

∑
αβ

fαβi (t′)xαβi

ˆ 1

0

dsG
(
x− xα(t′) + sxαβ(t′)

)
. (2.11)

Una vez que las funciones de promedio han sido escogidas, es posible obtener la densidad,
velocidad y el tensor de esfuerzos que describen al medio granular como un continuo. Entre los
comentarios que se pueden realizar, se encuentra la simetŕıa del tensor de esfuerzos. Si bien,
a priori σcij no es simétrico3, debido a que los contactos entre part́ıculas generalmente no lo
son, los resultados de varios estudios demuestran que al promediar sobre grandes volúmenes
σcij śı es simétrico (Cambou 1998; Bardet y Vardoulakis 2001; Nicot y col. 2013). Además,
cabe destacar la importancia de la elección de G y F , ya que una elección inadecuada puede
influenciar enormemente el cálculo de las magnitudes promedio de acuerdo a las definiciones
entregadas en (2.7) y (2.11). Una elección usual para G corresponde a una función escalón,
que es constante al interior de un volumen y cero en su exterior. En el caso de un volumen
esférico V de radio w se encuentra dado por G = (1/V )H(w − ‖x‖), con H la delta de
Heaviside. En este caso, y asumiendo F (t− t′) = δ(t− t′) con δ la delta de Dirac, se obtiene
la siguiente definición para el tensor de esfuerzos:

σij = −
1

V

∑
c∈V

f ci b
c
j, (2.12)

3Para un estado de equilibrio se requiere que el tensor de esfuerzos sea simétrico, ya que de lo contrario
surgiŕıan momentos de rotación.
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donde la suma se extiende sobre todos los contactos c al interior del volumen V y f c es la
fuerza de interacción entre las part́ıculas en contacto en c. El vector bc es igual al vector xαβ

que conecta los centros de las part́ıculas α y β que conforman el contacto en c; si alguna de
las part́ıculas se encuentra fuera del volumen V , el vector bc es igual a la porción del vector
xαβ al interior de dicho volumen. Ver Figura 2.3 (a).

(𝐚) (𝐛)
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Figura 2.4: (a) Ilustración del vector bc en la definición del tensor de esfuerzos (2.12). (b)
Esfuerzo vertical como función del tamaño del volumen de promediado w en un ensayo de
compresión uniaxial. Figura adaptada de Andreotti y col. 2013 a partir del trabajo original
de Radjai, Wolf y col. 1998.

Un resultado similar para expresar el tensor de esfuerzos se debe a Nicot y col. 2013 a
través del cálculo directo del valor promedio del tensor de esfuerzos, en cuyo caso surgen
componentes inerciales adicionales en la definición del tensor de esfuerzos, las que, sin em-
bargo, proporcionan una contribución despreciable en el régimen de interés.

2.4. Elasticidad

La introducción a la teoŕıa de la elasticidad proporcionada a continuación, se basa en los
libros de Landau y col. 1969 y Sadd 2014, por lo que se recomienda referirse a ellos para una
discusión más detallada.

Para predecir el movimiento de un objeto material a partir de las ecuaciones de balance, se
requiere de una ecuación constitutiva que relacione la solicitación (esfuerzos) con la respuesta
en deformación del medio. Esta última es caracterizada introduciendo una nueva cantidad
f́ısica, conocida como tensor de deformación y definida como:

eij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, (2.13)

donde u = x′ − x se conoce como vector deformación, y corresponde a la diferencia entre la
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posición final (deformada) x′(x) y la posición inicial (sin deformar) x de un punto del sólido4.
El tensor eij se define con la finalidad de expresar la distancia diferencial deformada como
dl′2 = (δij + 2eij)dxidxj (donde se han omitido términos de orden superior), de modo que su
conocimiento permite determinar la distancia entre cada par de puntos después de la defor-
mación. Para interpretar su significado resulta conveniente suponer que, para algún sistema
de referencia, las únicas componentes no nulas del tensor son las diagonales (ejes principales),
denotadas por e1, e2 y e3. Luego, la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos
vendrá dada por dl′2 = (1 + 2e1)dx2

1 + (1 + 2e2)dx2
2 + (1 + 2e3)dx3

1, resultado correspondiente
a la suma de dilataciones o contracciones en los ejes principales. Aśı, el alargamiento relativo
del i− ésimo eje principal es (dx′i − dxi)/dxi =

√
1 + 2ei ≈ ei.
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Figura 2.5: (a) Ilustración de la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos de
un sólido antes y después de una deformación. Ejemplo tipos de deformación: (b) rotación
corresponde a deformación nula; (b) elongación uniaxial se representa por una única compo-
nente no nula; y (c) deformación de corte se representa por componentes diagonales iguales
a la mitad del ángulo de distorsión.

De forma a análoga a la descomposición proporcionada para el tensor de esfuerzos, se
define la componente desviadora del tensor de deformación por:

ẽij = eij −
ekk

n
δij. (2.14)

Un modelo constitutivo ampliamente utilizado en ingenieŕıa corresponde a la ley de Hooke,
que para un medio elástico e isotrópico adquiere la siguiente forma lineal:

σij = Kekkδij + 2Gẽij, (2.15)

donde K es el módulo de compresión y G es el módulo de corte. En ingenieŕıa es usual
utilizar el módulo de Young E y la razón de Poisson ν, relacionados con K y G a través
de G = E/2(1 + ν) y K = E/3(1 − 2ν). Esta expresión para σ se puede deducir a partir

4La deformación de un sólido se encuentra totalmente determinada si se conoce la posición final e inicial
de cada punto, de ah́ı la definición de eij , ya que su conocimiento permite determinar ui.
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de principios termodinámicos, debido a que un proceso de deformación reversible implica
la acumulación de enerǵıa elástica en el sólido que luego es empleada para restituirlo a su
estado original (Landau y col. 1969). Si se supone que el proceso de deformación ocurre lo
suficientemente lento como para que el cuerpo se encuentre en todo instante en equilibrio
termodinámico, el proceso será reversible, por lo que la primera ley se puede escribir en la
forma E = TdS + σijdeij, con E la enerǵıa interna, S la entroṕıa y T la temperatura. Puesto
que E = E(S, eij) resulta conveniente utilizar un potencial termodinámico cuyas variables
termodinámicas sean {T, eij}, lo que se consigue utilizando la enerǵıa libre de Helmholtz F ,
definida como una traslación de la enerǵıa interna, F = E − TS, que en forma diferencial es
dF = SdT + σijdeij. De aqúı se sigue que el tensor de esfuerzos se relaciona con la enerǵıa
libre de Helmholtz (en un proceso reversible) según:

σij =
∂F
∂eij

. (2.16)

Luego, el problema de encontrar una ley constitutiva se resume a encontrar una expresión
para F . En el caso particular de la ley de Hooke, dicha expresión resulta de una generaliza-
ción de la enerǵıa elástica de un resorte, quedando en la forma F = F0(T )+(K/2)e2

kk+2Gẽ2
ij

donde F0(T ) es la enerǵıa libre asociada a una deformación de referencia y los dos términos
restantes se construyen a partir de los primeros dos invariantes del tensor de deformación,
que en la expresión anterior se identifican con la enerǵıa asociada a un cambio de volumen y
de forma, respectivamente.

La elasticidad lineal permite modelar el comportamiento elástico de una amplia gama
de materiales utilizados en ingenieŕıa cuando están sujetos a pequeñas deformaciones, sin
embargo, no resulta adecuada para materiales granulares, en que se observa una dependencia
entre la rigidez y la tensión, además de un comportamiento histerético que conlleva a dife-
rencias observables en procesos de carga y descarga (Jiang y Liu 2004; Jiang y Liu 2007).

Lo anterior no implica que las part́ıculas que conforman un medio granular no puedan
ser elásticas. Atendiendo a este principio y a los resultados de Hertz, Mindlin y Cattaneo
para las fuerzas de contacto entre part́ıculas esféricas, es que Jiang y Liu 2004 propusieron
un modelo hiper-elástico para medios granulares. La idea es que al ser G ∼ K ∼ (−ekk)1/2,
la enerǵıa libre de Helmholtz puede ser expresada en la forma:

F =
2

5
Ke2

kk +Gẽ2
kl con K = EB∆1/2 , G = EA∆1/2 y ∆ = −ekk. (2.17)

Luego, a partir de la relación (2.16) se sigue que el tensor de esfuerzos corresponde a:

σij =
∂F
∂eij

=
1

2∆1/2

∂(−ekk)
∂eij

(
2

5
EBe2

kk + EAẽ2
kl

)
+

4

5
EB∆1/2ekkδij + 2EA∆1/2ẽij

=Kekkδij + 2Gẽij −
G

2

ẽ2
kl

∆
δij.

(2.18)
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Los primeros dos términos en esta expresión son análogos a los de un sólido isótropo, en tanto
que el tercero describe un acoplamiento entre las deformaciones de corte y la deformación
volumétrica, prediciendo una dilatancia. Si ahora se tiene en cuenta que las fuerzas de con-
tacto normal escalan como la presión Fn ∼ P ∼ ∆3/2, entonces se sigue que K ∼ G ∼ P 1/3,
obteniendo una dependencia potencial de los módulos elásticos en la presión. Comporta-
mientos de este tipo han sido reportados por diversos autores (Lade y Nelson 1987) y son
ampliamente utilizados en mecánica de suelos en el modelamiento de arcillas, arenas y gravas
(Lambe y Whitman 1991). Más aún, con un poco de álgebra es posible escribir la ecua-
ción (2.18) en la forma usual utilizada en elasticidad lineal σij = Keffekkδij + 2Gẽij con
el módulo de compresibilidad dado por Keff = EB∆1/2 (1 +Aẽ2

kl/2B∆2). Puesto que, por
definición σkk = Keffekk = −P y τij = 2Gẽij, el resultado anterior permite relacionar la
deformación volumétrica con la presión P y e invariante deviatórico J2 = τijτij/2 en la forma
P = EB∆3/2 (1 + J2/2E2AB∆3), o bien:

∆3 −
P

EB
∆3/2 +

1

E2AB
J2 = 0 → ∆ =

(
P

2EB

)2/3
1 +

√√√√1−

(
2B
A
J2

P 2

)2/3

. (2.19)

Luego, se sigue que ambos módulos elásticos se encuentran dados por:

K = (2EB)2/3 P 1/3

1 +

√√√√1−

(
2B
A
J2

P 2

)−2/3

G = (EA)2/3(A/2B)1/3P 1/3

1 +

√√√√1−

(
2B
A
J2

P 2

)1/3

.

(2.20)

Dependencias del módulo de Young en la presión y el cociente J/P han sido reportadas
por diversos autores en la ejecución de ensayos tri-axiales (Lade y Nelson 1987). Es in-
teresante observar que la dependencia en el invariante deviatórico es a través del cociente
J/P , magnitud que describe la envolvente de falla de materiales friccionantes sin cohesión
(ver sección siguiente). En particular, el resultado anterior impone un ĺımite superior de
J2
c /P

2
c = A/2B. Igualando este resultado con el criterio de falla de Mohr-Coulomb (ver

sección siguiente), J/P = sinφ, se llega a un ĺımite superior para el ángulo de fricción de
sinφc =

√
A/2B. Ahora bien, si interpretamos los parámetros A y B en términos del módulo

de Poisson de pequeñas deformaciones, se sigue que A = 1/2(1+ν) y B = 1/3(1−2ν). Luego,
sinφc =

√
3(1− ν)/4(1 + ν), de modo que para ν = 0,5 se obtiene φc = 0o en tanto que para

ν = 0,0 se tiene φc ∼ 60o. Estos resultados para el ángulo de fricción, junto a las expresiones
derivadas para los módulos elásticos K y G en (2.20) constituyen resultados originales del
presente trabajo. Una discusión similar puede encontrarse en Jiang y Liu 2003.

2.5. Plasticidad

La introducción a la teoŕıa de la plasticidad proporcionada a continuación, se basa en
los libros de Prat 2006 y Hosford 2010, por lo que se recomienda referirse a ellos para una
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discusión más detallada.

La elasticidad lineal presenta una serie de caracteŕısticas, entre ellas se destaca que (I)
todas las deformaciones son recuperables y reversibles, (II) las componentes desviadoras e
hidrostática se encuentran desacopladas, y (III) no hay ĺımite de tensiones elásticas. En ge-
neral, éstas no se cumplen en todos los materiales, ya que (I) las deformaciones son en parte
permanentes y existen diferencias entre procesos de carga y descarga, (II) se observa aco-
plamiento entre componentes desviadoras e hidrostática (dilatancia), y (III) las tensiones se
incrementan hasta alcanzar el ĺımite elástico, tras el cual se observa rotura. Este tipo de com-
portamientos son capturados por ecuaciones constitutivas del tipo plásticas, las que, debido
a la diferencia de comportamiento en procesos de carga, se expresan de forma incremental,
a través de relaciones del tipo ∆σij ↔ ∆eij, σ̇ij ↔ ėij o dσij ↔ deij. Para deducir cómo
se relacionan estos incrementos, la teoŕıa de la plasticidad emplea cuatro principios básicos,
estos son: hipótesis de aditividad de deformaciones; superficie de fluencia; ley de fluencia; y
ley de endurecimiento.

La hipótesis de aditividad de deformaciones supone que en todo momento pueden coexistir
deformaciones elásticas eeij (recuperables) y plásticas epij (no recuperables), de modo que la
deformación total es la suma de ambas:

deij = deeij + depij. (2.21)

Las deformaciones elásticas se calculan utilizando teoŕıa de la elasticidad, aunque los módulos
elásticos no son necesariamente constantes:

deeij = Cijkldσkl, (2.22)

donde Cijkl se obtiene como el inverso de dσij = Eijklde
e
ij con Eijkl el tensor de rigidez elásti-

ca. La descripción de las deformaciones plásticas se realiza por medio de la ley de fluencia,
cuya formulación requiere de la definición de superficie de fluencia.

−𝜎!

−𝜎"

−𝜎#

−𝑃

Figura 2.6: Ejemplos superficies de fluencia en el espacio de esfuerzos principales. En rojo,
superficie de fluencia de Mohr-Coulomb. En negro y verde, superficies de fluencia de Drucker-
Prager circunscrita e inscrita a la superficie de Mohr-Coulomb.

La superficie de fluencia es una generalización del concepto de ĺımite de fluencia. En
general, se define como una función de las tensiones y otros parámetros que separa, en el
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espacio de tensiones, aquellas combinaciones de tensiones que dan lugar a comportamientos
elásticos y plásticos. Los puntos interiores a la superficie constituyen estados de tensión
admisibles en el rango elástico. Ver Figura 2.5. La expresión general de la superficie de
fluencia se expresa en la forma:

F (σij, χα) = 0, (2.23)

donde los χα son parámetros que controlan el tamaño de la superficie de fluencia, y t́ıpi-
camente dependen de la deformación plástica acumulada epij. Puesto que F es una función
escalar, la superficie de fluencia sólo puede ser función de magnitudes escalares construidas
a partir de los invariantes de σij. Según sea el comportamiento de la superficie de fluencia,
se definen distintos tipos de plasticidad: plasticidad perfecta, cuando la superficie no cambia
de tamaño en un proceso de carga; plasticidad rigidizable, cuando la superficie se expande
en un proceso de carga; y plasticidad reblandecible, cuando la superficie se contrae en un
proceso de carga.

La ley de fluencia proporciona la deformación incremental plástica. Para ello, se supone
que existe una función de las tensiones (y de otros parámetros) denominada potencial plástico,
tal que:

G(σij, ξβ) = 0. (2.24)

Aśı, las deformaciones plásticas se obtienen como:

depij = dλ
∂G

∂σij
, (2.25)

donde dλ es un escalar que proporciona la magnitud de la deformación plástica, en tanto
que la dirección queda determinada por ∂G/∂σij (deformación plástica es perpendicular a
las superficies con G = cte). Cuando G(σij) = F (σij) se habla de plasticidad asociada, y
plasticidad no asociada en otro caso.

Para obtener dλ se atiende a que las tensiones plásticas deben encontrarse por sobre la
superficie de fluencia. Aśı:

dF =
∂F

∂σkl
dσkl +

∂F

∂χα
dχα

=
∂F

∂σkl
dσkl +

∂F

∂χα

∂χα

∂epmn
depmn

=
∂F

∂σkl
dσkl +

∂F

∂χα

∂χα

∂epmn
dλ

∂G

∂σmn
=0.

(2.26)

Luego:

dλ =
1

H

∂F

∂σkl
dσkl con H = −

∂F

∂χα

∂χα

∂epmn

∂G

∂σmn
. (2.27)

La variable H se denomina módulo plástico, y según su valor se tendrá: H = 0 plasticidad
perfecta; H > 0 plasticidad rigidizable; y H < 0 plasticidad reblandeciente. Finalmente, las
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deformaciones plásticas quedan en la forma:

depij =
1

H

∂G

∂σij

∂F

∂σkl
dσkl. (2.28)
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Figura 2.7: (a) Representación estado tensional plano. (b) Componentes tangente y normal
de los esfuerzos sobre un plano de ángulo θ; hipotenusa de largo unitario. (c) Criterio de
falla de Mohr-Coulomb para un estado tensional plano.

Un modelo ampliamente aceptado para medios granulares cohesivos es el criterio de ro-
tura de Mohr-Coulomb. Su forma original corresponde a estados tensionales planos, como el
ilustrado en la Figura 2.6-(a). Este criterio relaciona los esfuerzos normal σn y tangencial τ
al plano de falla según:

τ = c+ σn tanφ, (2.29)

donde c es la cohesión y φ el ángulo de fricción interna. Para un plano general, asumiendo
que |σxx| > |σyy|, se puede demostrar a partir del equilibrio de las fuerzas ilustradas en la
Figura 2.6-(b), que los esfuerzos normal y tangencial a un plano caracterizado por un ángulo
θ corresponden a:

σθ = −
(σxx + σyy)

2
−

(σxx − σyy)
2

cos 2θ − σxy sin 2θ

= P +R cos(2θ + 2ψ)

τθ = −
(σxx − σyy)

2
sin 2θ + σxy cos 2θ

= R sin(2θ + 2ψ)

(2.30)

donde P = −(σxx + σyy)/2, R = −(σxx − σyy)/2 y tan 2ψ = 2σxy/(σxx − σyy). El resulta-
do expresado en términos de P y R se puede representar gráficamente como un ćırculo de
centro (P, 0) y radio R en el espacio (σn, τ) según se ilustra en la Figura 2.6-(c). Aśı, el
ángulo de rotación hacia el sistema de esfuerzos principales (en que τ = 0) corresponde a
θ = −ψ, a la vez que la superficie de falla se ubica a±(φ/2−π/4) del esfuerzo principal mayor.
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En términos de esfuerzos principales, el criterio de Mohr-Coulomb resulta independiente
del esfuerzo principal intermedio, y puede ser representado como:

σ1 − σ3

2
=
σ1 + σ3

2
sinφ+ c cosφ. (2.31)

Esta función de fluencia puede ser convenientemente expresada en términos de los invariantes
de hidrostático P , deviatórico J y el ángulo de Lode θ5, definidos según:

P = −σm = −
I1

3
= −

σii

3
= −

1

3
(σ1 + σ2 + σ3)

J =
√
J2 =

√
τijτij

2
=

√
1

2
[(σ1 − σm)2 + (σ2 − σm)2 + (σ3 − σm)3]

J3 =
τijτjkτki

3
=

1

3

[
(σ1 − σm)3 + (σ2 − σm)3 + (σ3 − σm)3

]
θ = −

1

3
sin−1

(
3
√

3

2

J3

J3

)
= tan−1

[
−

1
√

3

σ1 − 2σ2 + σ3

σ1 − σ3

]
(θ ∈ [−30o, 30o]) .

(2.32)

Aśı, la función de fluencia de Mohr-Coulomb se puede expresar como:

F = J − (−σm + a)g(θ) con g(θ) =
sinφ

cos θ +
1
√

3
sin θ sinφ

y a =
c

g(θ)
. (2.33)

Las deformaciones plásticas en este caso son:

depij = dλ
∂F

∂σij
= dλ

[
∂F

∂σm

∂σm

∂σij
+
∂F

∂J

∂J

∂σij
+
∂F

∂θ

∂θ

∂σij

]

= dλ

[
g(θ)

∂σm

∂σij
+

∂J

∂σij
− (−σm + a)

∂g

∂θ

∂θ

∂σij

]

= dλ

[
g(θ)

δij

3
+
σij − σmδij

2J
− (−σm + a)

∂g

∂θ

∂θ

∂σij

]
.

(2.34)

La teoŕıa de la plasticidad aplicada a medios granulares se encuentra desarrollada en el
contexto de la mecánica de suelos, por lo que se recomienda referirse al libro de Yu 2006 para
una discusión más detallada de la misma.

2.6. Reoloǵıa de medios granulares

Cuando las deformaciones plásticas predominan por sobre las deformaciones elásticas,
éstas últimas pueden ser despreciadas. Más aún, cuando, la deformación plástica incrementa

5El ángulo de Lode proporciona la mejor representación cuando se requiere trabajar con el esfuerzo
principal intermedio.



CAPÍTULO 2. MATERIA GRANULAR 25

con una tasa temporal

γ̇ij =
1

2

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
con vi =

dui

dt
, (2.35)

las componentes principales de la tasa de deformación γ̇ y la componente deviatórica del
tensor de esfuerzos τ , se tienden a alinear, lo que se conoce como coaxialidad. Aśı, se puede
postular una relación entre ambos tensores del tipo:

τij√
τklτkl

=
γ̇ij√
γ̇klγ̇kl

(2.36)

Luego, si durante la deformación plástica las tensiones se encuentran por sobre la superficie
de fluencia, y se asume que el medio granular sigue el criterio de Mohr-Coulomb sin cohesión,
τ =
√
τklτkl = P sinφ, se obtiene:

τij = P sinφ
γ̇ij

γ̇
con γ̇ =

√
γ̇klγ̇kl. (2.37)

Este resultado recuerda la dependencia de un fluido de Bingham de viscosidad nula y esfuerzo
de fluencia P sinφ. Si bien, este resultado puede parecer satisfactorio para representar el com-
portamiento de medios granulares cuando la deformación es predominantemente plástica, sólo
puede representar estados cuasi-estáticos, en que las tensiones se ubiquen sobre la superficie
de fluencia. Desde el punto de vista microscópico, una dependencia de este tipo podŕıa surgir
(al menos en principio) si en todos los contactos entre part́ıculas se cumple la condición de
deslizamiento Ft = µFn. Esta observación resulta contradictoria, ya que para un medio con
empaquetamiento denso tal condición es esperable únicamente para valores muy grandes de γ̇.

Una generalización del resultado presentado en (2.37) es proporcionado por la reoloǵıa
µ(I) propuesta por Jop, Forterre, Pouliquen y colaboradores (MiDi 2004; Jop y col. 2005;
Jop y col. 2006). Este modelo establece una relación entre el tensor de esfuerzos inspirado en
la mecánica de fluidos e interacciones friccionantes que siguen la ley de fricción de Coulomb.
Aśı, la descripción matemática del medio granular se realiza asumiendo que el tensor de
esfuerzos se encuentra compuesto por una presión hidrostática P y una componente de corte
τ cuyas orientaciones se encuentran definidas por el tensor γ̇, a la vez que su magnitud es
función de la presión P de acuerdo con:

τij = µ(I)P
γ̇ij

γ̇
. (2.38)

De este modo, el parámetro µ es análogo al coeficiente de fricción usualmente utilizado para
caracterizar las fuerzas de fricción entre sólidos. No obstante, a diferencia de este último,
se asume que el coeficiente µ es función del número de inercia I, definido como el cociente
entre dos escalas temporales que caracterizan al fenómeno. Éstas son: la escala de tiempo
de deformación macroscópica tγ = ‖γ̇‖−1 y la escala de tiempo de inercia tP = D50

√
ρ/P .

La primera es una escala macroscópica relacionada con la deformación media del medio. La
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segunda, en tanto, es una escala microscópica que representa el tiempo que le toma a una
part́ıcula caer en un espacio de tamaño igual a su diámetro D50 por efecto de la presión P del
medio, debido al reordenamiento de part́ıculas (Frédéric da Cruz y col. 2005). Aśı, el número
de inercia queda definido por:

I =
γ̇D50√
P/ρ

. (2.39)

𝑡!̇ =
1
||𝛾̇|| 𝑡# = 𝐷$% 𝜌/𝑃

(𝐚) (𝐛)

Figura 2.8: Escalas de tiempo en la definición del número de inercia. (a) Escala de tiempo
de deformación macroscópica. (b) Escala de tiempo de inercia.

Valores pequeños de I corresponden a un régimen de movimiento cuasiestático en el
sentido de que la deformación macroscópica es lenta en comparación con el reordenamiento
microscópico, mientras que los valores grandes de I corresponden a flujos rápidos. A partir
de las definiciones anteriores, el tensor de esfuerzos del medio granular queda representado
por:

σij = −Pδij + ηγ̇ij con η =
µ(I)P

γ̇
. (2.40)

De acuerdo a sus autores, el parámetro I es el único número adimensional que se puede
asociar a part́ıculas ŕıgidas (no es el caso de part́ıculas blandas, en que es posible definir una
escala elástica), lo que sustenta la dependencia de µ e, inclusive, de la fracción de sólidos φ
en el número de inercia (Forterre y Pouliquen 2008). Ambas funciones pueden ser ajustadas
como:

µ(I) = µ1 +
µ2 − µ1

I0/I + 1
y φ(I) = φmax + (φmin − φmax)I. (2.41)

Valores t́ıpicos de los parámetros de ajuste de estos modelos para part́ıculas de vidrio
monodispersas son µ1 = tan(21), µ2 = tan(33), I0 = 0,3, φmax = 0,6 y φmin = 0,4 (Jop y col.
2005; Jop y col. 2006).
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Caṕıtulo 3

Flujo Gravitacional en Mineŕıa

“One never realizes what can be done, can only see what remains to be
done”. Marie Curie.

3.1. Mineŕıa de Block Caving

Figura 3.1: Esquema de operación por el método de Block Caving, mina el Teniente, Chile.

El Block Caving es un método de mineŕıa subterránea que consiste en inducir la fractura
y disgregación en la base de un macizo de roca mineralizada, para luego extraer el material
fragmentado a través de un arreglo regular de aberturas dispuestas en su base, también co-
nocidas como bateas de extracción. La fragmentación y disgregación del macizo se consigue
a través del debilitamiento mecánico y la socavación de la base del bloque por voladura,
cuyo efecto se propaga en la vertical hasta alcanzar la superficie a medida que el mineral
es extráıdo. Estos métodos se caracterizan por ser económicos y eficientes para una extrac-
ción a gran escala, siempre y cuando las condiciones de la roca in situ sean favorables, es
decir, que permitan el hundimiento controlado del macizo asegurando la estabilidad de las

Rodolfo S. Morales Gálvez
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labores de extracción subterránea y la continuidad de la operación (Heslop 2000; Brady 2012).

El diseño de estos métodos contempla una serie de galeŕıas destinadas a facilitar la frag-
mentación inicial, extracción, transporte y ventilación. Estas galeŕıas conforman los niveles
de hundimiento, producción, transporte y ventilación. A partir del nivel de hundimiento se
perforan los tiros que sirven para fragmentar la base del macizo, a la vez que se crean las
bateas de extracción a través de las que fluye el material fragmentado hacia los puntos de
extracción ubicados en el nivel de producción. El nivel de producción, ubicado bajo el nivel
de hundimiento, se compone de un arreglo paralelo de galeŕıas denominadas calles, utilizadas
para el tránsito de los equipos destinados a la labor de extracción de mineral. A su vez se
dispone de un segundo arreglo de galeŕıas cortas denominadas galeŕıas de zanja, que conec-
tan las calles con los puntos de extracción. Usualmente el nivel de producción cuenta con
una serie de excavaciones sub verticales llamados piques, destinados al traspaso del material
fragmentado con el nivel de transporte inferior a través del cual se extrae el mineral hacia la
superficie (Brady 2012). Estos niveles son distinguibles en la Figura 3.1.

Una de las variantes del Block Caving es el Panel Caving. La principal diferencia entre
ambos es que en el Block Caving se socava completamente la base de un bloque de macizo,
mientras que en el Panel Caving el bloque es socavado secuencialmente a través de paneles
o franjas. En consecuencia, en el Panel Caving el frente de hundimiento es desplazado a lo
largo de la base del cuerpo mineralizado, permitiendo controlar la extracción y dilución a
través del control del ángulo de extracción.

El principal desaf́ıo que imponen los métodos de Block Caving y sus variantes, es la
definición de una malla (geometŕıa, dimensiones, espaciamiento y disposición de puntos de
extracción), secuencia de avance y tasa de extracción que maximicen la recuperación de mi-
neral a la vez que minimicen la entrada de estéril proveniente de la fracción no mineralizada
del macizo (dilución) (Laubscher 1994). En la actualidad, estos problemas son parcialmente
resueltos a partir de criterios generales de diseño fundamentados en la experiencia emṕırica
recopilada en modelos f́ısicos a pequeña y gran escala.

3.2. Experiencia del siglo XX

La experiencia de Kvapil 1965 proporciona la primera descripción cuantitativa del fenómeno
de flujo de material granular impulsado por gravedad. Originalmente, sus trabajos se encon-
traban dirigidos al estudio de flujo en silos y tolvas, empleando modelos bidimensionales con
arena y uno o varios puntos de extracción. Los resultados de sus experimentos indicaban la
existencia de dos zonas que caracterizan el flujo gravitacional de material granular: la pri-
mera constituida por la ubicación original del material que efectivamente resulta extráıdo y
la segunda delimitada por el material que cambió de posición sin ser extráıdo y aquel que
permaneció en reposo. Janelid y Kvapil 1966 observaron que la forma de ambas zonas se ajus-
taba a la de un elipsoide en revolución, motivo por el que las denominaron como elipsoide de
extracción y elipsoide de movimiento, respectivamente. En la Figura 3.2 se visualizan ambos
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elipsoides para la reconstrucción de una secuencia de extracción. El elipsoide de extracción
se representa por el área gris achurada en (a) y el elipsoide de movimiento se representa por
el contorno blanco en (d).

(𝐚) (𝐛) (𝐜) (𝐝)

Figura 3.2: Reconstrucción secuencia de extracción en modelo f́ısico de flujo gravitacional de
material granular. Kvapil 2008.

Kvapil observó que el cociente entre el semieje menor y el semieje mayor de los elipsoides
permanecen aproximadamente constante para un mismo material, independiente de la forma
de la tolva y de la pendiente de su zona inferior. Además, las propiedades de dicho elipsoide
depend́ıan de parámetros como el tamaño de las part́ıculas, de modo que, cuando más pe-
queños son los granos de material, más fino y alargado es el elipsoide (y vice versa). Otros de
los factores que resultaban relevantes eran la forma (esférica, irregular), la rugosidad de la
superficie de las part́ıculas (lisas, rugosas), las propiedades del material (densidad, contenido
de humedad) y la tasa de extracción (alta, baja, extracción continua o extracción interrumpi-
da). Cuantitativamente, Janelid y Kvapil 1966, encontraron que el volumen del elipsoide de
movimiento era unas 15 veces el volumen del elipsoide de extracción, en tanto que su altura
era unas 2,5 veces la altura de dicho elipsoide.

Kvapil también realizó experimentos con varios puntos de extracción, encontrando que
se lograba una disminución de las zonas que permanecen en reposo cuando el espaciamiento
entre puntos de extracción era menor o igual al ancho del elipsoide de movimiento, situación
que ocurŕıa tanto para extracciones con todos los puntos de extracción de forma simultánea,
como para extracciones aisladas. Los modelos asociados a ambas situaciones se ilustran en
las Figuras 3.3 y 3.4, respectivamente.

De estos experimentos, Janelid y Kvapil 1966 concluyeron que el perfil de velocidades del
flujo gravitacional no es uniforme, presentando un patrón especifico que resulta en elipsoides
de igual velocidad, como se ilustra en la Figura 3.5 (a). Adicionalmente, observaron que las
elipses incrementan su altura tanto como la columna de material lo permita, pero su diáme-
tro se encuentra acotado a partir de un momento determinado. Cuando esto ocurre, la zona
superior del flujo gravitacional se asemeja más a un cilindro, en que el perfil de velocidades
es más bien uniforme, como se ilustra en la Figura 3.5 (b).
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(𝐚) (𝐛)

Figura 3.3: Secuencia de extracción con tiraje uniforme. Adaptado de Kvapil (1965).

(𝐚) (𝐛)

Figura 3.4: Secuencia de extracción con tiraje aislado. Adaptado de Kvapil (1965).

Kvapil extendió sus resultados proponiendo criterios para el diseño de métodos de explo-
tación subterráneos de Sub Level Caving (Janelid y Kvapil 1966; Kvapil 1982; Kvapil 1992;
Kvapil 2008) & Block Caving (R. Kvapil 1989; Kvapil 2008). La observación emṕırica de los
elipsoides en experimentos realizados por otros investigadores proporcionó aceptación general
respecto al trabajo de Kvapil. No obstante, si bien la experiencia recopilada con modelos de
arena fue de gran utilidad para comprender el fenómeno de flujo gravitacional, permanećıa la
preocupación respecto a qué tan bien representaban la realidad. Esto, debido a que part́ıcu-
las redondeadas como la arena presentan mayor movilidad que part́ıculas angulares que son
caracteŕısticas del mineral en una mina, como daba cuenta la experiencia de Janelid 1972 en
uno de los primeros experimentos de validación a gran escala desarrollados en mineŕıa por
Sub Level Caving, en que la forma de las zonas de movimiento del modelo a escala era más
estrecha que la real, posiblemente debido a que el ángulo de fricción del material emplea-
do en el modelo era de 35o, en tanto que el de la roca tronada en la mina era de entre 45 a 50o.

Experimentos con materiales más gruesos mostraban que las zonas de flujo se desviaban
de la de un elipsoide, asemejándose más a una gota invertida, y presentaban interacción de-
pendiendo del espaciamiento entre puntos de extracción (R. Kvapil 1989). Para referirse a las
zonas de flujo sin aludir a una geometŕıa particular, A. Halim y Trueman 2004 introdujeron
los conceptos de EZ (Extraction Zone) y MZ (Movement Zone) para referirse al volumen de
material extráıdo y el volumen que se ve alterado en la extracción de dicho material, respecti-
vamente. Además, introdujeron los términos IEZ (Izolated Extraction Zone) y IMZ (Izolated
Movement Zone) para distinguir las situaciones en que existe (o no) interacción entre las
zonas de flujo originadas por distintos puntos de extracción. Esta convención también será
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(𝐚) (𝐛)

Figura 3.5: Patrón de velocidades: (a) patrón de velocidades al interior del elipsoide de mo-
vimiento y elipsoide de igual velocidad, y (b) evolución de la zona de movimiento. Adaptado
de Kvapil 2008.

empleada en este trabajo.

Marano 1980, Heslop y Laubscher 1981 replicaron los experimentos de Kvapil utilizando
modelos f́ısicos tridimensionales con arena y varios puntos de extracción. Su modelo alcan-
zaba los 760 mm de largo, 760 mm de ancho y 2400 mm de alto, con part́ıculas de 0,6 mm y
0,7 mm de tamaño promedio, el cual contaba con 50 aberturas de 25 mm de diámetro equies-
paciadas en su base. Para monitorear el movimiento de la arena, los autores utilizaron capas
de arena coloreada dispuestas a distancias regulares. Una vez finalizados los experimentos
se vertió agua sobre la arena para humedecerla y posteriormente realizar cortes verticales
y visualizar la posición de las capas coloreadas. Los autores realizaron experimentos en que
los puntos de extracción se espaciaron una distancia igual al ancho del IMZ (que hab́ıa sido
determinado en experimentos previos), encontrando que se originaba un flujo uniforme al
extraer de forma simultánea desde todos los puntos de extracción, como se muestra en la
Figura 3.6 (a). Luego, los autores compararon estos resultados con experimentos en que se
realizaron extracciones aisladas en cada punto de extracción manteniendo el mismo espacia-
miento, como se muestra en la Figura 3.6 (b), llegando a la conclusión de que la teoŕıa de
los elipsoides de Kvapil no era aplicable en esta situación, por lo que la denominaron teoŕıa
de flujo interactivo. Los autores también realizaron experimentos en que se aumento en 1,4
veces el espaciamiento entre los puntos de extracción, como se muestra en la Figura 3.6 (c),
encontrando que se originaba un flujo uniforme como en el experimento anterior, en que la
separación entre puntos de extracción era igual al IMZ.

En base a estos resultados Laubscher 1994 postuló que el flujo interactivo se originaba
cuando los puntos de extracción se encuentran espaciados a menos de 1.5 veces el diámetro
del elipsoide de movimiento, indicando que el diámetro del elipsoide de movimiento se ex-
pande y que el grado de interacción aumenta al disminuir el espaciamiento entre puntos de
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(𝐚) (𝐛) (𝐂)

Figura 3.6: Flujo interactivo: (a) flujo con extracción simultánea y espaciamiento igual al
ancho del IMZ, (b) flujo con extracciones aisladas y espaciamiento igual al ancho del IMZ,
y (c) flujo con extracción simultanea y espaciamiento igual a 1,4 veces el ancho del IMZ.
Adaptado de (Heslop y Laubscher 1981).

extracción. Esta expansión no ha sido observada en experimentos con materiales más gruesos
(R. Trueman 2007). Laubscher empleó estos resultados para definir criterios de diseño para
explotaciones subterráneas por el método de Block Caving, creando una tabla a partir de la
cual se puede obtener el diámetro de la zona de movimiento y el espaciamiento entre puntos
de extracción en función de la granulometŕıa esperada. Esta teoŕıa se encuentra ampliamente
aceptada y es utilizada en muchas minas de Block Caving (A. Halim y Trueman 2004).

Otros autores sugirieron que el empleo de modelos de gran escala con grava como material
granular resultaba mas adecuado para estudiar el fenómeno de flujo gravitacional en minas
de Block Caving (Peters 1984; Power 2004). Peters 1984 empleó un modelo bidimensional
para estudiar el IEZ con varios tamaños de part́ıcula. Su modelo era de 4,5 m de alto, 3,6 m
largo y cerca de 0,5 m de ancho, con part́ıculas de tamaño 0,5, 1 y 1,5 pulgadas y mezclas
1:1:1 de estas. De sus experiencias concluyó que el tamaño de part́ıcula teńıa un pequeño
efecto en la geometŕıa del IEZ y que el ancho del punto de extracción presentaba un rol
importante. Peters también realizó experimentos con tres puntos de extracción adyacentes,
observando que cuando la distancia entre dos puntos era de 1,14 veces el ancho del IEZ a su
máxima altura, las zonas de extracción interactuaban. Power 2004 también estudió la IEZ
para varios tamaños de part́ıcula utilizando un gran modelo tridimensional. Su modelo era
de 2,2 m de largo, 2,1 m de ancho y 3,3 m de alto, con part́ıculas de 5 mm, 7 mm, 14 mm,
20 mm y una amplia distribución de mezcla entre part́ıculas finas y part́ıculas gruesas con
un tamaño medio de 14mm. De estas experiencias concluyó que el tamaño de las part́ıculas
y la altura de extracción influyen en las dimensiones de la IEZ. Además, concluyó que la
diferencia entre sus resultados y los de Peters, se deb́ıan fundamentalmente a la naturaleza
bidimensional del modelo de Peters. Ambos autores reportaron que el ancho de la zona de
extracción se incrementa al aumentar la altura de material extráıdo.
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3.3. Experiencia del siglo XXI

Resultados más recientes se deben principalmente a los trabajos de A. Halim y Trueman
2004, R. Castro 2007 y R. Trueman 2007, obtenidos como parte del “International Caving
Study II”. Estos autores en conjunto elaboraron experimentos f́ısicos tridimensionales de gran
escala utilizando grava como material granular (Ver Figura 3.7-a). El modelo fue diseñado
para simular flujos en minas de Block Caving (utilizando como modelo la mina El Teniente 4
Sur) en condiciones de extracción aislada e interactiva. Las dimensiones internas del modelo
alcanzaban los 3,5 x 2,5 x 3,3 m (ancho x profundidad x alto), siendo configurado a una
escala geométrica de 1:30 y luego reducido a 1:100, equivalentes a un Block Caving de 100
y 330 m de altura respectivamente. En el modelo a escala 1:30, los puntos de extracción
fueron de 120 x 100 mm (ancho x alto) equivalentes a 3 x 6 m escalados. La distribución
de tamaño utilizada fue amplia, con un tamaño medio de 18 mm y un tamaño máximo de
40 mm, representando roca quebrada de entre 0,54 y 1,2 m. También se utilizó una segunda
distribución más estrecha con tamaño medio de 20 mm. En el modelo a escala 1:100, los
puntos de extracción fueron de 36 x 30 mm equivalentes a 3,6 x 3 m escalados. A diferencia
del caso anterior, en éste se empleó una distribución acotada, con una diámetro medio de 7
mm. Las part́ıculas teńıan forma similar, y en ambos casos el ángulo de fricción del material
fue cercano a los 45o. A partir de los análisis de los resultados, los autores observaron que:
(1) no se presentan diferencias significativas al comparar los resultados de ambas escalas,
(2) el ancho de las zonas de extracción y movimiento crece indefinidamente a medida que se
extrae el mineral (ver Figura 3.7-b), y (3) no se experimenta una expansión de la zona de
extracción en flujos interactivos (la superposición es ligeramente menor que la obtenida en
flujos aislados - ver Figura 3.7c-d). De acuerdo con los autores, la expansión observada en los
modelos con arena como material granular se origina a causa de su menor ángulo de fricción.
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Figura 3.7: Modelo f́ısico tridimensional de gran escala: (a) modelo f́ısico, (b) vista lateral
reconstrucción zona de extracción para una abertura de ancho 700 mm y dos puntos de ex-
tracción, (c-d) vista en planta comparación entre zonas de extracción con una y dos aberturas
para un ancho de 500-700 mm. Adaptado de A. Halim y Trueman 2004.
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Otros autores han repetido estas experiencias utilizando modelos de menor escala con
grava como material granular (Melo y col. 2007; Melo y col. 2008a; Vivanco, Watt y col.
2011; Vivanco y Melo 2013; Jin, Sun, Ma y col. 2016; Jin, Sun, Wu y col. 2017; Zhang y col.
2018; Zhang y col. 2019). Sin embargo, sus resultados no han sido utilizados para elaborar
una herramienta de diseño sistemático que sustituya al ábaco de Laubscher.
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Caṕıtulo 4

Modelos Anaĺıticos de Flujo
Gravitacional

“Imagination is more important than knowledge. For knowledge is limited
to all we now know and understand, while imagination embraces the

entire world, and all there ever will be to know and understand”. Albert
Einstein.

4.1. Modelos anaĺıticos

Con la finalidad de predecir el comportamiento del flujo gravitacional se han utilizado
diversas metodoloǵıas de simulación computacional, establecidas sobre la base de modelos
anaĺıticos que entregan una descripción del sistema a través de magnitudes promedio.

El principal resultado obtenido por esta v́ıa es la descripción del campo de velocidades en
la descarga de material granular a través de un punto de extracción, lo que se ha obtenido
a través de dos enfoques. El primero se fundamenta en aspectos mecánicos asumiendo un
estado tensional cŕıtico (modelos de plasticidad) e imponiendo condiciones sobre las compo-
nentes del tensor de esfuerzos como es usual en mecánica de suelos. A pesar de su atractivo,
el principal problema es que conlleva a discontinuidades que no son observadas en los ex-
perimentos (Choi y col. 2005). El segundo enfoque entrega una descripción cinemática del
movimiento de las part́ıculas ignorando el estado tensional. La discusión original se debe a
Litwiniszyn 1958, quien describió el fenómeno a través de un modelo estocástico aplicado al
campo de desplazamiento vertical, en que un desplazamiento en la superficie formada por los
puntos ubicados a una cota determinada, induce un desplazamiento sobre los puntos ubica-
dos inmediatamente por sobre estos. En un trabajo posterior, Litwiniszyn 1966 introdujo un
nuevo modelo estocástico en que las part́ıculas describen caminos aleatorios a través de los
espacios disponibles. Luego, J. Mullins 1972 entregó una descripción equivalente en términos
del movimiento de espacios vaćıos liberados en una descarga, en que el movimiento descen-
dente de una part́ıcula, hacia o entre espacios vaćıos, es equivalente al movimiento aleatorio
de uno de estos espacios. El desarrollo de estas hipótesis conduce en el ĺımite continuo a una
ecuación de difusión. Por otro lado y como una visión alternativa a estos procesos de natu-

Rodolfo S. Morales Gálvez



CAPÍTULO 4. MODELOS ANALÍTICOS DE FLUJO GRAVITACIONAL 36

raleza estocástica, R. Nedderman y Tüzün 1979 dedujeron la misma ecuación proponiendo
una relación constitutiva entre las componentes horizontal y vertical del campo de velocida-
des. Esta última se conoce como relación cinemática, o simplemente, como modelo cinemático.

Las teoŕıas de Litwiniszyn y Mullins de difusión de part́ıculas/vaćıos resaltan como un
modelo más completo, en el sentido de que proporciona un mecanismo microscópico para
comprender el flujo gravitacional. Sin embargo, diversos experimentos descartan su hipóte-
sis, debido a que sobreestima la difusión de las part́ıculas (Choi y col. 2005). Como alternativa
surge el modelo de burbujas desarrollado por M. Bazant 2004, el cual presupone que existe
una identidad espacialmente distribuida denominada burbujas (distinta a los vaćıos) encar-
gada de transportar el espacio intersticial liberado en una descarga, y cuya difusión origina el
movimiento de las part́ıculas en acuerdo con la velocidad predicha por la relación cinemática
de Nedderman y Tüzün.

Un desarrollo posterior elaborado por Kamrin y M. Z. Bazant 2007 conocido como Regla
de Flujo Estocástico (SFR por sus siglas en inglés) extiende el modelo de burbujas a con-
diciones de flujo más generales. El modelo propone que las burbujas difunden a lo largo de
las ĺıneas de deslizamiento admisibles en un estado de equilibrio ĺımite, siendo impulsadas
por desequilibrios locales en el estado tensional. Al ser aplicado al flujo gravitacional en silos
proporciona el mismo resultado que el modelo de burbujas.

De forma complementaria al presente caṕıtulo, en el Anexo B se presenta un resumen con
aspectos fundamentales del cálculo estocástico.

4.2. Modelo cinemático

R. Nedderman y Tüzün 1979 proponen que existe una relación constitutiva entre la com-
ponente vertical v y horizontal u del campo de velocidades. Para construir el modelo constitu-
tivo, los autores plantean que una part́ıcula se desplaza de forma horizontal si las velocidades
verticales de las part́ıculas en el nivel inferior son distintas (gradiente de velocidad vertical).
Matemáticamente, considerando un modelo bidimensional, la ley propuesta es (ver Figura
4.2):

u = −b
∂v

∂x
. (4.1)

Adicionalmente, si las fluctuaciones en la densidad producto del flujo son pequeñas, la ecua-
ción (4.1) combinada con la condición de incompresibilidad

∂u

∂x
+
∂v

∂z
= 0, (4.2)

permite deducir que la componente vertical de velocidad satisface la siguiente ecuación de
difusión:

∂v

∂z
= b

∂2v

∂x2
. (4.3)
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La condición inicial es entregada por la velocidad en la cota inferior, de modo que dicha
velocidad experimenta un ascenso difusivo a través del material. La condición de borde es
que la velocidad en las paredes debe ser paralela a las mismas. Se puede demostrar que para
un contenedor semi-infinito con un orificio puntual en su base en x = z = 0 que actúa como
fuente de velocidad, la solución a la ecuación (4.3) se encuentra proporcionada por

v(x, z) =
Q

√
4πbz

e−x
2/4bz, (4.4)

donde Q es la tasa de flujo por unidad de espesor del contenedor.

𝑢 = −𝑏
𝜕𝑣
𝜕𝑥

Figura 4.1: Representación relación cinemática de Neederman & Tüzün.

El modelo cinemático ha sido ampliamente testeado experimentalmente, presentando un
gran acuerdo con los resultados observados (ver Figura 4.2). Una de las ventajas de este
modelo es su simplicidad, ya que involucra un solo parámetro introducido como la constante
de proporcionalidad b en (4.1). Esta constante de denomina usualmente longitud de difusión
(debido a que posee unidades de distancia) cuyo significado microscópico es atribuido a las
fluctuaciones en el movimiento de las part́ıculas, es decir, a la desviación promedio de sus
desplazamientos respecto al desplazamiento medio experimentado en un determinado punto.

Nedderman y Tüzün observaron que b ≈ 2,24d para varios tamaños de part́ıcula. Por
su parte, J. Mullins 1972 midió b ≈ 2d para part́ıculas monodispersas de mineral de hierro.
Medina y col. 1998 utilizaron la técnica de velocimetŕıa de imagen de part́ıcula (PIV) encon-
trando que la longitud de difusión aumenta desde los 1,5d a 4d a medida que la altura aumenta
para adaptarse al campo de velocidades. Samadani y col. 1999 reportaron que b ≈ 3,5d para
pequeñas part́ıculas monodispersas de vidrio.Choi y col. 2005. El principal problema de este
modelo es que, a pesar de su ajuste, la longitud de difusión muestra depender de la altura,
lo cual es ilustrado en el gráfico de la Figura 4.2.
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Figura 4.2: (a) Gráfico de contorno del campo de velocidad vertical descendiente promedio,
v en un silo de fondo plano con un ancho de orificio, W = 16 mm. (b) v en función de x
en las dos alturas, z1 = 9,1d y z2 = 29,1d indicados con ĺıneas de puntos grises en (a). El
resultado del modelo cinemático en la misma geometŕıa encaja mejor con b = 1,3d para el
perfil z1 y b = 2,3d para el perfil z2. También se muestra el resultado del modelo para el perfil
z2 con b ajustado en z1 (curva sólida estrecha). Figuras obtenidas de Choi y col. 2005.

4.3. Modelo de difusión de vaćıos

La discusión original se debe a Litwiniszyn 1958, quien describió el fenómeno de flu-
jo gravitacional introduciendo una función de subsidencia w = w(x, z) que representa el
desplazamiento vertical de la superficie horizontal inicialmente ubicada a una altura z por
sobre la abertura de extracción. Tras un amplio desarrollo de su hipótesis, Litwiniszyn recu-
peró la ecuación de Chapman-Kolmogorov del cálculo estocástico, a partir de la cual obtuvo
una ecuación de difusión para la función de subsidencia 1. En un trabajo posterior, Litwi-
niszyn 1966 describió el fenómeno de flujo gravitacional como el intercambio de posición
entre part́ıculas y espacios vaćıos, según se ilustra en la Figura 4.3 (a). Estos últimos se
originaŕıan en la abertura basal con la extracción de material, experimentando un ascenso
vertical acompañado de desplazamientos horizontales aleatorios. Aśı, cada paso de un vaćıo se
correspondeŕıa con el desplazamiento en el sentido opuesto de un igual volumen de part́ıculas.

Para desarrollar esta hipótesis, Litwiniszyn consideró el caso simplificado en que un vaćıo
puede migrar a una posición en (x, z + δz) sólo si es que proviene de las posiciones (x −
δx, z) o (x + δx, z). Esta situación es ilustrada esquemáticamente en la Figura 4.3 (b), en
que un vaćıo asciende desde un nivel inferior a la vez que experimenta un desplazamiento
horizontal. Aśı, Litwiniszyn definió p(x, z) como la probabilidad de encontrar un vaćıo en el

1Este modelo presenta inconsistencias en sus postulados que fueron posteriormente identificadas por W.
Mullins 1979. Ver Anexo C.
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punto (x, z), junto a las probabilidades de salto wp y wq de que en un ascenso experimente un
desplazamiento horizontal hacia la derecha o izquierda respectivamente. Con ello, encontró
que la probabilidad de encontrar un vaćıo en el punto (x, z + δz) es:

p(x, z + δz) = wpp(x− δx, z) + wqp(x+ δx, z).

Expandiendo ambos lados de esta igualdad en series de Taylor, teniendo en cuenta que
wp + wq = 1, asumiendo que δx y δx2 son finitos y proporcionales a δz, y tomando el ĺımite
en que δz → 0, se obtiene una ecuación de difusión-advección para la probabilidad p(x, z) de
encontrar un vaćıo en el punto (x, z):

∂p(x, z)

∂z
= −A(z)

∂p(x, z)

∂x
+B(z)

∂2p(x, z)

∂x2
, (4.5)

donde

A(z) = ĺım
δz→0

(wp − wq)
δx

δz
y B(z) = ĺım

δz→0

δx2

2!δz
. (4.6)

De acuerdo a Litwiniszyn, cuando una part́ıcula es removida de su posición, el vaćıo originado
es ocupado por otra part́ıcula que cae en su interior bajo la influencia del campo gravitacio-
nal (ver Figura 4.3). De este modo, el movimiento aleatorio de los vaćıos es equivalente al
movimiento aleatorio de las part́ıculas. Este desarrollo es particularmente útil ya que ilustra
de manera simple el fundamento del desarrollo de los modelos estocásticos. Además, dado
que es de esperar que los movimientos horizontales en ambos sentidos sean equiprobables, se
sigue que A = 0 a la vez que B posee un valor finito, que puede ser explicado a partir de
las fluctuaciones en el desplazamiento horizontal de la part́ıcula. Este es el significado que
se le entrega al coeficiente de difusión en el contexto de la teoŕıa de procesos estocásticos,
particularmente en la f́ısica del no equilibrio2.

En un desarrollo posterior, J. Mullins 1972 interpretó esta ecuación en términos de la
densidad de flujo de part́ıculas. Aśı, si la probabilidad p se corresponde con la densidad de
vaćıos ρv, la ecuación anterior es equivalente a asumir que la densidad de flujo de vaćıos tiene
por componentes:

Jv,x ∼ −b∂xρv y Jv,y ∼ −ρv. (4.7)

Luego, utilizando la ecuación de continuidad sobre esta densidad de flujo, es sencillo ver que
ρv satisface la ecuación de difusión:

∂ρv

∂z
= b

∂2ρv

∂x2
. (4.8)

Finalmente, teniendo en consideración que los flujos de vaćıos y part́ıculas son iguales y en
sentido opuesto Jp = −Jv se sigue que este modelo y el cinemático son equivalentes.

2Para una introducción al cálculo estocástico refiérase a Arovas 2015.
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(𝐚) (𝐛)

Figura 4.3: (a) Trayectoria de un vaćıo en ascenso origina una cadena de part́ıculas descen-
dentes. (b) Part́ıcula descendiendo en respuesta al ascenso de un vaćıo por intercambio de
volumen. Figuras adaptadas de M. Bazant 2004.

En general, el problema de del modelo de difusión de vaćıos se pone de manifiesto cuando
se considera un experimento de difusión. Aśı, si se colorea una de las part́ıculas en un flujo
uniforme impulsado por vaćıos, la part́ıcula realiza un camino aleatorio descendente con la
misma longitud de difusión que los vaćıos en ascenso. Por lo tanto, las part́ıculas se mezclan
rápidamente antes de que caigan por la abertura en longitudes de unos pocos diámetros de
part́ıcula, lo que va en contra de la experiencia Choi y col. 2005.

4.4. Modelo de difusión de burbujas

El modelo de burbujas introducido por M. Bazant 2004 surge como un mecanismo de
difusión cooperativa en empaquetamientos densos y aleatorios de un medio granular. El flujo
predicho es aproximadamente el mismo flujo medio que en el modelo cinemático, porque
también supone que las part́ıculas se mueven en respuesta al volumen libre que difunde hacia
arriba. Sin embargo, establece que este exceso de volumen se transmite en burbujas extendidas
de volumen intersticial, no en espacios vaćıos. De esto modo, la longitud de difusión b del
modelo cinemático ahora corresponde a la longitud de difusión de las burbujas bs, definida
como

bs =
Var(δxs)

2δzs
= b, (4.9)

donde δxs y δzs corresponden a los desplazamientos horizontales y vertical de las burbujas
respectivamente. A diferencia del modelo de difusión de vaćıos, en que un vaćıo actúa como
una vacante capaz de ser llenado por una part́ıcula entera, una burbuja transporta una pe-
queña fracción del espacio intersticial distribuido en una región extendida y hace que todas
las part́ıculas afectadas se muevan (en promedio) como un bloque con el mismo desplaza-
miento en la dirección opuesta a la burbuja (ver Figura 4.4).

Otra de las diferencias con el modelo de vaćıos es que el modelo de burbujas reduce en
gran medida la longitud de difusión de las part́ıculas. Para dar cuenta de aquello se puede
suponer que una burbuja lleva un volumen total libre Vs y causa desplazamientos iguales
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(δxp, δzp), entre las Np part́ıculas del volumen Vp. Luego, el desplazamiento de las part́ıculas
al interior de una burbuja puede estar relacionado con el desplazamiento de la burbuja
(δxs, δzs) mediante la siguiente expresión aproximada de la conservación del volumen total:

wNsVp(δxp, δzp) = Vs(δxs, δzs). (4.10)

A partir de esta relación se sigue que la escala de difusión de las part́ıculas bp se relaciona
con la escala de difusión de las burbujas a través de:

bp =
Var(δxp)

2δzp
= w2

Var(δxp)

2wδzp
= wbs. (4.11)

Este valor es menor que la longitud de difusión de burbujas en un factor de w = Vs/NpVp, lo
que puede estar relacionado con el cambio δφ en la fracción de volumen local de las part́ıculas
φ causado por la presencia de la burbuja, δφ = φ − φ/(1 + φw) ≈ φ2w. Como resultado de
simulaciones y experimentos se sabe que φ ∼ 0, 6 y su variación fluctúa entre un 1 % a 3 % en
las regiones con flujos densos lejos de la abertura, por lo que el modelo de burbujas predice
Choi y col. 2005:

ω =
bp

bs
=

Vs

NpVp
≈
δφ

φ2
∼ 10−2. (4.12)

Con este resultado se sigue que el número de Péclet (que relaciona la velocidad de advección
con la de difusión) para la difusión horizontal es Pex = 〈δyp/δt〉d/(Var(δxp)/2δt) = d/bp =
d/ωbs ≈ 102. Este resultado predice que las part́ıculas se desplazan una distancia del orden
de 100 veces su propio diámetro antes de experimentar difusión horizontal de 1 diámetro, lo
que concuerda con los experimentos en que Pex = 321 para part́ıculas que descargan en un
silo cuasi-bidimensional M. Bazant 2004.

(𝐚) (𝐛)

Figura 4.4: Modelo de Burbujas. (a) Burbujas transportando espacio intersticial, que se ex-
tienden en varios diámetros de part́ıculas, se difunde hacia arriba desde la abertura del silo
a medida que las part́ıculas descargan. (a) El desplazamiento de una burbuja hace que un
bloque de part́ıculas experimente un desplazamiento más pequeño en la dirección opuesta, a
fin de conservar aproximadamente el volumen local. Figuras adaptadas de M. Bazant 2004.

El concepto matemático clave para definir las burbujas es la de una región de influencia
difusora, que causa una correlación desplazamientos entre todas las part́ıculas en su interior.
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El postulado microscópico para este movimiento se fundamenta en la preservación del em-
paquetamiento de las part́ıculas, lo que origina el movimiento de la zona afectada como un
bloque en la forma ya descrita. Esto sugiere que la influencia de una burbuja se encuentra
gobernada por una función w(xp,xs) que decae con la distancia al centro de la burbuja. Aśı,
en un movimiento de traslación en una dirección opuesta a la de la burbuja, el desplazamiento
aleatorio ∆Rα

p de la α − ésimo part́ıcula centrada en xip debido al desplazamiento aleatorio
∆Rβ

s de la β − ésima burbuja centrada en xis se encuentra dado por:

∆Rα
p = −w(xαp ,x

α
s + ∆Rα

s )∆Rα
s . (4.13)

Luego, en presencia de N burbujas, el desplazamiento total experimentado por la part́ıcula se
obtiene sumando sobre la función de influencia y los desplazamientos de todas las burbujas.
En el ĺımite continuo se sigue que el desplazamiento neto de una part́ıcula en xp se encuentra
dado por:

∆Rp = −
ˆ
dN(xp, t)w(xp,xs + ∆Rs)∆Rs. (4.14)

Definiendo una densidad de burbujas tal que 〈∆N〉 = ρs∆Vs se sigue que la velocidad pro-
medio de la part́ıcula en xp se encuentra dada por:

vp(xp, t) = −
ˆ
dVsw(xp,xs) [ρs(xs, t)vs(xs, t)−Ds(xs, t)∇ρs(xs, t)] . (4.15)

Aśı, queda en evidencia que la velocidad de part́ıcula posee dos fuentes. La primera corres-
ponde a la reacción (opuesta) al desplazamiento de las burbujas,

vs(xs, t) = ĺım
δt

0−→

〈∆Rs〉
δt

, (4.16)

y la segunda originada por las fluctuaciones en el movimiento de las burbujas, conteniendo
al tensor de difusión de las burbujas de componentes:

Ds,ij = ĺım
δt

0−→

〈∆Rs,i∆Rs,j〉
δt

. (4.17)

Asumiendo que las burbujas no interactúan y que sus fluctuaciones son independientes, se
sigue que el tensor de difusión de las part́ıculas se relaciona con el de las burbujas de acuerdo
a:

Dp =

ˆ
dVsw(xp, t)

2ρ(xs, t)Ds(xs, t). (4.18)

En esta expresión se debe notar que la función de influencia aparece al cuadrado, lo que
sugiere que el término dominante en el desplazamiento de las part́ıculas es la advección. Este
aspecto se ve apoyado en la discusión previa respecto a que el número de Peclet es del orden
de 102 veces el diámetro de part́ıcula.

Este modelo posee amplia aceptación debido a que permite reparar las inconsistencias del
modelo de vaćıos, además de que los resultados experimentales indican que las velocidades de
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las part́ıculas se encuentran correlacionadas a distancias de unos pocos diámetros de part́ıcula
(ver Figura 4.4) resultando en evidencias directas para el modelo (M. Bazant 2004).

(𝐚) (𝐛)

𝑦/𝐷!"
𝑥/𝐷!"

Figura 4.5: Evidencia experimental directa de burbujas: correlaciones de velocidad espacial.
(a) Gráfico de superficie y (b) cortes coordinados del coeficiente de correlación para fluc-
tuaciones de velocidad (sobre el flujo medio local) en separación horizontal, x, y separación
vertical, z, en unidades de diámetro de part́ıcula, d. Imágenes obtenidas de M. Bazant 2004.

4.5. Regla de flujo estocástico

La regla de flujo estocástico introducida por Kamrin y M. Z. Bazant 2007, o SRF por
sus siglas en inglés, es una generalización del modelo de burbujas. En el SRF la dirección de
deriva, previamente supuesta vertical por M. Bazant 2004, se obtiene proyectando una fuerza
efectiva sobre las superficies (ĺıneas) de deslizamiento admisibles en un estado de equilibrio
ĺımite.

La idea tras el SRF es que las burbujas no se pueden mover en una dirección arbitraria,
ya que el material se encuentra en un estado de movimiento incipiente sólo a lo largo de
superficies (ĺıneas) de deslizamiento en que se cumple la condición de equilibrio ĺımite, según
predicen los modelos de plasticidad. De acuerdo con el modelo de Mohr-Coulomb, para un
problema bidimensional las ĺıneas de deslizamiento se orientan a un ángulo de ±(π/4 + φ/2)
respecto al esfuerzo principal mayor. Aśı, cuando una burbuja se propaga actúa como un
evento local de falla o fluidización del material. Geométricamente, la región fluidizada se
encuentra entre ĺıneas de deslizamiento cruzadas separadas por una distancia caracteŕıstica
Ls, asemejándose a un diamante. Ver Figura 4.5. Cuando se produce la fluidización, la región
afectada disminuye su coeficiente de fricción desde un valor µ a un valor µk < µ. Este cambio
afecta el equilibrio y origina una fuerza neta desbalanceada que impulsa a la región fluidizada.
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(𝐚) (𝐛)

𝐿!

Figura 4.6: Regla de flujo estocástico. (a) Ĺıneas de deslizamiento admisibles al interior del
silo, correspondientes a esfuerzo principal mayor vertical, y dirección de deriva de burbujas.
(b) Región fluidizada entre ĺıneas de deslizamiento admisibles. Figuras adaptadas de Kamrin
2008.

En el modelo de plasticidad de Mohr-Coulomb las ĺıneas de deslizamiento se caracterizan
por los siguientes vectores normales:

ξ̂ = (cos(ψ + π/4− φ/2), sin(ψ + π/4− φ/2))

η̂ = (cos(ψ − π/4 + φ/2), sin(ψ − π/4 + φ/2)),
(4.19)

donde ψ es el ángulo entre el eje horizontal y el esfuerzo principal mayor. Luego, si f es la
fuerza desbalanceada, se sigue que la dirección de deriva de las burbujas corresponde a:

d̂ = −
(f · ξ̂)ξ̂ + (f · η̂)η̂

‖(f · ξ̂)ξ̂ + (f · η̂)η̂‖
. (4.20)

Con esta definición, se sigue que la velocidad promedio de una part́ıcula ubicada en xp se
encuentra dada por:

vp(xp, t) = −
ˆ
dVsw(xp,xs)

[
ρs(xs, t)d̂(xs, t)−Ds(xs, t)∇ρs(xs, t)

]
. (4.21)

En tanto que la ecuación de Fokker-Planck que describe la evolución de la densidad de
burbujas es:

∇ · (ρsd̂) = ∇ · (Ds∇ρs) . (4.22)

La fuerza desbalanceada se obtiene a partir de las fuerzas de volumen y de tracción que
actúan en la región fluidizada. Las fuerzas de tracción se originan por el estado tensional,
por lo que su valor por unidad de área se obtiene como la proyección del tensor de esfuerzos,
de acuerdo con:

Ti = σijnj. (4.23)

Esta cantidad puede ser descompuesta en sus componentes normal σn y tangencial τ definidas
por:

σn,i = (Tknk)ni

= (σklnlnk)ni

τi = Ti − Tn,i
= (σij − σklnknlninj)nj.

(4.24)
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Aśı, la fuerza neta sobre la región fluidizada se encuentra dada por:

fi =
1

V

ˆ
∂V

d2xσijnj − ρgi

=
1

V

ˆ
∂V

d2xτi +
1

V

ˆ
∂V

d2xσn,i − ρgi.
(4.25)

De acuerdo con el modelo de Mohr-Coulomb, las magnitudes de las componentes de la fuerza
de tracción corresponden a τ = µσn y σn = P cos2 φ, por lo que para una condición de
equilibrio ĺımite se cumple:

σi = −P cos2 φni

τi = µP cos2 φτ̂i (niτ̂i = 0).
(4.26)

De forma similar, en la región fluidizada se cumple:

σi = −P cos2 φni

τi = µkP cos2 φτ̂i (niτ̂i = 0).
(4.27)

Luego, la fuerza neta es:

fi =
1

V

ˆ
∂V

d2xµkP cos2 φτ̂i −
1

V

ˆ
∂V

d2xP cos2 φni − ρgi.

=
µk

µ

1

V

ˆ
∂V

d2xµP cos2 φτ̂i −
1

V

ˆ
∂V

d2xP cos2 φni − ρgi

=
µk

µ

(
1

V

ˆ
∂V

d2xµP cos2 φτ̂i −
1

V

ˆ
∂V

d2xP cos2 φni − ρgi

)

+

(
1−

µk

µ

)(
−

1

V

ˆ
∂V

d2xP cos2 φni − ρgi

)
.

(4.28)

Ahora bien, el primer miembro de la última igualdad es nulo en un estado de equilibrio ĺımite,
de modo que la fuerza desbalanceada que actúa sobre la región fluidizada corresponde a:

fi =−

(
1−

µk

µ

)(
1

V

ˆ
∂V

d2xP cos2 φni + ρgi

)
. (4.29)

Atendiendo al teorema de la divergencia se sigue que:

1

V

ˆ
∂V

d2xP cos2 φni =
∂P

∂xi
cos2 φ. (4.30)

Finalmente, sustituyendo (4.30) en (4.29) se sigue que la fuerza desbalanceada se encuentra
determinada por:

f =−

(
1−

µk

µ

)(
∇P cos2 φ+ ρg

)
. (4.31)
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El mismo resultado se puede obtener de forma gráfica atendiendo a los esquemas ilustrados
en la Figura 4.5.
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Figura 4.7: (a) Diagrama de fuerzas sobre región estática. (b) Diagrama de fuerzas sobre
región fluidizada por una burbuja. Observar que µ decrece a µk. (c) Descomposición del
diagrama de fuerzas para región fluidizada. El primero de los diagramas equivale (salvo un
factor de multiplicación global) al de una región estática, por lo que no contribuye a la fuerza
neta. Fuerza F corresponde a fuerza de volumen, e.g. gravedad. Figuras adaptadas de Kamrin
2008.

Esta teoŕıa mecánica supone que los campos involucrados corresponden a magnitudes
promedio, a la vez que las ĺıneas de deslizamiento se encuentran bien definidas. En general,
las ĺıneas de deslizamiento se presentan de forma difusa a causa del empaque aleatorio de las
part́ıculas, actuando como fuente para la difusión de las burbujas.
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Caṕıtulo 5

Modelo Teórico de Flujo Gravitacional

“When you make the finding yourself – even if you’re the last person on
Earth to see the light – you’ll never forget it”. Carl Sagan.

5.1. Discusión

Los modelos anaĺıticos elaborados para explicar la fenomenoloǵıa observada en experi-
mentos de flujo gravitacional, proporcionan una descripción del movimiento de las part́ıculas
introduciendo hipótesis que conllevan a la obtención de ecuaciones del tipo difusión-advección.
Este es el caso de la relación cinemática de R.M. Nedderman y Tüzün 1979 (ver Figura 5.1-a),
los modelos de difusión de vaćıos de Litwiniszyn 1958 y J. Mullins 1972 (ver Figura 5.1-b),
del modelo de difusión de burbujas propuesto por M. Bazant 2004 (ver Figura 5.1-c), y su
posterior adaptación introducida por Kamrin y M. Z. Bazant 2007 (ver Figura 5.1-d). De
acuerdo con sus autores, todos ellos conllevan a recuperar el mismo perfil de velocidades
promedio que se obtendŕıa por medio de la aplicación de la relación cinemática.

(𝐚) (𝐛) (𝐜) (𝐝)

Figura 5.1: Esquema interpretación modelos anaĺıticos: (a) relación cinemática de R.M. Ned-
derman y Tüzün 1979; (b) intercambio de part́ıculas y vaćıos en el modelo de difusión de
vaćıos de Litwiniszyn 1958 y J. Mullins 1972; (c) desplazamiento de burbuja induce un des-
plazamiento en un bloque de part́ıculas en el modelo de difusión de burbujas de M. Bazant
2004; y (d) región fluidizada por una burbuja en la regla de flujo estocástico de Kamrin
y M. Z. Bazant 2007.

Melo y col. 2008b utilizaron el modelo cinemático para estudiar la geometŕıa de la zona de
extracción (EZ), encontrando que la geometŕıa predicha por la relación cinemática se asemeja

Rodolfo S. Morales Gálvez
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a la forma de un huevo, y no a una elipse como sugieren los resultados experimentales1. Esta
situación es ilustrada en la Figura 5.1.

(𝐚) (𝐛)

Figura 5.2: Geometŕıa zona de extracción. (a) Geometŕıa eĺıptica obtenida en experimentos
de flujo gravitacional. (b) Geometŕıa en forma de huevo obtenida por integración del modelo
cinemático de acuerdo con Melo y col. 2008b. En ambas, triángulo inferior representa material
granular extráıdo, y ĺınea segmentada corresponde al contorno de la región originalmente
utilizada por el material al interior del silo, antes de su extracción.

En general, los modelos del tipo cinemáticos requieren de la introducción de una enti-
dad que transporta espacio intersticial (vaćıos o burbujas), cuyo movimiento aleatorio es
estudiado en términos probabiĺısticos por medio de la ecuación de Chapman-Kolmogorov
diferencial (también conocida como ecuación de Fokker-Planck, refiérase a Arovas 2015), sin
proporcionar una explicación mecánica que justifique su aplicación. Esta hipótesis se apoya
en el acuerdo entre resultados experimentales y la predicción de perfiles de velocidad que
asemejan una distribución gaussiana, un resultado caracteŕıstico de fenómenos de naturaleza
difusiva en que la entidad en movimiento sigue una trayectoria aleatoria con desplazamien-
tos cuadráticos medios proporcionales al tiempo. Sin embargo, resultados experimentales
como los de Garcimart́ın y col. 2011 han demostrado que se exhibe una tendencia baĺıstica
(〈∆x〉2 ∼ t2) a intervalos de tiempo menores a lo que tarda un grano en caer en su propio
diámetro, volviéndose difusivo (〈∆x2〉 ∼ t) sólo a distancias mayores.

Si el comportamiento de las part́ıculas en un experimento de flujo gravitacional fuese
difusivo, el campo de velocidad obtenido en un experimento con múltiples aberturas corres-
pondeŕıa a la superposición lineal de los campos de velocidad originados por cada una de ellas

1Para remediar esta situación, los autores propusieron un retraso temporal entre el movimiento del material
y su extracción, provocado por la dilatación del medio. En su forma original, este modelo incorpora un término
de reacción en la ecuación de difusión, teniendo como desventaja la pérdida de masa para un elevado número
de extracciones.
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por separado. Este resultado se denomina principio de superposición y su validez se limita
a las ecuaciones diferenciales lineales. Luego, es claro que los efectos de interacción no lineal
observados en experimentos con múltiples aberturas no existiŕıan si los comportamientos
fueran puramente difusivos. Estos efectos pueden emerger de una dependencia del parámetro
de longitud de difusión del modelo de R.M. Nedderman y Tüzün 1979 en la velocidad (o
densidad de vaćıos para los modelos de Litwiniszyn 1958 y J. Mullins 1972), situación que
de acuerdo con los trabajos de E. Lenzi y col. 2017; E. K. Lenzi y col. 2019 podŕıa explicar
el origen de los reǵımenes subdifusivos o sobredifusivos y las respuestas no lineales.

Por otro lado, el argumento de la existencia de una entidad que transporta espacio in-
tersticial, utilizado en la interpretación de los modelos de tipo cinemáticos, no es la única
explicación a un comportamiento, de apariencia, difusivo. Desde el punto de vista mecánico,
la contribución difusiva emerge de una ecuación de movimiento del tipo

ρ
dv

dt
= −Dδt−1∇δρ− δρg − ρδt−1v, (5.1)

en que D y δt son propiedades del medio y δρ es el cambio local en su densidad. Aśı, para
instantes de tiempo t >> δt se puede despreciar la contribución del término de aceleración,
obteniendo una densidad de flujo de part́ıculas equivalente a la que se obtendŕıa por medio
de la aplicación de la segunda ley de Fick para fenómenos de difusión de materia, incluyendo
un término de deriva en la dirección favorecida por la aceleración de gravedad:

j = −δρu−D∇δρ Ley de Fick, (5.2)

donde u = δtg corresponde a la velocidad de deriva2. Luego, aplicando la ecuación de con-
servación de masa se recupera una ecuación del tipo difusión advección para la densidad de
part́ıculas:

∂ρ

∂t
+
∂ji

∂t
= 0 →

∂δρ

∂t
+ ui

∂δρ

∂xi
= D

∂2δρ

∂xi∂xi
. (5.3)

Una ecuación análoga puede ser escrita si la apariencia difusiva se atribuye a la presión en
lugar de la densidad, por ejemplo, por medio de una ecuación de movimiento del tipo

ρ
dv

dt
= −∇P − ρg −

ν

k
ρv, (5.4)

en que ν y k3. Aśı, para instantes de tiempo t >> k/ν se obtiene una densidad de flujo de
part́ıculas equivalente a la que se obtendŕıa por medio de la aplicación de la ley de Darcy
para el flujo de agua en medios porosos:

j = −
k

ν
(∇P + ρg) Ley de Darcy. (5.5)

2Corresponde a la dirección promedio de la densidad de flujo de part́ıculas, sin considerar la contribución
de las fluctuaciones, en este caso contenidas en el término gradiente de densidad.

3En el contexto de flujo de un fluido a través de un medio poroso, ν corresponde a la viscosidad cinemática
de la fase fluida, y k a la permeabilidad del medio poroso.
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Aplicando la ecuación de conservación de masa se recupera una ecuación del tipo difusión
advección para la presión:

∂ρ

∂t
+
∂ji

∂t
= 0 →

ρ

K

∂P

∂t
+ Ai

∂P

∂xi
= Bij

∂2P

∂xi∂xj
, (5.6)

donde se ha asumido que ρ = ρ(P ), y se han definido los parámetros K = ρ(∂P/∂ρ) (módulo
de compresibilidad), Ai = −kgiρ/νK y Bij = k/νδij.

𝑣 = 0

(𝐚) (𝐛)

𝑭!

𝑭

𝑣 = 0

Figura 5.3: (a) Ley de Stokes, part́ıcula esférica se desplaza en el seno de un fluido viscoso
inicialmente en reposo. (b) Ley de Darcy, fluido se desplaza a través de la red de canales de
un medio poroso.

Las relaciones precedentes sugieren que, además de las explicaciones basadas en mecanis-
mos de intercambio de part́ıculas y espacio intersticial, se deben explorar aquellas en que el
gradiente de presión (o divergencia del estado tensional) y la gravedad, actúan como fuerza
motriz para el desplazamiento de las part́ıculas. Este enfoque es consistente con la obser-
vación experimental de un incremento de la longitud de difusión con la altura por sobre la
abertura de extracción, lo que sugiere una dependencia impĺıcita en la presión, ya que los
invariantes del tensor de esfuerzos son las únicas cantidades escalares que pueden transmitir
información sobre la altura de columna de part́ıculas. Sin embargo, es importante observar
que las ecuaciones de movimiento (5.1) y (5.4) requeridas para explicar la dinámica del medio
granular como un fenómeno difusivo poseen la dificultad de incorporar un término lineal en
la velocidad. En general, estas fuerzas viscosas emergen en la frontera entre dos medios que se
desplazan entre śı, como es el caso de la ley de Stokes para el desplazamiento de una esfera en
el seno de un fluido (ver Figura 5.1-a), o bien en la ley de Darcy, en que el fluido se desplaza
a través de una red de canales al interior del medio poroso (ver Figura 5.1-b). En ambos
ejemplos citados, la fuerza es lineal en la velocidad relativa de desplazamiento entre ambos
medios a causa de que uno de ellos se comporta como un fluido newtoniano. Luego, para que
cualquiera de los enfoques enunciados sea aplicable, el movimiento del medio granular debe
componerse esencialmente por grupos de part́ıculas movilizadas que se desplazan, relativas
a un medio estático, de forma similar al esquema sugerido por el modelo de burbujas. No
obstante, no hay razones para suponer que la fuerza deba ser lineal en la velocidad relativa,
ya que las part́ıculas movilizadas se encuentran alejadas de presentar el comportamiento de
un fluido newtoniano, asemejándose más al de un fluido de Bingham debido a la existencia
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de un esfuerzo de fluencia.

(𝐚) (𝐛) (𝐜)

v
⟨v⟩

f	

f!

𝐷"

𝜏

Figura 5.4: (a) Perturbaciones de estado tensional se desplazan a través del medio granu-
lar, originando que grupos de part́ıculas se desplacen en la dirección opuesta. (b) Grupo de
part́ıculas movilizadas sujetas a esfuerzos de corte en la frontera con las part́ıculas estáticas.
(c) Aproximación continua de la distribución de velocidades y fuerzas a las que se encuentran
sujetas las part́ıculas movilizadas. Fuerzas f y fτ corresponden a fuerza impulsora y resistente
promedio.

Si se acepta que el conjunto de part́ıculas movilizadas conforma un volumen de longitud
caracteŕıstica Dh

4 (ver Figura 5.1), su desplazamiento respecto al medio estático requeriŕıa
que la fuerza impulsora sea mayor a la fuerza resistente desarrollada en los bordes del conjunto
de part́ıculas en movimiento. Dado que el comportamiento es friccionante, la fuerza resistente
se puede asumir del orden de µP/Dh, donde µ es un coeficiente de fricción. Aśı, ‖∇·σ−ρg‖ ≥
µP/Dh. O bien, definiendo el número adimensional de resistencia5 por

Y =
D50‖∇ · σ − ρg‖

µP
, (5.7)

se sigue que el movimiento del grupo de part́ıculas se producirá cuando se cumpla la restric-
ción:

Y ≥ Y0 con Y0 =
D50

Dh

. (5.8)

La fuerza de fricción también puede incluir contribuciones viscosas asociadas al desplaza-
miento relativo entre part́ıculas vecinas. Luego, si Y > Y0 se puede incorporar un término
del orden de 32νρv/D2

h, con ν un parámetro con unidades de m2/s interpretable como una
viscosidad cinemática. Aśı, la ecuación de movimiento adquiere la forma:

ρ
dv

dt
= ∇ · σ − ρg −

µP

Dh

v̂ −
32νρ

D2
h

v, (5.9)

4Se utiliza el sub́ındice h en directa alusión a un diámetro hidráulico.
5La letra Y se utiliza en alusión a la palabra de habla inglesa ”Yield”, por representar una medida de la

fluencia a escalas del orden del diámetro de part́ıcula.
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Luego, para t >> D2
h/32ν se observa que v̂ = (∇·σ−ρg)/‖∇·σ−ρg‖, por lo que sustituyendo

esta relación en (5.9) se obtiene el siguiente resultado para la densidad de flujo de part́ıculas:

j = −
D2
h

32ν
χ (−∇ · σ + ρg) , (5.10)

donde se ha introducido la función:

χ =

1−
Y0

Y
si Y ≥ Y0

0 si Y < Y0

. (5.11)

De este modo, se obtiene una ecuación para la densidad de flujo de part́ıculas análoga a la ley
de Darcy, con la diferencia de que para el medio en desplazamiento (part́ıculas movilizadas)
se incorpora un esfuerzo de fluencia. Es interesante observar que la ecuación (5.9) es, excep-
tuando el término lineal en la velocidad, equivalente a la utilizada para describir el efecto
Janssen de saturación del esfuerzo en un silo. Aśı, el término proporcional a la resistencia
al esfuerzo de fluencia µP , se puede interpretar como una transmisión local de los esfuerzos
cargados sobre las part́ıculas en movimiento, hacia las part́ıculas vecinas en reposo.

5.2. Modelo f́ısico-matemático

5.2.1. Promedio de la ecuación de movimiento en la zona movili-
zada

La discusión precedente sugiere que la dinámica del flujo gravitacional en estados cuasi-
estáticos puede ser explicada utilizando una ecuación de movimiento que incorpora contribu-
ciones friccionantes. Éstas representan fuerzas de volumen, y se originan en la interfaz entre
los grupos de part́ıculas movilizadas, y las no movilizadas. Esta situación motiva el uso del
teorema de la divergencia del cálculo vectorial para llevar contribuciones volumétricas hacia
interacciones originadas en la interfaz. Para utilizar este procedimiento y construir ecuaciones
significativas, es decir, que su valor sea en promedio representativo del sistema, se comenzará
por promediar la ecuación de balance de momentum en las zonas movilizadas y estática.
Con esta finalidad se comienza por definir una función generalizada de promediado (o ker-
nel) W(x− x′) que describirá la propagación, presencia y/o ausencia, de la perturbación de
las magnitudes f́ısicas que origina el desplazamiento de las part́ıculas en la zona movilizada.
Aśı, dada una magnitud f́ısica B(x′), se denotará a su magnitud promedio sobre la zona
movilizada en x como 〈B〉(x′), encontrándose definido por:

〈B〉m(x) =

ˆ
V
d3x′W(x− x′)B(x′). (5.12)

Aplicando esta definición a la ecuación de balance de momentum se tiene:

0 =

ˆ
V
d3x′W(x− x′)

[
∂σij(x

′)

∂x′j
− ρgi

]
. (5.13)
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Para reescribir este resultado se comienza por utilizar integración por partes en el primer
miembro del lado derecho

0 =

ˆ
V
d3x′

[
∂

∂x′j
(W(x− x′)σij(x

′))− σij(x′)
∂W(x− x′)

∂x′j

]
−
ˆ
V
d3x′W(x− x′)ρgi,

luego, empleando la identidad ∂′iW(x − x′) = −∂iW(x − x′) sobre el resultado anterior se
sigue que

0 =

ˆ
∂V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj +
∂

∂xj

(ˆ
V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)

)
−
ˆ
V
d3x′W(x− x′)ρgi,

recurriendo ahora al teorema de la divergencia y atendiendo a que la integración se extiende
sobre las x′ y no sobre las x obtiene:

0 =

ˆ
V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj +
∂

∂xj

(ˆ
V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)

)
−
ˆ
V
d3x′W(x− x′)ρgi.

Finalmente, empleando la definición entregada en la ecuación (5.12) para las magnitudes
promedio, se sigue que la ecuación de balance de momentum promediada admite la siguiente
representación:

0 =
∂〈σij〉m
∂xj

− 〈ρ〉mgi +

ˆ
∂V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj. (5.14)

En los métodos convencionales utilizados para calcular magnitudes promediadas se asume
que las integrales extendidas sobre las superficies del volumen de control son nulas, ya que
la integración se extiende a regiones donde el kernel decae rápidamente o es nulo. En el caso
de interés dicha zona es acotada y presenta una longitud caracteŕıstica Dh de unos cuantos
diámetros de part́ıcula, de modo que la contribución de la integral de superficie se vuelve
apreciable.

5.2.2. Promedio de la ecuación de movimiento en la zona no-
movilizada

Aśı como se obtuvo una ecuación de movimiento promedio para la zona movilizada, debe
existir una ecuación complementaria para la zona no-movilizada. Para obtenerla se puede
atender a la tercera ley de Newton. Luego, como la integral de superficie en (5.10) representa
la fuerza de fricción entre ambas zonas, la ecuación complementaria es:

0 =
∂〈σij〉s
∂xj

− 〈ρ〉sgi −
ˆ
∂V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj. (5.15)

Además, como en ambas zonas se asume aceleración nula, se sigue que:

fi ≡
∂〈σij〉m
∂xj

− 〈ρ〉mgi = −
∂〈σij〉s
∂xj

+ 〈ρ〉sgi, (5.16)

donde fi es la fuerza de volumen promedio que actúa sobre la zona movilizada.
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5.2.3. Fuerza de fricción

Para expresar convenientemente la fuerza de fricción, se puede observar que:

0 =
∂σij

∂xj
− ρgi → 0 =

〈
∂σij

∂x′j

〉
m

− 〈ρ〉mgi. (5.17)

Si ahora se restan las ecuaciones (5.17) y (5.14) se obtiene la siguiente representación para
la fuerza de fricción:

ˆ
∂V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj =

〈
∂σij

∂x′j

〉
m

−
∂〈σij〉m
∂xj

. (5.18)

Este resultado sugiere que la fuerza de fricción en la interfaz entre ambas zonas se puede
representar como función de las fluctuaciones de la divergencia del estado tensional en rela-
ción a su valor promedio. De este modo, si las fluctuaciones son lo suficientemente grandes
pueden originar un desplazamiento local y relativo entre las part́ıculas. Ahora bien, en el
desarrollo precedente se ha asumido que la contribución de la aceleración de las part́ıcu-
las es despreciable. De no asumir este postulado se debeŕıa incorporar un término del tipo
∼ 〈ρdv/dt〉m − ρd〈v〉/dt a la ecuación (5.18), que conllevaŕıa a efectos inerciales originados
en la rotación del conjunto de part́ıculas, con una magnitud despreciable6.

5.2.4. Representación tensor σ

Para expresar de forma conveniente el tensor de esfuerzos, se puede comenzar por atender
a que, en principio, la fuerza de fricción se desvanece cuando la velocidad relativa es nula,
ya que ambas zonas se vuelven indistinguibles entre śı. Esta hipótesis motiva la siguiente
descomposición para el tensor de esfuerzos en la zona movilizada:

σij(x
′) = 〈σij〉m(x) + ∆σij(x

′) + δσij(x
′) con 〈∆σij〉m(x) = 0. (5.19)

Con esta descomposición se sigue que la fuerza de fricción (ecuación 5.18) puede ser expresada
como:

ˆ
∂V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj =

〈
∂δσij

∂x′j

〉
m

+

[〈
∂∆σij

∂x′j

〉
m

−
∂〈σij〉m
∂xj

]
. (5.20)

Bajo la hipótesis de que la fuerza de fricción y la velocidad relativa se anulan en conjunto,
y asumiendo que sólo δσij(x

′) es función de la velocidad relativa, se sigue necesariamente
que el término entre corchetes en el lado derecho de la ecuación (5.20) debe ser nulo. Para
conseguir este resultado es posible expandir ∆σ(x′) a primer orden, adoptando la siguiente
forma simétrica:

∆σij = β

(
x′i
∂〈σjl〉m
∂xl

+ x′j
∂〈σil〉m
∂xl

)
+ αx′k

∂〈σkl〉m
∂xl

δij. (5.21)

6Refiérase a la expresión de Nicot y col. 2013 para el tensor de esfuerzos.
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Para anular el término entre corchetes en el lado derecho de la ecuación (5.20) se sigue que
las constantes deben satisfacer la condición7:

∂∆σij

∂x′j
= β

(
δij
∂〈σjl〉m
∂xl

+ δjj
∂〈σil〉m
∂xl

)
+ αδjk

∂〈σkl〉m
∂xl

δij

= β

(
∂〈σil〉m
∂xl

+ n
∂〈σil〉m
∂xl

)
+ α

∂〈σil〉m
∂xl

= β(1 + n)
∂〈σij〉m
∂xj

+ α
∂〈σij〉m
∂xj

=
∂〈σij〉m
∂xj

→ β(1 + n) + α = 1.

(5.22)

Es claro que se requiere de una condición adicional para determinar ambas constantes. Una
posible elección es imponer una restricción sobre la traza del tensor ∆σ, en cuyo caso se debe
considerar el siguiente resultado:

∆σmm = β

(
x′m

∂〈σml〉m
∂xl

+ x′m
∂〈σml〉m
∂xl

)
+ αx′m

∂〈σml〉m
∂xl

δmm

= 2βx′m
∂〈σml〉m
∂xl

+ nαx′m
∂〈σml〉m
∂xl

= (2β + nα)x′m
∂〈σml〉m
∂xl

.

(5.23)

Ahora bien, sustituyendo la expresión para σij(x
′) entregada en la ecuación (5.19) sobre la

ecuación de balance de momentum, y teniendo en consideración la condición impuesta sobre
∆σij(x

′) por la ecuación (5.22) se sigue que:

0 =
∂σij

∂x′j
− ρgi

=
∂∆σij

∂x′j
+
∂δσij

∂x′j
− ρgi

=
∂〈σij〉m
∂xj

− ρgi +
∂δσij

∂x′j

≈
∂〈σij〉m
∂xj

− 〈ρ〉mgi +
∂δσij

∂x′j
donde ρ ≈ 〈ρ〉m

= fi +
∂δσij

∂x′j
,

(5.24)

donde se ha aproximado el valor de la densidad a través de su valor promedio, y se ha
utilizado la definición entregada en (5.16) para la fuerza de volumen f . Luego, para encontrar

7 La variable n corresponde al número de dimensiones espaciales. Su valor emerge de la identidad δii = n.
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una expresión para δσ se puede seguir un procedimiento análogo al utilizado para ∆σ en la
ecuación (5.21), sustituyendo ∂j〈σij〉m por −fi, e imponerse condiciones como las utilizadas
en las ecuaciones (5.22) y (5.23) sobre las dos constantes α y β involucradas. Atendiendo a
que δσ es (por definición) función de la velocidad relativa, se asumirá con traza nula, a la vez
que ∆σ se asumirá hidrostático. Aśı, ambas contribuciones al tensor de esfuerzos de la zona
movilizada pueden ser expresadas a primer orden a través de:

∆σij(x
′) = (σkk(x

′)− 〈σkk〉m(x))
δij

n

= x′k
∂〈σkl〉m
∂xl

δij (β = 0 y α = 1)

δσij(x
′) = τij(x

′)− 〈τij〉m(x)

= −
n

n(n+ 1)− 2

(
x′ifj + x′jfi −

2

n
x′kfkδij

) (
β =

n

n(n+ 1)− 2
y α = −

2

n

)
.

(5.25)

Sustituyendo ambas expresiones en la ecuación (5.24) se obtiene la siguiente forma simétrica
para el tensor de esfuerzos en la zona movilizada:

σij(x
′) = 〈σij〉m + x′k

∂〈σkl〉m
∂xl

δij −
n

n(n+ 1)− 2

(
x′ifj + x′jfi −

2

n
x′kfkδij

)
. (5.26)

5.2.5. Representación tensor γ̇

Para expresar la fuerza de fricción como una función de la velocidad relativa se requiere
previamente relacionar el tensor de esfuerzos σij(x

′) con la tasa de deformación de la zona
en movimiento. Si se trabaja bajo la hipótesis de que el medio se encuentra en un estado de
equilibrio ĺımite, σij(x) poseerá superficies de deslizamiento orientadas a ±(45o − φo/2) del
esfuerzo principal mayor, presentando igual magnitud y signo opuesto en cada uno de ellos. A
causa de esta alternancia en el sentido y dirección de los esfuerzos de corte, se puede asumir
que para el desplazamiento relativo de las part́ıculas en la zona movilizada sólo influye la
variación local en el tensor de esfuerzos, de modo que es posible admitir una dependencia del
tipo:

δσij =
µP γ̇ij

‖γ̇‖
+ νργ̇ij si δσ2 > (µP )2. (5.27)

Aśı, el primer término describe la presencia de un esfuerzo de fluencia, caracterizado por un
coeficiente de fricción µ, en tanto que el segundo corresponde a una contribución viscosa,
caracterizado por una viscosidad cinemática ν. Para invertir esta relación y expresar γ̇ en
función de δσ se comienza por relacionar los invariantes de ambas magnitudes. Asumiendo
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que se cumple la condición δσ ≥ µP , se tendrá:

δσ2 = δσijδσij

=

(
n

n(n+ 1)− 2

)2(
x′ix
′
ifjfj + x′jx

′
jfifi +

4

n
(x′kfk)

2
+ 2 (x′ifi)

(
x′jfj

)
−

8

n
(x′kfk) (x′ifi)

)

=

(
n

n(n+ 1)− 2

)2(
2x′ix

′
ifjfj + 2x′ix

′
jfifj −

4

n
x′ix
′
jfifj

)

=

(
n

n(n+ 1)− 2

)2

2‖f‖2x′i

(
δij +

(
1−

2

n

)
fifj

‖f‖2

)
x′j

=

(
µP

γ̇
+ νρ

)2

γ̇ij γ̇ij = (µP )2 + 2(µP )(νρ)γ̇ + (νρ)2γ̇2.

(5.28)

Por otro lado, definiendo las magnitudes

ζij ≡ δij +
n− 2

n

fifj

‖f‖2
y rc ≡

n(n+ 1)− 2
√

2n

µP

‖f‖
, (5.29)

se sigue que el invariante de la tasa de deformación corresponde a:

0 = γ̇2 + 2

(
µP

νρ

)
γ̇ +

(
µP

νρ

)2(
1−

x′iζijx
′
j

r2
c

)
→ γ̇ =

√x′iζijx
′
j

r2
c

− 1

(µP
νρ

)
. (5.30)

Finalmente, sustituyendo este resultado en la ecuación (5.27) e invirtiendo la relación, se
obtiene la siguiente representación para el tensor de tasa de deformación:

νργ̇ij =

−
n

n(n+ 1)− 2

(
1−

rc√
x′iζijx

′
j

)(
x′ifj + x′jfi −

2

n
x′kfkδij

)
si x′iζijx

′
j ≥ r2

c

0 si x′iζijx
′
j < r2

c

(5.31)
Donde se ha atendido a que la condición δσ ≥ µP se cumple para x′iζx

′
j ≥ r2

c , por lo que las
part́ıculas al interior de la región x′iζx

′
j ≤ r2

c se desplazan a velocidad constante.

5.2.6. Solución anaĺıtica caso bidimensional

Para un problema bidimensional (n = 2) la ecuación (5.31) se reduce a:

γ̇ij =

−
1

2νρ

(
1−

rc

r

)(
x′ifj + x′jfi − x′kfk

)
δij si r ≥ rc

0 si r < rc

. (5.32)
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Si se escoge un sistema de coordenadas tal que el eje ŷ se oriente en la dirección de la fuerza,
se sigue que en la región con r ≥ rc las componentes del tensor de velocidad de deformación
serán:

γ̇xx =
1

2νρ

(
1−

rc

r

)
y′fy , γ̇yy = −

1

2νρ

(
1−

rc

r

)
y′fy y γ̇xy = −

1

2νρ

(
1−

rc

r

)
x′fy.

(5.33)
Para integrar estas ecuaciones basta con preocuparse de la componente orientada en la mis-
ma dirección que la fuerza, ya que la otra originará un flujo neto nulo. Aśı, la segunda
igualdad sugiere que ∂y′v = −(1/2νρ)(1− rc/r)y′fy teniendo por solución v = v0 + v1(x′) +
(fy/2νρ)(rcr − y2/2). Para ser consistentes con la tercera igualdad se propone el ansatz
v1(x′) = −(fy/2νρ)x′2/2, obteniendo la solución:

v = v0 +
fy

2νρ

(
rcr −

r2

2

)
si r ≥ rc. (5.34)

Finalmente, v0 se determina imponiendo la condición de borde v(r = Dh) = 0, permitiendo
encontrar la siguiente solución para la componente de la velocidad en la dirección de la fuerza:

ρv =



fyD
2
h

8ν

2rc

Dh

(
2r

Dh

− 1

)
−

1

2

( 2r

Dh

)2

− 1

 si r ≥ rc

fyD
2
h

16ν

1− 2

(
2rc

Dh

)
+

(
2r

Dh

)2
 si r < rc

(5.35)

En general, la solución para v requiere contar con términos de potencia impar en x′ para
cumplir las tres igualdades presentadas en (5.33) junto a la condición de incompresibilidad
(de ser requerida). Sin embargo, potencias impares en x′ e y′ no contribuyen a un flujo neto
de part́ıculas, por lo que resulta más conveniente utilizar el valor promedio de la velocidad.
Promediando la solución encontrada para v sobre un disco de radio Dh/2 se tiene:

〈ρv〉m =
4

πD2
h

ˆ 2π

0

ˆ Dh/2

0

drdθvr

=
fy

ν


ˆ Dh/2

rc

dr

2rc

Dh

(
2r

Dh

− 1

)
−

1

2

( 2r

Dh

)2

− 1

 r
+

ˆ rc

0

dr

2

1− 2

(
2rc

Dh

)
+

(
2r

Dh

)2
 r


=
fyD

2
h

32ν

1−
4

3

(
µP

Dh|fy|

)
+

1

3

(
µP

Dh|fy|

)4
 si

Dh|fy|
µP

≤ 1, y 0 en otro caso.

(5.36)
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Es inmediato observar que el término entre corchetes es función del número adimensional
Y introducido en la sección precedente, proporcionando un sustento teórico claro para su
definición. Más aún, la ecuación anterior puede ser expresada como:

0 = fy −
32ν〈ρv〉m
D2
hχ

, (5.37)

con la función χ dada por:

χ =

1−
4

3

(
Y0

Y

)
+

1

3

(
Y0

Y

)4

si Y ≤ Y0

0 si Y < Y0

(5.38)

A partir de la definición entregada en (5.16) para la fuerza de volumen f , y la ecuación de
movimiento promedio para la zona movilizada, se sigue que la contribución de la integral de
superficie de los esfuerzos entre las zonas movilizada y estática puede ser expresada en la
forma: ˆ

V
d2x′W(x− x′)σij(x

′)nj = −
32ν〈ρvi〉m
D2
hχ

. (5.39)

Luego, es claro que la densidad de flujo de part́ıculas corresponde a la forma general presen-
tada en la ecuación (5.10) al comienzo de este caṕıtulo. Esto es:

j = −
D2

50

32Y 2
0 ν
χ(−∇ · 〈σ〉m + 〈ρ〉mg). (5.40)

La principal desventaja de este resultado es que no proporciona información relativa a las
componentes medias del tensor de esfuerzos, por lo que se requiere de una hipótesis adicional
o cálculo previo de sus componentes, lo que se puede conseguir al asumir que mantienen la
relación existente en una condición de equilibrio ĺımite.

5.3. Aplicación al flujo en silos

Para la validación de las ecuaciones de flujo gravitacional, se utilizarán los resultados
experimentales obtenidos por Fullard, Breard y col. 2019 utilizando la técnica Particle Image
Velocity (PIV) para los campos de velocidad en un silo con una y dos aberturas. El sistema
experimental utilizado por los autores (Figura 5.5-a) consistió en un silo rectangular de ancho
W = 200 mm, altura H = 350 mm y profundidad D = 15 mm, con dos aberturas basales.
Las aberturas basales teńıan un tamaño de D0 = 14 mm y estaban ubicadas simétricamente
a ambos lados del eje del silo, espaciadas a diferentes distancias L. Las part́ıculas utilizadas
teńıan un diámetro medio de 2, 15 mm. El promedio de los campos de velocidad estacionarios
calculados a partir de PIV se muestran en la Figura 5.5 para el caso de una sola abertura de
D = 14 mm, y 4 casos donde hay dos aberturas separadas por una distancia de L = 1−4−16
y 48 mm.
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Figura 5.5: (a) Esquema de la configuración experimental utilizada por Fullard, Breard
y col. 2019. Las dimensiones del silo fueron W = 200 mm, H = 350 mm y D = 15 mm
(profundidad).(b-c) Perfiles de velocidad vertical (b) y horizontal (c) recuperados a alturas
que van desde 0,0046 a 0,233 m, para el tamaño de abertura de D0 = 14 mm. (d-h) Magnitud
de velocidad para una abertura basal de tamaño D0 = 14 mm, y dos aberturas basales de
tamaño D0 = 14 mm separadas por una distancia de L = 1− 4− 16− 48mm.

En la Figura 5.5-b y Figura 5.5-c se muestran ambas componentes de la velocidad, refe-
ridas a diferentes alturas sobre la abertura de extracción para el caso de una sola abertura
con D0 = 14 mm. Cualitativamente, ambas componentes son simétricas alrededor del eje
de la abertura y los perfiles de velocidad vertical se asemejan a distribuciones gaussianas
hasta una altura del orden de 0,108− 0,171 m, luego de la cual se aplana en la zona central.
Además, para aberturas relativamente espaciadas (Figura 5.5-e) los flujos se comportan de
forma aislada; para espaciamientos intermedios, existe una zona de interferencia constructiva
(Figura 5.5-fg ), y para espaciamientos cortos ambas aberturas se comportan como una sola
(Figura 5.5-h).

Para visualizar el acuerdo entre los resultados de Fullard, Breard y col. 2019 y el modelo
cinemático, en la Figura 5.6-a se presentan gráficos de superficies del parámetro de longitud
de difusión cinemática d = −vx/(∂vy/∂x) para el caso de una sola apertura de D = 14
mm, y 4 casos donde hay dos aberturas separadas por una distancia de L = 1 − 4 − 16
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Figura 5.6: Longitud de difusión para los experimentos de Fullard, Breard y col. 2019 con
una abertura basal de tamaño D0 = 14 mm y dos aberturas basales de tamaño D0 = 14 mm
separadas por una distancia de L = 1 − 4 − 16 − 48mm. La longitud de difusión se obtuvo
mediante la relación cinemática d = −vx/(vy/x) usando diferencias centrales para la derivada
parcial.

y 48 mm. Es posible visualizar que d toma múltiples valores, variando tanto con la altura
como la distancia horizontal a las aberturas. De este modo, los resultados de Fullard, Breard
y col. 2019 exhiben los principales resultados ya reportados por otros autores para el flujo de
material granular en silos.

Para aplicar el resultado obtenido para la densidad de flujo de part́ıculas (ecuación 5.40)
se debe comenzar por estimar la relación entre las componentes del tensor de esfuerzos. Para
un estado de empuje activo en que las part́ıculas son impulsadas en la dirección favorecida
por la gravedad, el esfuerzo principal mayor será el vertical (Kamrin 2008). Aśı:

σxx = −(1− sinφ)P , σyy = −(1 + sinφ)P y σxy ∼ 0. (5.41)

A partir de donde se sigue que las magnitudes relevantes del modelo se encuentran determi-
nadas por:

Y

Y0

=
D50

Y0 sinφh

(1− sinφ)2(∂xh)2 + (1 + sinφ)2

(
∂yh+

1

1 + sinφ

)2
1/2

u = −u0χ(1− sinφ)∂xh

v = −u0χ(1 + sinφ)

(
∂yh+

1

1 + sinφ

)
con h =

P

ρg
y u0 =

gD2
50

32Y 2
0 ν
.

(5.42)

Este conjunto de ecuaciones es implementado en el software de elementos finitos COM-
SOL Multiphysics asumiendo la condición de incompresibilidad, con el objetivo de reproducir
los resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 para el campo de velocidad. Las
condiciones de borde utilizadas fueron: velocidad horizontal nula en paredes horizontales del
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silo; velocidad vertical nula en base del silo; presión nula en la abertura superior del silo;
velocidad descendente fija en la abertura de extracción (igual al valor experimental). Ver
Figura 5.7-(b). La última condición se prefirió por sobre la de presión nula a causa de la
limitación propia de un modelo continuo para capturar los efectos de creación y destrucción
de cadenas de esfuerzos en la cercańıa de la abertura del silo.

Los parámetros ajustables del modelo corresponden a u0 = gD2
50/32Y 2

0 ν y Y0. El prime-
ro de estos posee unidades de velocidad, por lo que una primera estimación de su valor es
∼
√
gD50, a la vez que para Y0 se estimaron valores inferiores a la unidad. El ángulo de

fricción interna se supuso como φ = 30o, un valor t́ıpico para el tipo de materiales utiliza-
dos en el experimento89. Tanto u0 como Y0 fueron modificados de forma iterativa, buscando
ajustar la geometŕıa de la Zona de Extracción (EZ)10. Para obtener la EZ experimental, se
implementó el método de Runge Kutta de cuarto orden en el software MATLAB, a través
del cual se integraron las trayectorias a partir de los campos de velocidad de Fullard, Breard
y col. 2019.

Con el objetivo de comparar los resultados predichos por el modelo desarrollado en el
presente trabajo y aquellos del tipo cinemáticos, también se implementó numéricamente el
modelo de R.M. Nedderman 2005 a través del software COMSOL Multiphysics. Las condi-
ciones de borde utilizadas fueron: velocidad horizontal nula en paredes horizontales del silo;
velocidad vertical nula en base del silo; velocidad vertical sin variación vertical en la zona
superior del silo; velocidad descendente fija en la abertura de extracción (igual al valor expe-
rimental). Ver Figura 5.7-(b). En cuanto al parámetro de longitud de difusión, se asumió un
valor de 2, 5 veces el D50 de las part́ıculas para todos los experimentos.

La calibración fue realizada para 13 de los 14 experimentos de Fullard, Breard y col.
2019, incluyendo el de abertura única con D0 = 14 mm y los de doble abertura espaciados a
L = 0,50− 0,75− 1,00− 1,25− 1,50− 2,00− 4,00− 8,00− 16,00− 32,00− 48,00− 80,00 mm.
Se descartó el experimento con D0 = 28 mm a causa del alto valor de las velocidades alcan-
zadas en la abertura de descarga en comparación con los demás experimentos. Los valores
utilizados en la calibración del modelo se resumen en la Tabla 5.1. Es interesante observar
que en todos los casos u0 ≈

√
gD50 = 0, 15 ms−1 en tanto que Y0 = 0,06 < 1. Luego, como

Y0 = Dh/D50 se obtiene un diámetro hidráulico para el conjunto de part́ıculas en movimiento
de Dh ∼ 17D50 = 4 mm.

En la Figura 5.8 se presenta una comparación entre zonas de extracción (EZ) para dife-
rentes instantes de tiempo entre los resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019
(puntos), modelo propuesto (ĺıneas negras) y modelo cinemático (ĺıneas rojas). En general,

8En experimentos previos utilizando el mismo material como material granular Fullard, Davies y col. 2016
reportan un ángulo de 30o.

9El ángulo de fricción generalmente se encuentra en un rango entre los 20o a 30o para part́ıculas esféricas, y
alcanza valores del orden de los 50o para algunos materiales anisótropos altamente angulares R.M. Nedderman
2005.

10Corresponde a la superficie formada por la posición original de las part́ıculas que salen de la abertura de
extracción en un tiempo dado.
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Cuadro 5.1: Parámetros utilizados en ajuste del modelo a campos de velocidad experimentales
de Fullard, Breard y col. 2019.

Modelo u0 = gD2
50/32Y 2

0 ν ms−1 Y0

D0 = 14 mm 0,1 0,06
L = 0, 50 mm 0,2 0,06
L = 0, 75 mm 0,2 0,06
L = 1, 00 mm 0,2 0,06
L = 1, 25 mm 0,2 0,06
L = 1, 50 mm 0,2 0,06
L = 2, 00 mm 0,2 0,06
L = 4, 00 mm 0,2 0,06
L = 8, 00 mm 0,2 0,06
L = 16, 00 mm 0,2 0,06
L = 32, 00 mm 0,2 0,06
L = 48, 00 mm 0,2 0,06
L = 80, 00 mm 0,1 0,06

se observa que el modelo propuesto logra capturar de forma cualitativamente correcta la
geometŕıa de la EZ en todos los escenarios, presentando un buen acuerdo con las obtenidas
a partir de los campos de velocidad experimental. Es interesante observar que el modelo
propuesto también reproduce un efecto no lineal de interacción en las EZ de cada abertura,
el cual se puede describir como un alargamiento de los elipsoides para un espaciamiento in-
termedio (f-g) y una geometŕıa similar a un huevo a espaciamientos mayores (h)11. La mejora
en la descripción de la EZ lograda por el modelo propuesto en relación al modelo cinemático
resulta evidente en todos los escenarios.

𝑃 = 0

𝑢 = 0

𝑣 = 0 𝑣 = 𝑣′

𝜕!𝑣 = 0

𝑢 = 0

𝑣 = 0 𝑣 = 𝑣′

(𝐚) (𝐛)

Figura 5.7: Campo de presión predicho por el modelo propuesto para (a) una sola abertura
de tamaño D0 = 14 mm, y (b-h) dos aberturas de tamaño D0 = 14 mm separadas por una
distancia de L = 1− 2− 4− 8− 16− 32− 80 mm.

11Este efecto posiblemente se deba a la cercańıa de las EZ con las paredes del silo.
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Figura 5.8: Condiciones de borde modelos numéricos. (a) Condiciones aplicadas en modelo
elaborado en el presente trabajo. (b) Condiciones de borde aplicadas en modelo cinemático.
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En la Figura 5.9 se presenta una comparación entre los perfiles de velocidad vertical para
diferentes instantes de tiempo entre los resultados experimentales de Fullard, Breard y col.
2019 (puntos), modelo propuesto (ĺıneas negras) y modelo cinemático (ĺıneas rojas). En gene-
ral se observa que el modelo propuesto logra capturar de forma cualitativamente correcta los
perfiles de velocidad en todos los escenarios, presentando las mayores diferencias en las zonas
cercanas a las aberturas de extracción. Una situación similar se observa en la Figura 5.10
para los perfiles de velocidad horizontal. No obstante, al comparar los resultados del modelo
propuesto con los predichos por el modelo cinemático, se logra observar una mejora sustan-
cial en la descripción de ambas componentes del campo de velocidad para todos los escenarios.

Las diferencias observadas entre los perfiles de velocidad experimentales de Fullard, Breard
y col. 2019 y el modelo propuesto pueden tener origen en una limitación del modelo para
representar adecuadamente las zonas que presentan elevadas tasas de deformación, como
ocurre en las cercańıas de las aberturas de extracción. Este aspecto es esperable, ya que
concentra las magnitudes de velocidad y variaciones espaciales más elevadas, presentando un
régimen de tipo inercial para extracciones continuas, no del tipo cuasi-estático. Por otro lado,
también se hacen notar los siguientes aspectos:

El modelo logra reproducir adecuadamente las zonas de extracción, lo que sugiere que
reproduce de forma adecuada la trayectoria de las part́ıculas a lo largo del silo, en las
zonas en que se espera sea aplicable (régimen cuasi-estático).

Se ha utilizado una función χ (ecuación 5.38) calculada asumiendo una descripción
continua del medio granular a escalas menores a Dh, aun cuando a estas distancias la
naturaleza del medio es discreta.

Se ha asumido una orientación vertical uniforme para el esfuerzo principal mayor, aun
cuando presenta un cambio en su orientación en las zonas estáticas (Kamrin 2008).

Se ha asumido la condición de incompresibilidad para la implementación numérica del
modelo, aspecto cuestionable cerca de las aberturas de extracción.

No se han incorporado efectos de fricción con las paredes frontal y trasera del silo.

En general se observa que los resultados de la validación experimental resultan promete-
dores, sugiriendo que el mecanismo de flujo descrito por el modelo propuesto posee un rol
fundamental en la descripción de estados cuasi-estáticos.

En la Figura 5.11 se presenta el campo de presiones predicho por el modelo propuesto.
La presión es normalizada a la altura de columna del silo, mostrando un decaimiento en las
zonas de flujo similar a lo reportado por Staron y col. 2014 mediante simulaciones discretas
y la implementación de la reoloǵıa µ(I).

En la Figura 5.12 se presenta una serie de sensibilizaciones del modelo, todas ellas elabo-
radas para el experimento de extracción con una abertura aislada de tamaño D0 = 14 mm de
Fullard, Breard y col. 2019. Los resultados se encuentran expresados en términos del ancho
WIEZ y la altura de la zona de extracción HIEZ (ejes principales de la elipse de extracción).
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Tanto WIEZ como HIEZ fueron extráıdos del modelo numérico para diferentes instantes de
tiempo, lo que permitió elaborar las curvas WIEZ = WIEZ(HIEZ) ilustradas. El caso base
de comparación (ĺınea negra segmentada) consideró para los parámetros libres del modelo
u0 = 0, 1 ms−1 y Y0 = 0, 06, en cuanto a las dimensiones se adoptó H = 0, 5 m (experimental
de 0, 35 m) y W = 0, 2 m, y para las propiedades del medio se utilizó φ = π/6, D50 = 2, 15
mm. Además, se consideró una velocidad de descarga de v = 0, 2 ms−1.

En la Figura 5.12 (a-b) se presentan los resultados de la sensibilización para variaciones
en los parámetros u0 y Y0. En ambos casos se observa que un aumento en sus valores con-
lleva a una disminución en el ancho de la zona de extracción, o incremento en la esbeltez de
la elipse de extracción. Es interesante observar que las Figuras 5.12 (a) y (b) son bastante
similares, por lo que un incremento o disminución en el valor de una de estas variables posee
un efecto similar a un incremento o disminución de la otra. Ahora bien, lo esperable es que
Y0 ∼ 0, 1 si se asume que corresponde al cociente entre el diámetro medio de part́ıcula y el
diámetro hidráulico del grupo de part́ıculas movilizadas, no obstante, también es posible que
el coeficiente de fricción µ sea en realidad una fracción del coeficiente de fricción del medio
granular, de modo que Y0 < D50/Dh. Si este fuese el caso, el efecto de una disminución en
Y0 se ve aminorado por un incremento en u0.

En la Figura 5.12 (c-d) se presentan los resultados de la sensibilización para variaciones
en el largo y ancho del silo. En ambos casos se observa que un incremento de sus valores
casi no posee efectos apreciables sobre los resultados. En principio, esto se debe a que las
dimensiones del silo fueron escogidas experimentalmente para evitar posibles efectos de borde.

En la Figura 5.12 (e-f) se presentan los resultados de la sensibilización para variaciones en
el ángulo de fricción y diámetro de part́ıcula. Para el ángulo de fricción se escogieron valores
desde los 22,5o a los 45o, permitiendo observar una disminución en el ancho de la zona de
extracción al incrementar el ángulo de fricción. En cuanto al diámetro medio de part́ıcula
se escogieron valores entre los 1, 07 mm y 5, 37 mm (0,5 y 2,5 veces el diámetro medio de
part́ıcula utilizado en los experimentos), permitiendo observar un aumento en el ancho de la
zona de extracción al incrementar el diámetro de part́ıcula.

Finalmente, en la Figura 5.12 (g) se presentan los resultados de la sensibilización para
variaciones en la velocidad de extracción. Se observa un aumento en el ancho de la zona de
extracción al incrementar la velocidad de extracción (equivalente a un incremento en la tasa
de extracción). Este resultado sugiere que, al menos para el modelo elaborado, los resultados
de extracciones continuas no son iguales a los obtenidos mediante extracciones discretas. No
obstante, se debe tener en consideración que en extracciones discretas la velocidad de cáıda
de las part́ıculas se comporta como un pulso que toma un valor elevado por un pequeño
intervalo de tiempo, y no como una función uniforme con un valor de pequeña magnitud.
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Figura 5.9: Comparación de perfiles de velocidad vertical para diferentes alturas entre los
resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 (puntos), modelo propuesto (ĺıneas
negras) y modelo cinemático (ĺıneas rojas) para (a) una sola abertura de tamaño D0 = 14
mm, y (b-h) dos aberturas de tamaño D0 = 14 mm separadas por una distancia de L =
1− 2− 4− 8− 16− 32− 80 mm.
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Figura 5.10: Comparación de perfiles de velocidad horizontal para diferentes alturas entre
los resultados experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 (puntos), modelo propuesto
(ĺıneas negras) y modelo cinemático (ĺıneas rojas) para (a) una sola abertura de tamaño
D0 = 14 mm, y (b-h) dos aberturas de tamaño D0 = 14 mm separadas por una distancia de
L = 1− 2− 4− 8− 16− 32− 80 mm.
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Figura 5.11: Campo de presión predicho por el modelo propuesto para (a) una sola abertura
de tamaño D0 = 14 mm, y (b-h) dos aberturas de tamaño D0 = 14 mm separadas por una
distancia de L = 1− 2− 4− 8− 16− 32− 80 mm.
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Figura 5.12: Sensibilidad del modelo expresada en términos de las dimensiones de la zona
de extracción para una abertura aislada (IEZ). En (a-b) modificación en los parámetros u0

y Y0 introducidos por el modelo. En (c-b) modificación en las dimensiones H (altura) y W
(ancho) del silo. En (e-f) modificación en las propiedades del material φ (ángulo de fricción
interna) y D50 (diámetro de part́ıcula). En (g) modificación en la velocidad v de las part́ıculas
a través de la abertura (tasa de extracción). Caso base considera u0 = 0, 1 ms−1, Y0 = 0, 06,
H = 0, 5 m (experimental de 0, 35 m), W = 0, 2 m, φ = π/6, D50 = 2, 15 mm, y v = 0, 2
ms−1. Abertura de tamaño fijo con D0 = 14 mm.
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5.4. Aplicación al flujo en planos inclinados

Si bien el objetivo principal de este trabajo es elaborar un modelo f́ısico-matemático para
el estudio del flujo gravitacional en silos, su validez no se limita a dicha geometŕıa. Debido
a lo anterior, resulta particularmente ilustrativo estudiar su aplicabilidad al estudio del flujo
en un plano inclinado, en que la simplicidad de las ecuaciones permite derivar expresiones
anaĺıticas. Con esta finalidad se utilizan los resultados experimentales obtenidos Wang y col.
2019 utilizando la técnica Particle Tracking Velocimetry (PTV) para medir la velocidad de
algunas part́ıculas. El sistema experimental utilizado por los autores consistió en un canal
largo y angosto como se ilustra en la Figura 5.13-a. Consiste en dos placas de vidrio (50 cm
x 50 cm) que están separadas por espaciadores de polietileno para producir un espacio de 5
mm. El aparato se puede dividir en dos regiones, una tolva superior donde se almacenan las
part́ıculas para su descarga, y un canal inferior con una inclinación de 20o menor al ángulo de
reposo del material. El material granular utilizado consistió en esferas de vidrio polidispersas
de densidad ρs = 2490 kg/m3 con diámetros medios de 1,31, 1,99 y 2,37 mm. Las densidades
ρ medidas para el medio fueron de 1547±15, 1484±3 y 1480±11 kg/m3, y los ángulos de
reposo fueron de 21,1±1,2o, 21,7±0,9o y 23,2±1,1o para para los diámetros de 1,31, 1,99 y
2,37 mm, respectivamente.
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Figura 5.13: (a) Esquema de la configuración experimental utilizada por Wang y col. 2019.
Se distingue una zona de flujo de espesor δy ubicada por sobre una región estática. (b) Perfiles
de velocidad t́ıpicamente observados en la zona de flujo. Ćırculos corresponden a mediciones
experimentales y ĺınea segmentada a ajuste de tipo parabólico propuesto por los autores. (c)
Relación entre el caudal adimensional y el ángulo de inclinación de la zona de flujo. Ćırculos
corresponden a mediciones experimentales y ĺınea segmentada a tendencia reportada por
otros autores (MiDi 2004).

En la Figura 5.13-a se ilustra la formación de una región de flujo de pequeño espesor direc-
tamente por sobre una región que permanece estática. El perfil de velocidad t́ıpico observado
se presenta en la Figura 5.13-b, donde los ćırculos representan mediciones experimentales,
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y la ĺınea negra corresponde al ajuste parabólico propuesto por los autores. En la Figura
5.13-c se presentan resultados para el caudal adimensional en función del ángulo de la zona
de flujo, donde los ćırculos representan mediciones experimentales, y la ĺınea negra continua
corresponde a la tendencia reportada por el trabajo colectivo de otros autores (MiDi 2004).

Para unificar los resultados obtenidos para los perfiles de velocidad, Wang y col. 2019 pro-
ponen un modelo hidrodinámico aplicable en la región de flujo, con una viscosidad aparente
definida por

η = a

(
1

γ̇
− b

)
,

con a y b parámetros dependientes del sistema. Resolviendo la ecuación de balance de momen-
tum resultante, e imponiendo como condiciones de borde u(y = δy) = 0 y du/dy(y = δy) = 0,
los autores concluyen que el perfil de velocidad adquiere la forma parabólica:

u = −
δy

b

(
1−

y

δy

)2

.

A la vez que la viscosidad aparente corresponde a:

η = ρgδy

1

γ̇
−

1

2k

√
D50

g

 sin θ.

donde k es una constante. Este modelo se asemeja al de un fluido de Bingham con esfuerzo
de fluencia ρgδy sin θ y viscosidad negativa −(2 sin θ/k)

√
D50/g. Este último aspecto resulta

preocupante, ya que conlleva a una violación de la segunda ley de la termodinámica para
γ̇ > 1/b = 2k

√
g/D50 (viscosidad negativa).

Para aplicar el modelo elaborado en este trabajo, se comienza por escribir las ecuaciones
de balance de momentum (5.40 y 5.38). A partir del esquema y ejes coordenados ilustrados
en la Figura 5.13-a se sigue que para condiciones estacionarias:

0 = −∂yP + ∂xτxy − ρg cos θ

0 = −∂xP + ∂yτxy + ρg sin θ −
32Y 2

0 ν

D2
50χ

ρu.
(5.43)

Asumiendo un perfil horizontalmente homogéneo, se sigue que la presión se encuentra dada
por:

P = ρg cos θy. (5.44)

Ahora bien, las zonas de flujo y estática se encuentran diferenciadas por Y = Y0, de modo
que en la zona estática τxy = −ρg sin θy. Esta igualdad no necesariamente se cumple en la
zona de flujo, en que una condición de equilibrio ĺımite requiere al menos que τxy = −µP .
Luego, en la proximidad de la zona de flujo se puede proponer:

τxy ≈ −min(ρg sin θ, µP ) = −µP. (5.45)
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Sustituyendo (5.44) y (5.45) en la definición del número de resistencia proporcionada en (5.7),
se sigue que su valor corresponde a12:

Y0

Y
=

Y0µ
′P

D50

√
(−∂yP − ρg cos θ)2 + (−∂xP + ∂yτxy − ρg sin θ)2

=
Y0µ

′P

D50|∂yτxy − ρg sin θ|

=
Y0µ

′y

D50| tan θ − µ|

=
y

δy
con δy ≡

D50| tan θ − µ|
Y0µ′

.

(5.46)

Como la condición de flujo requiere que Y > Y0, se sigue a partir de este resultado que sólo
hay flujo en la zona con y < δy. Luego, el modelo elaborado predice la existencia de la zona
de flujo. Ahora bien, asumiendo que la función χ mantiene la dependencia definida por la
ecuación 5.38, se sigue que la misma puede ser escrita en la forma:

χ = 1−
4

3

(
y

δy

)
+

1

3

(
y

δy

)4

. (5.47)

A partir de estos resultados se sigue que el perfil de velocidades corresponde a:

u =
D2

50

ρ32Y 2
0 ν
χ (−∂xP + ∂yτxy + ρg sin θ)

=
D2

50

ρ32Y 2
0 ν

(ρg sin θ − µρg cos θ)

1−
4

3

(
y

δy

)
+

1

3

(
y

δy

)4


= µµ′
gD50

32Y0ν
cos θδy

1−
4

3

(
y

δy

)
+

1

3

(
y

δy

)4
 .

(5.48)

Finalmente, para el caudal de masa se obtiene la siguiente expresión:

Q =

ˆ δy

0

dyρu

= µµ′
ρgD50

32Y0ν
cos θδ2

y

 y

δy
−

2

3

(
y

δy

)2

+
1

15

(
y

δy

)5

∣∣∣∣∣∣
δy

0

= µµ′
ρgD50

80Y0ν
cos θδ2

y

=
µ

µ′
ρgD3

50

80Y 2
0 ν

cos θ(tan θ − µ)2.

(5.49)

12Se utiliza un µ′ (primado) para distinguir al coeficiente de fricción utilizado en la definición del número
de resistencia (5.7), del coeficiente de fricción µ utilizado para expresar los esfuerzos de corte en la condición
de equilibrio ĺımite.
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A continuación, en la Figura 5.14 se presenta una comparación entre los caudales adi-
mensionales y el ángulo de inclinación de la zona de flujo para los datos experimentales de
Wang y col. 2019 (puntos) y la curva definida por la ecuación (5.49) para el modelo ela-
borado en este trabajo. Los datos experimentales fueron extráıdos directamente de Wang
y col. 2019 por medio del software Digitizelt, presentando errores del orden del tamaño de
los marcadores. En la Figura 5.14-a se presentan curvas ajustadas con dos parámetros libres,
incluyendo el coeficiente de fricción µ. En la 5.14-b se presentan curvas ajustadas con un
sólo parámetro libre, manteniendo los coeficientes de fricción fijos y definidos por los ángulos
de reposo reportados por Wang y col. 2019 para cada material (21,1o, 21,7o y 23,2o para las
part́ıculas de diámetro 1,31 , 1,99 y 2,37 mm respectivamente). Ajustes realizados por medio
del método de mı́nimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-reflective en el soft-
ware MATLAB. En general se observa un buen ajuste para la curva definida por la ecuación
(5.49), no obstante, al comparar el coeficiente de fricción calculado por mı́nimos cuadrados
(ver Figura 5.14-a) se obtiene una alta diferencia en relación al obtenido empleando el ángulo
de reposo (15, 9o versus 21, 1o). Esta diferencia puede tener origen en una disminución de la
densidad a causa del rápido desplazamiento de las part́ıculas, además de un eventual cambio
en su régimen de movimiento.
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Figura 5.14: Comparación entre caudales adimensionales y el ángulo de inclinación de la
zona de flujo para los datos experimentales de Wang y col. 2019 (puntos) y la curva definida
por el modelo elaborado en este trabajo: Q = Q0 cos θ(tan θ − µ)2. (a) Ajuste por mı́nimos
cuadrados utilizando dos parámetros libres. (b) Ajuste por mı́nimos cuadrados utilizando
un sólo parámetro libre, manteniendo los coeficientes de fricción definidos por el ángulo de
reposo del material. Valores experimentales extráıdos de Wang y col. 2019 por medio del
software Digitizelt.

En las Figuras 5.15, 5.16 y 5.17 se presenta una comparación entre los datos experimen-
tales de Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabólico ∼ (1 − y/δy)2 (ĺıneas rojas) y ajuste
mediante función χ = 1 − (4/3)(y/δy) + (1/3)(y/δy)

4 del modelo propuesto (ĺıneas negras),
para experimentos realizados con distintos diámetros de part́ıcula y caudal. Los datos experi-
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mentales fueron extráıdos directamente de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt,
presentando errores del orden del tamaño de los marcadores. Ambas funciones fueron ajusta-
das utilizando el método de mı́nimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-reflective
en el software MATLAB. En general se observa un buen ajuste de ambas curvas a los datos
experimentales. La principal diferencia es que el ajuste parabólico presenta un decaimiento
más lento cerca del borde de la zona de flujo que el obtenido por medio de la función χ del
modelo propuesto, representando mejor los datos experimentales ese sector. No obstante, el
ajuste de la función χ reproduce mejor el sector central a inicial de los datos.

Es interesante observar que el modelo parabólico (1 − y/δy)
2 = 1 − 2(y/δy) + (y/δy)

2

coincide con la expresión encontrada en la ecuación (5.35) para el perfil de velocidades interior
al grupo de part́ıculas movilizadas. Su valor corresponde a la máxima velocidad del grupo
de part́ıculas (velocidad del núcleo con r < rc). Luego, su uso en el contexto del modelo
elaborado en el presente trabajo implicaŕıa que el grupo de part́ıculas se desplaza a igual
velocidad. Esta situación conlleva a no descartar la función parabólica como una posible
elección para la función χ, ya que el cálculo utilizado en su deducción asume que existe una
región intermedia con γ̇ 6= 0, sin embargo, si esa región existe a distancias tan pequeñas
como el diámetro de part́ıcula, es de esperar que conlleve a que todas se desplacen a igual
velocidad, recuperando aśı la dependencia parabólica. En consecuencia, no se puede descartar
como posible elección una dependencia del tipo:

χ = 1− 2

(
Y0

Y

)
+

(
Y0

Y

)2

. (5.50)

Por otro lado, la relación directa entre los perfiles de velocidad y la función χ, según se ex-
presa en la ecuación (5.48), sugiere que el estudio del flujo en planos inclinados proporciona
un buen método para estudiar la dependencia de la función χ para medios granulares más
heterogéneos.
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Figura 5.15: Comparación perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimenta-
les de Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabólico ∼ (1 − y/δy)

2 (ĺıneas rojas) y ajuste
mediante función χ = 1 − (4/3)(y/δy) + (1/3)(y/δy)

4 del modelo propuesto (ĺıneas negras).
Valores experimentales corresponden a D50 = 2, 37 mm para: (a) Q/ρD50

√
gD50 = 215, 4; (b)

Q/ρD50

√
gD50 = 298, 5; (c) Q/ρD50

√
gD50 = 256, 5; y (d) Q/ρD50

√
gD50 = 466, 9. Valores

experimentales extráıdos de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt.
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Figura 5.16: Comparación perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimentales de
Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabólico ∼ (1− y/δy)2 (ĺıneas rojas) y ajuste mediante
función χ = 1 − (4/3)(y/δy) + (1/3)(y/δy)

4 del modelo propuesto (ĺıneas negras). Valo-
res experimentales corresponden a D50 = 1, 99 mm para: (a) Q/ρD50

√
gD50 = 293, 0; (b)

Q/ρD50

√
gD50 = 399, 5; (c) Q/ρD50

√
gD50 = 477, 8; y (d) Q/ρD50

√
gD50 = 642, 2. Valores

experimentales extráıdos de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt.
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Figura 5.17: Comparación perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimenta-
les de Wang y col. 2019 (puntos), ajuste parabólico ∼ (1 − y/δy)

2 (ĺıneas rojas) y ajuste
mediante función χ = 1 − (4/3)(y/δy) + (1/3)(y/δy)

4 del modelo propuesto (ĺıneas negras).
Valores experimentales corresponden a D50 = 1, 31 mm para: (a) Q/ρD50

√
gD50 = 561, 0; (b)

Q/ρD50

√
gD50 = 652, 8; (c) Q/ρD50

√
gD50 = 875, 2; y (d) Q/ρD50

√
gD50 = 1164, 6. Valores

experimentales extráıdos de Wang y col. 2019 por medio del software Digitizelt.
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5.5. Aplicación al flujo de Taylor-Couette

Para dar cuenta de la generalidad del modelo elaborado se evalúa su aplicabilidad al es-
tudio del flujo de Taylor Couette, en que los esfuerzos inducidos por un cilindro en rotación
son la fuerza motriz del movimiento. Aqúı, el material granular se encuentra confinado en-
tre cilindros verticales concéntricos de paredes rugosas, y se pone en movimiento al girar el
cilindro interior, según el esquema ilustrado en la Figura 5.18-a. Los perfiles de velocidad
t́ıpicamente observados son ilustrados en la Figura 5.18-b. Estos datos provienen de una re-
copilación realizada por MiDi 2004, originada en los trabajos de Mueth y col. 2000, Bocquet
y col. 2002, y F. da Cruz 2004.

0 2 4 8 10 126 14

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

Figura 5.18: (a) Esquema flujo de Taylor Couette en celda anular. (b) Recopilación de datos
experimentales de velocidad realizada por MiDi 2004, originada en los trabajos de Mueth
y col. 2000, Bocquet y col. 2002, y F. da Cruz 2004. Corresponde a velocidad normalizada en
función de la distancia radial al cilindro interior en rotación (normalizada al diámetro medio
de part́ıcula).

Para aplicar el modelo elaborado al flujo de Taylor-Couette, se comienza por plantear las
ecuaciones de balance de momentum en coordenadas polares. Para un estado estacionario,
despreciando las contribuciones inerciales, estas ecuaciones corresponden a:

0 = −
∂P

∂r
+

1

r

∂(rτrr)

∂r
+

1

r

∂τθθ

∂θ
−
τθθ

r

0 = −
1
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∂P

∂θ
+

1

r2

∂(r2τrθ)

∂r
+

1

r

∂τθθ

∂θ
−

32Y 2
0 ν

D2
50χ

ρuθ.

(5.51)
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Asumiendo homogeneidad es claro que τrr = τθθ = 0 y consigo que la presión permanece
constante al interior de la celda:

P (r) = P. (5.52)

En cuanto al esfuerzo de corte, la inspección de la ecuación de balance de momentum motiva
proponer el ansatz:

τrθ = A+B

(
rw

r

)2

, (5.53)

donde rw corresponde al radio del cilindro interior, y A y B son constantes que dependen de
las condiciones de borde. En principio, el valor del esfuerzo de corte aplicado en el cilindro
interior es conocido, de modo que:

τrθ(r = rw) = A+B

= µwP con µw =
τrθ(r = rw)

P
,

(5.54)

donde µw > µ corresponde a la razón de esfuerzos en el cilindro interior. Ahora bien, si la
zona de flujo posee un tamaño δr > rw, se sigue por definición que:

τrθ(r = δr) = A+B

(
rw

δr

)2

= µP.

(5.55)

Despejando la constante B en la ecuación (5.54) y sustituyendola en la ecuación (5.56) se
sigue que tanto A como B corresponden a:

A

P
= µw −

µw − µ
1− (a/δr)2

B

P
=

µw − µ
1− (a/δr)2

(5.56)

Por otro lado, la condición de flujo se encuentra determinada por el número de resistencia,
el cual se puede expresar en la forma:

Y0

Y
=

Y0µ
′P

D50

√
(∂rP )2 + (∂r(r2τrθ)/r2)2

=
Y0µ

′Pr

D502|A|
.

(5.57)

Luego, la condición Y > Y0 equivale a imponer r < δr, permitiendo encontrar el siguiente
resultado para el radio de la zona de flujo:

δr =
D502|A|
Y0µ′P

=
D502

Y0µ′

∣∣∣∣∣ µw − µ
1− (rw/δr)2

− µw

∣∣∣∣∣ .
(5.58)
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Aśı, el radio de la zona de flujo se encuentra determinado por la solución a la siguiente
ecuación cúbica:

δ3
r + δ2

r

2D50µ

Y0µ′
− δrr2

w − r2
w

2D50µw

Y0µ′
= 0. (5.59)

Este resultado demuestra que tanto δr como las constantes A y B definidas en la ecuación
(5.53) para expresar los esfuerzos de corte, se encuentran determinados por las propiedades del
material granular y la razón de esfuerzos aplicados en el cilindro interior. Definiendo el espesor
de la zona de flujo ∆r = δr − rw, se sigue que su valor para ∆r � rw vendrá determinado
por la ecuación r3

w + 3r2
w∆r + (r2

w + 2rw∆r)2D50µ/Y0µ
′ − r3

w − ∆rr
2
w − 2r2

wD50µw/Y0µ
′ ≈ 0

cuya solución es:

∆r ≡ δr − rw ≈
D50

Y0µ′
(µw − µ)

(
1 + 2

D50µ

rwY0µ′

)−1

si ∆r � rw. (5.60)

Luego, es claro que para que exista flujo se requiere que µw > µ. Ahora bien, asumiendo que
la función χ mantiene la dependencia definida por la ecuación (5.38), se sigue que la misma
puede ser escrita en la forma:

χ = 1−
4

3

(
r

δr

)
+

1

3

(
r

δr

)4

. (5.61)

Finalmente, a partir de estos resultados se sigue que el perfil de velocidades corresponde a:
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1
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(
r

δr

)4
 si r ≤ δr.

(5.62)

A continuación, en la Figura 5.19 se presenta una comparación entre los perfiles de ve-
locidad experimentales de (puntos) y el ajuste al resultado obtenido en la ecuación (5.62)
con el modelo propuesto. Los valores experimentales fueron extráıdos de por medio del soft-
ware Digitizelt, presentando errores del orden del tamaño de los marcadores. Los ajustes se
realizaron utilizando el método de mı́nimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-
reflective en el software MATLAB. En general se observa que el modelo propuesto reproduce
adecuadamente los perfiles de velocidad de todos los autores. En la Figura 5.20 se presenta
un ejercicio de comparación similar, en que se ha modificado la función χ adoptando una
dependencia parabólica, según lo discutido al final de la sección precedente. Las diferencias
entre ambas elecciones son menores, y se concentran principalmente en la vecindad de la
región que permanece estática.
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Figura 5.19: Comparación perfiles de velocidad normalizados entre resultados experimentales
de Mueth y col. 2000(a y d), Bocquet y col. 2002 (b) y F. da Cruz 2004 (c), y ajuste mediante
función r−1(1− (4/3)(r/δr) + (1/3)(r/δr)

4) (ĺıneas negras). Valores experimentales extráıdos
por medio del software Digitizelt.
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Figura 5.20: Comparación perfiles de velocidad normalizados entre resultados experimentales
de Mueth y col. 2000(a y d), Bocquet y col. 2002 (b) y F. da Cruz 2004 (c), y ajuste mediante
función r−1(1− 2(r/δr) + (r/δr)

2) (ĺıneas rojas). Valores experimentales extráıdos por medio
del software Digitizelt.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y Perspectivas

La mecánica de medios granulares representa un permanente desafió para la comunidad
cient́ıfica, no tan solo por un genuino interés académico motivado en la ruptura de la aplica-
bilidad de los modelos hidrodinámicos clásicos, sino también por sus múltiples aplicaciones
en ingenieŕıa. La mayoŕıa de estas dificultades se deben a que disipan rápidamente la enerǵıa
de sus part́ıculas y pueden formar largas redes de contactos, aspectos que se ven acentuados
cuando el medio se presenta denso, con empaque aleatorio y condiciones cuasi-estáticas. Uno
de los fenómenos en que se presentan estas condiciones es el de flujo gravitacional en silos,
en que las part́ıculas descargan a través de una abertura basal por efecto de la fuerza de
gravedad, también conocido como flujo gravitacional.

El flujo gravitacional es un fenómeno de importancia central en la industria minera, en
que el agotamiento de las reservas superficiales y la disminución de las leyes de mineral han
originado la migración de los métodos de explotación superficiales hacia los métodos masivos
de mineŕıa subterránea de Block Caving y sus variantes. Estos métodos inducen la fractura
del macizo rocoso en profundidad para luego extraer el material fragmentado a través de
una serie de aberturas basales, caracterizándose por ser económicos y eficientes para una
extracción a gran escala. Sin embargo, la efectividad de su diseño y la capacidad de reali-
zar predicciones confiables se encuentran limitados por el desconocimiento actual sobre la
mecánica de los medios granulares.

Bajo este contexto, el presente trabajo de tesis buscó contribuir al desarrollo de la in-
dustria minera y de la mecánica de medios granulares, a través de la elaboración de un
modelo f́ısico-matemático para la descripción de los flujos granulares impulsados por grave-
dad. Con esta finalidad se presentaron los principales resultados encontrados en el área, y se
proporcionó una explicación mecánica al origen de los modelos anaĺıticos del tipo difusivos.
La discusión llevó a la introducción de un nuevo número adimensional Y , denominado de
resistencia, y permitió deducir expresiones para la densidad de flujo de part́ıculas que luego
fueron respaldadas por un desarrollo teórico sobre la ecuación de balance de momentum en
un régimen cuasi-estático.

El modelo f́ısico-matemático elaborado fue implementado en el software de elementos
finitos COMSOL Multiphysics, y sus predicciones fueron contrastadas con las mediciones

Rodolfo S. Morales Gálvez
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experimentales de Fullard, Breard y col. 2019 para el campo de velocidad en un silo con dos
aberturas de extracción. El ejercicio de validación abarcó un total de 13 experimentos, 11 de
los cuales requirieron el mismo conjunto de parámetros para su calibración. El resultado de
la comparación de la geometŕıa de la zona de extracción (elipsoide) mostró un buen acuerdo
entre las predicciones del modelo y la calculada a partir de los datos experimentales. Más aún,
el modelo logró capturar efectos de interacción entre zonas de extracción asociados al cambio
en la esbeltez de los elipsoides en función de distancia entre las aberturas de extracción. Sus
resultados también fueron comparados con los predichos por modelo de R.M. Nedderman
y Tüzün 1979, mostrando una mejora sustancial para todos los escenarios.

Se realizó un ejercicio de sensibilización del modelo, para lo cual se elaboraron curvas que
relacionan el ancho y altura de la zona de extracción en un experimento de extracción aisla-
da. Como caso base de comparación se utilizaron los parámetros previamente calibrados para
los resultados experimentales. Las variables sensibilizadas fueron los parámetros introducidos
por el modelo (2 parámetros), las dimensiones del silo, las propiedades del material granular
(ángulo de fricción y diámetro de part́ıcula) y la velocidad de extracción de part́ıculas desde
la abertura. Los resultados mostraron que: (1) el aumento o disminución en la magnitud
de uno u otro de de los parámetros del modelo posee un efecto similar; (2) los resultados
no cambian si se incrementan las dimensiones del modelo; (3) incrementos en el ángulo de
fricción conllevan a una disminución en el ancho de la zona de extracción, o aumento en la
esbeltez del elipsoide; (4) un incremento en el diámetro de part́ıcula conlleva a un aumento
en el ancho de la zona de extracción (efecto inverso al ángulo de fricción); y (5) un incremento
en la velocidad de extracción origina un aumento en el ancho de la zona de extracción.

Las curvas que relacionan el ancho y alto del elipsoide de extracción corresponden a uno
de los principales resultados esperables en un modelo f́ısico-matemático aplicable al diseño
minero subterráneo de métodos de hundimiento masivo como el Block Caving. Esto se de-
be a que caracterizan la geometŕıa del mineral extráıdo, permitiendo al ingeniero de minas
efectuar diseños seguros a la vez que maximizan la recuperación de mineral. No obstante, su
obtención requiere de un proceso previo de calibración de los parámetros involucrados por
el modelo (resumidos en u0 e Y0), a variables de laboratorio medidas en modelos en escala
(diámetro de part́ıcula, ángulo de fricción, grado de compactación, entre otros). Luego de ello
se requiere de una validación a partir de información de terreno, de modo que los paráme-
tros del modelo y las curvas de diseño se encuentren expresadas en términos de variables
de ingenieŕıa, constituidas por información accesible en una explotación minera (parámetros
de calidad de macizo rocoso, granulometŕıa, resistencia, entre otros). El desarrollo de estas
actividades implica un trabajo de gran intensidad que, por su naturaleza, no pudo ser ı́nte-
gramente abarcado en el presente trabajo. Su culminación requerirá de la colaboración de
nuevas generaciones de profesionales, motivados por generar nuevo conocimiento y contribuir
a mejorar la eficiencia y eficacia de nuestra labor.

Además de las soluciones numéricas se obtuvieron soluciones anaĺıticas para el flujo en un
plano inclinado, prediciendo la existencia de una zona de flujo de espesor finito. La solución
fue comparada con mediciones experimentales de Wang y col. 2019, permitiendo reproducir
adecuadamente los perfiles de velocidad de las zonas de flujo, junto a la dependencia observa-
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da entre el caudal y el ángulo de inclinación de la zona de flujo. Un ejercicio similar se realizó
para el flujo de Taylor Couette, en que los esfuerzos inducidos por un cilindro en rotación son
la fuerza motriz del movimiento. La solución fue comparada con mediciones experimentales
de Mueth y col. 2000, Bocquet y col. 2002 y F. da Cruz 2004, logrando predecir adecuada-
mente los perfiles de velocidad en las zonas de flujo.

La aplicabilidad del modelo elaborado a otras geometŕıas y condiciones de esfuerzo de-
muestran una gran versatilidad. El único modelo comparable en cuanto a su capacidad de
describir distintos tipos de flujos corresponde a la adaptación introducida por Kamrin 2008
al modelo de burbujas, también conocido como regla de flujo estocástico (SRF por sus siglas
en inglés). El SRF presupone que el movimiento es causado por la difusión de espacio inters-
ticial, con una dirección de deriva determinada por las ĺıneas (o superficies) de deslizamiento
admisibles en una condición de equilibrio ĺımite. Este carácter difusivo es el que le permite
reproducir caracteŕısticas como la existencia de zonas de flujo en planos inclinados y celdas
de Couette. Sin embargo, el SRF posee las limitaciones discutidas en el caṕıtulo 5 para los
modelos de tipo cinemáticos, en que la única diferencia radica en la definición de la dirección
de deriva de las part́ıculas (en el SRF depende del estado de tensiones). Por el contrario, el
modelo elaborado en el presente trabajo responde a la naturaleza friccionante de los medios
granulares, y su carácter difusivo (no lineal) emerge directamente de la aplicación de las leyes
de la mecánica.

El modelo elaborado no tan sólo es aplicable en condiciones estacionarias. Es posible
estudiar condiciones transientes incorporando una relación constitutiva entre la densidad y
la presión, escogiendo para la compresibilidad un valor conveniente desde el punto de vista
numérico, verificando que su elección origine efectos mı́nimos en el resultado final. Por otro
lado, el modelo, en principio, también permite estudiar otro tipo de reǵımenes de flujo por
medio del acoplamiento con modelos continuos como la reoloǵıa µ(I). Esto se origina en que
la densidad de flujo contiene la velocidad relativa entre las part́ıculas movilizadas y no mo-
vilizadas. En una condición general el modelo describe el origen de una discontinuidad en el
campo de velocidades, por lo que la velocidad total es la suma de las velocidad de la discon-
tinuidad y del campo continuo. Se espera incorporar esta extensión en un trabajo futuro, con
el objetivo de generar nuevos y mejores modelos predictivos para futuras implementaciones
en el diseño de métodos de hundimiento subterráneo de Block & Panel Caving, aśı como
también en otras áreas de la ingenieŕıa.
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Apéndice A

Elementos de mecánica de sólidos

Las siguientes secciones se encuentran elaboradas a partir de los trabajos de R.M. Ned-
derman 2005, Landau y col. 1969, Sadd 2014, J.R. 2018 y Popov y col. 2019.

A.1. Tensor de Esfuerzos

A.1.1. Fuerzas y esfuerzos

La fuerza es una magnitud dotada de módulo, sentido y dirección que sirve como modelo
matemático para representar la intensidad de interacción entre dos cuerpos. Aśı, por ejemplo,
lo es la fuerza gravitacional que provoca la atracción de dos cuerpos con masa, o la fuerza de
Coulomb que puede originar la atracción o repulsión entre dos part́ıculas con carga eléctrica.
El efecto de aplicación de una fuerza es modificar el estado de movimiento o de reposo de un
cuerpo. En el caso de sólidos ŕıgidos una fuerza modifica su velocidad o vence su inercia para
ponerlo en movimiento, en tanto que, en sólidos elásticos es capaz de provocar su deformación.

Generalmente, una fuerza ~F es expresada a través de sus componentes referidas a un
sistema de coordenadas. Aśı, en un sistema de coordenadas cartesianas las componentes Fx,
Fy y Fz de una fuerza ~F corresponden a sus componentes paralelas a los respectivos ejes
coordenados con la convención de que su sentido es positivo en la dirección en que las coor-
denadas aumentan. No obstante, dichas componentes no son iguales en todos los sistemas
coordenadas, pues si se considera un segundo sistema rotado respecto al anterior, las nuevas
componentes Fi′ se obtendrán como cierta combinación lineal de las Fi. A modo de ejemplo,
si para un sistema ~F = Fxx̂ se puede demostrar que para un segundo sistema cuyos ejes x̂ y ŷ
se encuentran rotados un ángulo θ la misma fuerza vendrá representada por ~F = Fx′x̂′+Fy′ ŷ′

con Fx′ = Fx cos θ y Fy′ = −Fy sin θ.

Para describir el efecto de la aplicación de una fuerza es necesario introducir el concepto
de esfuerzo, ya que en las situaciones de interés las fuerzas no son aplicadas en regiones pun-
tuales, sino más bien a regiones extendidas o superficies. Una manera familiar de ilustrar este
concepto es considerando un cubo con aristas de largo infinitesimal en reposo, cuyas caras
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poseen normales en la misma dirección que los ejes coordenados y sobre las que actúa una
fuerza normal Fi. Si el cubo es de espesor infinitesimal y se encuentra en reposo, las fuerzas
en caras opuestas deben ser iguales. Ahora bien, si el cubo es rotado manteniendo las fuerzas
constantes, las fuerzas que actúan sobre cada una de las caras ya no serán necesariamente
normales a las mismas. Aśı, la fuerza que actúa sobre la cara-x tendrá componentes Fxx, Fxy
y Fxz. Si se divide cada componente de fuerza por el área de la respectiva cara sobre la que
actúa se obtienen los esfuerzos. Luego, para la cara-x los esfuerzos son σxx, σxy y σxz.

𝑧̂

𝑥$

𝑦$

𝑦 − 𝑐𝑎𝑟𝑎
𝑥 − 𝑐𝑎𝑟𝑎

𝑥 − 𝑐𝑎𝑟𝑎

𝑧 − 𝑐𝑎𝑟𝑎

𝑦 − 𝑐𝑎𝑟𝑎

𝑧 − 𝑐𝑎𝑟𝑎 𝐹!!

𝐹!"

𝐹!#
𝐹!

Figura A.1: Componentes de una fuerza actuando sobre la cara de un cubo. Adaptado de
R.M. Nedderman 2005.

Usualmente las componentes de esfuerzos σij con i 6= j se denotan por τij, por lo que los
esfuerzos sobre la cara-x se escriben como σxx, τxy y τxz. Este cambio en la notación se debe
a que σxx corresponde al esfuerzo normal sobre la cara-x en tanto que τxy y τxz corresponden
a esfuerzos paralelos o de corte en las direcciones ŷ y ẑ respectivamente.

El resultado anterior se sigue de manera similar para cada una de las caras del cubo, lo
que permite concluir que en general su estado tensional viene representado por un total de 9
cantidades que en forma matricial se escriben por:

[σ] =

σxx τxy τxz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz

 . (A.1)

Luego, queda claro que el estado tensional no puede ser representado por un vector, sino más
bien por una cantidad que en cada punto puede tomar tres direcciones. Se habla entonces
del tensor de esfuerzos quedando denotado por σij.

El tensor de esfuerzos debe ser simétrico en condiciones de equilibrio. Este requisito se
sigue de que las componentes en la diagonal representan esfuerzos normales al cubo y no
originan momentos de torsión, al contrario de las componentes fuera de la diagonal o de
corte que śı pueden. Luego, para que el cubo no rote se debe cumplir:

τxy = τyx , τxz = τzx y τyz = τzy. (A.2)
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A.1.2. Matriz de cambio de coordenadas

Los objetos con significado f́ısico deben ser independientes de la elección del sistema de
coordenadas, a causa de esto resulta fundamental conocer cómo transforman las componentes
de un tensor entre distintos sistemas.

Es claro que las componentes de un tensor en dos sistemas coordenados se deben trans-
formar mediante una aplicación lineal, por lo que en una transformación de coordenadas, las
componentes Ai′ y Ai de un vector ~A arbitrario entre un sistema primado y otro sin primar
se deben relacionar de acuerdo a:

Ai′ =
3∑
j=1

Ri′jAj = Ri′jAj. (A.3)

En la última igualdad se ha adoptado el convenio de Einstein de suma sobre ı́ndices repetidos
respecto a todos los valores que pueda tomar el ı́ndice (en este caso Ri′jAj = Ri′1A1+Ri′2A2+
Ri′3A3). Las cantidades Ri′j pueden ser representadas mediante una matriz, en cuyo caso se
conoce como matriz de transformación y la relación anterior se escribe a través de vectores
columna como (A′) = (R)(A). Para obtener un método general que permita derivar dichas
cantidades basta con considerar las componentes dxi del vector desplazamiento d~r en dos
sistemas que se encuentran rotados un ángulo θ respecto a un eje común, por ejemplo, el eje
ẑ. Mediante argumentos geométricos es sencillo comprobar que sus componentes se relacionan
mediante:

dx′ = cos θdx+ sin θdy

dy′ = − sin θdx+ cos θdy

dz′ = dz.

(A.4)

Luego, no es dif́ıcil convencerse de que las componentes Rij de tal transformación se obtienen
como:

Ri′j =
∂xi′

∂xj
. (A.5)

Para dar cuenta de algunas propiedades de los elementos Ri′j de la matriz de transforma-

ción, es conveniente considerar el módulo de un vector ~A arbitrario. Aśı:

A2
1′ + A2

2′ + A2
3′ = Ai′Ai′ = Ri′jRi′kAjAk. (A.6)

Teniendo en cuenta que el módulo de un vector (su “longitud”) es independiente del sistema
de coordenadas, se sigue que Ai′Ai′ = AjAj por lo que, a partir de (A.3) se sigue que
necesariamente se debe cumplir,

Ri′jRi′k = δjk, (A.7)

con δjk corresponde a la delta de Kronecker y se define como +1 si i = k y 0 en otro caso. Si
se desarrolla esta expresión para escribirla en forma matricial se encuentra que es equivalente
a (R)(R)T = I3x3 lo que permite concluir que la matriz de transformación es ortogonal, o de
manera equivalente, que su inversa es igual a su traspuesta y que su determinante es igual a
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+1.

Para rotaciones de ángulo θ en torno a los ejes x̂, ŷ y ẑ se puede demostrar que las matrices
de rotación vienen dadas respectivamente por:

(Rx) =

1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 , (Ry) =

cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ

 y (Rz) =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 .

(A.8)
Finalmente, cabe destacar que cualquier rotación puede escribirse con la aplicación sucesiva
de rotaciones respecto a los tres ejes con diferentes ángulos.

A.1.3. Transformación del tensor de esfuerzos

A partir del resultado anterior es posible derivar la ley de transformación de un tensor
de segundo orden. Con este fin se pueden considerar dos vectores de componentes Ai y Bi

respecto a algún sistema de coordenadas. Luego, si se construye el tensor Cij = AiBj es claro
que en un cambio de coordenadas Cij transforma como Ci′j′ = Ai′Bj′ . De aqúı se sigue que
un tensor de segundo orden transforma como dos vectores de acuerdo a:

σi′j′ = Ri′kRj′lσkl. (A.9)

Resulta conveniente escribir esta expresión en forma matricial. Con este fin se desarrollarán
expĺıcitamente las sumas sobre los ı́ndices repetidos, considerando por simplicidad una rota-
ción bidimensional. Aśı:

σi′j′ = Ri′1Rj′lσ1l +Ri′2Rj′lσ2l

= Ri′1 (Rj′1σ11 +Rj′2σ12) +Ri′2 (Rj′1σ21 +Rj′2σ22)

=
(
Ri′1 Ri′2

)(Rj′1σ11 +Rj′2σ12

Rj′1σ21 +Rj′2σ22

)
=
(
Ri′1 Ri′2

)(σ11 σ12

σ21 σ22

)(
Rj′1

Rj′2

)
.

(A.10)

A partir de este resultado es sencillo observar que en forma matricial las componentes del
tensor en el sistema primado se relacionan con las sin primar de acuerdo a:

(σ′) = (R)(σ)(R)T . (A.11)

A.1.4. Contracción del tensor de esfuerzos

La operación que permite obtener el cuadrado del módulo de un vector es el producto
punto consigo mismo, de manera similar se puede considerar el producto punto entre dos
vectores, o de manera más general entre dos tensores. En el último caso se refiere a esta
operación como contracción, pues da como resultado un tensor de menor orden. Aśı, la con-
tracción de dos tensores de primer orden da un tensor de orden cero, la contracción de un
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tensor de segundo orden con uno de primero da un tensor de primer orden y la doble con-
tracción de un tensor de segundo orden vuelve a dar un tensor de orden cero. Gráficamente
se puede pensar en la operación de contracción entre dos tensores como la proyección de un
tensor sobre el otro.

La operación de contracción resulta de especial utilidad cuando se busca encontrar el
esfuerzo normal o tangencial a un plano conociendo su normal, es decir, sin la necesidad de
realizar rotaciones al tensor de esfuerzos. Para encontrar estas cantidades lo primero es ver
la proyección del vector normal del plano sobre el tensor de esfuerzos, lo que nos proporciona
el vector tracción:

Ti = σijnj = σi1n1 + σi2n2 + σi3n3. (A.12)

Para encontrar el significado de este vector es útil recordar el cubo de aristas infinitesimales.
Si lo que se busca es el esfuerzo en una cara del cubo, por ejemplo en la cara-x, se sabe que
éste tendrá las componentes σxx, σxy y σxz. Por otro lado, si se atiende a que la normal tiene
todas sus componentes nulas a excepción de n1 = 1, se obtiene a partir de (A.12) que el
vector tracción tiene las componentes T1 = σxx, T2 = σxy y T3 = σxx, es decir, comparte las
mismas componentes que el esfuerzo en dicha cara. Este resultado es general, por lo que las
componentes del vector tracción que actúan sobre un plano son iguales a los esfuerzos sobre
dicho plano.

Teniendo esto en cuenta, si lo que se busca es el esfuerzo normal a un plano,σn, basta con
tomar la proyección del vector tracción sobre su normal de acuerdo a:

σn = Tini = σijninj = n2
1σ11 + n2

2σ22 + n2
3σ33 + 2(n1n2σ12 + n1n3σ13 + n2n3σ23). (A.13)

Por otro lado, si lo que se busca es el esfuerzo de corte,τ , se puede atender a la relación,
τ 2 + σ2

n = TiTi, de donde se sigue que se encuentra dado por:

τ 2 = TiTi − σ2
n = T1T1 + T2T2 + T3T3 − σ2

n. (A.14)

A.1.5. Diagonalización del tensor de esfuerzos

Es claro con lo visto en las secciones anteriores que las componentes del tensor de esfuerzos
y de un tensor en general dependen del sistema de coordenadas escogido para su representa-
ción. Existe, sin embargo, un sistema privilegiado respecto al cual el tensor de esfuerzos sólo
tiene elementos en su diagonal. A estos esfuerzos se les llama esfuerzos principales y a los
ejes correspondientes, vectores principales. Los esfuerzos principales se denotan por σ1, σ2 y
σ3 y se les conoce como esfuerzo principal mayor, intermedio y menor respectivamente.

El problema de buscar los esfuerzos principales equivale a encontrar el sistema para el
cual las tracciones son paralelas a las normales. Esta condición se puede expresar como
Ti = σijnj = σni o de manera equivalente:

(σij − σδij)nj = 0. (A.15)
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La solución no trivial a esta ecuación se obtiene cuando det(σij − σδij) = 0 lo que nos
proporciona la ecuación de autovalores para los esfuerzos principales,

σ3 − I1σ
2 + II2σ − II3 = 0, (A.16)

donde se definen II2 = (I2 − I2
1 )/2 y II3 = (I3

1 − 3I1I2 + 2I3)/3 con:

I1 = σii = tr(σ) , I2 = σijσji = tr(σ2) y I3 = σijσjkσki = tr(σ3). (A.17)

Las cantidades I1, I2 y I3 se conocen como invariantes del tensor de esfuerzos, llamados aśı
porque su valor es independiente del sistema de referencia (esto se sigue de que son escalares
formados a partir de la contracción del tensor consigo mismo).

A.1.6. Esfuerzo hidrostático y desviador

El tensor de esfuerzos puede ser descompuesto convenientemente en términos de una
compresión y un cortante puros de acuerdo a:

σij =
σkk

3
δij +

(
σij −

σkk

3
δij

)
= Pij +Mij. (A.18)

La ventaja de esta descomposición es que deja en evidencia que si el esfuerzo desviador Mij

es nulo respecto a algún sistema, lo será para cualquier otro1, de modo que el estado tensional
es el mismo en todas las direcciones al igual que en un fluido. Por este motivo a Pij también
se le conoce como esfuerzo hidrostático.

A.1.7. Ćırculo de Mohr

La contracción de un tensor con el vector normal a un plano no es el único método para
obtener los esfuerzos normal y cortante. Adicionalmente, existe un método gráfico de gran
utilidad desarrollado por el ingeniero alemán Christian Otto Mohr, conocido como el ćırculo
de Mohr. Este método permite obtener ambas componentes de esfuerzo para una rotación
cualquiera del sistema de coordenadas atendiendo a la ley de transformación de un tensor de
segundo orden encontrada en (A.11).

Antes de proceder con su deducción es necesario cambiar la convención usual de signos.
Generalmente, las situaciones de interés en mecánica de suelos se caracterizan por un estado
de esfuerzos compresivo. Esto, se debe a que las rocas se caracterizan por un comportamiento
frágil con muy baja resistencia a la tracción. Por esta razón es conveniente redefinir como
positivos a los esfuerzos normales compresivos.

Para continuar, se puede considerar, por simplicidad, un estado de esfuerzos bidimensio-
nal, que para un sistema sin primar viene descrito por el tensor en forma matricial:

(σ) =

(
σxx τxy
τyx σyy

)
. (A.19)

1En efecto, si todas las componentes de un tensor son nulas en un sistema de coordenadas lo son también
en cualquier otro sistema en virtud de la linealidad de la ley de transformación.
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Ahora bien, si σxx > σyy, se sigue a partir de (A.11) que las componentes σi′j′ del tensor σij
en un sistema primado, rotado un ángulo θ respecto al sin primar son:(

σx′x′ τx′y′
τy′x′ σy′y′

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
σxx τxy
τxy σyy

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
σxx cos θ + τxy sin θ −σxx sin θ + τxy cos θ
τxy cos θ + σyy sin θ −τxy sin θ + σyy cos θ

)
.

(A.20)

Resultado que permite escribir para cada componente:

σx′x′ =
1

2
(σxx + σyy) +

1

2
(σxx − σyy) cos 2θ + τxy sin 2θ

τx′y′ = −
1

2
(σxx − σyy) sin 2θ + τxy cos 2θ

σy′y′ =
1

2
(σxx + σyy)−

1

2
(σxx − σyy) cos 2θ + τxy sin 2θ.

(A.21)

Para simplificar la notación es conveniente definir las cantidades P , R y λ de acuerdo a:

P =
1

2
(σxx + σyy) , R2 =

(
σxx − σyy

2

)2

+ τ 2
xy y tan 2λ = −

2τxy

σxx − σyy
(A.22)

Con estas definiciones las componentes σi′j′ encontradas en (A.21) se pueden reescribir como:

σx′x′ = P +R cos(2θ + 2λ)

τx′y′ = R sin(2θ + 2λ)

σy′y′ = P −R cos(2θ + 2λ).

(A.23)

Luego, se desprende que al realizar una rotación de ángulo θ = −λ el tensor de esfuerzos
adquiere forma diagonal, con los esfuerzos principales dados por:

σ3 = P −R y σ1 = P +R. (A.24)

Gráficamente este resultado sugiere que el estado tensional de cualquier sistema se obtiene
como una rotación de ángulo φ dentro de un circulo de radio R y centro (P, 0) en el plano
(σ, τ). Este es el conocido ćırculo de Mohr y sus intersecciones con el eje σ̂ corresponden a
los esfuerzos principales.

En el ćırculo de Mohr los esfuerzos del sistema sin primar se representan por los puntos
X(σxx, τxy) e Y (σyy, τyx) en que el punto X se obtiene como una rotación de ángulo φx = 2λ
sobre el ćırculo y el punto Y se obtiene como una rotación de ángulo φy = π + φx.
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Figura A.2: Cı́rculo de Mohr para estado bidimensional de esfuerzos. Adaptado de R.M.
Nedderman 2005.

El empleo del ćırculo de Mohr tiene el problema de no resultar consistente con el hecho de
que los esfuerzos cortantes τxy y τyx son iguales en signo y magnitud, lo que gráficamente se
debe a que se encuentran en cuadrantes opuestos. Por es motivo es usual que algunos textos
empleen la convención:

τyx = −τxy , τxz = −τzx y τyz = −τzy.

Esto equivale a decir que sólo se consideran positivas aquellas componentes de corte que van
en sentido antihorario (se puede verificar a partir de la regla de la mano derecha que τyx, τxz
y τyz se recorren en sentido horario, de ah́ı la definición anterior).

Matemáticamente los esfuerzos principales corresponden a los autovalores del tensor de
esfuerzo y λ al ángulo en que deben ser rotados los ejes coordenados para obtener la base
(de autovectores) en que el tensor sólo posee elementos en su diagonal. Este es el clásico
problema de diagonalización de una matriz.

El método de representación gráfica de Mohr puede ser extendido con facilidad a tres
dimensiones. Para ilustrar esto considere el tensor de esfuerzos tridimensional que respecto
a algún sistema coordenado adquiere la representación diagonal (σ) = Diag{σ1, σ2, σ3}. Si
se realiza una rotación manteniendo fijo alguno de los ejes principales, por ejemplo el de σ1,
entonces los esfuerzos obtenidos como una rotación de los ejes de σ3 y σ2 se encontrarán al
interior de su respectivo ćırculo de Mohr bidimensional. Si se repite este proceso manteniendo
algún otro eje fijo, se encuentra que es posible formar un total de 3 ćırculos de Mohr, dos de
los cuales se encuentran al interior del ćırculo mayor formado por los esfuerzos principales
mayor y menor (σ1 y σ3).
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Figura A.3: Cı́rculo de Mohr para estado tridimensional de esfuerzos. Adaptado de R.M.
Nedderman 2005.

A.1.8. Ecuaciones de equilibrio

Recuerde el cubo a través del cual se introdujo el tensor de esfuerzo. Conforme se expuso
con anterioridad, si respecto a algún sistema de referencia las fuerzas sobre cada cara son
normales, en condiciones de equilibrio las fuerzas sobre caras opuestas deben ser iguales, pues
de lo contrario el cubo se moveŕıa en la dirección del gradiente de dicha fuerza. Pero ¿qué
ocurre en un sistema en que las fuerzas tengan componentes de corte?. Para determinar las
condiciones generales que deben satisfacer las 9 componentes del tensor de esfuerzos cuando
el cubo se encuentra en equilibrio, definamos por Fx, Fy y Fz a las fuerzas netas que actúan
sobre el cubo a lo largo de cada eje coordenado y gx, gy y gz como las fuerzas de volumen en
los respectivos ejes. Consigo es claro que el equilibrio exige que:∑

Fx =
∑

Fy =
∑

Fz = 0. (A.25)

Para escribir expĺıcitamente las fuerzas a lo largo de cada eje se debe tener en cuenta que
si las aristas del cubo tienen un largo diferencial, es de esperar que los esfuerzos sean fun-
ciones continuas y diferenciables de las coordenadas x, y, z. Luego, si la fuerza normal so-
bre la cara-x es σxxdydz se puede aproximar la fuerza normal sobre la cara opuesta por
(σxx + (∂σxx/∂x)dx)dydz. Siguiendo el mismo argumento para las componentes de corte, se
demuestra que la condición de equilibrio para Fx equivale a:
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Figura A.4: Esfuerzos en cubo de aristas diferenciales. Adaptado de R.M. Nedderman 2005.

∑
Fx =

(
σxx +

∂σxx

∂x
dx

)
dydz − σxxdydz +

(
τyx +

∂τyx

∂y
dy

)
dzdx− τyxdzdx

+

(
τzx +

∂τzx

∂z
dy

)
dxdy − τzxdxdy = 0.

(A.26)

De manera similar se obtienen las condiciones de equilibrio para las fuerzas en los ejes res-
tantes. Desarrollando las expresiones y dividiéndolas entre el volumen dxdydz del cubo, se
tiene:

∂σxx

∂x
+
∂τyx

∂y
+
∂τzx

∂z
+ gx = 0

∂τxy

∂x
+
∂σyy

∂y
+
∂τzy

∂z
+ gy = 0

∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
+
∂σzz

∂z
+ gz = 0.

(A.27)

O bien, en notación por componentes:

∂σij

∂xi
+ gj = 0. (A.28)

La ecuación anterior es condición necesaria más no suficiente para el equilibrio, pues además
se debe asegurar que el cubo no rote. Es decir, se requiere que el momento de torsión resultante
de la aplicación de los esfuerzos sea nulo. Por argumentos similares a los ya entregados se
puede demostrar que esta condición equivale a exigir que el tensor de esfuerzos debe ser
simétrico. Aśı:

τxy = τyx , τxz = τzx y τyz = τzy (A.29)
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No se entrará en mayores detalles, sin embargo es importante destacar que las fuerzas externas
que causan la deformación de un sólido surgen en las condiciones de contorno de las ecuaciones
de equilibrio. Dicho esto la solución al cómo se transmiten los esfuerzos al interior de un
sólido aún no se encuentra proporcionada, encontrándose determinada por las caracteŕısticas
elásticas del sólido.

A.2. Tensor de Deformaciones

A.2.1. Deformación y vector desplazamiento

El efecto de aplicación de una fuerza es modificar el estado de movimiento o de reposo
de un cuerpo. En el caso de sólidos ŕıgidos una fuerza modifica su velocidad o vence su iner-
cia para ponerlo en movimiento, en tanto que en sólidos elásticos es capaz de provocar su
deformación. La rama de la f́ısica que estudia tales deformaciones se denomina teoŕıa de la
elasticidad y será el objeto central de la presente sección.

Cuando se aplican fuerzas externas a un sólido, usualmente en su superficie, su efecto se
propaga en todo su volumen originando el desplazamiento de las part́ıculas que lo constitu-
yen. Este desplazamiento es lo que se conoce como deformación, y para pequeños desviaciones
tiene la caracteŕıstica de originar fuerzas internas en el sólido que tienden a restituir a las
part́ıculas a su posición de equilibrio. Éstas son las tensiones internas y desaparecen cuando
no hay deformación.

La deformación de un sólido se encuentra totalmente definida si para cada uno de sus
elementos se conoce la diferencia entre su posición antes y después de la deformación. Sean
xi y x̄i las componentes de tales posiciones, se sigue que las componentes ui del vector
desplazamiento se encuentran dadas por:

ui = x̄i − xi. (A.30)

A.2.2. Tensor de deformación

Cuando el sólido se deforma también lo hace la distancia entre cada par de puntos. Aśı,
la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos antes y después de la deformación
viene dada por:

dl2 = dxidxi = dx2 + dy2 + dz2 y dl̄2 = dx̄idx̄i = dx̄2 + dȳ2 + dz̄2.

Sin embargo, ambas cantidades deben estar relacionadas, ya que las componentes de la po-
sición después de la deformación deben ser ciertas funciones de las componentes antes de

la deformación. De este modo, se debe tener que2 dui =
∂ui

∂xj
dxj lo que permite escribir la

2En forma explicita se tiene:

dui =
∂ui

∂x1
dx1 +

∂ui

∂x2
dx2 +

∂ui

∂x3
dx3 =

∂ui

∂xj
dxj con x1 = x, x2 = y, x3 = z
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distancia dl̄2 como:

dl̄2 = dl2 + 2
∂ui

∂xj
dxidxj +

∂ui

∂xj

∂ui

∂xk
dxjdxk.

Esta última expresión puede ser reescrita convenientemente teniendo en cuenta que
∂ui

∂xj
dxidxj =

∂uj

∂xi
dxidxj junto a 2

∂ui

∂xj
dxidxj =

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
dxidxj. Luego, intercambiando los sub́ındices

i, k en el tercer término, se reescribe la distancia deformada por:

dl̄2 = dxidxi + 2eijdxidxj con eij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
+
∂uk

∂xi

∂uk

∂xj

)
. (A.31)

Las cantidades eij conforman un tensor de segundo orden denominado tensor de deformación,
pues caracteriza completamente la deformación del sólido y su conocimiento permite obtener
la distancia entre cada par de elementos después de la deformación.

A.2.3. Cambios longitudinales en pequeñas deformaciones

De la definición del tensor de deformaciones en (A.31) se sigue que eij = eji, lo que equi-
vale a decir que el tensor de deformaciones es simétrico y al igual que el tensor de esfuerzos
puede ser diagonalizado en cada punto. Luego, siempre es posible rotar el tensor para encon-
trar las deformaciones en los ejes principales.

En lo que sigue se recurrirá a la simetŕıa del tensor de deformación para interpretar su
significado. Con este fin se puede suponer que las componentes del tensor de deformación en
un punto respecto al sistema en que es diagonal corresponden a e(1), e(2) y e(3). De este modo
se puede afirmar que la distancia entre este punto y otro infinitesimalmente cercano vendrá
dada por:

dl̄2 = (1 + 2e(1))dx
2
1 + (1 + 2e(2))dx

2
2 + (1 + 2e(3))dx

2
3

Esta expresión corresponde a una combinación lineal de términos independientes correspon-
dientes a dilataciones o contracciones en los ejes principales, tal que dx̄i =

√
1 + 2e(i)dxi.

Si se tiene en cuenta que las deformaciones son muy pequeñas, entonces se puede escribir√
1 + 2e(i) − 1 ≈ e(i), de donde se sigue que el alargamiento relativo a lo largo del i− ésimo

eje principal se puede escribir como:(
dx̄i − dxi

dxi

)
=
√

1 + 2e(i) − 1 ≈ e(i).

Es decir, las deformaciones relativas en los ejes principales corresponden a los valores princi-
pales del tensor de deformación.
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Finalmente, para ver cómo cambia un elemento de volumen dV es útil emplear un sistema
coordenado en que las componentes del tensor de deformación son diagonales. Aśı, antes de
la deformación dV = dx1dx2dx3, en tanto que después de la deformación dV̄ = dx̄1dx̄2dx̄3, o
bien,

dV̄ = (1 + e(1))dx1(1 + e(2))dx2(1 + e(3))dx3 ≈ dV (1 + e(1) + e(2) + e(3)) = dV (1 + eii),

donde eii corresponde a la traza del tensor eij diagonalizado. Ahora bien, la suma de los
elementos principales de un tensor corresponde a un invariante por lo que el resultado anterior
sugiere que siempre es posible identificar a eii como el cambio relativo de volumen:

dV̄ − dV
dV

= eii.

A.2.4. Ley de Hooke

En general los sólidos de interés tienen una gran resistencia a la compresión, presentando
un comportamiento elástico lineal entre esfuerzo y deformación para un amplio rango de
valores en que la deformaciones son despreciables frente a las dimensiones originales. En este
régimen es conveniente despreciar los términos cuadráticos o de segundo orden en el tensor
de formaciones, por lo que, para fines prácticos se considera que se encuentra dado por:

eij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
(A.32)

Para relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de deformación es necesario recurrir
a argumentos termodinámicos, ya que un proceso de deformación reversible implica una
acumulación de enerǵıa elástica en el sólido que luego es empleada para restituirlo a su
posición original. Sin embargo, aqúı no se seguirá esa linea (que posee un significado f́ısico
claro) y se atenderá a la simetŕıa de ambos tensores con el fin de establecer una relación
lineal lo suficientemente general. Es sencillo ver que a primer orden dicha relación debe ser
de la forma:

σij = 2µeij + λekkδij. (A.33)

Donde µ y λ son coeficientes positivos conocidos como constantes de Lame, cuyo valor de-
pende de las caracteŕısticas elásticas del medio. Esta expresión puede ser reescrita convenien-
temente considerando la descomposición del tensor de deformación en una deformación de
corte puro y una compresión hidrostática. Aśı, se puede escribir:

σij = 2µ

(
eij −

ekk

3
δij

)
+Kekkδij. (A.34)

Aqúı, el primer término representa un corte puro, por lo que el coeficiente µ se denomina
módulo de rigidez, en tanto que el segundo término corresponde a una compresión hidrostáti-
ca, por lo que al coeficiente K = λ+ 2µ/3 se le denomina módulo de compresión.



APÉNDICE A. ELEMENTOS DE MECÁNICA DE SÓLIDOS 100

Para escribir la relación inversa entre ambos tensores se puede atender a (A.34), de donde
se sigue que σkk = 3Kukk. Sustituyendo este resultado en (A.34) se obtiene la relación
buscada:

eij =
1

9K
δijσkk +

1

2µ

(
σij −

1

3
δijσkk

)
. (A.35)

A.2.5. Deformaciones homogéneas

Para relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de deformación se han introducido los
coeficientes de Lame y a partir de éstos el módulo de compresibilidad y rigidez. Sin embargo,
en ingenieŕıa resultan más naturales los módulos de Young y Poisson. En un ensayo uniaxial,
el módulo de Young E relaciona las deformaciones longitudinales con el esfuerzo aplicado, en
tanto que módulo de Poisson ν relaciona las deformaciones transversales con las longitudinales
de acuerdo a etrans = −νelong. En efecto, si a una probeta orientada a lo largo del eje ẑ se
aplica una fuerza por unidad de área p uniformemente distribuida en sus dos extremos, el
tensor uij tendrá el mismo valor en cada punto del sólido, a la vez que σij quedará determinado
por las condiciones de contorno. Luego, la única componente no nula del tensor de esfuerzos
será σzz = p. Por tanto, las componentes del tensor de deformaciones serán:

exx = eyy = −
1

3

(
1

2µ
−

1

3K

)
p y ezz =

1

3

(
1

3K
+

1

µ

)
p.

Sin embargo, uxx = uyy = −νuzz y uzz = p/E lo que el módulo de Young y coeficiente de
Poisson se encuentran determinados por:

E =
9Kµ

3K + µ
y ν =

1

2

3K − 2ν

3K + ν
. (A.36)

Como K y µ son positivos, el valor de ν se encuentra acotado entre −1(K = 0) y 0, 5(µ = 0).
En la práctica no se encuentran materiales con ν < 0 por lo que vaŕıa entre 0 y 0, 5.

De aqúı en más se utilizarán E y ν por lo que invirtiendo las fórmulas (A.36) se obtiene
para K y µ:

K =
E

3(1− 2ν)
y µ =

E

2(1 + ν)
. (A.37)

Sustituyendo estas expresiones en (A.34) y (A.35) se sigue que los tensores de esfuerzo y
deformación se relacionan según:

σij =
E

1 + ν

(
eij +

ν

1− 2ν
ekkδij

)
y eij =

1

E
[(1 + ν)σij − νσkkδij] . (A.38)



APÉNDICE A. ELEMENTOS DE MECÁNICA DE SÓLIDOS 101

Expĺıcitamente estas relaciones son:

σxx =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)exx + ν(eyy + ezz)]

σyy =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)eyy + ν(exx + ezz)]

σzz =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)ezz + ν(exx + eyy)]

σxy =
E

1 + ν
exy, σxz =

E

1 + ν
exz, σyz =

E

1 + ν
eyz

(A.39)

y

exx =
1

E
[σxx − ν(σyy + σzz)]

eyy =
E

e
[σyy − ν(σxx + σzz)]

ezz =
1

E
[σzz − ν(σxx + σyy)]

exy =
1 + ν

E
σxy, exz =

1 + ν

E
σxz, eyz =

1 + ν

E
σyz.

(A.40)

A.2.6. Ecuaciones de equilibrio para cuerpos isótropos

La ecuación de equilibrio corresponde a la encontrada en (B.108) para el tensor de esfuer-
zos:

∂σij

∂xj
+ ρgi = 0.

Para cuerpos isótropos, considerando el tensor de tensiones de acuerdo a (A.38) se tiene:

∂σij

∂xj
=

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

∂ekk

∂xj
+

E

1 + ν

∂eij

∂xj
.

Luego, sustituyendo las componentes eij del tensor de deformaciones de acuerdo a (A.32) se
obtiene la ecuación de equilibrio en términos del vector desplazamiento:

E

2(1 + ν)

∂2ui

∂x2
j

+
E

2(1 + ν)(1− 2ν)

∂2uk

∂xi∂xk
+ ρgi = 0.

Identificando
∂uk

∂xk
= ∇ · u y

∂2ui

∂x2
j

= ∇2u la ecuación anterior puede ser reescrita en forma

vectorial por:

∇2u +
1

1− 2ν
∇(∇ · u) = −ρg

2(1 + ν)

E
(A.41)

Cuando la deformación de un cuerpo no se debe a fuerzas de volumen, sino que sólo a fuerzas
aplicadas sobre la superficie, la ecuación de equilibrio se reduce a,

(1− 2ν)∇2u +∇(∇ · u) = 0, (A.42)

donde las fuerzas externas sólo aparecen en la solución como condición de borde.
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A.2.7. Ecuaciones de compatibilidad

Si se conocen las funciones continuas y derivables de los desplazamientos es posible obtener
las deformaciones en un punto. Sin embargo, si lo que se conoce es el campo de deformaciones,
en general no es posible conocer los desplazamientos a excepción de que las componentes
del tensor de deformación cumplan una serie de relaciones. Estas relaciones se denominan
ecuaciones de compatibilidad y permiten, de cumplirse, asegurar la existencia de un campo
de desplazamiento compatible con las deformaciones. Para las componentes del tensor de
esfuerzo estas ecuaciones son:

∂2uij

∂xk∂xl
+

∂2ukl

∂xi∂xj
=

∂2uil

∂xk∂xj
+

∂2ukj

∂xi∂xl
(A.43)

Para comprobar que estas ecuaciones efectivamente se cumplen basta con reemplazar las
componentes del tensor de deformación de acuerdo a la definición entregada en (A.32).

A.2.8. Problemas bidimensionales de deformación plana

Muchas situaciones de interés en teoŕıa de la elasticidad se reducen a problemas bidi-
mensionales, en que las deformaciones o esfuerzos en la otra dimensión se ven suprimidos.
Usualmente estos problemas se clasifican como problemas de deformación o tensión plana.

Los problemas de deformación plana son aquellos en que la longitud del sólido en una de
las dimensiones, por ejemplo ẑ, se considera infinita y la carga es tal que resulta perpendicular
y homogénea a lo largo de su eje. En estas circunstancias cualquier plano perpendicular al eje
ẑ es de simetŕıa, lo que implica que para cualquier punto en ese plano no hayan deformaciones
perpendiculares y que las deformaciones sólo dependen de los puntos del plano:

ux = ux(x, y) , uy = uy(x, y) y uz = 0.

Adicionalmente, se sigue para los esfuerzos:

σzz = ν(σxx + σyy) y τxz = τyz = 0.

Consigo las ecuaciones constitutivas toman la forma:

exx =
1

E

[
(1− ν2)σxx − ν(1 + ν)σyy

]
, eyy =

1

E

[
(1− ν2)σyy − ν(1 + ν)σxx

]
y exy =

E

2(1 + ν)
σxy.

En tanto que las ecuaciones de compatibilidad se reducen a:

∂2exx

∂y2
+
∂2eyy

∂x2
= 2

∂2exy

∂x∂y
.

Combinando estas expresiones junto a la ecuación de equilibrio se obtiene con un poco de
álgebra:

∇2(σxx + σyy) = −
1

1− ν

(
∂gx

∂x
+
∂gy

∂y

)
(A.44)
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A.2.9. Problemas bidimensionales de tensión plana

Los problemas de tensión plana son aquellos en que una de las dimensiones, por ejemplo ẑ,
posee una longitud mucho menor a las otras dos (como una placa) y las cargas son aplicadas de
manera simetŕıa respecto a la media del espesor del sólido en dicho eje. En estas condiciones
la simplificación es suponer que los esfuerzos en el eje ẑ son nulos:

σ33 = τ31 = τ32 = 0.

De aqúı, resulta inmediato que exy = 0 y consigo las ecuaciones constitutivas toman la forma:

exx =
1

E
[σxx − νσyy] , eyy =

1

E
[σyy − νσxx] y ezz = −

ν

E
(σxx+σyy) = −

ν

1− ν
(exx+eyy).

Claro está, la ecuación de compatibilidad es igual al problema de deformación plana, en tanto
que se puede demostrar que la ecuación de equilibrio se reduce a:

∇2(σxx + σyy) = −(1 + ν)

(
∂gx

∂x
+
∂gy

∂y

)
(A.45)

A.3. Fuerzas de Contacto

A.3.1. Solución de Boussinesq

La obtención de las fuerzas de contacto se realiza utilizando el resultado de Boussinesq
al problema de un semi-espacio infinito sujeto a la acción de una carga puntual, bajo el
supuesto de que las superficies de contacto son localmente planas. La solución del vector
desplazamiento evaluado en la superficie libre (z = 0) es:

ux =
1 + ν

2πE

[
−

(1− 2ν)x

r2
Fz +

2(1− ν)

r
Fx +

2νx

r3
(xFx + yFy)

]

uy =
1 + ν

2πE

[
−

(1− 2ν)y

r2
Fz +

2(1− ν)

r
Fy +

2νy

r3
(xFx + yFy)

]

uz =
1 + ν

2πE

[
2(1− ν)

r
Fz +

(1− 2ν)

r2
(xFx + yFy)

] (A.46)

A.3.2. Fuerza de contacto normal

Hertz utilizó estas ecuaciones para estudiar el caso de dos esferas de radios R y R′ sujetas
a una carga normal Fn. Para deducir su resultado, se denotarán a z y z′ como las posiciones de
la superficies de contacto sin deformar (medidos hacia el interior de cada esfera) de modo que,
cerca de la superficie de contacto, z = R−

√
R2 − r2 ≈ r2/2R y z′ = R′−

√
R′2 − r2 ≈ r2/2R′

de donde se sigue que:

uz + u′z = h− z − z′ = h−
R′ +R

RR′
r2

2
, (A.47)
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Con h la indentación entre ambas esferas. Ahora bien, a partir de (A.46) se sigue que en el
caso de cargas distribuidas, las deformaciones de cada esfera son:

uz =
1− ν2

πE

ˆ
dx′dy′Pz(x

′, y′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2

y u′z =
1− ν ′2

πE ′

ˆ
dx′dy′Pz(x

′, y′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2

.

Por simetŕıa podemos suponer que el área de contacto corresponde a un disco de radio a,
de modo que para integrar estas ecuaciones se propone el ansatz Pz(x

′, y′) = (3Fn/2πa
2) ·√

1− (x′/a)2 − (y′/a)2 (constante obtenida a través de la condición de normalización Fn =´
dx′dy′Pz), obteniendo (desarrollo integral en sección siguiente):

uz + u′z =
3Fn

2E∗π2a2

ˆ
dx′dy′

√
1− (x′/a)2 − (y′/a)2√
(x− x′)2 + (y − y′)2

con
1

E∗
=

1− ν2

E
+

1− ν ′2

E ′

=
3Fn

2E∗π2a3

[
a2π2

2
−
r2π2

4

]
=

3Fn

4E∗a
−

3Fn

4E∗a3

r2

2

(A.48)

Igualando (A.47)y (A.48) se identifican los siguientes valores para el radio a del área de
contacto y la indentación h entre ambas esferas:

a =

(
4Fn

3E∗

)1/3(
RR′

R +R′

)1/3

y h =

(
4Fn

3E∗

)2/3(
R +R′

RR′

)1/3

. (A.49)

Invirtiendo la última expresión se sigue que la fuerza de contacto normal Fn en función de la
indentación h es:

Fn =
3E∗

4

(
RR′

R +R′

)1/2

h3/2 (A.50)

Este resultado, conocido como ley de contacto de Hertz, también se puede expresar en térmi-
nos de la complianza normal kn = ∂Fn/∂h en la forma:

Fn =
2

3
knh con kn =

∂Fn

∂h
=

9E∗

8

(
RR′

R +R′

)1/2

h1/2 (A.51)

A.3.3. Fuerza de contacto tangencial

Mindlin y Cattaneo estudiaron el caso de una fuerza de contacto tangencial Fs entre
ambas esferas. Para llegar a su resultado, se asume, sin pérdida de generalidad, que la fuerza
tangencial se aplica en el eje x. Aśı, la deformación relativa entre ambas esferas es:

ux − u′x = s (A.52)



APÉNDICE A. ELEMENTOS DE MECÁNICA DE SÓLIDOS 105

Donde s es el desplazamiento relativo, cuyo valor se asume constante. Ahora bien, a partir
de (A.46) se sigue que en el caso de cargas distribuidas, las deformaciones en cada esfera son:

ux =
(1 + ν)

Eπ

[
(1− ν)

ˆ
dx′dy′τzx(x

′, y′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2

+ ν

ˆ
dx′dy′τzx(x

′, y′)

((x− x′)2 + (y − y′)2)3/2

]
y

u′x = −
(1 + ν ′)

E ′π

[
(1− ν ′)

ˆ
dx′dy′τzx(x

′, y′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2

+ ν ′
ˆ

dx′dy′τzx(x
′, y′)

((x− x′)2 + (y − y′)2)3/2

]
(A.53)

Si la carga normal ya se encuentra aplicada, el área de contacto continuará siendo un
disco de radio a, de modo que, para satisfacer (A.52) se propone el ansatz τzx(x, y) =

(Fs/2πa
2) (1− (x′/a)2 − (y′/a)2)

−1/2
y consigo (desarrollo integrales en sección siguiente):

ux =
(1 + ν)Fs

2Eπ2a

[
(1− ν)

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

−1/2√
(x− x′)2 + (y − y′)2

+ ν

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

−1/2
(x− x′)2

((x− x′)2 + (y − y′)2)3/2

]

=
(1 + ν)Fs

2Eπ2a

[
(1− ν)π2 + ν

π2

2

]
=

(1 + ν)(2− ν)Fs

4Ea

(A.54)

Reemplazando (A.54) y (A.53) en (A.46) se sigue que la fuerza de contacto tangencial en
función del desplazamiento relativo entre esferas es:

∆Fs = 8G∗

(
RR′

R +R′

)1/2

h1/2∆s con
1

G∗
=

2(1 + ν)(2− ν)

E
+

2(1 + ν ′)(2− ν ′)
E ′

(A.55)

Esta expresión se escribe en forma incremental, puesto que para su deducción se asumió que
Fn y h permanecen constantes. Este resultado, conocido como solución sin deslizamiento de
Mindlin, también se puede expresar en términos de la complianza tangencial ks = ∂Fs/∂s en
la forma incremental:

∆Fs = ks∆s con ks =
∂Ft

∂s
= 8G∗

(
RR′

R +R′

)1/2

h1/2 (A.56)

El problema de esta solución reside en que el esfuerzo de corte se indetermina en los bordes
del área de contacto, por lo que necesariamente debe existir una región con deslizamiento
entre ambas esferas. Para remediar esta situación, se separa el área de contacto en regiones
sin y con deslizamiento delimitadas por un radio c ≤ a. Luego, si se propone el ansatz:

τx(x
′, y′) =


3µFn

2πa3
(a2 − x′2 − y′2)

1/2 − µ
3µFn

2πa3
(c2 − x′2 − y′2)

1/2
si r′ ≤ c

3µFn

2πa3
(a2 − x′2 − y′2)

1/2
si c < r′ ≤ a
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Se sigue que el radio de la zona de no deslizamiento se relaciona con las fuerzas de contacto
según:

Fs =

ˆ
dx′dy′τx(x

′, y′) = µFn

1−

(
c

a

)3
 → c = a

(
1−

Fs

µFn

)1/3

(A.57)

Consigo, la deformación horizontal será (desarrollo integrales en sección siguiente):

ux =
3(1 + ν)µFn

2Eπ2a3

[
(1− ν)

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

1/2√
(x− x′)2 + (y − y′)2

+ ν

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

1/2
(x− x′)2

((x− x′)2 + (y − y′)2)3/2

]

−
3(1 + ν)µFn

2Eπ2a3

[
(1− ν)

ˆ
dx′dy′ (c2 − x′2 − y′2)

1/2√
(x− x′)2 + (y − y′)2

+ ν

ˆ
dx′dy′ (c2 − x′2 − y′2)

1/2
(x− x′)2

((x− x′)2 + (y − y′)2)3/2

]

=
3(1 + ν)µFn

2Eπ2a3

[
(1− ν)

(
a2π2

2
−
c2π2

2

)
+ ν

(
a2π2

4
−
c2π2

4

)]

=
3(1 + ν)(2− ν)µFn

8Ea

1−

(
c

a

)2
 =

3(1 + ν)(2− ν)µFn

8Ea

1−

(
1−

Fs

µFn

)2/3


(A.58)

Sustituyendo (A.58) y (A.53) en (A.52) se sigue que la fuerza de contacto tangencial en
función del desplazamiento relativo entre esferas para el caso con deslizamiento se puede
escribir en la forma:

∆Fs = ks∆s con ks =
1

∂s/∂Fs
= 8G∗

(
RR′

R +R′

)1/2

h1/2

(
1−

Fs

µFn

)−1/3

(A.59)

Este resultado (conocido como solución con deslizamiento de Mindlin) da cuenta del com-
portamiento histerético de la fuerza tangencial, ya que su valor dependerá de la trayectoria
de esfuerzos, y no únicamente del valor instantáneo de la deformación tangencial. Cuando
Fs = µFn la fuerza tangencial alcanzará su valor ĺımite, y de acuerdo con (A.57) habrá des-
lizamiento en toda el área de contacto.



APÉNDICE A. ELEMENTOS DE MECÁNICA DE SÓLIDOS 107

A.3.4. Integrales fuerzas de contacto

Integral fuerza de contacto normal:

I1 =

ˆ
dx′dy′

√
a2 − x′2 − y′2√

(x− x′)2 + (y − y′)2

=

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ −r cosϕ+
√
a2−r2 sin2 ϕ

0

ds
√
a2 − (r2 + s2 + 2rs cosϕ)

=

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ b

r cosϕ

du
√
b2 − u2 con b2 = a2 − r2 sin2 ϕ

=
1

2

ˆ 2π

0

dϕ

[
b2 sin−1

(
u

b

)
+ u
√
b2 − u2

]∣∣∣∣∣
b

r cosϕ

=
1

2

ˆ 2π

0

dϕ

[(
a2 − r2 sin2 ϕ

)(π
2
− sin−1

(
r cosϕ√

a2 − r2 sin2 ϕ

))
− r cosϕ

√
a2 − r2

]

=
a2π2

2
−
r2π2

4
(A.60)

Integrales fuerza de contacto tangencial, sin deslizamiento:

I2 =

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

−1/2√
(x− x′)2 + (y − y′)2

=

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ b

r cosϕ

du
√
b2 − u2

con b2 = a2 − r2 sin2 ϕ

=

ˆ 2π

0

dϕ

[
π

2
− sin−1

(
r cosϕ√
a2 − r2 sin2

)]
= π2

(A.61)

I3 =

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

−1/2
(x− x′)2

((x− x′)2 + (y − y′)2)3/2

=

ˆ 2π

0

dϕ cos2 ϕ

ˆ b

r cosϕ

du
√
b2 − u2

con b2 = a2 − r2 sin2 ϕ

=

ˆ 2π

0

dϕ

[
cos2 ϕ

π

2
− cos2 ϕ sin−1

(
r cosϕ√

a2 − r2 sin2 ϕ

)]

=
π2

2

(A.62)
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I4 =

ˆ
dx′dy′ (a2 − x′2 − y′2)

−1/2
(x− x′)

(x− x′)2 + (y − y′)2

=

ˆ 2π

0

dϕ cosϕ

ˆ b

r cosϕ

du
√
b2 − u2

con b2 = a2 − r2 sin2 ϕ

=

ˆ 2π

0

dϕ

[
cosϕ

π

2
− cosϕ sin−1

(
r cosϕ√

a2 − r2 sin2 ϕ

)]

= −
√
a2 − r2

r

[
4

ˆ π/2

0

dϕ
sin2 ϕ

(a/r)2 − sin2 ϕ

]

= −
√
a2 − r2

r

[
2aπ

√
a2 − r2

− 2π

]

= −πa
2[1−

√
1− (r/a)2]

r

(A.63)

Integrales fuerza de contacto tangencial, con deslizamiento:

I5 =

ˆ
dx′dy′

√
a2 − x′2 − y′2(x− x′)

(x− x′)2 + (y − y′)2

=

ˆ 2π

0

dϕ cosϕ

ˆ b

r cosϕ

du
√
b2 − u2 con b2 = a2 − r2 sin2 ϕ

=
1

2

ˆ 2π

0

dϕ cosϕ

[
b2 sin−1

(
u

b

)
+ u
√
b2 − u2

]∣∣∣∣∣
b

r cosϕ

=
1

2

ˆ 2π

0

dϕ cosϕ

[(
a2 − r2 sin2 ϕ

)(π
2
− sin−1

(
r cosϕ√

a2 − r2 sin2 ϕ

))
− r cosϕ

√
a2 − r2

]

=

√
a2 − r2

2r

[
−a2

(
4

ˆ π/2

0

dϕ
sin2 ϕ

(a/r)2 − sin2 ϕ

)
+ r2

(
4

3

ˆ π/2

0

dϕ
sin4 ϕ

(a/r)2 − sin2 ϕ

)
− r2π

]

=

√
a2 − r2

2r

[
−a2

(
2aπ

√
a2 − r2

− 2π

)
+ r2

(
2

3

a3π

r2
√
a2 + r2

−
2a2π + r2π

3r2

)
− r2π

]

=

√
a2 − r2π

2r

[
−

2a3

√
a2 − r2

+ 2a2 +
2

3

a3

√
a2 + r2

−
2a2 + r2

3
− r2

]

= −πa3
2
[
1− (1− (r/a)2)3/2

]
3r

(A.64)



APÉNDICE A. ELEMENTOS DE MECÁNICA DE SÓLIDOS 109

I6 =

ˆ
dx′dy′

√
a2 − x′2 − y′2(x− x′)2

(x− x′)2 + (y − y′)2

=

ˆ 2π

0

dϕ cos2 ϕ

ˆ b

r cosϕ

du
√
b2 − u2 con b2 = a2 − r2 sin2 ϕ

=
1

2

ˆ 2π

0

dϕ cos2 ϕ

[
b2 sin−1

(
u

b

)
+ u
√
b2 − u2

]∣∣∣∣∣
b

r cosϕ

=
1

2

ˆ 2π

0

dϕ cos2 ϕ

[(
a2 − r2 sin2 ϕ

)(π
2
− sin−1

(
r cosϕ√

a2 − r2 sin2 ϕ

))
− r cosϕ

√
a2 − r2

]

=
a2π2

4
−
r2π2

16
(A.65)
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Apéndice B

Elementos de cálculo estocástico

Las siguientes secciones se encuentran elaboradas a partir de los trabajos de Arovas 2015,
Gardiner 2004 y Kolmogorov 1960.

B.1. Conceptos Básicos en Teoŕıa de Probabilidades

B.1.1. Axiomas

La teoŕıa de la probabilidad es una rama de las matemáticas que estudia los fenómenos
aleatorios y estocásticos. Los fenómenos aleatorios son aquellos cuyo resultado no es previsi-
ble, de modo que dos experimentos realizados bajo las mismas condiciones pueden originar
diferentes resultados dentro de un conjunto de alternativas. Esta dinámica azarosa puede ser
intŕınseca, como en los procesos estudiados por la mecánica cuántica, o bien se pueden ori-
ginar por causas complejas dentro de sistemas deterministas, como ocurre en el lanzamiento
de una moneda. En cuanto a los fenómenos estocásticos, son aquellos cuyo comportamiento
es intŕınsecamente no determinista, en el sentido de que su resultado es proporcionado por
elementos deterministas o previsibles y por elementos aleatorios.

La teoŕıa de probabilidades se ocupa de cuantificar cada posible resultado que pueda ocu-
rrir en un experimento aleatorio, permitiendo identificar cual de ellos es más probable. Los
fenómenos reales estudiados mediante distribuciones de probabilidad corresponden a siste-
mas complejos en que se desconocen, a priori, gran parte de los parámetros que intervienen,
requiriendo de la estad́ıstica para determinar dichos parámetros.

El entorno matemático en que se desarrolla la teoŕıa de probabilidades es la teoŕıa de con-
juntos y la teoŕıa de la medida. Los conjuntos son una colección bien definida de elementos.
Habitualmente los conjuntos se denotan con letras mayúsculas, en tanto que sus elementos
con letras minúsculas. Se dice que un elemento ω pertenece al conjunto Ω mediante el śımbo-
lo ∈. Para la noción contraria se utiliza /∈. Cuando todos los elementos de un conjunto A
pertenecen también a B se escribe A ⊆ B. Si A ⊆ B pero A 6= B, se dice que A es un
subconjunto propio de B y se denota A ⊂ B. Se dice que A 6= B si para algún a ∈ A se

Rodolfo S. Morales Gálvez
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cumple a /∈ B. La unión de dos conjuntos A y B se denota A ∪ B, su intersección A ∩ B y
su producto cartesiano A × B; este ultimo es el conjunto de todos los elementos ordenados
(a, b) con a ∈ A y b ∈ B.

En teoŕıa de probabilidades cada elemento ω corresponde a un suceso, denotando por Ω
al conjunto de todos los sucesos y por ∅ al conjunto sin sucesos. Los axiomas básicos de la
teoŕıa de probabilidades son:

i A cada conjunto A corresponde un número real positivo P (A) ≤ 1 conocido como la
probabilidad de A;

ii P (Ω) = 1;

iii Si {Ai} es una colección de conjuntos sin elementos en común, entonces:

P

(⋂
i

Ai

)
=
∑
i

P (Ai).

A partir de estos axiomas se coligen otras proposiciones de la probabilidad. Por ejemplo,
si Ac denota al complemento de A, compuesto por los sucesos que no se encuentran en A,
entonces A ∪ Ac = Ω de modo que por el segundo y tercer axioma P (Ac) = 1 − P (A). De
manera similar se puede demostrar que:

1 P (∅) = 0;

2 Para cualquier suceso P (A) ≤ 1;

3 P (Ac) = 1− P (A);

4 Si A ⊆ B entonces P (A) ⊆ P (B);

5 P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

La interpretación de P (A) es que si los sucesos ω se escogen de Ω al azar, entonces la fre-
cuencia relativa de ω ∈ A se aproxima a P (A) ya que el número de ensayos tiende al infinito.

B.1.2. Probabilidad conjunta y condicional e independencia de su-
cesos

El concepto P (A∩B), con A∩B un conjunto no vaćıo, corresponde a la probabilidad de
que un suceso ω se encuentre en los conjuntos A y B a la vez, o de forma alternativa, que los
eventos ω ∈ A y ω ∈ B ocurran al mismo tiempo. Aśı:

P (A ∩B) = P (ω ∈ Ay ω ∈ B) = P (B ∩ A), (B.1)

se denomina probabilidad conjunta.
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La probabilidad condicional denotada por P (B|A) es la probabilidad de que ocurra un
suceso B sabiendo que ocurrió un suceso A y se lee “probabilidad de B dado A”. Las proba-
bilidades conjunta y condicional se relacionan según:

P (A ∩B) = P (A|B) · P (B) = P (B|A) · P (A) = P (B ∩ A), (B.2)

donde se ha empleado la identidad P (A ∩B) = P (B ∩ A). Aśı:

P (A|B) =
P (B|A) · P (A)

P (B)
=
P (A ∩B)

P (B)
, (B.3)

resultado conocido como regla o teorema de Bayes. La forma extendida de este teorema se
consigue al dividir el espacio de sucesos en los subconjuntos Ai. Aśı:

P (B) =
∑
i

P (B|Ai) · P (Ai), (B.4)

de donde se sigue que:

P (Ai|B) =
P (B|Ai) · P (Ai)∑
i P (B|Ai) · P (Ai)

. (B.5)

Las cantidades P (Ai) también se conocen como distribución a priori. Al modelar fenómenos
reales es necesario contar con información precisa para determinar las P (Ai), de lo contrario
el teorema de Bayes origina resultados incorrectos al calcular P (B) o P (Ai|B). Una forma
de aproximar las P (Ai) es obtenerlas a partir de un principio de máxima entroṕıa, discutido
en la siguiente sección.

En estad́ıstica clásica (usualmente denominada frecuencista) sólo se toma como fuente de
información las muestras obtenidas de la repetición de un experimento. Por el contrario, la
estad́ıstica Bayessiana incorpora la información previa o externa en relación al fenómeno que
se busca modelar. Con este fin, hace uso de la probabilidad condicional, permitiendo incor-
porar cambios del grado de creencia sobre los sucesos aleatorios a medida que se adquiere
nueva información.

La probabilidad condicional permite especificar de manera probabiĺıstica la independencia
de sucesos. Se dice que dos conjuntos A y B de eventos representan conjuntos independientes
de eventos si la especificación de un evento en B no tiene influencia en la probabilidad
del mismo evento en A. Aśı, la probabilidad condicional P (A|B) es independiente de B,
permitiendo concluir que:

P (A ∩B) = P (A)P (B). (B.6)

B.1.3. Variables aleatorias, promedios y distribuciones

Sea X un espacio abstracto de probabilidad cuyos elementos (sucesos) se denotan por x,
se puede introducir la variable aleatoria f(x) como la función de x que asigna un determinado
valor a cada x. En particular, se tiene la función identidad X(x) = x.
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Utilizar variables aleatorias es ventajoso ya que en fenómenos reales los sucesos son dif́ıci-
les de describir, e incluso de conocer. Por ejemplo, en la descripción de la posición de una
molécula de agua en un liquido, cada ω debeŕıa especificar las coordenadas, momentos y
orientaciones en el elemento de volumen del liquido; pero tal descripción es dif́ıcil e innecesa-
ria. Sin embargo, con el concepto de variable aleatoria se pueden introducir funciones de estas
variables que permitan calcular valores promedios y distribuciones para éstas. Además, con
la definición de ecuaciones diferenciales estocásticas se puede describir la evolución temporal
de los promedios de una variable aleatoria de manera similar a como se hace en sistemas
deterministas.

La esperanza o valor medio de la variable aleatoria f(x) se denota por Ef o 〈f〉, defi-
niéndose para conjuntos discretos por:

Ef = 〈f〉 =
∑
x∈X

f(x)P (x), (B.7)

donde P (x) corresponde a la probabilidad del suceso x en el conjunto y se encuentra adecua-
damente normalizada, esto es: ∑

x∈X

P (x) = 1. (B.8)

Para conjuntos continuos los axiomas permiten definir una densidad de probabilidad p(x)
para el conjunto A = {x ≤ x′ < x+ dx} tal que p(x)dx = P (A). Aśı:

Ef = 〈f〉 =

ˆ
x∈X

dxf(x)p(x), (B.9)

con p(x) normalizada según: ˆ
x∈X

dxp(x) = 1. (B.10)

De forma análoga, cuando se tienen dos variables aleatorias x ∈ X y y ∈ Y , el valor medio
de f(x, y) es:

Ef(x, y) = 〈f(x, y)〉 =
∑
x∈X

∑
y∈Y

f(x, y)p(x, y) (B.11)

con la obvia generalización a conjuntos continuos y a funciones de más variables.

Cuando se dispone de n variables aleatorias continuas xi, la densidad de probabilidad
asociada a las n variables como un todo se denomina densidad de probabilidad conjunta, y
se denota por p(x1, ..., xn); como lo es p(x, y). Sobre dicha densidad se define la densidad
marginal pi(xi) de la variable xi como la densidad de probabilidad de xi sola, obteniéndose
como la integral sobre todos los valores de las demás variables:

pi(xi) =

ˆ ∞
−∞

dx1...

ˆ ∞
−∞

dxi−1...

ˆ ∞
−∞

dxi+1

ˆ ∞
−∞

dxnp(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn). (B.12)

Se dice que las variables aleatorias xi de densidad conjunta p(x1, ..., xn) son variables inde-
pendientes si y sólo si su densidad conjunta es igual al producto de las densidades marginales
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de cada variable.

Se puede demostrar, atendiendo a las propiedades de la delta de Dirac, que una función
φ(x1, ..., xn) de n variables aleatorias xi posee una función distribución p(φ) dada por:

p(φ) =

ˆ ∞
−∞

dx1...

ˆ ∞
−∞

dxnp(x1, ..., xn)δ(φ(x1, ..., xn)− φ)

= 〈δ(φ(x1, ..., xn)− φ)〉.
(B.13)

B.1.4. Momentos y cumulantes de una distribución

Los momentos de una distribución corresponden a la esperanza de las potencias de la
variable aleatoria. Estos poseen la propiedad de que dos distribuciones son iguales si todos
sus momentos lo son.

Si se considera el caso general de una distribución p(x1, ..., xn) = p(~x) y se define su
transformada de Fourier multivariable

p̂(~k) =

ˆ ∞
−∞

dnxp(~x)e−i
~k·~x, (B.14)

con la relación inversa

p̂(~x) =

ˆ ∞
−∞

dnk

(2π)n
p̂(~k)ei

~k·~x, (B.15)

es sencillo demostrar que empleando m veces el operador i∂/∂ki se obtiene un factor xmi
al interior de la integral, de modo que evaluando posteriormente en ki = 0 para todo i, se
obtiene el momento 〈xmi 〉. De forma general se deduce que:[(

i
∂

∂k1

)m1

...

(
i
∂

∂kn

)mn

p̂(~k)

]∣∣∣∣∣
~k=0

= 〈xm1
1 ...xmn

n 〉. (B.16)

Empleando una expansión en series de Taylor se puede obtener p̂(~k) a partir de sus momentos,
de acuerdo a:

p̂(~k) =
∞∑

m1=0

...

∞∑
mn=0

(−ik1)m1

m1!
...

(−ikn)mn

mn!
〈xm1

1 ...xmn
n 〉. (B.17)

La función p̂(~k) se conoce como función caracteŕıstica, en tanto que p̂(i~k) se conoce como
la función generadora de momentos; a partir de aquella los momentos se obtienen aplicando
sucesivamente el operador ∂/∂ki.

Se definen además los cumulantes 〈〈xm1
1 ...xmn

n 〉〉 a través de la expansión de Taylor de

ln p̂(~k):

ln p̂(~k) =
∞∑

m1=0

...
∞∑

mn=0

(−ik1)m1

m1!
...

(−ikn)mn

mn!
〈〈xm1

1 ...xmn
n 〉〉. (B.18)
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No existe una fórmula general para los cumulantes. Sin embargo, los primero tres de ellos
corresponden a los primeros tres momentos centrales de una distribución. Se puede demostrar
que:

〈〈xi〉〉 = 〈xi〉
〈〈xixj〉〉 = 〈xixj〉 − 〈xi〉〈xj〉
〈〈xixjxk〉〉 = 〈xixjxk〉 − 〈xixj〉〈xk〉 − 〈xjxk〉〈xi〉 − 〈xkxi〉〈xj〉+ 2〈xi〉〈xj〉〈xk〉.

(B.19)

B.1.5. Teorema del ĺımite central

El teorema del ĺımite central indica que, si Xn es la suma de n variables aleatorias inde-
pendientes xi de media µ y varianza 0 < σ2 <∞, entonces la función de distribución de Xn

se comporta como una distribución normal con media y varianza dados respectivamente por:

〈Xn〉 = nµ y 〈X2
n〉 − 〈Xn〉2 = nσ2. (B.20)

Para demostrar este resultado se debe tener en cuenta que Xn =
∑n

i=1 xi de modo que
atendiendo a (B.13) se sigue que la función de distribución pn(Xn) de Xn corresponde a:

pn(Xn) =

ˆ ∞
−∞

dx1...

ˆ ∞
−∞

dxnp1(x1)...p1(xn)δ(x1 + ...+ xn −Xn), (B.21)

donde se ha empleado la propiedad de independencia de las variables. Además, se debe notar
que la distribución pn(Xn) corresponde a la convolución de las distribuciones de las variables
individuales p1(X1), por lo que resulta conveniente tomar la transformada de Fourier de esta
última expresión:

p̂n(k) =

ˆ ∞
−∞

dXnpn(Xn)e−ikXn

=

ˆ ∞
−∞

dXn

ˆ ∞
−∞

dx1...

ˆ ∞
−∞

dxnp1(x1)...p1(xn)δ(x1 + ...+ xn −Xn)e−ikXn

= [p̂1(k)]n .

(B.22)

Para escribir la última ĺınea se tiene en cuenta que la transformada de Fourier de la convo-
lución es el producto de las transformadas de Fourier individuales. Además, se ha definido:

p̂1(k) =

ˆ ∞
−∞

dxp1(x)e−ikx. (B.23)

Luego, atendiendo a (B.18) y (B.19) es sencillo demostrar que

ln p̂1(k) = −iµk −
1

2
σ2k2 +

1

6
iγ3k3 + ..., (B.24)

con

µ = 〈x〉
σ2 = 〈x2〉 − 〈x〉2

γ3 = 〈x3〉 − 3〈x2〉〈x〉+ 2〈x〉3,
(B.25)
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de donde se sigue que:
p̂n(k) = e−inµke−nσ

2k2/2einγ
3k3/6.... (B.26)

Finalmente, empleando la transformada inversa y expandiendo einγ
3k3/6... en series de potencia

en k se tiene:

pn(Xn) =

ˆ ∞
−∞

dk

2π
eik(Xn−nµ)e−nσ

2k2/2

{
1 +

1

6
inγ3k3 + ...

}

=

(
1−

γ3

6
n
∂3

∂X3
n

+ ...

)
1

√
2πnσ2

e−(Xn−nµ)2/2nσ2

=

(
1−

γ3

6
n−1/2

∂3

∂ξ3
+ ...

)
1

√
2πnσ2

e−ξ
2/2σ2

.

(B.27)

Para escribir la última ĺınea se definió ξ = (Xn− nµ)/n1/2, de modo que ∂Xn = n−1/2∂ξ. Aśı,
a excepción del número uno, los términos entre paréntesis tienden a cero en el ĺımite n −→∞
y la distribución de Xn es una normal de media nµ y varianza nσ2.

B.1.6. Caminante aleatorio unidimensional

Considere un bola que cae desde una abertura en una cascada de n niveles consecutivos de
la cual se desea conocer su posición cuando llega al i− ésimo nivel. Es claro que la evolución
temporal del movimiento de la bola se encuentra gobernado por las leyes de la mecánica. Sin
embargo, su trayectoria es sensible a las condiciones iniciales, e incluso a los complejos efectos
que su propio movimiento pueda originar. Por este motivo, es conveniente tratar el problema
de forma estad́ıstica. Para ello, se puede suponer que la bola se mueve hacia la derecha al
revotar en cada nivel con igual probabilidad p, y hacia la izquierda con probabilidad q = 1−p.
Si no hay sesgo en el sistema se tendrá p = q = 1/2. Aśı, la posición horizontal de la bola
tras n pasos puede ser escrita como:

Xn =
n∑
j=1

xj, (B.28)

con xj = +1 si la bola se mueve hacia la derecha en el nivel j o xj = −1 si se mueve hacia
la izquierda. De este modo, para cada nivel la probabilidad de estos dos movimientos se
encuentra dada por:

P (x) = pδx,+1 + qδx,−1, (B.29)

donde δl,m corresponde a la delta de Kronecker, definida como +1 si l = m y 0 si l 6= m. De
este modo, la distribución conjunta de todos los pasos de la bola es:

P (x1, ..., xn) =
n∏
j=1

P (xj). (B.30)

Luego, el promedio de la posición horizontal de la bola se encuentra dado por:

〈Xn〉 = 〈
n∑
j=1

xj〉 = n〈x〉 = n
∑
x=±1

xP (x) = n(p− q), (B.31)



APÉNDICE B. ELEMENTOS DE CÁLCULO ESTOCÁSTICO 117

en tanto que el promedio de X2
n corresponde a:

〈X2
n〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

〈xixj〉 = n(n− 1)(p− q)2 + n = n2(p− q)2 + 4npq, (B.32)

donde se ha descompuesto el sumatorio en los coeficientes con i 6= j e i = j y se ha empleado
la relación:

〈xixj〉 = δi,j + (1− δi,j)(p− q)2. (B.33)

De (B.31) y (B.32) se sigue que la varianza de Xn es:

V ar(Xn) = 〈X2
n〉 − 〈Xn〉2 = 4npq. (B.34)

A partir de este resultado se concluye que la desviación media cuadrática, ∆Xrms =
√
V ar(Xn)

es proporcional a n1/2, a diferencia del valor medio de Xn que es proporcional a n. Este re-
sultado es consecuencia del teorema del ĺımite central.

Para encontrar la función de distribución de Xn basta notar que la probabilidad de que
la bola se mueva hacia la derecha en cada descenso se comporta como un ensayo de Bernoulli
independiente. Aśı:

P (Xn) =

(
n

nr

)
pnrqnl , (B.35)

con nr/l el número de pasos a la derecha/izquierda, tal que n = nr + nl y Xn = nr − nl
de donde se sigue que n ± Xn = 2nr/l, o bien nr/l = (n ± Xn)/2. Sustituyendo este último
resultado en (B.35) se obtiene lo buscado:

P (Xn) =
n!(

n+Xn

2

)
!

(
n−Xn

2

)
!

p(n+Xn)/2q(n−Xn)/2. (B.36)

Finalmente, se demostrará que en el ĺımite de grandes pasos n −→∞ la distribución P (Xn)
se asemeja a una normal. Con este objetivo resulta conveniente definir x = Xn/n y evaluar
lnP (Xn) utilizando la expansión de Stirling:

lnn! = n lnn− n+O(lnn). (B.37)

Siguiendo este procedimiento se obtiene:

lnP (Xn) ≈ n lnn− n−
1

2
n(1 + x) ln

[
1

2
n(1 + x)

]
+

1

2
n(1 + x)

−
1

2
n(1− x) ln

[
1

2
n(1− x)

]
+

1

2
n(1− x) +

1

2
n(1 + x) ln p+

1

2
n(1− x) ln q

= −n

[(
1 + x

2

)
ln

(
1 + x

2

)
+

(
1− x

2

)
ln

(
1− x

2

)]

+ n

[(
1 + x

2

)
ln p+

(
1− x

2

)
ln q

]
= −nf(x) +O(lnn).

(B.38)
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A partir de (B.38) es sencillo ver que para grandes valores de n se cumple:

P (Xn) = Ce−nf(x), (B.39)

con C una constante de normalización. Dado que n es grande, la función de P (Xn) es do-
minada por el mı́nimo de f(x) en que la probabilidad se ve maximizada. Para encontrar el
mı́nimo de f(x) se busca f ′(x) = 0, de acuerdo con:

f ′(x) =
1

2
ln

(
q

p
·

1 + x

1− x

)
. (B.40)

Haciendo f ′(x) = 0 se sigue que (1 + x)/(1 − x) = p/q, por lo que el mı́nimo de f(x) es
〈x〉 = p− q. Luego, teniendo en cuenta que

f ′′(x) =
1

1− x2
, (B.41)

y expandiendo f(x) hasta un segundo orden en series de Taylor entorno a 〈x〉 es sencillo
demostrar que P (Xn) es una normal de media n(p− q) y varianza 4npq:

P (Xn) ≈ Cexp

[
−n

(x− 〈x〉)2

8pq

]
=

1
√

8πnpq
exp

[
−

(Xn − 〈Xn〉)2

8npq

]
. (B.42)

Observe que el mismo resultado se obtiene con facilidad recurriendo al teorema del ĺımite
central (B.20) teniendo en cuenta que µ = p− q y σ2 = 4pq.

B.2. Entroṕıa y Probabilidad

B.2.1. Entroṕıa y teoŕıa de la información

El concepto de entroṕıa fue introducido inicialmente en termodinámica por Rudolf Clau-
sius en la década de 1850 como una magnitud f́ısica que describe lo irreversible de un proceso,
permitiendo explicar porqué los sucesos de la naturaleza ocurren en un sentido y no en otro.
Por ejemplo, si dos trozos de metal a diferentes temperaturas entran en contacto, el calor
fluirá desde el de mayor temperatura hacia el de menor temperatura hasta alcanzar el equi-
librio térmico. El proceso opuesto es muy poco probable, aun cuando también satisface el
principio de conservación de la enerǵıa. La explicación es que la naturaleza tiende a homo-
geneizar la enerǵıa maximizando la entroṕıa. De este modo, la entroṕıa se concibe como una
medida del desorden y de la incertidumbre de la información respecto de un sistema o proceso.

Posterior a Clausis, Ludwing Boltzman encontró en 1877 la manera de expresar la en-
troṕıa en términos probabiĺısticos estableciendo la base de la mecánica estad́ıstica. En el
marco de la teoŕıa de información, Claude Shannon mostró en su trabajo de 1948 que la
entroṕıa puede ser considerada como una medida de la incertidumbre y la información.

Si se observa un suceso particular que ocurre con probabilidad P , es posible asociar a esta
observación una cantidad de información denotada por I(P ). Tal información debe satisfacer
las siguientes afirmaciones:
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1 La información es no negativa, I(P ) ≥ 0;

2 Si dos eventos ocurren de forma independiente con probabilidad conjunta P1P2, entonces
su información debe ser aditiva, I(P1P2) = I(P1) + I(P2);

3 I(P ) es una función continua de P ;

4 No existe información asociada a un evento que siempre es observado, I(1) = 0.

A partir de estas propiedades es sencillo aceptar que la única posibilidad para la función I(P )
es:

I(P ) = −A ln(P ), (B.43)

donde A es una constante arbitraria. Se debe notar que I(0) = ∞, lo que implica que un
suceso extremadamente improbable conlleva una gran cantidad de información.

Ahora bien, si en lugar de un único suceso se cuenta con un conjunto de n posibilidades,
cada uno con probabilidad Pi de ocurrir, se sigue que el valor promedio de información en
cada observación es:

S =
〈I〉
n

= −
n∑
i=1

Pi lnPi. (B.44)

Esta magnitud se conoce como entroṕıa de la distribución. Luego, maximizar S es equivalente
a maximizar la información contenida en una observación.

B.2.2. Máxima entroṕıa, distribución discreta

Suponga que se desea construir la distribución de probabilidad P (Xn) del caminante alea-
torio unidimensional discutido en la sección precedente, conociendo únicamente el promedio
de su desplazamiento hacia la derecha 〈Xn〉 = n(2p−1). Como Xn =

∑n
j=1 xi y en cada paso

la variable xj puede tomar dos valores, el problema tiene 2n posibles configuraciones y por
consiguiente 2n− 1 parámetros desconocidos (se reduce en uno debido a la condición de nor-
malización). Sin embargo, la única información disponible respecto de la función distribución
es ∑

x1

...
∑
xn

P (x1, ..., xn) = 1

∑
x1

...
∑
xn

P (x1, ..., xn)
n∑
j=1

xj = 〈Xn〉,
(B.45)

por lo que surge la pregunta: ¿existe algún principio que permita recuperar la función de
distribución a partir de estas piezas de información?.

El principio de máxima entroṕıa entrega una respuesta a esta pregunta enunciando que
la distribución más probable será aquella que maximice la entroṕıa del proceso sujeta a las
restricciones de la información conocida. Aśı, una máxima entroṕıa entrega una distribución
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consistente con la incertidumbre máxima dada unas cuantas piezas de información.

Para maximizar la entroṕıa sujeta a restricciones se emplea el método de los multiplicado-
res indeterminados de Lagrange. Aśı, en forma general, para una distribución de probabilidad
discreta Pn de la cual se conocen m piezas de información

Xa = 〈Xa
n〉 =

∑
n

Xa
nPn, (B.46)

con X0
n = 1, se define la función auxiliar

S ′ = −
∑
n

Pn lnPn −
m∑
a=0

λa

(∑
n

Xa
nPn −Xa

)
, (B.47)

tal que la función de distribución óptima se obtiene extremando S ′ respecto al conjunto
discreto de probabilidades Pn y de los coeficientes λa. Luego, Pn satisface:

0 =
∂S ′

∂Pn
= −

(
lnPn + 1 +

m∑
a=0

λaX
a
n

)

0 =
∂S ′

∂λa
=
∑
n

Xa
nPn −Xa.

(B.48)

A partir de este resultado es sencillo ver que Pn se encuentra dada por:

Pn = exp

[
−

(
1 +

m∑
a=0

λaX
a
n

)]

=
1

Z
exp

(
−

m∑
a=1

λaX
a
n

)
,

(B.49)

con Z una constante de normalización.

Regresando al problema que dio origen a esta discusión, se sigue que, utilizando el principio
de máxima entroṕıa, la función distribución de probabilidad de la posición del caminante
aleatorio en el paso n − ésimo del cual únicamente se conoce la información presentada en
(B.45) es

P (x1, ..., xn) = Cexp

(
−λ

n∑
j=1

xj

)
= C

n∏
j=1

e−λxj , (B.50)

con C dado por:∑
x1

...
∑
xn

P (x1, ..., xn) = C
(
eλ + e−λ

)n
= 1 ⇒ C = (2 coshλ)−n. (B.51)

Sustituyendo (B.51) en (B.50) se recupera la distribución de Bernoulli encontrada con
anterioridad en (B.30) y (B.29),

P (x1, ..., xn) =
n∏
j=1

e−λxj

eλ + e−λ
=

n∏
j=1

(
pδxj ,1 + qδxi,−1

)
, (B.52)
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con las probabilidades de salto determinadas por:

p =
e−λ

eλ + e−λ
y q = 1− p =

eλ

eλ + e−λ
. (B.53)

B.2.3. Máxima entroṕıa, distribución continua

El procedimiento anterior se puede generalizar a distribuciones continuas p(x) definidas
sobre algún conjunto Ω con m observables

Xa = 〈Xa(x)〉 =

ˆ
Ω

dnxXa(x)p(x). (B.54)

Extremando la función se encuentra que

S ′ = −
ˆ

Ω

dnxp(x) ln p(x)−
m∑
a=0

λa

(ˆ
Ω

dnxXa(x)p(x)−Xa

)
, (B.55)

cuyo resultado es:

ln p(x) = −1−
m∑
a=0

λaX
a(x). (B.56)

Como ejemplo considere la distribución p(x) definida sobre los reales y cuyos observables
son: ˆ ∞

−∞
dxp(x) = 1 ,

ˆ ∞
−∞

dxxp(x) = µ ,

ˆ ∞
−∞

dxx2p(x) = µ2 + σ2. (B.57)

A partir de (B.56) es sencillo demostrar que en estas condiciones p(x) es una normal de media
µ y varianza σ2:

p(x) = Ce−λ1x−λ2x2 =
1

√
2πσ2

e−(x−µ)2/2σ2

(B.58)

B.3. Difusión y Movimiento Browniano

B.3.1. Difusión y ley de Fick

La difusión es el proceso en que part́ıculas de soluto introducidas en un medio solvente, en
que originalmente se encontraban ausentes, se disuelven. Este fenómeno es irreversible y su
efecto es el aumento de la entroṕıa del sistema en conjunto, aumentado el desorden molecular
y homogeneizando la distribución de enerǵıa (equilibrio térmico).

Microscópicamente la difusión de las part́ıculas de soluto se debe a la gran cantidad de
colisiones que experimentan consigo mismas y con las moléculas del solvente, lo que origina
su desplazamiento hacia las posiciones vecinas que cuentan con espacios vaćıos disponibles.
Dada la heterogeneidad de la colisiones y el gran número de éstas, es de esperar que la
posición de las part́ıculas de soluto se comporte como la suma de variables aleatorias. Aśı, y



APÉNDICE B. ELEMENTOS DE CÁLCULO ESTOCÁSTICO 122

como consecuencia del teorema del ĺımite central, las part́ıculas tendrán un desplazamiento
cuadrático medio proporcional a la ráız cuadrada del tiempo ∆Xrms =

√
〈X2〉 − 〈X〉2 ∼ t1/2;

suponiendo que el número de colisiones, y en consecuencia de pasos, son proporcionales al
tiempo. De este modo, es intuitivo proponer ∆X2

rms = 2Dt, con D una constante que debe
ser cierta función del camino libre entre las moléculas del solvente y de su velocidad. Estas
cantidades se pueden introducir a través de la temperatura pero su dependencia escapa de
esta discusión. En consecuencia, en ausencia de fuerzas externas y corrientes globales, es de
esperar que la concentración de las part́ıculas de soluto n(x, t) vaŕıe en el tiempo y el espacio
de acuerdo a:

n(x, t) ∼
ˆ
d3x′

n(x′, t0)

(4πD(t− t0))3/2
exp

[
−

(x− x′)2

4D(t− t0)

]
. (B.59)

Es decir, que la concentración se obtenga como la convolución entre la concentración inicial t0
y una distribución normal de varianza 2Dt. Desde una perspectiva matemática, la distribución
normal en (B.59) es, salvo una constante de proporcionalidad, la función de Green o núcleo
de la ecuación diferencial que describe el proceso de difusión. Para deducir dicha ecuación, se
puede comenzar por atender a que, a primer orden debe ser lineal, para aśı aceptar el núcleo
de (B.59). Por otro lado, a partir de la descripción microscópica del proceso de difusión,
es de esperar que las part́ıculas de soluto se desplacen desde las regiones de mayor a menor
concentración en una magnitud proporcional al gradiente de concentración, por lo que el flujo
másico por unidad de volumen debe ser, salvo derivadas de orden superior, de la forma:

j = −D∇n (B.60)

Esta expresión es conocida como ley de Fick, en honor a Adolf Fick quien la derivó en 1855.
Combinando (B.60) con la ecuación de continuidad ∂tn = −∇ · j se obtiene la ecuación de
difusión:

∂n

∂t
= ∇ · (D∇n) (B.61)

El coeficiente de difusión D puede ser función de la posición. Se puede demostrar que si
∇D ∼ 0, entonces (B.59) es solución de (B.61). La aplicabilidad de la ley de Fick ha si-
do comprobada experimentalmente en diferentes contextos, permitiendo describir un amplio
rango de problemas de transporte en diversas áreas de las ciencias e ingenieŕıa.

A modo ilustrativo, la ecuación de difusión con D constante se puede resolver en d di-
mensiones por medio de la transformada espacial de Fourier d − dimensional de acuerdo
a

∂n̂(k, t)

∂t
= −Dk2n̂(k, t) ⇒ n(x, t) =

ˆ
ddk

(2π)d
n̂(k, t0)e−Dk

2(t−t0)eik·x, (B.62)

con

n̂(k, t0) =

ˆ
ddxn(x, t0)e−ik·x. (B.63)
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Luego, se sigue que:

n(x, t) =

ˆ
ddk

(2π)d

ˆ
ddx′n(x′, t0)e−ik·x

′
e−Dk

2(t−t0)eik·x

=

ˆ
ddx′

n(x
′, t0)

(4πD(t− t0))d/2
exp

[
−

(x− x′)2

4D(t− t0)

] (B.64)

B.3.2. Modelos de Eistein y Smoluchowski del movimiento brow-
niano

El movimiento browniano fue informado por primera vez por Robert Brown en 1827, a
quien debe su nombre. Brown observó a través de un microscopio que part́ıculas de polen
suspendidas en agua describ́ıan movimientos aleatorios, sin ser capaz de determinar el origen
de tal movimiento. En 1905 Albert Einstein explicó el movimiento de las part́ıculas de polen
como el resultado de colisiones con las moléculas de agua. Esta explicación sirvió como prueba
convincente de la existencia de los átomos y moléculas, los que para la época sólo hab́ıan sido
teorizados.

En su descripción, Einstein comienza considerando un experimento de presión osmótica
con la ley de los gases ideales, p = nkT . Su razonamiento fue que en un estado estacionario
la fuerza osmótica −∇p es igual a la fuerza viscosa. En el caso de part́ıculas esféricas de radio
a, ésta corresponde al producto de la fuerza hidrodinámica de la ley de Stokes F = −6πηav
y la concentración n de part́ıculas, con η la viscosidad del solvente. Aśı, Einstein dedujo
que nv = −kT/6πaη∇n, expresión que comparada con la ley de Fick (B.60) conduce a
D = kT/6πaη.

Para explicar este resultado Einstein razonó que las part́ıculas de polen eran chocadas
aleatoriamente por las moléculas de agua, por lo que, tras un corto intervalo de tiempo δt
las part́ıculas perd́ıan sus condiciones iniciales. Además, en ausencia de fuerzas externas y
corrientes globales, el promedio de su velocidad deb́ıa ser nulo. En estas condiciones, Einstein
postuló que en un intervalo δt, el número de part́ıculas de polen que se mueven en un entorno
d3∆ de ∆ se encontraba determinado por nφ(∆)d3∆, con φ(∆) = φ(|∆|) isotrópica y norma-
lizada a la unidad. Luego, asumiendo conservación del número de part́ıculas y expandiendo
en series de Taylor, Einstein encontró que:

n(x, t+ τ) = n(x, t) + τ
∂n(x, t)

∂t
+ ...

=

ˆ
d3∆n(x + ∆, t)φ(∆)

= n(x, t) +∇2n(x, t)

ˆ
d3∆

∆2

6
φ(∆) + ...

(B.65)

Tras suprimir momentos de orden superior y tomar el ĺımite τ −→ 0 Einstein recuperó la
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ecuación de difusión (B.60), encontrando la siguiente expresión para el coeficiente de difusión:

D = ĺım
τ−→0

1

6τ

ˆ
d3∆∆2φ(∆). (B.66)

A pesar de lo satisfactorio del modelo de Einstein, queda preguntarse: ¿por qué una
part́ıcula browniana puede ser desplazada cuando, a priori, las probabilidades de que sea
golpeada en todas las direcciones son iguales?. En 1906 Marian Smoluchowski desarrolló
un modelo de movimiento browniano bajo la misma primicia de Einstein. En su trabajo,
Smoluchowski intenta responder esta pregunta argumentando que si la part́ıcula experimenta
n colisiones, con m favorables y n − m desfavorables en alguna dirección, ambas con igual
probabilidad a priori de 1/2 (máxima entroṕıa, pues algún otro valor implica una especie
de orden) entonces la probabilidad de obtener m colisiones favorables distribuye como una
binomial:

Pm,n =

(
n

m

)
2−n. (B.67)

Aśı, Smoluchowski dedujo para la ganancia media m− (n−m) = 2m− n:

〈2m− n〉 =
n∑

m=n/2

(2m− n)

(
n

m

)
2−n =

n

2n

(
n

n/2

)
. (B.68)

Luego, utilizando la formula de Stirling valida para n grandes

n! ≈

(
n

e

)n√
2πn, (B.69)

Smoluchowski demostró que la ganancia media es proporcional a la ráız cuadrada del número
de colisiones y se puede escribir como:

〈2m− n〉 ≈

√
2n

π
. (B.70)

Este modelo permite describir cualitativamente el movimiento browniano, sin embargo, se
debe tener en cuenta que en el momento en que la part́ıcula comienza su movimiento, las
colisiones en distintas direcciones no poseen igual probabilidad, debido a la acumulación local
de moléculas en la dirección del movimiento.

B.3.3. Ecuación de Langevin del movimiento Browniano

Como alternativa a la descripción de Einstein y de Smoluchowski, Paul Langevin desa-
rrolló en 1908 una ecuación diferencial que describe el movimiento de una part́ıcula brownia-
na de masa M sujeta a fuerzas viscosas y aleatorias. La ecuación resultante, conocida como
ecuación de Langevin, es:

v̇ = −γv +
F

M
+ η(t), (B.71)
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donde v corresponde a la velocidad de la part́ıcula, γ es una medida de la amortiguación
debido a la fuerza viscosa, F es la fuerza originada por campos externos y η(t) es la fuerza
aleatoria que representa el efecto de las colisiones entre la part́ıcula browniana y las moléculas
del medio.

Para comprender la f́ısica tras la ecuación de Langevin, resulta conveniente considerar un
caso unidimensional con F constante; como puede ser una part́ıcula de polvo en cáıda libre
bajo el efecto de la gravedad. En estas condiciones es sencillo ver que (B.71) es equivalente
a:

d

dt

(
veγt

)
=

F

M
eγt + ηeγt

v(t) = v(0)e−γt +
F

γM

(
1− e−γt

)
+

ˆ t

0

dsη(s)eγ(s−t)
(B.72)

Ahora bien, dado que η(t) es una función aleatoria, sólo se puede describir el movimiento de
la part́ıcula en términos de cantidades promedio.

Asumiendo que el promedio de las fuerzas aleatorias es nulo, 〈η(t)〉 = 0, entonces, el
promedio de la velocidad es:

〈v(t)〉 = v(0)e−γt +
F

γM

(
1− e−γt

)
. (B.73)

A partir de este resultado, se concluye que para escalas de tiempo de γ−1 se pierde la condición
inicial v(0) y la velocidad tiende asintóticamente a su valor terminal 〈v(t)〉 = F/γM . Para
el promedio del cuadrado de la velocidad 〈v(t)2〉 es sencillo demostrar que se encuentra dado
por:

〈v(t)2〉 = 〈v(t)〉2 +

ˆ t

0

ds1

ˆ t

0

ds2e
γ(s1−t)eγ(s2−t)〈η(s1)η(s2)〉, (B.74)

donde 〈η(s1)η(s2)〉 es una magnitud desconocida que describe la correlación de las fuerzas
aleatorias a distintos instantes de tiempo. Puesto que las colisiones que experimenta un cuerpo
macroscópico en su superficie con distintas moléculas del fluido no poseen correlación, es de
esperar que 〈η(s1)η(s2)〉 sea nulo a excepción de intervalos de tiempo τ = s2−s1 muy cortos,
del orden del tiempo en que las moléculas interactúan de forma individual con el objeto. De
esto modo, la correlación puede aproximarse como:

〈η(s1)η(s2)〉 ≈ Γδ(s1 − s2). (B.75)

Sustituyendo (B.75) en (B.74) se puede escribir para la esperanza del cuadrado de la veloci-
dad:

〈v(t)2〉 − 〈v(t)〉2 = Γ

ˆ t

0

dse2γ(s−t)

=
Γ

2γ

(
1− e−2γt

)
.

(B.76)
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Este resultado permite deducir una expresión para Γ; en el caso en que F = 0 se sigue que
para instantes de tiempo mayores a γ−1 la enerǵıa del objeto debe termalizar con el medio,
y como sólo posee un grado de libertad se debe cumplir 〈Mv(t)2/2〉 = kT/2 permitiendo
concluir que Γ = 2γkT/M .

De forma general, se demuestra que la correlación de la velocidad a distintos instantes de
tiempo es:

〈v(t)v(t′)〉 − 〈v(t)〉〈v(t′)〉 =

ˆ t

0

ds

ˆ t′

0

ds′eγ(s−t)eγ(s′−t′)〈η(s)η(s′)〉

= Γ

ˆ mı́n(t,t′)

0

dse2γse−γ(t+t′)

=
Γ

2γ

(
e−γ|t−t

′| − e−γ(t+t′)
)
.

(B.77)

Ahora bien, integrando la velocidad para obtener la posición se tiene:

x(t) = x(0) +
1

γ

(
v(0)−

F

γM

)(
1− e−γt

)
+

Ft

γM
+

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dseγ(s−t′)η(t′)

= 〈x(t)〉+

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dseγ(s−t′)η(t′).

(B.78)

En este punto se debe notar que para intervalos de tiempo menores a γ−1 la posición media
es 〈x(t)〉 = x(0) + v(0)t + Ft2/2m, valor consistente con el movimiento de un cuerpo bajo
la acción de una fuerza constante. En el ĺımite opuesto de grandes intervalos de tiempo el
resultado es consiste con una velocidad terminal F/γM .

Finalmente, calculando la correlación de la posición a distintos intervalos de tiempo se
tiene:

〈x(t)x(t′)〉 − 〈x(t)〉〈x(t′)〉 =

ˆ t

0

ds

ˆ t′

0

ds′
ˆ s

0

ds1

ˆ s′

0

ds2e
γ(s−s1)eγ(s′−s2)〈η(s1)η(s2)〉

=
Γ

2γ

ˆ t

0

ds

ˆ t′

0

ds′
(
e−γ|s−s

′| − e−γ(s+s′)
)

=
Γ

γ2
mı́n(t, t′) +

Γ

2γ3

[
2e−γt + 2e−γt

′ − 2− e−γ|t−t′| − e−γ(t+t′)
]
.

(B.79)

En particular, cuando ambos instantes de tiempo son iguales y mayores a γ−1, se tiene (salvo
por el término constante):

〈x(t)2〉 − 〈x(t)〉2 =
Γ

γ2
t = 2Dt. (B.80)

Aqúı D = Γ/2γ2 corresponde al coeficiente de difusión, permitiendo justificar la definición
entregada por Einstein en su modelo (B.66). Además, en el caso de una part́ıcula browniana
de masa M y radio a en un solvente de viscosidad η, γ = 6πηa/M , de donde se sigue que
D = kT/6πaη, recuperando el resultado de Einstein.
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B.3.4. Equivalencia entre los modelos de Einstein y Langevin

Se ha demostrado que los modelos de Einstein y Langevin para una part́ıcula browniana
que se desplaza en ausencia de fuerzas externas conducen al mismo valor para el coeficiente
de difusión. Sin embargo, no es evidente que ambos entreguen el mismo resultado para la
posición o velocidad de la part́ıcula. Para dar cuenta de la equivalencia entre ambas des-
cripciones, se determinará la probabilidad conjunta P (x, t;x′, t0) de que una part́ıcula en
movimiento unidimensional con posición inicial x1 = x(t1) se desplace hasta x2 = x(t2) en
un instante posterior en ausencia de fuerzas externas.

En la descripción de Langevin la ecuación de movimiento es dv/dt = −γv + η(t) con
v = dx/dt. Puesto que la situación de interés es aquella en que el movimiento se debe
únicamente a las colisiones y no a la velocidad inicial, se debe trabajar en escalas de tiempo
mayores a γ−1. Esto se consigue despreciando el término cinético dv/dt en la ecuación de
movimiento, permitiendo escribir para la velocidad y posición:

v(t) =
η(t)

γ
y x(t) =

ˆ t

0

ds
η(s)

γ
. (B.81)

Ahora bien, para obtener la probabilidad conjunta se debe atender a la identidad de cambio
de variable (B.13) con el promedio sobre la distribución p(η) = p(η(t1), η(t2)) de la variable
aleatoria η(t). Aśı:

P (x1, t1;x2, t2) =

ˆ
Dηp(η)δ(x1 − x(t1))δ(x2 − x(t2))

= 〈δ(x1 − x(t1))δ(x2 − x(t2))〉,
(B.82)

con Dη = dη(t1)dη(t2). Para evaluar esta expresión integral resulta conveniente emplear la
representación de la delta de Dirac en el espacio de Fourier, de acuerdo a:

P (x1, t1;x2, t2) =

ˆ ∞
0

dω1

2π

ˆ ∞
0

dω2

2π
e−i(ω1x1+ω2x2)〈ei(ω1x(t1)+ω2x(t2))〉. (B.83)

Luego, definiendo

2∑
j=1

ωjx(tj) =

ˆ ∞
−∞

dt

2∑
j=1

ωjΘ(t)Θ(tj − t)η(t)γ−2

=

ˆ ∞
−∞

dtf(t)η(t),

(B.84)

y asumiendo que η(t) distribuye como una gaussiana, con

〈η(t)η(t′)〉 = G(t− t′), (B.85)
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se sigue que:

〈ei(ω1x(t1)+ω2x(t2))〉 = 〈exp
{
i

ˆ ∞
−∞

dtf(t)η(t)

}
〉

= exp

{
−

1

2

ˆ ∞
−∞

dt

ˆ ∞
−∞

dtdt′f(t)G(t− t′)f(t′)

}

= exp

{
−

1

2

2∑
j,k

ωjMj,kωk

}
,

(B.86)

donde se han empleado los resultados conocidos para integrales gaussianas multivariables
(ver sección final de este anexo) y se ha definido la matriz de correlación:

Mj,k = 〈x(tj)x(tk)〉 − 〈x(tj)〉〈x(tk)〉. (B.87)

A partir de (B.87) se sigue para la probabilidad conjunta:

P (x1, t1;x2, t2) =

ˆ ∞
0

dω1

2π

ˆ ∞
0

dω2

2π
e−i(ω1x1+ω2x2)exp

{
−

1

2

2∑
j,k

ωjMj,kωk

}

=
(2π)−1

(detM)1/2
exp

{
−

1

2

2∑
j,k

xjM
−1
j,k xk

}
.

(B.88)

Para evaluar Mj,k se debe atender a (B.85) y (B.86) de modo que si G(t− t′) = Γδ(t− t′) se
sigue que:

Mj,k =
1

γ2

ˆ tj

0

ds

ˆ tk

o

ds′G(s− s′) =
Γ

γ2
min(tj, tk). (B.89)

Sustituyendo este resultado en (B.87) se obtiene finalmente:

P (x1, t1;x2, t2) =

√
γ

2πΓ(t2 − t1)
exp

[
−

(x2 − x1)2

2Γ(t2 − t1)/γ2

]
. (B.90)

Ahora bien, en la descripción de Einstein se debe reemplazar Γ/γ2 = 2D con D el co-
eficiente de sustitución, en cuyo caso es inmediato comprobar que (B.89) corresponde a la
solución de la ecuación de difusión unidimensional con la densidad de número de part́ıculas
brownianas igual a la delta de Dirac evaluada en la posición inicial de la part́ıcula, quedando
demostrado que ambas formulaciones del movimiento browniano son equivalentes.

B.3.5. Probabilidad condicional en el modelo de Langevin

Dado que se ha asumido que η(t) sigue una distribución normal, el resultado obtenido
en (B.88) se puede extender para determinar la probabilidad conjunta P (v1, t1; v2, t2) sus-
tituyendo los xj por los vj y las correlaciones espaciales por las correlaciones en el espacio
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de velocidades. Estas últimas Mj,k = 〈v(tj)v(tk)〉 − 〈v(tj)〉〈v(tk)〉 fueron obtenidas por in-
tegración directa de la ecuación de Langevin en (B.77) sin despreciar el término cinético.
Utilizando estos resultados es sencillo ver que, en general, se tiene:

P (v1, t1; ...; vn, tn) =
(2π)−n/2

(detM)1/2
exp

{
−

1

2

n∑
j,k

vjM
−1
j,k vk

}
, (B.91)

con:

Mj,k =
Γ

2γ

(
e−γ|tj−tk| − e−γ(tj+tk)

)
. (B.92)

A partir de estos resultados se encuentra que, en el ĺımite t1,2 >> γ−1, equivalente a la
pérdida de la condición inicial, se cumple:

P (v2, t2) =

√
γ

πΓ
e−γv

2
2/Γ. (B.93)

Por otro lado, para la distribución condicional P (v2, t2|v1, t1) = P (v1, t1; v2, t2)/P (v1, t1) se
encuentra que:

P (v2, t2|v1, t1) =

√
γ/πΓ

1− e−2γ(t2−t1)
exp

{
−
γ

Γ
·
(
v2 − e−γ(t2−t1)v1

)2

1− e−2γ(t2−t1)

}
. (B.94)

Luego, es claro que P (v2, t2|v1, t1) tiende a P (v2, t2) independientemente de la condición más
reciente.

Como se verá más adelante, un proceso de Markov es aquel en que en un instante dado,
las propiedades estad́ısticas del sistema en un instante posterior se encuentran totalmente
determinadas por sus valores en dicho instante; o equivalentemente, cada probabilidad con-
dicional depende únicamente de la condición más reciente. En este sentido, la velocidad v(t)
de la part́ıcula browniana describe un proceso de Markov a tiempo continuo, debido a que
satisface una ecuación diferencial de primer orden y, por lo tanto, sólo se requiere de la (úni-
ca) condición inicial v(0) para derivar su distribución de probabilidad para cualquier instante
posterior. De forma similar se sigue que x(t) no describe un proceso de Markov, pues requiere
de dos condiciones iniciales.

B.3.6. Ecuación de Fokker-Planck

El movimiento de una part́ıcula browniana sigue la ecuación de Langevin, cuya solución
se interpreta a través de valores promedios. Como alternativa a este procedimiento surge la
ecuación de Fokker-Planck, que describe la evolución temporal de la densidad de probabilidad
de la velocidad de la part́ıcula bajo la influencia de fuerzas de arrastre y aleatorias. Cuando
esta ecuación es aplicada a distribuciones de posición de part́ıculas se conoce como ecuación
de Smoluchowski, la cual generaliza el modelo de Einstein en presencia de fuerzas de arrastre.
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Para derivar la ecuación de Fokker-Planck se considera la variable estocástica y(t), cuya
variación corresponde a

δy(t) = y(t+ δt)− y(t), (B.95)

y es tal que:

〈δy(t)〉 = A(y)δt

〈[δy(t)]2〉 = B(y)δt+O(δt2)

〈[δy(t)]n〉 ∼ O(δt2) con n > 2.

(B.96)

Donde los términos A(y) y B(y) se deben al arrastre y difusión respectivamente.

Ahora bien, para la probabilidad conjunta P (y3, t3; y1, t1), es claro que, para cualquier
valor de t2 intermedio, satisface

P (y3, t3; y1, t1) =

ˆ ∞
−∞

dy2P (y3, t3; y2, t2; y1, t1), (B.97)

lo que equivale a decir que la part́ıcula debe estar en algún lugar en el instante t2. Si el
sistema describe un proceso markoviano, entonces

P (y3, t3|y2, t2; y1, t1) = P (y3, t3|y2, t2), (B.98)

lo que equivale a decir que la probabilidad condicional depende únicamente de la condición
más reciente. De esta propiedad se colige que:

P (y3, t3; y2, t2; y1, t1) = P (y3, t3|y2, t2; y1, t1)P (y2, t2; y1, t1)

= P (y3, t3|y2, t2)P (y2, t2|y1, t1)P (y1, t1).
(B.99)

Sustituyendo (B.99) en (B.97) se sigue que la probabilidad condicional P (y3, t3|y1, t1)
satisface la siguiente ley de composición:

P (y3, t3|y1, t1) =

ˆ ∞
−∞

dy2P (y3, t3|y2, t2)P (y2, t2|y1, t1). (B.100)

Esta expresión es conocida como ecuación de Chapman-Kolmogorov.

Utilizando el resultado previo se puede escribir:

P (y, t+ δt|y0, t0) =

ˆ ∞
−∞

dy′P (y, t+ δt|y′, t)P (y′, t|y0, t0). (B.101)

Además:

P (y, t+ δt|y′, t) =

ˆ ∞
−∞

dzδ(y − z)P (z, t+ δt|y′, t)

=

ˆ ∞
−∞

dδy(t)δ(y − y′ − δy(t))P (y′ + δy(t), t+ δt|y′, t)

=

{
1 + 〈δy(t)〉

∂

∂y′
+

1

2
〈[δy(t)]2〉

∂2

∂y′2
+ ...

}
δ(y − y′)

= δ(y − y′) + A(y)
∂δ(y − y′)

∂y′
δt+

1

2
B(y)

∂2δ(y − y′)
∂y′2

δt+O(δt2).

(B.102)
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Sustituyendo (B.102) en (B.101), integrando por partes, dividiendo por δt y tomando el ĺımite
δt→ 0, se obtiene la ecuación de Fokker-Planck:

∂P (y, t)

∂t
= −

∂

∂y
[A(y)P (y, t)] +

1

2

∂2

∂y2
[B(y)P (y, t)]. (B.103)

Para describir el movimiento browniano a partir de la ecuación de Fokker-Planck (EFP)
es necesario que la part́ıcula alcance su velocidad terminal, puesto que, de lo contrario, su
ecuación de Langevin es de segundo orden y no describe un proceso de Markov. Cuando se ha
alcanzado la velocidad terminal, la ecuación de Langevin se reduce a dx/dt = F/γM + η/γ
de donde se sigue que A(x) = F/γM y B(x) = Γ/γ2 = 2D = 2kT/Mγ. Reemplazando
F = −dV/dx y sustituyendo estas cantidades en (B.103) se obtiene la EFP del movimiento
Browniano:

∂P (x, t)

∂t
=

∂

∂x

{(
P (x, t)

Mγ

)
∂V (x)

∂x
+

∂

∂x

[
kT

Mγ
P (x, t)

]}
. (B.104)

Esta expresión también se conoce como ecuación de Smoluchowski.

B.4. Procesos Estocásticos

B.4.1. Procesos Estocásticos

Los procesos descritos en la sección anterior son ejemplos de procesos estocásticos, esto
es, sistemas en que existen una o más variables aleatorias dependientes del tiempo ~X(t). En

general, se denota con la letra minúscula ~x al valor medido de la variable aleatoria ~X(t) en
el instante t.

Se define la densidad de probabilidad de ~x por

p(~x, t) = 〈δ(~x− ~X(t))〉, (B.105)

con el promedio obtenido sobre las realizaciones del proceso aleatorio, encontrándose apro-
piadamente normalizada a la unidad,

´
d~xp(~x, t), con d~x = dxd y d la dimensión de ~X(t). Su

interpretación se consigue al integrar sobre una región Ω, obteniendo

pΩ(t) =

ˆ
Ω

d~xp(~x, t), (B.106)

cantidad que corresponde a la probabilidad de que la variable aleatoria ~X(t) tome un valor
en Ω.

Sean ~x1, ..., ~xn los valores medidos de ~X(t) en los instantes t1, ..., tn, se define la distribu-
ción de probabilidad conjunta de acuerdo a:

p(~xn, tn; ...; ~x1, t1) = 〈δ(~xn − ~X(tn))...δ(~x1 − ~X(t1))〉. (B.107)
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A partir de la probabilidad conjunta, se definen también las densidades de probabilidades
condicionales:

p(~xn, tn; ...; ~x1, t1|~x′m, t′m; ...; ~x′1, t
′
1) =

p(~xn, tn; ...; ~x1, t1; ~x′m, t
′
m; ...; ~x′1, t

′
1)

p(~x′m, t
′
m; ...; ~x′1, t

′
1)

. (B.108)

Estas definiciones son independientes del orden temporal, sin embargo, por convención se
adoptará orden decreciente de izquierda a derecha:

tn > ... > t1 > t′m > ... > t′1. (B.109)

Las probabilidades condicionales actúan como predicciones del valor futuro de ~X(t) cono-
cidos sus valores pasados, motivando la búsqueda de ecuaciones de evolución para encontrar
su valor dada una distribución inicial. Este es el caso de la ecuación de Fokker-Planck.

Para definir un proceso estocástico es necesario, al menos, conocer todas las probabilida-
des conjuntas del tipo (B.107). Si su conocimiento define el proceso, se le conoce como un
proceso estocástico separable.

B.4.2. Procesos de Markov

Los procesos de Markov son uno de los procesos estocásticos más simples, caracteriza-
dos porque el estado futuro del sistema depende únicamente de la condición actual. Esta
suposición se formula en términos de probabilidades condicionales por:

p(~xn, tn; ...; ~x1, t1|~x′m, t′m; ...; ~x′1, t
′
1) = p(~xn, tn; ...; ~x1, t1|~x′m, t′m). (B.110)

Con esta definición es posible obtener todas las probabilidades a partir de p(~x, t) y p(~x, t|~x′, t′).
En efecto, aśı

p(~x2, t2; ~x1, t1) = p(~x2, t2|~x1, t1)p(~x1, t1),

de modo que, al siguiente orden

p(~x3, t3, ~x2, t2; ~x1, t1) = p(~x3, t3|~x2, t2; ~x1, t1)p(~x2, t2; ~x1, t1)

= p(~x3, t3|~x2, t2)p(~x2, t2|~x1, t1)p(~x1, t1).

Luego, es claro que:

p(~xn, tn; ...; ~x1, t1) = p(~xn, tn|~xn−1, tn−1)...p(~x2, t2|~x1, t1)p(~x1, t1). (B.111)

Ecuación de Chapman-Kolmogorov

En general, se cumple que la densidad de probabilidad p(~x3, t3) puede ser obtenida a
partir de la probabilidad conjunta p(~x3, t3; ~x2, t2) por integración sobre ~x2:

p(~x3, t3) =

ˆ
d~x2p(~x3, t3; ~x2, t2)

=

ˆ
d~x2p(~x3, t3|~x2, t2)p(~x2, t2).

(B.112)
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De forma similar:

p(~x3, t3|~x1, t1) =

ˆ
d~x2p(~x3, t3; ~x2, t2|~x1, t1)

=

ˆ
d~x2p(~x3, t3|~x2, t2; ~x1, t1)p(~x2, t2|~x1, t1).

(B.113)

Tanto (B.113) como (B.112) son siempre válidas. Si el proceso es Markoviano, se sigue a
partir de (B.110) que (B.113) se puede escribir como:

p(~x3, t3|~x1, t1) =

ˆ
d~x2p(~x3, t3|~x2, t2)p(~x2, t2|~x1, t1). (B.114)

Esta expresión corresponde a la ecuación de Chapman-Kolmogorov.

La diferencia entre (B.114) y (B.112) es que, la primera de ellas relaciona todas las proba-
bilidades condicionales p(~xi, ti|~xj, tj) las unas con las otras, mientras que (B.112) construye
la probabilidad en el futuro t3 de t2, dadas las probabilidades condicionales p(~x3, t3|~x2, t2).

Procesos de Markov en la naturaleza

En los sistemas f́ısicos, los procesos de interés que pueden ser modelados como aleatorios
poseen un tiempo de correlación finito, usualmente del orden de la duración de la interacción
entre sus partes. Para la part́ıcula browniana se vio que la correlación entre la fuerza aleatoria
en la ecuación de Langevin a diferentes instantes 〈η(t)η(t+s)〉 debe ser nula para intervalos de
tiempo s mayores a una escala caracteŕıstica δt (del orden del tiempo en que dos moléculas
diferentes interactúan con el mismo objeto). En consecuencia, para intervalos s < δt, el
sistema es no markoviano. Por ejemplo, para la ecuación de Langevin v̇ = −γv + η(t), se
demostró que con escalas de tiempo mayores a γ−1 se perd́ıa la condición inicial. Sin embargo,
si δt = 0 el proceso es markoviano, puesto que la ecuación es de primer orden y sólo requiere
de la condición más reciente para ser integrada. Para ecuaciones de segundo orden, como
ẍ = −γẋ + η(t), se requiere de dos condiciones iniciales, por lo que las trayectorias son sólo
markovianas para escalas de tiempo mayores a γ−1, tras las cuales se ha perdido la memoria
de la velocidad inicial.

Procesos de Markov continuos

Una variable aleatoria ~X(t) puede tomar un rango continuo de valores a la vez que su
trayectoria de muestreo puede ser una función discontinua de t. Por ejemplo, la velocidad
de una part́ıcula browniana puede tomar un amplio rango de valores a escalas del tiempo de
correlación, sin embargo, dará saltos discontinuos en el tiempo, a diferencia de su posición
que seguirá una trayectoria continua (aunque no suave).

La condición de que la trayectoria de muestreo de la variable aleatoria X(t) sea continua
en t se conoce como condición de Lindeberg:

ĺım
τ→0

1

τ

ˆ
|x−x′|>ε

d3xp(x, t+ τ |x′, t) = 0. (B.115)
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Esta condición significa que la probabilidad de que la posición final x′ sea diferente de x va
a cero más rápidamente que τ , cuando τ tiende a cero. Considere los siguientes ejemplos:

Proceso de Wiener: Este proceso es utilizado para modelar el movimiento browniano,
entre otros fenómenos. Se caracteriza por exhibir únicamente difusión, sin deriva o
saltos. En una dimensión se tiene:

p(x, t|x′, t′) =
1√

4πD|t− t′|
exp

(
−

(x− x′)2

4D|t− t′|

)
. (B.116)

Se puede comprobar que (B.116) verifica la condición de Lindeberg, por lo que, las
trayectorias de muestreo de una part́ıcula browniana son continuas.

Proceso de Cauchy: Este proceso se caracteriza por que las trayectorias de muestreo
exhiben saltos finitos, por lo que no son continuas. En una dimensión se tiene:

p(x, t|x′, t′) =
|t− t′|

π [(x− x′)2 + (t− t′)2]
. (B.117)

A diferencia del proceso de Wiener, el proceso de Cauchy no cumple la condición de
Lindeberg, por lo que sus trayectorias de muestreo no son continuas. Sin embargo, en
ambos casos se cumple ĺımτ→0 p(x

′, t+ τ |x, t) = δ(x′ − x).

B.4.3. Martingalas

La martingala es un proceso estocástico en que la esperanza condicional de una variable
aleatoria ~X(t) no cambia de su condición más reciente. Esto es:

〈~x(t)| {~xn, tn; ...; ~x1, t1}〉 =

ˆ
d~xp(~x, t|~xn, tn; ...; ~x1, t1)~x = ~xn (B.118)

No todas las martingalas son procesos de Markov y viceversa; en particular el proceso de
Wiener es una martingala.

Una caracteŕıstica importante de las martingalas es que, al nivel de las correlaciones a
pares, el rendimiento pasado no proporciona predicciones para los resultados futuros. En una
dimensión esto equivale a:

〈[x(t3)− x(t2][x(t2)− x(t1)]〉 = 0. (B.119)

Para demostrar (B.119) basta con notar que:

〈x(t2)x(t1)〉 =

ˆ
dx2

ˆ
dx1p(x2, t2;x1, t1)x2x1

=

ˆ
dx2

ˆ
dx1p(x2, t2|x1, t1)p(x1, t1)x2x1

=

ˆ
dx1p(x1, t1)x1

ˆ
dx2p(x2, t2|x1, t1)p(x1, t1)x2

=

ˆ
dx1p(x1, t1)x2

1

= 〈x(t1)2〉.

(B.120)
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Luego el resultado es inmediato.

B.4.4. Ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov

Bajo ciertas suposiciones la ecuación de Chapman-Kolmogorov puede ser reducida a
una ecuación diferencial. Como consecuencia de la condición de continuidad (de Lindeberg)
(B.115), se debe considerar un método que permita dividir la condición de diferenciabilidad
en dos partes, una correspondiente al movimiento continuo y otra al discontinuo.

Se requiere de las siguientes condiciones para todo ε > 0:

1.

|x− y| ≥ ε −→ ĺım
τ→0

1

τ
p(x, t+ τ |y, t) = W (x|y, t); (B.121)

2.

ĺım
τ→0

1

τ

ˆ
|x−y|<ε

d3x(xi − yi)p(x, t+ τ |y, t) = Ai(y, t) +O(ε); (B.122)

3.

ĺım
τ→0

1

τ

ˆ
|x−y|<ε

d3x(xi − yi)(xj − yj)p(x, t+ τ |y, t) = Bij(y, t) +O(ε). (B.123)

Con las últimas dos condiciones uniformes en x′, ε y t. Además, los momentos de orden
superior se desvanecen cuando ε→ 0.

De acuerdo con la condición de continuidad (B.115), si la trayectoria de muestreo es
continua, entonces, los coeficientes W (x|x′, t) deben ser nulos para x 6= x′, por lo que se
encuentran ligados a movimientos discontinuos. Por el contrario, las cantidades Ai y Bij se
asocian a movimientos continuos.

Ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia adelante (DCK+)

Considere la evolución temporal de la esperanza de una función f(y) dos veces diferen-
ciable:

∂

∂t

ˆ
d3xf(x)p(x, t|x′, t′) = ĺım

τ→0

1

τ

{ˆ
d3xf(x) [p(x, t+ τ |x′, t′)− p(x, t|x′, t′)]

}
= ĺım

τ→0

1

τ

{ˆ
d3x

ˆ
d3yf(x)p(x, t+ τ |y, t)p(y, t|x′, t′)−

ˆ
d3yf(y)p(y, t|x′, t′)

}
(B.124)

Donde se ha empleado la ecuación de Chapman-Kolmogorov (B.114) para reescribir el primer
miembro de la segunda igualdad.
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Ahora bien, separando las integrales en x en las regiones |x − y| ≥ ε y |x − y| < ε y
expandiendo f(x) a segundo orden en torno a y:

f(x) = f(y) +
∑
i

∂f(y)

∂yi
(xi − yi) +

∑
i,j

1

2

∂2f(y)

∂yi∂yj
(xi − yi)(xj − yj) +O(|x− y|3). (B.125)

Sustituyendo este resultado en (B.123) se tiene,

∂

∂t

ˆ
dxf(x)p(x, t|x′, t′) = ĺım

τ→0

1

τ

{ˆ
|x−y|<ε

d3xd3y

[∑
i

∂f(y)

∂yi
(xi − yi) +

∑
i,j

1

2

∂2f(y)

∂yi∂yj
(xi − yi)(xj − yj)

]
· p(x, t+ τ |y, t)p(y, t|x′, t′)

+

ˆ
|x−y|≥ε

d3xd3yf(x)p(x, t+ τ |y, t)p(y, t|x′, t′)

−
ˆ
|x−y|≥ε

dxdyf(y)p(x, t+ τ |y, t)p(y, t|x′, t′)
}
,

(B.126)

más términos que se desvanecen en el ĺımite en que ε → 0. Finalmente, integrando por
partes los términos entre corchetes, cambiando x por y en la última integral, reconociendo
las magnitudes (B.121), (B.122) y (B.123), y atendiendo a la arbitrariedad de f(y), se obtiene
la ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia adelante (DCK+):

∂p(x, t|x, t′)
∂t

=−
∑
i

∂

∂xi
[Ai(x, t)p(x, t|x′, t′)] +

1

2

∑
i,j

∂2

∂xi∂xj
[Bij(x, t)p(x, t|x′, t′)]

+

ˆ
d3y [W (x|y, t)p(y, t|x′, t′)−W (y|x, t)p(x, t|x′, t′)] .

(B.127)

Algunas de las aplicaciones de la ecuación DCK+ son la ecuación maestra, la ecua-
ción de Fokker-Planck y la ecuación de Liouville. La ecuación maestra se obtiene cuando
los términos de deriva Ai y difusión Bij son nulos, por lo que el cambio en la probabilidad
condicional p(x, t|x′, t′) se debe a las transiciones entrantes W (x|y, t)p(y, t|x′, t′) menos las
salientes W (y|x, t)p(x, t|x′, t′). Esto permite interpretar a la función W (y|x, t) como la den-
sidad de probabilidad de que la variable aleatoria salte desde x a y en el instante t; debido a
sus unidades de t−1 se le suele denominar tasa de transición. La ecuación de Fokker-Planck
se consigue cuando las probabilidades de salto son nulas, exhibiendo deriva y difusión. La
ecuación de Lioville, también conocida como ecuación de continuidad en mecánica clásica, a
diferencia de la EFP no posee difusión, por lo que es utilizada en procesos deterministas.

Ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia atrás (DCK-)

La ecuación DCK+ asume que los valores x′ y t′ se encuentran fijos y las soluciones exis-
ten para t ≥ t′. Sin embargo, también se pueden buscar soluciones para t′ ≤ t con t fijo,
lo que se consigue a través de la ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov hacia atrás
(DCK-). Esta ecuación resulta útil para problemas de salida, en que se busca la probabilidad
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de que una part́ıcula abandone una región en un determinado tiempo.

Para derivar la DCK- se debe comenzar notando que:

ĺım
τ ′→0

1

τ ′
[p(x, t|x′, t′ + τ ′)− p(x, t|x′, t′)]

= ĺım
τ ′→0

1

τ ′

ˆ
d3yp(y, t′ + τ ′|x′, t′) [p(x, t|x′, t′ + τ ′)− p(x, t|y, t′ + τ ′)]

= ĺım
τ ′→0

1

τ ′

ˆ
d3yp(y, t′ + τ ′|x′, t′) [p(x, t|x′, t′)− p(x, t|y, t′)] .

(B.128)

Donde, para la primera igualdad, se ha utilizado que la primera integral es igual a p(x, t|x′, t′+
τ ′) en tanto que la segunda proviene de la ecuación de Chapman-Kolmogorov (B.114). Luego,
siguiendo un procedimiento similar al empleado para la ecuación DCK+ se obtiene para la
DCK-:

∂p(x, t|x, t′)
∂t′

=−
∑
i

Ai(x
′, t′)

∂p(x, t|x′, t′)
∂x′i

+
1

2

∑
i,j

Bij(x
′, t′)

∂2p(x, t|x′, t′)
∂x′i∂x

′
j

+

ˆ
d3yW (y|x′, t′) [p(x, t|x′, t′)− p(x, t|y, t′)] .

(B.129)

B.5. Integrales Gaussianas multimensionales

B.5.1. Distribución gaussiana multidimensional

Considere la distribución gaussiana multidimensional de n variables aleatorias ηj,

p(η1, ..., ηn) = Cexp

{
−

1

2

n∑
j,k=1

ηjαj,kηk

}
, (B.130)

donde αj,k es una matriz de rango n y C es un factor de normalización. Para trabajar sobre
esta distribución, es conveniente que αj,k sea una matriz simétrica. No obstante, cuando este
no es el caso, se puede realizar la operación de simetrización:

n∑
j,k=1

ηjαj,kηk =
1

2

n∑
j,k=1

ηj(αj,k + αk,j)ηk. (B.131)

Donde se han permutado los ı́ndices del segundo término en el sumatorio. Es claro que con
este procedimiento la suma entre paréntesis śı es una matriz simétrica. Por este motivo de
aqúı en más se asumirá que αj,k es una matriz simétrica. Además, la matriz αj,k se denotará
en forma matricial como α, en tanto que el vector ηj se denotará por η.

La obtención del factor de normalización se puede atender a que la matriz α puede ser
diagonalizada (dado que es simétrica). Esto quiere decir que existe una matriz ortogonal
Oj,l (OOT = I con I la matriz unidad) tal que OTαO = Λ con Λ una matriz diagonal
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(Λnm = λnδnm con λn los coeficientes de su diagonal y δnm la denta de Kronecker). Luego, si
de definen las nuevas variables xl tal que η = Ox y ηTαη = xTOTαOx = xTΛx se obtiene el
siguiente resultado para la integral de la distribución:

ˆ n∏
j=1

dηjexp
{
−xTΛx

}
=

ˆ n∏
j=1

dxj(1)exp

{
−

1

2

n∑
m=1

y2
mλm

}

=
n∏
j=1

ˆ
dxjexp

{
−
λm

2
x2
j

}

=
n∏
j=1

√
2π

λj
=

(2π)n/2
√
detα

,

(B.132)

donde detα corresponde al determinante de α. Además, se ha tenido en cuenta que el jaco-
biano de la transformación corresponde a la unidad (∂(η1, ..., ηn)/∂(x1, ..., xn) = 1). Con este
resultado es claro que:

C =

√
detα

(2π)n/2
. (B.133)

B.5.2. Correlaciones y teorema de Wick

Para encontrar las correlaciones es conveniente definir la función

Z(J1, ..., Jn) =

ˆ n∏
j=1

dηjexp

{
−

1

2

n∑
j,k=1

ηjαj,kηk +
n∑
l=1

Jlhl

}
, (B.134)

sobre la cual, es sencillo demostrar que la correlación 〈ηs1 , ..., ηsm〉 entre m variables ηj se
encuentra dada por:

〈ηs1 , ..., ηsm〉 =
1

Z

ˆ [ n∏
j=1

dηj

]
ηs1 ...ηsmexp

{
−

1

2

n∑
j,k=1

ηjαj,kηk

}

=
1

Z

∂mZ

∂Js1 ...∂Jsm

∣∣∣∣∣
J=0

.

(B.135)

Se debe notar que la última igualdad se encuentra divida por Z(0) = C−1, permitiendo la
normalización del resultado. Para encontrar una expresión expĺıcita para las correlaciones y
derivar otros importantes resultados se calculará Z(J1, ..., Jn). Con este fin, se puede emplear
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el método usual de completar cuadrados en el exponente. Esto es:

−
1

2

n∑
j,k=1

ηjαj,kηk +
n∑
l=1

Jlhl = −
1

2
ηTαη +

1

2

(
JTη + ηTJ

)
= −

1

2

(
ηT − JTα−1

)
α
(
η − α−1J

)
+

1

2
JTα−1J

= −
1

2
yTαy +

1

2
JTα−1J

= −
1

2

n∑
j,k=1

yjαj,kyk +
1

2

n∑
j,k

Jj
(
α−1
)
j,k
Jk

(B.136)

donde se ha definido la nueva variable auxiliar y = η − α−1J (notar que el jacobiano de la
transformación también es la unidad). Con este procedimiento se tiene para Z:

Z(J) =

ˆ n∏
j=1

dηjexp

{
−

1

2

n∑
j,k=1

ηjαj,kηk +
n∑
l=1

Jlhl

}

=

ˆ n∏
j=1

dxjexp

{
−

1

2

n∑
j,k=1

yjαj,kyk +
1

2

n∑
j,k

Jj
(
α−1
)
j,k
Jk

}

= Z(0)exp

{
1

2

n∑
j,k

Jj
(
α−1
)
j,k
Jk

}
.

(B.137)

Luego, es sencillo ver que las correlaciones son:

〈ηs1 , ..., ηsm〉 =
∂m

∂Js1 ...∂Jsm
exp

{
1

2

n∑
j,k

Jj
(
α−1
)
j,k
Jk

}∣∣∣∣∣
J=0

= 〈ηs1 , ηs2〉〈ηs3 , ηs4〉...〈ηsm−1 , ηsm〉+ ...

(B.138)

Este resultado es conocido como teorema de Wick y proporciona un método simple para
evaluar las correlaciones de una función gaussiana. Aśı, por ejemplo:

〈ηs1 , ..., ηs4〉 = 〈ηs1 , ηs2〉〈ηs3 , ηs4〉+ 〈ηs1 , ηs3〉〈ηs2 , ηs4〉+ 〈ηs1 , ηs4〉〈ηs2 , ηs3〉, (B.139)

de modo que las correlaciones entre pares se obtienen a partir de la inversa de la matriz α
de acuerdo a:

〈ηsj , ηsk〉 =
(
α−1
)
j,k
. (B.140)

B.5.3. Transformada de Fourier

Otro resultado de particular interés corresponde a la transformada de Fourier de la dis-
tribución gaussiana multidimensional. A partir de Z(J1, ..., Jn) es sencillo obtener su trans-
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formada realizando la sustitución Ji = −iωj. En efecto, se tiene:

p̂(ω1, ..., ωn) =

ˆ n∏
j=1

dηjp(η1, ..., ηn)exp

{
−i

n∑
j=1

ωjηj

}

=
Z(−iω1, ...,−iωn)

Z(0)

= exp

{
−

1

2

n∑
j,k

ωj
(
α−1
)
j,k
ωk

}
.

(B.141)

También resulta conveniente calcular:

Ẑ(K1, ..., Kn) =

ˆ n∏
j=1

dJjZ(J1, ..., Jn)exp

{
−i

n∑
j=1

kjJj

}

= Z(0)

ˆ n∏
j=1

dJjexp

{
1

2

n∑
j,k

Jj
(
α−1
)
j,k
Jk − i

n∑
j=1

KjJj

}
.

(B.142)

Para resolver la última integral se puede emplear un procedimiento similar al utilizado para
obtener expĺıcitamente Z(J1, ..., Jn), completando cuadrados en la integral gaussiana. Luego,
es sencillo ver que el resultado es:

Ẑ(K1, ..., Kn) = exp

{
1

2

n∑
j,l

Kjαj,kKk

}
. (B.143)
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Apéndice C

Modelo de subsidencia

C.1. Modelo de subsidencia

Litwiniszyn 1958 proporcionó la primera descripción del fenómeno de flujo gravitacional
a través de un modelo estocástico para el campo de desplazamientos verticales. Para ello,
Litwinisyn introduce la función de subsidencia w = w(x, z), definida como el desplazamiento
vertical experimentado por las part́ıculas que, previo a la deformación inducida por la descar-
ga de material, se encontraban sobre la recta z = z1. Aśı, el desplazamiento de las part́ıculas
se encuentra determinado por:

∆z = −w(x, z). (C.1)

Para encontrar una expresión para w, Litwiniszyn argumentó que el desplazamiento en una
part́ıcula ubicada en (x′, z′) induce un incremento δw en el desplazamiento de una part́ıcula
ubicada en (x, z) (con z > z′), dado por δw(x, z) = ϕ(x, z;x′, z′)δx′w(x′, z′). Luego, asumien-
do la validez del principio de superposición se sigue que:

w(x, z) =

ˆ +∞

−∞
dx′ϕ(x, z;x′, z′)w(x′, z′). (C.2)

La función de dos puntos ϕ(x, z;x′, z′) que relaciona los desplazamientos de las part́ıculas
ubicadas en (x, z) y (x′, z′) puede ser interpretada como la densidad de probabilidad condi-
cional p(x, z|x′, z′), correspondiente a la probabilidad de que el desplazamiento en el punto
(x′, z′) origine un desplazamiento en el punto (x, z).

Ahora bien, si el desplazamiento de una part́ıcula ubicada en (x′, z′) se origina en el
desplazamiento de las part́ıculas ubicadas en (x′′, z′′) (con z > z′ > z′′) se sigue que

w(x, z) =

ˆ +∞

−∞
dx′′ϕ(x, z;x′′, z′′)w(x′′, z′′). (C.3)

Por definición, el mismo resultado puede ser expresado como:

w(x, z) =

ˆ +∞

−∞
dx′dx′′ϕ(x, z;x′, z′)ϕ(x′, z′;x′′, z′′)w(x′′, z′′). (C.4)

Rodolfo S. Morales Gálvez
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Igualando ambas expresiones y sustituyendo la función de dos puntos ϕ por su interpretación
como la densidad de probabilidad condicional p, se sigue que esta última satisface la ecuación
integral

p(x, z|x′′, z′′) =

ˆ +∞

−∞
dx′′p(x, z|x′, z′)p(x′, z′|x′′, z′′), (C.5)

también conocida como ecuación de Chapman-Kolmogorov. Esta ecuación se obtiene en el
contexto de los procesos estocásticos para un proceso de Markov, definido como aquel en
que el estado de un sistema depende de su condición más reciente. Dicho de otro modo, la
condición anterior implica que un desplazamiento en el punto (x, z) depende únicamente del
desplazamiento de los puntos ubicados en la cota inmediatamente inferior.

Dado que la función de dos puntos ϕ(x, z;x′, z′) es interpretada como una probabilidad
condicional, se debe encontrar normalizada a la unidad, i.e

´∞
−∞ dx

′ϕ(x, z;x′, z′) = 1. No
obstante, Litwiniszyn también consideró la posibilidad en que hubiese una perdida de dicha
probabilidad, de modo que:

ˆ ∞
−∞

dx′ϕ(x, z + δz;x′, z) ≈ 1−
dα

dz
δz. (C.6)

La interpretación f́ısica de esta expresión se consigue al calcular el área asociada al despla-
zamiento de todos los puntos ubicados sobre la recta z. De este modo, si α = α(z), A(z) =´∞
−∞ dxw(x, z) y A(z+ δz) =

´∞
−∞ dxw(x, z+ δz) =

´∞
−∞

´∞
−∞ dxdx

′w(x′, z)ϕ(x, z+ δz;x′, z) se
sigue que A(z + δz) ≈ A(z)(1− (dα/dz)δz)dz y consigo que A(z) = A0e

−α. Luego, si α = 0
el volumen es constante y el medio es incompresible.

Atendiendo a los resultados previos, Litwinisyn utilizó los desarrollos de Kolmogorov sobre
la ecuación de Chapman-Kolmogorov, incorporando la posibilidad de un cambio de volumen
(α 6= 0), obteniendo consigo la siguiente ecuación de difusión-advección-reacción:

∂w

∂z
= −dα

dz
w −

∂(Aw)

∂x
+

∂

∂x

(
B
∂w

∂x

)
. (C.7)

Con los parámetros A y B definidos por:

A(x, z) = ĺım
δz→0

1

δz

ˆ +∞

−∞
dx′(x′ − x)ϕ(x, z;x′, z + δz) (C.8)

y

B(x, z) = ĺım
δz→0

dx′
1

2δz

ˆ +∞

−∞
(x′ − x)2ϕ(x, z;x′, z + δz). (C.9)

Si el medio es incompresible α = 0 (sin reacción), A = 0 (sin advección horizontal) y B = b
con b una constante, se sigue que la función de subsidencia satisface la siguiente ecuación de
difusión:

∂w

∂z
= b

∂2w

∂x2
. (C.10)
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Para un contenedor semi-infinito con un orificio puntual en su base (en x = z = 0) que actúa
como fuente para el desplazamiento, la solución a esta ecuación corresponde a

w(x, z) =
a

√
4πbz

e−x
2/4bz, (C.11)

donde a corresponde al área extráıda con la descarga de material.

J. Mullins 1972 argumentó que si el proceso de extracción se realiza en dos etapas, de
acuerdo con el modelo de Litwinisyn, el área total extráıda originará una subsidencia sobre
el punto (0, z) dada por:

w(0, z) = w1(0, z) + w2(0, z) =
a1 + a2√

4πbz
, (C.12)

donde los pares a1, w1 y a2, w2 corresponden a las áreas y funciones de subsidencia asociadas
a cada descarga. Sin embargo, por definición, la primera extracción origina una subsidencia
w1 = a1/

√
3πbz que conlleva a que las part́ıculas se desplacen hasta z−w1 = z− a1/

√
4πbz.

Luego,

w(0, z) =
a1√
4πbz

+
a2√

4πb(z − a1/
√

4πbz)
6=
a1 + a2√

4πbz
, (C.13)

permitiendo concluir que la ecuación de subsidencia no puede ser válida. Esta inconsistencia
emerge a causa del postulado de linealidad de los desplazamientos, siendo solucionada si la
ecuación de difusión se aplica a la densidad de flujo de part́ıculas en lugar de al campo de
desplazamientos.
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Nedderman, R.M. y U. Tüzün (1979). ((A kinematic model for the flow of granular materials)).
En: Powder Technology 22.2, págs. 243-253.
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BIBLIOGRAFÍA 149

R. Castro, R. Trueman y A. Halim (2007). ((A study of isolated draw zones in block caving
mines by means of a large 3D physical model)). En: International Journal of Rock Mechanic
Mining and Mining Sciences.

R. Kvapil L. Baeza, J. Rosenthal y G. Flores (1989). Block Caving at El Teniente Mine, Chile
(Section A, 98: 43-56). Transactions of the Institution of Mining y Metallurgy.

R. Trueman, R. Castro y A. Halim (2007). ((Study of multiple draw-zone interaction in block
caving mines by means of a large 3D physical model)). En: International Journal of Rock
Mechanic Mining and Mining Sciences.

Radjai, Farhang, Michel Jean, Jean-Jacques Moreau y Stéphane Roux (1996). ((Force Dis-
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