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Resumen

La conjetura de Hodge ha sido estudiada en profundidad por Aoki y Shioda en el caso de
las hipersuperficies de Fermat mediante una descomposicién espectral de la cohomologia.
En esta tesis se desarrolla una descripcién andloga para las hipersuperficies de Klein vy,
usando el cubrimiento monomial de Fermat a Klein, se transporta informacién entre ambas
descomposiciones. Se describe asi la estructura de los caracteres de Hodge en Klein B” (),
separandolos en dos componentes: una componente trivial, que se levanta a caracteres lineales
en Fermat, y una componente excepcional cuya aparicién depende de condiciones modulares

sobre el grado.

Este punto de vista permite obtener una férmula cerrada para B2 (K), se presenta evidencia
computacional para describir B7 (K) en dimensiones n < 8. Como aplicacion, se exhiben
nuevos casos en los que la conjetura de Hodge se satisface para la 4-variedad de Klein de
grado m < H4.



Abstract

The Hodge conjecture has been deeply studied by Aoki and Shioda for Fermat hypersurfaces
through a spectral decomposition of cohomology. We present an analogous spectral
description for Klein hypersurfaces, and using the Fermat-to-Klein monomial covering we
transport information between the two decompositions. We describe the structure of the
Hodge characters in Klein 987 (K) by separating them into two components: a trivial
component that lifts to linear characters in Fermat, and an exceptional component whose

appearance depends on congruence conditions on the degree.

This perspective yields a closed formula for B2 (K), together with computational evidence
for describing B7,(K) in dimensions n < 8. As an application, we exhibit new cases in which
the Hodge conjecture holds for the Klein fourfold of degree m < 54.
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Introduccion

La conjetura de Hodge ocupa un lugar central en la geometria algebraica moderna. Formulada
en el cruce entre topologia, geometria compleja y teoria de ciclos algebraicos, propone una
relacion profunda entre las clases de cohomologia de tipo (p,p) y las clases provenientes de
subvariedades algebraicas. A pesar de los avances obtenidos desde su enunciado, sigue siendo
uno de los problemas abiertos mas importantes del area, y su estudio continia inspirando
técnicas, ejemplos y fendmenos de gran interés tanto desde el punto de vista geométrico como

aritmético.

En esta tesis nos concentramos en una familia particularmente rica y estructurada de
hipersuperficies: las hipersuperficies de Klein. El interés de este caso radica en que conserva
parte de la simetria y del control explicito caracteristicos de las hipersuperficies de Fermat,
pero introduce una complejidad adicional que permite observar fenémenos nuevos. Esta
combinacion hace de las hipersuperficies de Klein un lugar natural para estudiar la conjetura

de Hodge mediante métodos concretos y computables.

Un antecedente decisivo para esta perspectiva es el trabajo de Shioda en el caso de
las hipersuperficies de Fermat. En ese contexto, la alta simetria de la ecuacién permite
descomponer la cohomologia primitiva por caracteres y aislar asi el conjunto de caracteres de
Hodge B (F), que resulta ser el objeto relevante para la conjetura de Hodge. Esta descripcion

aritmética y explicita sirve como modelo para el estudio que desarrollamos en el caso de Klein.

Motivados por esta teoria, formulamos una descomposicion espectral andloga para la
cohomologia primitiva de las hipersuperficies de Klein y, a partir de ella, estudiamos la
estructura de B (K) y su relacién con los caracteres correspondientes en Fermat mediante
un cubrimiento monomial explicito, con el fin de obtener nuevos casos en los que la conjetura
de Hodge pueda verificarse en este contexto. Este andlisis permite separar, dentro de B” (K),
las componentes que se levantan a caracteres lineales en Fermat de aquellas cuya descripcion
resulta ser mas sutil, y reformular la pregunta geométrica en términos de la interaccién entre

la descomposicién espectral y la aritmética de los caracteres, proporcionando asi un criterio



concreto para detectar familias de hipersuperficies de Klein donde la conjetura de Hodge se

satisface.

El desarrollo de la tesis sigue una progresion natural: primero se introducen los conceptos
basicos que permitiran pasar de la geometria de las hipersuperficies a su estudio cohomoldgico,
y luego se exploran dos familias especialmente simétricas, Fermat y Klein, donde la conjetura
de Hodge adquiere una forma particularmente concreta. A lo largo de este desarrollo, el
Capitulo[l|fija el lenguaje técnico y las herramientas que se utilizaran en el resto del trabajo;
el Capitulo [2 desarrolla el caso de Fermat como modelo de referencia, introduciendo la
descomposicion espectral de Shioda y la formulacion aritmética de los caracteres de Hodge;
y el Capitulo |3] traslada esa perspectiva al caso de Klein, donde se obtiene una descripcion

estructural de B (K) y se analiza computacionalmente la componente excepcional £ .



Capitulo 1
Conjetura de Hodge

El objetivo de este capitulo es introducir el marco geométrico y cohomoldgico necesario
para formular la conjetura de Hodge en el contexto de hipersuperficies suaves y preparar las
herramientas que serdn utilizadas en el resto de la tesis. Para ello, se desarrollan las nociones
basicas de variedades algebraicas y complejas, la cohomologia de haces y la descomposicion de

Hodge, culminando con la formulacién de la conjetura y su relacién con los ciclos algebraicos.

Finalmente, se presentan las herramientas especificas que seran fundamentales en los capitulos
siguientes: los teoremas de Lefschetz y la cohomologia primitiva, que permiten aislar la
componente relevante para la conjetura en hipersuperficies, y el isomorfismo de Griffiths, que
proporciona una descripcién explicita de dicha cohomologia y sirve como punto de partida
para la descomposicion espectral estudiada posteriormente en las hipersuperficies de Fermat

y Klein.

1.1. Variedades algebraicas y variedades complejas

En esta seccion introducimos el lenguaje geométrico que sera utilizado a lo largo de la tesis.
Presentamos las nociones basicas de variedades algebraicas afines y proyectivas, suavidad,
haz estructural y analitificacion, fijando la terminologia y notacién que permitird pasar de
las ecuaciones que definen las hipersuperficies a su estudio cohomoldgico. En particular, este
marco sera esencial para formular posteriormente la descomposicion de Hodge y la conjetura

de Hodge en el contexto de hipersuperficies suaves.

Trabajaremos principalmente sobre el cuerpo de los niimeros complejos k = C, aunque varios
de los resultados iniciales se formularan sobre un cuerpo algebraicamente cerrado arbitrario.

Como referencias generales para esta seccién utilizaremos [6] para la geometria algebraica
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clasica, [0] para la perspectiva analitica y [19] para la teoria de Hodge y su relacién con el

enfoque analitico.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Denotemos O(A") = k[Xi,...,X,] al anillo de

polinomios en n variables con coeficientes en k.
Definicién 1.1.1. Sea S C O(A") un subconjunto de polinomios, entonces
V(S) :={(x1,...,x,) €K": f(x1,...,2,) =0, VfeS}

es una subvariedad afin de k™.

A continuacién mostramos algunos ejemplos sencillos:

= V() =k"y V(1) = 0 son subvariedades afines.

» V(Xi—ay,...,X,—a,) ={(ai,...,a,)}, es decir, cada punto en k™ es una subvariedad

afin.
» La pardbola V(Y — X?) C k? es una subvariedad afin.
» La unién de dos rectas V(XY) = V(X)UV(Y) C k? es una subvariedad afin.
= Una curva eliptica V(Y2 — X3 — aX — ) C k? es una subvariedad afin.
La interseccién arbitraria y la unién finita de subvariedades afines es nuevamente una

subvariedad afin, en otras palabras, la coleccién {V(S)}scg@an) verifica los axiomas de

conjuntos cerrados de una topologia.

Definicién 1.1.2. Definimos la topologia de Zariski de k™ como aquella cuyos cerrados son
las subvariedades afines. Denotamos por A™ a k™ dotado de la topologia de Zariski y lo

llamaremos el espacio afin.

Es util introducir la construccién dual a S +— V/(5), que asocia a un subconjunto su
ideal de funciones que se anulan en él; esta correspondencia es la base del diccionario

algebraico—geométrico.

Definicién 1.1.3. Sea V C A" un subconjunto. Definimos el ideal de V' como

Z(V):={feOA"): f(z)=0, Yz e V}.

Tal como se espera, Z(V') es un ideal de &(A™). Mostramos algunos resultados:
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» Sea X C A" un conjunto. Entonces X C V(Z(X)) con igualdad solo si X es una

subvariedad afin. De hecho,
Zar

V(I(X)) =X
es la adherencia de X respecto a la topologia de Zariski.

» Si X CY C A" entonces Z(Y) C Z(X). Moralmente, mientras mas puntos se
imponen, menos funciones se anulan en todas partes. Por ello decimos que X +— Z(X)

es decreciente.

La nocion geométrica de irreducibilidad se traduce algebraicamente en una condicién sobre
el ideal que define la variedad; la siguiente proposicién establece esta correspondencia

fundamental.

Proposicion 1.1.4. Sea X C A" subvariedad afin. Entonces, X es irreducible si y solo si
Z(X) C O(A™) es un ideal primo.

Aplicando el resultado anterior al caso global obtenemos una observacién inmediata sobre la

estructura de A"™.

Corolario 1.1.5. Z(A") = (0) y A" es irreducible.

Demostracion. En efecto, todo polinomio f € ¢(A™) que se anula sobre A" debe ser nulo.

Como (0) es un ideal primo, se sigue por la proposicién que A™ es irreducible. O

Desde el corolario [1.1.5] se sigue que A™ no es Hausdorff para n > 0. Aunque la topologia de
Zariski no verifica esta propiedad, en geometria algebraica se usa una nocion diferente que
juega un papel andlogo: la propiedad de separacidn, la diagonal A = {(z,z) € X x X} es

cerrada en X x X con la topologia de Zariski. Las variedades afines son siempre separadas.

Definicién 1.1.6. Sea A un anillo conmutativo con unidad, y sea I C A un ideal. El conjunto
VIi={feA: ImeN"': frel}

es un ideal de A verificando I C /I, llamado el radical de I. Decimos que I es un ideal

radical si I = /1.

El radical de un ideal recoge exactamente las ecuaciones que se anulan sobre el conjunto
geométrico asociado y aclara la relacién entre la descripcién por ecuaciones y la descripcion
por conjuntos de puntos. Equivalentemente, existe la caracterizacion algebraica: I es radical

si y solo si el anillo cociente & (A™)/I es reducido, es decir, no contiene elementos nilpotentes.
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Ejemplo 1. Considere el ideal I = (X?) C k[X]. Entonces I = (X) y ambos definen la
misma variedad

V(I) = V(VI) = {0},

pero el anillo coordenado correspondiente al ideal I es k[X]/{X?) y no es reducido: la clase
de X es nilpotente. En cambio k[X]/(X) = k es reducido.

El ejemplo anterior es clasico: muestra que un mismo conjunto de puntos puede llevar distinta
informacién algebraica. En la terminologia geométrica se dice que V(X?) = {0} es un punto
doble de Al

Definicién 1.1.7. Una variedad algebraica afin X C A™ se dice reducida si su ideal Z(X) C

k[X1,...,X,] es radical. Equivalentemente, si su anillo de coordenadas O(X) es reducido.

Observacion 1.1.8. La topologia de Zariski no detecta la presencia de nilpotentes: dos
ideales I y \/I definen el mismo conjunto de puntos V(I) = V(\I). La condicién de ser

reducido es, por tanto, algebraica y no topoldgica.

Convencién. A lo largo de este capitulo asumiremos que todas las variedades algebraicas

afines son reducidas.

Proposicion 1.1.9. Tenemos las siguientes contenciones
{ideales maximales} C {ideales primos} C {ideales radicales}

para todo anillo conmutativo con unidad A.

El resultado central que conecta la geometria de ceros con la estructura algebraica de los
ideales es el teorema de los ceros de Hilbert, o méas conocido como Nullstellensatz, cuya

version fuerte describe exactamente el ideal de funciones que se anulan sobre un conjunto.

Teorema 1.1.10 (Hilbert '1893). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado e I C O(A™) un
ideal.

» (Nullstellensatz débil). Si I = m es un ideal mazimal, entonces
m=(X;—ay,..., X, —a)
para ciertos aq,...,a, € k.
» (Nullstellensatz). Para todo ideal I se cumple que
Z(V(I)) =V1I.

12



En particular, V(1) = 0 si y solo si I = O(A™).

Observacion 1.1.11. Muchos de los resultados fundamentales de la geometria algebraica, en
particular el teorema de los ceros de Hilbert, requieren que el cuerpo base k sea algebraicamente

cerrado. Por esta razon, se fija esta hipotesis desde el comienzo.

Observacion 1.1.12. Como consecuencia del Hilbert-Nullstellensatz, la aplicacion X +—>

Z(X) establece una biyeccion decreciente (con inversa I — V(1)) entre:

» Las subvariedades afines de A™ y los ideales radicales de O(A™).
» Las subvariedades afines irreducibles de A" y los ideales primos de O(A™).
» Los puntos de A" y los ideales mazximales de O(A™).

Definicién 1.1.13. Sea X C A™ un subconjunto localmente cerrado. Una funcion reqular en

X es una funcion
f:X—k

tal que para todo punto x € X emiste una vecindad abierta U, > x y polinomios P,,Q, €

O(A™) con Q.(z) # 0 tales que
Py

flo, = =~
Ue Qxe’

y denotamos por
OX):={f:X —=k: funcion reqular}

al k-dlgebra de funciones requlares sobre X.
Las funciones regulares son las que se comportan localmente como cocientes de polinomios.

Es importante observar que se define funciones regulares sobre conjuntos localmente cerrados,

asi el k-algebra &'(X) estd bien definido para conjuntos X, ya sean abiertos o cerrados.

Proposicion 1.1.14. Sea X C A" cerrado de Zariski, entonces
0— Z(X) = 0(A") =5 0(X) — 0

es una sucesion exacta, y en particular 0(X) = O(A")/Z(X).

Lo anterior implica que toda funcién regular f sobre un cerrado X es la restriccion de
un polinomio P € O(A") = k[X,...,X,] a X, en particular, &(X) coincide con nuestra
notacién O(A") := k[Xy,...,X,] cuando X = A",

13



Ejemplo 2. Considere la hipérbola X = V(xy — 1) C A% Obsérvese que en X se verifica
xy = 1, de modo que necesariamente © # 0 e y # 0 en todo punto de X; por tanto la
expresion 1/x estd bien definida en todo X. Definimos la funcion regular

f: X —C, flz,y) = l

T

Como 1 —xy € Z(X), en el anillo coordenado O(X) = Clz,y|/(zy — 1) la igualdad 1 = xy
se cumple ya a nivel de clases, y por tanto la funcion 1/x coincide con la restriccion del

polinomio P(x,y) =y sobre X.

Definicién 1.1.15. Sea X C A" un subconjunto localmente cerrado. Se define el haz de
funciones regulares en X como el haz de k-dlgebras Ox que a cada abierto U C X asocia la
k-dlgebra

Ox(U):=0U)={f:U—k: funcion regular}.

Definicién 1.1.16. Sean X C A" e Y C A™ subvariedades afines. Una funcion f: X —Y
es un morfismo reqular si es la restriccion de una funcion polinomial F' : A" — A™ tal
que F(X) C Y. En particular, un isomorfismo reqular es un morfismo regular con inversa

reqular, en tal caso escribiremos X =Y.

Proposicion 1.1.17. Sean X C A" e¢ Y C A™ subvariedades afines. Fxiste una

correspondencia

Morfismos regulares -~ Morfismos de k-dlgebras
f: X—=Y ¢:0Y)— O(X)

f— f

Esto establece una correspondencia adjunta entre morfismos geométricos y morfismos de
Y

k-élgebras. En particular, X = Y son isomorfas si y solo si €(X) = 0(Y) son isomorfas

como k-algebras.

Ejemplo 3. La aplicacion f : At — Al t — t? corresponde al morfismo de anillos f* :

klz] — k[x] con f*(x) = z*. Esto ilustra la correspondencia geométrica—algebraica.

A partir de los ejemplos concretos en A" es natural abstraer el objeto que los representa: la
variedad afin como espacio anillado, lo que permite trabajar de forma intrinseca sin referencia

a una inmersion en A".

Definicién 1.1.18. Una variedad algebraica afin sobre k es un espacio anillado (X, Ox) que
es isomorfo a (V(S), Oy(s)).
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Es importante tomarse un tiempo para recordar las construcciones que hemos hecho:
escribimos A" para el conjunto k" dotado de la topologia de Zariski, aquella cuyos cerrados
son

V(S) = {(@1,...on) €K™t f(ar,... ) =0, VfeS),
y sobre este conjunto tenemos un haz de k-algebras
Ovsy: Ur— Oys)(U) :={f: U — k funcién regular},

y decimos que (V(S), Oy (s)) es una subvariedad afin, podemos pensar en estos como objetos
concretos de A" definidos por ecuaciones polinomiales. La definicién [1.1.18] introduce las
variedades algebraicas afines como aquellos espacios anillados (X, Ox) que son isomorfos a
las subvariedades afines (V' (.S), Oy (s)), en otras palabras, las variedades algebraicas afines son

objetos algebraicos abstractos que se pueden realizar como objetos geométricos concretos.

Definicién 1.1.19. Una variedad algebraica sobre k es un espacio anillado (X, Ox) tal que

1. X es un espacio topologico noetheriano.

2. Todo punto de X admite una vecindad abierta U C X y un haz de k-dlgebras Oy tal

que (U, Oy) es una variedad algebraica afin.

La nociéon anterior se globaliza mediante un atlas: pegando cartas afines obtenemos las
variedades algebraicas en el sentido clasico, andlogas a la construccion de variedades

diferenciables por atlas.

Definicién 1.1.20. Sea X un espacio topologico noetheriano. Entonces un atlas algebraico

en X consiste en un cubrimiento abierto {U;}ier de X, y una coleccion de homeomorfismos
¢i - U; — Vi,
donde (V;, Oy,) es una variedad algebraica afin, verificando que el cambio de cartas
Vi = @00, 1 ¢i(UiNU;) — 6;(UiNUy)
es un isomorfismo reqular de variedades algebraicas afines.

La variedad algebraica (X, Ox) asociada al atlas algebraico es aquella obtenida al pegar los

haces estructurales en cada interseccién de abiertos U; N U;.
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Definiciéon 1.1.21. Sea X C A" una subvariedad afin y sea Ox , el anillo local en v € X.

Definimos la dimension local de X en x como
dim, X :=dim Ox,,

y la codimension local como
codim,(X) :=n — dim, X.

Definicién 1.1.22. Sea X C A" una subvariedad afin dada por fi,..., f, € O(A"™), decimos

que x € X es suave si
Jac(z) = Of; (z)
- \0X; i

tiene rango codim,(X). Decimos que X es suave si es suave en cada x € X.

Observacion 1.1.23. La definicion de suavidad no depende de la eleccion de los polinomios
fi,--., fr que definen a la subvariedad afin X C A" En efecto, el anillo O(A") es
noetheriano, por lo que el ideal Z(X) es finitamente generado, y distintos sistemas de

generadores producen la misma condicion sobre el rango del jacobiano.

Ejemplo 4. Consideremos en A3 las funciones

2

fl(fL‘,y,Z) =L _y27 fQ(xayvz) = J}2+y2—1,

y la subvariedad afin
X =V(fi.fo) ={(z,9,2) €A’ z—2" —y =0, 2* +¢y* —1=0}.

Observamos que X es la circunferencia definida por % + y* = 1 situada en la altura z = 1.

El jacobiano es

Jac(z, y, ) = or Oy 0z | (2 -2y 1
TN 0L 0f 0f ) T\ 2 2y o)
Jor Oy 0z

Considere los siquientes menores 2 X 2:

—2z 1 —2y 1
det = 2z, det = —2y,
2¢ 0 2y 0

los cuales alguno de ellos es no nulo, pues no es posible v =0 e y = 0 simultaneamente en
X. Luego,
rg (Jac(z,y, z)) = 2 = codim, (X)

probando que X es una curva suave de A3.
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Definicién 1.1.24. Decimos que una variedad algebraica X es suave si para toda carta afin

U C X, el abierto afin U es una variedad algebraica afin suave.

Definicién 1.1.25. El espacio proyectivo de dimensién n sobre C es C**1\ {0} mddulo

multiplicacion por escalar

P"={[zo:...: 2] (20,...,2,) € C"T\{0}},

y decimos que [xq : ...: x,] son coordenadas homogéneas.

Trabajar en el espacio proyectivo P" es natural tanto por razones conceptuales como técnicas.
Por un lado, los polinomios homogéneos de grado m definen de manera intrinseca secciones
del fibrado lineal Opn(m), lo que permite interpretar las ecuaciones homogéneas como
objetos geométricos bien definidos en P". Por otro lado, P" puede entenderse como una
compactificacion natural de A", obtenida al anadir un hiperplano en el infinito, de modo
que el comportamiento asintético de las ecuaciones algebraicas queda incorporado de forma
geométrica y finita. Técnicamente, cada carta afin U; = {z; # 0} es canénicamente isomorfa
a A" lo que permite realizar calculos locales en coordenadas afines sin perder el control global

que proporciona la compacidad del espacio proyectivo.

Ejemplo 5. La pardbola afin y = x> C A% se homogeneiza en P? por la ecuacion Y7 = X?
(si en coordenadas homogéneas escribimos [ X 1Y : Zl yax = X/Z, y =Y /Z). En la carta
Z =0 la ecuacion se reduce a X% = 0, por lo que la pardbola adquiere un tinico punto en el
infinito [0 : 1 : 0].

El espacio proyectivo P" es una variedad algebraica, su estructura es heredada naturalmente

desde (A" Opn+1) al cocientar.

Definicién 1.1.26. Una subvariedad cerrada de una variedad algebraica (X, Ox) es una

variedad algebraica (Y, Oy) tal que Y C X es cerrado y Oy = (Ox /Ly)ly .

Definicién 1.1.27. Sea X wuna wvariedad algebraica. Diremos que X es una variedad

algebraica proyectiva si es isomorfa a una subvariedad cerrada de algin espacio proyectivo.

Definicién 1.1.28. Sea X una variedad algebraica (afin o proyectiva) sobre un cuerpo k.

» Una hipersuperficie afin de A" es el cero de un polinomio F € klzry,...,x,] no
constante:
X=V(F)={xeA": F(z) =0}.
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» Una hipersuperficie proyectiva de P™ es el cero de un polinomio homogéneo F €

klxo,...,z,] de grado m > 1:
X=V(F)=A{[xo: - :ax,] € P": F(xo,...,x,) = 0}.
y dectmos que X es de grado m = deg F'.

Observacién 1.1.29. Sea X = V(F) C A™ una hipersuperficie afin. Entonces X es suave

st y solo si satisface el criterio del Jacobiano, es decir,
VE(z)#0 para todo x € X.

En el caso proyectivo, sea X = V(F) C P" una hipersuperficie definida por un polinomio
homogéneo F de grado m. Dado que el gradiente VF(x) depende del representante x €
C"\ {0}, hay que interpretar la condicion de suavidad con cuidado. La identidad de Euler

para polinomios homogéneos

mmplica que la condicion todas las derivadas parciales de F' se anulan es tnvariante por escala.

Por tanto, X es suave si y sdlo si no existe ningin punto [z] € X tal que

oF OF

Ejemplo importante. Sea m > 3, la variedad algebraica proyectiva
X={K=a" o1+ 2" ag+...+ 2z =0} CP"*!

es llamada la hipersuperficie de Klein de grado m y dimension n, el gradiente correspondiente

es
VK = ((m—Daf %z + 2!, (m— 12l Pa+ 2y, o, (m— D) e, + 277
y es no nulo. Efectivamente, si existiera x = (zo,...,Tpy1) € X tal que VK (x) = 0 entonces
ot = —(m— a2, i=0,...,n+1

Si alguna coordenada x; se anula, la iqualdad anterior implica que x;_1 = 0. Iterando este
argumento de manera ciclica se concluye que todas las coordenadas se anulan, lo cual es

imposible en el espacio proyectivo. Por lo tanto, todas las coordenadas x; son no nulas.

En ese caso podemos multiplicar todas las ecuaciones anteriores, obteniendo

n+1 n+1

Hx;nfl _ (_1>n+2(m _ 1)n+2 H x;nfl.
i=0 i=0
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Como todas las coordenadas son no nulas, se puede simplificar el producto, lo que fuerza la
igualdad (m — 1)""2 = (=1)""2 imposible para m > 3. Esto prueba que la hipersuperficie de

Klein de grado m > 3 es suave.

Habiendo fijado el marco algebraico y el ejemplo fundamental de hipersuperficie proyectiva,
conviene cambiar de perspectiva: para estudiar cohomologia, formas y las estructuras
analiticas que intervienen en la teoria de Hodge es esencial considerar la variedad con su
topologia analitica junto con sus funciones holomorfas. Cuando trabajamos sobre C, toda
variedad algebraica suave adquiere de forma natural una estructura de variedad compleja
mediante el proceso de analitificacion; esto permite aplicar herramientas analiticas (formas
diferenciables, operadores 0,0, teorfa de Hodge arménica, etc.) que no estdn disponibles
en la categoria algebraica. En particular, la suavidad algebraica garantiza que localmente
la variedad esta definida por ecuaciones holomorfas, de modo que los argumentos locales
del anédlisis complejo (teorema de la funcién implicita holomorfa, coordenadas locales) son
aplicables. Por esta razén, a continuacién revisamos brevemente las nociones béasicas de

geometria compleja que necesitaremos.

Definicién 1.1.30. Una variedad compleja de dimension n es un par (X,.o/) donde X es
un espacio topoldgico Hausdorff, de sequnda numerabilidad, y o/ = {(U;, ;) bier es un atlas

holomorfo, es decir, (U;)icr es un cubrimiento abierto de X, las cartas

son homeomorfismos, y las funciones de transiciones 1j; = ¢; o o7t son biholomorfismos.

2

O equivalentemente:

Definicién 1.1.31. Una variedad compleja de dimensién n es un espacio anillado (X, Oy),
donde X es un espacio topologico Hausdorff, de sequnda numerabilidad, Ox un haz de

C-dlgebras y para cada p € X existe un abierto U C X tal que
(U7 ﬁX|U) = (V7 ﬁc”h/)

es un isomorfismo de espacios anillados, donde V- C C™ es un abierto y Ocn es el haz de

funciones holomorfas. Decimos que Ox es el haz de funciones holomorfas de X.

Observacion 1.1.32. Es importante destacar que estamos considerando C™ con su topologia

analitica, aquella heredada de la topologia usual de R*™.

Teorema 1.1.33. Toda variedad algebraica suave sobre C es una variedad compleja.
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Demostracion. Basta verificar el caso X = V/(fy,..., f.) afin. Sea x € X, entonces la

suavidad implica que el jacobiano

Jac(m) - (gl‘f; (x)>i,j

tiene rango s = codim, X. Reordenando coordenadas y eligiendo s de las f; convenientes,

escribimos z = (2/,y) € C¥¥ x C* de modo que la submatriz 9(fy,..., f)/Oy(z) es
invertible. El teorema de la funcion implicita holomorfa permite deducir que X es el grafico de
una funcién holomorfa sobre un abierto analitico de C#™ X en particular, X es una variedad
compleja de dimension dim X. El caso general se deduce inmediatamente al considerar las
cartas locales como las proyecciones que surgen desde el teorema de la funciéon implicita
holomorfa, es directo que los cambios de cartas son holomorfos al ser composicién de
proyecciones y soluciones de ecuaciones holomorfas. Esto define un atlas holomorfo cuyas

funciones de transiciones son holomorfas. O

Observacion 1.1.34. Si (X, Ox) es una variedad algebraica suave, entonces decimos que su
analitificacion es la variedad compleja (X", Oxan), donde X* = X como conjunto y Oxan

es el haz de funciones holomorfas que induce la construccion anterior.

La relacién inversa también es profunda: subconjuntos definidos analiticamente en P"

provienen algebraicamente de ecuaciones homogéneas; este hecho se conoce como el teorema

de Chow.

Teorema 1.1.35 (Chow '49). Sea X C P" un subconjunto analitico cerrado, entonces X es
una subvariedad algebraica proyectiva. Es decir, existen polinomios homogéneos Fy, ..., F, €
O(A™1) tales que

X =V(F,...,F.).

Ejemplo 6. Sea A C C un reticulo y considere la variedad compleja compacta E = C/A
(un toro complejo de dimension 1). Las funciones de Weierstrass p(z) = p(z; A) y ¢'(2) son

meromorfas en C y descienden a funciones meromorfas en E. La aplicacion holomorfa
¢ B — P2, 2 [1:p(2): ¢'(2)]

define una inmersién analitica cuya imagen ¢(E) C P? es un subconjunto analitico cerrado.
Por el teorema de Chow, ¢(E) es entonces una subvariedad algebraica proyectiva; en efecto,

las funciones @ y ¢’ satisfacen la ecuacion algebraica cldsica

p'(2)" = 4p(2)° — g2(A)p(2) — gs(A),
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de modo que la imagen es la curva eliptica dada por la cibica de Weierstrass
y' = 42° — gox — g3,

con constantes g, g3 determinadas por el reticulo A.

Este ejemplo ilustra cémo una construccién analitica produce una ecuacion polinomial

explicita en P?.

Con estas nociones basicas fijadas pasamos a la siguiente secciéon, donde desarrollaremos con
detalle las herramientas cohomoldgicas necesarias: construiremos las teorias y técnicas que
nos permiten extraer informacién topolégica y de Hodge a partir de las ecuaciones que definen
nuestras variedades. Esta preparacion sera la base técnica para los teoremas de Lefschetz y la

descripcion explicita de la cohomologia primitiva que seguiremos en las secciones posteriores.

1.2. Cohomologia de haces

En esta seccion se desarrollan las herramientas cohomolégicas fundamentales para las
siguientes secciones. Nuestro objetivo es doble: (i) presentar la cohomologia de haces desde la
perspectiva conceptual de los functores derivados —sucesiones exactas largas, resoluciones e
interpretaciones functoriales—; y (ii) proporcionar las técnicas practicas que emplearemos
en los ejemplos concretos: cohomologfa de Cech, resoluciones aciclicas, cohomologia de
De Rham y de Dolbeault, y la comparacién algebraico—analitica (GAGA). A lo largo de
la exposicién enfatizaremos criterios practicos de aciclidad y como traducir argumentos

analiticos a algebraicos en el caso proyectivo suave.

Asumimos conocimientos elementales de teoria de categorias y homologia (complejos,
exactitud, resoluciones) y nociones bésicas de haces, en particular de los haces estructurales
tipicos que se utilizaran en la tesis, como el haz constante, el haz estructural O, los haces

de p-formas Q% y los haces de secciones de fibrados vectoriales.

1.2.1. La cohomologia como functor derivado

Definimos aqui, de forma concisa, los grupos H'(X,.#) como los functores derivados
derechos de I'( X, -). La discusién serd breve: damos la caracterizacién formal y sefialamos el

procedimiento practico de calculo mediante resoluciones aciclicas.
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Sea X un espacio topoldgico y Ab(X) la categoria de haces de grupos abelianos sobre X. El

functor de secciones globales

[(X,-): Ab(X) —» Ab

4

es exacto por la izquierda: si 0 - %' — % — .Z” — 0 es exacta entonces

0 —I'(X,7) —>T(X, %) —I'(X,7"

también lo es. En general, esta sucesion no es exacta a la derecha, lo que motiva la

introduccién de una construccién que “recupere” la informacién perdida.

La cohomologia de haces se define como los functores derivados derechos de I'( X, -):
H' (X, %) := RT(X, %), i > 0.

Miés precisamente, los grupos de cohomologia de haces H'(X,.%) se definen como los grupos

que permiten completar candénicamente esta sucesion corta a una sucesion exacta larga

0— HO(X’ g/) N H%X,ﬁ) N HO(X,g//) L)Hl(X,fl) e

para toda sucesién exacta corta de haces. Esta propiedad caracteriza a los functores H(X, -)

de manera tnica, salvo isomorfismo canénico. Aca, H(X,.7) :=I'(X, 7).

A continuacién, mostramos un esquema que permite calcular los grupos de cohomologia de

haces de manera concreta.

Definicién 1.2.1. Sea .F un haz sobre X. Decimos que % es aciclico si

H(X,#)=0, Vi>D0.

Intuitivamente, un haz aciclico no ofrece obstrucciones para pegar secciones locales en

secciones globales.

Definicién 1.2.2. Sea .% un haz. Una resolucion aciclica de F es una sucesion exacta
0—F —1° 1t 1?2 ...

donde cada I7 es un haz aciclico.
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Proposicion 1.2.3. Sea % un haz sobre X y
0 1 2
0—7 Sy d

una resolucion aciclica de F, es decir, cada I’ es aciclico y la sucesion es exacta. Aplicando

['(X,-) obtenemos el complejo de secciones
DX, 1% DX 10 Sy o ) L
Entonces, para todo k > 0
ker (D(X, I*) 5 D(X, I¥+1))

H" (D(X,I*)) = — ~ H"(X, 7).
(ree ) im (D(X, IF-1) 2 T(X, I*)) 7

Véase [9], Cohomology of Sheaves, Part 1, secciones <Injective resolutionss y <Right derived

functorss.

En esencia, si reemplazamos un haz por una resolucién cuyos términos son aciclicos,
entonces toda la cohomologia del haz puede recuperarse a partir de las secciones globales del
complejo resultante. La existencia de resoluciones inyectivas garantiza que, en la practica,

este procedimiento puede llevarse a cabo utilizando cualquier resolucion aciclica conveniente.

La proposicién [1.2.3] serd clave en esta seccion: la construccion de las cohomologias
clasicas —singular, De Rham, Dolbeault— se efectiian precisamente mediante resoluciones
aciclicas de los haces correspondientes, lo que permite obtener isomorfismos entre estas y la

cohomologia del haz involucrado.

Antes de ilustrar este esquema en los ejemplos clasicos, exponemos brevemente la cohomologia
de Cech por razones pedagogicas: ofrece una construcciéon explicita de cociclos y, cuando se
dispone de buenos recubrimientos, permite identificar de forma efectiva la cohomologia de

Cech con la cohomologfa de haces con el criterio de Leray.

1.2.2. Cohomologia de Cech

La cohomologia de Cech ofrece un complejo explicito asociado a un recubrimiento abierto;
la veremos como herramienta practica para calculos locales—globales y para la identificacién

con H*(X, ) en presencia de buenos cubrimientos.

Sea U = {U;}ic; un recubrimiento abierto de X y % un haz de grupos abelianos sobre X.

Para p > 0 definimos el grupo de p-cocadenas de Cech por

Op(u,y) = H Q(UZOQHU%)

o< <ip
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El diferencial 0 : C?(U,.F) — CP*Y(U,.F) esta dado por la férmula habitual, de modo que
(C” Uu,z), 5) es un complejo. La cohomologia de Cech respecto de U se define como

H' U, 7) =1 (C*U,F)).

Si V es un refinamiento de U (es decir, hay una aplicacion ¢ : J — I tal que V; C Uy
para todo 7), entonces existe un morfismo natural C*(U,.#) — C*(V,.#) inducido por la
restriccion de secciones; por tanto al tomar el colimite sobre todos los refinamientos definimos

la cohomologfa de Cech global:

H'(X, 7) = lim H' (U, 7).
u

Hay un morfismo canénico, functorial en .# y en el recubrimiento,
0’ U, F) — 0 (X, F),
compatible con refinamientos, que induce H"(X,.%) — HP(X,.%).

Definicion 1.2.4. Sea U un cubrimiento abierto de X y . un haz de grupos abelianos sobre

X. Decimos que U es aciclico para ¥ si para todo conjunto de indices ig < ... < i, se verifica

H! (U, N---NU;,, F) =0,  Vg>0.

D)

Proposicién 1.2.5 (Criterio de Leray). Sea U = {U;} un cubrimiento abierto de X y F un

haz de grupos abelianos sobre X. Si U es aciclico para %, entonces la aplicacion canonica

H’“(u, F) — H¥(X,.F) es un isomorfismo para todo k > 0.

Ejemplo 7. Sea X = P! junto con su haz estructural Ox. Tomemos el cubrimiento estdndar
U = {Uy, Uy} dado por Uy = {zg # 0} =2 A con coordenadat = z1/xo y Uy = {z; # 0} = Al
con coordenada s = wo/r1 = t~1. Entonces
Ox(Uy) = CJt], Ox(Uy) = Cls], Ox(UyNU,) =Cl[t,t7'].
El complejo de Cech es
C*U, 0x) = Clt] & Cls] == C' (U, Ox) = Clt.+7),

y el mapa de borde estd dado por

5(f0> fl) = f1|UoﬁU1 - fOonﬂUl-

Dado un polinomio de Laurent g(t) € C[t,t7'] lo descomponemos como g(t) = p(t) + q(t ™),
entonces 0(—q,p) =p—+q=g. Asi § es sobreyectiva y Hl(u, Ox)=0. Como Uy, Uy, Uy N Uy
son afines, entonces U es aciclico para Ox. Por el criterio de Leray [1.2.5 se obtiene que
HY (X, 0x) = 0.
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Este célculo ilustra que, cuando existe un recubrimiento aciclico adecuado, la cohomologia
de Cech calcula la cohomologia de haces. En la practica, Cech es una herramienta efectiva

para calculos explicitos siempre que se disponga de buenos recubrimientos.

Definicién 1.2.6. Un haz de grupos abelianos F sobre un espacio topoldgico X se dice fino si
para todo cubrimiento abierto localmente finito {U,}ier, existe una familia de endomorfismos

{pi: F — F}ier tales que

1. para cada i el soporte de p; estda contenido en Uj.

Ejemplo 8. Sea M wuna variedad € paracompacta. El haz de funciones suaves €y es
fino: En R™ existen particiones de la unidad de clase €*°; como M es localmente R"™ y
paracompacto, para cualquier recubrimiento localmente finito {U;}ic; existe una particion de
la unidad suave {p;}icr con supp p; C U;. Multiplicar secciones por p; define endomorfismos
G = Crrs [ foi cuya suma es la identidad; por tanto €35 es un haz fino. Andlogamente,

para p > 0, el haz Ay, de p-formas suaves en M es fino.

Intuitivamente, las ¢; juegan el papel de una particion de la unidad actuando sobre las

secciones del haz.

Observacion 1.2.7. A diferencia del caso suave, el haz holomorfo Ox vy el haz de p-formas
holomorfas Q5 no son finos: no existen particiones de la unidad holomorfas, pues por el

principio del mdzimo una funcion holomorfa con soporte compacto es nula.

Teorema 1.2.8. Si X es paracompacto y .F es un haz fino sobre X, entonces
H*(X,.7) =0, Vk >0,
es decir, F es un haz aciclico.

Definicién 1.2.9. Un haz de grupos abelianos # sobre un espacio topologico X se dice

flasque si para todo par de abiertos V. C U C X, la aplicacion de restriccion
puy : F(U) — F(V)

es sobreyectiva.

25



Teorema 1.2.10. Si .F es un haz flasque de grupos abelianos sobre un espacio topolégico

X, entonces ¥ es aciclico, es decir,

HA(X,.7) =0, Vik>0.

Los teoremas y [1.2.10[ son los criterios de aciclicidad que usaremos a continuacién, para

combinarlos con la proposicion de resoluciones aciclicas

1.2.3. Cohomologia singular

Construiremos la resolucién aciclica del haz constante usando cocadenas singulares; con ello

conectamos la cohomologia de haces con la cohomologia singular clésica.

Sea X un espacio topoldgico. Denotemos por Z el haz constante asociado al grupo abeliano
7.

Para cada abierto U C X, escribiremos Csl‘ing(U ,Z) al grupo de cocadenas singulares de grado

k con coeficientes en Z.

La asignaciéon U > C’Skmg(U, Z) define un prehaz de grupos abelianos, cuya hacificacién serd

denotada por €* . Los diferenciales singulares inducen entonces el complejo de haces

sing*

0—2Z—%F —C —C —...

sing sing sing

Las secciones de €% _ pueden extenderse por cero: si U CV y s € I'(U, 6% ), definimos una

sing sing
seccién sobre V' coincidiendo con s en U y siendo cero fuera de U. Por consiguiente, ‘Kslng es
un haz flasque y, en particular aciclico por el teorema [1.2.10)
Si X es paracompacto y localmente contractil, este complejo es una resolucién aciclica del

haz constante Z.

Tomando secciones globales se obtiene

DX, 6Gng) = Cang(X, 2)/ Clig (X, Z)o,

sing sing

donde C®

Simg(X ,Z)o denota el subcomplejo de cocadenas localmente nulas. Este subcomplejo
es aciclico; en efecto, la subdivision baricéntrica permite reducir las cocadenas a simplices
arbitrariamente pequenos, y la homotopia estandar entre subdivision e identidad muestra
que toda cococadena localmente nula es un coborde. Por consiguiente, el cociente anterior

tiene la misma cohomologia que el complejo singular usual, es decir,

HY(D(X,62,,)) = HE L (X, Z).

sing sing
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Por la proposicién general sobre resoluciones aciclicas [1.2.3] se obtiene un isomorfismo

canonico

H*X,z) = HE (X,Z), Vk>O0.

sing
En particular, para espacios topoldgicos razonables, la cohomologia de haces del haz constante

Z coincide con la cohomologia singular.

1.2.4. Teorema de De Rham

El lema de Poincaré y la fineza de los haces de formas diferenciales permiten identificar el
haz constante con el complejo de formas suaves; asi se obtiene el isomorfismo de De Rham

que veremos a continuacion.

Sea M una variedad diferenciable paracompacta de clase €, denotemos por A%, el haz de

p-formas diferenciales suaves reales sobre M. Tenemos el operador exterior
. gk k+1
d: Ay — A}

que en coordenadas locales (x;) actia sobre funciones mediante
of
df = —dz;,
1= 2an

y se extiende por antisimetrizacién a formas diferenciales de grado superior, este verifica que

d*> = 0.

El complejo de haces
0 d 1 d ) d
0 —R— A}, — Ay, — A5, — ...
es una resolucién del haz constante R por haces aciclicos. En efecto,
R =ker(d : A}, — A},)

y la exactitud local en grados positivos se deduce del lema de Poincaré: localmente toda

forma cerrada es exacta. Asi, cada haz A}, es fino y por el teorema también aciclico.

Luego, la cohomologia del haz constante R se calcula mediante el complejo global de formas

diferenciales, y se obtiene el teorema de De Rham:
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Al complexificar, el complejo de formas diferenciales suaves complejas A%, @ C proporciona
una resolucion aciclica del haz constante C. El operador d se extiende C-linealmente y sigue

verificando d? = 0, de modo que

Hk(M,Q) = HIER(M;(C) = HSR(M> ®r C.

1.2.5. Cohomologia de Dolbeault

Para variedades complejas, la descomposicién por tipos y el operador 0 proporcionan una
resolucion aciclica explicita del haz de formas holomorfas Q; esto es la esencia del teorema
de Dolbeault.

Sea X una variedad compleja. Al considerar formas complejas sobre X tenemos la
descomposicién
AieC= G A%,
p+q=k
donde A%? son las formas suaves de tipo (p, ¢). En este contexto, el operador exterior complejo

se descompone como

d=0+0,

donde
9 AP Ap+1,q g.Ap,q Ap,q+1
- Ax r Ax - AX r Ax -

se deﬁnen sobre funciones suaves como
—Of =, Of _
of = Z o dz;, f = Z o dz;,

en coordenadas holomorfas (z;), y se extienden a formas diferenciales mediante la regla de

Leibniz graduada. Ambos operadores son C-lineales y satisfacen
=0, 9 =0 090+090=0,

por lo que (A%°, 9, —0) es un doble complejo.

El complejo de Dolbeault es

D p0 0  ypl 90
OHQXan—)AX AX 7 "

donde la primera flecha es la inclusién natural: toda p-forma holomorfa es una (p, 0)-forma
suave, y de hecho Q%.. = ker (0 : A% — A%'). La exactitud local en grados positivos se

deduce del lema de Dolbeault: las formas O-cerradas son localmente O-exactas para ¢ > 0.
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Ademas, cada haz A%? es fino gracias a la existencia de particiones de la unidad suaves y,

por el teorema |1.2.8] aciclico.

Por tanto el complejo de Dolbeault es una resolucién aciclica de Q.. y, aplicando el resultado

de resoluciones aciclicas [1.2.3, obtenemos el teorema de Dolbeault:
HY (X, Q) = H2Y(X),
donde el lado derecho es la cohomologia de Dolbeault calculada como H? (T'(X, A%*)).

Asi, la cohomologia singular, la cohomologia de De Rham y la cohomologia de Dolbeault se
realizan como casos particulares de cohomologia de haces a través de resoluciones aciclicas

naturales.

1.2.6. Conexién algebraica-analitica

Cerramos esta seccién explicando como se relacionan las teorias de cohomologia algebraica
y analitica en el caso de variedades proyectivas suaves. El resultado central es el teorema
GAGA de Serre, que permite identificar la cohomologia de haces coherentes algebraicos con
la cohomologia analitica correspondiente. Esta comparacion serd esencial para interpretar
invariantes definidos algebraicamente en términos analiticos y, en particular, para acceder a

la descomposicién por tipos (p, q).

Sea X una variedad algebraica proyectiva suave sobre C. Denotemos por X" su analitificacién
(la variedad compleja subyacente con la topologia y el haz de funciones holomorfas). El

teorema de Serre establece la siguiente equivalencia y comparaciéon de cohomologias:

Teorema 1.2.11 (Serre, GAGA). Sea X una variedad proyectiva sobre C. La analitificacion
induce una equivalencia de categorias entre haces coherentes algebraicos sobre X (con la
topologia de Zariski) y haces coherentes analiticos sobre X**. Ademdas, para todo haz coherente

algebraico & y todo q > 0, el morfismo natural
HY(X,#) — HY(X™, 7™
es un isomorfismo.

Para X una variedad proyectiva sobre C, los haces algebraicos Ox y Q% son coherentes, por
tanto,

HY(X, Q) = HY(X*™ O%..).
Cuando X es suave, lo anterior combinado con el teorema de Dolbeault se deduce que

HI(X, Q%) = HY(X™ ) = H2Y(X).
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Asi, la cohomologia algebraica de los haces Q% se interpreta analiticamente mediante la

cohomologia de Dolbeault de tipo (p, q).

Para referencias sobre GAGA y la comparacién algebraico—analitica véase [12] 19, [5].

1.3. Descomposicion de Hodge

Combinando las comparaciones tratadas en la seccion anterior —en particular GAGA, el
teorema de De Rham y el teorema de Dolbeault— y aprovechando que toda variedad
algebraica proyectiva suave X sobre C es una variedad Kahler compacta, llegamos al resultado

fundamental que organiza la cohomologia compleja de X en piezas por tipos (p, q).

Sea X una variedad algebraica proyectiva suave sobre C, y sea X*" su analitificacion como

variedad compleja. Por definicion,

H*(X,C) := HE

sing

(X*,C).
Para todo espacio topoldgico se tiene un isomorfismo canénico

Hk

sing

(Xan’ (C) ~ Hk(}(&ﬂ)g)’

y como X" es una variedad diferenciable €, el teorema de De Rham proporciona ademas

un isomorfismo canénico

HE (X C) = HiR (X, C).

En particular, H*(X,C) puede interpretarse indistintamente como cohomologfa singular o

como cohomologia de De Rham compleja de la variedad compleja subyacente.

Teorema 1.3.1 (Descomposicién de Hodge). Sea X una variedad de Kdhler compacta (eg.

X wariedad algebraica proyectiva suave sobre C). Entonces

H(XC) = @) (X,
p+q=k
donde
HP(X) = H%Q(X) >~ HY (Xan, Qf)’(an)

Ademds, la conjugacion compleja intercambia las componentes de tipo (p,q) y (q,p), es decir,

HP(X) = H7(X),

en particular, h»1(X) = h?P(X).
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Observacion 1.3.2. La demostracion utiliza de manera esencial la teoria de Hodge
armonica. En efecto, sobre una variedad Kdahler compacta, cada clase de cohomologia admite
un Unico representante armdonico de tipo (p,q), y el operador laplaciano asociado a la métrica
Kahler conmuta con la conjugacion compleja. Como consecuencia, la conjugacion induce un

isomorfismo antilineal
HPY(X) = H?P(X).

La hipotesis de Kdhler es crucial en este argumento, en variedades complejas compactas no

Kidbhler la simetria h?? = h%? puede fallar. Para mds detalles ver [19, Cap. 2].

Para la cohomologia singular (y, por tanto, bajo las comparaciones anteriores, para las
distintas realizaciones de la cohomologia de X)) existe un isomorfismo natural de extensién

de escalares
H*(X,Q) ®9 C = HF(X,C).

Este isomorfismo procede del cambio de coeficientes en la cohomologia singular, y permite
interpretar la descomposicion de Hodge como una descomposicién de la complexificacién del
espacio racional H*(X, Q). Véanse [7] para el punto de vista topoldgico y [19, [5] para las

consecuencias geométricas.

Conviene precisar que, en general, la descomposicién de Hodge no desciende pieza a pieza a

la estructura racional. Mas concretamente, si k = p + ¢ suele ocurrir que
(HP9(X) N HA(X, Q) @ C € HP(X),

La razén es esencialmente aritmético-geométrica: el espacio H*(X,Q) es una estructura
racional dentro del espacio complejo H*(X, C), mientras que las componentes H??(X) son

subespacios intrinsecamente complejos.

Si existiera un subespacio racional Vg € H*(X, Q) tal que
HP(X) = Vp ®¢ C,

entonces HPY(X) seria estable por todos los Q-automorfismos de C. Sin embargo, la

conjugacién compleja intercambia las componentes H?Y(X) y H?P(X), lo que forzaria la
igualdad H??(X) = H??(X), falso en general.

Ejemplo 9. Sea X una curva proyectiva suave de género g > 1. En este caso dim Hl’O(X) =
g, y una forma holomorfa no nula w € H**(X) define, al integrarse sobre una base de ciclos en

Hy(X,Z), una coleccion de nimeros complejos que, para curvas genéricas, no son racionales.
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En particular, ninguna clase no nula de Hl’O(X) puede provenir de una clase racional en
HY(X,Q), y por tanto
HY(X)NnHY(X,Q) = 0.

El tnico caso donde H”¢(X) N HP™(X, Q) tiene posibilidad de ser no nulo es cuando p = g,
pero incluso ahi su complexificacién no suele ser H”¢(X). Tal como mencionamos antes, ser

racional es una condicién aritmética mucho més rigida que ser de tipo (p,p).

Ejemplo 10. Sea X una superficie K3 muy general. Es un hecho estandar que
AN X)=20 y  dimg (HY'(X)NH*(X,Q)) =1,

Yy en consecuencz’a,
0+ (H"'(X)NHX(X,Q)) ® C € HY(X).

Esta discrepancia —el hecho de que las componentes (p, ¢) no estén en general definidas sobre
Q ni sobre R— es precisamente la fuente de la dificultad en problemas aritméticos como la

conjetura de Hodge, que exige la existencia de clases racionales que ademas sean de tipo
(P, ).

La descomposicion de Hodge serd una herramienta recurrente en lo que sigue: nos permitird
separar la cohomologia en piezas por tipos (p,q), y reducir muchas cuestiones sobre clases
cohomoldgicas a verificaciones sobre componentes concretos. En los capitulos dedicados a
hipersuperficies de Fermat y de Klein, esta estructura se refinara mediante técnicas adicionales
—mapa de residuos de Griffiths, anillo jacobiano y descomposicién espectral inducida por
las simetrias y automorfismos explicitos de las hipersuperficies— para obtener bases y

representaciones algebraicas de las clases relevantes.

Por ello, conviene al lector retener la descomposicion de Hodge no solo como un resultado
tedrico, sino también como una herramienta practica para organizar y estudiar las clases

cohomoldgicas que apareceran en lo que sigue.

1.4. Teorema (1,1) de Lefschetz

En codimensién 1 la relacion entre geometria algebraica y cohomologia es especialmente
concreta: los divisores determinan fibrados en rectas y, por tanto, clases cohomoldgicas de
tipo (1,1). El teorema (1,1) de Lefschetz identifica exactamente las clases integrales de tipo

(1,1) que provienen de divisores algebraicos.
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Sea X una variedad algebraica proyectiva suave sobre C. Un divisor D determina el fibrado

en rectas Ox (D) y su primera clase de Chern
a1 (0x(D)) € H (X, Z)

tiene tipo (1, 1) respecto de la descomposicién de Hodge. El enunciado preciso es el siguiente.

Teorema 1.4.1 (Lefschetz (1,1)). Sea X wuna variedad algebraica proyectiva y suave sobre
C. Entonces la aplicacion
c1 1 Pic(X) — H?(X™ 7Z)

mduce un isomorfismo

NS(X) := Pic(X)/Pic’(X) — H"(X)nH*(X* 7).

Demostracion. Consideremos la sucesién exponencial de haces holomorfos sobre X"

271

0—7Z 5% Oxon —2 0w — 1.
La sucesiéon exacta larga en cohomologia da
HY (X Oxan) — HYX™ OFa) — HH(X™, Z) — H*(X™, Oxon).

Aqui HH(X®™ 0%..) = Pic(X™), y por GAGA la categorfa de fibrados en rectas algebraicos
sobre X coincide con la categoria analitica sobre X*", de modo que Pic(X*") = Pic(X). Por

Dolbeault tenemos las identificaciones
H' (X, Oxan) 2 HY'(X),  H(X™, Oxan) = HZ?*(X).

Por exactitud,
Im(c;) = ker (H*(X*, Z) — H*(X®, Oxan)).

Componiendo H*(X®", Z) — H?*(X?", C) con la proyeccién sobre la componente H?(X) de la
descomposicién de Hodge se obtiene la aplicacién H*(X?®", Z) — H*(X®", Oxan ), y su niicleo
es precisamente H"' (X)NH?*(X® Z). Por tanto Im(c;) = H"'(X)NH?*(X®, Z). Finalmente,
la imagen de H'(X® @xan) en Pic(X) es precisamente Pic’(X) (la componente conexa de

la identidad); al pasar al cociente se obtiene el isomorfismo anunciado. O

Observacién 1.4.2. La componente coneza de la identidad Pic’(X) C Pic(X) se describe
cohomolégicamente como
HY' (X
Pic’(X) = 9 ) :
Im (H' (X, Z))
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En particular, Pic®(X) es un toro complejo y, como X es proyectiva, una variedad abeliana.

Por su parte, el grupo de Néron—Severi NS(X) es un grupo abeliano finitamente generado;
su rango p(X) se llama numero de Picard y desde el teorema se deduce que

p(X) = rank(NS(X)) = dimg (H"'(X) N H*(X,Q)),

en particular, p(X) < hb1(X).

Ejemplo 11. Para el espacio proyectivo X = P™ se tiene que Pic(P") = 7Z y es generado

por Ox(1). En consecuencia,
NS(P") ¢ Z, p(P") =1,

y la interseccion HY(P*) NH?(P", Z) estd generada por la primera clase de Chern de Ox(1).
Como contraste, para superficies K3 proyectivas la cantidad p(X) varia (entre 1 y 20) segin
la superficie (cf. ejemplo @), lo que ilustra la diversidad de configuraciones de divisores

algebraicos en familias geométricas.

El teorema (1,1) ofrece, por tanto, un ejemplo esclarecedor: en codimensién 1 la
correspondencia entre objetos geométricos (divisores) y clases cohomoldgicas integrales es
completa y efectiva. Este fenomeno, sin embargo, es altamente especial y no se extiende de
manera formal a codimensiones superiores. Esto conduce de forma natural a la pregunta
fundamental que guiara el resto del capitulo: shasta qué punto las clases de tipo (p,p) en

grados mayores también proceden de subvariedades algebraicas de codimension p?

1.5. Ciclos algebraicos y conjetura de Hodge

En codimensiones superiores la relacion entre geometria algebraica y cohomologia se vuelve
considerablemente mas sutil. Aparecen dos dificultades nuevas y esenciales, por un lado,
la cohomologia relevante adquiere un cardcter mas trascendental —las piezas (p,p) estdn
relacionadas con periodos y con estructuras analiticas que no suelen tener una descripcion
algebraica inmediata—; por otro lado, desde el punto de vista algebraico los ciclos de

codimensién p forman grupos abelianos de naturaleza combinatoria, los grupos de Chow.

La conjetura de Hodge propone una posible armonizacién de estos dos mundos: afirma que
la porcién racional de HPP(X) estd generada por clases de subvariedades algebraicas. En
esta seccion definiremos formalmente los grupos de ciclos y la aplicacion clase de ciclo,
enunciaremos la conjetura en su forma racional y discutiremos por qué su verificacién es

especialmente delicada.
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Sea X una variedad algebraica proyectiva y suave sobre C.

Definicién 1.5.1. Para p > 0 definimos el grupo de ciclos algebraicos de codimension p

como el grupo libre abeliano generado por subvariedades irreducibles de X de codimension p:

7(X)= P z W

WCx
codim W=p

Observaciéon 1.5.2. En ZP(X) el simbolo [W] es un generador formal: representa la

subvariedad vrreducible W C X wista como generador del grupo libre.
Definicién 1.5.3. El grupo de Chow se define como
CHP(X) := ZP(X) /~rat,

donde r~. es la equivalencia racional. Es habitual considerar también CHP(X)q =
CHP(X) ®z Q.

Por dualidad de Poincaré, la clase fundamental de una subvariedad W C X de codimension

p define una clase en H*(X,Z). Esto da la aplicacién clase de ciclo
cl: CH?(X) — H*(X,Z),
y tras tensorizar con QQ se obtiene
clg : CH?(X)g — H*(X, Q).

Las clases geométricas que provienen de subvariedades son, por la compatibilidad con la

descomposicién de Hodge, de tipo (p, p).

Observacién 1.5.4. La clase de ciclo de un ciclo algebraico [W]| € ZP(X) se denotard

generalmente, por abuso de notacion, como
([W]) = [W] € H*(X, Z)
sitempre que el contexto lo permita.

Definicién 1.5.5. Definimos el espacio de Hodge racional de grado 2p como

Hdg™(X) := HP?(X) N H?(X, Q).
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Conjetura de Hodge. Sea X una variedad algebraica proyectiva y suave sobre C. Entonces

clp (CHP(X)g) = Hdg*(X), para todo p > 0.

La formulacion integral de la conjetura de Hodge es falsa. Atiyah y Hirzebruch construyeron
ejemplos de variedades complejas proyectivas suaves que admiten clases de Hodge integrales
no algebraicas. Sus contraejemplos surgen de fenémenos de torsiéon en cohomologia y tienen
un origen esencialmente topoldgico: la torsiéon en la cohomologia integral, invisible tras
tensorizar con QQ, puede ser detectada por operaciones cohomoldgicas estables y constituye
una obstrucciéon para que una clase provenga de un ciclo algebraico. Por esta razén, la

conjetura de Hodge se formula de manera natural con coeficientes racionales.

La conjetura de Hodge en su versién integral es valida para p = 1 por el teorema de (1,1) de

Lefschetz El caso p = 0 es igualmente sencillo y lo describimos a continuacién.

Lema 1.5.6. Sea X wuna variedad algebraica proyectiva sobre C y X = X7 U---U X, su

descomposicion en componentes irreducibles. Entonces
an __ an an
X — Xl U ct U X,,, 9
y cada X es un subconjunto analitico cerrado de X*".
Demostracion. Cada X; es un subconjunto Zariski-cerrado de X, por lo que su analitificacién

X es un subconjunto analitico cerrado de X**. Como X = |J, X, se sigue que X*" =
U X =

En general, las componentes irreducibles de una variedad algebraica pueden intersectarse. Sin
embargo, si X es suave, dichas componentes son disjuntas y coinciden con las componentes

conexas de X,

Proposicién 1.5.7. Sea X una variedad algebraica proyectiva y suave sobre C. Entonces
cl: CHY(X) == H°(X™, Z)

es un isomorfismo.

Demostracion. Un ciclo de codimensién 0 es una combinacién ), n;[W;] donde los W; son
componentes irreducibles de X de codimensiéon 0. Digamos que X = X; U ... U X, son las

componentes irreducibles de X, entonces

CH(X) = éz X =z
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Ahora consideremos X®", el espacio analitico complejo subyacente a X. Los 0-cociclos son

las funciones localmente constantes X — Z, y por el lema se tiene que
'
Xan — U ‘)(-'ia.rl7
i=1

donde cada X" es un subconjunto analitico cerrado.

Como X es suave, las componentes irreducibles son disjuntas; en particular, las X" son

precisamente las componentes conexas de X?". Por tanto,
HO(X™ Z) = 7.

Sea j; : X; — X la inclusién de la i-ésima componente. Por functorialidad de la clase de
ciclo,

ol (jir(1)) = 7' (clx, (1)),
donde 1 € CHY(X;) & Z es el generador y cly,(1) € H’(X, Z) es la funcién constante 1
en X. Como la inclusién 7 : X" — X" identifica X" con una componente conexa y
el push—forward en grado 0 se interpreta exactamente como extensién por cero fuera de la
componente, obtenemos

cl([Xi]) = Jix' (1) = 1xom,
la funcién que vale 1 en X" y 0 en las demas componentes.

Por tanto la aplicacién cl manda la base {[X1],...,[X,]} de CH’(X) sobre la base estandar

{1xen, ..., 1xm} de H'(X™,Z). En particular, la clase de ciclo cl es un isomorfismo. O

En consecuencia, la conjetura de Hodge integral es cierta para p = 0y p = 1, pero falsa
en general. Esto no lo hace matematicamente irrelevante: al contrario, entender dénde falla
y por qué abre muchas preguntas profundas que conectan topologia, aritmética, teoria de
ciclos y geometria algebraica. Pese a los contraejemplos mostrados por Atiyah, Hirzebruch y
mas autores, hay muchas clases de variedades y situaciones en las que la version integral si se
cumple, y es importante caracterizarlas, entender las obstrucciones y conectar con invariantes

méas finos.

Para facilitar la comparacién con la descomposicién espectral de Shioda que se vera en
el Capitulo [2] —Ila cual se expresa naturalmente en términos de C-espacios vectoriales—
resulta conveniente traducir la conjetura de Hodge a un lenguaje completamente complejo.
En lugar de describir las clases racionales de tipo (p,p) como imagen de clg, consideraremos

el C-espacio vectorial generado por las clases de ciclos algebraicos dentro de HPP(X). La
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siguiente proposicion muestra que este punto de vista es equivalente al enunciado usual y
permite expresar tanto la teoria de Hodge como la descomposicién espectral de Shioda en

términos de espacios vectoriales complejos.

Proposicion 1.5.8. Sea X una variedad algebraica proyectiva y suave sobre C. Entonces,

las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) clg (CHP(X)q) = Hdg*(X).
b) Existen subvariedades algebraicas irreducibles {Z;}i_; € X de codimension p tales que

(HP?(X) NH*(X,Q)) ®¢ C =spanc{[Z;] :i=1,...,r}.

Demostracion. La implicancia (a)=-(b) es inmediata tras tenzorizar por C.

Supongamos ahora (b) y definamos
U = spang{[Zi]} C (X, Q).

Por hipétesis,
U ®q C = spanc{[Z;]} = Hdg* (X) ©q C.

Como U y Hdg* (X)) son subespacios racionales de H*(X, Q) con la misma complexificacién,

concluimos que

U = Hdg”(X).
Entonces Hdg*(X) estd generado sobre Q por clases de ciclos algebraicos de codimensién p.
Equivalentemente,
clg (CHP(X)g) = Hdg™(X).
Por tanto, queda demostrado (a). O

Formulada en estos términos, la conjetura de Hodge aparece como una afirmacion de enorme
generalidad y profundidad, cuya verificacién directa resulta inabordable en la mayoria de
los casos. Incluso para variedades proyectivas suaves con geometria relativamente simple, la
descripcion explicita del grupo de ciclos y de su imagen en cohomologia presenta dificultades

sustanciales.
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1.6. Teoremas de Lefschetz y cohomologia primitiva

En esta seccion enunciaremos los teoremas de Lefschetz débil y fuerte, que en el caso de
hipersuperficies proyectivas suaves, permiten reducir el estudio de la conjetura de Hodge a la

cohomologia primitiva. Mas precisamente, cuando n es par, basta considerar la componente

H2Z (X,Q) C H'(X, Q).

prim

La idea geométrica es que cortar por un hiperplano general no crea cohomologia nueva
en grados pequenos. El teorema de Lefschetz débil formaliza este principio, mientras que
el teorema de Lefschetz fuerte describe cémo la multiplicacién por la clase del hiperplano
relaciona grados complementarios y permite reconstruir la cohomologia a partir de la parte

primitiva.

Teorema 1.6.1 (Lefschetz débil). Sea X wuna wvariedad algebraica proyectiva, suave e
wrreducible sobre C de dimension n, y sea Y C X wuna hiperseccion suave dada por la

interseccion con un hiperplano general. Entonces el morfismo de restriccion
i HY (XM, Q) — HAY (Y™, Q)
es un isomorfismo para todo k <n — 1 y es inyectivo para k =n — 1.

La demostracién utiliza una combinacion de métodos geométricos y topoldgicos, entre los que
destacan la teoria de pinceles de Lefschetz y técnicas cohomoldgicas basadas en sucesiones
espectrales. Estas herramientas permiten controlar la cohomologia relativa asociada a una
hiperseccién general. Para una exposicién detallada de la demostracién véase [16, cap. 1];

para una presentaciéon mas cldsica y motivadora véase también [5].

Corolario 1.6.2. Si X C P! es una hipersuperficie proyectiva, suave e irreducible de

dimension n, entonces para todo entero k con 2k < n se tiene que
H*(X, Q) = H*(P"", Q) = Q- h",

donde h = ¢1(Ox(1)) es la clase del hiperplano. En particular, toda clase racional de tipo

(k, k) con 2k < n es proporcional a h*.

Demostracion. Sea d = deg(X) y consideremos la inmersién de Veronese

vg : PP PN,
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Entonces la imagen v4(X) es una seccién hiperplana suave de vg(P"1) = P*1. Aplicando el
teorema de Lefschetz débil [L6.1] a la inclusién

i vg(X) = vg(P™),
obtenemos que
i H (P Q) — H(X,Q)
es un isomorfismo para todo 7 < n. En particular, si 2k < n, entonces
H*(X,Q) = H* (P, Q) = Q- h*.

]

En particular, el corolario [1.6.2] resuelve la parte trivial de la conjetura de Hodge para las
hipersuperficies proyectivas suaves en el rango 2k < n: toda clase racional de tipo (k, k) es
proporcional a h¥, y esta clase es algebraica, pues coincide con la clase de la interseccién de

X con k hiperplanos generales.

Para avanzar mas alla de este rango es necesario comprender la estructura de la cohomologia
en torno al grado medio. El siguiente teorema de Lefschetz describe como la multiplicacion
por la clase del hiperplano relaciona grupos de cohomologia en grados complementarios, y
permite descomponer la cohomologia en una parte generada por potencias de h y una parte

nueva, la cohomologia primitiva.

Sea X una variedad algebraica proyectiva suave sobre C de dimensién n. Denotemos por
h:=c(Ox(1)) € H*(X,7Z)

la clase del hiperplano. Como h es una clase de Chern de un fibrado holomorfo, es de tipo
(1,1), y por tanto
h € HY'(X) C H*(X,C).

El producto cup
— HY(X,C) x H/(X,C) — H"(X,C)

incrementa el grado aditivamente. Definimos el operador de Lefschetz
L:=h— ():HX,C) — H"?(X,C).
Como h es de tipo (1, 1), el operador L envia

HP(X) — HPTHH (X)),
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Teorema 1.6.3 (Lefschetz fuerte). Para todo 0 < k <n la potencia
L™ H*(X,C) = H**(X,C)

es un isomorfismo.

El teorema de Lefschetz fuerte muestra que la multiplicacion iterada por la clase del

hiperplano controla gran parte de la cohomologia. En efecto, para 0 < k < n, la aplicaciéon
L™ . H¥(X,C) — H*™*(X,C)

es un isomorfismo, de modo que ninguna clase no nula de H¥(X,C) puede anularse tras

aplicar n — k veces el operador L.

Esto motiva aislar las clases que se anulan exactamente en la siguiente potencia. Tales clases
constituyen la parte de la cohomologia que no se obtiene iterando la multiplicacion por la
clase del hiperplano y reciben el nombre de clases primitivas. Esta construccion sera ademas

el punto de partida para la descomposicion de Lefschetz.

Definicién 1.6.4. Para 0 < k < n se define la cohomologia primitiva de grado k como

HY (X, C) i= ker (L" "' H*(X,C) — H* (X, C)).

prim

(X,C) :=HF, (X,C)nHP(X).

Mds generalmente, si k = p + q escribimos HY4 prim

prim

El contenido esencial del siguiente resultado es que las clases primitivas generan toda la
cohomologia: cualquier clase puede obtenerse aplicando iteradamente el operador de Lefschetz

a clases primitivas de grados menores.

Teorema 1.6.5 (Descomposicién de Lefschetz). Para todo k existe una descomposicion

directa, compatible con la estructura de Hodge,

@Ler 2r X (C)

prim
r>0

Esta descomposicion permite separar las componentes obtenidas mediante iteraciones del
operador de Lefschetz de la parte primitiva, que concentra la informacion cohomoldgica

esencial.

Ejemplo 12. Para el espacio proyectivo P™ la cohomologia es especialmente simple:

H*(P",C)=C-h*,  H™'(P",C)=0,
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donde h = ¢1(Opn (1)) es la clase del hiperplano. En particular, para todo k > 0,

H2k

prim

(P",C) =0,
pues toda clase cohomolégica se obtiene aplicando potencias del operador de Lefschetz
L=h—()

a clases de grado inferior. Por tanto, en P™ no aparece cohomologia primitiva no trivial y la
descomposicion de Lefschetz queda completamente determinada por las potencias de la clase

hiperplano.

El caso del espacio proyectivo es excepcionalmente simple. En contraste, para hipersuperficies

suaves la cohomologia primitiva suele contener gran parte de la informacion cohomoldgica.

Ejemplo 13. Sea X C P una cudrtica suave. Sus invariantes de Betti son bien conocidos:
bp =04 =1, by = b3 =0, by = 22.
La descomposicion de Hodge en grado 2 es
H?(X,C) = H**(X)eH" (X)®eH"?(X), dim H**(X) = dimH**(X) =1, dim H"*(X) = 20.

Sea h € H*(X,Z) la restriccion de la clase del hiperplano de P3. Como X es una superficie,

la descomposicion de Lefschetz en grado 2 es
2 o2 1170
H (X7 (C) - Hprim(Xv C) S L H (Xa C)7
y dado que H°(X,C) = C, se obtiene
L'H(X,C)=C-h.

Como
h? = [X N Hy N Hy,

su grado coincide con deg(X) = 4, luego
h* # 0.

En particular h # 0. En consecuencia, la parte no primitiva de H*(X) es de dimension 1 y

estd generada por la clase h. Por dimensiones se deduce dim Hf)rim(X) = 21. Mas aun, como

h es de tipo (1,1) tenemos

H2,0(X) — HQ,O (X), HLI(X) — H171

prim

(X) @ (h), HO2(X) = H%?

prim

(X).

42



La descomposicion de Lefschetz permite reducir numerosos problemas cohomolégicos al
estudio de la parte primitiva. En el caso de hipersuperficies proyectivas, las componentes
no primitivas estan generadas por iteraciones de la clase hiperplano y corresponden a
contribuciones geométricamente explicitas. En consecuencia, la informacién cohomoldgica

verdaderamente nueva se concentra en la cohomologia primitiva.

Observacion 1.6.6. La descomposicion de Lefschetz se refina a nivel de tipos de Hodge: si

k =p+ q, entonces
HP(X) = HYX,C)NnHP(X)
- (@rmzeno) .
r>0
y por compatibilidad con la descomposicion de Hodge, esta interseccion se descompone como

suma directa

HP(X) = @ (L"HEZ (X, C) N HP(X)) .

prim
r>0

Como L es un operador de tipo (1,1), si L'a € HPY(X) entonces o € H2 7" (X). Asi,

prim

obteniendo una descomposicion de Hodge refinada

Pa( THPT(

H @L Hprlm )7
r>0
mas aun, como el teorema de Lefschetz fuerte implica la inyectividad de L sobre la
cohomologia primitiva, se obtiene que
P — E : p—riq—r
h (X> - hpr]m (X)
r>0

La reduccién a la cohomologia primitiva no es solo una simplificaciéon técnica. En el caso
de hipersuperficies proyectivas, varias de las herramientas fundamentales que utilizaremos
méas adelante —como el mapa de residuos de Griffiths— estan formuladas directamente en
términos de Hj; (X). Desde este punto de vista, la cohomologia primitiva constituye el
marco natural en el que se expresan los fendmenos cohomolégicos mas relevantes. La siguiente
seccién estara dedicada precisamente a desarrollar esta descripcién explicita de la cohomologia

primitiva.

1.7. Base de Griffiths

Para estudiar la parte no trivial de la cohomologia de una hipersuperficie proyectiva

suave X = {F = 0} C P""! resulta conveniente una descripcién explicita de la
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cohomologia primitiva y de sus componentes de Hodge. Griffiths proporciona precisamente
esta descripcion: las clases primitivas se representan por formas meromorfas en el ambiente
proyectivo con polos controlados por la ecuacién F', y las relaciones entre tales formas se
codifican en el anillo jacobiano del polinomio que define X. En lo que sigue describimos la

construccién y las consecuencias algebraicas que usaremos mas adelante.

Sea X = {F = 0} C P""! una hipersuperficie suave definida por un polinomio homogéneo F'

de grado m. En C"*? consideremos la (n + 1)-forma

n+1
Q= Z(—l)ll'l dl‘o VANIEIAN dl’l VANRRIRIVAY dl’n+1,
=0

la cual es homogénea de grado n + 2. Para un polinomio homogéneo P definimos

PO
= Fert

Si P tiene grado
d=(¢g+1)m—(n+2),

entonces 7 es invariante bajo reescalamiento y por tanto desciende a una forma meromorfa

sobre P71,

La divisién por F?*! implica que n posee polos de orden g + 1 a lo largo de X. El residuo
local sobre X define entonces una clase cohomoldgica de tipo (n — ¢,q). En concreto, si P

: : : n—q,q
tiene el grado anterior, la correspondiente clase pertenece a HJ ;19(X).

Esto da lugar al mapa de residuos de Griffiths, que asocia a cada polinomio homogéneo P la

correspondiente clase de residuo primitiva.

Definicién 1.7.1. El mapa de residuos de Griffiths es

PO\
Pr— wp = (reSX(FqH)) EHprh‘f{q(X).

PQ
resxy m

no depende de P de forma absoluta, sino inicamente de su clase médulo el ideal generado por

Observemos que el residuo

las derivadas parciales de F'. En efecto, si P difiere de otro polinomio () en una combinacién de
las derivadas OF/0z;, entonces los residuos correspondientes son cohomoldgicamente iguales.
Por ello es natural pasar al cociente por el ideal jacobiano y describir las clases mediante

elementos del anillo resultante.
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El anillo jacobiano asociado a F' se define como

RF .— Clzo, - .., Tny1) oF OF >

, Jac(F') := R,
Jac(F) ac(F) < 0xo O0%pi1
y denotamos por RY su componente homogénea de grado d.

Teorema 1.7.2 (Griffiths). Para 0 < g < n el mapa de residuos induce un isomorfismo

n—q, ~ F
Him (X) = R(q+1)m7(n+2)'

prim

En otras palabras, la componente (n — ¢, ¢) de la cohomologia primitiva de la hipersuperficie
se identifica con la pieza homogénea de grado (¢+ 1)m — (n+2) del anillo jacobiano. De este
modo, una base del espacio
F
Rlgtym-m+2)
proporciona una base explicita para ng_ir‘fl’q(X ), v los célculos en el anillo jacobiano se traducen

en informacién cohomoldgica sobre X.

La construccion analitica del mapa de residuos y las demostraciones originales se encuentran

en [4]; para una exposicién moderna véase [19].

Corolario 1.7.3. Para toda hipersuperficie proyectiva suave X C P se tiene que

Mgn(X) = B, (X, pta=n.

prim prim

Demostracion. El anillo jacobiano Rf es un C-algebra graduada, de dimensién finita y

Gorenstein. En particular, existe un grado
T=(n+2)(m-2)
tal que REY = C y la multiplicacién induce un emparejamiento perfecto
Rf x RE , — RE=C

para todo entero k. Tomemos k = d := (¢ + 1)m — (n + 2), entonces dim R} = dim R, y
se tiene

T'—-d=(n—qg+1)m—(n+2)=(pP+1m-—(n+2),
que, por el teorema de Griffiths es el grado que corresponde a H?! (X). En

prim
consecuencia,

dim H?? (X)) = dim RY = dim RY_, = dim H%? (X).

prim prim
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Observacion 1.7.4. La igualdad

e (X)) = hIt (X) para todo p+q=n

prim prim

no implica por si sola que h*9(X) = h??(X). Desde la observacion tenemos

p.g _§ : p—r,q—"
h (X) - hprim (X)’
r>0
pero la simetria obtenida en el corolario[1.7.3 solo es vdlida para las componentes primitivas
de H"(X) y no en grados inferiores. Aun asi, este resultado es ilustrativo, pues muestra cémo
la simetria de los numeros de Hodge primitivos ya se encuentra implicita en el teorema de

Griffiths a través de la dualidad Gorenstein del anillo jacobiano.
En el siguiente ejemplo se muestra como R} admite una descripcién explicita en el caso de
la ecuacién de Fermat.

Ejemplo 14. Considere la hipersuperficie de Fermat de grado m > 2 y dimension n:
X={F=a+-+a),=0} C Pt

Como
oF

8x,~ -

el ideal jacobiano viene dado por

mxszl 0<i<n+1),

Jac(F) = (a2l

Por tanto el anillo jacobiano es el anillo de polinomios truncado

C[IL‘Q,...,J]H+1] ~ C[xo,...,an]
Jac(F) (gl

R =

Como espacio vectorial sobre C, RY estd generado por los monomios

An+1

ol con 0 <a; <m—2.

ap ..a1 .
xo'wyt

En particular la parte homogénea de grado d := (q + 1)m — (n + 2) viene dada por

n+1

Rff:Span{Ha:;”: Zai:d, Ogaigm—2},
i=0 i

y por conteo de monomios, su dimension coincide con el coeficiente de t* al expandir
(1 +t+ . _|_tm—2)n+2
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Continuaremos el ejemplo en el caso concreto de una superficie cibica de Fermat, que
servirda como banco de pruebas para todas las herramientas introducidas en este capitulo.
En el ejemplo anterior vimos cémo el teorema de Griffiths describe la cohomologia primitiva
en términos del anillo jacobiano; aqui aplicaremos esa descripcion en un caso completamente
explicito, y la combinaremos con la descomposicién de Lefschetz y con la interpretacién

geométrica de la superficie como blow-up.

Ejemplo 15. Para m =3 (ciubica de Fermat) tenemos
Jac(F) = (a,...,22,,),

de modo que en R = Clxg,...,xn41]/ Jac(F) cada exponente a; sdlo puede valer 0 o 1.
Para n = 2 (superficie cibica de Fermat) los monomios no nulos en RY son exactamente

ap .a1 .2 .43
gt as?xy® con a; € {0,1}.

Aplicando el isomorfismo de Griffiths[1.7.3

n—q, ~Y F
H qq(X) = R(q+l)m—(n+2)7

prim
conn =2y m =23 obtenemos que el grado viene dado por
d=(q+1)m—(n+2)=3¢—1

Por tanto:

» g = 0 = grado —1, luego RY, = 0 (no hay piezas de grado negativo), de donde
dim H>? (X) = 0.

prim
» ¢ =1 = grado 2. Los monomios de grado 2 con exponente en {0,1} son exactamente

1100 1010 1001 0110 0101 0.0.1.1
{$0$1I2x37 Lol ToLy, LT ToT3, LoL1ToT3, LoLiLoXy, ToT{LoXgy,

luego
dmRY =6 — dimH"!

prim

(X) = 6.

» ¢ =2 = grado 5. Pero para m = 3 el mdzimo grado no nulo en RY es (n+2)(m—2) =
4, por lo que RF =0 y dimHY? (X) = 0.

prim
En resumen,

dim Hf;r?m(X) =0, dim Hlﬁfim

(X)=6,  dimH>?

prim

(X) = 0.
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La base de Griffiths de H! (X) viene dada por las imdgenes por el mapa de residuos de los

prim

seis monomios de grado 2 descritos arriba.

La cohomologia en grado 2 se escribe por la descomposicion de Lefschetz[1.6.5 como

Yy en consecuencm,
dimH*(X) =6+1="7.

Dado que X es una superficie proyectiva suave (inmediato desde el criterio del jacobiano),

se deduce que

H'(X)=zC y HYX)=C.

. % 0,0 . .
Ahora, para calcular la dimension de H:». (X)) no podemos usar directamente el isomorfismo

prim

de Griffiths, en lugar de ello, desde la observacidn[1.6.0 junto con la descomposicidn de Hodge

[7-377), se sigue que

0,0
h7

prim

(X) = h"2(X) =Rr(X) =dim H*(X) = 1.
Con esto podemos calcular la dimension de H"'(X) usando nuevamente la observacion :

hl’l(X) _ Ll

prim

(X)+ R (X)=6+1=T.

prim

Por otra parte, es un hecho cldsico que una superficie cibica suave X C P? es isomorfa al

blow-up de P? en seis puntos en posicion general. En particular,
Pic(X)=Z-(H, E,..., Eg),
donde H es el pull-back de una recta y E; son los divisores excepcionales. Por tanto
p(X) = dimg (H"'(X) NH*(X,Q)) =7,

y en consecuencia, toda la cohomologia racional de tipo (1,1) es algebraica, como predice el
teorema de Lefschetz (1,1).

Ademds, como p(X) = h'(X) se sigue inmediatamente que
(Hl,l(X) N HQ(X’ Q)) ®Q C — I_Il,l()()7

de modo que toda la componente Hl’l(X) proviene de clases racionales. FEsta igualdad no es
automdtica en general (cf. ejemplo @) aqui resulta de combinar el cdlculo de Griffiths, la
descomposicion de Lefschetz y la descripcion geométrica de X como blow-up de P? en seis

puntos en posicion general.
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El teorema de Griffiths no solo identifica abstractamente piezas de la cohomologia primitiva
con componentes homogéneas del anillo jacobiano, sino que permite construir bases explicitas
y asi reducir problemas cohomolégicos a calculos combinatorio-aritméticos en el anillo
cociente. Esta descripcion por monomios sera especialmente 1til en presencia de simetrias,
pues facilita la descomposicion en espacios propios para la accién de grupos de automorfismos
y, como veremos a través de la descomposicion espectral de Shioda, permite acceder a la
subestructura racional de la cohomologia de tipo (n/2,n/2), que es la pieza relevante para

la conjetura de Hodge.
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Capitulo 2
Hipersuperficies de Fermat

Las hipersuperficies de Fermat constituyen uno de los ejemplos més simétricos y mejor
entendidos en geometria algebraica compleja: su ecuacién explicita y el amplio grupo de
automorfismos diagonales que la preserva generan una rigidez cohomolégica que permite un

tratamiento muy concreto de la conjetura de Hodge.

En este capitulo desarrollamos esta teoria de forma progresiva: comenzamos en la Seccion
por enunciar la descomposicion espectral de Shioda en espacios propios unidimensionales
asociados a automorfismos diagonales y describimos, en términos aritméticos, el subconjunto
de caracteres que genera la cohomologia intermedia racional, en la Seccion introducimos
herramientas técnicas para culminar en la Seccion [2.3| con la demostracion del teorema de
Shioda. En la Seccién se reformula la conjetura de Hodge en este caso especifico aplicando
esta nueva teoria y se exhiben ejemplos donde la reformulacién conduce a conclusiones
efectivas, en la Seccién 2.5 estudiamos los ciclos lineales en Fermat y finalmente en la Seccion
[2.6] enunciamos y probamos el teorema de Aoki-Shioda que establece condiciones aritméticas
explicitas en el grado y dimensién sobre cuando el espacio generado por ciclos lineales es

suficiente para generar la cohomologia intermedia racional.

En conjunto, estas secciones permiten pasar de una descripcién compleja y analitica de la
cohomologia a criterios puramente combinatorios y aritméticos que pueden comprobarse de
forma efectiva en ejemplos concretos; tales reducciones no solo clarifican la mecanica interna
de la descomposicion de Shioda, sino que serviran como base para obtener una descomposicion

analoga en las hipersuperficies de Klein en el siguiente capitulo.
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2.1. Descomposicion espectral

Esta seccion enuncia la descomposicion espectral de la cohomologia primitiva de la
hipersuperficie de Fermat, obtenida a partir del estudio de su grupo de automorfismos
diagonales. El enfoque, desarrollado por Shioda en la década de 1970 en el contexto de
la conjetura de Hodge, constituye uno de los ejemplos méas explicitos donde dicha conjetura

se puede abordar mediante métodos combinatorios y aritméticos.

Es deseable que el lector conozca nociones basicas de teoria de grupos abelianos finitos:

caracteres y espacios propios asociados a una accion finita.

Considere
X={af+...+ar, =0} CPH!

la hipersuperficie de Fermat de dimensién n y de grado m.
Denotemos i, el grupo de las raices m-ésimas de la unidad.
Notacién 2.1.1. Reservamos el simbolo & para la raiz m-ésima de la unidad primitiva, y

() para denotar un elemento de pi,,. Mds adelante, cambiaremos a la notacion usual ¢, =

exp(2mi/r) para representar la raiz r-ésima primitiva.

(n

Se define GG7!, como el grupo cociente entre L +2) y el subgrupo diagonal, el grupo G7, actia

fielmente sobre X’ mediante

g-x=1[& ... &l (o, s xaa1) = (SoTos - -+, Ent1Tnrt)-

Otra fuente grande de automorfismos sobre la hipersuperficie de Fermat provienen del grupo
de permutaciones S, 5. De hecho, los resultados en [I0] establecen que estos son todos los

automorfismos lineales:
Aut(X)) N PGL(IP’”“) =G X Shae,

salvo los casos excepcionales m = 1,2. Para m = 1 tenemos que X" = P" y luego no
hay cohomologia primitiva, por este motivo se excluira del andlisis y se considerara siempre
m > 2. El caso m = 2 tenemos que XJ es una cuadrica no degenerada, por ello su grupo

lineal es aquel que preserva su forma cuadratica asociada, asi
Aut(X;l) n PGL(P”+1) = POn+2 2 GS X Sn+27

el cual contiene rotaciones que provienen del grupo proyectivo ortogonal.
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Es importante destacar el caso de la superficie cudrtica de Fermat X2, la que corresponde
con una superficie K3: esta posee automorfismos no lineales, mientras que el resto de
hipersuperficies de Fermat X con (n,m) # (2,4) su grupo de automorfismos esta

completamente contenido en PGL(P"1).

Una descomposicion espectral consiste en descomponer un espacio vectorial en espacios
propios asociados a la acciéon de un subgrupo de automorfismos. En el caso de la
hipersuperficie de Fermat, Shioda observa que el grupo diagonal G}, actia sobre
la cohomologia de X de manera completamente reducible y permite obtener una
descomposicion en caracteres que recupera toda la cohomologia primitiva. Intuitivamente,
estos automorfismos diagonales son intrinsecos de la ecuacion que define la hipersuperficie
de Fermat y forman un grupo lo suficientemente grande como para detectar todas las

componentes de la cohomologia primitiva.

El grupo de caracteres de G7., se identifica naturalmente con el grupo
C/?El = Hom(G,,C*) = {a = (ap,...,ant1) : a; € Z/MZL, ap+ ...+ apy1 =0}

via a([& ... &up]) = &0 .. &0
La accién de G, sobre X permite ver a los grupos de cohomologia H (X", Q) y H (X", C)

como G™-mdédulos: un elemento g € G™. actiia sobre una forma w € H'(X") mediante

g (w)(z) = w(g - x).

Estos G}'-moédulos son conocidos salvo el caso i = n, en efecto, como X es una variedad

proyectiva suave de dimension compleja n, el teorema de Lefschetz débil afirma que
HY(X,,Q) = H*(P"", Q)

para k < n. La cohomologia de P"! sobre Q es bien conocida: Q para grados pares y 0 para
grados impares. Dado esto, la informacién sobre los grados & < n se traslada a los grados

complementarios gracias a la dualidad de Poincaré
H (X7, Q) = (B 74X, Q)

lo que permite conocer la cohomologia de X para k > n. Asi, la cohomologia de X' es

conocida para todos los grados k£ salvo k = n, el tinico caso no trivial e interesante.

Para un caracter a € G, se define el espacio propio asociado a a como:

V() ={w € Hpin (X)) - 97 (w) = alg)w, Vg e G}

prim
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concretamente, un elemento g € G, actia en una clase cohomoldgica w € V(a) mediante

multiplicacién por el escalar a(g) para cada g € G..

El espacio V' («) podria ser eventualmente nulo, para evitar esto vamos a denotar

Ql?n:{a:<a0a"'7an+1>€é§n: al#() VZ}

Notacién 2.1.2. Parax € Z/mZ, se denotard por [x],, € {0,1,...,m—1} a su representante

canonico en 7.

Adicionalmente, se define el peso del caracter o como

1 n+1

ol = — > laln €N,

i=0
Observacién 2.1.3. La condicion 3" a; = 0 (méd m) en G?, asegura que |a| € N. Un

calculo directo muestra que

{242 a2,

A continuacién, se enuncia la descomposicion espectral de Shioda en hipersuperficies de

Fermat.

Teorema 2.1.4 (Shioda).

i) dimV(a) € {0,1}, Vo€ Gr. Ademds, V(a) # {0} siy solo si o € A .

i) HOL (Xn) = @ V(o).

acUr,

|lal=g+1
iii) Suponga que n = 2p, entonces

(H"? N HY,, (X7, Q) @0 C = @D Via)
aeBY,
donde
B ={acUA : |t-al=p+1, Vte(Z/mZ)*}.

iv) Suponga que n = 2p + 1, entonces

((HPPH L HPP2) A Y, (X0, Q) @0 C = @D Via)
aEeBn,

donde
B, ={acA,: p+1<|t-a|<p+2, Vte(Z/mZ)*}.

53



El contenido de i) y ii) del teorema anterior establece que los caracteres a € 2 C éﬁ
permite una descomposicion espectral de la cohomologia primitiva de X en suma directa
de espacios propios unidimensionales y que refina la descomposicion de Hodge. Ademas, el

peso |a| = ¢+ 1 € N determina el tipo (p, q) de la cohomologia.

Esto tltimo implica que para el caso n par, los caracteres con peso |o| = n/2 + 1 permite

descomponer la cohomologia primitiva intermedia:

Heim(Xn) = @ V(w),
lo|=5+1
pero no todos ellos contribuyen a la cohomologia racional, el contenido de iii) es crucial:
estable la condicion adicional para obtener la descomposicion espectral de la complexificacion

de la componente racional

(33 (X0) N HY (X0, Q) © C

prim

es espacios propios V(a), concretamente, si toda la orbita de a mediante la accién de
multiplicacién por unidades ¢t € (Z/mZ)* permanece en la cohomologia intermedia, entonces

la suma de estos espacios V(a) son no triviales en H2:2 (X" Q), es decir, el conjunto de

prim
caracteres
n
By ={acAy : |t qf :§+1, Vit € (Z/mZ)*}
permite la descomposicién de Hp%r’ir%n(XﬁL, Q) ®g C en suma directa de los V(«a), los elementos

de *B7 los llamaremos caracteres de Hodge.

Es importante puntualizar una sutileza que puede llegar a confundir, los espacios complejos
unidimensionales V' («) que aparece en la descomposicién de Shioda no suelen estar definidos

sobre QQ individualmente. La condicién o € B, no afirma que
Via)g :=V(a) NH"(X},, Q) # 0,

lo que si desciende de forma natural a Q son los bloques invariantes por la accién de Galois:
la accién (Z/mZ)* = Gal(Q(£)/Q) actia sobre los caracteres, y por lo tanto permuta los
espacios propios. Conviene describir este fenémeno explicitamente: defina la érbita de o € B},
como

O(a) ={t-a: te(Z/mZ)*} CB,,

donde ¢« := (ta, . . ., ta,.1), la accién t € (Z/mZ)* permuta los espacios propios mediante

V(a) — V(t- «), entonces esta accién deja estable cada dérbita O(«), en consecuencia

dimg | [ €D V(B) | nH" (X}, Q) | =10(a)| #0

BeO(a)
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es exactamente el espacio que contribuye a la cohomologia racional.

En resumen, los caracteres B] indexan los bloques complejos que aparecen en la
complexificacion de la cohomologia primitiva racional de tipo (n/2,n/2), pero la contribucién
racional efectiva procede por érbitas de Galois. En particular, no es necesario que cada
V(«) venga por si solo de una clase racional, basta que la érbita produzca una combinacién

Galois-invariante no nula.

Explicitamente, tenemos la descomposicion de la cohomologia primitiva racional:
Hin(0.@ = ((@ V(ﬁ)) nH" (X, @)) ,
O€eO0rb(B7,) BEO
donde Orb(*B7,) denota la particién de los caracteres de Hodge B, en 6rbitas bajo la accién de
(Z/mZ)*. Esta descripcién racional es conceptualmente importante pero la versiéon compleja
es suficiente para estudiar la conjetura de Hodge, principalmente por la proposicién [1.5.8] Sin
embargo, la perspectiva racional que damos es 1til y necesaria para describir explicitamente
los objetos geométricos que inducen la cohomologia racional tal como veremos en algunos

ejemplos posteriores.

Estas ultimas afirmaciones se discutiran con detalle en la siguiente seccién; las adelantamos

aqui debido a su importancia y consecuencias.

Observacion 2.1.5. Presentamos un ejemplo heuristico que ilustra la idea anterior. Los

vectores
v=(1,i) € C? v = (1, —i) € C?,
forman una base del C-espacio vectorial C?, pero los subespacios complejos unidimensionales

C-vCC? C-v CC?

no contienen elementos racionales no nulos. El automorfismo no trivial de Gal(Q(i)/Q) (la

conjugacion i — —i) permuta estos subespacios, y se verifica que
(Cva Cv')NQ?) ®y C =C?

es decir, la contribucion racional aparece solo al sumar ambos subespacios: la suma directa
Cv @ Cv' (que coincide con C?) tiene interseccion no trivial con Q?, mientras que cada una

de las lineas complejas por separado no aporta vectores racionales distintos de cero.

El contenido de iv) del teorema es la generalizacion natural de iii) para n impar.

Ahora continuamos con algunos ejemplos para mostrar la descomposicién espectral de Shioda
de manera explicita, es importante destacar que estos ejemplos los seguiremos usando a lo

largo del capitulo para describirlos cada vez con més detalle.
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Ejemplo 16. La cibica de Fermat
X7 ={ap+ 2} + 25 +a25 =0} CP°.
Los caracteres diagonales son
@3 = {a = (ag.a1,a3,a3) € (Z/32)" : Y a; =0 (méd 3)}
pero los que realmente aportan a la cohomologia son aquellos con coordenadas no nulas:
A2 = {(2,2,1,1),(2,1,2,1),(2,1,1,2),(1,2,2,1),(1,2,1,2),(1,1,2,2)}.

Como |A3] = 6 se deduce que
dim H?

prim

Para ver como estos se distribuyen, vemos que
1 2
|a]:§(2+2+1+1):2:q+1, Va € A3,

luego
dim H;?

prim

(X2)=0,  dimH}}

prim

(X2)=6,  dimH>)

prim

(X5) =0,

1,1
prim

directa de cada espacio propio V(«a). Es importante observar que este cdlculo coincide

en particular, la cohomologia primitiva intermedia H_. (X2) se descompone en suma
perfectamente con lo obtenido anteriormente en el ejemplo (18, también es til ver que existe
una correspondencia obvia entre los caracteres A3 y los exponentes de los monomios de dicho

ejemplo.

Finalmente, es facil verificar que cada a que aporta a la cohomologia intermedia verifica la

condicidn de estabilidad de B3, luego

(Hl’l

prim

(X3) NHA(X3,Q)) ®g C = Hypin (X3),

prim
lo que también fue mostrado en el ejemplo (15 pero con un enfoque totalmente distinto.

El ejemplo anterior ilustra como la cohomologia primitiva de una hipersuperficie de Fermat
se descompone, sobre C, en espacios propios asociados a los caracteres del grupo de
automorfismos diagonales, y cémo esta descomposicion es compatible con la descomposicién
de Hodge.

n n
Los espacios propios V(o) C HZ2:2(X") no aparecen necesariamente como factores de

prim

H2:2 (X7, Q) ®q C, para ilustrar este fendmeno recurrimos al siguiente ejemplo.

56



Ejemplo 17. Considere la hipersuperficie de Fermat de dimension 4 y grado 5:
= {5+ 2 + a5 +ad+ a3+ =0} CP°.

Los caracteres o = (ag, a1, as,as,aq,as) € A2 se separan en grupos segin el peso |a| =

(> a;)/5. Mostramos los representantes junto con la cardinalidad al considerar permutacion:

(1,1,1,4,4,4) — 20

(1,1,2,3,4,4) — 180
(1,1,1,1,2,4) — 30  (1,1,3,3,3,4) — 60  (1,3,4,4,4,4) — 30
(1,1,1,1,3,3) — 15  (1,2,2,2,4,4) — 60  (2,2,4,4,4,4) — 15
(1,1,1,2,2,3) — 60  (1,2,2,3,3,4) — 180  (2,3,3,4,4,4) — 60
(1,1,2,222) — 15 (1,2,3,3,3,3) — 30  (3,3,3,3,4,4) — 15
7 (2,2,2,2,3,4) — 30 ~ g

(2,2,2,3,3,3) — 20

al =2 al = 3 ol =4

de lo que sigue desde ii) que

dimHY! (X2) = dimHY (X2) =0, dimH? (X2) =dimH> (X2) = 120,

prim prim prim prim

dimH*? (X2) =580,  dimH?. (X?) = 820.

prim prim
La condicion |a| = 3 asequra que V(a) C Hiﬁm(Xé), y para que este contribuya a la

complexificacion de la cohomologia primitiva racional intermedia, este debe wverificar la

condicidn de estabilidad de B3, esto se satisface inicamente por los caracteres
ap = (1,1,1,4,4,4), s =(1,1,2,3,4,4), «a3=1(1,2,2,3,3,4), a4=(2,2,2,3,3,3),
y sus permutaciones, por ejemplo, (1,1,3,3,3,4) ¢ B3 pues
2-(1,1,3,3,3,4) = (2,2,1,1,1,3) Y [(2,2,1,1,1,3)] =2 # 3,

en consecuencia,
dim H>? (X2, Q) = 20 + 180 + 180 4 20 = 400

prim
y H2? (X4, Q) ®q C proviene de la descomposicion espectral de H2?2 (X2) de los espacios

prim prim

propios asociados a los caracteres aq, g, g, g Y Sus permutaciones.

Estos ejemplos muestran la potencia del teorema [2.1.4f a partir de él se puede extraer
informacion explicita tanto sobre la descomposicién de Hodge de la cohomologia como sobre

la parte racional, mediante un conteo combinatorio sujeto a condiciones aritméticas.

En la siguiente seccion establecemos algunos criterios técnicos, y estudiamos en profundidad
la accién (Z/mZ)* que actia sobre los caracteres A7, y como esta es compatible con la acciéon

asociada en cohomologia.
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2.2. Descenso galoisiano y accién de Galois

Para analizar el caracter racional de la descomposicién espectral en espacios propios V()
introducidos en la Seccién [2.1] es necesario entender dos hechos relacionados: (i) cémo se
define y se interpreta el cuerpo de definicién de una clase por medio de sus periodos, y (ii)
cémo actia el grupo de Galois sobre las clases y, en particular, cémo permuta los espacios

propios V().

En esta seccién estableceremos resultados generales de descenso galoisiano que permiten
recuperar subespacios definidos sobre Q a partir de subespacios G-estables tras extender
escalares; luego se describen las propiedades concretas de la accion de Gal(Q(€£)/Q) sobre
V(a).

Supondremos conocimientos basicos de homologia singular y de la interpretacién de periodos
como integrales de formas sobre ciclos enteros. También daremos por conocidas nociones

elementales de teoria de cuerpos y de la accién de Galois sobre extensiones finitas de Q.

Para un tratamiento conceptual y para conectar la accion aritmética con la topologia, es 1til

considerar el cuerpo de definicion de los periodos normalizados de w € H"(X]) = Hig (X))

1
Q. ::Q<W/7w: yeHn(X;;,Z))

La normalizacién por (27i)™? es la que hace coincidir los periodos con las convenciones de

comparacion entre cohomologia de De Rham y singular.

Para o € Gal(Q,/Q) definimos

Xo: H, (X" Z) — Q,CC
1
O e N (—(27”,)”/2 Aw) s

Xo € Hom(H, (X", Z),C) & H, (X", Z)¥ = H"(X[) = Hip (X7).

y asi,

Vamos a denotar por o(w) € H"(X]) al representante de x, por dualidad de Poincaré,

explicitamente:

/U(w) =Xo(7), Vv € H.(X,Z).

v
Notar que esta accién es semilineal respecto a Q,: o(aw) = o(a)o(w) para a € Q.

El elemento o(w) =: ¢ - w permite que el grupo Gal(Q(£)/Q) actie sobre la cohomologia

Hp i (X505 Q()), observar que una forma w € Hp (X7, Q(€)) induce otra forma o(w) €
Hp i (X7, Q(€)) gracias a la construccién anterior.
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Denotamos Q,, a la clausura galoisiana de Q,, en Q. A continuacién presentamos resultados

clasicos de descenso galoisiano que nos seran de utilidad.

Lema 2.2.1. Sea w € H"(X}},Q,), luego

we (X, Q) = o(w)=w, Voe Gal(@;/(@).

1
Demostracion. Denotemos a., := W /w, entonces
weH' (X, Q) <= a,€Q, Vy € Ho (X2, Z)

<~ o(a,) =ay,, Vv,Voe Gal(@;/(@)
= o(w) =uw, Vo e Gal(@;/@)

O

El lema [2.2.1] es el criterio estdndar de descenso para clases descritas por periodos: si la
clase es racional, sus periodos son invariantes; reciprocamente, si todos los conjugados de los
periodos coinciden, la clase coincide con sus conjugados y por tanto proviene de H" (X" Q).

Este lema sera la herramienta local para detectar racionalidad.

Proposiciéon 2.2.2. Sea K/Q wuna estension finita galoisiana y sea V. = H"(X], Q).
Entonces
(V &g K)™ — v

Equivalentemente, si w € H"(X],, K) verifica o(w) = w para todo o € Gal(K/Q), entonces
we H'(X], Q).

Demostracion. La inclusién V. C (V ®q K)%HE/Q es inmediata: si w € V = H"(X",Q)
entonces w ® 1 es fijo por Gal(K/Q). Para la inclusién reciproca, sea w € (V ®q K)®alE/Q),
Dado que w € V®g K = H"(X], K), y ademas o(w) = w para todo ¢ € Gal(K/Q), se sigue
que todos los periodos (27i)~"/? fvw pertenecen a K y son fijos por Gal(K/Q), por tanto
dichos periodos y su campo generado estan contenidos en KG(5/@ — Q. Ahora aplicamos
el lema : como w € H*(X,Q,) y o(w) = w para todo ¢ € Gal(@u/@) (en nuestro caso
Q. C K), concluimos que w € H*(X", Q). Esto muestra (V ®¢ K)%5/Q C V| completando
la prueba. O

La proposicién es la version lineal y global del lema anterior: los invariantes bajo Galois

de la extension por escalares son precisamente los vectores definidos sobre Q.
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Corolario 2.2.3. Sea K/Q una extension finita galoisiana con grupo G = Gal(K/Q) y sea
V' un Q-espacio vectorial finito dimensional. Considere la extension por escalares V ®q K
con su accion natural de G dada por c(v @A) =v@a(N). SiW CV ®g K es un subespacio

K -lineal estable por la accion de G, es decir,
oc(W)=WwW Voegd,
entonces existe un unico subespacio Q-lineal V' C 'V tal que
W=V ®qK.
Ademas, dicho subespacio viene dado por

Vi=wnV.

Demostracion. Por la proposicion se tiene
(Voo K) =V.

Como W es G-estable, el mismo argumento aplicado a W muestra que
W= W% aqK.

En efecto, la inclusiéon (W) @q K C W es inmediata, y la igualdad de dimensiones se obtiene

tras extender escalares a K. Definiendo
Vii=W¢=wnYV,

se obtiene la igualdad deseada. La unicidad es inmediata, pues si W = U ®q K entonces

necesariamente U = W NV. O

El corolario [2.2.3] es la formulacién méas general y la que utilizaremos constantemente en
la descomposicion espectral: todo subespacio G-estable desciende de forma tunica a un
subespacio racional. En la practica, lo usaremos con K = Q(§) el cuerpo ciclotémico y

con V = ngim(Xﬁ“ Q).

Ya tenemos la base aritmética necesaria. En lo que sigue, nos concentraremos en estudiar la

accién diagonal de G, sobre los espacios propios V(a) definidos en la Seccién [2.1]

Un automorfismo o € Gal(Q(&)/Q) = (Z/mZ)* se determina completamente por un escalar,

que denotaremos t, :=t € (Z/mZ)* y que actia explicitamente por o(§) = &'
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Observacion 2.2.4. El espacio propio V(«) estd naturalmente definido sobre Q(§), debido
principalmente a que a(g) € Q(§) para cada g € G, como consecuencia de esto,
V(a)ge) ®ae) C = V(a). Esto se discutird mds a fondo en la siguiente seccion (ver lema

2.3.1).

El siguiente lema describe la compatibilidad entre la accién de Galois y la accion diagonal
de GI': la accién de Galois no preserva en general un subespacio propio V(«), sino que lo

transporta a otro espacio propio, determinado aritméticamente por el caracter «.

Lema 2.2.5. Para cada 0 € Gal(Q(§)/Q) = (Z/mZ)* > t,, siw € V(a)ge) = V(a)N
H™"(X,Q(&)) entonces
o(w) € V(ts - @)ge)-

Demostracion. Sean o € Gal(Q(&)/Q), t = t, € (Z/mZ)* vy w € V(a)ge C
Hp i (X7, Q(6)). Al tomar v € H,, (X}, Z), tenemos

- U(/gm WM)
(—
oo ([ )

~ [ otato)otw)

N
Ahora veamos que o(a(g)) = (t- a)(g). Sean a = (ag,...,an11), 9 = [€o i - .. : Enr1] € G

Escribamos & = £ con r; € {0,...,m — 1}. Luego,

olalg)) = o(&". - &)

— 0.(57‘00,0 L f‘gzjrllan+1)

— 5157‘0&0 . .gtrn+1an+1
t i
= gy

= (t-a)(9)
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lo que permite concluir que o(w) € V(¢ - a)ge)- O

Como Gal(Q(£)/Q) es un grupo, se sigue inmediatamente el siguiente resultado.

Lema 2.2.6. Para cada oy € Gal(Q(§)/Q) = (Z/mZ)* >t se tiene que
ar(V(a)ae) = V(- a)oe-

Demostracion. El lema [2.2.5 nos da la contencién hacia la derecha. Solo falta ver que

V(t-a)ge) € o(V(a)ge)-

Seaw € V(t-a)g(e). Como (Z/mZ)* es un grupo multiplicativo, escojamos ¢~ y apliquemos
el lema para concluir que

oi-1(w) € V(" ta)ge = V(a)ge).

Notar que
o(0p-1(w)) = (0 0 04-1)(w) = w,

es decir, w € o(V(a)ge))- O

El lema muestra que el grupo de Galois Gal(Q(&)/Q) actia permutando los espacios
propios V' (a)ge) segin la acciéon natural de t, € (Z/mZ)* sobre los caracteres. Como
consecuencia inmediata, el bloque de la descomposicién espectral asociado a la drbita de
ac€Br:
D Vitaae S By (X5, Q)
te(Z/mZ)x

es Gal(Q(&)/Q)-estable por el lema y por lo tanto desciende a Q por el corolario

Con estas herramientas aritméticas disponemos ya del marco necesario para estudiar la accién

diagonal de G, sobre los V («).

En la siguiente seccién demostraremos cada item de la descomposicion espectral de Shioda
2.1.4} las condiciones aritméticas que describe Shioda se derivan, como veremos, del
isomorfismo de Griffiths y la condicién aritmética B! para la racionalidad se deducen desde

las herramientas desarrolladas en esta seccion.
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2.3. Demostracion de la descomposicion espectral en

Fermat

Para la demostracion seguiremos la estrategia clasica introducida por Shioda: identificar una
base explicita de clases propias de la cohomologia primitiva mediante residuos de Poincaré,
calcular sus periodos y describir el cuerpo que generan, y finalmente usar la accion del grupo

ciclotémico y su grupo de Galois para realizar un descenso aritmético a Q.

Esta idea permite traducir la informaciéon compleja en condiciones puramente combinatorias

y aritméticas sobre los caracteres. Véase [I3] para la prueba original.

Considere n > 1, m > 2 y la hipersuperficie de Fermat de dimensién n y grado m
X ={F=af'+...+a, =0} CP"

el teorema de la base de Griffiths [[.7.2 nos da el isomorfismo

Rm(q+1 —2 L> ng?m(ng)
PQ b,q
P +— wp::reS(FqH) )
para una tupla 8 = (by, ..., byy1) denotaremos 2 = % .. .xf{ff.

Una base monomial de R m(g+1)—n—2 €S

{335; Zbi:m(q+1)—n—2, biE{O,l,...,m—Q}},

y llamaremos wg a los elementos de la base inducida por el mapa de Griffiths en HYS (X).
Seaa=LF+1:=(bg+1,...,bp41+1) con o € A" . Notar que b; # m — 1, tomemos entonces

= RE m(gt1)—n—2 Y observar que

sorer (o (FB) ) (e ()T

y
g ()(x) = Qg(z))
_ Zgjxj 020) A  AA(EZ) A - Ad(Ens1Tnsr)
= So---€n+19( )

lo que tras reemplazar en (x) se obtiene

[ 279 ~ (Gomo)™ - (Enatn) 6o L ) alg)a’Qx) n
J <m> (z) = [(Eoo)™ + ... + (Ensa@ppr) ™)t Fati(z) 79 € G
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lo que prueba que f+1 € A7, siy solo si, wg € V(a).

Notar que
dbhi=mlg+1)-n-2 < |B+1=q+]1,

y > (bi+1)=0en Z/mZ, luego f +1 € @ Como b; #m — 1si S+ 1 €A, se sigue que

es base.

Se concluye que wg € V(a) C HYY (X)) con o := 4 1. Asi,

prim

y210) ny _

Hprlm(Xm)_ @ Wa— 1 = @ V
acAT, acA,
lal=q+1 lal=q+1

Para probar la igualdad procedemos a verificar que dim V' («) = 1 para a € 27,.

Sea v € A" vy w € V(o) CHPY (X"). Podemos escribir

prim

w= Z )\ﬁbdﬁ, )\5 e C, wg € V(ﬁ + 1),

|B+1]=¢+1

como w € V(a), obtenemos

g'(w) = algw Vg € G},
= Y B+ (gws = dalg)rsws ,Vg€EGT,

Dado que {ws}g C HP? (X7) es base, lo anterior implica que

M(B+1)(g9) = Asalg), Yg=1[:...: &l €Gy, V[B+1]=q+1

Si B8+ 1 = « la igualdad es trivial. Si f 4+ 1 # a y suponemos que \g # 0, entonces

bo+1 bni1+1 n
gt g e VGt ] € G

y en particular £%! = €% para todo j, luego a; = b; + 1 en Z/mZ y asi B+ 1 =
contradiccion.
Asi, para o € A, todo w € V() se escribe como Ay—1wa—1. Luego, V(a) = (wa-1).

Falta probar que V(o) #0 = a € A", siw € V(a) CH2 (X)), entonces

prim

W= Z )\ﬁtdﬁ = )\aflwaflv

B+leur,
|B+1]=g+1
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yva=(a—1)+1eA".
Esto concluye la demostracién de i) y ii) del teorema [2.1.4}

Hasta ahora, hemos obtenido la descomposicién sobre C. El generador de la linea compleja
V(a) = (wa—1) es probable que no permita generar V(a)g incluso tras reescalar, mas atin,

ya hemos comentado que V(a)g es nulo si es que a € *BY, no es fijo por la accién (Z/mZ)*.

Lo anterior implica que no es posible mejorar el teorema [2.1.4] para obtener una
descomposicion en la cohomologia racional, a continuacién veremos que esto si es alcanzable

si consideramos el cuerpo ciclotomico.

Lema 2.3.1. Eziste Ag € C* tal que \g - wg € Hy 5 (X1, Q(E)).

Demostracion. Sea G = G, y defina la aplicacién Q(&)-lineal

T: H;Lrlm (X7 @ @ Hprlm )) ’

w — ("(w) — a(g)w)gea

y observar que ker 7' = V(a)ge) y V(o) = ker(Tc) = ker(T') ®qe) C. Si V(a) # 0 entonces
ker(T) # 0, y se sigue que existe 0 # n € V(o) N H"(X], Q({)) Como V() es una linea
)-

compleja generada por wg, existe A € C* tal que n = \wg € HJ ;. (X7, Q(E) O]

Observacion 2.3.2. La clave de la demostracion anterior es que el kernel conmuta con la
extension por escalares en dimension finita, también es importante notar que T' se define con

coeficientes a(g) € Q(&) y por ello no podemos replicar estas ideas sobre Q.

El lema m 2.3.1| nos dice que V' (a)g(e) es no nulo si V(a) también lo es, es decir, cada a € A7,
aporta para generar Hy . (X7, Q(€)).

Corolario 2.3.3.

) Hprlm( @ V Q(E

aeAn,

i) V(a)ge) ®qe) C = V(a), para cada o € A7, En particular,

dimgg) V(a)oe) =1, Va e,

Estamos en condiciones para probar el item iii) del teorema [2.1.4}

(H22 NHY, (X0, Q) @ C = @D V(o)

acBr,
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Comenzamos con la inclusién (2), sea G = Gal(Q(§)/Q) = (Z/mZ)*, recordar que
B ={aecA : [ta|=n/24+1, Vt € (Z/mZ)*},

todo cardcter o € B, tiene peso |a| = n/2+ 1y asi V(a) C H2 (X7). La accién de G

prim

sobre B" permite separarlo en drbitas, digamos Orb(B7") = {O;} Y. Asi,
By =0,U...UOy,

y cada bloque
Wi = @ Voo € HE 2 NHy,, (X7 Q(6)

serd un subespacio G-invariante, y podemos aplicar el descenso galoisiano [2.2.3;

((EB V(Oé)@(@) N H"(XZ%,@)> ®¢ Q) = @ V()

a0y, a0y

y tras complexificar junto con el item ii) del corolario deducimos

(H®E NHZ,, (X0, Q) © C 2 @D V(w),

aeOy
lo que permite concluir el resultado tras sumar sobre Orb(B7,).

Seguimos con la contencién (C), sea

we (HEF NHL, (X0, Q) ®e CCHEZ (Xn) = P V(w),

prim prim
lo|=5+1

y escribamosﬂ
w = Z Weys we € V().

Como w es racional, aplicando o; y usando el lema obtenemos

w=ow) = Y ow),  owa) € V(ta).

la|=2+1
Por la unicidad de la descomposicion espectral, se sigue que
Ot (wa) = Wta-
En consecuencia, si w, # 0, entonces

0% wi € V(ta) C HZ2 (X)),

prim

1o confundir w, con la imagen del mapa de Griffiths.
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para todo ¢ € (Z/mZ)*. Por el item ii) del teorema [2.1.4]
tal =5 +1  Vie (z/mL),

es decir,

Por lo tanto,

lo que concluye la demostracion.

Una consecuencia inmediata de la demostracién anterior, es el item iv) del teorema [2.1.4] el

conjunto B}, se descompone como

B = {a: [t-al=p+1, Ve (Z/mZ)*}U{a: |t-a|=p+2, Vte (Z/mZ)*}
= B (p)UBL(p+1)

estos permiten descomponer las formas de tipo (p+ 1,p) v (p,p + 1) respectivamente, de la

misma manera como se hace en iii).

Con esto finalizamos la demostracion del teorema En la siguiente secciéon vamos a
reformular la conjetura de Hodge para el caso de la hipersuperficies de Fermat usando estas

nuevas herramientas.

2.4. Conjetura de Hodge en hipersuperficies de Fermat

En esta seccion recordaremos brevemente el enunciado de la conjetura de Hodge, las
reducciones del problema gracias a la resultados de Lefschetz, y expondremos cémo la
descomposicion espectral de Shioda para las hipersuperficies de Fermat ayuda a simplificar

la conjetura.

Los elementos de CHP(X])g son combinaciones racionales de subvariedades irreducibles de
X' de codimensién p, médulo equivalencia racional. Cada elemento del grupo de Chow
racional CH? (X" )o induce naturalmente una clase algebraica racional de tipo (p, p) mediante

la aplicacion clase de ciclo.

La conjetura de Hodge busca estudiar si la aplicacién de ciclo

clg : CH (X))o — HPP(X) N H* (X", Q)
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es sobreyectiva para todo p > 0. Los elementos de CHP (X" )g se dicen ciclos algebraicos y los
elementos de H??(X") N H* (X", Q) se dicen ciclos de Hodge. La aplicacién de ciclo envia

ciclos algebraicos en ciclos de Hodge, v la pregunta clave es:
. Todo ciclo de Hodge sera realizado geométricamente por un ciclo algebraico?

En la Seccién [1.4] mostramos que esto es cierto para p = 0 y p = 1. En la Seccién [1.6] se
concluye que en el caso de una hipersuperficie proyectiva suave de dimensién n la conjetura
de Hodge es valida para n impar, y en el caso par solo es necesario verificar p = n/2 en la

cohomologia primitiva.

Por este motivo, en todo lo que sigue del capitulo trabajaremos con la hipersuperficie de

Fermat X" de dimensién n > 2 par y grado m > 2 (con m = 1 tenemos X|* = P").

La conjetura de Hodge es valida en n = 2 por el teorema de Lefschetz (1,1), pero a
pesar de esto, sigue siendo interesante estudiar el caso de superficies por la capacidad de
deducir invariantes geométricos (e.g. nimero de Picard p(X?2)), y también porque podemos

obtener resultados mas finos y explicitos en estos casos.

Se definié el grupo G7, que actia diagonalmente en Fermat, esto permite ver los grupos de
cohomologia como GI'-mddulos tras definir (¢*w)(z) := w(g - z). El grupo de caracteres de

G se identifica con

Gn = {a = (ag,...,ans1) € (Z/mZ)"2 Zai = O} :

y Shioda prueba que el subconjunto de caracteres

o {ae@: aﬁéow}

m —

n

permite una descomposicién espectral de Hp (X)) en espacios propios unidimensionales

V(«). Ahora, observar que

(Im(clg) NH, (X2, Q)) 86 C C (HZ:2 (X)) NHY (X", Q) ®g C

prim prim

es un G} -submoédulo. En efecto, para todo g € G}, se tiene que

9" (cla([Z])) = clo(lg™(Z)]) € Im(clg),

y como G C PGL(X") la clase del hiperplano queda fija:

g*([h) = g~ (n)] = [A],
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por tanto g* preserva el operador de Lefschetz y, en consecuencia, HY ;. (X7, Q) es G} -estable.
Extender escalares a C no rompe esa estabilidad, de modo que la inclusiéon anterior es una

inclusién de G} -submddulos.

Shioda afirma que la complexificacién de la cohomologia primitiva racional de tipo (n/2,n/2)
se descompone en suma directa de los espacios propios unidimensionales V' («) indexados por

caracteres a € B), C A" . en consecuencia,

D V() = (m(clo)NHy (X5, Q) ©0C C (HE 2 (X)) NH,, (X0, Q) @0C = €D V),

acth, aeBY,

para algun subconjunto de caracteres €' C B" . Recordamos que los caracteres de Hodge

son
B = {a A |tal = g 1, Ve (Z/mZ)X},
donde || := (D> [a;]m)/m denota el peso del caracter a.

La diferencia conceptual es clara: €' es de naturaleza geométrica, mientras que ‘B) es

puramente aritmético.

La conjetura de Hodge en hipersuperficies de Fermat tiene una contencién trivial, todo ciclo
algebraico es un ciclo de Hodge, lo que se expresa usando este nuevo enfoque en €7 C B :

todo cardcter algebraico es un cardcter de Hodge.

La conjetura de Hodge para X" es entonces equivalente a la siguiente pregunta:
.8, e

y como ya discutimos antes, se sabe que

¢ =B, Vn > 1 impar y m > 1,
¢ =20 € =8B2 Vm>1.

Las dos afirmaciones anteriores son de hecho validas para toda hipersuperﬁcieﬂ X C Pt

Para el caso especifico de la hipersuperficie de Fermat X" podemos decir un poco maés. Para
m = 1 el conjunto A} es vacio, y por ende B} = €7 = (): esto refleja el hecho geométrico
de que X7 = P" no posee cohomologia primitiva. Para m = 2 el conjunto 2(} tiene un tnico

elemento dado por og = (1,...,1) y la accién (Z/27Z)* es trivial, luego By = {ay}. Entonces

ZVamos a entender, desde aqui en adelante, la igualdad €7, = 8" como la formulacién usual de la
conjetura de Hodge, pues en general una hipersuperficie X C P"*! no posee una descomposicién espectral

analoga.
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la pregunta se reduce a verificar si V' («y) es generado por un ciclo algebraico: esto se deduce
de un hecho clasico sobre la cuddrica X7}, esta contiene dos familias de subespacios lineales
de dimensién n/2. Si L, y L_ pertenecen a familias distintas, entonces la diferencia de sus
clases primitivas genera la cohomologia primitiva intermedia, y asi B85 = €5 = {«ap}. Este

ultimo caso es importante y lo detallaremos un poco mas al final de esta seccién.

Lo anterior implica que,

T =B}, & =87, Vn > 1.

Aprovechamos de comentar otros casos conocidos de la conjetura de Hodge en el caso de

Fermat:

» Resultados de Voisin muestran que la conjetura de Hodge integral se verifica para las
ctibicas de dimensién 4; en particular €3 = B3. Véase en especial [17, [I8] para las

técnicas de descomposicion de la diagonal y aplicaciones al caso de las ctbicas.

= La cudrtica de Fermat de dimensién 4 es valida la conjetura de Hodge, es uno de los
primeros casos no triviales que se han probado explicitamente usando el enfoque de

Shioda; en consecuencia €] = Bj.

En resumen, en el caso de la hipersuperficie de Fermat X, la conjetura de Hodge

racional se traduce, mediante la descomposiciéon espectral de Shioda, en un problema

n

» . la suma directa

aritmético—combinatorio: determinar si para todo caracter de Hodge o € B
de los espacios propios V' («) asociada a la érbita de « es realizada geométricamente por clases

primitivas de subvariedades irreducibles de X/ de dimensién n/2.

Este ultimo paso es donde radica toda la dificultad, los resultados de Shioda establecen
explicitamente el conjunto de caracteres ‘B, que permiten generar la complexificacion de
la cohomologia primitiva racional intermedia, y permite reducir el problema a verificar la
existencia de ciclos algebraicos cuyas clases de cohomologia generen [a orbita del espacio

propio V(«).

Concretamente, para cada orbita
O(a) := {ta: t € (Z/mZ)*} C B,

buscamos determinar si el subespacio racional

P v | nH (X}, Q) C HE5 (X)) NH,, (X5, Q),
BEO(a)
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es generado por clases primitivas de combinaciones QQ-lineales de subvariedades irreducibles

de dimensién n/2.

La separacion en oOrbitas permite asegurar que la descomposicion espectral descienda a la

cohomologia racional.

En consecuencia, la conjetura de Hodge en X' equivale a mostrar la existencia de ciclos
algebraicos {Z;}7_;, € CHP(X])q tales que

CA{[Zpwim: i=1,....1} = P V(B)

BeO(a)

para cada O(a) € Orb(87,), lo que implica inmediatamente que

D Vo) = (H25(X]) N H,, (X5, Q) @0 C
acBr,
estd generado por combinaciones C-lineales de clases primitivas de ciclos algebraicos Z; €

CHP?(X])o, y por tanto la conjetura de Hodge vale en X.

Es importante tener esta idea siempre presente: Shioda descompone la complexificacién de
la cohomologia primitiva racional intermedia en espacios propios unidimensionales indexados
por caracteres o € ‘B .y la conjetura de Hodge busca probar que la suma directa sobre o €
B (es decir, Hfri%m(X,’fl, Q)) proviene de clases primitivas de ciclos algebraicos de CH? (X7 )q,

y esto tltimo es equivalente a probarlo sobre cada érbita O(«) C B”. por separado.

De hecho, esto es lo mas fino que podemos llegar, la conjetura de Hodge puede ser valida en
X' pero podrian existir espacios V(«) que no provengan de la clase primitiva de un ciclo
algebraico Z € CHP(X")q, esto en caso que |O(a)| > 1. En la siguiente seccién mostraremos

ejemplos explicitos de todo lo discutido acé.

Recordamos brevemente el caso m = 2 mencionado antes: el tnico caracter de Hodge es
ap = (1,...,1) € BY, y se sabe la existencia de dos subvariedades lineales de dimensién n/2,

digamos L, L_ C X7, tales que
C - {[L]prim = [L-Jprim} = V(awo) = (HZ'3 (X5) N Hyi0n (X5, Q) @0 C,

y por tanto, la conjetura es valida en XJ.

En general, las clases algebraicas que generan la cohomologia primitiva intermedia pueden
construirse a partir de subvariedades lineales contenidas en XJ. Esto sugiere que los ciclos
lineales juegan un rol fundamental en la comprensién geométrica de €7, y motiva su estudio

sistematico.
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En la siguiente seccion se introducen los ciclos lineales en la hipersuperficie de Fermat: clases
de subvariedades lineales de dimensién n/2, y analizamos su contribucién a la cohomologia
primitiva. Esto permitird enunciar el teorema de Aoki—Shioda, el cual proporciona criterios
aritméticos precisos para determinar cuando la cohomologia primitiva racional intermedia

esta generado por ciclos lineales.

2.5. Ciclos lineales

Denotemos por ¢, = exp(27i/r) a la raiz r—ésima de la unidad. Considere la factorizacién

m—1
a” +0" = [J(a=Gh0),
k=0

la cual permite escribir la ecuacién de Fermat X como

F = af +2" + ...+ o + 2, =0,
N——— ~———
m—1 m—1
H(xo - 227’;*1‘%1) H(mn - C;ﬁflm'l+1)
k=0 k=0
y de este modo,
P2 = {wy — Com®1 = Ty — ComT3 = ... = T — C — 0} C X"
: Zo 2mT1 T2 2mI3 co.=1Tn 2mLn+1 = A

es un espacio lineal de dimensién n/2 contenido en X7 . Aplicando la accién
G, X Spia € Aut(X])) N PGL,,2(C)

podemos generar mas espacios lineales en X con esta misma estructura. Explicitamente,

hay que escoger una particién de {0,1,...,n + 1} en parejas, digamos
J = ((jmko)»--w(jn/2,kn/2))> Ji < ki, Jo < .. < Jns2,
y para cada par (j,, k,) escogemos un peso w;:
w = (Wo, ..., Wn2), w, € {0,...,m—1},

de este modo, los espacios lineales (G™ x S, ,5) - P2 estén dados por

w 2wo+l,, _  _ 2wn 2+l — 0l ~pn/2
J—{:Bjo— om :Bko—...—$jn/2—§°2m xkn/Q—O =P

y son llamados espacios lineales estandar de dimension n/2 de X.
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Proposicién 2.5.1. En el caso de superficies de Fermat X2, tenemos 3 particiones de

m?’
{0,1,2,3}, cada una de ellas genera un sistema de 2 ecuaciones, cada ecuacion se le asocia

un peso en {0,...,m — 1}, ast
# {rectas estandar en Xi} = 3m?>.
En el caso mas general para n par, tenemos

# {espacios lineales estandar de dimension n/2 en X'} = ...

(Tl, X 2)' n/2+1
- i . (t2)/2 ) (n+2)/2 _
= (0 1 2 2)] m m H (2k —1).

k=1

La demostracion es trivial, aprovechamos de describirla en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 18. Sea n = 4 y m = 3, existen 15 particiones de {0,1,2,3,4,5} en parejas,

explicitamente:
((0,1),(2,3),(4,5)), ((0,1),(2,4),(3,5)), ((0,1),(2,5),(3,4)),
((0,2),(1,3),(4,5)), ((0,2),(1,4),(3,5)), ((0,2),(1,5),(3,4)),
((0,3),(1,2),(4,5)), ((0,3),(1,4),(2,5)), ((0,3),(1,5),(2,4)),
((0,4),(1,2),(3,5)), ((0,4),(1,3),(2,5)), ((0,4),(1,5),(2,3)),
((0,5),(1,2),(3,4)), ((0,5),(1,3),(2,4)), ((0,5),(1,4),(2,3)).

El conteo se puede hacer por simple combinatoria: hay 6! formas de permutar{0,1,2,3,4,5},
pero como la pareja (i,7) no distingue el orden (pues i, < j.) debemos dividir por 2 por cada
pareja, y como también no importa el orden de las tres parejas (pues ig < iy < iz)) dividimos

por 3!. Desde esto, se deduce que

6!
231

Una alternativa equivalente: seleccionamos un elemento jo de {0,1,2,3,4,5}, entonces

#T = 15.

quedan 5 opciones para escoger su pareja kg. Se continua seleccionando cualquier j; de

{0,1,2,3,4,5}\ {jo, ko} y ahora quedan 3 opciones para ki, desde acd deducimos la expresion
4T =5-3-1=15.

Cada emparejamiento J (notar que |J| = 3) induce un sistema lineal, donde cada par

(7,k) € J se le asocia la ecuacion
z;— My, =0, w € {0,1,2},
y ast, cada particion J tiene 3° opciones. Por lo tanto,

# {planos estandar en Xg‘} = 1527 = 405.
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La pregunta natural es si estos espacios lineales estandar de dimensién n/2 son todos los

existentes en X" . Conviene introducir la siguiente definicion.

Definicién 2.5.2. Sea X una variedad algebraica proyectiva, se define el esquema de Fano

de X como
F.(X)={LC X : L lineal, dim L = r}.

Observacion 2.5.3. No entraremos en detalles profundos en la construccion de dicho
esquema. Hay que tener presente que F,.(X) es una variedad que parametriza los espacios

lineales de dimension v en X. Estamos interesados en estudiar F, 5(X") para n par.

En el caso de Fermat, se sabe que F,)»(X),) es un esquema reducido (véase [15]), en
consecuencia, cada elemento de F,,2(X],) corresponde a un espacio lineal distinto (no existen

multiplicidades).

Si Fy,2(X}) es de dimensién 0, entonces X! tendra finitos espacios lineales de dimensién
n/2. Si F,2(X) es de dimensién positiva, entonces X contendrd una familia continua de

espacios lineales de dimensién n/2.

Para m > 3 sabemos que
Aut(X)) NPGL,12(C) = G, % Spio,

por lo que es esperable que F,, (X)) sea finito y sus elementos provengan de espacios lineales

estandar. En cambio, para m = 2 tenemos que
Aut(X;L) N PGLn+2(C) = POn+2(C) 2 G;L X Sn+2
es un grupo infinito, el cual contiene elementos adicionales como rotaciones y reflexiones.
Ejemplo 19. Considere la superficie cuddrica de Fermat:
X3 ={a+ ]+ a5 +25 =0} C P

La recta estandar dada por J = ((0,1),(2,3)) y w = (0,0) es

w Ty — ’i&?l =

T9 — 13 —=

y la rotacion sobre las coordenadas xo y xo en un dngulo 6 es

cosf 0 sinf O
0 1 0 0
R 0 - 9
oz(0) —sinf 0 cosf O
0 0 O 1
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por lo tanto,
" xg —i(cosf)xry —i(sin@)zy =
Rys(0) - L5 = . .
To +i(sinf)zy —i(cosf)ry =
la cual corresponde a una familia continua de rectas en X2, y ninguna de ellas es de tipo
estandar (salvo 0 = 0, 7).

Similarmente, considere la reflexion de Householder sobre el vector w = (1,1,1,0)" :

1/3 —2/3 —2/3 0

T —2/3 1/3 —2/3 0
H= 1 -2 /3 1/ / |

ww —2/3 —2/3 1/3 0

0 0 0 1

luego,

(—1 — 32)1’0 + (1 — 32)271 + 4273 =

produciendo otra recta no estindar en X3.

En este sentido, el caso m = 2 es distinguido del resto. El hecho que existan un continuo de

rectas en la Fermat X7 es totalmente esperado:

» Toda superficie cuddrica suave en P? es reglada, es decir, isomorfa a la variedad de Segre
P! x P! (y asi, F1(X2) = P! UP!). En consecuencia, existe un continuo de rectas con

dos pardmetros contenidas en X3.

» M4s generalmente, si Q C P! es una hipersuperficie cuddrica suave de dimensién
par n, entonces el esquema de Fano F),/»(Q) tiene dimensién positiva para n > 2. En

particular, existe una familia infinita de espacios lineales de dimensién n/2 contenidos

en (.

Esto implica inmediatamente que, los espacios lineales de dimensién n/2 contenidos en X3

no pueden ser todos estandar.

Para n =2y m > 3 se ha probado que |F;(X?2)| = 3m? (véase [11]); en particular, todas las
rectas en X2 son estdndar (cf. proposicién. Resultados recientes en [2] han demostrado
que una hipersuperficie ciibica suave en P? contiene como mucho 405 planos, y que la ctibica
de Fermat X es la tinica que alcanza esta cota (cf. ejemplo , en consecuencia, en el caso
(n,m) = (4,3) todos los planos contenidos en Xj son precisamente los 405 planos estdndar

construidos anteriormente.
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En muchos casos concretos (las superficies de Fermat X2 con m > 3 y la ciibica 4-variedad
X3) se ha probado que el esquema de Fano F),/5(X]") es finito y estd formado tinicamente
por espacios estandar. La evidencia sugiere fuertemente que esto vale siempre para m > 3,

sin embargo, esto sigue siendo un problema abierto en la actualidad.

A continuacién, mostramos el esquema de Fano F, »(X],) para algunos valores de (n,m)
con lo que se conoce hasta este momento, los valores de las cotas son obtenidas usando la

proposicion Acé, Sg denota la variedad de Spinor (dimensién positiva) definida como

una de las componentes de F3(X3).

m\n | 1 2 3 4 5 6
2 — | PPUP | — | PPUP? | — | SeUSs
3 — 27 — 405 — | > 8505
4 — 48 — | >2960 | — | > 26880
5 — 75 — | > 1875 | — | > 65625

Cuadro 2.1: F,,»(X) para valores de (n,m).

Ahora vamos a calcular la clase cohomolégica primitiva correspondiente a £ con ayuda del

siguiente resultado.

Teorema 2.5.4 (Villaflor). Si X = {F = 0} C P"™! es una hipersuperficie suave de grado

m con dimensién n par, y Z C X una interseccion completa en P"* con dimension n/2:

[(Z) = <f07 s >fn/2> - S(Pn+l) - C[an s 7xn+l]'

Entonces, [Z]pim € H2'2 (X) NH", (X, Q) corresponde con

prim
P, 55
res | ay ,

con Py := det(Jac(fo, go, - - - fu/2, Gns2)), donde escribimos

F= ngO +.. +fn/2gn/2 S I(Z)

Corolario 2.5.5. El polinomio Pgaju =: Py, que induce la clase cohomoldgica [ﬁ}]prim por el

mapa de residuos de Griffiths es

n/2 n/2 /m—2
_ 241 2wy +1 ) (@wrt) o
Prw— e [T | ] (z@ ) |
r=0

r=0
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o equivalentemente, expandiendo el producto se obtiene

n/2 n/2 n/2
_ n/241 2wr+1 m—2—i,)(2wyr+1) m—2—i,
Py =m™ HCQm E HC2 1_[517 Lk
=0 (0518 2)

donde la suma recorre sobre 0 < iy <m — 2.

Demostracion. Escribamos J = ((Jo, ko), - - - s (Jn/2, knj2)) ¥y w = (Wo, . . ., Wy/2). Denotemos
Ay = et r=0,...,n/2,
entonces (% queda definido por las ecuaciones lineales

fr::xjr_)\rxkrzoa 7a:()a"'7n/2'

En cada par (j,, k), podemos escribir

m—1
o+ ap = (), — Ay, ( Ty O ) =: frgr.
t=0
Ast, F' = fogo + ...+ fuj2gns2. Observar que f,, g, dependen tinicamente de x;, y z,, por lo
tanto
BO 02><2 02><2
02><2 Bl e 02><2
Jac(f07gO7"‘7fn/27ng/2) = . . . . )
O2x2 O2x2 -+ By
donde
aac- r 6x r 1 _/\7“
B, = ( ]rf krf ) _ ( > = det B, = &Ekrgr + /\Taxjrgr,
axjrgr 8:%,.97“ axjrgr aa:krgr

Procedemos a calcular la tultima expresién:

m—1 m—2
_ t _m—1—t t 1 t m— 2—t
det B, = tAxy! +A ) (m—1-t)\z .
t=1 t=0
m—2 m—2
— (t ))\tJrl m— 2— t + )\tJrl m—2— txk
]r r
t=0 t:O
m—2
_ t, . m—2—t_.t
= mA, Al
t=0
m—2
_ m—2—i i m—2—1i
= m\, AL @ Xy
=0
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Desde la estructura diagonal por bloques de Jac(fo, go, - - -, fu/2, Gn/2), se sigue que

n/2 n/2 /m—2
n Wy 2wy+1)(m—2—1) 4 —2—j
b= (e | T (S s
r=0

r=0 \ =0

es el polinomio verificando

PO\ 22 -
res ( J ) = [0 ]prim € H2 2 (X)) NH] L (X, Q)

Fn/2+1 prim
gracias al teorema [2.5.4] O

Observaciéon 2.5.6. El polinomio Py ,, es homogéneo y de grado

(m—m";2:<g+gnpwn+m,

y por lo tanto, su residuo de Griffiths corresponde a una clase cohomoldgica en HEA%(X,’}%)

tal como se esperaria.

Definicién 2.5.7. Para una particion J = ((jo, ko), - -, (Jnj2: kns2)), decimos que un vector

a=(ag,...,an41) es N—emparejable por J si

aj, + ar, = N, r=0,...,n/2.

Ejemplo importante. Considere la superficie cudrtica de Fermat
X2 ={F=a)+a}+a5+x3=0} CP3

la particion J = ((0,2),(1,3)) y el peso w = (0,2). Estos definen la recta £% C X3.
FExplicitamente,

7=

w ) To—Cr2=0
{ T — @13 =0
El polinomio
Py = 4¢3 (a5 + Gsows + (§23) (27 + (garw + (5°a3)

satisface que

P ,Q 1,1
5l =105 (752 € 138, (2. 0)

y tras expandir Py ,, obtenemos

_ 2,0,0,.2, .2 5,0,1,.2 .1 0,0,.2,.2.0 1,1,0..1_2

4 1.1.1.1 71210 0.2 .0.0.2 3.2.1.0..1 6.2 .2 0.0
o+ T T LTy + (THTI LT3 + (LT ToTs + (LT ToTs + <8x0x1x2x3)'
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En la construccion de Shioda, se toma la base monomial
{xﬁz S b =4, OgbiSQ}ng

y se deduce que el residuo de Griffiths del monomio z° es un generador del espacio propio
asociado al cardcter o := f+1 = (bg+1,...,b,41 + 1). Observar que el polinomio Py, es

combinacion de todos los monomios x° donde 5 es 2—emparejable por J, es decir,
by + by = 2, by + by = 2.

Tras realizar el desfase o = 8+ 1, se deduce que el cardcter a es 4—emparejable por J.

Observar que la clase cohomoldgica

(5] prima € (HMH(XF) N Hpu(XE, Q) @0 C = €D V()
aeB?
tiene proyeccién no nula en la componente o € B2, si y solo si, « es 4-emparejable por J,

en tal caso diremos que o es compatible por [J .

Se resumen las ideas centrales: en la hipersuperficie de Fermat X! tenemos identificados
espacios lineales estdndar de dimensién n/2 denotados por (%, estos estdn dados

explicitamente por el sistema lineal

2w,+1 o _
xj, — Com "y, =0, r=20,...,n/2,

donde J = ((Jo,k0),-- - (Jns2, kns2)) es la particion de coordenadas y w = (wo, ..., wn/2)
aporta pesos en (. La clase cohomoldgica primitiva de £ se obtiene por la imagen del mapa
de Griffiths de un polinomio Py, que es combinaciéon Q((s,)-lineal de todos los monomios

2P verificando que 3 es (m — 2)—emparejable por 7, es decir,
b;, + by, =m — 2, r=0,...,n/2.
La construccion de Shioda establece que para un monomio

F
lﬁ € R(q+1)m—(n+2)

corresponde por el mapa de Griffiths a un generador del espacio propio asociado al caracter
a = B+ 1, lo que equivale a que « sea m—emparejable por J. Dado que Py, recibe
contribuciones de todos los monomios #” con B un multi-indice (m — 2)-emparejable por
J, esto equivale a que, la clase cohomoldgica primitiva del espacio lineal estandar (%
tiene proyeccién no nula sobre las componentes de los espacios propios V(«) donde « es

m-emparejable por J.
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Esto motiva a definir los caracteres lineales como
n n .
n=daeA’ : a~ (ag,m — ag,as,Mm — ag,...,0,, M — ay,)},

donde a1 ~ «y si son iguales modulo permutacion. Es importante notar que la informacién

a € ®F implica que o es m-emparejable pero no especifica sobre qué particion J.

De la discusion anterior, se sigue inmediatamente que

C-{ [l prim : VT, w} C EB V()

acedn,
y ahora se procede a probar la igualdad. Para ello, se sugiere recordar ambas expresiones del

polinomio Py ,, mostradas en el corolario [2.5.5]

Lema 2.5.8. Sea J = ((jo, ko) - - - (Jn/2, kny2)) una particion de {0,1,...,n+ 1}, entonces

Q(Gom) {Prw: Yw}=Q(Cm) - {I Bj, + Bk, =m — 2 VT} .

Demostracion. Fijamos una pareja (j,k) = (4., k) y defina el subespacio
Vv(j,k) CQm {xzmQZ: ':0,...,77’7,—2},

para cada w € {0,...,m — 1} se define el polinomio

(5:k) (m—2—i)(2w+1) i \/m—2—i
Sy C TiTy :

Fijamos i € {0,...,m — 2}, la ecuacién

permite obtener el siguiente sistema lineal

5@'5

)

i ~(m—2—1)(2w+1) -
CowCom 5=0,...
w=0
con 4, el delta de Kronecker, este sistema estd asociado a la matriz de Vandermonde con
coeficientes

(1 CQ 2’LU+1)7 (C7(2w+1)>2’ . ( 7(2w+1))m—2)

2m 2m

y por tanto invertible en Q((a,). Obtenemos una tunica solucién en los coeficientes

chy...,c . Explicitamente, la expresién de :E’ xp 271 corresponde a
7, (2w+1)(m—2—1) 4.k
ZL’ E CZ S’EU )7
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lo que prueba que
Vi = QGam) - {SG9 + o}

Finalmente, como

Q(Gom) - {27+ By + Br, =m =29t} = (R Vi, k)

n/2 n/2

_ 241 2w, +1 i Ko
Py =m"> [ [T Gt | T S5+,
r=0 r=0
se sigue inmediatamente el resultado. O

Desde la demostraciéon, se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.5.9. Sea a = (ag,...,qp11) € DI un cardcter lineal. Sea J =
((Jo, ko), - - -, (nj2, kny2)) una particion compatible con o y escribamos w = (wo, ..., Wn/2).
Entonces
a— 1 <y
7= 2 Z Com P
0<w;<m-—1
0<i<n/2
donde
n/2
7 == 2w, +1)(m—ay).
r=0

El lema afirma que para un monomio x” con § un multi-indice (m — 2)-emparejable,
entonces al fijar una particién J compatible con 3 podemos escribir #” como combinacién

Q(Cam)-lineal de los polinomios Pz, de manera unica, en consecuencia:

Teorema 2.5.10.
C - {[Yorim = VT 0} = @D V().

acDn,
Por lo que cada cardcter a € D define un espacio propio V(«) generado por combinaciones
complejas de ciclos lineales estandar [€%];yin,.

El isomorfismo de Griffiths nos da las equivalencias

(07

e w, 1 € V(a), Pg .y — w?]primy

por lo tanto, el corolario [2.5.9| nos sera de bastante utilidad: permite describir explicitamente
cémo V (a) para o € Dy, recibe contribuciones de los distintos ciclos lineales [£%],im. En este
sentido, las componentes de la descomposicion espectral de Shioda las cuales son generadas

por ciclos lineales estdndar, pueden no ser generadas por un tinico ciclo lineal estandar [£%] i
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A continuacién, usamos las expresiones de z! Loy 2~ obtenidas en la demostracién del lema

2.5.8] para describir explicitamente V' (a)) con a € D7, en un caso concreto.

Ejemplo 20. Continuamos con la superficie cudrtica de Fermat X3. Considere el monomio
2P con B =(0,1,2,1), el cual es tinicamente compatible con la particion J = ((0,2), (1,3)).
Hay que describir cada pareja (j, k) como combinacion de los polinomios Sq(,f’k), en este caso

obtenemos

3 3
1S oo R
2022 = i § :Cs 2(2 +1)51(UO’2) y rlzh — : Z G @ +1)S1(U173)_
w=0 w=0

Tras multiplicar se obtiene que

3 3
1
0,1,2,1 L —2(2wo+1)—(2wi+1) +(0,2) (1,3)
! : 16 Z Z S(wo,wl)s(wovwl)
1 I 3_ 3
- —3 (2wo+1)—2(2wi+1) (Qwo+1)+(2w141) o(0,2) (1,3)
- _6 _6 Z Z (16 ' CS S(wo,wl)s(wmwl))
1 0=0 w1=0
— 2_56 C8 3(w0+1)—2(w1+1)P w
0<wp,w1<3

lo que equivale a la expresion del corolario[2.5.9 Su forma expandida es

756 (Cspj 0,00+ P70+ 7,02+ P03+ P7,1,0+C P70+ Pra2+ Pras+- - -

A P10+ Py 1)t Prea+ G Pr ey TGPy 30+ Pren+EPr s +C§PJ,(3,3)> -

El cardcter asociado al monomio %2V es a = (1,2,3,2) € D2, el cdlculo anterior permite

concluir que

—3 2w0+1 (2w1+1) (wo,wl)
0# ﬁ . ¢ [15((0,2),(1,3))

0<wp,w1 <3

= w,1,21) € V((1,2,3,2)).

i| prim

Notar que o € B3, por lo tanto, la componente o contribuye a la complexificacion de la
cohomologia primitiva racional intermedia de X3, y hemos comprobado que V() es generado
por una combinacion compleja de ciclos lineales estandar. Recordamos que la conjetura de
Hodge en el caso de Fermat busca probar si la suma directa de V(a) con o € B, proviene

de combinaciones complejas de clases primitivas de ciclos algebraicos Z; € CH”/Q(X;}L)@.

Observacién 2.5.11. En el ejemplo anterior tomamos a = (1,2,3,2) € D2 y comprobamos

_ 1,1
210
Wa1 = Tes |~
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es efectivamente un elemento en
C- {[gy]prim : VJ,W} )

es decir, una combinacion compleja de clases cohomoldgicas primitivas de rectas estandar
0%. Observar acd que los ciclos algebraicos racionales son £% = 1045 € CH'(X?)q, pese a
que las rectas geométricas (% C X7 estén definidas por ecuaciones con coeficientes en Q(s).
Mas atin, notar que O(a) = {(1,2,3,2),(3,2,1,2)} tiene mds de un elemento, luego V() no

es Galois-estable y en consecuencia no desciende a Q, es decir,
V((1,2,3,2)) NH*(X},Q) = 0,

en particular, ninguna combinacion racional de [(%]pnim puede generar V((1,2,3,2)) pues este

no tiene generador racional. En cambio,
dimg ((V((1,2.3,2) @ V((3,2,1,2))) N H*(X,Q)) =2
y este si posee una base racional al ser Galois-estable.

El ejemplo [20) muestra indicios de un hecho clave: todo caracter lineal resulta ser un caracter
de Hodge.

Proposicién 2.5.12. Seat € (Z/mZ)* y o € DL, entonces |t - a| = g + 1.

Demostracion. Sea o € D), podemos suponer que
a = (ag,m — ag, Go,M — G, ..., Uy, M — Q).
Multiplicar por t € (Z/mZ)* actia componente a componente:
t-(a;,m—a;) = (ta;, t(m — a;)) = (ta;, m —ta;) (mdd m).

Como t es invertible, ta; Z 0 (méd m) y por tanto los representantes complementarios
satisfacen

[ta;]m + [m — ta;]m = m.
Sumando sobre los n/2 + 1 pares se obtiene

n+1

ol = ST[ a)l= 5 +1

=0
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La proposicion [2.5.12 implica D7, C ‘B | v asi

C {5l : YT, w0} = P Vie) € @ Via) = (HEL(X) NH'(X}, Q) @ C

acDn, acBy,

Corolario 2.5.13. Si9©] =‘B"

n ., entonces la conjetura de Hodge vale para la hipersuperficie
de Fermat X' .

Demostracion. Si ®), =B, entonces la descomposicién de Shioda muestra que
C- {[E?]prim : vja U)} - (H%:%(X;LL) N ngim(ng Q)) ®Q C?
lo que equivale a la conjetura de Hodge por la proposicion [1.5.8 O

Observacion 2.5.14. La demostracion de la proposz'cz’dn implica que to € D7 para
todo a € D" yt € (Z/mZ)*. En particular, el bloque de la descomposicion espectral asociada
a D7, es Galois-estable y este verifica Hodge por el teorema[2.5.10 Ast, la conjetura de Hodge
resta estudiarla en las orbitas de Orb(B) \ Orb(Dn).

Continuamos con mas ejemplos explicitos, un resultado emblemético de geometria algebraica:

las 27 rectas en una superficie cibica suave.
Ejemplo 21. Considere la superficie cubica de Fermat
Xi={ag+ ) + 25 +25=0} C P,
recordemos del ejemplo que el conjunto de caracteres de Hodge de X2 es
B2 =1{(2,2,1,1),(2,1,2,1),(2,1,1,2),(1,2,2,1),(1,2,1,2),(1,1,2,2)}.
Se sigue que

p(X3) = dimg (H' (X3) N H>(X3,Q)) = dimg (H" (X2) 1 2 (X3.Q)) +1 = B3 +1 = 7.

prim

lo que es consistente con el hecho de que toda superficie cubica suave tiene numero de Picard
7.

En este caso se observa que D3 = B2, lo que implica que existen 6 espacios propios V(«)
unidimensionales generados por combinaciones de clases cohomoldgicas primitivas de rectas

estandar . En este caso tenemos tres particiones:
T = ((071)7(273))7 J2 = ((0’ 2)?(173))7 Tz = ((073)7<1’2))7
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y en cada caso, hay que escoger pesos para cada pareja:
w = (wy,wy), wy,wy € {0, 1,2},

esto induce las siguientes rectas estindar en X3:

Familia 1:
2w1+1
w1 ,W To — CG T = O,
EE(01771)72()273)) : 2 1 Wy, W2 S {07 ]'7 2}
To — Cng—f— T3 = O,
Familia 2:
(wrw2) To — 2w1—i—1$2 _ O,
o203 ¢ . wy, wy € {0,1,2}.
x — (" g =0,
Familia 3:
2w1+1
w! Lo — 6 T3 = 07
EE?&.{’))E)LQ)) : 2 1 wl’ w2 e {07 ]'7 2}
.7;]_ - 6’[U2+ x2 = O,

Cada familia produce 3 x 3 =9 rectas; en total 3 -9 = 27 rectas.

Observar que no usamos D3 para calcular las 27 rectas, inicamente calculamos el nimero de
emparejamientos posibles, cada recta es un sistema de ecuaciones controladas por los pesos

(w1, wy) sobre la particién J, es un simple conteo combinatorio (ver proposicion [2.5.1)).

Como ya habifamos dicho antes, no existe una correspondencia biyectiva entre las rectas
geométricas (% y los caracteres lineales a € D7, lo que estd ocurriendo es que los espacios
propios V(a) con o € D7, recibe contribuciones de distintas clases [('],im, pero solo de

aquellos espacios lineales estandar £% con J compatible con .

Ahora volvemos con la superficie cuartica de Fermat X7 que estudiamos en detalles antes.

Ejemplo importante. Considere la superficie cudrtica de Fermat
Xi=A{ag+ a1 +a25+a5=0} C P,

al tgual que antes tenemos tres particiones Ji, Ja, J3, pero cada familia generard mas rectas

debido a tener mayor grado que la cubica, explicitamente

Familia 1:

2wy +1
Lo — 8w1+ 1 =0,
€w1,w2

((0,1),(2.3)) wy,wy € {0,1,2,3}.

2 1
Lo — w2t T3 = O,

85



Famailia 2:

w1 ,Wo Lo — 82w1+1x2 - 07
boayas) - wi,wy € {0,1,2,3}.
:L‘l . w2+ I,g — O,
Familia 3:
2wi+1
w1 W Lo — CS T3 = 07
g((B’,g)Q,(l,z)) 1 . wy,wy € {0,1,2,3}.
T — 8w2+ Ty = 07

Cada familia produce 4 x 4 = 16 rectas; en total 3-16 = 48 rectas. Fsto es consistente con un
hecho estandar, toda superficie cudrtica suave contiene finitas rectas y acotadas por 64. Por
otra parte, en este caso podemos comprobar que nuevamente B3 = D2 y los ciclos lineales

son, modulo permutacion:

a; =(1,1,3,3) — 6 combinaciones
as =(1,2,2,3) — 12 combinaciones

as =(2,2,2,2) — 1 combinacion
y en particular,
p(X2) = dimg (H"'(X2) N H2(X2,Q)) = 82| + 1 = 20.
Una superficie cudrtica suave es K3, y ast
1 < p(X) <20,

lo que muestra que la superficie cudrtica de Fermat es Picard maximal. Respecto a los
caracteres lineales, estos inducen particiones sobre (xg,x1,x2,3) pero no siempre unicas.
Por ejemplo, el cardcter (1,2,2,3) es unicamente compatible por la particion ((0,3),(1,2)),
pero el cardcter (1,1,3,3) es compatible con las particiones ((0,2),(1,3)) y también por
((0,3),(1,2)), y en el caso mds extremo tenemos el cardcter (2,2,2,2) que es compatible
por las tres particiones. La compatibilidad de un cardcter o« € D7 con una particion J
indica explicitamente cudndo la clase cohomoldgica [(%]pim tiene proyeccion no-nula en la

componente « de la descomposicion espectral de Shioda.

Desde el ejemplo donde habiamos tomado o = (1,2,3,2) € D2 C B2 y deducido que
0+ Z <873(2w0+1)*2(2w1+1) [4?{1)021;1()13))] . €V((1,2,3,2) C (H(X2) NH2,, (X2, Q))®qC,
0<wo,w1<3

y como D3 = B se sigue por el corolario que la conjetura de Hodge wvale en
X2. El generador complejo de V((1,2,3,2)) siempre puede obtenerse como combinacion
Q(Com)—lineal de las clases primitivas de los ciclos lineales estindar % por el lema .
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. . . Y . , s
La racionalidad de los coeficientes (7, (ver corolario se podria esperarse unicamente

en el caso donde V(a) sea Galois-estable, a continuacién mostramos las dérbitas de B3:
Orb(B7) = {{(1,1,3,3),(3,3,1,1)},{(1,3,3,1),(3,1,1,3)},{(1,3,1,3),(3,1,3,1)},...
-{(1,2,2,3),(3,2,2,1)},{(1,3,2,2),(3,1,2,2)},{(2,2,1,3),(2,2,3,1)}, . ..
54{(1,2,3,2),(3,2,1,2)},{(2,1,2,3),(2,3,2,1)},{(2,1,3,2),(2,3,1,2) }, ...
{(2,2,2,2)}}
y observamos que el cardcter fijo por la accion de Galois es o = (2,2,2,2), por lo que
dimg (V((2,2,2,2)) NH*(X},Q)) =1

y el generador racional de V((2,2,2,2)) podrd escribirse como combinacion racional de las
clases [0%]orim. Desde el corolario se sigue que para o = (2,2,2,2) y J = ((0,1),(2,3))
tenemos

—2(2wo+1)—2(2w1 +1
zhh = 2562 ZC otz )PJ»(wmwl)v

wo=0 w1=0

y en particular,

3 3
1
0# Wit =5z D D, (CD ™ G i € V((2.2,2,2)) N Hy (X3, Q),

wo=0 w1=0
o tras expandir:

1
WL = 5ee

1,3 2,0 2,1 2,2 2,3 3,0 3,1 3,2 3,3
P R e 1) NN ) O PR ) I 1) I )

lo que permite ver que wq 1,11y €s un generador racional de V((2,2,2,2)) N H (X2,Q).

prim

([ prim = 1 Lo =15 Torim+ €0 prion = (€5 Lo 15 Tprim+ €5 prien—

El ejemplo anterior evidencia hechos importantes:

" w,_1 € V() es un generador complejo de V(). Sia € D C B no es Galois-estable,

entonces w,—1 no puede ser expresado por combinacién racional de clases [€%];rim.

» El tnico cardcter Galois-estable de B} es a = (m/2,...,m/2). En particular, V(a) N
H2 (X2, Q) #0.

pero también puede resultar enganoso, en dicho ejemplo se comprueba que w,_1 €

Hlljrllm(XZ,Q) pero esto no es inmediato. En general, si a = (m/2,...,m/2) entonces el

generador racional de V(a)) puede eventualmente ser un miltiplo de wq_1.

Vamos a verificar cada afirmacién anterior.
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Proposicién 2.5.15. Sea a € B!,. Entonces o es Gal(Q((,,)/Q)-estable, siy solo si, V()N
HEE (X7, Q) #0.

Demostracion. Si a € B! es Gal(Q(()/Q)-estable, entonces V(«a) desciende a Q por el
corolario m Para la otra implicancia suponga que existe ¢ € Gal(Q((,)/Q) tal que
o(a) # a, luego

o(V(a)) =V(e(e)) v  Vi(a)

son espacios distintos por el teorema [2.1.4, Tomemos un vector v € V(a) N H%’%(X;}I, Q),

entonces la racionalidad implica que o(v) = v, luego
veV(o)NV(c(a)) =0
por lo tanto, V(a) NH'3 (X" Q) = 0. O

Continuamos con la unicidad del cardcter Gal(Q((,,)/Q)-estable.

Proposicién 2.5.16. Sea a € B! Gal(Q((n)/Q)-estable, entonces m es par y o =
(m/2,...,m/2).

Demostracion. Sea « € B fijo por (Z/mZ)*, se sigue que
(u—1)a; =0 (méd m), Yu € (Z/mZ)™,

pero a; # 0 (méd m), en consecuencia m es par (sino, v = 2 implica o; = 0 (mdd m)).
Ahora, como —1 € (Z/mZ)*
20, =0 (mo6d m),

y como m es par esto equivale a que m | 2y, esto solo ocurre si a; = 0,m/2. Asi,
a=(m/2,...,m/2).
O]

Por lo tanto, si & = (m/2,...,m/2) se sigue que V(a) N H22(X" Q) # 0, pero la
construccién de Shioda asegura solamente que w,_1 es un generador complejo de V(a). En

particular, V() N H%’%(X;"ib, Q) puede ser generado por un multiplo de wq_1.

Por este motivo, el ejemplo sobre la cuartica de Fermat puede inducir a una confusién.
Continuamos con un ejemplo para mostrar, bajo estas hipdtesis, que w,_; puede ser no

racional.
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Ejemplo 22. Considere la cudrtica de Fermat de dimension 4:

= {25+ 2] + 25 + 23 +x; +xs =0} C P,

Sea o = (2,2,2,2,2,2) € D1 C B Por la proposicion |2.5.15 y|2.5.16], se sabe que

V((2,2,2,2,2,2)) N (H**(X}) N HY(X{,Q)) #0.

Sea J = ((0,1),(2,3),(4,5)) la cual es compatible con a.. Por el corolario[2.5.9, se sigue que

1,1,1,1,1,1) —2(2wo+1)—2(2w1 +1)—2(2wz+1)
l‘( E g PJ,UH

O<wz<3

pero
C_2(2w0+1) 22wy +1)— 2(w2+1) —2w0 2w —2wo—3 ( 1)—w0—w1—w2—1i e {:l:l}

en particular,
W(1,1,1,1,1,1) ¢ <H272(Xi) N H4<Xjf, @)) .

Lo realmente importante, es que todos los coeficientes estin en {i,—i}, en consecuencia,

0 7é2 W(1,1,1,1,1,1) € V((2 2 2 2 2 2)) N (H2’2(Xil) ﬂH4(Xff,@))

es un generador racional de V(a).
El siguiente teorema formaliza las condiciones para obtener el generador racional.

Teorema 2.5.17. Sea m par y a = (m/2,...,m/2) € O

m, entonces

n=2 (médd) = w,,€H>2(X" Q)
n=0 (méd4) = i -ws€H>2(X", Q)

Demostracion. Por el corolario tenemos

]_ cw
— J [ pw
Wa—-1 = mn+2 § 2m [gj]prima

0<w;<m-—1
donde
n/2
Z (2w; + 1)(m/2),
j=0
luego

{1,-1} ,n=2 (mdéd 4)

G P 2) _ 2R a2 ()= (Tegniat g 40T ,
{i,—i} ,n=0 (mdd 4)
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de lo que se sigue inmediatamente el resultado. De hecho,

m' P,y = Y ()& sin=2 (méd 4),

0<w;<m—1

im" P = Y ()& sin=0 (méd 4).

0<w;<m—1

[]

Los espacios lineales estdndar £ aportan valiosa informacion en la hipersuperficie de Fermat,

el polinomio que genera la clase [ﬁ?]mim por el residuo de Griffiths es

1 n/2 n/2 /m—2
— 2wy+1 (m—2—1)2wr+1) i m—-2—i
Frw= mnt2 Gam' H (Z Com Lj, L, ;
r=0 r=0 \ i=0

y en ese sentido, sugiere natural estudiar las clases cohomoldgicas primitivas obtenidas por

el residuo de polinomios

n/2 /m—2

Prare = H (Z C(jr,kr)$§r$21_2_i> ;
r=0 =0

el cual, bajo hipdtesis sobre los coeficientes c(;, ., la clase cohomoldgica que induce Pk no

pertenezca al espacio generado por los ciclos lineales D7, en otras palabras, Py producen

ciclos que no pueden ser generador por espacios lineales estandar, pero su clase cohomoldgica

preserva muchas propiedades esperada por los ciclos lineales. A estos se le conocen como fake

linear cycles y son estudiados en més profundidad en [3].

Cerramos la seccién resumiendo algunas ideas importantes: En la hipersuperficie de Fermat
tenemos una descripcion explicita de caracteres D7, cuya componente de la descomposicién
espectral de Shioda es generada por espacios lineales estdndar de dimension n/2, ademés
Or C B lo que implica que la conjetura de Hodge basta verificarla en 87 \ ©7. En

todos los ejemplos discutidos en esta seccién se observé que ®7' = B

m?

cuya consecuencia

inmediata es que la conjetura de Hodge es vélida para el respectivo par (n,m).

La situacién donde todos los caracteres de Hodge son caracteres lineales no es asilada, y
estd caracterizada completamente por condiciones aritméticas sobre (n,m) en el teorema de

Aoki-Shioda que discutiremos en la siguiente seccion.
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2.6. Teorema de Aoki—Shioda

En esta seccion tratamos un resultado decisivo de Aoki-Shioda que caracteriza, mediante
condiciones aritméticas sobre el grado m, cuando las clases primitivas de Hodge de
la hipersuperficie de Fermat estdan generadas por ciclos lineales. Mas concretamente,
estudiaremos la igualdad entre el conjunto de caracteres de Hodge y el de caracteres lineales
—una igualdad que expresa que los espacios propios V(a) que contribuyen a las clases de
tipo (p,p) en la cohomologia primitiva son precisamente aquellos generados por clases de
subvariedades lineales— y mostraremos que ésta ocurre si y solo si m = 4, o m es primo, o
ged (m, (n+2)!) = 1.

La importancia de este teorema es doble: por un lado convierte una cuestién geométrica (;qué
clases de Hodge son algebraicas?) en un problema puramente aritmético-combinatorio sobre
caracteres y congruencias; por otro, permite verificaciones efectivas y calculos explicitos en
casos concretos de Fermat, ya que reduce la buisqueda de ciclos algebraicos a un analisis sobre

exponentes y orbitas.

Teorema 2.6.1 (Aoki-Shioda).

|
>~

o =B = m V. moprimo NV ged(m,(n+2)!) =1

Demostracion. Sea n > 0 par. Veamos primero que

or =B << m=4 V mprimo V gcd(m,(n+2)!)=1,
la contencién D! C ‘BT es consecuencia de la proposicién [2.5.12| Para probar ‘B; C D7
procedemos por induccién en n € {0,2,4,...}.

Sin = 0, entonces a = (ag,a;) € BY vy

0
|a|:a0+&1:§—|—1:1 <= ap+a=m,
m

por lo que o € DY..
Suponga que n > 0 par verifica que B", C D" veamos que B2 C D2,

Sea a = (ag, . . -, Api1,Ani2, Gnys) € B2 basta ver que existen ¢ # j tal que a; + a; = m,
pues en tal caso

~ ~ - n
a=(agp,...,Q,...,05...,0,4+3) €A

- n -
verifica [t-a| = |t-a| -1 = 5 +1, luego o € B, C D7 vy tras agregar las componentes a;, a;

que suman m a & € D", obtenemos que a € D™,

Lo anterior permite reducir el problema al siguiente:
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Teorema. Sean > 0 par y a € A7, Entonces,

m=4 VvV mprimo V gedim,(n+2)!)=1
— di#j: a+a;=m

It ol = g +1, Ve (Z/mZ)*

Iremos caso a caso, siempre asumiendo por contradiccién que a; + a; # m, Vi # j.

Notacién 2.6.2. La restriccion a; + a; # m, Vi # j permite reducir el estudio a caracteres
de la forma

a=((n1,...,ng) = (N1, Ny ey My e, M),
con n; +n; #m, Vi # j, donde reservaremos la variable o, para la cantidad de veces que se

repite n en «, en particular, Y a; = n+ 2. Dicha notacion nos serd de utilidad pues no nos

interesa el ordenamiento de « y solo los casos donde no aparezcan nimeros complementarios.

Sea a = (ag,...,an,11) € BY, luego a; € {1,2,3}. Las unicas combinaciones que
suman 4 son: (1,3), (2,2). Asi, a se puede escribir de solo dos formas distintas:

I
N

—_

N
=

aa) = (aOv"'van+1):(1,--.,1,2,...,2)
05(2) = (ao,,an_H) p— (3,...73’2’_,,’2) = ((372))
Si a = ((1,2)), entonces

l-a1+2-« n
|C¥|:%:§—|—1, a1+a2:n—|—2,

pero esto solo es posible si a; = 0y ay =n + 2. Luego, a = (2,...,2) lo que es imposible.
Si oo = ((3,2)), se observa que 3 - o = ((9,6)) = ((1,2)) = an), donde t = 3 € (Z/4Z)*. Como
((1,2)) es imposible, ((3,2)) también lo es.

Sea o = (ag, ..., an41) € B2, entonces a; € {1} imposible pues a; + a; # 2.
Sear = (p—1)/2, para a = ((1,2,...,7)) se obtiene el sistema lineal
2mljol =2 ([1 - jlmar + 2 jlmea + ... + [ - Jlmay) =m(n+2), j=1,...,r

recordamos que n + 2 = > «;, tras reemplazar y ordenar obtenemos

m—-2 m-—4 --- m — 2r o 0
~ m—4 m-—6 --- m — 4r 9
A'Oé: g
m—2r m—4r -+ m-—2[r*, o 0
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donde A;; =m —2[i - jlm, coni,j € {1,...,r}. Si det A # 0 entonces cada «; = 0 llegando a
una contradiccién. Es fécil verificar que hacer este proceso al @ = ((1,...,k—1,m — k,k +
1,...,r)) (i.e., cambiar las coordenadas con valor k& de « por su valor “dual”) se obtiene
A con la k—ésima columna multiplicada por —1, luego la invertibilidad de A implica la

imposibilidad de todo a.

Denotemos 1 al vector columna (1,...,1)", y defina B mediante B;; = [i * j]m, con i,j €
{1,...,r}. Escribamos A =m1-1" — 2B y luego

-3

det(A) = det((—2B)+(m1)-1") = det(—2B)+m1 -adj(-2B)-1 = m(-2)"7 > adj(B)y;
1<i,j<r
Como B tiene las primeras dos filas y columnas proporcionales, la matriz adjunta de B es

nula salvo quizéds en las componentes (1, 1), (1,2),(2,1), (2,2), se comprueba que
adj(B)Ll = -2 adj(B)l,g = -2 adj(B)m = 4adj(B)272,

por lo tanto
det(A) = m(—2)"2" adj(B)11.

La verificacién de que adj(B);1 # 0 es completamente algebraica y serd omitida, se puede
comprobar que su valor es un miltiplo no nulo de m™7". En consecuencia, det(A) # 0 tal
como se deseaba. Este resulta ser el caso mas abordable, la condicién m primo nos permite
obtener explicitamente las suficientes ecuaciones desde B”, pues (Z/mZ)* = {1,...,m — 1},

también resulta necesaria para que adj(B);1 # 0.

(m, (n+ 2)!) = 1| Este caso es delicado, la demostracién realizada por Aoki es “elemental

pero extensa”, los detalles de estos cdlculos pueden ser encontrados en [IJ.

Ahora vamos con la implicancia
or =B = m=4 V mprimo V gcd(m,(n+2)!)=1,

suponga que m # 4, m no es primo y ged(m, (n + 2)!) # 1. Veamos que B!, C O .

Para cada n € N=2 definimos
AMn):={m: m#4 AN mFprimo A (m,(n+2)!)#1}.

La secuencia (. (n)), es creciente. Denotamos p; < ps < ps < ... la sucesién de todos los

primos (p; = 2), se define
po ={m =2k: ke 7%} y fp, ={m=pi...pk+p.: k€Z>} (p.>2)
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Si n > 2 par, tenemos

///(n+2):{ A (n) si » 4 1 no es primo
A (n) U p, sin+1=pesprimo
Luego,

AM(2) = p2Ups

ML) = p2UpzUps

M(6) = poUpzUpsUpy

M(8) = ppUpzUpsUpg

A (10)

= Mo UpzUps Upz Ul

Encontraremos o, € B7 \ O para cada m € p,, cada n = p — 1y cada primo p. En tal

caso,
at (k) :=(1,...,1,a% m—1,...,m— 1) € B
W N -~ 7
k—veces k—veces
pues
2k
0™ () = |(t o ttm—t, o tm— 1) + [t | = ;” +1, Vie (Z/dZ)”

y a® (k) ¢ D2F dado que o, ¢ D", Verificar este caso base permite recorrer todo (. (n)),

por induccion.

Separamos el caso po del resto. Un célculo directo permite probar el siguiente resultado.

Teorema 2.6.3. Sim € uy, entonces

o2 =22 1.2 1) em2\ 02
2 2
Sean+1=p>2 primo. St m € ,, entonces

m 2m 3m —1)m
NN USRS LN TN Gt LR R PP SR Y

p p p p
El teorema anterior muestra que, para grados compuestos m con divisores primos pequenos,
existen caracteres de Hodge que no provienen de ciclos lineales. En particular, la igualdad
B =" falla para m € .4 (n), lo que pone de manifiesto que el criterio de Aoki-Shioda es

esencialmente éptimo.

Esto finaliza la demostracion del teorema 2.6.11 m
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Ejemplo 23. La contencion D, C ‘B es siempre vdlida por la proposicion |2.5.14
El teorema de Aoki—Shioda establece condiciones necesarias y suficientes para obtener la

1gualdad, considere la superficie de Fermat de grado 6
XG = {ad + 28 + 25 + 25 =0} C P,

y notese que el par (m,n) = (6,2) no satisface las condiciones del teorema, lo que implica

inmediatamente que D% C B2. Una comprobacion computacional muestra que
[BF| =85 y |DF| =61,
y explicitamente, los caracteres de Hodge en B2 estdn dados mddulo permutacién por
B2 =1{(1,1,5,5),(1,2,4,5),(1,3,3,5),(1,3,4,4),(2,2,3,5),(2,2,4,4),(2,3,3,4), (3,3,3,3)},
pero
(1,3,4,4),(2,2,3,5) ¢ D;.

El caso de dimension n = 2 sabemos que la conjetura de Hodge es vdlida, por lo que los
espacios V() asociados a los caracteres (1,3,4,4) y(2,2,3,5) deben provenir necesariamente
de ciclos algebraicos racionales, pero no pueden generarse usando unicamente ciclos lineales

estandar.

Casos en donde la condicién de Aoki-Shioda se satisface ya hemos visto varios ejemplos
en la seccion anterior. Una consecuencia préactica cuando se satisface la condicion de
Aoki-Shioda es poder deducir el conjunto B}) con un menor costo, los elementos en D7,
son puramente combinatorios y no requiere verificar la condicién de estabilidad por la accion

de multiplicacién por unidades. En este caso podemos concluir que
dimg (H%#(X,) N H"(X}, Q) = B}, + 1= [D}| + 1,

y la cardinalidad de |®7| es facilmente calculable por argumentos combinatorios, a

continuaciéon mostramos la féormula explicita.

Proposicién 2.6.4. Sea k= (n+2)/2 yt = |(m —1)/2], entonces

2k)!
Dl = Z 15(—)'2, 51 m es impar,
di,...,d¢>0 HTZ].(dT")
di+...+di=k
o bien,
2k)!
O] = Z (2k) sMm es par.

s ([hoi(dh)?) (2do)Y

do+di+...+di=k
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Capitulo 3
Hipersuperficies de Klein

En este capitulo estudiaremos la conjetura de Hodge en hipersuperficies de Klein a través
de su relacién con las hipersuperficies de Fermat. La estrategia combina descomposicién
espectral, acciéon de Galois y levantamientos monomiales, y permite traducir el problema
geométrico en criterios aritméticos explicitos sobre caracteres. El caso de Klein presenta una
estructura suficientemente rica como para producir fenémenos nuevos respecto de Fermat,

pero conservando una conexién precisa con esa teoria, que serd la base de toda la discusion.

La exposicion se organiza en varias etapas. Comenzaremos en la Seccién con la
descomposicion espectral en Klein, formulando una descripcién andloga a la del caso de
Fermat mediante un automorfismo diagonal privilegiado y una codificacién aritmética de
sus caracteres. En la Seccién [3.2] estudiaremos el cubrimiento monomial desde Fermat hacia
Klein y explicaremos como actia sobre la cohomologia primitiva y sobre los caracteres, lo que

permitira traducir problemas geométricos en condiciones explicitas sobre sus multi-indices.

A partir de alli, el capitulo se divide en dos direcciones complementarias. Primero, en las
Secciones y analizaremos los caracteres de Hodge en Klein en dimensiones 2 y 4,
identificando una componente trivial y describiendo las primeras érbitas excepcionales. En
la Seccion describimos explicitamente la componente trivial en dimensién arbitraria, y en
la Seccién mostramos que esta se levanta a caracteres lineales en Fermat, obteniendo
asi una fuente importante de ciclos algebraicos. Finalmente, en las Secciones y
daremos una descripcién estructural de la parte excepcional, completaremos el caso de
superficies y presentaremos evidencia computacional en dimensiones superiores. En conjunto,
estas secciones muestran que la conjetura de Hodge en Klein puede entenderse a través de
una interaccion precisa entre descomposicion espectral, aritmética modular y levantamientos

monomiales desde Fermat.
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3.1. Descomposicién espectral en Klein

En esta seccién describimos la descomposicién espectral de la cohomologia primitiva de la
hipersuperficie de Klein Y, formulado por Villaflor y basado en las ideas de Shioda para
Fermat. Para ello, introducimos el automorfismo diagonal que actia sobre Y, los espacios
propios asociados a sus caracteres y la codificacién aritmética que permite distinguir sus
tipos de Hodge. Esta descomposicion espectral serd el punto de partida para el estudio del

cubrimiento monomial de Fermat a Klein desarrollado en la siguiente seccion.

La hipersuperficie de Klein de dimensién n y grado m es
Yo ={K =" 'y +yi" e+ yintyo = 0) S PUT

y, para estudiar la conjetura de Hodge, supondremos en todo el capitulo que n es par.

El siguiente hecho conocido serd clave para la descomposicién espectral.

m—1)"+2—1

Proposicién 3.1.1. Sea d = ( , entonces
o : _ L =m) . A(1=m)ntt
ooyt Ynt1) = (Cma¥o : Cug Y111 Gg Ynt1);
es un automorfismo diagonal en Klein Y, de orden d.
Demostracion. Es un célculo directo. Véase [3]. O

En consecuencia, (o) = Z/dZ es un grupo que actia fielmente sobre Y,'. Su grupo de

caracteres es

() ={x;: 0~ C: icZ/dL}.

Para cada caracter y; € (o), su espacio propio es
Vxi) = V(i) ={w € Hyn (V) + 0"(w) = xi(o)w}.

La descripcion explicita de estos espacios propios requiere traducir la accién del automorfismo
en términos aritméticos. Para ello, introducimos la siguiente aplicaciéon que servira de
codificacién aritmética:

N: Z/dZ — {0,1,...,m — 2}"*2

o> (a07a17"'7an+1>

verificando que
n+1

mlilg = ar(m — 1)F,
k=0
es decir, A(7) es la representacién (m — 1)-adica de mli]; de longitud n + 2.
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Observacion 3.1.2. Es claro que A estd bien definida pues
mlilg < md = (m — 1)"*? — 1,

luego mlily admite una tnica escritura en base m — 1 con longitud n + 2. Ademds, si

(ag, ... ,ans1) = A(i) entonces es inmediato que Y (—1)*ar =0 (méd m).

—

A partir de esta representacion, introducimos el K-peso de i € Z/dZ = (o) como

n+1
1

il = . Z(—l)kak, donde (ag, ..., an1) = A(7).

k=0

Este peso mide, en términos aritméticos, el desbalance entre las coordenadas de A(i), y serd
el criterio que determine en qué componente de Hodge se sitia cada espacio propio V(i) (cf.

teorema [2.1.4)).

Con la notacién fijada, estamos en condiciones de formular la descomposicién espectral de la

cohomologia primitiva de la hipersuperficie de Klein.
Teorema 3.1.3. La cohomologia primitiva de la hipersuperficie de Klein Y,! de dimension
n par, admite la descomposicion espectral

d—1

H i (Yin, C) = PV (3)

=0

satisfaciendo
) L (v = @ V).

i) dimc V(0) = 2 y es generado por ciclos de Hodge.

i) dime V(i) =1, parai=1,...,d— 1.

iv) HErVir%n(Yrgv Q) ®C=V(0)® @ V (i), donde
1€Bn (K)

B (K) = {i € (Z/dZ)\ {0} : |tilx =0, Vte (Z/dZ)*}.

Demostracion. Para i = 1,...,d — 1 tomamos (ao, . ..,ay+1) = A(7), buscamos encontrar /3

de modo que

ﬁQ p,q
Y .
yﬁ = Wg 1= Tres (W) S V(Z),
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via isomorfismo de Griffiths, un calculo directo muestra que

. (yﬁ_ﬂ) (4) = <a<y>>m<a<z)/>> _ YUY ottamyrct s oma

Ko+l Kt (o(y)) Kot (y)™™ ’
pero
Cb0+b1(1 m)+...tbpi1 (1—m)nH— d _ bo+(m—2—b1)(m—1)+...4bp (m—1)"+(m—2—bp+1)(m—1)"T1 —md
md md )

entonces al tomar
ag , k par
b, = .
m—2—a; ,kimpar

mz md

tendremos que

0" (wp) = waGng ™ = wpCy = Xi(0)ws,
y asi 0 # V(i) C ngqlm(YJ;). El caso i = 0 se tienen dos soluciones (0,m —2,...,0,m — 2)
y (m—2,0,... ,0). Se sabe que A7, (V) = d+ (=1)" = d + 1, y ya encontramos
(d—1)+2 elementos wp € Hp (Y, C), lo que prueba la descomposicion espectral y iii).

Ahora observar que

mig+1)—n—-2=3 b= (Y (-0'a) +m-2) (5 +1),

equivale a que |i|x = ¢ — %, lo que prueba i). En particular, V' (0) C H2? (Y") y estd definido

prim

sobre Q pues xo(c) = 1, probando ii). Finalmente, desde i) sabemos que

Hom (V) = @ v
lilc=0
y este desciende a Q para i € B! (K) por la estabilidad de la accién en Gal(Q((;)/Q) por el

mismo principio que el caso Fermat, explicitamente por el lema [2.3.1], lo que prueba iv). [

Notacién 3.1.4. Reservaremos X! = {F = 0} y Y» = {K = 0} para denotar las
hipersuperficies de Fermat y Klein respectivamente. Denotaremos por A > « al grupo de
caracteres asociado a X", y por Z/dZ > i al grupo de caracteres asociado a'Y,". Escribiremos
Vi) C Hp (X)) y V(i) C Hp s (Yor) para los espacios propios correspondientes. Los pesos
de estos caracteres se denotan por |a|z y |ilc, y se leerdan como el F-peso y el K-peso,
respectivamente. Finalmente, denotaremos por B7 (F) y B7, (K) los conjuntos de caracteres

de Hodge en los casos de Fermat y Klein.

Notacion 3.1.5. En el caso de la Klein Y.

. se denotard

bn+2 -1

b=m-—1 d=
m=h b+1
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Observacion 3.1.6. La condicion |i|x = 0 equivale a que

n+1
> (=Dfa =0,
k=0
donde (ag, . ..,an11) = A(2). Concretamente, la representacion b-ddica de mlily es una tupla

simétrica, en el sentido que verifica Y (—1)*a; = 0.

Notacion 3.1.7. Al conjunto de tuplas simétricas en el sentido anterior, se denotard por S.
En consecuencia,

lixk =0 <= A(i) € 6.

Notacién 3.1.8. Para b > 2, escribiremos (ag,...,an1)p al nimero con dicha

representacion en base b:
Z k
(ao, c. ’an+1)b = &kb y

y reciprocamente, para cada N € N escribimos por (N), a la representacion en base b de N

(usualmente de largo n + 2).

Observacién 3.1.9. La expresion (ao, ..., ane1)p no requiere la condicion ay € {0,...,b —
1}, y en particular, realizar ((ag, ..., an41)p)s n0S permite obtener la representacion b-ddica
estdndar de una tupla (ag, ..., ane1).

Podemos expresar la funciéon A de forma mas compacta:

[lustramos ahora la descomposicién espectral con algunos ejemplos explicitos.

Ejemplo 24. Considere la superficie ciubica de Klein

Y = {yoyr + yive + yays + yayo = 0} C P2,

Entonces,
vt —1
b - 2 = =
’ b+1
Para cada cardcter i € {1,...,4} debemos calcular la representacion 2—ddica de 3[i]s:

i=1 — (3)e2=(1,1,0,00 — [llx=0
) — (6)2=1(0,1,1,0) — 2[x=0
i=3 — (9:2:=(1,0,0,1) — |3lx=0

— (12)2 =(0,0,1,1) — [4lx=0
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Recordamos que Vnz’)n C HPA, (V) cuando |ilx = 5 — q y es de dimension 1 (para i # 0).

Ademds, V(0) C HZ2:2 (Y, Q)®qC tiene dimension 2. Desde los cdlculos anteriores se deduce

prim

que

dlm H20 (}/32) — O, dlmHl 1 (}/}’2) — 67 dlmH02 (}/52) = 0.

prim prim prim

Es evidente que B3(K) = {1,2,3,4}, luego

HY (V2Q ®eC=H2 V) =V(0)eV10)aV(2) aV(3) aV4).

prim prim

Al igual que antes, la cohomologia primitiva pierde una dimension por la clase del hiperplano,

entonces su numero de Picard es

p<YE’>2> = dim@ Hl’l(Y;? Q) =1+ dim@ Hp (YE’??Q) =T,

prim

lo que es coherente con el hecho que toda superficie ciubica suave tiene niumero de Picard 7
(cf. ejemplo .

Ejemplo 25. Considere la superficie cudrtica de Klein

VP = {yoy1 + yiye + yoys + ysyo = 0} C P°.

Entonces,
bt —1
b=3 = = 20.
’ b+1
Para cada cardcter i € {1,...,19} debemos calcular la representacion 3—ddica de 4[i]ao

i=1 — (4)3=(1,1,0,00 — |1lx=0
i=2 — (83=1(2,2,0,00) — [2[x=0

i=5 — (20)3=(2,0,2,0) — |5lx=1

i=15 — (60)3=(0,2,0,2) — |15 =—

Todos tienen K—peso 0 salvo i = 5,15. La parte (p,q) estd determinado por |i|x mediante
q=lilx+5 =lilx+1, asi
Hpiw (V) = V(15),  Hyg, (V7 ® P V@), HE.7) =V(E),

prim prim
1#5,15

dimH>? (V2) =1, dimHY (Y2 =19, dimH>? (Y?) =1.

prim prim prim
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Podemos comprobar que {1,...,19} \ {5,15} es estable por la accion de (Z/20Z)*, por lo

tanto

HUL(VE Q) @ C=V(0) & @ V(i)

i#5,15

Tal como antes, tenemos también que
p(YY) = dimH"' (Y7, Q) = 20,

lo que resulta en una superficie K3 Picard mazximal (cf. ejemplo , tlustrando como la

condicion aritmética sobre \(i) controla directamente la geometria de la variedad.

Terminamos con un tultimo ejemplo para mostrar que las componentes de la cohomologia

intermedia no siempre contribuyen a la parte racional.

Ejemplo 26. Considere la superficie quintica de Klein

Y2 = {yoy1 + Y1y + yays + ysyo = 0} C P2,

Entonces,

En este caso, comprobamos que

H> (Y2) = V(28) @ V(40) @ V (41) @ V (44),

prim

HY? (V2) =V (7) @ V(10) ® V(11) ® V(23),

prim

HL.O =v0)e V.

i#7,10,11,23,
28,40,41,44
Pero los caracteres {i : |i|xc = 0} no es estable por la accion de (Z/51Z)*, por ejemplo, i = 1

satisface 1| =0 pero |T|x =1 (y 7 € (Z/51Z)* ), se comprueba que
EBE(/C) ={3,6,9,12,15,17,18,21,24,27, 30, 33, 34, 36, 39, 42, 45, 48},

y por lo tanto,

Hprlm(Y'527 Q) ®q C= V @ V prlm(YQ)?
i€BZ(K)

y en particular,

p(Y) =3 +|B3(K)| = 21.
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Los ejemplos anteriores ilustran como la descomposiciéon espectral en Klein puede leerse de
manera explicita a partir de la representacién b-adica de m[i]4. En particular, muestran que la
distribucién de los espacios propios V(i) en los distintos tipos de Hodge estéd completamente
n n

—) se

determinada por las cifras de A(7). Por otra parte, si bien la componente de tipo (57 5

describe a nivel complejo mediante la condicién |i|x = 0, su parte racional intermedia se
identifica mediante la condicién adicional de estabilidad bajo la accién de (Z/dZ)*. Esta
rigidez aritmética sera crucial en lo que sigue, pues permitirda comparar directamente estos

caracteres con los del caso de Fermat.

En la siguiente seccién estudiaremos cémo esta estructura espectral se transporta hacia la
hipersuperficie de Fermat mediante un cubrimiento monomial, lo que permitira reinterpretar
los caracteres de Klein en términos de la teoria de Fermat y lo que serd clave para su anélisis

posterior.

3.2. Cubrimiento monomial de Fermat a Klein

Existe un cubrimiento monomial desde hipersuperficies de Fermat hacia hipersuperficies de
Klein, descrito explicitamente por Shioda en [I4] para el caso de superficies y que se extiende

de manera natural a dimensién arbitraria.

El cubrimiento monomial entre ambas permite transportar informaciéon cohomolédgica de
una variedad a la otra de manera completamente explicita. En particular, el estudio de la
descomposicion espectral en Klein se vuelve més accesible al observar cémo su cohomologia
primitiva se comporta bajo el pullback hacia una hipersuperficie de Fermat de mayor grado.
Esta perspectiva es especialmente 1til porque el caso de Fermat ya fue descrito en detalle
en el Capitulo 2] de modo que ahora podremos traducir problemas sobre Klein en preguntas

aritméticas sobre caracteres en Fermat.

En esta seccién describiremos brevemente dicho cubrimiento, cuya importancia radica en
que este es compatible con las descomposiciones espectrales de Klein y Fermat. Ademas,
obtendremos una descripcién explicita del pullback a nivel de caracteres, lo que permitira

relacionar de forma precisa la cohomologia primitiva entre ambas hipersuperficies.
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Sea Y," la hipersuperficie de Klein, consideramos

0

o o o
o o =

100 (n+2)x (n+2)
la matriz de coeficientes asociada a la ecuacion de Klein. El grado de la Fermat sera

D =detA=b""—1.

La matriz B que define el cubrimiento monomial es la adjunta de A:

bn+1 —_pn bn—l . -1

-1 o —pr L b
B=adjA)=| b -1 w+ ... _p?

—pn bnfl _bn72 . bn+1

De este modo, el cubrimiento monomial ¢ : X7 — Y, es:

Observacién 3.2.1. Por definicion tenemos B = D - A™', en particular, det(B) = D"*2.
La suma sobre una fila o columna es constante e igual a

bn+2 -1

—14+b-0+.. D= =4
b+1

La matriz B es circulante y se describe explicitamente por (B);; = —(—b)"™*~J (méd D).

Mostramos la accién monomial de ¢ en un caso explicito.

Ejemplo 27. Considere la superficie cudrtica de Klein

VP = {yoy + yive + yoys + yiyo = 0} C P°.

La matriz de coeficientes asociada a Y es

_ o O W
S O W o=
S W = O
w = O O
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con determinante D = 3* — 1 = 80. Su matriz adjunta

2r -9 3 -1

-1 27 -9 3
B =

3 -1 27 -9

-9 3 -1 27

define el cubrimiento monomial ¢ : X2, — Y2 por las ecuaciones:

Yo = $37$19$§$31
0= aylaler’s
v = wpry aylay’
v = w5%ing'ay

en particular,

_ .80 _ .80 _ .80 80
Z/oyl Ty, y13/2 Ty, y23/3 Ty, y3y0 = T3,

por lo que ¢ : X2, — Y estd bien definida.

El cubrimiento ¢ induce una accion en cohomologia por su pullback:
¢": H"(Y,;) — H"(XD).

Esta accion se puede describir explicitamente dentro de la cohomologia primitiva gracias al

isomorfismo de Griffiths.

Teorema 3.2.2. Denotemos x7 — w, al mapa de residuos de Griffiths. Entonces, para

wg € HYE (Yr) se tiene que

0 # ¢"(wp) € C- wa € Hi, (XD),

prim

donde a = BB +d1 — 1.

Demostracion. Es inmediato que
o) = "

Para concluir, calculamos el pullback de Q(y). Por definicién,

Q(x) = S (~1F(@)d(¢(@)o) A .. Ad{G@)e) A ... Ad(G(@)ns1)-
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Denotando por by = (b, .., bxnt1) la k-6sima fila de B, se tiene ¢(z); = 2% y

n+1

AG()) = d(a) = a3 By

j=0
Sustituyendo en la expresion anterior y factorizando los términos monomiales, obtenemos
n+1 n+1 da.
)= 52 (1 (T A (S22,
k=0 r#k r#k
A continuacién, expandimos la cuna. Por multilinealidad,

n+1 ) n+1 | da:o dxj ity
/\Zu. =D d(BENTIA AN AT,

X
r#k n+1

donde B®*7) denota el menor obtenido eliminando la fila k y la columna j.

Por otra parte, como cada columna de B suma d, se sigue que

ber — b _ dl
T

En consecuencia,

Q@(@) —l Z ( /\ (Zb . d%>> S| Z ((Z(_l)k det(B(k’j))> /\ df:) .

k=0 r#k

Un célculo directo muestra que

n+1 n+2
(- )Fdet(B) = (-1 B = (a2

k=0

Sustituyendo y reescribiendo en términos de €2(z), obtenemos

n+1

0(p(r)) = Lty ((—wxj A dw) )

=0 r#j

Finalmente, aplicando el mapa de Griffiths,

. . yBQ(y) P9 D2 $BB+d1719(l,) P4 pnt2
¢ (wp) = ¢ <res <—K(y)q+1> ): y res( Py ) -2

con o =B +dl —1. O]

En otras palabras, el cubrimiento monomial transporta monomios entre ambas
hipersuperficies de manera explicita, lo que induce una accién entre sus cohomologias

primitivas.
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Para estudiar cémo esta accién se comporta respecto de las descomposiciones espectrales, es
necesario describirla a nivel de caracteres. En particular, no es inmediato que ¢*(V (7)) = V («)

para algiun o € 2A}.
Para ello recordaremos brevemente lo que necesitamos. En la hipersuperficie de Fermat X},
tenemos la accién
a: (mo:xy:. i xpy1) = (CRro s Chray oo (ot e,
la cual estd asociada al grupo de caracteres
G ={a=(a,...,ans1) € (Z/DZ)"**: Y "a; = 0}.
Para cada caracter a € G,, denotamos por

V(a) € Hyim (XD)

prim
al espacio propio respecto a la accién a. Se deduce que
s wa g € Vi)

es un generador de V' (a).

En el caso de la hipersuperficie de Klein Y, tenemos una estructura un poco mas rigida,

consideramos
i (m_l)n+2_1 B

m m
y en tal caso, para cada i € Z/dZ tenemos la accién

i(1—m) i(1—m)ntt

Xi - (yoiyli--~7yn+1)'—>(%yoi D Y1 ... (p yn+1)
cuyo grupo de caracteres es naturalmente Z / d7Z.

Para cada cardcter i € Z/dZ, denotamos por

V(i) € Hpim (Vi)

prim
al espacio propio respecto a la accién y;. Se deduce que
y® = wz € V(i)

es un generador de V(7). El multi-indice S que permite generar V(i) por el mapa de Griffiths
es mas delicado: para cada ¢ € Z/dZ no nulo se obtiene (ao, . .., a,11) = A(7) la representacién
(m — 1)-adica de mlilq, es decir,

n+1

mlilq = Zak(m — 1),
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con a, € {0,1,...,m — 2}. Asi, el multi-indice 3 se define mediante

ag, k impar
B =
m — 2 —ag, k par

Para ¢ = 0 se deduce que dim V' (0) =2y
B=(0,b—1,...,0b—1), B =(0b-1,0,....,b—1,0)

son los multi-indices tales que

V(0) =C - {wg,ws}.
Teorema 3.2.3. Para cada i € 7/dZ no nulo, tenemos que

¢"(V(i)) = V(a) € H,in(XD),

prim

donde
a=mli)g(", ..., —=b* b, —1) (méd D).

Demostracion. Sea i € Z/dZ no nulo. Desde el teorema se establece que el multi-indice

a correspondiente al multi-indice 5 verifica
a+1=pB+dl=(5+1)B,

donde

ap, +1, k par
Brt1=4 " p
b— ap, k impar
con (ag,...,an+1) = A(7). La dltima coordenada de (8 + 1)B es

n+1

D (a+ D+ DY (b= an)tt == bt = —mlils,

k par k impar
y dado que
bi—1; = (=b)bi; (méd D),

se sigue inmediatamente que el multi-indice « satisface
a+1=mli]g(b", ... —b*b,—1) (méd D),

y «a + 1 es precisamente el caracter en Fermat correspondiente al pulllback del caracter
i€ (z/dz) \ {0}. Asi,
¢"(V (1)) = V(a) € H,n (XD).

prim
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Notacién 3.2.4. Escribiremos ¢*(i) = «a al pullback a nivel de caracteres descrito

anteriormente.

De este modo, la descomposicion espectral de la cohomologia primitiva de Klein Y, se
transporta a la hipersuperficie de Fermat X}, mediante el pullback ¢*. La estrategia

fundamental sera determinar cuando la suma de los espacios propios levantados

P Vvier() CHZA(XD)
1€B7, (K)
estd generada por clases algebraicas en X7); en tal caso, su imagen por el pushforward ¢,
proporciona clases algebraicas en Y,", y por tanto la conjetura de Hodge queda verificada

para la hipersuperficie de Klein.

Desde el teorema [2.5.10, sabemos que la componente de la descomposicion espectral en
Fermat dada por los caracteres lineales 7, es algebraica, y esta serd precisamente la parte

relevante en nuestro estudio. La dificultad es que el grado
D=(m-1)""?-1

de la Fermat levantada es grande y, en general, no satisface las hipdtesis del teorema de
Aoki—Shioda de modo que en X}, aparecen también caracteres no lineales. Por ello,
el objetivo consistird en caracterizar los caracteres i € Z/dZ de Klein que se levantan a
caracteres lineales en Fermat, y en buscar condiciones sobre (n,m) para que B! (K) solo
contenga tales caracteres. Veremos que esta situacion esta lejos de ser aislada y que el método

produce grandes familias para las cuales la conjetura de Hodge en Klein queda verificada.

En la siguiente seccién estudiaremos la estructura de B! (K) en el caso de superficies de
Klein, y luego abordaremos el caso n = 4. El analisis de los levantamientos lineales hacia
Fermat quedara reservado para secciones posteriores; en esta etapa nos concentraremos en

describir la estructura general de B ().

3.3. Caracteres de Hodge en Klein, n =2

En esta seccién estudiamos la estructura del conjunto B7,(K) en el caso de superficies,
que constituye la situaciéon mas accesible. Este andlisis permitira identificar los patrones
fundamentales que subyacen en la descripcién general y que reapareceran en dimensiones

superiores.
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Para ello, fijamos la superficie de Klein de grado m

Yo ={y0" 'y +yi e s sy o = 0 C PP
y su conjunto de caracteres de Hodge

B2 (K)={i e (2/dZ)\ {0} : \ti) € &, Vtc (Z/dZ)*},

donde Mo
= T
Notacién 3.3.1. Denotaremos por
dj = ®;(b)

al j—ésimo polinomio ciclotémico evaluado en b = m — 1. También denotamos por v, a la

valuacion p—ddica.

Notacién 3.3.2. Escribiremos (a,b) := ged(a,b) siempre que el contexto lo permita.

Se factorizara

L (b +1)(b— 1) =: dyd;.

Proposicién 3.3.3. Tenemos que

1, m impar
(d17 d4) - {

2, m par

Ademds, en el caso m par se tendrd vs(dy) = 1.

Demostracion. Es un célculo directo, si m es impar:

(di,dy) = (b—1,+1)=(b—1,2) = 1.

Si m es par:
(di,dy) = (b—1,0>+1) = (b—1,2) = 2,
y
P+1=0 (méd?2), b*+1=2 (mbd4),
luego v5(dy) = 1. O

Lema 3.3.4. Sea b >2, x,y € {0,...,b— 1}, entonces ((—x,—y,z,4)p)p € S.
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Demostracion. Hay que encontrar la representacion en base b de (—x, —y,x,y),. Si z,y =0

el resultado es directo. Supongamos que x # 0, luego

(—z,—y,x,9)y = —x—yb+ xb®+ yb
—x+b—b—yb+b*—b*+ 2b® + yb?
= (—24+b) + (-1 —y+bb+ (—-1+z)b* + yb*
= (—z+b—-1—y+b—-1+z,y),

corresponde a la representacién en base, asi ((—z, —y,x,y)p), € S. Para el caso z = 0 con

y # 0, se tiene que

(0,=y,0,9)s = —yb+yb®
—yb+0* — b2+ b3 — b3+ yb?
(—y+0)b+ (b—1)0* + (=1 + y)b®
= (0,—y+bb—1,—1+1y),

es la representacion en base b, se verifica nuevamente que ((—z, =y, z,y)p)p € S. O

Lema 3.3.5.

L] (C'(l,l,l,l)b)bEG, VCG{O,...,b—l}.

. (C-(b—l,b—l,0,0)b)bGG, VCE{O,...,bQ—Fl}.

Demostracion. El primero es directo, pues para ¢ < b — 1 tenemos que

(c-(1,1,1,1)p)p = (¢, ¢,¢,0)p € G.
Veamos el segundo caso, primero notar que

(b—1,6—1,0,0), = (—1,0,1,0)
y verifiquemos el caso ¢ = b? + 1 = (1,0, 1,0), separadamente:

G+ 1)((b—1)+b-1)b)=(>b—-1,b—1,b—1,b—1),
es cual es simétrico. Hacemos lo mismo con ¢ = b? = (0,0, 1,0)y:
b’ ((b—1)+ (b—1)b) = (0,0,b—1,b— 1),

y también es simétrico.
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Ahora, suponga que ¢ < (0,0, 1,0);, entonces su representacién seré de la forma
(¢)p = (ao,a1,0,0)
con a; € {0,...,b— 1}, el producto serd
(ag,a1,0,0), - (—1,0,1,0), = (—ag, —aq, ag, ar)y
el cual es simétrico por el lema |3.3.4] O

Observacién 3.3.6. Intuitivamente, los lemas y afirman que ciertas tuplas a

priori simétricas, lo siguen siendo en su forma estandar.

El siguiente resultado proporciona la parte minima de la estructura de B2 (K), sobre la cual

se construira la clasificacién posterior.

Proposicion 3.3.7. Para todo m > 3, se tiene que

B2(K)D{ie(Z/dZ)\{0}: dy |i VvV dy]|i}.

Demostracion. Sii = kd; con k € {1,...,dy — 1}, entonces

mltila = (b+ 1) (m‘ - L%J d) _ (tk— B—kJ d4) (b+ D)y = [thla,(b— 1,5 — 1,0,0),

4
Como [tk]q, € {0,...,ds—1}, aplicamos para concluir que A(ti) € &, V¢, i.e., i € B2 (K).

Sii=kdyconke€{l,...,dy — 1}, entonces
m[tz]d = [tk’]dl(l, 1, 1, 1)b
Al igual que antes, [3.3.5 permite concluir que i € B2 (K). ]

[lustramos la proposicién [3.3.7] mediante algunos ejemplos concretos, en los que se calcula

explicitamente el conjunto B2 (K).
Ejemplo 28. En la superficie cudrtica de Klein

YE = {yoy1 + ¥y + y3ys + y3y0 = 0} C P,
Tenemos

b=3, d=dydy =2-10 = 20.
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Recordamos desde el ejemplo [2] que
Bi(K) = {10} U {2,4,6,8,10,12,14,16,18} U {1,3,7,9,11,13,17,19},

lo que resulta consistente con la proposicion|3.5..

En este caso la contencion resulta ser estricta, también es importante notar que los conjuntos

(i #£0:d i}, {i#0:d|d}

contiene exactamente un elemento en comin, esto es consecuencia de que (dy,dy) = 2 cuando

m es par.

Ejemplo 29. En la superficie de Klein de grado 5
Y3 = {ygur + yivs + yays + ysyo = 0} C P2,

Tenemos
b =4, d=dyd; =17 -3 = 51.

En este caso podemos comprobar que
BI(K) = {17,34} U {3,6,9,12,15,18,21,24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48},

por lo que es posible obtener igualdad. Como m es impar obtenemos una union disjunta, y

en tal caso:
1B2(K)| =dy +dy — 2 = 18.

Los ejemplos anteriores muestran que la contencion de la proposicion |3.3.7 no es, en general,
una igualdad, y que pueden aparecer elementos adicionales segin el valor de m. Esto motiva

la bisqueda de una descripcién mds precisa del conjunto B2, (K).

Veremos que la proposicion [3.3.7] es de hecho una igualdad cuando m es impar. El caso par

es mas sutil, segun el valor de m/2 (mdd 60) van a existir érbitas adicionales.

Para enunciar dicha clasificacion, se define
K ={2,4,7,12,14,19,22, 24},

y se establece el siguiente resultado, el cual refina la proposicion [3.3.
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Teorema 3.3.8. Sea m > 3, entonces:

(2]s0 € K B2 () D {i: di|i V dy]i}

(2], =212,14,24 : B2(K) D {i: di|i V d4|i}U%(Z/QOZ)X

[ ]50 = 4,22 D BL(K)2{i: di]i vV odg|i}u i(Z/GOZ)X U i(Z/gozv U i(Z/QOZ)X
2430 @ my = 60 30 20

(2], =7,19 : BE(K) D {i: dy|i Vo dy]i}U i(2/1202)X U i(Z/ﬁOZ)X U i(Z/?)OZ)X
2760 mA = 120 60 30

(%] 60 = 37,49 : B2 (K)D{i: dy|i Vv dy|i}U %(Z/GOZ)X U %(2/302)X

Observacion 3.3.9. El caso m impar se debe entender dentro del caso [m/2]s ¢ K.

El teorema muestra la contencién inmediata, su demostracion se reducira a verificar
que cada cardcter adicional de la forma dr/s esté en B2 (K). Al igual que en la proposicién
3.3.7], el teorema [3.3.8] es en realidad 6ptimo, en el sentido de que en cada caso se obtiene

igualdad.

La otra inclusién requiere un andlisis més fino y serd demostrada en la Seccién [3.8] primero

necesitaremos establecer resultados generales y propiedades sobre 87 (KC).

Antes de demostrar el teorema|3.3.8| verificamos dos hechos técnicos: en primer lugar, que los
elementos de la forma d/s que aparecen en cada caso son enteros bien definidos; en segundo
lugar, que la componente trivial y las érbitas excepcionales son disjuntas entre si, de modo

que las uniones descritas definen una particion.

Lema 3.3.10. El elemento d/s es entero.

Demostracion. Para m = 2k tenemos

d=4(k —1)(2k* — 2k + 1).
Si k € K entonces [k]5 = 2,4, asi

2k =2k +1=0 (mdd 5),
luego 20 | d. En los 1ltimos tres casos se tiene [k]; = 1, asi

2k =2k +1=0 (mod 3),
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luego 60 | d. Finalmente, si [k]go = 7,19 entonces [k]s = 1, asi
k—1=0 (méd 2),

y en tal caso 120 | d. O
Lema 3.3.11. En cada caso, (2) - (Z/sZ)* no contiene maltiplos de dy o dy.

Demostracion. Para cualquier denominador s, se tiene

di | (dr/s) <= s|dyr, dy| (dr/s) < s|dyr.
Basta calcular (d;, s) y ver que s/(ds—;,s) {rsir e (Z/sZ)*.
En el primer caso tenemos s = 20:

(d4,20) =10,  (dy,20) =2,

20/(ds,20) =2,  20/(dy,20) = 10,
en ambos casos no dividen a r € (Z/207Z)*.

Los otros casos se razona de la misma forma, recorriendo cada denominador s. O
A continuacién se demuestra el teorema [3.3.8

Demostracion. Observamos que
d d
—-(Z/dL)* = — - (Z/sZ),
s s

lo que implica que

g-(Z/sZ)Xg%fn(K) — )\(ﬁ>€(‘5 Vr e (Z/sZ)™.

S S

En virtud de la definiciéon de A, esto equivale a verificar que

w|%] =2 =T

S S S

tiene representaciéon b—édica simétrica para todo r € (Z/sZ)*.

En consecuencia, el problema se reduce a un céalculo explicito de dichas representaciones en

cada uno de los casos.
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Comenzamos con el caso [m/2]3y = 2. Escribimos m/2 = 2+ 30a y b = 3+ 60a, de modo que

(3 +60a)* — 1
20

P(a) := = 648000a” + 129600a® + 9720a” + 324a + 4,

y este se puede reescribirse como
(1 +21a) + (1 + 27a)(3 + 60a) + (9a)(3 + 60a)* + (3a)(3 + 60a)?,

es decir,
(P(a))y = (1 + 21a,1 + 27a,9a,3a) € G,

y resulta ser simétrica. Repetimos este procedimiento para cada r € (Z/20Z)*:

(P(a))y, = (2la+1,27a+1,9a,3a) € &
(3P(a))y (3a,2la+1,27a+1,9a) € &
(TP(a))s (27a +1,9a,3a,2la+ 1) € &
(9P(a))y = (9a,3a,2la+1,27a+1) € &
(11P(a)), = (5la+2,57a+2,39a+1,33a+1) € &
(13P(a))y (33a+ 1,5la+2,57a+2,39a + 1) € &
(17P(a))y = (57a+2,3%a+1,33a+1,5la+2) € &
(19P(a))y = (39%a+1,33a+1,5la+2,5Ta+2) € &

lo que prueba que d/20 € B2 (K) si [m/2]3p = 2. Este procedimiento es completamente
algoritmico y puede implementarse mediante un esquema de muestreo e interpolacién de los

coeficientes en la expansiéon b-adica, como se detalla en el siguiente pseudocédigo .

116



Algorithm 1 Reconstruccion simbdlica de expansiones en base variable
Require: Expresion polinémica N(a) € Z[a], base b(a) € Z[a].

Ensure: Expresion simbdlica

3
N(a) = de(a) b(a)*, di(a) € Z[a], 0<dy(a) < bla), Ya € Z=°.
k=0
1: Fijar el conjunto de muestreo S = {0, 1,2, 3}.
Inicializar lista de digitos simbdlicos di(a) < 0.
for cada a; € S do
Evaluar N; := N(a;) y b; := b(a;).

Calcular la expansion candnica:

k>0
Almacenar los digitos di(a;) para cada posicién k.
end for

for cada posicion de digito k£ do

Construir el conjunto de datos:

{(a;,dx(a;)) : a; € S}.
10: Interpolar un polinomio di(a) € Q[a] tal que
dp(a;) = dg(a;) VYa; € S.

11: end for

return La expansién simbodlica

Para calcular cada caso uniformemente, vamos a escribir

d

@(Z/GOZ)XU%(Z/SOZ)XU%(Z/QOZ)X - {Zg 1€ Ry = (ZJ60Z)* U2AZ/30Z)" U 3(Z/2OZ)X} ,

%(Z/HOZ)XU%(Z/%Z)XU%(Z/?;OZ)X - {1612:) . r € Ry := (Z/120Z)% U 2(Z/60Z)% U 4(2/302)*} ,
%(Z/&JZ)X U %(Z/SOZ)X _ {gg . 1€ Ry = (Z/60Z)" U 2(2/302)*},
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e implementamos el algoritmo con N(a) = rP(a) = r((b(a)* — 1)/s para cada valor de m, s

y cada r € R;.

A continuacién se muestran los valores obtenidos:

r [m/2]60 = 37 r [m/2]60 = 49

1 T4a + 45 98a + 59 26a + 15 2a+1 1 26a + 21 98a + 79 T4a + 59 2a+1

2 28a + 17 76a + 46 52a + 31 4a + 2 2 52a + 42 76a + 61 28a + 22 4a + 3
7 38a+23 8b6a+52  62a+ 37 14a + 8 7 62a +50 86a+69  38a+ 30 14a + 11
11 94a + 57 118a 471  46a + 27 22a + 13 11 46a + 37 118a+95 94a+ 75 22a + 17
13 2a+1 T4a +45 98a+59  26a + 15 13 98a + 79  Tda+ 59 2a+1 26a + 21
14 76a + 46 52a + 31 4a + 2 28a + 17 14 4a + 3 52a + 42 76a + 61 28a + 22
17 58a¢ +35 106a+64 82a+49  34a+ 20 17 82a+ 66 106a+85 58a+46  3da+ 27
19 86a + 52 62a + 37 14a + 8 38a + 23 19 14a + 11 62a + 50 86a + 69 38a + 30
22 68a + 41 116a +70  92a + 55 44a + 26 22 92a+ 74 116a+93 68a + 54 44a + 35
23 22a +13  94a+57 118a+ 71  46a+ 27 23 118a+95 94a+75 22a+ 17  46a+ 37
26 da+2 28a + 17  T6a+46  52a+ 31 26 76a + 61 28a + 22 4a+3 52a + 42
29 106a 4+ 64  82a + 49 34a + 20 58a + 35 29 34a + 27 82a 4+ 66 106a 4+ 85 58a + 46
31 14a 4+ 8 38a+23 86a+52  62a+ 37 31 86a +69  38a+30 14a+11  62a+ 50
34 116a+70 92a+55 44a+26  68a+41 34 44a+35 92a+74 116a+93 68a + 54
37 98a + 59  26a+ 15 2a+1 T4a + 45 37 2a+1 26a + 21 98a + 79  74a + 59
38 52a + 31 4a 42 28a + 17 76a + 46 38 28a + 22 4a+ 3 52a + 42 76a + 61
41 34a+20 58a+35 106a+ 64 82a+ 49 41 106a +85 58a+46  34a+27  82a+ 66
43 62a + 37 14a + 8 38a+23  86a+ 52 43 38a + 30 14a + 11 62a + 50  86a + 69
46 44a+26  68a+41 116a+ 70 92a + 55 46 116a+93 68a+54 44a+35 92a+ 74
47 118a+ 71  46a+27 22a+13  94a + 57 47 22a+ 17  46a+37 118a+95 94a+ 75
49 26a + 15 2a+1 74a+45  98a + 59 49 74a + 59 2a+1 26a +21  98a+ 79
53 82a+49 34a+20 58a+35 106a + 64 53 58a +46  34a+27 82a+66 106a + 85
58 92a +55 44a+26  68a+41 116a 4+ 70 58 68a+54 44a+35 92a+ 74 116a + 93
59 46a +27  22a+13  94a+57 118a+T71 59 94a+ 75  22a+17  46a+37 118a+95
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T [m/2]30 = 2 r [m/2]30 = 12

1 2la+1 27a+1 9a 3a 1 2la+8 27a+ 10 9a + 3 3a+1
3 3a 2la+1 27a+1 9a 3 3a+1 2la+8 27a+ 10 9a + 3
7 27a+1 9a 3a 2la+1 7 27a 4+ 10 9a + 3 3a+1 2la +8
9 9a 3a 2la+1 27a+1 9 9a + 3 3a+1 2la+8 27a+10
11 5la+2 57a+2 39%a+1 33a+1 11 5la+19 57a+21 39%a+14 33a+ 12
13 33a+1 5la+2 57a+2 39%a+1 13 33a+12 b5la+19 57a+21 39a+ 14
17 57a4+2 39a+1 33a+1 5la+2 17 57a+21 39a-+14 33a+12 5la+19
19 39a+1 33a+1 bHla+2 bH7a+2 19 39a+14 33a+12 5la+19 5H7a+21
T [m/2]30 = 14 r [m/2]30 = 24

1 9a+4 27a+12 2la+9 3a+1 1 9a+7 27a+21 2la+16 3a+2
3 27a+12  2la+9 3a+1 9a + 4 3 27a+21 2la+16 3a 4+ 2 9a 4+ 7
7 3a+1 9a + 4 27a+12  2la+9 7 3a + 2 9a +7 27a+21 2la—+16
9 2la+9 3a+1 9a + 4 27a 4 12 9 2la + 16 3a + 2 9a + 7 27a + 21
11 39a + 17 574425 5la+22 33a+ 14 11 39a+30 57a+44 51la+39 33a+25
13 57a+25 5la+22 33a+14 39a+ 17 13 57a+44 5la+39 33a+25 39+ 30
17 33a+14 39a+17 57a+25 5la+ 22 17 33a+25 39a+30 57a+44 5la+39
19 5la+22 33a+14 39a+ 17 57a+25 19 5la+39 33a+25 39%a+30 b57a+ 44
T [m/2]30 =4 r [m/2]30 = 22

1 43a+5 49a+5 Ta a 1 Ta+5 49a + 35 43a + 30 a

2 26a+3 38a+4 1lda+1 2a 2 14a 4+ 10 38a+27 26a+ 18 2a+1
3 9a+1 27a+3 2la+2 3a 3 2la+15 27a+19 9a + 6 3a + 2
7 a 43a+5 49a+5 Ta 7 49a 4+ 35 43a+ 30 a Ta+5
9 27a+3 2la+2 3a 9a +1 9 3a + 2 2la+15 27a+19 9a+6
11 53a+6 59a+6 17a+1 1la+1 11 17a +12 59a+42 53a+37 1la+7
13 19a+2 37a+4 3la+3 13a+1 13 3la+22 37a+26 19a+13 13a+9
14 2a 26a+3 38a+4 1lda+1 14 38a+27 26a+18 2a+1 14a + 10
17 lla+1 53a+6 59a+6 17a+1 17 59a +42 53a+37 1lla+7 17a+12
19 37a+4 3la+3 13a+1 19a+2 19 13a+9 3la+22 37a+26 19a+ 13
21 3a 9a+1 27Ta+3 2la+2 21 27a + 19 9a +6 3a + 2 2la + 15
22 46a+5 5H8a+6 34a+3 22a+2 22 34a +24 58a+41 46a+ 32 22a+ 15
23 29a+3 47a+5 4la+4 23a+2 23 4la+29 474433 29a+20 23a+ 16
26 38a+4 lda+1 2a 26a + 3 26 2a +1 14a 4+ 10 38a +27 26a + 18
27 2la + 2 3a 9a+1 27a+3 27 9a + 6 3a + 2 2la+ 15 27a+ 19
29 47a+5 4la+4 23a+2 29a+3 29 23a+16 4la+29 47a+33 29a+ 20
31 13¢+1 19a+2 37a+4 3la+3 31 37a+26 19a+13 13a+9 3la+22
33 39a+4 57a+6 b5la+5 33a+3 33 5la+36 57a+40 39a+27 33a+23
34 22a+2 46a+5 58a+6 34a+3 34 58a +41 46a+ 32 22a+ 15 34a+ 24
37 3la+3 13a+1 19a+2 37a+4 37 19a+13 13a+9 3la+22 37a+ 26
38 l4da +1 2a 26a+3 38a+4 38 26a + 18 2a+1 14a 4+ 10 38a + 27
39 57a+6 5la+5 33a+3 39%+4 39 33a+23 5la+36 57a+40 39a+ 27
41 23a+2 29a+3 47a+5 4la+4 41 47a4+33 29a+20 23a+16 4la+ 29
43 49a + 5 Ta a 43a + 5 43 a 7Ta+5 49a+ 35 43a+ 30
46 58a+6 34a+3 22a+2 46a+5 46 22a+ 15 34a+24 58a+41 46a+ 32
47 41la+4 23a+2 29a+3 47a+5 47 29a 4+ 20 23a+16 4la+29 47a+ 33
49 Ta a 43a+5 49a+5 49 43a + 30 a Ta+5 49a+ 35
51 33a+3 39a+4 57a+6 5la+5 51 57a+40 39a+27 33a+23 b5la+ 36
53 59a+6 17a+1 1la+1 53a+6 53 1la4+7 17a+12 59a+ 42 53a + 37
57 5la+5 33a+3 39%a+4 57a+6 57 39a +27 33a+23 5la+36 57a+40
58 34a+3 22a+2 46a+5 58a+6 58 46a + 32 22a+15 34a+24 58a+41
59 17a+1 1la+1 53a+6 59a+6 59 53a+37 1lla+7 17a+12 59a + 42
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r [m/2]e0 =7 r [m/2]60 = 19

1 37a+4 49a + 5 13a + 1 a 1 13a + 4 49a + 15 37a + 11 a

2 T4a + 8 98a + 10 26a + 2 2a 2 26a + 8 98a + 30 T4a + 22 2a

4 28a + 3 76a + 8 52a + 5 4a 4 52a + 16 T6a + 23 28a + 8 4a 41
7 19a + 2 103a + 11 9la+9 Ta 7 9la +28 103a + 31 19a + 5 Ta +2
11 47a + 5 59a + 6 23a + 2 lla+1 11 23a+ 7 59a + 18 47a + 14 1la+3
13 a 37a+4 49a + 5 13a+1 13 49a + 15 37a+ 11 a 13a + 4
14 38a + 4 86a + 9 62a + 6 14a + 1 14 62a + 19 86a + 26 38a + 11 14a + 4
17 29a + 3 113a+12 10la + 10 17a +1 17 10la +31 113a + 34 29a + 8 17a +5
19 103a 4 11 9la+9 Ta 19a + 2 19 Ta+ 2 9la +28 103a + 31 19a + 5
22 94a + 10 118a + 12 46a + 4 22a + 2 22 46a + 14 118a + 36  94a + 28 22a + 6
23 1lla+1 47a+5 59a + 6 23a + 2 23 59a + 18  47a+ 14 1la + 3 23a + 7
26 2a T4a + 8 98a + 10 26a + 2 26 98a + 30 T4a + 22 2a 26a + 8
28 76a + 8 52a + 5 4a 28a + 3 28 4a+1 52a + 16 76a + 23 28a + 8
29 113a +12 10la + 10 17a +1 29a + 3 29 17a +5 10la+31 113a + 34 29a + 8
31 67a+ 7 79a + 8 43a + 4 3la+3 31 43a + 13 79a + 24 67a + 20 3la+9
34 58a + 6 106a + 11 82a + 8 34a + 3 34 82a +25 106a+ 32 58a+ 17  34a+ 10
37 49a 4+ 5 13a + 1 a 37a+4 37 a 13a + 4 49a + 15 37a + 11
38 86a + 9 62a + 6 l4a +1 38a + 4 38 14a + 4 62a + 19 86a + 26 38a + 11
41 T7a + 8 89a + 9 53a + 5 41a + 4 41 53a + 16 89a + 27 T7a + 23 41a + 12
43 3la+3 67a+ 7 79a + 8 43a + 4 43 79a + 24 67a + 20 3la+9 43a + 13
44 68a + 7 116a + 12 92a + 9 44a + 4 44 92a + 28 116a + 35 68a + 20 44a 4 13
46 22a + 2 94a + 10 118a + 12 46a + 4 46 118a + 36  94a + 28 22a 4+ 6 46a + 14
47 59a + 6 23a + 2 1la+1 47a+ 5 47 1la + 3 23a+ 7 59a + 18 47a + 14
49 13a+1 a 37a+ 4 49a + 5 49 37a + 11 a 13a + 4 49a + 15
52 4a 28a + 3 76a + 8 52a + 5 52 76a + 23 28a + 8 da+1 52a + 16
53 4la + 4 TTa + 8 89a + 9 53a + 5 53 89a + 27 T7a + 23 41a + 12 53a + 16
58 106a + 11 82a + 8 34a + 3 58a + 6 58 34a + 10 82a +25 106a + 32 58a + 17
59 23a + 2 1lla+1 47a 4+ 5 59a + 6 59 47a + 14 1la+3 23a + 7 59a + 18
61 97a+10 109a + 11 73a+ 7 6la 4 6 61 73a+22 109a+ 33 97a+ 29 6la + 18
62 l4a +1 38a + 4 86a + 9 62a + 6 62 86a + 26 38a + 11 14a + 4 62a + 19
67 79a + 8 43a + 4 3la+3 67a 47 67 3la+9 43a + 13 79a+24  67a+ 20
68 116a + 12 92a + 9 44a + 4 68a + 7 68 44a + 13 92a + 28 116a+ 35 68a + 20
71 107a + 11 119a + 12 83a + 8 Tla+7 71 83a+25 1194436 107a+32 7la+ 21
73 6la 4 6 97a+ 10 109a + 11 T3a+7 73 109a 4+ 33  97a + 29 6la + 18 73a + 22
74 98a + 10 26a + 2 2a T4a + 8 74 2a 26a + 8 98a + 30 T4a + 22
76 52a + 5 4a 28a + 3 76a + 8 76 28a + 8 4a+1 52a + 16 76a + 23
77 89a + 9 53a+5 4la + 4 T7a+ 8 ud 4la + 12 53a + 16 89a + 27 T7a 4 23
79 43a + 4 3la+3 67a 4+ 7 79a + 8 79 67a + 20 3la+9 43a 4 13 79a + 24
82 34a + 3 58a + 6 106a + 11 82a + 8 82 106a + 32  58a + 17 34a + 10 82a + 25
83 Tla+7 107a 4+ 11 119a + 12 83a + 8 83 119+ 36 107a+32 T7la+ 21 83a + 25
86 62a + 6 14a + 1 38a +4 86a + 9 86 38a + 11 14a + 4 62a + 19 86a + 26
89 53a + 5 4la+4 T7a + 8 89a + 9 89 T7a+23  4la+ 12 53a + 16 89a + 27
91 Ta 19a + 2 103a + 11 9la+9 91 103a + 31 19a 4+ 5 Ta+ 2 9la + 28
92 44a + 4 68a + 7 116a + 12 92a + 9 92 116a + 35 68a+20  44a+ 13 92a + 28
94 118a + 12 46a + 4 22a + 2 94a + 10 94 22a + 6 46a + 14 118a + 36  94a + 28
97 109a + 11 73a+7 6la + 6 97a 4 10 97 6la + 18 73a + 22 109a + 33  97a + 29
98 26a + 2 2a T4a + 8 98a + 10 98 T4a + 22 2a 26a + 8 98a + 30
101 17a +1 29a + 3 113a +12 10la + 10 101 113a + 34 29a + 8 17a +5 101a + 31
103 9la +9 Ta 19a + 2 103a + 11 103 19a 4+ 5 Ta+2 9la + 28 103a + 31
106 82a + 8 34a + 3 58a + 6 106a + 11 106 58a + 17  34a+ 10 82a + 25 106a + 32
107 119a + 12 83a + 8 Tla+7 107a + 11 107 Tla + 21 83a+25 119a+ 36 107a + 32
109 73a+ 17 6la + 6 97a + 10 109a + 11 109 97a + 29 6la + 18 73a + 22 109a + 33
113 101a + 10 17a + 1 29a + 3 113a + 12 113 29a + 8 17a + 5 10la + 31 113a + 34
116 92a + 9 44a + 4 68a + 7 116a + 12 116 68a + 20 44a + 13 92a + 28 116a + 35
118 46a + 4 22a + 2 94a + 10 118a + 12 118 94a + 28 22a + 6 46a + 14 118a + 36
119 83a + 8 Tla+7 107a + 11 119a + 12 119 107a + 32  7la+ 21 83a+25 119a + 36
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y se verifica que todas las representaciones son simétricas, lo que concluye la demostracion.
m

El teorema establece que existe una componente en comun {i # 0: dy | ¢ V dy | i},
cuya cardinalidad es
{ dy+dy—2, [mly=1
diy +dy—3, [m]s=
debido a la proposicion , notar que d, +d, — 3 = m? —m — 3. Los elementos no triviales

que se agregan en funciéon de m son de la forma

dr
— ’I"GRj,
S

pero la cardinalidad de R; es independiente de m, explicitamente:

[Bi] = »(20) =8

[Ra| = (60) +¢(30) + (20) = 32
[Rs| = ¢(120) 4+ ¢(60) + ¢(30) = 56
[Ral = ¢(60) + ©(30) = 24

Las condiciones sobre [m/2]. se pueden juntar sobre condiciones en [m]ia0, lo que permite
obtener la cardinalidad de 2B2,(K) si se asume la igualdad en el teorema m

(m*—=m—3)+1 ,m impar
(m2—m—3)+8 ,[mls € {4,24, 28,48, 64,84, 88, 108}

(m2 —m — 3) +32 [m]lgo € {8, 44, 68, 104}
%87, ()| =

m

(m* —m —3)+56 ,[mliy € {14,38}
(m? —m —3)+24 [m]i € {74,98}

(m? —m — 3) , 0tro caso

\

En la siguiente secciéon realizaremos el mismo analisis en dimension 4. En ese caso se identifica
nuevamente una componente comun y, a partir de cédlculos computacionales explicitos,
aparecen Orbitas adicionales para distintos valores de m. Aunque no se obtiene una descripcion
explicita completa como en el caso de superficies, estos resultados refuerzan la estructura
observada y motivan una reformulacién més natural del conjunto B7, (K) en términos de un

conjunto excepcional &.
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3.4. Caracteres de Hodge en Klein, n =4

El objetivo de esta seccién es exponer primero la parte que puede describirse de forma
uniforme y luego presentar la evidencia que apunta hacia una clasificacién modular de las

orbitas excepcionales.
Continuamos razonando al igual que antes, escribimos

b —1
b+1

d = =b-1F+b+1)(b* — b+ 1) = didsds.

Lema 3.4.1.
(C’ (1,0,0,170,0)b)b c 6, Ve e {0,...,d1d3}

Demostracion. Sea ¢ < didz = b* — 1. luego (¢), = (c- (1,0,0)), = (x,y,2) para ciertos
z,y,z €40,...,0—1}. En particular,

(c-(1,0,0,1,0,0))p = (x,y, 2, 2,y,2) €S, VeeA0,...,dyds}.

O
Teorema 3.4.2. Para m > 3 tenemos
B,,(K) 2 {i € (Z/dZ) \ {0} : ds | i}.
Demostracion. Tomemos i = kdg con k € {1,...,dyds — 1} y observar que
mltils = mltkdglq

= [tk]a,a,mdg

= [tk]ayas - (1,0,0,1,0,0),
de donde se sigue que A(ti) € & por el lema [3.4.1] O

[lustramos ahora esta situaciéon con algunos valores concretos de m, en los que se aprecia
tanto la componente trivial del teorema [3.4.2] como la aparicién de érbitas excepcionales

adicionales.
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Ejemplo 30. Considere la 4—variedad cudrtica de Klein

Vi = {ydyr + Yy + vsys + Yaya + viys + yiyo = 0} C PP

En este caso tenemos
b=3, d=didsdg =2-12 -7 = 182.

El conjunto de caracteres es
Bi(K)={i#0: 7|i}uU{13,39,65,117, 143,169},
podemos observar que la componente extra es

d
13-{1,3,5,9,11,13} = — - (Z/142)".

Ejemplo 31. Considere la 4—wvariedad de Klein de grado 6
Ye' = {woyr + yive + Y3ys + Y3ua + y3ys + yiyo = 0} C P,
En este caso tenemos
b=25, d = dydzdg = 4 - 31 - 21 = 2604.
El conjunto de caracteres es

BHC) = {i £0:21 | i} U 54 (Z/84Z)* U % (Z/42Z)* U % (Z/28Z)* U 1% (Z/14Z)".

El primer valor de m donde el teorema se obtiene igualdad es m = 7:

Ejemplo 32. Considere la 4—wvariedad de Klein de grado 7
Y7 = {yoyn +y1y2 + ysus + y5ya + yiys + ysyo = 0} S P,
En este caso tenemos
b=6, d = dydsdg =5 -43 - 31 = 6665.

El conjunto de caracteres es

Br(K) = {i #0:31|4}.

La componente trivial {i # 0 : dg | i} resulta contener gran parte de B2 (K), esto reduce

drésticamente el coste computacional para calcular B2 (K).
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Se procede a calcular explicitamente B2 (K)\ {i : ds | i}. Como este complemento es estable

por la accién de (Z/dZ)*, podemos expresar la érbita de i € B2 (K)\ {i : dg | i} como
(Z/eZ)* con e =d/(i,d).

e
Para organizar la evidencia computacional, recopilamos a continuacién los denominadores

observados para m < 54, separados segun los valores de m para los que aparecen.

m | e m | e
3|21 32 | 126,42, 14
4|14 33| 21

5 139 34 | 28,14
6 | 84,42,28,14 36 | 78
11 | 39 44 | 78,39
12 | 42,21 45 | 21
18 | 168,156, 84, 78,42, 28, 14 46 | 28,14
20 | 42,14 48 | 42,14
24 | 78,42, 21 50 | 78,39
30 | 78 54 | 42,21

Los valores de m < 54 omitidos son aquellos donde
B,,(K) = {i #0: d}.

Es razonable esperar un patrén periédico como ocurre en n = 2 con m maddulo 120.

Debemos notar que en el caso de superficies, los denominadores que aparecen son
e = 20, 30, 60, 120,

y estos se distribuyen dependiendo del valor de m, esto sugiere que existe una forma mas

limpia de organizar la informacién anterior.

En el caso n = 4 tenemos

e =14,21,28,39,42,78,84,126, 156, 168,
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y ahora mostramos cuéles de ellos aparecen en funcién de m:

(& m

14 | 4,6,18,20,32, 34, 46, 48
21 | 3,12, 24, 33, 45, 54

28 | 6,18, 34, 46

39 | 5,11,44,50

42 16,12, 18,20, 24, 32, 48, 54
78 | 18,24, 30, 36, 44, 50

84 |6,18

126 | 32

156 | 18

168 | 18

Recordamos que estos datos estan hasta m < 54 pero desde ya se aprecia algo evidente, el

denominador e aparece si [m]. € Se, es decir, las érbitas excepcionales

g (Z/eZ)*

aparecen segun el residuo de m médulo e, esto sera fundamental para describir 87 (K) y serd
probado en la Seccion

En el caso de superficies, basta considerar

E2 = {20([m)20=1,8) 30(jm]s0=8,14)» 60 ([m]s0=8,14,38,44), 120 ([m]100=14,38) }

donde s, aparece si la condicion p se satisface, por lo tanto, el teorema se reescribe

COIMoO: p
Br(K)2{i#0: di|i v di|i}u — (Zfez)".
e€é?,

Con la informacién disponible, la descripcion en el caso n = 4 parece incompleta para e > 78,

pero el conjunto excepcional £2 tendria la forma

Er = {14(iml1a=1.6)> 21 ((m]s1=3.12) 28([(m]as=6.18) 39([mlso=5.11)s 42([m]42=6,12,18,2024.32) - - - }

con total certeza. El conjunto £} serd completado en la Seccién

Terminamos esta seccién resumiendo las ideas que emergen del andlisis en dimensién 2 y 4

respecto a la estructura del conjunto de caracteres de Hodge en Klein.

El conjunto B} (K) contiene una componente trivial

B v (K) S B7,(K)

trivial
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que depende tnicamente de ciertos factores ciclotomicos de d. Ademads, las orbitas
excepcionales generadas por d/e aparecen segin el valor de m (méd e). La primera afirmacién

se probard en la Seccién 3.5y la segunda en la Seccién [3.7]

3.5. Caracteres triviales

En esta seccién describimos explicitamente la componente trivial de B7,(K) en dimensién
arbitraria. Veremos que este subconjunto estda gobernado por ciertos factores ciclotomicos
especiales de d, los cuales producen representaciones b-adicas simétricas estables bajo la
accién de (Z/dZ)*. Esta descripcién proporciona una caracterizacion uniforme de una parte

fundamental de los caracteres de Hodge en Klein.

Notacién 3.5.1. Sea L =n+ 2 = 2"k con k impar, denotamos

d
Qn=0b"+(-D" y Dy=—,
Qn

para h = 2°k con s € {0,...,r—1} yq=L/h =2""%.

El rol de Dy, sera proveer la parte de la descomposicién ciclotomica de d necesaria para la
simetria.
Notacién 3.5.2. Para una tupla v y un entero k, escribiremos

v® = (v,...,v),

la concatenacion de v consigo mismo k-veces.

Lema 3.5.3. La representacion b-ddica de mD), es

(1,001 (@) para h impar
(b—1)M, 0 @/2 para h par

(mDh)b = {

Demostracion. Inmediato desde las siguientes identidades algebraicas:

vb—1 (V) -1
Dy = = =14+ + 0™ 4.l Dh
mduoip bh 1 bh 1 + + + +

y
/2—1
bh—1 (") —1 ‘
Dy, = = =" -1 b
mhhv =g = ey O Y ;
para h impar y par respectivamente. L]
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Lema 3.5.4.

s (- (1,0 e, Vee{o,...,0h =1} h impar
s (c-((b—1)™ oMWY, €&, Vee{0,...,b" +1} h par
Demostracion. Si ¢ < b" — 1 entonces (c), = (c- (1,007Y),), = (z1,...,25) para ciertos
z; € {0,...,b— 1}. En particular,
(c- (1,002, = (21, .. ap a1, 1) €S

es simétrico si h es impar. Para el segundo caso, observar que con ¢ = b"+1 o ¢ = b" se satisface

trivialmente. Si ¢ < b" — 1 entonces (c), = (z1, .. ., xs)p para ciertos x; € {0,...,b— 1}, luego
(c- (b= 0"y = (=21, ..., —Tp, @1, .., k)
y digamos que xj, es el primer término no nulo, entonces su representacién en base b es
OF VD b—apb—1—appq,....0—1—ap, (b= Y p — 1 a4, 2) €6
Un célculo directo muestra que para ¢ = b" se obtiene

(c-mDp)y = (0", (b —1)M) € &.

m
Definicién 3.5.5. Con la misma notacion de antes, se define
r—1
Biia () = (i € (2/dZ)\ {0} : Dy |1},
s=0
Ahora enunciamos el teorema principal de esta seccién.
Teorema 3.5.6. Tenemos
%le’\tllal(lc> g EBZ’LUC)
Demostracion. Sea © = koDy, entonces desde el lema |3.5.3
tkd tk]o, (1,00h=1) (a) , h impar
@nlq [tK]q, (b — 1), 0M), "= par
y en cada caso se obtienen representaciones simétricas en virtud del lema [3.5.4] O
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Mostramos como B (K) se reduce exactamente a las componentes descritas en

trivial

Secciones 3.3y B.4

Ejemplo 33. Sin =2 entonces L = 22, debemos considerar
h = 2%, s € {0,1},

lo que recupera
d d

= — = DIZ =
bl 4+ 1 d, S TR

Sin =4 entonces L = 2% -3, debemos considerar

Dao

h=2.3  se{o},

lo que recupera

d J—
B—1

D203 = d6-

dy.

las

En consecuencia, los teoremas y son casos puntuales del teorema [3.5.6] El alcance

de este ultimo teorema permite obtener esta componente trivial en cualquier dimensién de

forma inmediata.

Corolario 3.5.7.

trivial

= B (K) = {i #£0: dg| i}

trivial

s B0 (K)={i#0: dyds |i V dydg|i V didy | i}

trivial

n BES LK) ={i#0: dig| i}

- BUL(0) = (i £ 0 dudsdiz | i V didsds | i}

trivial

n B2 () ={i£0: dy i}

trivial

L %m,lzl (’C) = {Z 7é 0: d4d8d16 ‘ 1V dldgdlﬁ ’ 1V d1d4d16 ’ 1V d1d4d8 ‘ Z}

trivial

u SBm’lfj (IC) = {Z 7é 0: d6d18 | ’L}

trivial

= BIE(K) = {i £ 0 dadiodao | iV didsdo | i}

trivial

%II;{VQ&(’C) = {@ 7é 0: da | Z}

s B2 (K) ={i #0: dydgdsdiodoy | iV didsdedsdays | iV dydsdydgdys | i}

trivial

u %m,24 (IC) = {Z 7A 0: d26 | Z}

trivial
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Observacién 3.5.8. Recordamos que desde la descomposicion espectral [3.1.3 tenemos que
dimHE3 (Y1, Q) = B}, (K)| + 3,

por lo que determinar la cardinalidad de la componente trivial resulta ser un paso esencial.

Este conteo es inmediato desde el principio de inclusion-exclusion.

Ejemplo 34. En el cason = 2 tenemos d = didy y la componente trivial es generada por dy
y dy. Desde la pmposz’cz’dn sabemos ademds que (dy,ds) =1+ 1(pmj,=0), luego
m d d
|%tri73ia1(lc)| = —+ — —(di,dy) — 1,
dy  dy

que expresado en funcion de m es

|%m’2 (/C)| = ’rrL2 —m—-—3+ 1([m]2:1).

trivial

El caso n = 4 tenemos d = dydzdg y la componente trivial es generada por dg, luego

d
|%${31a1(K)| = d_ —1l=did3—1= m> —3m? 4 3m — 3.

6
En el caso n = 6 tenemos d = dydydg y la componente trivial es generada por dudg, didg y

didy, luego

B8 ()| = dy + dy + ds — (dy,dy) — (dy, dg) — (dy,ds) + (dy,dy, ds) — 1,

trivial
podemos calcular que
(dy,dg) =1, (di,ds) = (dr,dg) = 1+ L(pm)y=0),
y tras expresarlo en funcion de m nos queda

B8 (K)| = m* —4m® + Tm? — 5m — 3 + 2(fmlo=1)-

trivial
Razonando de la misma forma se llega a que

B8 (K)| = m® — 5m?* + 10m® — 10m? 4 5m — 3,

trivial

9

1B (K)] = m® — 6m® + 15m* — 19m® + 12m* —3m —1 -

trivial
)

S W NN =

?

m,n

oo 1 (KC) contiene la parte genérica de B7,(K) y su cardinalidad viene dada

La componente B
por un polinomio en m de grado n/2 + 1. Los caracteres triviales en Klein constituyen el
nicleo aritmético méas estable de B, (K) y su levantamiento a la hipersuperficie de Fermat

X7 admite una descripcién completamente explicita, como veremos en la siguiente seccién.
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3.6. Levantamiento de B;." (K)

trivial

Una vez identificada la parte trivial de B! (K), el problema consiste en comprender cémo
estos caracteres se transportan bajo el pullback hacia la hipersuperficie de Fermat asociada.
La idea central de esta seccion es mostrar que dicho levantamiento preserva la estructura
combinatoria relevante y, en particular, que los caracteres triviales de Klein se transforman

en caracteres lineales de Fermat.

Tenemos el cubrimiento monomial
. n n
o Xp—=Yr

descrito en la Secciéon donde D = b"*2 — 1. Recordamos que su accién por pullback

¢ Hpm (V) = Hpn (X3),

prim prim
actua entre los caracteres mediante
¢*: (Z/dZ) \ {0} — Ap
donde
¢* (i) = m[ilqa(b™*, ..., —b% b, —1) (méd D).

Vamos a escribir
n+1
¢*(i) = (Z ajbﬂ‘) (O, =b% b, —1) (méd D),
=0

con (ag, ..., an11) = A(i).

Observacion 3.6.1. Conviene sequir recordando la escritura h = 2°k enunciada en [3.5.1
esta serd indispensable pues determina completamente la estructura de ¢*(Dy,) como cardcter

lineal en Fermat, concretamente en como se emparejan sus coordenadas.

Lema 3.6.2. Denotemos a = A(Dy,). Entonces
a4 — ((b_l)(h)70(h)>(Q/2)7 s 0

a= (1,000 5=

Demostracion. Inmediato desde el lema [3.5.3] considerar que h es impar solo si s = 0, y en

cuyo caso q = 2". ]
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Lema 3.6.3. Sea i € (Z/dZ) \ {0} maltiplo de Dy. Si s # 0, entonces
\i) = (B,0)0"

donde B, C son tuplas de tamano h, verificando que B;j+C; = b—1 para cada j =0,...,h—1.
Si s =0, entonces

(i) = (B)@

donde B es una tupla de longitud h.

Demostracion. Inmediato desde la demostracién del lema [3.5.41 m

Los lemas anteriores muestran que los caracteres triviales poseen una estructura periédica

muy rigida; esa periodicidad es precisamente la que forzara la simetria tras el levantamiento.

Recordamos que
={a e A} : «aes D-emparejable} C B} (F)

es el conjunto de caracteres lineales en Fermat X7,. Para un i € B[ (K) vamos a denotar

trlvlal

por 3 = ¢*(i) su levantamiento a X7},

L-1
B = (=b)* (Zaﬂﬂ) (méd D), k=0,...,n+1.

J=0

Lema 3.6.4. 3 es 2h-periddico, es decir, para cada i € {0,...,2h—1} yj € {0,...,q/2—1}
tenemos

Bivicny = Bi
Demostracion. Escribamos a = A(i), por el lema se sigue que si s # 0 entonces

a= (B,C)(Q/Q)

para ciertas tuplas B, C' de longitud A verificando B;+C; = b—1 paracada j =0,...,h—1.
Si s = 0 entonces
= (B, B)(q/2)

para cierta tupla B de longitud h. En cada caso a es 2h—periédico. Observar que

2-1op-1 2h—1 2-1
Za]b] Z Z a]b”k (2h) (Z a; ) Z pFCR) —. S M

k=0 j=0 k=0
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donde L
-1

Notar que

. i1
M(bj(Qh) . 1) —D- (62h>] —1 =D ]z:bk‘(?h)
- ph—1 ’

y ast MM = M (méd D). Finalmente, vemos que

Birim = S(=b) ) = G M (—b)'H/ = SoM(—b)' = B (méd D)

Gracias al lema vamos a escribir
[ = ( E)(q/ 2)
donde E es una tupla de longitud 2h. Denotemos

E = (507 cee aﬁQh—l)a

el dltimo lema serd el que permita concluir que 8 € D%, todo el emparejamiento ocurrira
D>

dentro del bloque F en forma simétrica.

Lema 3.6.5. E es D-emparejable con desfase h, es decir,
Bi+ Birn=0  (mdd D)

parai=0,...,h —1.

Demostracion. Con la misma notacién que en la demostracién anterior, escribimos S = SoM

con
2h—1

S(): Zajbj.

j=0
Si s # 0 entonces
a=(B,C)/?

para ciertas tuplas B, C' de longitud h verificando B;+C; =b—1paracada j=0,...,h—1.
Luego,

h—1 h—1
So = (Z ij7’> + b (Z cjbf) =: Sp+b"Se.
j=0 j=0
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La condicién B; 4+ C; = b — 1 implica que
h—1 h—1
Sp=Y B/ =) (b—1-Cy¥ = (" —1) - Sc.
Asi,
So = Sp +b"Sc = b — b + (1 — b")Sp.

Recordar que s # 0 equivale a h par, vemos que
Bi+ Birn = S(=b)"(1+ (=b)")

b —1
bh— 1

Y — 1) — Sp) D

(=)

= (=B — b+ (1 - 0")Sp)(1+ ")
(=0) b1
(=)

lo que implica 8; + Biyn =0 (méd D).
Si s = 0 se razona similarmente, tenemos
a=(B,B)Y?
con B una tupla de longitud h. Luego,
Sy =Sp+b"'Sg = (1+b")Sp.
En este caso h es impar, luego

Bi+ Bixn = S(=b)' (14 (=b)")
(DSl B
= (=b)i(1+b")Sp(1—0b")
= —(=b)'SgD

D
1

y aSia /B’L + ﬁi+h =0 (méd D) ]

La periodicidad y la simetria establecidas en los lemas anteriores permiten concluir el siguiente

resultado.

Teorema 3.6.6. Todo cardcter trivial en Klein se levanta a un cardcter lineal en Fermat,
es decir,

¢"(Birivial(K)) € D

trivial
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Observacién 3.6.7. Las coordenadas que se emparejan en ¢*(kDy) estan determinadas
completamente por el factor ciclotomico Dy, esto es lo que se detallo explicitamente en cada

lema durante esta seccion.

El siguiente ejemplo es especialmente significativo: corresponde al caso n = 4, donde la
conjetura de Hodge presenta ya un contenido geométricamente relevante, y ademas en m = 7
donde tenemos que B%(K) coincide con la componente trivial. Mostraremos explicitamente

coémo los caracteres triviales de Klein se levantan a caracteres lineales en Fermat.

Ejemplo 35. Volvamos con la 4—variedad de Klein de grado 7

Y2t = {y0yr + iy + yous + ysya + y5ys + ySyo = 0} C P,
tal como vimos en el ejemplo [39 tenemos
b=6, dg = 31.

En este caso, podemos cubrirla por la 4—variedad de Fermat de grado D = b5 — 1 = 46655

46655 46655

4 46655
Xieess = 120 + 2]

46655
+ x,

+ T3 + 1‘36655 + $§6655 — 0} g PS.

Los caracteres de Hodge en Klein son

BIK) =B7" (K) = {i € (Z/6665Z) \ {0} : 31]1}.

trivial

Tomaremos i = 31 y calcularemos su levantamiento a Fermat X jggss:
7-31(6°, —b*, b3, —b% b, —1) = (7812,45353, 217, 38843, 1302, 46438)  (méd 46655),
y comprobamos que
7812 438843 = D, 45353 + 1302 =D, 217+ 46438 =D,

por lo tanto,
¢*(31) € Diiges5-

Por el teorema[3.6.6 lo mismo ocurrird con cada miltiplo de 31. En particular,

| P Ve | =PV @ Vi) =C-{[%pm: T w}

1€B3(K) 31s a€D%6es5

es generado por ciclos lineales tras levantar a X jsess, y asi

Hprlm(Y}47 Q) ®Q (C = V @ V @ C {Qﬁ*ww]pnm : j’ UJ}

i€B3(K)

es generado por ciclos algebraicos, es decir, la Klein Y- verifica la conjetura de Hodge.
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Observacion 3.6.8. El método propuesto consiste en levantar la descomposicion espectral en
la hipersuperficie de Klein Y, hasta la descomposicion espectral clasica de la hipersuperficie de
Fermat X%. La dificultad evidente es que el grado D := (m—1)""2—1 resulta ser muy grande
y en general no verifica las hipdtesis de Aoki-Shioda[2.6.1], en particular D, C BY,. De este
modo, no resulta esperable que la conjetura de Hodge en la Fermat X}, se satisfaga unicamente
con ciclos lineales estdndar. Para poner esto en perspectiva, la Fermat X jgq.- del ejemplo

resulta un caso intratable en la actualidad, pero nuestro método esquiva esta complejidad al

74

() que es levantada a Diggss © Bigess(F). Mds generalmente,

=

aislar la componente B
la condicion B (K) = Bl (K) equivale a la conjetura de Hodge en la hipersuperficie de

trivial
y n
Klein Y.

Observacion 3.6.9. FEs posible verificar que el grado D nunca es 4 ni primo. Para n > 4
existen soluciones infinitas, pero sin abarcar toda la generalidad del método propuesto, por
ejemplo, m = 7 +— D = 46655 es resuelto pese a que ged(46655,6!) # 1. Podemos ver que
Y. también es un caso positivo en Klein pues acd D = 12° —1 = 2985983 es coprimo con 6!.

Analizar las condiciones para BT, (K) = B:" (K) resulta un problema dificil y que iremos

tratando poco a poco, por otra parte, el caso aislado ged(D, (n+ 2)!) = 1 resulta inmediato y

nos provee familias explicitas en Klein (tras fijar la dimension).

Teorema 3.6.10. Sea D = (m — 1)® — 1. Entonces
ged(D,6!) =1 = m=1,13,19 (mdd 30).
Demostracion. Sea b = m — 1, notar que 6! solo contiene 2,3,5 como factores primos. Sea
p € {2,3,5}. Si p | b, entonces
D=0 —-1=-1 (mdd p),

por lo que pt D.

Supongamos ahora que p 1 b. Entonces b € (Z/pZ)*, y
p|D <= =1 (médp) < ord,(b) | 6.
Para p =2, 81 21, entonces b =1 (méd 2), de modo que
' —1=0 (mad 2).
Por consiguiente, es necesario y suficiente que 2 | b.
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Para p = 3, el grupo (Z/37Z)* tiene orden 2. En consecuencia, todo elemento invertible tiene

orden 1 o 2, ambas divisoras de 6. Por tanto, es necesario y suficiente que 3 | b.

Finalmente, (Z/5Z)* es ciclico de orden 4. Asi,
ords(b) | 6 <= ords(b) € {1,2} <= b=+1 (mdd ).
Por tanto, para evitar que 5 | D, es necesario y suficiente que
b=0,£2 (méd 5).
En consecuencia,
2| b, 3]0, b=0,£2 (mdd 5).
Aplicando el teorema chino del resto se obtiene
b=0,12,18 (méd 30),

es decir,
m=1,13,19 (mdd 30).

O

Observacion 3.6.11. FEl teorema|3.6.1() es facilmente generalizable, mostramos los valores

de m de modo que ged(D, (n+2)!) =1 para n < 10:
» (n=4) — m=1,13,19 (mdd 30)
» (n=6) — m=1,31,61,151,181 (mdd 210)
» (n=8) — m=1,13,19,31,43,61, 73,103,109, 139,151, 169, 181,193,199 (mdd 210)
» (n=10) — m =1,421,631,841, 1051, 1261, 1471, 1681, 1891 (mdd 2310)
Corolario 3.6.12. La conjetura de Hodge en la hipersuperficie de Klein Y, es satisfecha
para cualquier (n,m) verificando las condiciones anteriores.

En la Seccién se calculé B2 (K) de manera explicita hasta m < 54, lo que nos permite

obtener inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 3.6.13. La conjetura de Hodge en la 4-variedad de Klein Y, se verifica para

m=7,8,9,10,13,14, 15,16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 47, 49, 51, 52, 53,

con ciclos algebraicos provenientes de ciclos lineales en la 4-variedad de Fermat X3,
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Observaciéon 3.6.14. Notar que m = 7 visto en el ejemplo es el primer caso donde el

método funciona, también observar que la lista del teoremal|3.6.10 queda contenida en esta.

La descripcién

trivial

,06) = Bl U | 2 (@/em)

ec&n
surge naturalmente, la condicién & = () asegura que sobre la hipersuperficie de Klein Y;?

vale la conjetura de Hodge.

La siguiente seccién serd dedicada a estudiar la estructura excepcional de B} (K), en
particular, probar que las érbitas excepcionales generadas por d/e aparecen segin el valor de

m (méd e). Esto tltimo permite escribir:
5731 2 {20([m]20:4,8)7 30([m]30:8,14)a 60([771]60:8,14,38,44)7 120([m]1zo:14,38)}7

y parcialmente para n = 4:

Em 2 {14 (pmra=a,6) 21 ()21 =3,12) » 28 (m]s=6,18)> 3 ([m]s0=5,11)s 42([m]12=6,12,18,20.24,32) s - - - } -

Lo que resulta realmente complicado es poder afirmar que tales listas de denominadores &

estén completas, y en consecuencia, lograr la igualdad deseada.

Una vez establecida la estructura excepcional de 87, (K), la Seccién completara el caso
de superficies y en la Seccién presentara elementos de £ para n < 8 a partir de una

busqueda computacional.

3.7. Estructura general de B (K)

En esta seccion obtenemos una descripcion estructural completa del conjunto de caracteres de
Hodge en Klein. Mds precisamente, mostramos que la parte excepcional de B7,(K) se organiza
en Orbitas indexadas por ciertos enteros e, y que la apariciéon de cada una de estas orbitas
depende tunicamente del valor de m modulo e. Este fenémeno, observado empiricamente en

el caso n = 2 y n = 4, resulta ser completamente general.

El punto clave serd reducir la condiciéon d/e € B" (K) a un criterio intrinseco en la
hipersuperficie de Fermat de grado e, lo que permite detectar las érbitas excepcionales

mediante un Unico vector “test”.

137



Proposicién 3.7.1. Tenemos la descomposicion

n d X
Bl.K)= | - @/
eld
2eB7,(K)

en union disjunta.

Demostracion. El conjunto B7,(K) es estable por la accién de (Z/dZ)*, por lo que este es

unién disjunta de sus érbitas Oy. Para cada i € O C B” (K), tenemos

d
e

donde e = d/(i,d). O

Op =i (Z)dZ)* = £ - (Z/eZ)*

Observacion 3.7.2. La proposicion muestra que toda orbita de BI' (K) puede ser
representada por un unico elemento de la forma d/e. Esto resulta ser la eleccion mds natural,
su orbita serd de tamano @(e).

Proposicién 3.7.3. Sie # 1 entonces e | Qp, si y solo si, dfe € B (K).

trivial

Demostracion. Como Dy, = d/Q);, entonces e | @y, equivale a que Dy, | (d/e), y en consecuencia
d/e € B (K) pues d/e # d. O

trivial

Definicién 3.7.4. Se define el conjunto excepcional de B, (K) como

Em=A{eld: etQu N (d/e) € B (K)}.

En consecuencia, el conjunto B” (K) se descompone en érbitas generadas por elementos de
la forma d/e. Las érbitas correspondientes a divisores de los ), recuperan exactamente la

componente trivial, y el resto de érbitas excepcionales son indexadas por &),.

La eleccion del representante de las drbitas que hacemos en la proposicion es
fundamental, en el siguiente teorema establecemos un criterio clave para detectar cuando
d/e es un caracter de Hodge en Klein, las condiciones aritméticas de B (K) se traducen

naturalmente a las condiciones aritméticas sobre B2 (F).

Teorema 3.7.5. Para cada e | d tenemos

g eBr(K) <« [(1,=b,....(=b)")). € B(F).

e
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Demostracion. Sea t € (Z/eZ)* y
Dt -
— = Z akbk
€ k=0
la representacion b-adica de %. Sea
Ty = [tbk]e,

como e | D, entonces

Tn4o =T0 = t.
Para cada k =0,...,n+ 1, se define ¢; € {0,...,b— 1} por la relacién

ka = €Ck—|—7”k+1.

Entonces, multiplicando por b"*'~* y sumando sobre k, obtenemos una suma telescépica:
n+1 n+1
E (brk — Tk+1)b”+1_k = E ecy bR,
k=0 k=0
El lado izquierdo es
bn+27“0 — Tny2 = tD,

por lo que
n+1

Dt _
- = E Ck bn+1 k.
e
k=0
Comparando con la representacion

n+1

Dt
- = E akbk )
€
k=0

se deduce que

Qr = Cnt+1—k-

Por tanto,
n+1 n+1
> (—Dfar = =) (~1Fe.
k=0 k=0

Por otra parte, desde bry — rp11 = ecy se sigue que

n+1 n+1 n+1
e (—Dfep =Y (=1)F(bry —ripr) = b+ 1) > _(=1)Fry,
k=0 k=0 k=0
y entonces
n+1 n+1
e (—Dfap=—0b+1)> (=1
k=0 k=0



Ahora observamos que

. Tk, si k es par,
[t(=b)"]e =
e — T, sik esimpar.
En consecuencia,
n+1 n n+1
D= (5 +1) e+ S
k=0 k=0

Sustituyendo en la igualdad anterior obtenemos

e (—Dfap=—(b+1) (Z[t(—b)k]e — (g + 1) e) ,

k=0 k=0
y se sigue
n+1 n+1 n
S Drar =0 = S0 = (5 +1) e
k=0 k=0
lo que concluye la demostracion. O]

Observacién importante. Sie | d con e # 1, entonces desde el teorema se sigue que

e|Qn <= Dl|(dle) +— gb*(d/e):%l(b”“,...,—bQ,b,—l)ei)%,

pero md/e = D /e, entonces esto iultimo equivale a que
[(1,=b,.... (=)™ € D7 € BL(F),

nos referiremos a [aple = [(1,—=b, ..., (=b)"™)]. como el vector test asociado a e | d.

A continuacién juntamos la proposicién [3.7.1] y el teorema para dar una descripcion
estructural del conjunto excepcional £, veremos que la aparicion de elementos excepcionales

e solo depende de la clase de m (mdd e).
Teorema 3.7.6. Para cada n > 2 par, el conjunto excepcional &} es de la forma
Em = {€(ml.es.) feeen,

donde S. C {3,...,e —1}. Entonces, B}, (K) se escribe como la union disjunta:

Br,(1) = B () U | g-(Z/eZ)X.

trivial
ec&n
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Demostracion. Fijemos n > 2 par y sea & como en la definicién [3.7.4] entonces la

descomposicion en unién disjunta

trivial

Br,(K) =Bl (K)u a. (Z)eZ)*.
e
ec&n
es inmediata. Se define
Se={me{3,...,e—1}: e€&}}.

Observar que

dm) = M=V

luego

en particular,

eldim) <= e]|d(m]e).
El razonamiento anterior implica también que e | Qn(m) < e | Qn([m].).

Seam >3, b=m—1,d(m) = % y e | d(m) tales que [m]. € S, entonces
mle € Se <= e€&y,,,
y esto ultimo equivale a que
eld(mle), etQn(lmle), (d/e) € By, (K),
pero desde el teorema se sigue que
(d/e) € By, (K) <= [(1,=[Ble,..., (=[0]e)" )] € BL(F),
pero [(1, =[be, .., (=[be)")]e = [(L, =b,..., (=b)" "], asf que
eldim), etQu(m), (d/e) e B;,(K)
nuevamente gracias al teorema [3.7.5) esto equivale a que e € £. En consecuencia,
e€l, <= e€&y,
es decir, cada elemento de £" (en funcién de m) puede escribirse como

€([m]e€Se)>

pues su aparicién depende exclusivamente del valor [m]. € {3,...,e — 1}. El conjunto £" se

define por la uniéon de & sobre m. [
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[lustramos el teorema [3.7.6| con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 36. En la Seccion se calculd explicitamente EX para m < 54, volvemos a

mostrar los resultados obtenidos:

m | e m | €
3|21 32| 126,42, 14
4|14 33| 21
5139 34| 28,14
6 | 84,42,28, 14 36 | 78

11 | 39 44 | 78,39
12 | 42,21 45 | 21

18 | 168,156, 84, 78,42, 28, 14 46 | 28, 14
20 | 42,14 48 | 42,14
24 | 78,42,21 50 | 78,39
30 | 78 54 | 42,21

y nos concentraremos en el caso m = 3 donde E; = {21}, esto implica que la drbita asociada

a d/21 es Hodge (y excepcional) en la Klein Y3, acd

(m—1)6—1:

b=m—1=2, d= 21.

La condicion de ser una orbita de Hodge en Klein queda caracterizada por el teorema

en este caso, esto equivale a que
[a()]e = [(L _b7 b27 _b37 b4a _bs)]Ql = [(17 19a 47 13a 167 10)]21 € %31(F)
Es fdcil comprobar que [aglo1 € B3, (F), notar que

1 n

y esta condicion resulta también ser estable por la accion de (Z/217)*.
Ahora consideremos m' = m + e = 3 + 21 = 24, entonces

(m' — 1)t -1

V=m—-1=23  d=
m/

= 11660,

y notamos que e | d pues d =d =0 (méd e). Para verificar que la érbita asociada a d' /e es

Hodge en Klein, basta estudiar el vector
[(1, =0, (1), = ()%, (0)*, = ()’
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pero por construccion tenemos b = b (méd e), asi
[(17 _blv (bl)2> _(b/)37 (b/)47 _(b/>5]€ = [(17 197 47 137 167 10)]21 € %gl(f)v
lo que permite concluir por el teorema|3.7.5 que

11660/21 € 9B5,(K)

y en particular,
e=21¢é&,

tal como se evidencia en la tabla obtenida explicitamente (la excepcionalidad se sigue desde
L =Qnr#0 (mdd e)).

Este mismo razonamiento permite concluir que
e=21€&  param =3,24,45,66,87,...,

sin haber calculado E) para m > 54. Como e = 21 € £, basta verificar cuando aparecen

orbitas excepcionales asociada a 21 | d hasta m < 21, desde la tabla se deduce que
521 = {37 12}
y por lo tanto,

21 (jmjpi—3,12) € Em CEY, VYm > 3.

Observacién 3.7.7. En el ejemplo |36 tenemos que Qp := V" + (=1)" = 0> — 1 = 7 (cf.
ejemplo[39), todos los divisores e | 21 verificando e | 7 (con e # 1) proveen drbitas Hodge que

son triviales en la Klein Y3 por la pmposicio’n esto también resulta inmediato al mirar

[Cko]e.'
[ao]7 = (1,4,2,1,4,2) € D1

el cual es un cardcter lineal en la Fermat X7 y por lo tanto Hodge. En el ejemplo se

muestra e = 21 el cual nos da [aglar € B3, (F) pero
[ao]ar = (1,19,4,13,16,10) ¢ D3,
no resulta en un cardcter lineal en la Fermat X3, pero si logra ser un cardcter de Hodge.

El teorema nos permite reducir el estudio a encontrar £* C N2, pues en tal caso se

deduce &£ C £™ con una busqueda finita.
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La siguiente seccién serd dedicada a encontrar £ : usaremos el vector test
ag = (1,=b,....(=b)"") (mdd e)

que enuncia el teorema y vamos a aprovechar que B2 (F) es bien entendida. En la
Seccién lo combinaremos con un andlisis computacional para conjeturar los conjuntos

excepcionales & hasta n = 8.

3.8. Clasificacién completa de B2 (K)

La clasificacion de los caracteres de Hodge en superficies de Fermat fue completada por
Aoki mediante una descripcién explicita y exhaustiva del conjunto 92 (F) en caracteres
descomponibles, regularmente indescomponibles y excepcionales. Esta clasificacion constituye
el caso en que la estructura general se vuelve completamente explicita y, por ello, permite
conectar de manera precisa los fenémenos aritméticos observados en Klein con la teoria
conocida en Fermat. En particular, veremos que la componente excepcional en Klein se
corresponde con los caracteres excepcionales en Fermat, lo que muestra que esto no es una

coincidencia notacional, sino una relacion estructural profunda entre ambas familias.

Como ya hemos visto, hay una familia evidente que aparecen en Fermat que son los caracteres
lineales:

D2 = {a~ (a,m —a,b;m —a)},
los cuales se conocen como la parte descomponible de B2, (F).

También surge otra familia que aparecen naturalmente (cf. teorema [2.6.3), estos son

permutaciones de

» (a,m/2,m/2+ a,—2a)
» (a,m/2+a,m/2+ 2a,—4a)

v (a,m/3+a,2m/3 + a,—3a)

para valores de a € Z de modo que estos no sean descomponibles y con coordenandas no

nulas, estos serdn llamados la parte regularmente indescomponibles de B2, (F).

Proposicion 3.8.1. Si e | d, entonces [)l. = [(1,—b,b% —b)]. no es reqularmente

indescomponible en B2(F).
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Demostracion. Dado que D = dm y
(D,b) = (b" = 1,b) = (=1,b) =1,
se sigue que que (e, b) = 1. De este modo,

[Oéo]e = (17 g, g27 93)7

para g = —b € (Z/eZ)*, en particular, todas las coordenadas son unidades médulo e.

Si [aple ~ (a,e/2,€e/2 + a, —2a) entonces [e]; = 0, pero —2a contiene un factor de 2 por lo

que no puede ser una unidad modulo e.

Los otros dos casos se razona idénticamente. OJ

Finalmente, las caracteres de Hodge en superficies de Fermat que no son descomponibles ni
regularmente indescomponibles son llamados ezxcepcionales, estos forman una lista finita y

conocida de 22080 elementos (véase [§]).

M4s atin, estos aparecen en B2(F) hasta e < 180. Esta cota explicita permite obtener todos
los elementos de £? tras una busqueda computacional finita: fijamos e < 180 y recorremos

cada m € {3,...,179}, se comprueba las condiciones
€ | d7 [a0]6 € %g(‘/—:% GTQh Vh

y en caso positivo agregamos e a £2 y m € S.. La cota tedrica permite asegurar que el

conjunto £2 estd completo al finalizar.

El conjunto obtenido es el esperado: £2 = {20,30,60,120}, y las condiciones modulares

también es consistente. Mostramos explicitamente los caracteres excepcionales en Fermat
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X2 estos se reducen a 5 elementos de la lista de 22080 de caracteres excepcionales:

vy ~ (1,17,9,13) = (1,-3,3%,-3%) € B(F) — m=4
v~ (1,13,9,17) = (1,-7,7%,-7%) € B3(F) — m=38
vy ~ (1,23,19,17) = (1,-7,72,-7) € BL(F) — m=4
vy ~ (1,17,19,23) = (1,-13,13%,—13%) € B (F) — m=38
vy~ (1,53,49,17) = (1,-7,7%,-7) € BL(F) — m=38
v3 ~ (1,17,49,53) = (1,—43,43%,-43%) € B (F) — m=44
vg ~ (1,47,49,23) = (1,-13,132,-13%) € B (F) — m=14
vy ~ (1,23,49,47) = (1,-37,37%,-37%) € B2 (F) — m=38
vs ~ (1,107,49,83) = (1,-13,13%, -13%) € B2, (F) — m=14
vs ~ (1,83,49,107) = (1,-37,37%,-37%) € B2, (F) — m =38

esto permite concluir el siguiente resultado.
Teorema 3.8.2. El conjunto excepcional de la superficie de Klein Y2 es

= {20(m]a0=4,8)» 30 (fm]30=8,14)» 60 (m}so=8,14,38,44), 120([m]20=14,38) }
y en particular,

B2(KC) = {i € (Z/dZ)\ {0} di |i V di|i}U | g-(Z/eZ)X

e€&?,

El resultado anterior prueba finalmente que el teorema [3.3.8] es una igualdad en cada
caso. Las oOrbitas excepcionales son organizadas por el teorema |3.7.6] esto ultimo implica

inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 3.8.3. El nimero de Picard de la superficie de Klein Y es

1 20
: N ¢(20),
0, 0,
m=8,14 méd 30 }+{ ©(60),
0,

otro caso
n ©(120), m = 14,38 méd 120
0, otro caso
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La descripcién completa de £2 nos da el siguiente corolario.

Corolario 3.8.4. La conjetura de Hodge se satisface en la superficie de Klein Y2 usando

ciclos lineales provenientes de la superficie de Fermat X3, si y solo si,

m # 4,8,14,24, 28,38, 44, 48,64, 68, 74, 84, 88,98,104, 108 (méd 120)

Observacion 3.8.5. El corolario coincide con resultados actuales sobre el cdlculo del
nimero de Picard de superficies de tipo Delsarte, véase especialmente [§]. El método es basado
en el trabajo de Shioda en [TJ)] donde se enuncia p(Y;2) como en[3.8.5 pero omitiendo el wiltimo

paréntesis, lo que es corregido en publicaciones posteriores.

El caso de superficies queda completamente resuelto lo que cierra la discusion de la Seccion
3.3| v deja planteado el problema natural en dimensiones superiores. En la siguiente seccién
recurrimos a célculos computaciones para encontrar elementos en &, para n < 8 y mostramos
mas casos explicitos donde la conjetura de Hodge queda verificada en la hipersuperficie de
Klein Y".

3.9. Conjunto excepcional £ para n > 4 por bisqueda

computacional

Una vez establecida la estructura teodrica de la componente trivial y las érbitas excepcionales
en Klein, queda la pregunta: ;jhasta qué punto la lista de denominadores excepcionales &
puede completarse de manera efectiva en dimensiones superiores? En el caso de superficies,
la clasificacién de Aoki permite cerrar completamente el problema; sin embargo, para n > 4
la situacion es considerablemente mas compleja y no parece admitir una descripcion tan
inmediata. Por este motivo, en esta seccién recurrimos a una busqueda computacional para

identificar los valores de e € £" con ayuda del teorema [3.7.5] y la proposicién [3.7.3

Aoki establece en [I] una teorfa mas general sobre B (F), extendiendo la nocién de caracteres
excepcionales en dimensién superior pero con el coste de no poder asegurar finitud. Observar
que la finitud de los caracteres de Hodge en superficies de Fermat implica inmediatamente
que £? también lo es, pero es importante notar que desde la lista de 22080 solo 5 de ellos
provienen de la estructura de Klein, esto sugiere que, incluso si no hubiera finitud de la parte

excepcional en X7, con n > 4, la rigida estructura de Klein puede forzar que £" sea finito.
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Recordamos que en la Seccién calculamos explicitamente B7,(K) hasta m < 54, y con

ello se obtuvo parcialmente que

EL = {14 (im)1a=1,6)> 21 (jm]a1=3,12)» 28 (jm]as=6,18) 3)(jm]so=5,11)s 42(jm]42=6,12,18,20,24,32) s - - - }

encontrando divisores excepcionales hasta e = 168. En lugar de recorrer en el grado, se hara

una busqueda directa sobre e > 4 y sobre m < e para verificar
eld N etQn AN [l € BL(F).

Esto nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 3.9.1. Con una bisqueda hasta e < 20000

Em 2 A 1(m114=1.6) 2L (m]a1=3,12)s 28 ((mas=6,18)> 3 ((mlso=5,11)s 42(m]12=6,12,18,20,24,32); - - -
o T8 ([mlrs=18,24,30,36,44,50) s 84 ([m]ss=6,18) s 126 ([m]126=32,62) s 156 (m]156=18,102) - - -
- 168 ([m]165=18,90) 210([m}210:102,132)}
€ 2 {20(pmla=1.8) 30(mlao=s,14) 60(miso—5.14,35,44)> L02((m]102—20,26,44,50) - - -
e 120((m)100=14,38) s 170 (m]170=54,78,84,128) » 204 ([m]504=20,44,128,152) » 510([m]510=128,224’2487254)}
Ey 2 {33(imlss=8.14,20,20)s D5((mlss=5,10.15.,50) 02 (]2 =16.24,2830)» 66 (m]as=8,14,20,62) - - -
-5 110([m]110=10,20,30,40,42,50,52,60,62,70,80,102) » 1 24([1m]14=30,78,86,90) » 186 ([m];55=86,92,140,152), - - -
oo+ 220([m]a20=30,130,150,190) » 330 [1m]330=20,80,140,260) » 303 (] 363 =41,95,113,119) » - - -

e 682 (1] 65=214,334,340,512) s 720 [1m]ra6 404,458 476,482) » 2046 [1m]2046=512,896,1016,1022) }

La evidencia computacional es suficientemente robusta como para conjeturar que &2, ES y

ES estdn completas. La btisqueda también fue realizada para n = 10 obteniendo:
£ D {14,20,21,28,30, 39,42, 52,60, 70, 78, 84, 90, 105, 120, 126, 140, 155, 156, 168, 180, 182, 195, . ...
..., 210,234,280, 310, 360, 390, 420, 546, 620, 630, 910, 1170, 1638, 2730, 8190}

junto con cada conjunto S,.

El coste de calcular £ variando m es muy distinto del de variar e, y cada enfoque tiene
consecuencias diferentes. En la Seccion calculamos explicitamente £} hasta m < 54,
obteniendo asi el corolario |3.6.13 aunque sin detectar divisores excepcionales como e = 210.
En cambio, al variar e aparecen rapidamente los elementos €(jm).es,) € Em, y €s posible
explorar hasta e < 20000; la desventaja evidente de este segundo enfoque es que no garantiza

que £} esté completa.

Una estrategia natural consiste en encontrar una cota para £" y combinarla con el analisis

computacional anterior. Asumiendo la forma de £% descrita previamente, denotamos
N =gcd{e:ec &} = 32760,
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ysea S C{l,...,N —1} el conjunto de residuos para los cuales £" = (). Entonces se verifica

que |S| = 22800, y por tanto
Y} satisface la conjetura de Hodge si [m]y € S,

aunque por el momento este resultado sigue siendo conjetural.

Los resultados efectivos obtenidos son los siguientes. El Corolario [3.6.13] que volvemos a

enunciar por completitud:

Teorema 3.9.2. La conjetura de Hodge en la 4-variedad de Klein Y, se verifica para
m=1,8,9,10,13,14, 15, 16,17, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 47, 49, 51, 52, 53,

con ciclos algebraicos provenientes de ciclos lineales en la 4-variedad de Fermat X},

De modo analogo, calculamos explicitamente £S5 hasta m < 19, obteniendo el siguiente

resultado.

Teorema 3.9.3. La conjetura de Hodge en la 6-variedad de Klein Y8 se verifica para
m=3,5,6,7,9,10,11,12,13,15,16, 17,18, 19,

con ciclos algebraicos provenientes de ciclos lineales de la 6-variedad de Fermat X§,.

Y recordamos que desde la condicién ged(D, (n + 2)!) = 1 podemos deducir el siguiente

resultado (ver teorema [3.6.10]y observacién [3.6.11]).

Teorema 3.9.4. La conjetura de Hodge en la hipersuperficie de Klein Y, se satisface en los

siguientes casos:
s (n=4) — m=1,13,19 (méd 30)
= (n=6) — m=1,31,61,151,181 (méd 210)
s (n=8) — m=1,13,19,31,43,61,73,103,109, 139, 151, 169, 181, 193,199 (méd 210)

= (n=10) — m = 1,421,631,841, 1051, 1261, 1471, 1681, 1891 (méd 2310)

Es facil comprobar que los valores de m en el teorema no satisface ninguna condicién

modular de los conjuntos excepcionales &, lo que resulta consistente con la teoria.

149



Conclusiones y discusiéon

En esta tesis se estudio la conjetura de Hodge en hipersuperficies de Klein a partir de
su relacion con las hipersuperficies de Fermat. El enfoque adoptado permitié trasladar la
descomposicion espectral de Shioda al contexto de Klein mediante un cubrimiento monomial,
lo que hizo posible describir la estructura de los caracteres de Hodge en términos aritméticos

m,n

explicitos. En particular, se determind completamente ‘B ..

(K) y el problema qued
reducido al andlisis de la componente excepcional &;,. Esta reduccion tiene aplicaciones tanto

tedricas como computacionales.

Los resultados alcanzados cumplen el objetivo inicial de la tesis: se formul6 una teoria
analoga a la de Fermat para el caso de Klein y se dejé planteado un método efectivo para
determinar familias de hipersuperficies de Klein donde la conjetura de Hodge se satisface,

basta determinar £ e imponer la condicién £ = ().

La estrategia desarrollada permitié obtener nuevos casos en los que la hipersuperficie de Klein
Y " satisface la conjetura de Hodge en las dimensiones n = 4 y n = 6. Asimismo, se determiné
completamente £2, lo que implica inmediatamente resultados cldsicos sobre superficies de
Klein, como el calculo del nimero de Picard. Sin embargo, el alcance de nuestro método es
m4s amplio: la descripcién explicita de £2 determina completamente el conjunto B2 (K), y

con ello la descomposicion espectral de

(Hl,l

oim(Yo) NH?(Y,2,Q)) ®¢g C.

En particular, el nimero de Picard aparece solo como una consecuencia numérica de una
descripcion estructural mas precisa. Esto contrasta con el enfoque clasico para superficies de
tipo Delsarte basado en el cubrimiento monomial y la teoria de Shioda, donde tipicamente
se obtiene la dimension del espacio de clases de Hodge mediante el conteo de levantamientos,
mientras que aqui se recupera explicitamente la estructura de la componente de Hodge

correspondiente.

La evidencia obtenida sugiere ademas que la componente excepcional £" es finita y estd

gobernada por nimeros con una estructura aritmética muy restrictiva, construidos a partir
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de primos pequenos y potencias bajas. Este fenomeno indica que la excepcionalidad en Klein
responde a una légica modular fina, comparable en espiritu a la que Aoki obtuvo para las

superficies de Fermat.

En cuanto al trabajo futuro, el caso més natural es el de n = 4. Se conjetura que la lista
hallada para £* podria estar completa, y un objetivo razonable consiste en demostrarlo por
métodos algebraicos explicitos, aprovechando la rigidez de los levantamientos de caracteres

en Klein. Queda también pendiente probar la finitud de £" en general.
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