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Res umen 

En ci presente trabajo se describe una técnica para la adaptación de los métodos sin ma-

ha aplicada a ha resolucióii de problemas de valor froritera en una y dos dimensiones, y 

fácilmente extensible a tres. El método propuesto combina el uso de funciones impilcitas 

para la definición de la geomctrIa, aproximación por niInimos cuadrados fijos de los poten-

ciales y campos involucrados, estimación del error mediante formulas simples y estrategia de 

refinamiento robusta basada en la naturaleza propia de las nubes utilizadas por los métodos 

libres de malla. Todos estos aspectos, en conjunto, transforman al método propuesto en 

una alternativa atractiva para la determinación adaptiva de soluciones de ecuaciones due-

renciales parciales en todo ámbito de la ingenierIa. Los resultados numéricos obtenidos a 

partir de su implementación computacional dan cuenta de su gran eficiencia. 

Palabras Clave: Métodos libres de maila, funciones implIcitas, mInimos cuadrados fijos, 

estimador de error, refinarniento adaptativo. 
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Summary 

A technique for the adaptation of the meshfree methods is described applied to the resolu-
tion of boundary value problems in one and two dimensions, and easily extensible to three 
dimensions. The proposed method combines the use of implicit functions for the definition 
of geometry, the approach by fixed least square of the potentials and fields involved, error 
estimation by means of simple formulas and robust strategy of refinement based on the 
own nature of clouds used by the meshfree methods. With all these aspects, the proposed 
method becomes an attractive alternative for the adaptive determination of solutions of 
partial differential equations in all scopes of engineering. The obtained numerical results 
from their computacional implementation give account of their great efficiency. 

Keywords : Meshfree methods, implicit functions, fixed least square, error estimator, 
adaptive refinement. 
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CapItulo 1 

Introducción 

Los problemas do valor frontera han sido enfreritados con éxito en el pasado utilizando 

distintas técnica.s numéricas, como por ejemplo, ci método de los elementos finitos, ci 

inétodo de los vohimenes fluitos, ci método do los elementos de contorno o el método de 

las diferencias finitas. La principal desventaja de estas técnicas, radica en que requieren de 

un proceso de generación de mallas, que generalmente ocupa un esfuerzo computacional 

mayor que el de la resolucióri misma del problema. 

En ci ñltimo tiempo Ilan aparecido nuevas técnica.s quo no requicren do una malla, razón 

por la cuái se denominan naturairnente "rnétodos sill malla" 0 "métodos libres do ma-

ha". En estos métodos, el dominio corresporide a un conjunto de puntos o nodos, dividido 

en subdominios rns pequeños denominados nubes, conformados por un punto central o 

estrella y varios puntos próxirnos a éste. En general, estas técnicas son computacional-

monte eficientes y simples do implementar, y Ilan sido utilizadas con éxito en problemas 

de mecánica de sólidos y mecánica do fluidos. En lo que concierne a electricidad, su uso se 

ha limitado a problemas simples de potencial electrostático y corrientes parâsitas en una 

y dos dimensiones [.-)]-1 131 - 

Un elemento cave de los métodos libres de malla, fundamental en ci presentc trahajo, es su 

capacidad de adaptar ci dominio de solución agregando puntos donde se necesite. Dc esta 

forma es posible obterier resultados numéricos con exactitudes predefinidas para cualquier 

problema que pueda ser modelado a través de ecuaciones diferenciales parciales [1] [2]. 

En este trabajo so presenta una nnplementación adaptiva del método do puntos finitos 

(MPF) [3] [I] [2:] para resolver problemas de valor frontera en una y dos dimensiones. 

La geornetrfa inicial del dominio de sohición se define de manera implicita [I.], a través 

de una funcidn do distancia. La estrategia de adaptación so basa en uiia estimación de 

los errores de las aproximaciones tanto del potencial como de su gradiente, junto con 

1 



1110 1 Introducción 

un procedimiento do refinarniento de la solución quo utiliza la topologfa do la nubo y ci 
concepto do vecinos do Voronoi para insertar nuovos puntos en el dorninio. Todos estos 
aspectos, en conjunto, transforman al método propuesto en una alternativa atractiva para 
Ia determinación adaptiva de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales on todo Anibito 
do la ingenierIa. Los resultados de los experimentos nurnéricos demuestran la eficacia y 
estabilidad del método propuesto. 

1.1 Objetivos 

El principal objetivo (Ic este trabajo es implernentar una alternativa adaptiva del método 
de puntos finitos y verificar sii cornportamiento mediante la resolución do un conjunto de 
problemas de prueba con solucion anailtica conocida. 

Objetivos secundarios del presente trabajo son, 

. Hacer una revision histórica de los métodos sin malla y mostrar sus bases. 

. Revisar en detalle ci método de los puntos finitos y estudiar el comportamiento de 
los factores que lo afectan. 

• Mostràr el concepto de función distancia conio elernento fundamental para la defi-
nición iinplIcita de la geornetrIa. 

. Hacer una revisiOn de los "estirnadores do error a posteriori" utilizados en rnétodos 
libres de malla. 

. Estudiar la ostratogias do adaptacióii, junto con los criterios do refiriamionto por ella 
utilizados. 

1.2 Estructura 

El presente trabajo so estructura on 7 secciones y un apéndice, cuyos contenidos se resumen 
a continuuaciOn. 

• En la secciOn 1 se entrega una breve introducción sobre ci terna central de esta tesis, 
so establecen los objetivos principales y secundarios del trabajo y se indica la inanera 
en que los contenidos serán desarrollados on ci presente documento. 
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I Introducción 

. En la sección 2 se hace una revision de la historia de los métodos sin maila, mostrando 

sus bases mateinática.s y 811 clasificación tipica. 

• En la secciOn 3 se estudia el niétodo de los puntos finitos y su aplicación a la reso-

lución numérica de ecuaciones diferenciales parciales. Se estudia además, los distintos 

factores que afectan la calidad dc los resultados por él generados. 

• En Ia sección 4 se inuestra la problemática involucrada en la definición de la geometrIa 

del doininio de solución do una ecuaciOn diferencial parcial, explicándose cómo se 

define ésta a partir de furiciones implIcitas y de qué manera se genera el conjunto 

inicial de nodos que discretiza el dominio. 

• En la secciOn 5 se estudia la estrategia de adaptac.ión en lo referido a la definición 

del estiniador de error y al criterio de refiriairiieiito a utilizar. 

• En la sección 6 se entregan los principales resultados de los experiinentos nurnéricos 

realizados para validar el buen comportamiento del método propuesto. 

• En la sección 7 se presentan las conclusiones derivadas del presente estudio junto 

con las posibilidades de trabajos futuros que pueden ser desarrollados en este Inismo 

ámbito. 

. En el apéndice A, se hace una pequefla revisiOn de algunos conceptos bsicos del 

condicioriamiento numérico de matrices. 

• En ci apéndice B y con fines didácticos, se lista un cOdigo programado en MA TLA B 

doiide so resuelve una ecuación difereticial parcial unidimensional ruediante ci Método 

de Puntos Finitos. 

• Por iltimo, on el apéndice C, se muestra el detalle de todos los resultados de los expe-

rimentos numéricos realizados. Esto incluye, discretizaciones, potenciale.s y gradien-

tes tanto de las soluciones numéricas como analIticas, errores entre alubas soluciones, 

etc. 

3 
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CapItulo 2 

Métodos sin malla 

Los métodos sin malla registran su priniera aparición en la década del 70, con Smoth 

Particle Hydrodynamics (SPH) [F')]. Este método, permitió la modeiación de problenias 

de astrofIsica, y contaba con una gran versatilidad, pero con el inconveniente de tener 

muy baja precision. En 1995, Swegle presentd un trabajo que permitla solucionar las 

inestabilidacles de este método. Junto con él surgió Generalized Finite Difference (GFD), 

que pretendIa aprovechar las caracterIsticas del método de las diferencias finitas, pero 

independizndolas de las grillas conformes, que hasta ci momento eran indispensables para 

su aplicación. Eli ambos métodos, inediarite colocaciones puntuales, se obtienen sisteinas 

de ecuaciones discretas. 

También en 1995, aparece Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), que hace correc-

clones a las funciones de forma de SPH, las que permiten mejorar la precision de la apro-

ximación en zonas cercarias a los contornos. 

En 1992 Nayroles [iti] propone ci método de los elernentos difusos (DEM), ba.sado en 

la técnica de interpolacidu por muiiimos cuadrados (MLS), sin embargo, las numerosas 

sirnplificaciones hechas por ci autor hicieron surgir muchas crIticas al respecto, aunque sus 

ventajas frente a el método de los clementos finitos (FEM) [ I] hicieron que se siguiera 

investigando al respecto. 

En base a una serie de mejoras a DEM implementadas por Belystchko et al [1 j, surgió Ele-

ment Free Galerkin Method (EFGM). que solucionó los iriconvenientes en el cálculo de las 

derivadas, aunque esto incrernentó notablemente los costos computacionales. Duarte [I } 
y Babuska [1 91 hicieron un aporte relevante a los fundamentos de las aproximaciones MLS, 

al reconocer a las funciones de forma generadas de esta manera como un caso particular 

de la Partición de la Unidad. A partir de estos trabajos surgieron los métodos HP-Clouds 

y Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM), ambos basados en formulaciones 

5 



2 Métodos sin malta 

débiles. 

Atluri et a! [20] [2 1], en ci 2000, dierori lugar a dos nuevas familia.s de metodos, ci prrnicro 
es el Meshless Local Petrov-Gaierkin (MLPG) que utiliza MLS y formulaciones debiles 
locales, y el Local Boundary Integral Equations (LBIE), que permite evaluar integrales 
fácilmente. en cIrculos bidimensionales y esferas tridimensionales. 

En 2001, Idelsohn et al [22] propusieron ci Meshless Finite Element Method (MFEM), que 
recoge las bondades de FEM, aunque independiza las funciones de forma de las conectivi-
dades de los elementos. 

Oñate et al [2] en 1996:  define Finite Point Method (FPM) - Método de Puntos Firiitos 
(MPF) 

- 
y establece las condiciones bsicas para que una aproximación nuinérica pueda 

ser considerada una técnica sin inalla. Estas condiciones son: 

• Las incógnitas y sus derivadas dehen poder ser representada.s en térininos de coorde-
nadas de un conjunto de puntos pertenecientes al dorninio de análisis. 

• La fuiición de ponderación y sus derivadas deben poder ser definidas solainente cii 
térininos de la posición de los puntos localizados dentro del dominio de análisis. 

• No es nccesario realizar ninguna integración de voluinen o superficie, o 

• en ca.so  de ser necesario la evaJuación de integrales, esta deberla ser realizada inde-
pendientemente del procedimiento de interpolacióri ('scogido. 

A rnodo general, una aproximación sin inalla es tin meto(Io para reconsiruir funciones y 
sus derivadas, a partir de valores discretos de una serie de puntos, regular o irregularrnente 
distrihuidos, y de cierta inforrnación de "bajo nivel", por ejemplo. coordenadas geornétricas 
y funciones de ponderacióii. La reconstrucción no requiere por lo tanto, la existencia de 
una rnte.rconexion mis compleja entre los puntos. 

2.1 Fundamentos 

Dentro de los métodos sin malla, los rnis importantes son los basados en particiones de 
la untidad, kernels y mInimos cuadrados. A continuación se dcscribirdn brevemente los 
principios l)asicos de est.a.s aproximaciones, para lo cuai seth necesario introducir primero 
algunas deflriiciones. 

6 



CapItulo 2 Métodos sin malla 

Figura 2.1: Soporte en dos dimensiones. 

Supónga.sc  que so quiere conocer el valor do una función incognita u(x) en N puntos del 

dominio ft Para esto, los métodos sin malla generan Al vecindades 1l, de tamaño hi  en 

torno a x, tal que: 

IIj-yIIn<hj} (2.1) 

La vechidad asI obtenida, denominada soporte o nube, seth ci subdorninio sobre el cual se 

rea- lizará la aproximación. La figura 2.1 muestra gráflcamente la definiciOn anterior para 

el caso hidimensional. 

Para procurar ci carácter local de la aproximación, la cantidad de pintos ni que se en-
contrará dentro do cada subdoininio IIj, debeth ser mucho menor quo el nümero total do 
nodos del dorninio en estudio N. 

2.2 Aproximaciones por Kernel 

En estas aproximacione.s ci valor de la función incognita u(s) se encuentra mediante la 

relación siguiente, 

U(X) f (x 
- 

y, h) u(y)di (2.2) 

7 



2 Métodos sin malla 

en que cij es una vecindad de x. 
- y, h) es ci kernel, tamhién liamado función de peso, 

y h es una medida del tamaño del soporte. En soportes circulares h podrIa ser el radio o 
ci area del disco. 

Segiin 2.2 el valor de la ftinción incognita u en un punto x es algiuii promedio ponderado de 
los valores de sus vecinos contenidos en un subdoniinio Pi. La importancia o ponderación 
del valor de los vecinos en u(z) estar6. dada por una frniciOn de ponderación y dependerá 
de la cerranIa que estos tengari eon el punto a aproxirnar. Esta distancia est. dada por la 
norma euclideana Ij x 

- 
y 11 donde y es el punto vecino. Los soportes más usados son los 

discos y las esferas en 2D y 3D respectivarnente, aunque tarnbién suelen usarse soportes 
rcctangulares y prismáticos. 

La forma discreta de la ecuaciOn 2.2 e.stá dada por la ecuaciOn 2.3 y será esta relaciOn la 
que Se einpiee para encontrar numéricamente una aproxnnacion de U: 

U(X) - x) 
. (2.3) 

donde la sumatoria debe hacerse sobre los M subdominios en ci, y AVj  es una medida de 
la distancia al vecino. For ejemplo, en una dimension se tiene, 

uh(x) = > - x) AX, (2.4) 

donde para pimtos xi  interiores: 

Axi = (x+i - x_)/2 (2.5) 

Para nodos extremos izquierdos: 

(x+ - x) (2.6) 

y para nodos extremos derechos: 

LXdc  = (x - Xde_1) (2.7) 

donde xiz  y xd, son ]as fronteras izquierda y derecha respectivamente. En esta aproximación 



CapItulo 2 Métodos sin malla 

las funciones de forma N1  (x) están dadas por: 

N1(x) = 2(Z - x) (2.8) 

2.3 Particiones de la Unidad 

Se define partición do là unidad a tin conjunto do funcioiies P = {pj} 1  quo cumplen 

con las siguientes propiedades: 

pEC'°(1Z) ,1<j<n (2.9) 

nj 

(2.10) 

donde ci es el doniinio do aproximación en Rn  y Pi es tin segmento, disco o esfera, que se 

llamará nube do radio hi  y está centrado en xi E . 

La condición 2.9 estabiece que las componentes de là partición do là unidad deben ser de 

clase CO'dontro do cada una de las nubes definida.s sobrc ci doniinio. Por otro lado, la 

relación 2.10 indica que los elementos Pj  de las familias P deben sumar 1 para cualquier 

punto perteneciente al dominio. Esto ültirno define la propiedad fundamental de cualquier 

niétodo que se defina como partición do là unidad. 

2.4 Aproximación por MInimos Cuadrados 

Supóngase que se quiere resolver un sistema do ecuaciones de là fornia: 

Anxm  Xmxi = bnx (2.11) 

en quo cada ecuación del sistema es linealinente independiente de las dems. 

Dc esta forma se tiene que Si Ti <m entonces el sistema está restringido en solo n de sus 

dimensiones, con lo que existen rn - n grados do libertad quo perniitirIan encoiitrar infinitas 

soluciones, y en consecuencia el sistema proporciona menos informaciOn de la requerida. 

9 



CapItulo 2 Métodos sin malla 

En caso que n = m exist iri una solucion i'mica para la cual se sati.sface ci sistema ya que 
ci espacio está definido en sus m dirnensiones. 

En caso que n > rn entoiices existirá.n más restriccioiies que thmensioues del probleina 
v por lo tanto el sisteina no tendrIa solucióri. Sin embargo, podria lograrse una buena 
solucián si ci sistcma es resuelto intentando corncter ci menor error posible. Lo recién 
expuesto es ci fuiidarnento o base de todos inétodos basados en inIiuimos cuadrados. 

En general, cuando Se quiera aproximar irna distribución cualquiera con una base de m 
elernentos mediante n puntos, con m < n, la curva asI definida no se podrá ajustar exac-
tamente a todos esos puntos. Por ello, en estos casos, se recurre a una aproximación on 
el sentido de los rriInimos cuadrados, la cual minimiza la suma de los cuadrados de todos 
los errores cometidos al aproximar la distribución mediante una combinacióri lineal (IC los 
elernentos (funciones) de la base. 

La interrelación entre todos los métodos recién presentados se puede observar en la figura 
7 ) 

Mims Cuadrados I Kernel Continuo 
MOvHes Continuos Monaghan (1962) 

Belytschko et at (1994) Lin et at. (1995) 

Minimos Cuadrados 
MOviles Kernel Discreto 

Lancaster and Sakauskas (1981) Monaghan (1982) 
Nayroles eta]. (1992) Lin et al (1995) 

Belytschko et at. (1994) 

ParticiOn de la Unidad 
Babuska y Melenk (1995) 

Duarte y Oden (1995) 

Figura 2.2: Iuterre1ación entre Los métodos de aproximacion libres de malta. 
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CapItulo 3 

Método de puntos finitos 

El m€todo de puntos finitos aproxinia localmente la solucióri de una ecuación diferencial 

parcial en cada uno de los puntos con los que ci dominio es discretizado. Para ello apro-

xima las distribuciones espaciales involucradas mediante la técnica estándar de mInirnos 

cuadrados ponderados, utilizando la coiocacidn puntual para la obtención del sistema final 

de ecuaciones discretas. 

3.1 Generación de subdominios o nubes para aproximación 
local 

Debido al car-cter local de la aproxirnacián utilizada por este niétodo, resulta uecesario 

definir para cada nodo del dominio ima vecindad que considere solo los nodos más próxiinos 

a él. A este coiij unto de puntos generahnente se le dcnomina "nuhe" y a su punto central de 

referencia se le conoce corno "nodo estrella". Se puede observar que un mismo nodo podrá 

ser estrella o vecino (lependiendo de Ia nube en que se encuentre. La figura 3.1 muestra un 

esquerna tIpico de particion de un dominio en nubes circulares de radios variables. 

Un punto surnamente relevante al momento de dcfinir las nubes asociadas a cada uno 

de los nodos, es qiie su superposición debe conformar ci dominio estudiado en toda su 

amplitud. Si se considera a n corno el rnImero total de nodos, la relacidn 3.1 representa 

lo anteriormente expuesto. 

np 

Uk = (3A) 

Otro aspecto importante a considerar en la definición de estas nubes, pero que es de rná.s 

11 



3 Método de puntos finitos 

Figura 3.1: Dominlo del probiema Q y nube Ij  asociada a nodo I. 

difIcil cuantificación, es el liecho de quc los subdorninios asociados a nodos vecinos" deben 
tener suficiente traslapo como para asegurar la convergencia global de las aproximaciones 
locales por mmnimos cuadrados. Criterios generalmente utilizados en la generación de nubes 

que periniten la satisfaccióri adecuada de esta condición son: 

ci criterio "en cruz", mostrado en la figiira 3.2-a para ci caso bidimensional, 

y ci criterio de "vecinos de Voronoi", representado en la figura 32-b tarnbién para el 
caso bidimensional. 

S.  

0 0 

S 

• S S 

-15  

0 

(a) 

15' 0 
0 0 

10  

 10 

5/' j 

10 1\L 
-15 / 

-IF, -10 -S 0 5 10 15 

(b) 

15 

10 

5 

0 

-5 

-10 

-15 -10 -5 0 5 10 15 

Figura 3.2: Criterios para la generación de nubes: (a) cruz; (b) Voronoi. 

12 



CapItulo 3 Método de puiitos finitos 

En ci presente trabajo se utiliza el criterio do "vecinos do Voronoi" para la definición do 

las nubes a.sociadas a cada uno de los nodos con los que se caracteriza ci dominio. 

3.2 Aproximación por mInimos cuadrados ponderados 

Como se rnencionó anteriormente, la aproximacidn por mfruimos cuadrados ponderados 

(WLS) es ci elemento basal del MPF, por lo que resulta absolutamente necesario profun-

dizar más sobre este tema. 

Considere la aproxirnación local u(x) do la función u(x) en el subdoniinio o nube 1 k 

asociado al nodo estrelia xk,  como una cornbinación lineal de funciones conocidas p(x), 

U(x) = pT(x) Vx (3.2) 

donde, 

p(x) es una base de rn funciones linealmente independientes, 

Ci es un vector de parinetros constantes válido solainente en 

En rigor, los elementos de la base de funciones de interpoiación pueden pertenecer a cual-

quier familia de funciones, sin embargo, por simplicidad, se utilizarán los in primeros 

polinomios rnónicos. Las bases polinómicas de uso ms extendido, mostrada.s aquf para ci 

caso bidimensional, son las bases lineaies, 

PT(x) = [1,x,y] 

y las bases cuadráticas, 

P,  (x) = [1,x,y,x2,xy,y2] 

Cabe mencionar la posibilidad de usar bases completas o incompleta.s en la aproximacidn, 

dependiendo do las caracterIsticas del problema, sin embargo, es requisito incluir dentro 

de la base el término constante pi(x) = 1, ya que este término asegurará que las funciones 

de forma generadas mediante WLS scan particiones do la unidad. 

Pk(X) =X k = 1 ...m (3.3) 
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Puesto que la ecuación 3.2 es válida para cada uno de los m plintos del subdorninio k-ésimo, 
las aproximaciones ü(X) en su conjunto conformarán ci sistema de Vondermonde dado por 
la siguiente relación matricial: 

u(x1) u(x1) P1 (X1) •.. Pk(1) P,. (XI) al 

ii(xj) = P1 (Xi) Pk(Xj) Pm(Xj) (: (3.4) 

u(x) '(x) cl (X.) Pk (-T.) Pm(Zn) rn 

Esta, a su vez, puede ser expresada en forma compacta como, 

u(Xk) = P(Xk) a (3.5) 

donde, 

X' [xi,. 

= {u(xi),. .. 

= [(z'),... u(x)1T 
P(Xk) = [p(xi),. .. 

a 101,.,cfl jT  i 

En general, ci nñmero de puntos que coiifornia la nube, ii, es mayor que ci ruimero do 
funciones que definen la base, in, por lo que la matriz P(Xk)  es normalmente rectangular. 

Esto ültimo implica que el carácter interpolante se pierde y ci problema se transforma en 
una aproximacidn numérica, en donde ci vector de coeficientes a debe ser determinado de 
manera que la suina ponderada del cuadrado de las diferencias entre los valores exactos 
'u(x) y los valores aproxiniados (x) en cada punto del dominio sea minirnizada. Esto se 
inuestra gráficarnente en la figura 3.3 y queda mateniáticamente establecido a través de la 
siguiente expresión, 

mm (u(xj) - (3.6) 

donde (x) es una función do peso delinida en f2k,  evaluada en ci undo xj 
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El desarrollo del proceso de !ninimización descrito por la ecuación 3.6, conduce a la siguiente 

expresión para el vector a: 

a = A(Xk)B(Xk)u(Xlc) 

A(Xk) = P(X)W(Xc)PT(Xc) (3.7) 
B(Xc) = pT(Xk)W(Xk) 

donde, 

o(xi) -•' 0 0 

W = 0 (z1) 0 

0 0 

xi-1 x1 x 

Ow 
ni 

ON 

Figura 3.3: Concepto de la interpolación de mInirnos cuadrados. 

Finalmente, reemplazando la ecuación 3.7 en la ecuación 3.2, se obtiene la siguiente ex-

presión para la funcidn aproximante (X) en 

u(x) =p(x)T . [A(x)]' .B(x) u' (3.8) 
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o equivalentemente: 

= NT(z )u(Xk) (3.9) 

donde, 

N(z) = pr(x)C(Xk) 

C(Xk) = A(Xc)B(Xc) 

Las funciones de peso se construycn de manera que adopten valores unitarios en torno al 
nodo estrella, y se anulen fuera de 12k•  Elecciones comirnes para est,a función son las curvas 
(IC Gauss norrualizadas o las splines de distrntos órdeiies. En este trabajo se optó por el 
uso de una función del tipo exponencial, la cual por sus caracterIsticas de apuntamierito 
se adapta de mejor forma a la técnica de colocación puntual utilizada en la definicion del 
sistema de ecuaciones discreto. La expresión que la define es la siguiente, 

exp(—je(x)I/k) + kexp(-1/k) 
= 2k 

(3.10) 

Aqul, k es un pa.rámetro para ci control del apuntainiento de la función de ponderación, 
= dj/dinax corresponde al sistema de coordenadas locales utilizado, d j  es la distancia 

entre el nodo estrella y el punto z1, y dm  es la distancia referencial que permite la 
definición de una cireunferencia cuya sección encierra a todos los riodos de la riube en 
cuestióii. 

3.3 Derivabilidad de La aproximación 

La derivabilidad de la aproximacion colLstruida a partir de WLS, dependerá de la base 
v la furición de ponderación. Segiln Lancaster y Salkauskas [2], Si se demuestra que la 
base es coritinuaniente derivable hasta el orden k en 12 y la función de ponderacion es 
contirivarnente derivable hasta el orden I en 12, se tendrd que las funciones de forma y por 
tanto la aproximación, serd derivable hasta un orden dado por min {k, If. Considerando ci 
uso de bases polináinicas (infinitamente derivables), se tendrá que k = 00, con lo que las 
funciones de forma ser4n derivables hasta ci orden I. Dc esta forma, se pueden considerar 
aproxirnaciones con funciones de ponderacidn derivables hasta el orden requerido o deseado 
por el modelo. Si el orden de derivahilidad es suficientemente alto, entonces se pueden 
calcular las derivadas. 
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La derivacidn de la aproximación debe considerar variables los términos p , A y B ya que 
dependen de x. 

A(x) (x) = B(x) (3.11) 

a(x) = [ A(x)]  -' .B(x) h (3.12) 

Para reducir ci esfuerzo de cálculo que implica derivar la inversa de la rnatriz A, puede 
realizarse el siguiente reemplazo derivando con respecto a la variable i en la formula 3.11: 

[A(x)];  .c(x) +A(x) = [B(x)1 u' (3.13) 

con lo que: 

A(x) = [B(x)] - [A(x)] (x) (3.14) 

[(x)] = [A(x)]' [B(X)I , - A(x)1 [A(x)] c(x) (3.15) 

Si se reempiaza la expresión 3.12 en la 3.15 se obtiene, 

[(x)] = [A(x)]-' [B(x) - A(x)]' [.A(x)] [A(x)]' [B(x)] 2  .  Uh (3.16) 

Por otro lado, la derivación de la ecuacióri 3.12 entrega, 

= [A(x)] 1  . [B(x)] . 
 Uh  + A(x)I 1  B(x) (3.17) 

De la comparación de las expresiones 3.16 y 3.17 se deduce, 

[A(x)l1 = —[A(x)]' . [A(x)l . [A(x)] 1 (3.18) 

Con el desarrollo anterior podrán expresarse las derivadas parciales de las funciones de 
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forma de la manera siguiente, 

N3  =pTAB+pT (A_l B j  —GZB) (3.19) 

= (pTG —pTA') (A3 A 1B 
- 
Bj  

+(pTG3  — pA') (AA'B - B) (3.20) 

+pA'B - PT(G..B 
- A 1B 3  ij 

donde: 

C, A-AA_ y Gij = A_1A 3 A_1 (3.21) 

Con ci fin de facilitar la coinpresión de las expresiones anteriores, so ha escrito N(x), p(x), 
A(x), B(x), G(x), G13 (x) sin indicar explicitamente su dependencia de la variable espacial 
X. 

Puede observarse la evidente complejidad en la obtención do las derivadas de las funciones 
de forma, sin embargo, segiin Nayroles et al [16], las derivadas parciales do estas funciones 
pueden ser aproximadas mediante las relaciones siguientes, 

N,3  =pA'B (3.22) 

N,23  =pA'B (3.23) 

En eilas se ha despreciado ci aporte que la variación dc las matrices A y B tienen sobre las 
derivadas do las funciones de forma. Esto hace que las expresiones asI obtenidas sean 
siinples y que su implementación en técnicas numéricas como el Método do Puntos Finitos 
sea ms eficiente. 
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3.4 Colocación puntual 

Sea QS  ci dominio de solución de tin problerna de valor frontera y F = Ft  U F su contorno. 

Asuma que ci problema se encuentra expresado de la siguiente manera: 

A(u) = en  QS  

B(u) = t, en  rt (Condición de Neumann) (3.24) 

u = u, en Fu  (Condición de Dirichiet) 

donde A y B son operadores diferenciales, u es la fmrnción incognita, b y t representan 

funciones forzantes sobre ci dominio Ps y sobrc su contorno F, y u son los valores 
prescritos de u en F. 

Un procedirniento general para resolver esta clase de problemas es el método de los residuos 

poniderados, donde la función incognita se aproxima mediante funciones de prueba fl, siendo 

el sistema de ecuaciones 3.24 reemplazado por: 

[A(ü) - b] d1l + 
f [B(ü) - t] dF + f {i - u] dF =0 (3.25) 

donde, 

i = 1,. .. , us es ci rn'imero de nodos que pertenecen a QS  pero no a F. 

j = 1,. ..,nt  es ci nümero de nodos que pertenecen a F. 

k 1,.. . , n es el niuinero de nodos que pertenecen a F. 

Con ci fin de explotar ci carácter sin malla de la metodologla, ci MPF utiliza inn esquenxia 

de colocación puntual, donde las funciones de ponderación se definen corno funciones delta 

de Dirac, 

ij = kö (3.26) 

Dc esta manera se obtiene ci conjunto siguiente de ecuaciones discretas, 

[A(u)] -  bi   = 0 

[B(ii)] - t1  = 0 (3.27) 

UkUp = 0 

19 



CapItulo 3 Método de puntos finitos 

Si en la cxprcsión 3.25, la aproximación fi de la solución del problerna de valor de frontera 
definido por 3.24 se representa como: 

np 

fti = >N'uj (3.28) 

donde n as ci niImero total de nodos, y las funciones de forma NT se construyen segñn la 
forrnulacidn de mInirnos cuadrados mostrada en la seccidn anterior. Entonces, al reempla-
zar la ecuación 3.26 en el sistema 3.25, se obtiene un conjunto de ecuaciones algebraicas 
que permite evaluar la aproximaeión de la solución buscada como: 

Ku=f (3.29) 

Dc esta forma, la colocación puntual, permite satisfacer ecuaciones diferenciales en puntos 
del dominio dc solución, sin tener que definir subdominios de integración como en el caso 
de las formulaciones débiles (por ejemplo FEM). 
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3.5 Convergencia del MPF 

Para asegurar la convergencia del MPF, es necesario que se cumplan las condiciones de con-
sistencia y estabiidad. La consistencia depende de los requisitos impuestos por la ecuación 

diferencial y corresponde a la capacidad dc la base para representar exactamente la función 
a interpolar. Las condiciones de consistencia serári satisfechas 51 SC cumplen las condiciones 
de completitud y reproductividad. Una aproximacióri de orden k es considerada completa 
si y solo si es capaz de representar exactamente cualquier polinomio de orden inferior o 
igual a k. La reproductividad está relacionada con la capacidad de la aproximación para 
representar los valores nodales de la función. La estabilidad de un método tiene relaci(rn 

con la capacidad del niismo para acercarse gradualniente a la solución exacta, sin que 

.se presenten oscilacione.s que empeoren Ia solución cada vez que se pasa de un grado de 
refinaniiento a otro. 

3.5.1 Consistencia 

Sea u(x) una I unción de prueba dada por mi polinoniio coinpietaniente contenido en la 
base p(x), dc modo que, como en 3.2: 

• a (3.30) 

De acuerdo a 3.8, el MPF aproximará localmente La función como, 

= pT(x ).[A(x )]_.B(x ). uh 

li(s) = pT(x).A(x)]'.B(x).P.a 
u(s) = pT(5) 

. [A(s)]-' . pT 
• W(x) P • a (3.31) 

li(s) 

It(s) = pT(x ). a  

y para todos los puntos x en la nube se tendrá que, 

i(x) = PT(x) a (3.32) 

El MPF es capaz de representar un polinomio que esté contenido conipletarnente en su 
base de aproximación p(x), por lo que la consistencia de este método está asegurada. 
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Adicionalmente, se demuestra que en aproxirnaciones del tipo WLS, usando una base p0-
lin6rnica completa de m elementos y una fiinción de peso con sus m primera.s derivada.s 
continuas en el subdominio de aproximación Q j, 0 lo que es equivalente, pertencciente al 
espacio Cm(l), se puede reproducir exactamente cualquier función polinórnica f de grado 
nienor o igual que ci de la base, esto es: 

TZ 
>Nj(x) .ftx) =Jx) (3.33) 

doride N es la función de fornia del nodo j-ésirno de la nube. 

En el caso (Ic funciones de forina generadas por una base polinónnca completa de orden k 
se cumplen las siguientes condiciones de consistencia: 

x" Ni  = x 1 < a <k (3.34) 

• DN(x) = 
c! 

1 <c <k 
(c 
- /3). (3.35) 

c>k 

La ecuación 334 corre.sponde a la condicidn de consistencia para las funciones mónicas de 
orden ci y Ia ecuación 3.35 es la condición de consistencia para sus derivadas, lo que indica 
que las aproxirnaciones WLS son capaces de reproclucir exactamente derivadas de orden /3 
con respecto a la variable x de un rnonomio de grado ci. Amba.s condiciones se cumplen 
cuando ci grado de la base k, es superior o igual al grado del rnonornio ci, y la funci6n de 
peso '(x) pertencce a C(1l), con Tfl > 0. 

3.5.2 Estabilidad 

En lo referido a la estabilidad del método, existen divcrsos factores que lo afectan y per-
turban su solución. Uno de ellos corresponde a que las matrices A suelen estar mal con-
dicionadas o ser singulares (ver apéndice A), de modo que su inversion introduce grandes 
errores o incluso puede ser irnposiblc. Adcms, la matriz K genéricamente es rectangular 
y puede también estar mal condicionada o ser singular, además de no ser simdtrica en ci 
caso que sea cuadrada. Otro factor que infiuye de manera importante en la convergencia 
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del niétodo es la definición de las funcioncs de peso y la estructnra de las nuhes de puntos. 

Con el flu de acotar los errores cometidos durante ci proceso (Ic inversion de la matriz 

A, generalmente los nodos en el dominio Se distribuyen de manera tal que dicha matriz 

tenga tin nümero de condición (ver apéndice A) derttro de ilmites tolerables. En caso de 

no cumplirse, los puntos deben ser dispuestos de manera distinta. Si bien esta puede ser 

una alternativa viable de solucion, su uso limita la capacidad que el método tiene respecto 

a Ia (hstribucion arbitraria de los nodos. 

En lo referido al mal condicionamiento que tiene là matriz K del sistema mostrado en Ia 

ecuaciOn 3.29, se han propuesto distinta.s alternativas para mejorarlo, dentro de las cuales 

destaca la técnica conocida corno estabilización residual (FTC). En ella se agregan nuevas 

componentes a la matriz K que contribuyen a su estabilidad y rescatan Ia inforiiiaeidii 

relevante pro\Teiiiente de las condiciones de frontera tipo Neumann. La finalidad de esta 

técnica es incluir algunos de los términos que se han suprimido en los desarrollos en series 

de Taylor de las variables, 

h2 hn 
Xk+1) = f(xk + h) + h .f '(xk) + f"(xk) + ... + (xk) + 0(h 1 ) (3.36) 

donde It es ci tamaño del subdominio analizado y it es el nriIrnero de términos de considera-

dos en là serie. Cuando h - 0 se transforma en un diferencial dx para tin punto arbitrario 

en el dominio. Este trunicamiento hará surgir errore.s en las soluciones de éstos rnétodos y 

ci efecto acuniulativo de éste deterininará las propiedades de estabilidad de la solución. 

Las relaciones 3.37 muestran los nuevos operadores diferenciales derivados de là aplicaciOn 

del procedirniento recién expuesto. 

A —hk  --A = 0 en 12  

U - u = 0 en (3.37) 

B - hknkA = 0 en 

AqiiI, nk son los cosenos directores del vector unitario normal de Ia frontera F1  y hk es ci 

tama.fio del dominio sobre el cual se hizo ci balance. 

Con la reahzacion de esta modiflcación, se introduce en el sisterna de ecuacioiies :3.29 là 

estabilidad necesaria para su buen comportamiento a nivel discreto de la metodologla. De 
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este modo, ci nuevo sisterna do ecuaciones obteniclo seth, 

[A(ü) - hk. ) A(iij)} 0 j  

[f4i - u] 0 j = 1, 

[B() - hkrilA(it)] = 0 j = lnr 

El cual se expresa de modo compacto corno, 

(K+K.(hk)).tzl =f 

(3.38) 

(3.39) 

En esta expresión, u   es ci vector do incógnitas a ser determinado, K representa a la 
matriz do rigidez sin estabilizar y K3  contienc los términos estabilizantes que dependerán 
del tarnaño caracterIsticc) del dominio considerado Ilk. 

Otra forma de estabilizar la solución en la frontera, con resultados relativamente aceptables, 
consiste en enlazar las aproximaciones sin malla en el interior del dominio con las de 
eleinentos finitos en las fronteras. Mas, dado quo esto requiere de la definic.ión de elementos 
en los bordes, el método implementado dejarIa do ser "libre do mafla". 

Existe una estabilización que destaca por sobre las deinAs por su simplicidad de apiicación 
pr la gran niejora quo proporcioria a la estabilidad de la solución. Esta corresponde 

a una propuesta de Nayroles et al., que consiste bsicamente en la normalización de los 
terminos de las bases do aproxnnacion segiuii algiIn parámetro dimensional caracteristico 

de las nubes. Con esto so consigue independizar a los subdominios de su posicióii respecto 
ad origen y de su dimension relativa respecto del dominio de soiuciOn. 

3.6 Funciones de ponderación 

Segi'm se ha indicado en las secciones anteriores, la aproxiiiiación a utilizar depende fuerte-
monte do La elección dc la funciOl1 de peso Dependiendo do su configuración, fornia, tamaño 
y ubicación, se podráii obtener resuitados variados en lo referido a costo computacional y 
calidad do la soluciOn. 

Las funciones de ponderación deben cumplir con ciertas condiciones generales para ser 
introducidas en la aproxiniación WLS. Está definido quo el valor de la fiinción incOgnita 
u en un punto x corresponde a mi promedio ponderado do los valores de la f\mción en 
sus vecinos cont,enidos en ci subdominio o nube Qi. La importancia o ponde.raciOn del 
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valor de los vecinos en u(x) está dada por la función de ponderación y depende de la 

cercaula relativa que estos puntos tengan respecto del punto a aproximar. Está distancia 

corresponde a la norma euclideana 11 x - y 11 donde y es ci punto vecino. Los soportes má.s 

usados para las funciones do ponderación son nuevamente los discos y esferas en 2D y 3D 

respectivamente, aunque también pueden ser usados soportes rectangulares y prismáticos. 

A continuación se presentan las condiciones generales que deben cumplir las funciones do 

pon deración: 

ço(x—y,h)>0, yER (3.40) 

ço(z—y,h)=0, y  QC (3.41) 

f co(x_y,h)dcl= 1 (3.42) 

La relación 3.4() indica que la importancia o peso para todos los puntos vecinos que afectan 

ci valor do u(x) es positivo. Por otro lado, La expresión 3.41 indica que la importancia de 

todos los puntos no pertenecientes a la nube es niila. Finalmente, la integral 3.42 indica 

que el valor do u(z) est, dado por la totalidad do sus vecinos cercanos incluido él mismo. 

Algunos autores iricluyen las siguientes condiciones en forma adicional, aunque no son 

estrictamente necesarias: 

x —y  11, h) es rnonótona decreciente (3.43) 

(II x - y 11, h) - ö(I x - y II) cuando h --4 0 (3.44) 

Estas expresiones indican que el peso seth simétrico respecto del nodo estrella y que la 

influencia de los vecinos aumentará al disniinuir la distancia respecto del mismo. Tarnbién 

consideran que .9i el tamaño del soporte es dernasiado pequeflo, ci valor asociado a la función 

de ponderación deberá corresponder a una función impulso tipo delta de Dirac. 

Algunas funciones de ponderacióii comiinmente utilizada.s en métodos sin malla son las 

siguientes, 
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. Spline cübica 

2 4 2 4  

= 
- 4d + 

4 2 
- 

j-3 I < a < 1 (3.45) 

o 

. Spline cuarta 

- 
I1_6d2+8d3_3d4 a<1 

(3.46) 
10 d>1 

. Spline quinta 

- I1-10d+15d-6d <1 
(d) = - - (3.47) 

(0 d>1 

La figura 3.4 muestra una comparación entre las funciones de peso anteriores, todas 
pertenecientes a la clase C2. 
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Figura 3.4: Contrastación funciones de peso tipo spline. 

. Función de Gauss 

Iexp(_(r)2k)_exp(_r2k) 
d < d,,,,,

= lo 

1_exp(_rOk) 

d> dmax 
(3.48) 
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Acá, r y k son parámetros quo permiten ajustar la forma de las funciones gaussianas. 

Esta dependencia se muestra gráficamente en la figura.s 3.5 y 3.6, en donde se ha sell-

sibilzado el comportarniento de esta función respecto de cada uno de sus parámetros. 

Cabe destacar que en la definición anterior k siempre es Ufl entero positivo. 

ELi 

-1 -08 -06 -0.4 02 0 0.2 01 0 6 0,8 I 

Figura 3.5: Funciones de peso gaussianas para distintos valores del parimetros r. 
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Figura 3.6: Funciones de peso gaussianas para distintos valore.s del parámetros k. 

. Función cónica 

d \2k <d 
Ip(d) = - 

1 1. /d' max) d - max 
(349) 

10 d>dmax  

En este caso k también es un entero positivo. Algunas de las curvas pertenecientes 

a esta familia se muestran en la figura 3.7. 
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Figura 3.7: Funciones de peso c6nicwi para distiiitos valor(--; del paramet.ro  k. 

En todas las definiciones anteriores, d = d/d ax, donde d es la distancia entre el nodo 
estrella y un punto cualquiera del soporte, es decir, d =11 Z 

- 
y 11, y dmax  es la maxima 

distancia entre el nodo central y la frontera del soporte. 

Debe tenerse en cuenta que cualquier curva que cumpla con las condiciones generales 
establecidas. puede ser utilizada como una función do ponderación, de hecho, algunas 
distribuciones de probabilidad, como la t-student o la beta, han sido exitosamente utilizadas 
corno funciones de peso 

3.6.1 Definición de la forma 

La definición de la fornia de una función de ponderación considera dos aspectos, UflO que 
tiemie relación con el soporte de la misma, subdoininio en ci cual su valor es distiiito do 
cero, y otro que está asociado con su estructura matematica. 

En la figura 3.8 so representan algunos soportes de funciones de peso. Los soportes deben 
ser capaces de asignar valores distintos de cero a cada uno do los puntos pertenecientes a la 
nube, o sea, deben contener a la nube en su totalidad. Sc podró. asignar una ponderaciemi 
cero a los riodos vecinos que queden en la frontera del soporte, aunque al hacer esto se 
obtendrán matrices A quo contcndrán ceros en algülL elemento do su diagonal, con los quo 
sim inversion será nnposible. Para evitar esto se recomienda que ci soporte sea algo mayor 
quo la miube do puntos, de esta forma ninguno de los puntos coritenidos en la nube tendrii 
ponderacioii cero. 

La forma más cormin de definir la forma de las funciones de peso es hacer que su valor 
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S - 

I 

rç 

/ 

Figura 3.8: Soporte.s bidimensionales. 

sea rnáximo en el nodo estrella de f2i  y que decrezca al alejarse de éste hasta hacerse cero 
fuera del soporte. 

3.6.2 Dcfinición del tamaño 

La defiuición del tamafio del soporte debe realizarse de manera tal que todos los nodos 

pertenecientes a Ia nube a él asociada tengan ponderaciones no nulas. Debe recordarse que 

si la ponderación en algi'in tiodo de la nube Cs nula o muy cercana al cero del coniputador, 
aigunos valores de la diagonal de las matrices (IC peso tarnbién serán cero y por lo tanto 
la matriz A contendrá elementos nulos en su diagonal. Esto implica que A no podrá 
ser irivertida si resulta singular, o Sn inversion contendra grandes errores nuniéricos si Sn 
nümero de condición Cs muy alto. Esto puede evitarse, como se mencionó antcriormente, 

procurando que ci soporte contenga a la nube de puntos en su totalidad, excediéndola 

mInimarnente en tarnaño. 

3.6.3 Definición de la ubicación 

En adición a los puntos antes mencionados, tainbién Cs posible definir las funciones de 

ponderación respecto de la posición que adoptarán en la aproximación. De esta forma, la 

función de ponderación estará relacionada con la coordenada en que la función de peso 

toniará su valor máximo dentro de la nube. Esta definicidn da origen a 2 formas de aplicar 

las aproximaciones WLS: rnInimos cuadrados fijos (FLS), que seth el método aplicado en 

29 



CapItulo 3 Método de puntos finitos 

este estudio, y mmnimos cuadrados mdviles (MLS). 

MInimos cuadrados fijos (FLS) 

Si se define Ia función de peso para cada uno de los subdominios Ilj, de modo que: 

pi (xi) = 1 

(x)$0 ,xE (3.50) 

(x)=0 ,xE1l 

El error de aproxirnación queda definido por 352, 

Fr 1/2 
e = / 'j(x) (u(x) - (x))2dil (3.51) 

LJn 

con lo que W(x) en 3.7 deberá ser reemplazado por W(x) con: 

(xi) 0 0 

0 j(x2) 0 
W(x) = 

0 0 
•.. 

(3.52) 

En la figura 39 se muestra una aproximación unidimensional donde es posible visualizar 

esta forma de definir la función de peso. 

Si en esta defiuiición se considera que (z) es una constante, entonces se ohtendrá la forma 

tradicional de los mInirnos cuadrados, LSQ, en donde la matriz de pesos W es la matriz 
identidad, cuya incidencia en ci cálculo de la aproximación es nula. 

MInimos cuadrados móviles (MLS) 

En este ca.so  se define la función de peso W de modo tal que tome su valor rnáximo para una 

coordenada arhitraria de xk, donde la fnnción incognita fi seth evaluada. De este modo 
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U:  

No 

Figura 3.9: Aproximación por mrnimos cuadrados fijos. 

queda definida por: 

CPk(X)=1 ,X=Xk 

0 ,X E k (3.53) 

Pk(X)= 0 ,x E1 

donde ok se "moveth" segIn la posición que adopte xk,  con lo que el error quedará deter-
minado ahora como, 

lc 1/2 
e = I Wk(X) (u(x) - (3.54) 

1'Jc.i 

y W(x) en 3.7 deberá ser reemplazado por Wk(x)  con: 

Wk (XI) 0 ... 0 

Wk(x)= 
o Pk(Z2) •.. 0 

o o ... (Pk(Xn) 

(3.55) 
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En la figura 3.1() se muestra una aproxirnacion unidimensional donde es posihie visualizar 
esta forma de definir la función de peso. 

1L.O U 

0 

I X1_ 4 X 

Figura 3.10: Aproxiniación por mInirnos cuadrados mávile.s. 

Dado que las poiideraciones de Ia fiuición de peso va.rIan punto a punto en MLS, la existeit-
cia de las derivadas de las funciones de forma dependerá de las propiedades de continuidad 
que las funciones de peso tengan. Eu ci caso FLS, en clonde los valores de la fuiución de 
ponderación son puntuales y se mantienen fijos ima vez evaluados, no sucede esto. 

3.7 Fiinciones de forma 

Las funcioue.s de forma en WLS, deflnidas por Ia ecuación 3.9, serán particiones de Ia 
unidad en Iij siempre y cuando se incluya ci término constante en Ia base, es decir, siempre 
y cuando p1(x) = 1 en cualquier tipo de base empleada. La ecuación 3.56 da cuenta de 
esta coridición, 

{1} Ep(x) = 1 V E Qj (3.56) 

El que las funciones de forma sean particiones de la unidad asegura ci curnplimiento de 
las condiciones de repro ductividad y de consistencia, debido a que la poideración de las 
funciones de peso para los nodos vecinos es siempre 100%. 
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Junto con to anterior, seth descable que las funciones de forma cumplan con la condición 

de delta de Dirac: 

I 
N(x) = 

i i=j 
(3.57) 

10 i  54 j 

Con to que se asegura que en un nodo perteneciente at subdominio de aproximación o nube, 

la ilnica función de forma que influya en ci valor nodal de la variable será la función de 

forma generada en el propio nodo. 

TB CA CE N7 RJ 
3.8 Construcción de una base 

Segin se estableció en los capitiilos anteriores, la aplicaci6n del MLS o FLS requiere dc 

la inversion dc la matriz A, por to que ésta debe estar correctarnente condicionada para 

evitar la aparición de errores numéricos en el proceso. La definición del nümero de condición 

adecuado dcpenderá dc la capacidad de la niáquina y del software utilizados para realizar 

los cálculos. 

Al observar la estructura de la matriz A, se puede ver que está compuesta por la multipli-

caciOn de dos matrices de Vandermonde y una matriz diagonal, por to que se puede esperar 

que tenga algunas dc las propiedades dc las matrices dc Vandermonde, las que son bien 

conocidas por sus problemas dc condicionamiento (ver apéndice A). Para observar estas 

dificultades se construithn las matrices A sobre un intervalo unidimensional comprendido 

entre —100 y 100. con 201 nodos equie.spaciados, bases dc aproximación cuadráticas unidi-

mensionales definidas por [1 x x2] y funciones dc ponderaciOn gaussianas dc pathmetros 

k = 1, r = 3.5, dmax  = 2.1h, donde It indica la distancia entre los nodos. Sc utiizarán 

nubes dc 5 nodos en donde ci nodo estrella es el nodo central. 

Por ejemplo, la matriz A construida en torno del nodo x = U está dada por, 

0.241.101  0.00010°  0.153•10' 

A 0  = 0.000• 100  0.153. 10' 0.000 100  (3.58) 

0.153• 10' 0.000 100  0.203• 101  

33 



CapItulo 3 Método de puntos finitos 

y la matriz construida en tomb de x = 90 estará dada por: 

0.241 10' 0.217-103  0.195• io° 
A=90 = 0.217 103  0.195• 105  0.176 i07  (3.59) 

0J95• 105  0.176• 107  0.158• 

Se puede observar que mientras en A=0 los elernentos de Ia diagonal son los mayores de 
sus filas respectivas, en la matriz A=90 esto no ocurre. Lo anterior indica que la primera 
inatriz está mejor condicionada que la segunda, con lo que se infiere que la distancia al 
origen afectará el condicionamieiito de las matrices A. El efecto que tiene la distancia al 
origen en ci condicionamiento de estas matrices se puede observar en la figura 3.11. 

1000  

lob  

1011 

1011  

. 1010  

g 10'  

10'  

10 

101  

'no  
-lCX) •5 .50 -40 20 0 20 40 5) 5) IS) 

x 

Figura 3.11: Efecto de la distancia al origen en ci conclicionarniento de la matriz A. 

Para corregir este efecto Nayroles propuso usar ejes locales en cada nube, lo que se traduce 
en calcular las bases respecto de ejes de coordenadas ubicados en los nodos estrella. Por 
ejemplo, para bases unidimensionales lineales y cuadráticas se tiene, 

p(x)T  = [1 (x - xi)] (3.60) 

p(x)T = [1 (x - xi) (x - x)2 ] (3.61) 
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Mientras que para bases Iinealcs y cuadraticas completas en dos dimensiones so tiene, 

p(x)T = [1 (x - x) (y - y)] (3.62) 

p(x)T = [1 (x - x) (x - x)2  (x - x) (y - y) (y - y) (y - yi)2 ] (3.63) 

De este modo se ha logrado independizar el condicionamiento de A de la distancia del nodo 

estrelia al origen. De hecho, en ci caso analizado, todas las matrices A de las distintas nubes 

definidas son iguales. 

En todo caso, ann existe la, posibilidad de que Ia distaucia entre nodos dentro de una misma 

nube afecte el condicionamiento de A, lo que se puede observar en la figura 3.12. Para 

evitar esto, se ha propuesto norinalizar las bases para lograr quo las máximas distancias 

entre nodos sean valores en tomo a la unidad, que es ci valor de distancia en el que se 

observan los mejores resultados. 

101. 
 

ID,,  

lob 

100  

C 
0 
U 10 

10' 

10 0 , 10 1 ' 100 10' ID 

h 

Figura 3.12: Efecto de la distancia entre nodos en ci condicionamiento de A. 

Una opción para hacer esto es utiiizar la, distancia maxima entre ci nodo estreiia y sus 

vecinos como parárnetro caracterIstico para la normalización de los valores de las variables 

dentro de la nube. Dc este modo, las bases lineales y cuadráticas en una y dos dimensiones 
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que se obtienen son, 

p(x)T  = 
[1 (x_x 

d. 
 )] 

(3.64) 

p(x)T=hl (x — x) (x—x)21 

[ d, dmax 2  j (3.65) 

p(x)T_ [1 (xxi) (y_yi)l (3.66) 
- d, j  

T (x — x) (x—x)2  (X_Xj)•(y_yj) (y_yi)(y_yi)2 p(x)_ A 2 2 A L (zlnax . M ax max Umax 

Esta forma de definir las bases hará que la implementación del MPF mediante colocaciones 
puntuales directas se tome especialmente simple, puesto que en este tipo de colocación solo 
se evaha la base en el nodo x = x, de modo que ésta adopta la forma, 

p(x)T=[l 0 01 (3.68) 
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CapItulo 4 

Discretización del problema 

Antes de resolver cualquier problema de contorno, resulta necesario caracterizar primero 

su dominio de solución. En ci método de puntos finitos, esto implica definir un conjunto 

de riodos que representen tanto al interior del dominio como a su frontera. Esto se puede 

efectuar mediante cualquier método geométrico destinado para este fin. En el caso parti-

cular del presente trabajo, la metodologIa adoptada se ba.sa  en la utilización de funciones 

impiIcitas para la definición de la geometrIa [I I]. 

bounding box 

no 

Figura 4.1: Definición de la geornetrIa de un dominio a partir de la fimcidn irnplIcit.a f(X). 

Dc acuerdo a esta nietodologia, y como Se niuestra en la figura 4.1, ci cloniinio Q de 

solución de mi probiema particular puede ser representado inedia.nte una función escalar 

1(X) que mida la distancia desde la frontera F a cualquier punto del espacio X. Esta 

funcionalidad debe considerar la asignacióri de valores negativos o nulos para las (listancias 

solo en aquellos casos en que ci punto en cuestión pertenezca al doniinio de solución o a 

su frontera. En caso contrario los signos deben ser positivos. 
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• f(X) = 0 Si ci nodo pertenece a la frontera F. 

• f(X) < 0 si el nodo pertenece al dominio de solucion ft 

• 1(X) > 0 Si ci nodo no pertenece iii al dominio de solución ni a su frontera. 

Una elección natural para esta función es la conocida norma euclidiana entre un punto y 
una curva para ci caso hidimensional, y un punto y una superficic en ci caso tridimensional. 
En ambas situaciones, esta norma corresponde a la "menor distancia" entre los clernentos 
en cuestiori. 

Una de las prineipales ventajas de la repreSentación de geometrIas mediante este tipo de 
técnicas es la natural conexión que existe entre ésta y los métodos propios del procesamiento 
de irnágene.s, lo cual permite la generación de modelos discretos a partir del scanner o 
fotografIa de los doininios en estudio. 

La representación gráfica del procedirniento de discretización del dominio utilizado por 
el presente estudio se muestra en la figura 1.1. De acuerdo a éi, se deduce la siguiente 
secuencia de pasos para su adecuada impiementación: 

Sc gencran nodos en là frontera F del dominio mediante, por ejemplo, discretización 
paramétrica de las curvas o superficies a. ella asociadas. En esta etapa se calculan 
adeina..s las normales exteriores asocia(las a cada uno (le estos PUI1t0S. 

Se encierra el dominio de estudio Q por una regióii, eventuahuente rectangular, de 
geometrIa simple y de fácil discretización. A ella se la denomina CO() "bounding 
box". 

Se genera una cuadricula inicial en la region denominada "bounding box", cal-
(ulandose para cada uno de sus vertices la distancia entre ellos y Ia frontera F del 
dominio. La función distancia 1(X) aquI utilizada, debe respetar las condiciones 
anteriormente establecidas para La representación implIcita de geometrfas. 

Se seleccionan como nodos iniciales para la discretización del dominio a todos Los 
nodos froiitera, niás aquellos nodos de la cuadricula "bounding box" cuyas distancias 
signadas sean inferiores a cero. 

La figiva 1.2 muestra ci resultado de la implernentación computacional de la secuencia de 
pasos reciCn establecida. 
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Figura 4.2: Imp1ementaci6n de metodologIa de discretizaciór impilcita donde se muestran nodos 
interiores y frontera con sus correspondientes normales. 

Un procedimiento alternativo para generar el conjunto inicial de nodos serIa la implemen-
tación completa mediante funciones implfcitas del proceso de discretización. Esto elimina 
la necesidad de definir nodos interiores y frontera por caminos independientes, ya que la 
localización de estos ültimos se obtiene a partir de la misma cuadricula utilizada para los 
nodos interiores. A primera vista esto podrIa parecer atractivo pues permite una repre-
sentación rnás compacta del proceso de discretización, rnas la cornplejida.d agregada a la 
metodologla para el reposicionamiento de los nodos exteriores y/o interiores cercanos a la 
frontera, involucra algoritmos no lineales cuya aplicación práctica se traduce en elevados 
costos computacionales que merman las ventaja.s comparativas de los métodos sin malla 

frente a otros métodos de resolución de ecuaciones diferenciales parciales. 

39 



Discretización del prohiema 

40 



CapItulo 5 

Método de refinamiento 

La adaptación es una manera efectiva de lograr exactitud y eficiencia en forma sirnuithnea. 

Esta se logra refinando la discretización en aquellas zonas donde los gradientes de los p0-

tenciales estirnados sean elevados. Ahora I)ien, dado que estos valores son desconocidos a 

priori, seth necesario disponer de mi estirnador que indique la region en la cual se debe 

agregar nodos (refinar), para mejorar la calidad de la soluciOn. Todo esto en un pro-

ceso iterativo que sea eficiente de.sde el punto de vista computacional, y que amalgame 

adecuadamente nüinero do refinamientos, agregación de nodos y minima desviaciOn de la 

aproxiniacióu. 

El método de refinamiento utilizado en ci presente estudio, y presentado en esta sección, se 

basa en una e.stimación del error a posteriori tanto para el potencial como para su gradiente. 

A partir de estos valores y de la estrategia de adición de nodos mostrada má.s adelante, se 

determinan aquellas zonas donde los errores son elevados y por tanto se requiere de nuevos 

nodos para el control de la desviación respecto a la solución real. 

5.1 Estrategia para la adición de nodos 

La idea que hay detrs de la adaptación no es otra quo mejorar la solución, introduciendo 

nuevos nodos en las regiones del dominio donde los errores de aproximación tanto para ci 

potencial como para ci gradiente, 110 cuinpian con una tolerancia previamente establecida. 

La estrategia aqul utilizada, puede ser descrita a través del siguiente procedimiento: 

1. Se genera una discretizaciOn inicial del dominio cuya denoininación será nodos de 

soporte. 
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Se generan nuevos nodos a partir de los nodos de soporte, cuya denominación scrá 
nodos de refinamiento. Estos serán los candidatos a ser incluidos en el conjunto de 
nodos de soporte durante ci proceso iterativo. 

Se resuelve mirnéricarnente el problema para los nodos de soporte. 

A partir de los resultados anteriores, y de acuerdo a los estimadores definidos en la 
secci6n 5.2, se determinan las desviaciones del potencial y del gradiente en cada uno 
de los nodos de refinamiento establecidos. 

Si el criterio do adaptación definido en la sección 5.3 se cumple para alguno de 
los nodos de refinainienlo, entonces este pasa a forrnar parte del conjunto nodos de 
soporte del dorninio discretizado. 

Este proceso se repite hasta alcanzar alguna tolerancia definida a priori. 

Es importante destacar aqul, quo la generación do los nodos do refinamiento, so hace en 
ci mismo momento on quo so cstán determinando las nubes mediante ci criterio do vecinos 
do Vororioi. Para cada uno do los trazos defiriidos por ci nodo estrella y sus vecinos, so 
establece un nuevo nodo en la zona media de los mismos. Esto se hace sobre la base del 
principio quo establece que ci máximo de error en aproximacione.s polinórnicas cuadráticas 
se produce precisamente on dichos puntos. La figura 5.1 muestra gráficamentc lo recién 
indicado. 

0 Nodos existentes 

• Nodos nuevos a insertar 

Figura 5.1: Definición de nodos de refinamiento a partir de los conceptos de nube y vecinos de 
Voronoi. 
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5.2 Estimador de error 

El estiniador del error es Un a.specto central deiitro de todo mecanisino de adaptación. La 
exactitud lograda depende directamente de su desempeflo. En el presente trabajo se utiliza 

un estirnador de error a posteriori cuya deducción se muestra en los párrafos siguientes. 
Este e.stimador a.sume bases cuadráticas para las funciones interpolantes y base lineal para 
las aproximaciones. 

Considere dos nodos cualesquiera del espacio bidimensional, S, y i2, donde los valores del 
potencial u son conocidos y quedan definidos por la siguiente distribución cuadrática: 

u(x,y) = CO + C1x+ 1  C2x2 +C3y+ I C4y2 + C5xy (5.1) 

u(x,y) = (Cl +C2x+C5y) a +(C3 +C4y+C5x)a (5.2) 

Defina a partir de ellos el nodo m,  nodo de refinamiento donde se debe estimar el error 
del potencial, como el punto rnedio del segmento lineal que los une, tal como se muestra 
en la figura 5.2. 

De acuerdo a lo anterior, el valor que tomarán los potenciales y gradientes en los nodos de 
referencia Yj Y 2 seran, 

Ui = CO + C1x1  + C2X J  + CM+ +G5xiyi (5.3) 

U2 = Co  + C1x2  + C2x + C3y2  + C4 y + C5x2y2 (5.4) 

= (CI + C2x1  + C5 y1) à + (C3  + C4y1 + C5xi) à (5.5) 

Vu2 (5.6) 

A partir de ellos, será posible determinar la aproximación lineal del potencial Urn en el 
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nodo de refinamiento como, 

1 
Urn = (ui + u2) (5.7) 

donde, evaluando las expresiones 5.3 y 5.4, se obtiene, 

1 2 2 2 2 u1  =Co+C1(xl+x2)+C2(x2 41
+x2)+C3(yl+y2)+C4(y

2 41+y2)+_C5(xlyl+x2y2) 

(5.8) 

70 

60 

50 

40 

Figura 5.2: Topologia utilizada para derivación de formula de error bidimendional. 

A partir de esta relaciOn, y con.siderando que el potencial rn  en el nodo Xm viene dado 
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por la evaluación (Ic 5.3 en dicho punto, 

1 
 C5  Urn = +x2)(yl+y2) 

(5.9) 

es posible determinar un estimador de error para ci potencial corno, 

rn = hUm - = - x)2  + 4(y2 - yi)2  + - x1)(y2 - yi) (5.10) 

Esta expresión puede ser enormemente simplificada si es reescrita en términos de los gra-

dientes do los nodos referenciales mostrados en 5.5 y 5.6. Con ello se obtiene la expresión, 

- 1-. -. 

Em (Vu2-VUi).(x2 _i) (5.11) 

cuyo carácter, al estar expresada en términos de vectores y operadores diferenciales, es 

general y permite extender su ILS() a ca.sos tridimensionales sin ningtmn probiema. 

AsI, de acuerdo a la deducción recién expuesta, el estimador propue.sto para el error de 

potencial es, 

= . (5.12) 

obteniéndose su valor mediante la comparación del valor prornedio de los potenciales de 

los nodos de soporte a partir do los cuales se obtuvo el nodo de refinamiento, y ci valor 

cuadráticamente interpolado del potencial en ci mismo nodo. 

Respecto al estimador del error para cada una de las componentes del gradiente de la 

aproximación, su valor se deduce do Ia rclación 5. 12, y puede ser expresado del modo 

siguiente, 

= a) = VU + V2u et,) . 
Ayj~ (5.13) 

Para ciialquier otro tipo de expresión diferencial derivada do los potenciales aproximados, 

tales como los esfuerzos en ci caso de meciiiica do sólidos, podnin obtenerse formulas 

siinilares que pernñtan evaluar ci error en cada uno de los nodos de refinamiento definidos. 
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5.3 Criterio de adaptación 

Como se mencionó en la sección 5.1, ci criterio de adaptacidn permite determinar cuáles 
nodos de refinamiento pasan a formar parte del conjunto de nodos de soporte del problema 
y cuáles no. Para ello, se debe identificar entre los nodos de refinamiento interiores, cuya 
función distancia es e.strictamente menor que cero, y los nodos de refinamiento frontera, 
cuya función distancia es exactarnente igual a cero. 

5.3.1 Criterio para nodos de refinamiento interiores 

Dado que ci objetivo perseguido por la presente estrategia de refinamiento es controlar 
tanto la norma como ci valor rnáximo de los errores de aproximación del potencial y del 
gradiente, se adoptó el siguiente criterio filtro para la agregación de nodos: 

• todos aquellos nodos de refinamiento cuyos errores de aproximación para el potencial 
y para cada una de las componentes del gradiente, sean superiores a los correspon-
dientes errores cuadráticos medios estimados, norma Frobenius, pa.san a formar parte 
de los nodos de soporte del probleina. 

5.3.2 Criterio para nodos de refinarniento frontera 

Para los nodos uhicados en la frontera del dominio de solución, ci criterio de selección 
adoptado es ci siguiente: 

• Si la razón entre Ia distancia nodo de refinamiento - nodo de soporte frontera ms 
cercano, y la distancia nodo de refinamiento - nodo de soporte interior ins cercano, 
es mayor que 1, entonces ci nodo de refinamiento pasa a formar parte del conjunto 
de nodos de soporte. 

Este criterio es especialmente dtil en los casos cii que la frontera en cuestióii es del tipo 
Dirichlet. En estos casos, un nodo de refinamiento nunca pasarla a formar parte de los 
nodos de soporte, pues su error de potencial siempre serIa nub. 

El uso de este criterio puede ser extendido al conjunto de nodos interiores cada vez que 
se estinie conveniente controlar ci gradiente de la discretización utilizada. Es aitamente 
reconiendable liacer esto en todos aquelios problemas que desde ci punto de vista niunérico 
presentan una elevada rigidez. 
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5.3.3 Criterlo de parada 

Para determiriar cuándo se debe detener ci proceso iterativo de refinamiento, se inide al final 

de cada iteración ci error global de la solución y se coinpara con una toleraiicia predefinida. 

Este error global se determina como ci promedio de las normas de Frobenius de los errores 

estimados tanto para los potenciales como para los gradientes. Las normas iitiiizadas para 

este fin son la norma H' y la norma L2 , las cuales son generalinente definidas como, 

2 

L2 
= [ [u - Uk12] 

2 

/ [ u] (5.14) 

n 2 

H' 
= L [(tuk - Vuk) . a]] 7 [k2] (5.15) 

Dado que las expresiones 5.14 y 5.15 utilizan en su definición la solución real del problema, 

cuyo valor es desconocido, su aplicación práctica es imposible. Para poder hacer uso 

de estas expresiones en una implementación computacional real, sus valores deben ser 

necesariamente aproxirnados. En el case particular de disponer de estiinadores de error 

para ci potencial y ci gradiente, como los mostrados en las ecuaciones 5.12 y 5.13 del 

presente docuniento. esta aproximación podrá lograrse de manera simple, expresándose su 

resultado como, 

I 

L2 m2/ n 1 2 (5.16) 

I I 
7L 2 

H' 
I 

,U)2] 

2/ 

[( k)2] (5.17) 
k=T 
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Result ados 

El método de puntos finitos con el criterio de adaptación ariteriormente definido fue puesto 

a prueba para un corijunto de casos en que las soluciories analIticas son conocidas. Dentro 

de este grupo se incluyen problernas unidimensionales y hidimensionales, con distintos 

grados de complejidad maternática y distinto niimero de grados de libertad por nodo de 

discretizacion. La base polinómica utiliza en todos los análisis fue de orden cuadrático. El 

tamaño de las nubes fue de 5 nodos para el caso unidimensional, de 10 nodos para el caso 

bidimensional con un grado de libertad por nodo y de 12 nodos para el caso bidirnensional 

con dos grados de libertad por nodo. 

. Problemas unidimensionales. 

Test de Rachford & Wheeler. 

Descarga corona unipolar en configuración coaxial. 

. Problemas bidimensionales de electromagnetismo. 

Ecuación de Laplace en dominio anular. 

Ecuación de Poisson en dorninio cuadrado. 

. Problemas bidiunensionales de mccánica de sólidos. 

Viga empotrada. 

Cilindro hucco sujeto a presión interna. 

Placa infinita con agujero circular sometida a tension unidireccional. 

Dado que todos los casos analizados son de solución analItica conocida, será posible uti-

lizar las normas L2  y H' definidas en 5.11 y 5.15, para evaluar la calidad de La solución 

aproxirnada respecto de la solución exacta. 
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Resultados detallados de cada uno de los experimentos realizados pueden ser encontrados en 

el apéndice C del presente reporte. Además, y a modo de ejemplo para el lector inexperto, 

en el apéndice ?? de este docurnento, se entrega irn código totalmente comentado de la 

resolución mediante el Método de Puntos Finitos del Test de Rachford i Wheeler, con el 
fin de transparentar la manera en que este método se aplica. 

6.1 Problemas unidimensionales 

6.1.1 Test de Rachford & Wheeler 

El test de Rachford & Wheeler[21] fue propuesto inicialmente para estudiar la convergencia 

del método de Galerkin. Luego, fue utilizado por Babnska[25] y Liu[26] para estudiar 

la (Onvergencia de un método de elementos finitos alternativo y del método de nücleo 

generador, respectivaniente. 

El problema consiste en resolver la ecuación diferencial: 

d 27 
+ b(s) = 0, x e [0, 1] (6.1) 

sujeta a las condiciones de contorno: u(0) = 0, u(1) = 0, y donde, 

6 
b(s) 

= 21 + 62 (x - xo)2 
+ 2(1 - x)(x 

- so)1 + 
62(x - )2)2 (x - 50) (6.2) 

Los paMmetros 6 y so permiten controlar, respectivamente, la magnitud del gradiente 

maxllm) y el punto en el cual éste se produce. 

La solución exacta de este problema es, 

u(s) = (1 - x) [arctan (6(x 
- so)) + arctan(öxo)] (6.3) 

mientras que su derivada viene dada por, 

du_ S 
arctan (6(x - so)) - arctan(6x0) + (1 - 

x) 1 + 82(x 
 - 

x )2 (6.4) 

En este caso, se estudia el comportamiento de las soluciones numéricas logradas a partir 
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de las siguientes metodologIas: 

metodo de puntos fluitos con discretizacion uniforme del dorninio, 119 nodos. 

• método de puntos finitos adaptivo, que se inicializa con 7 nodos uniformemente dis-
tribuidos y alcanza Ia tolerancia deseada, 10, cuando el nüiriero de estos es 119. 

La figitra 6.1 mue.stra la representación gráfica de las discretizaciones iitilizada.s tanto por 
ci proceso adaptivo de solución, como por ci que utiliza nodos uriiformernente distribuidos 
sobre ci dorninio. 

Los valores de los parámetros 6 y xo fueron elegidos como 60 y 0.5, respect ivamente. 

(a) (b) 

Figura 6.1: Discretizacidn utilizada por: a) método de refiuiainierito propuesto, b) nodos unifor-
mernente distribuidos. 

Los resultados obtenidos al aplicar ambas estrategias de solución son de.splegados en su 
totalidad en las figuras C.1 y (.2 del apéndice C. 

La forma de Ia curva inostrada en la figura 6.1(a) da cuenta de la acción del proceso 
de refinamiento adaptativo propuesto, apreciándose una alta concentración de nodos en 
aquellas zonas donde la distribución de potencial presenta gradientes elevados (xo = 0.5). 

Comportamiento del estimador de error propuesto 

Con el fin de verificar la capacidad del estimador propuesto para aproxirnar el error local 
dc Ia solución nurnérica, se contra.sta gráflcamente su valor con el del error real medido 
respecto a la solución anailtica. Esto se hace tanto para el potencial corno para su gradiente, 
desplegándose ambos resultados en Ia figura 6.2. 
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Figura 6.2: Coiitrastacióii eiitre error real y el e.stmiador propuesto. 

La simple observación de las curvas mostradas en la figura 6.2 da cuenta de la calidad del 
estiiriador propuesto, validándose su buen comportainiento para la estnnacioii del error 
local de aproxirnación tanto del poteucial como de su gradiente. 

()tro aspecto relevante y atribuible a la tecmca de relinamiento es ci lieclio de que là 
distribución de error local converge globalmente a un valor unico, ci cual, dadas las carac-
terIsticas de la estrategia de adaptación aquI definida, correspondera a la. norma Frobenius 
de la misma. Por lo tanto, si la cantidad de refinamientos aumentara, la forma que toma.rIa 
la distribución local de errores serla cada vez mESs plana. 

Contrastación entre soluciones analItica y adaptiva 

Dado que la solucióii analitica es conocida, seth posibie contrastar sii valor coji ci obtenido 
a partir de Ia aplicación del método de refinamiento aqul propuesto. La figura 6.3 (Ia 
cuenta de estos resultados. 

El análisis de estas distribuciones muestra el buen desempeño de la nueva técnica de refi-
narniento aquI definida. Sc observa que tanto 1)a  el potencial CO() para el gradiente las 
desviaciories respecto a la soluciOri analItica son mmnirnas. Esto tiene directa reiación con la 
estrategia de adaptacióii utiliza.da, la cual, dado que dispone de estiniadores de error tanto 
para potencial corno para gradiente, controla conjuntamente las desviaciones de ambas. 

Contrastación entre soluciones uniforme y adaptiva 

Otra arista (IC análisis relevante en el estudio de técriicas adaptivas, es la contrastacion 
de los resultados por ellas generados con sus equivalentes considerando discretizaciones 
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Figura 6.3: Aproximaciones numericas del potencial y de su gradiente logradas a partir del método 
de refinarniento propuesto. 

Con nodos uniformemente distribuidos. Para ello, se resuelve el problema en cuestión con 

ambas estrategias de solución, tahulándose los errores globales obtenidos en la tabla 6.1. 

Para ci ca.so  de la solución adaptiva ci criterio do parada so estableció en 10. 

H' L2  
Resolución con refiuiamiento adaptivo 6.4 x 10 2.1 x 10 

Re.solución con nodos aniformemente distribuidos 2.9 x 10-2  2.2 x 10 3  

Tabla 6.1: Errores globales asociados a la resolucioii niunerwa del test de Racliford & 
Wheeler utilizando 119 nodos. 

Re.specto de las distribuciones de errores locales obtenidas, éstas pueden ser ol)servada.s en 

las figuras ('.1 y C.2 del apéridice C.  del presente documento. 

El análisis de errores tanto globales como locales, dan cuenta nuevamente del bueui corn-

portamiento de la estrategia adaptiva propuesta. En lo referido al error global, se observa 

un aumento de un orden de magnitud en la aproximación do los potenciales (norma L2) 
y de dos en ci caso de los gradientes (norma H'). Esto ultirno es sumamente miport.ante, 

pues en aplicacioiies de ingenierIa, generalmente, SOIl los valores de los gradientes los que 

inciden directarnente en la toina de decisiones. Respecto al error local, se observa clara-

inente que ci "aplanamiento" logrado con La técnica de refinamiento propuesta, no aparece 

en la solución con discretizacióui uniforme. En ésta, y en aquellas zonas de alto gradiente, 

ci error crece descontroladamente muy por encima del valor medio dc toda la dist.ribuci6n. 

Por iu1tirno se indica. que de los valores registrados en la tabla 6. 1, se deduce otra Ca-

racteristica destacable del método de refinamiento aquI definido. Esta corresponde a su 
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capacidad de mantener el error global tanto del potencial como del gradiente por debajo 

de un valor predefinido (en este caSo do utilizó una tolerancia do 10). 

6.1.2 Descarga corona unipolar en configuración coaxial 

El modelaniiento del fenómeno de descarga corona unipolar ha sido ampliamente estudiado 

y distintas metodologIa.s basadas principalmente en elementos y diferencias finitas han sido 

evaluadas con resultados satisfactorios [29] [30] [33]. En el presente estudio, se analiza 

un case unidimensional simple de sohición anailtica conocida, con ci fin do avaluar el 

comportamiento do la técnica de piintos finitos adaptiva aquI propuesta. La geometrIa 

asociada a este modelo so imiestra en la figura 6.1. 

Figura 6.4: GeoirietrIa coaxial estudiada. 

Este problema, peso a ser unidiinerisionai, posee caracterIsticas que lo bacon altamente 

atract.ivo en là evaluación de algoritnios rniméricos para là resolucion de eeuacione.s dife-

renciales parciales. Dentro do ellas, las nnAs iitteresantes soil: 

• Para ser expresado come sisterna de segundo orden. requiere de la defiuiición de dos 

grades (Ic libertad per cada node do Ia discretizacion (poteucial y carga electrica). 

• Presenta no linealidades del tipo producto, quo desde ci punto do vista Immérico son 

do alta cornplejidad. 

• La solución do este tipo de problemas presenta gradientes sumamcnte elevados en el 

electrodo que se encuentra a potenciad alto, razón por la cual es ideal para evaluar 

técnicas adaptivas. 
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La forrnulación maternática do este problema so basa en las eciiaciones do Maxwell, y su 

expresion en térnunos del potencial y de la densidad de carga eléctrica es la siguiente, 

1d ( d\ 

dçbdp 
-a-- r__ ) + p = 0, 

- p2  = 0, en = [r,,, R] (6.5) 

Acá, tanto potenciales como dcnsidadc.s de carga están on por unidad do las cantidades 

base Obase = V0  y Pbose = 0V0, respectivarnente, doride V0  es ci pote.ncial del conductor 
"coronado" y c, = 8.85. 10-12  F/m  es Ia permitividad dieléctrica do vacIo. 

Las coridiciones de frontera asociadas son, 

(r)I =Vo, 
r=To 

= 
dr 

0. =—E0 (6.6)6) 
dO 

LR r0  

donde E0  es el valor del campo eléctrico crItico sobre la superficie del conductor "coronado" 

deterrninado a partir de la ley de Peek [30]. 

La solución analItica de este probleina viene dada por la expresión, 

E -ial 0r0  

(1+ ()2)1/2 
[(i+ (r)2)"2 

T 
—sinh (-) +j3 (6.7) 

para el potericial eléctrico, y por, 

f0E0r0  
p(r) = - (6.8) 

[(r2  + a2)(r2  + 

para Ia distribución espacial de carga eléctrica. Los parárnetros a y 3 de las expresiones 

anteriores se determinan a partir de la geometria y de las coridiciones (le horde antes 

establecidas. Para r0  = 0.0025m, R = 4m, V0  = 300kV y E1, = 48.06k V/cm, el valor de 

los parámetros a y 0 es 0. 135m y 355kV, respectivainente. 

Dado que las eduaciones que rigen ci comportamiento de los campos CS 110 lineal, se requiere 

de una estrategia nurnérica para la resoluciOTi de este tipo (10 problernas. En este ca.so  

particular, la tecmca seleccionada es Newton-Raplison y la tolcraiicia definida para su 

convergencia es 10. No se utilizaii técnicas de relajación, con lo cual eventualmente se 

podrIa acelerar la convergencia del método. 

La resolución de este probiema niediante la técnica propuesta se inicializa con una discre-

tización de 16 riodos uniforinemente distribuidos. Para lograr una tolerancia relativa de 
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0.002, la metodologIa desarrolla 7 refinamientos adaptivos, cuya evolución se observa en 

las figura 6.5. 

-- 02 

01 

3 

\\ 

4 

0 

erc6n pioceso do rofioamen!o adoplrse 

Figura 6.5: Evolución del error global y del nümero de nodos utilizado on la discretización, para 
cada iteración del proceso de refinarniento adaptivo. 

Con el fin de mostrar ci buen coinportamiento local de la aproxirnación lograda, en la 

figura 6.6 se muestra superpuestas las soluciones analitica y numérica adaptiva, tanto para 

potencial como para distribución espacial (IC carga eléctrica. 

(a) (b) 

Figura 6.6: Distribuciones analItica y nurnérica adaptiva de (a)potericial, y (b) densidad de carga 
eléctrica. 

Se observa clararnente en las figura.s anteriores quo ci tamaflo del paso de discrctización 

se ha adaptado correctamente al problema. Esto es, en las zonas de gradiente elevando, 

cercanas al conductor "coronado", los nodos se encuentran rniicho más juntos que en la 

region exterior, doiide el conductor esta aterrizado y los gradientes son inenores. 

Otros resultados especificos asociados a las distribuciones espaciales de potenciales y gra- 
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dierites pueden ser encontrados en la figura C.3 del anexo C, al final del presente reporte. 

Vale la pena indicar aquI, que este tipo de probienias con mallas uniformernerite distri-

buidas y una cautidad de nodos similar a la obtenida al final del proceso de adaptacióu, 

simplemente no converge a la soiución real después de un nümero prudente de iteraciones 

de Newton. Esto refuerza La necesidad de desarrollar estrategias adaptivas que respondan 

de mejor manera al comportamieiito intrInseco de los distintos probiemas de la ingenierIa 

y faciliten su resolución coinputacional. 

6.2 Problemas bidimensionales de elect romagnetismo 

6.2.1 Ecuación de Laplace en dominio anular 

En este caso se resuelve un problema de electrostática, extraIdo del texto de electromag-

netismo del MIT de Hauss y Meicher [361, en donde tanto ci potencial como ci campo 

eléctrico presentan fuertes variaciones en regiones bien definidas del espacio. Dadas sus 

caracteristicas, este probiema se transforma en un caso de prueba ideal para la experimen-

tación de métodos mirnéricos adaptivos. La ecuación diferencial parcial a resolver es La 

siguiente: 

.L 
(
r-r

,  9'Y + 1 
32fr 9' 

= 0 
rOr or ) .2 O9'2  

Las condiciones de contorno asociadas son: 

en 0 = [0.4, 1] x [0, j (6.9) 

=0 

= Sin ( ,7r In 
3(04)) 

Ln() 

y su solución anaiItica es: 
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sinli (3ir_ 
14 in(- 

u(r,) = 

( 

In 

(oi)) 

\ 
In () sinh 

(6.12) 

111(014)) 

3u(r,p) 3 ir 
- 

in (h 
sinh (37r 

) 
Dr - in() 

Cos (3-7r 1 1n(- ) 
)) (6.13) 

snh ____ i 
In (010) 

cosh (3ii.  
0.4 / 

Dça in() 
________ sin (3 

~FT

ln(ih)) 
lr in (1) 

____________________ (6.14) 
___ siiih 
In ( )j 

La rcsolución de este probicina mediante la técnica propuesta se inicializa con una discre-

tización del dominio surnamente rala, compuesta solo per 14 nodos. Después de 8 refina-

mientos adaptivo.s, el dominio se encuentra discretizado por 435 nodos cuya distribuciOn 

se puede observar en la figura 6.7, lado derecho. Se observa claramente quo la distribuciOu 

de nodos obtenida responde cabaimente al comportamiento fuertemente variable tanto del 

potencial como del campo eléctrico en la froiitera p = 

fl.x,ôn p.oc.n 6. am..nlo IdØ*C 

Figura 6.7: EvoluciOn del error global y del nñmero de nodos utiizado en la discretizacidn, para 
cada iteración del proceso de refinamicuto adaptivo. 

Respecto al error global do la aproximación, cuyo valor considera las normas L2  de potencial 

y H' de gradiente, en la figura 6.7 so rnuestra su evolucidii a medida que se realizan los 

refinamientos adaptivos de la solución mirnérica. Se observa adems en la misma figura, el 
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incremento gradual del nilmero de nodos dura.ntc ci mismo proceso. 

Con el fin de mostrar ci buen comportamiento local de Ia aproximación lograda, en la 

figura 6.8 se muestra las soluciones analItica y nurnérica adaptiva. 

I I : 
. 

QQ2 OM6

I  

I

0 

(a) (b) 

Figura 6.8: Distribucioncs de potencial asociadas a solución: a)analftica, b)nurnérica adaptiva. 

Otros resultados especIficos asociados a las distribucioiies espaciales (IC potenciales y gra-

dientes pueden ser encontrados en la figura C.4 del anexo C', al final del presente reporte. 

6.2.2 Ecuación de Poisson en dominio cuadrado 

Este problerna se resuelve con ci fin de mostrar que ci comportamiento del método de 

refinarniento adaptivo es independiente del tipo de condiciones de frontera utilizadas. Para 

ello, se resuelve la ecuación de Poisson en un dominio cuadrado considerando condiciones 

de frontera mixtas en su formulación. El problema a resolver es ci siguiente: 

82u(x
aX2, 

y) 82u(x, 
+

8 2 
- sin(2x) sin(2y) = 0, en Q = [0,1] x [0,1] (6.15) 

Las condiciones de contorno son: 
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u(x,y) I =0 
Y=O 

u(x,y) I =0 

Ou(x,y)i 
= -----sin (2iry) 

Ox x=1 2ir 

= 1 sin(27ry) 
Ox I  x=0 2ir 

(6.16) 

(6.17) 

y su solución analItica es: 

u(x,y) ---1-sin(2irx)sin(2iry) 
8ir2  

8u(x, 
= cos(2rx) sin(27ry) 

Ox 47r 

Ou(x, ui) 
= sin(27rx) cos(27y)

(9y  47r 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

1.•..•  .. .... .. .. 

I 
5. 

Figura 6.9: Evolución del error global y del nilmero de nodos utilizado en la discretización, para 
cada iteración del proceso de refinamierito adaptivo. 

El método adaptivo Sc miclo con 16 puntos regularmente di.strihuidos y finalizó con 569 
puntos dispuestos de la manera indicada en la figura 6.9, lado derecho. La tolerancia 

definida como condición dc parada en este case fue do 2 x 10-2.  Al final del proceso de 
refinarniento las norma.s de error L2  y H' alcanzaron valores de 1.40 x 10-2  y 1.24 x 10-2, 
respectivamente, siendo amb&s inferiore.s a la tolerancia anteriormente definida. El detalle 

del comportamiento del error global de aproximación a medida que avanza el proceso 

adaptivo se muestra en la figura 6.9, lado izquierdo, junto con la evolución del nürnero de 
nodes considerados para el cálculo de la aproximación. 
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El comportarriiento local de la aprodrnación para el caso del potencial puede ser verificado 

en la figura 6.10. Esta nuevamente da cuenta de la calidad de las soluciones logradas al 

aplicar el presente procedirniento de adaptación al método tradicional de puntos finitos. 

I 

 10,  

II 
C - 

(b) (a) 

Figura 6.10: Distrihuciones de potencial asociadas a solución: a)analItica, b)numérica adaptiva. 

Otros resultados especIficos asociados a las distribuciones espaciales de potenciales y gra-

dientes pueden ser encontrados en la figura C.5 del anexo C, al final del presente reporte. 

En este experimento al presentarse variaciones suaves tanto de potencial como de gra-

diente, es posible verificar otra propiedad atractiva del presente proceduniento. Esta tiene 

relación con la convergencia de la di.scretización lograda por el proceso de refinamiento 

hacia una distribucióii uniforme de nodos, cada vcz quo las funciones involucradas no 

presentes fuertes variaciones en sus valores dentro del domiiiio de análisis. 

6.3 Problemas bidimensionales de mecánica de sólidos 

A continuación se estudian tres prohiernas clsicos de mecánica de sólidos lineal elástica [35] 

quo poseen solución analItica conocida. Para ello, primero, se describeii sus caracterIsticas 

y se definen sus parámetros, luego, se determinan aproximaciones para los desplazamientos 

mediante la estrategia adaptiva propuesta, y finalmente, Se analizan sus resultados a la luz 

de la calidad y estahilidad de las aproximaciones logradas. 
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6.3.1 Viga empotrada 

El primer probleina de ela.sticidad estudiado corresponde al anUisis estático de una viga 
empotrada sornetida a La acción de una carga puritual (representada como carga distri-

huida) en su extremo libre. La geométrica asociada al problema se presenta en la figura 
6.11. Los valores utilizados para cada uno do Los parmetros gcométricos son, D = 1, 
L = 8 y espesor unitario. 

Y 

P 

Figura 6.11: Viga empotrada sujeta a carga vertical en su extreino libre. 

La carga total viene dada por un esfuerzo constante parabólico, donde P = 1.0. Los 
parámetros constitutivos del material son E = 1000 y ii = 0.3. Bajo estos supuestos y 
considerando una condición de tension plana, la solución teórica para los desplazarnientos 
es, 

7 D\ 
- 6E1 - -k-) 

(x(2L - x) + - D)) (6.21) 

v(x,y) = 
P(1—v2) 

(X2  (3L x) 
3v 

( 

D) 4+z'D 2 
 - + (L - x) y - - + x (6.22) 

6E1 1—v 2 4-4ii ) 

donde I = es el momento de inercia de la barra. 12 

Las componentes del tensor esfiierzos bajo los mismos supuestos son, 

= _ç(L_x) (-_ ) (6.23) 

(6.24) 

Txy(X,Y) = _(y - D) (6.25) 
21 
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Algunos resultados relcva.ntes asociados a la rcsolucidn numérica del problema se cntregan 

en las figuras 6.12, 6.13 y 6.14. Dentro de éstos se incluyen, la evolución durante el proceso 

de refinarniento del error global de aproximación y del ni'imero de nodos utilizados, la 

distribución espacial del vector desplazarniento y la componente o del tensor esfuerzo. 

j 002 

(1n, 

twine,, p.ocno di ,*IWn,eflo .ditir.t 

Figura 6.12: Evolución del error global y del nmunero de nodos utilizado en la discretización, para 
cada iteración del proceso de refinamiento adaptivo. 

El proceso adaptivo de solución se inicia con 51 nodos uniformernente distribuidos, los 

cuales después de 2 etapas de refinamientos aumentan a 126, dispuestos segiIn se muestra 

en la figiira 6. 12, lado derecho. 

La tolerancia global utilizada como criterio de parada se establece en 2 x 10_2,  lográndose 

con eflo valores para las normas de error L2  y H' de 1.21 x 10 y 2.02 x 10_2,  respecti-

vamente. 

(a) (b) 

Figura 6.13: Distribución espacial del vector desplazamieiito obtenido mediante solución: 
a)analItica, b)MPF adaptivo. 

Resultados adicionales asociados a las distribuciones espaciales de cada una de las corn- 
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L..LE1LLLLLLtIJ.U.1LLJ4!': J-1I II. ..LLIUUULtULJ. 

(a) (b) 

Figura 6.14: Distribución espacial de esfuerzo o obteiiido niediante solución: a)analItica, b)MPF 
adaptivo. 

ponentes del vector desplazarniento y del tensor esfuerzo, pueden ser encontrados en las 

flguras C.6 y C.? del anexo C, al final del presente reporte. 

6.3.2 Cilindro hueco sujeto a presión interna 

El siguiente problema de ela.sticidad lineal analizado corresponde a un cilindro presurizado 

de radio interior Ra  y radio exterior R&. La superficie interna del cilindro está sometida a 

iiria presi6n de valor P. El esquenia de la figura 6.15 muestra la topologIa recién de.scrita. 

El radio interior y exterior de la region estudiada se definen corno 1 y 5, respectivamente. 

La presión interna a Ia cual está sornetida el cilindro hueco se considera unitaria. Las 

caracterIsticas constitutivas del material considerado son E = 1000 y ii = 0.3. La so-

lución tcórica para los desplazarnientos, asurniendo una condición de deforrnación plana y 

expresando sus valores en coordenadas polares, son: 

{ 1)2 
U, (r,  ) - 

PRr 
(1 v)+ ( (6.26) 

E(R — R) - \r) 

v(r, ) = 0 (6.27) 

Las componentes del tensor esfuerzos bajo los mismos supuestos son, 
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Rh 

Figura 6.15: Ci1iidro hueco sujeto a presión interna. 

- 
PR  fi (R 2l (6.28) Urr(T W)_ E( R2 R2) \rj f 
PR  I  (Rb  a +

)2 
(6.29) 

J(r)= E(R2 R2)l r J 
rro(r, ) = 0 (6.30) 

Algunos resultados relevantes asociados a la resolución numérica del problema se entregan 

en las figuras 6.16, 6.17 y 6.18. Dentro de éstos se incluyen, la evolución durante ci proceso 

de refinamiento del error global de aproxirnación y del iiümero de nodos utilizados, la 

distribución espacial del vector desplazarniento y Ia componente a del tensor esfuerzo. 

El proceso adaptivo de solución se inicia con 43 nodos uiiiformernente distribuidos, los 

cua1es después de 4 etapas de refinarnientos aumentan a 250, dispuestos segn se muestra 

en la figura 6.16, lado derecho. 

La tolerancia global utilizada como criterio de parada se establece en 2 x 102,  1ogrndose 
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3 

0 

Oroo*3*, p31O31 do rOOo*wldO  Mapt- 

Figura 6.16: Evolución del error global y del nñmero de nodos utilizado en la discretización, para 
cada iteración del proceso de refinamiento adaptivo. 

con ello valores para las normas de error L2  y H' de 1.83 x 10 y 1.42 x 102,  respecti-
vamente. 

owl,, Owl,, 

I 

(a) (b) 

Figura 6.17: Distribución espacial del vector desplazamiento obtenido mediante solución: 
a)analItica, b)MPF adaptivo. 

Resultados adicionales asociados a las distribuciones espaciales de cada una de las corn-
ponentes del vector desplazamiento y del tensor esfuerzo, pueden ser encontrados en las 
figuras C.8 y C.9 del anexo C, al final del presente reporte. 
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I I" 

.. 

1 

(a) (b) 

Figura 6.18: Distribución espacial de esfuerzo a,, obtenido mediante solución: a)analItica, b)MPF 
adaptivo. 

6.3.3 Placa infinita con agujero circular sometida a tension unidireccio-
nal 

El ultimo problema estudiado corre.sponde a una placa infinita de espesor unitario, con un 

agujero circular de radio a y sometida a una tracción horizontal de valor a. El esquema 

mostrado en la figura 6.19 da cuenta de lo recién indicado. 

p 

L21  -m 

-4 _ 

4 

(T1 c's) 0=1 

Figura 6.19: Placa infinita con agujero circular sometida a tension irnidireccional. 

Dado que el prohiema tiene un dominio infinito, la region real de aiiJisis se reduce a una 

placa cuadrada de longitud 8. Respecto a los parárnetros a y a anteriormente indicados, 

67 



CapItulo 6 Resultados 

sus valores son considerados unitarios. Las caracterIsticas constitutivas del material de la 

placa son E = 1000 y ii = 0.3. La solución teórica para los desplazamientos, asurniendo 

una condición de tension plana y expresando sus valores on coordenadas polares, son: 

1+ v { ( 
r J 

2a\ 1 a2  / a2 '\ 
u(r,)=t E cos 3W (6.31) 

\  

1-I-v ( a2\ . 1a2  / a2\ 
sin 3W vr+(1-2v)— )slncp+ (1- 

- ) v(r,) = 
E rj 2r \ r 2 j 

(6.32) 

Las componentes del tensor esfuerzos bajo los misinos supuestos son, 

I 
a(r, 

a 
) = a 1 

- - (  cos 2 + cos 4) + 
 20 

3a4 cos 4) (6.33) 

(1 
= -o• ( 

"a2 
- cos2 - cos4 

3a4
) + cos 4V (6.34) 

r2  2 2r4  

(-72Txy = a
a2 

sin + - 
3a4 

 Sin 4) (6.35) 

Algunos resultados relevantes asociados a la resoluciOn numérica del probiema se entregali 

on las figuras 6.20, 6.21 y 6.22. Dentro de éstos se incluyen, la evolución durante ci proceso 

de refinaniiento del error global de aproximacion y del mImero de tiodos utilizados. la 

distrihuciOn espacial del vector desplazamiento y la componente del tensor esfuerzo. 

El proceso adaptivo de solución se inicia con 35 nodos uniformernente distribuidos, los 

cuales después de 5 etapas do refinasriicntos aumentaii a 614, dispuestos segimn so muestra 

en la figura 6.20, lado derecho. 

La tolerancia global utilizada como criterio de parada se establece on 2 x 102,  Iográndose 
con ello valores para las normas de error L2  y H' de 1.05 x iO y 7.36 x 10, respecti-
vamente. 

Resultados adicionales a.sociados a las distrihuciones espaciales do cada una do las corn- 
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• . . . 
. . se,. . . 

Figura 6.20: Evolución del error global y del mimero de nodos utilizado en la discretización, para 
cada iteración del proceso de refinamiento adaptivo. 

= lua 

oLd oLd, 

(a) (b) 

Figura 6.21: Distribución espacial del vector desplazamiento obtenido mediante solución: 
a)analItica, b)MPF adaptivo. 
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(a) (b) 

Figura 6.22: Distribiición espacial de esfiierzo obtenido mediaiitc solución: a)analItica, b)MPF 
adaptivo. 

ponentes del vector desplazarniento y del tensor esfucrzo, pueden ser encontrados en las 

figuras C. 10 y C. ii del anexo C, al final del presente reporte. 

6.3.4 Análisis de resultados 

La observación de las figura.s anteriormente desplegadas dan cuenta del buen comporta-

miento de la estrategia de adaptación propuesta. Esto se verifica tanto para los vectores 

desplazarniento como para los tensores esfuerzo. La convergencia obtenida a medida que 

avariza ci proceso de refinamiento se ye bastante estable y se refieja tauto en los valores de 

la norma L2  como en la H 1. Otro aspecto relevante que se despreiide del análisis de estos 

casos es que los valores crIticos de todas las variables de interés son rescatados con la pre-

cisión definida por la tolerancia global. Esto es de siima importancia, plies en la inayoria 

de los procesos adaptivos solo es posible lograr este resultado para los desplazamientos y 

no para los esfuerzos. 

Por otro lado, el comportamiento de las aproxirnaciones obtenidas, da cuenta del control 

que realiza ci método de refinamiento tanto del comportamiento global de la solución, 

donde se incluyen los potenciales y sus gradientes, como dc los valores locales de los mismos, 

impidiendo de este modo que ci error se dispare en zonas especificas del dominio. Esto 

rcflcja, adcmás, la calidad del estimador propuesto, plies indica que la predicción ha sido 

Ia adecuada al perniitir la agregaciOn de nodos en aquellas regiones del doiriinio doiide 

realmente se requerIa. 
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Conclusiones 

En el presente trabajo se ha presentado uiia estrategia de refinamiento adaptivo aplicaMe a 
inétodos libres do malla, en particular al rnétodo de puntos finitos. En ella, y con el fin de 
hacer rnás eficiente el procedirniento, se reünen los procesos de discretización, estimación 
de error y resolucion numérica de los sistemas liiieales involucrados en una secuencia que 
agrega nodos cada vez que la condiciones de selección y parada no son satisfechas. El alma 
de este procedirniento, es un estimador de error que permite predecir las desviaciones tanto 
del potencial como de su gradiente do manera simple y efectiva. Su excelente comporta-
miento ha quedado en inaiiifiesto en todos los experiniexitos nuxxiéricos desaxTollados. En 
cada uno de estos c&sos, se ha logrado control absoluto del error de aproximación tanto 
global, asociado a las normas L2  y H 1 , como local. Para este ilitirno en-or, so destaca la 
tendencia que la metodologIa propuesta tiene a hoinogeneizarlo espacialmente. 

Otro aspecto relevaiite, deducido de los resultados do los experirnentos numéricos reali-
zados, es la capacidad del presente mnétodo para rescatar valores tanto generales como 
especificos do las distribuciones aproximadas, incluyendo dentro dc esta.s ültimas a los po-
tenciales y a sus correspondientes gradientes. Esto es sumamente importante, pues desde el 
pinto do vista de las aplicaciones prácticas de los métodos numéricos, lo quo generalmente 
interesa rescatar con cierta precisi6n son los valores criticos do los gradientes y no de los 
potenciales. 

Futuros trabajos que pueden ser desarrollados en este mismo ámhito, pueden ser clasificados 
segxmn las tres etapa.s fundameiitale.s de la resoluciOn numérica do ecuaciones diferenciales 
parciales, 

• Preproceso 

- Estudio de métodos para generación de puntos con especial énfasis en téduicas 
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do adaptación. 

- Evaluación de tecmcas tipo quadtree-octree para la generacióri de grillas estruc-

turadas. 

- Estudio de métodos para la deterrninación optima de nubes segñn sistema do 

ecuaciones diferenciales parciales a resolver. 

- Evaluación de posibilidades de forrnular un problemas iinico que determine tanto 

nodos corno nubes. 

- Estudio do la interacción entre herramienta.s de CAD-CAE y preprocesadores 

para métodos libres do malla. 

. Proceso 

- Evaluación del comportamiento de la estrategia propuesta a problemas tridi-

mensionales. 

- Estudio do los métodos sin malla a la luz de las condiciones de contimiidad que 

se deben satisfacer cada vez que existe ins de wi rnedio material en el dominio 

de solucióii. 

- Estudio de posible.s Irlejoras en la inclusion de condiciones de frontera naturales 

en los métodos sin inalla. 

- Estudio do métodos sin malla alternativos, COIflO por ejemplo 'Least-square 

Collocation Meshless Method", y evaluaciOn de posibilidades de mejora. 

• Postproceso 

- Estudio de estrategias do procesamiento de imageries y su aplicaciOn a métodos 

sin malla. 

- Estudio de inétodos de I)ostProCesamidllto que permitan ci despliegue de distri-

buciones espaciales a partir de la data nodal. 

- AplicaciOn de estructuras tipo quadtree-octree al postprocesamieiito do resulta-

dos cr1 métodos sin malla. 
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Apéndice A 

Condicionamiento Numérico de 
Matrices 

Si bien los tiempos de ejecución y la memoria requerida son a.spectos muy relevantes para 

la resolución de sistemas de eduacioncs lineales por medio dc computadoras, tarnbién existe 
la necesidad de asegiirar que la solución obtenida sea lo más cercana a la solución real. 
Existen varios factores que contribuyen a la pérdida de precision en cada irno de los pasos 
del proceso de resolución. Por ejemplo: 

Los elementos de la matriz A a cons iderar pueden traer errores inherentes al problema 
en si. Tai es el caso de utiizar datos correspondientes a alguna medida fisica. En este 
caso se dehe considerar un error correspondiente a una cota 6, como por ejemplo la 
precision del instrumento, entre otras. Entonces la matriz A es perturbada por una 
matriz E = {e} donde los jejjI <8 , y por lo tanto la matriz en la cual se realizarán 
las operaciones es A + E y no A. 

En otros casos, ann cuando los elementos de la matriz estén exactamente contenidos 
por alguna formula algebraica, estos sufren modificaciones al ser procesados por el 
lenguaje de la computadora (punto flotante), y adenuis al utilizar las funciones de 
redo ndeo. 

En todas las situaciones anteriores el sistema ha sufrido ligeras modificacione.s y cabe 
preguntarse silas soluciones habrán variado también ligeramente, 0 51, por el contrario, la 
variación ha sido rnuy grande comparada con la variación de los coeficientes. SerIa deseable 
que el sisterna fuera estable, es decir, que variaciones en los datos produjeran variaciones 
del mismo tamaño en las soluciones. Se vera que esto no siempre es asI, y que la variaciOn 
depende en gran medida de los coeficientes de las matrices. 
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Considere el sistenia Ax = 

(-5.96 11.94'\ (x1  - (3.02)  

k -3.98 7.97) kx2) - 2.01 
(A.1) 

El determinante de la matriz A es 0.02, y como es no nub, ci sistema tieiie soiución linica. 
La solución correcta es, 

(x'\ 
= 

(1-5) 
1

x2J 2 
(A.2) 

Suponga que redondea los términos independientes del vector b en el primer decimal, o que 
estos datos se han ol)tenido experirnentalmente y sus valores son, 

b () (A.3) 

El nuevo sisterna es entonces, 

—5.96 11.94\ (T) (3\ 
(A.4) 

—3.98 7.97) = 2)  

y corrcsponde a una ligera variación del problenia original, siendo su soiucióri ahora (que 
nuevamente es ilnica), 

fr;1\ (1.5)

1 

(A.5) 

La maxima diferencia entre las componentes de b y b es 0.02, mientras que la maxima 
diferencia entre las componentes de x y i es 2. El error inicial se ha magnificado 100 veces. 

En general, si se parte dc una ecuación Ax = b y se supone que ci lado derecho se modifica 
ligerarnente convirtiéndose en b + Ab, entonces la solución también se modificará y podrá 
expresarse como x + Ax. Una estimacióii del valor que tiene la variación Ax como funcióni 
de la perturbación Ab puede obtenerse de la siguiente manera, 

Ecuación original: Ax = b 
Ecuación con error: A(x + Ax) = (b + Ab) 
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Restando ambas expresiones se obtiene la ecuación, 

A(Ax) = zb (A.6) 

a partir de la cual es posible calcular el error como, 

Ax = A'Lb (A.7) 

De la relación anterior se deduce que el valor del error crece cada vez que A-' tarnbién lo 
hace. 

Existe una cantid&1 que perinite medir la sensibilidad de los sistemas frente a perturbacio-
nes introducida.s en los coeficientes (IC las matrices involucrada.s. Turing [32], Von Neumann 

y Goldstine [3!] denominaron a dicha cantidad como ntinero de condición y lo defiuiieroii 
de la forma siguiente, 

ic(A) = 11  A A' 11 (A.8) 

Para ejemplificar est.e concepto, considere la siguiente matriz A, 

[1.(

1 21
A= (A.9) 

001 2] 

La norma de esta rnatriz es 11 A = 3.0001. Por otro lado, 

A 1  = I ( 
100001 

A.10) 
[5.0005 -5000 

cuya norma es 11 A' j= 20000, y de esa forma ic(A) = (20000)(3.0001) = 60002. En 
este ejemplo, el ithrnero de condición obtenido claramente indica que hay que ser cauteloso 
al momento de referirse a la precision de la soluciOn del sistema en cuestión. 

De esa manera, se observa que c(A) da una medida de cuiito se amplifica el error relativo 
de la solución con respecto a la perturhación introducida en la entrada. 0 dicho de otra 
forma, ci término hace referencia a la certeza relativa de que un vector residual pequeño 
implique una buena solución aproximada. 
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Cuando la matriz A no es invertible, o sea es singular, el nümero de condición no está 

definido, y por completitud se asuine que ic(A) = oo. 

Se dice que una matriz está bien condicionada (well-conditioned) si K(A) se aproxiina a 1 

y está ma! condicionada (ill-conditioned) si i(A) es significativamente mayor que 1. 
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Apéndice B 

Programación del Método de 
Puntos Finitos 

En ci presente apéndice y con fines didácticos, se entrega un código totaimente comentado, 
programado en MATLAB, con ci cual se resuelve eficientemente y mediante la técnica de 
puntos finitos, ci test de Rachford & Wheeler descrito en la sección 6.1.1. 

En este código se identifican claramente cinco de los pasos que coniunuiente son seguidos 
cada vez que este método se aplica, 

. Paso 1: Discretización del dominio estuidiado. lncluye definicidn de nodos y gene-
ración nubes. 

. Paso 2: Definición de las condiciones de frontera y de las caracterIstica de los ma-
teriales constitutivos del dominio. 

. Paso 3: Gcncración de las matrices locales, colocación puntual de la formulación 
estudiada y ensamble final del sistema lineal de ecuaciones. 

. Paso 4: Rcsolución del sistema de ecuaciones. 

. Paso 5: Postproceso de la solución y generación de resultados numéricos y gráficos. 

En ci código adjunto y cada vez que fuc posibic, se hizo rcfercncia a las distintas secciones 
de este docurnento con el fin de permitir al lector inexperto aclarar las dudas teóricas que 
le surgiesen a medida que sigue las lIneas del programa. 

Para la ejecución de este código, copie ci listado adjunto en la sección siguiente a un 
archivo de texto. guárdeio en su disco duro con ci nombre "fprnld.rn" y finalmente es- 
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criha en ci prompt de MATLAB, posicionado en la carpeta donde giiardó ci archivo: 
fpmld< ENTER>. 

B.1 Listado programa: fpmld.m 

'1, APLICACION DEL MET000 DE PUNTOS FINITOS A UN PROBLEMA UNIDIMENSIONAL 

/. >> Test de Rachford & Wheeler (ver seccion 6.1.1) 

function fpmld, 

dc; 

clear all; 

close all,- 

tic; 

%(PASO.1) DISCRETIZACION DEL DOMINIO DE SOLUCION 

--------------------------------------------- 
% la) Se discretiza el intervalo [0,1] con 11 nodos, 
nn51; 

nodos=linspace(0,1,nn)'; 

7. ib) Se generan nubes de 5 nodos, 

npn=5; 

[nubes , dmax] =cg (nodos , npn); 

.1.-------------------------------------------------------------- 
7.(PASQ.2) DEFINICION DE CONDICIONES DE BORDE 

----------------------------------------------- 
h 2a) Se define coudicion de frontera izquierda, 
cf(1) .tipo='dirichlet'; 

.valor=0; 

'h 2b) Se define condicion de frontera derecha, 

t1p0='dirichlet'; 

cf(2) .valor=0; 

----------------------------------------------- 

Y,(PASO.3) ENSAMBLE LOCAL Y GLOBAL DE ECUACIONES 

----------------------------------------------- 
h 3a) Reserva de meinoria almacenamiento para matrices globales, 

K=zeros(nn,nn) 

Kx=zeros(nn,nn) 

F=zeros(nn,1) 
cero=zeros(npn, 1); 

uno"ones(npn,l); 
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% 3b) Iteracion nodos. Ensamble de matrices globales a partir de 

matrices locales, 

for i=1:rm, 

% Identificacion nodos asociados a nube i-esima 

innubes(i,:); h indices 

x=nodos(in'); % coordenadas 

% Identificacion coordenada nodo estrella 

xinodos (i); 

h Identificacion radio de nube i-esima 

di=dmax(i); 

% Transformacion de coordenadas globales a locales 

psi=(x-xi)/di; 

Y. Evaluacion de matriz de ponderacion W 

W=diag(wf (psi)) 

7. Evaluacion de matriz polinomica P (base) 

P[uno psi psi.21; 

'/ Evaluacion de matriz locales A, B y C 

AP'*W*P; 

BP' *W; 

Cinv (A) *B; 

h Evaluacion de funciones de forma y Bus derivadas en nodo estrella 

N= [1 0 01 *C; 

Nx=[0 1/di 01*C; 

Nxx[0 0 2/di21*C; 

% Identificacion tipo de nodo: forontera izquierda - frontera derecha - interior 

if (i==1) 

% Nodo estrella es frontera izquierda 

if (cf(l) .tipo=='dirichlet'), 

7, Colocacion puntual para nodo dirichiet 

Ki=cero'; 

Ki(1)1; 

Fi=cf(1) .valor; 

else 

'h Colocacion puntual para nodo neummaxi 

Ki=Nx; 

Fi=cf(1) .valor; 

end 

elseif (i=nn), 

7. Nodo estrella es frontera derecha 

if (cf(2) .tipo='dirichlet'), 

7. Colocacion puntual para nodo dirichiet 

Ki=cero'; 

Ki(i)'1; 

Ficf(2) .valor; 
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else 

% Colocacion puntual Para nodo neuiuman 

Ki=Nx; 

Fi=cf(2) .valor; 

end 

else 

./ Nodo estrella es interior 

h Colocacion puntual para nodo interior (EDP a resolver) 

Ki=Nxx; 

Fi=f±(xi) 

end 

•h Ensmable de matrices locales en matrices globales K, Kx y F 

K(i,in)=Ki; 'fl Matriz de rigidez potencial 
Kx(i,in)=Nx; 'I. Matriz de rigidez gradiente 
F(i)Fi; % Vector forzante 

end 

-------------------------------------------------- 
7.(PAS(J.4) SOLUCION DE SISTEMA LINEAL DE ECUACIONES 

-------------------------------------------------- 
'h Solucion de sistema de ecuaciones mediante eliminacion Gaussiana 
u=K\F; 

h Calculo del gradiente a partir de la solucion de potencial 
du=Kx*u; 

-------------------------------------------------- 
/.(PASO.5) POSTPR.00ESO DE LA SOLUCIUN 

-------------------------------------------------- 
X Evaluacion de la solucion analitica Para discretizacion considerada 
[uo ,duo] =sf(nodos); 

% Inpresion de potenciales y gradientes en archivo de teto 
filenaxne=' fpm. solucion.txt'; 

flogl; 

fprintf (flog, '\nO; 

fprintf(f log,' IMPRESI0N DE RESTJLTADOS FPM\n'); 
fprintf (flog,' + Nombre archivo '/.s\n',filename); 
fout'fopen(filename, 'w'); 

for i=1:nn, 

fprintf(fout,'%4d 7.14.6e %14.6e /.14.6e '/.14.6e /.14.6e\n', -. 

i,nodos(i) ,uo(i) ,u(i) ,duo(i) ,du(i)); 
end 

fclose(fout); 

'h Calculo de normas de error L2 y Hi Para solucion obtenida 
L2=sqrt(sum(power(u-uo,2))/sum(power(uo,2))); 
H1sqrt(sum(power(du-duo ,2))/sum(power(duo,2))); 
dtsol=toc; 
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Apéndice B Programación del Método de Puntos Finitos 

'h Impresion en pantalla de resultados globales de la simuJ.acion 
fprintf (flog,' RESUMEN RESULTADOS FPM\n'); 
fprintf(f log,' + Numero de nodos ... 

fprintf (flog,' + Paso .............. %.3e\n' ,nodos(2)-nodos(1)); 
fprintf (flog,' + Error.Hi .......... 

fprintf (flog,' + Error.L2 .......... 

fprintf (flog,' + Tiempo solucion ... 7..2fs\n',dtsol); 

fprintf (flog, '\n'); 

pos[120 150 900 5001 

h Despliegue grafico del potenciales (soluciones analitica y numerica) 
figure; 

plot(nodos,uo,'r',nodos,u,'b','LineWidth',1.5); 

xlabel( 'Posicion'); 

ylabel ( 'Potencial '); 
grid; 

legend('Analitica' , 'Numerica', 'Location' ,'Best') 
set (gcf, 'Position' ,pos); 

'h Despliegue grafico del gradientes (soluciones analitica y nunerica) 
figure; 

plot(nodos,duo, 'r' ,nodos,du, 'b' , 'LineWidth' ,1.5); 
xlabel('Posicion'); 

ylabel ( 'Gradiente'); 

grid; 

legend('Analitica' , 'Nunerica' ,'Location', 'Best') 
set (gcf, 'Position' ,pos); 

return 

% EVALUACION DE LA FUNCION FORZLNTE 

/ >> -b(x) del test de Rachford & Wheeler (ver seccion 6.1.1) 
function f=ff(x), 

de1ta60; 

xo=0.5; 

px=delta./(1+power(delta*(x-xo) ,2)); 
f-2*px-2*delta*(1-x) .*(x-xo) .*power(px,2); 

return 

X EVALUACION DE LA FUNCION SOLUCION 
' >> u(x) del test de Rachford & Wheeler (ver seccion 6.1.1) 
function Eu,du]sf(x), 

delta=60; 

x00.5; 

px=delta. 1(1-i-power (delta* (x-xo) ,2)); 
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B 
Prograrnación del Método de Puntos Finitos 

u=(i-x) . *(atan(delta*(x_xo))+atafl(de1ta*10)); 

du=(1-x) . *px_atan(de1ta*(_xo))_atafl(de1ta*XO); 

return 

% EVALUACION DE LA FUNCION DE PONDERACION 

h >> Funcion de Gauss (ver seccion 3.6) 

function w-vf (psi), 

k1; 

r3. 5; 

el=power(r*abs (psi) ,2*k); 

e2power(r,2*k); 

w"(exp(-el)-exp(-e2))/(l-exp(-e2)) 

return 

h GENERACIDN DE NUBES A PARTIR DE COORDENADAS NUDOS 

'h >> Distancia minima (ver seccion 3.1) 

function [nubes,dmax] = cg(nodos,n), 
nn=length(nodos) 

nubes=zeros(nn,n) 

dmax=zeros (nfl, 1) 

for i=1:nn, 

dn=[[1:nn]' 1.05*abs(nodos-nodos(j))] 

dns=sortrows (dii, 2); 

nubes(i, :)=dns(1:n,1); 

dmax(i)=max(dns(1:n,2)); 

end 

return 
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Apéndice C Resultados de experimentos numéricos 
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Figura C-1: Test de R.achford & Wheeler. Distribuci6n de potencial, gradiente de potencial, 
error real y error estimado, asociados a solucióu mediante MPF adaptivo. 
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Figura C.2: Test de Rachford & Wheeler. Distribución de potencial, gr&Iiente de poten-
cial, error real y error estimado, asociados a solución mediante MPF con nodos uniformemente 
distribuidos. 
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Apéndice C 
Resultados de experimentos numércos 
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Figura C.3: Descarga corona unipolar en configuración coaxial. Distribución de potencial, 
gradiente de potencial, densidad de carga eléctrica y paso de discretización, asociados a solución 
mediante MPF adaptivo. 
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Apéndice C Resultados de experirnentos nurnéricos 
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Figura C.4: Ecuación de Laplace en dorninio anular. Distribución de potencial y gradiente 
de potencial correspondiente a: a)solución anaiftica, b)solución mediante MPF adaptivo. 
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C Resultados de experüneritos_miméricOs 
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Figura C.5: Ecuación de Poisson en dominio cuadrado. Distribución de potencial y gra-
diente dc potencial correspondientes a: a)solución aiialItica, b)solución mediante MPF adaptivo. 
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Apéndice C Resultados de ei'cperimentos nmnéricos 
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Figura C.6: Viga empotrada. Distribución espacial del vector desplazamiento y sus compo-
nentes correspondientes a: a)solución analItica, b)solución mediante MPF adaptivo. 
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C Resultados de experimentos numéricos 
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Figura C.7: Viga empotrada. Distribución espacial de componentes del tensor esfuerzo corres-
pondientes a: a)solución anailtica, b)solución mediante MPF adaptivo. 
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Apéndice C Resultados de experirnentos nuinéricos 
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Figura C.8: Cilindro hueco sujeto a presión interna. Distribución pacia1 del vector 
desplazarniento y sus coinponeiites correspondientes a: a)solución analItica1  b)solución inediante 
MPF adaptivo. 
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Figura C.9: Cilindro hueco sujeto a presión interna. Distribucidn espacial de componentes 
del tensor esfuerzo correspondientes a: a)solución analItica, b)solnción mediante MPF adaptivo. 
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Apéndice C Resiiltados de expei-imeitos numéricos 

Figura C.10: Placa infinita con agujero circular sometida a tension unidireccional. 
Distribución espacial del vector desplazamiento y sus componentes correspondientes a: a)solución 
anaiftica, b)solución mediante MPF adaptivo. 
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Figura Cii: Placa infinita con agujero circular sometida a tension unidireccional. 
Dist,ribución espacial de componcates del tensor esfuerso correspondientes a: a)solucióri analItica, 
b)solución mediante MPF adaptivo. 
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