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Resumen

En el presente trabajo se describe una téenica para la adaptacién de los métodos sin ma-
lla aplicada a la resolucién de problemas de valor frontera en una y dos dimensiones, y
facilmente extensible a tres. El método propuesto combina el uso de funciones implicitas
para la definicién de la geometria, aproximacion por minimos cuadrados fijos de los poten-
ciales y campos involucrados, estimacion del error mediante férmulas simples y estrategia de
refinamiento robusta basada en la naturaleza propia de las nubes utilizadas por los métodos
libres de malla. Todos estos aspectos, en conjunto, transforman al método propuesto en
una alternativa atractiva para la determinacién adaptiva de soluciones de ecuaciones dife-
renciales parciales en todo ambito de la ingenieria. Los resultados numéricos obtenidos a

partir de su implementacién computacional dan cuenta de su gran eficiencia.

Palabras Clave : Métodos libres de malla, funciones implicitas, minimos cuadrados fijos,
estimador de error, refinamiento adaptativo.
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Summary

A technique for the adaptation of the meshfree methods is described applied to the resolu-
tion of boundary value problems in one and two dimensions, and easily extensible to three
dimensions. The proposed method combines the use of implicit functions for the definition
of geometry, the approach by fixed least square of the potentials and fields involved, error
estimation by means of simple formulas and robust strategy of refinement based on the
own nature of clouds used by the meshfree methods. With all these aspects, the proposed
method becomes an attractive alternative for the adaptive determination of solutions of
partial differential equations in all scopes of engineering. The obtained numerical results
from their computacional implementation give account of their great efficiency.

Keywords : Meshfree methods, implicit functions, fixed least square, error estimator,
adaptive refinement.
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Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de valor frontera han sido enfrentados con éxito en el pasado utilizando
distintas técnicas numeéricas, como por ejemplo, el método de los elementos finitos, el
método de los voliimenes finitos, el método de los elementos de contorno o el método de
las diferencias finitas. La principal desventaja de estas técnicas, radica en que requieren de
un proceso de generacion de mallas, que generalmente ocupa un esfuerzo computacional

mayor que el de la resolucién misma del problema.

En el 1ltimo tiempo han aparecido nuevas técnicas que no requieren de una malla, razén
por la cudl se denominan naturalmente “métodos sin malla” o “métodos libres de ma-
lla”. En estos métodos, el dominio corresponde a un conjunto de puntos o nodos, dividido
en subdominios més pequenos denominados nubes, conformados por un punto central o
estrella y varios puntos préximos a éste. En general, estas técnicas son computacional-
mente eficientes y simples de implementar, y han sido utilizadas con éxito en problemas
de mecénica de sélidos y mecénica de fluidos. En lo que concierne a electricidad, su uso se
ha limitado a problemas simples de potencial electrostdtico y corrientes parasitas en una

y dos dimensiones [5]-[13].

Un elemento clave de los métodos libres de malla, fundamental en el presente trabajo, es su
capacidad de adaptar el dominio de solucién agregando puntos donde se necesite. De esta
forma es posible obtener resultados numéricos con exactitudes predefinidas para cualquier

problema que pueda ser modelado a través de ecuaciones diferenciales parciales [1] [2].

En este trabajo se presenta una implementacién adaptiva del método de puntos finitos
(MPF) [3] [4] [23] para resolver problemas de valor frontera en una y dos dimensiones.
La geometria inicial del dominio de solucién se define de manera implicita [14], a través
de una funcién de distancia. La estrategia de adaptacion se basa en una estimacién de

los errores de las aproximaciones tanto del potencial como de su gradiente, junto con
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un procedimiento de refinamiento de la solucién que utiliza la topologia de la nube y el
concepto de vecinos de Voronoi para insertar nuevos puntos en el dominio. Todos estos
aspectos, en conjunto, transforman al método propuesto en una alternativa atractiva para,
la determinacién adaptiva de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales en todo 4mbito
de la ingenieria. Los resultados de los experimentos numéricos demuestran la eficacia y
estabilidad del método propuesto.

1.1 Objetivos

El principal objetivo de este trabajo es implementar una alternativa adaptiva del método
de puntos finitos y verificar su comportamiento mediante la resolucién de un conjunto de
problemas de prueba con solucién analitica conocida.

Objetivos secundarios del presente trabajo son,
e Hacer una revisién histérica de los métodos sin malla y mostrar sus bases.

® Revisar en detalle el método de los puntos finitos y estudiar el comportamiento de
los factores que lo afectan.

e Mostrar el concepto de funcién distancia como elemento fundamental para la defi-

nicion implicita de la geometria.

e Hacer una revisién de los “estimadores de error a posteriori” utilizados en métodos
libres de malla.

¢ Estudiar la estrategias de adaptacién, junto con los criterios de refinamiento por ella
utilizados.

1.2 Estructura

El presente trabajo se estructura en 7 secciones y un apéndice, cuyos contenidos se resumen
a continuacion,

e En la seccién 1 se entrega una breve introduccién sobre el tema central de esta tesis,
se establecen los objetivos principales y secundarios del trabajo y se indica la manera

en que los contenidos serdan desarrollados en el presente documento.
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e [n la seccién 2 se hace una revision de la historia de los métodos sin malla, mostrando

sus bases matematicas y su clasificacion tipica.

e En la seccién 3 se estudia el método de los puntos finitos y su aplicacién a la reso-
Iucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales. Se estudia ademas, los distintos
factores que afectan la calidad de los resultados por él generados.

e En la seccién 4 se muestra la problemética involucrada en la definicién de la geometria
del dominio de solucién de una ecuacién diferencial parcial, explicdndose como se
define ésta a partir de funciones implicitas y de qué manera se genera el conjunto
inicial de nodos que discretiza el dominio.

e En la seccién 5 se estudia la estrategia de adaptacién en lo referido a la definicién

del estimador de error y al criterio de refinamiento a utilizar.

e En la seccién 6 se entregan los principales resultados de los experimentos numéricos
realizados para validar el buen comportamiento del método propuesto.

e En la seccién 7 se presentan las conclusiones derivadas del presente estudio junto
con las posibilidades de trabajos futuros que pueden ser desarrollados en este mismo
ambito.

e En el apéndice A, se hace una pequena revisién de algunos conceptos bdsicos del
condicionamiento numérico de matrices.

e En el apéndice B y con fines diddcticos, se lista un cédigo programado en MATLAB
donde se resuelve una ecuacioén diferencial parcial unidimensional mediante el Método
de Puntos Finitos.

e Por 1iltimo, en el apéndice C, se muestra el detalle de todos los resultados de los expe-
rimentos numéricos realizados. Esto incluye, discretizaciones, potenciales y gradien-
tes tanto de las soluciones numéricas como analiticas, errores entre ambas soluciones,
etc.
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Capitulo 2

Métodos sin malla

Los métodos sin malla registran su primera aparicién en la década del 70, con Smoth
Particle Hydrodynamics (SPH) [15]. Este método, permitié la modelacién de problemas
de astrofisica, y contaba con una gran versatilidad, pero con el inconveniente de tener
muy baja precision. En 1995, Swegle presenté un trabajo que permitia solucionar las
inestabilidades de este método. Junto con él surgié Generalized Finite Difference (GFD),
que pretendia aprovechar las caracteristicas del método de las diferencias finitas, pero
independizdandolas de las grillas conformes, que hasta el momento eran indispensables para
su aplicacion. En ambos métodos, mediante colocaciones puntuales, se obtienen sistemas
de ecuaciones discretas.

También en 1995, aparece Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), que hace correc-
ciones a las funciones de forma de SPH, las que permiten mejorar la precisién de la apro-

ximacion en zonas cercanas a los contornos.

En 1992 Nayroles [16] propone el método de los elementos difusos (DEM), basado en
la técnica de interpolacién por minimos cuadrados (MLS), sin embargo, las numerosas
simplificaciones hechas por el autor hicieron surgir muchas criticas al respecto, aunque sus
ventajas frente a el método de los elementos finitos (FEM) [34] hicieron que se siguiera

investigando al respecto.

En base a una serie de mejoras a DEM implementadas por Belystchko et al [17], surgié Ele-
ment Free Galerkin Method (EFGM), que solucioné los inconvenientes en el calculo de las
derivadas, aunque esto incrementd notablemente los costos computacionales. Duarte [18]
y Babuska [19] hicieron un aporte relevante a los fundamentos de las aproximaciones MLS,
al reconocer a las funciones de forma generadas de esta manera como un caso particular
de la Particion de la Unidad. A partir de estos trabajos surgieron los métodos HP-Clouds
y Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM), ambos basados en formulaciones
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débiles.

Atluri et al [20] [21], en el 2000, dieron lugar a dos nuevas familias de métodos, el primero
es el Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) que utiliza MLS y formulaciones débiles
locales, y el Local Boundary Integral Equations (LBIE), que permite evaluar integrales
facilmente, en circulos bidimensionales y esferas tridimensionales.

En 2001, Idelsohn et al [22] propusieron el Meshless Finite Element Method (MFEM), que
recoge las bondades de FEM, aunque independiza las funciones de forma de las conectivi-
dades de los elementos.

Oniate et al [23] en 1996, define Finite Point Method (FPM) - Método de Puntos Finitos
(MPF) - y establece las condiciones bdsicas para que una aproximacién numérica pueda

ser considerada una técnica sin malla. Estas condiciones son:

e Las incognitas y sus derivadas deben poder ser representadas en términos de coorde-
nadas de un conjunto de puntos pertenecientes al dominio de andlisis.

e La funcién de ponderacién y sus derivadas deben poder ser definidas solamente en

términos de la posicién de los puntos localizados dentro del dominio de andlisis.
e No es necesario realizar ninguna integracién de volumen o superficie, o

® en caso de ser necesario la evaluacién de integrales, esta deberia ser realizada inde-

pendientemente del procedimiento de interpolacién escogido.

A modo general, una aproximacién sin malla es un método para reconstruir funciones y
sus derivadas, a partir de valores discretos de una serie de puntos, regular o irregularmente
distribuidos, y de cierta informacién de “bajo nivel”, por ejemplo, coordenadas geométricas
y funciones de ponderacién. La reconstruccién no requiere por lo tanto, la existencia de

una interconexion mas compleja entre los puntos.

2.1 Fundamentos

Dentro de los métodos sin malla, los mds importantes son los basados en particiones de
la unidad, kernels y minimos cuadrados. A continuacién se describirdn brevemente los
principios basicos de estas aproximaciones, para lo cual serd necesario introducir primero

algunas definiciones.



Capitulo 2 Meétodos sin malla

Figura 2.1: Soporte en dos dimensiones.

Supéngase que se quiere conocer el valor de una funcién incégnita u(z) en N puntos del
dominio §2. Para esto, los métodos sin malla generan M vecindades §);, de tamafio h; en
torno a x;, tal que:

Qi={yeR" / |zi-ylw<hi} (2.1)

La vecindad asi obtenida, denominada soporte o nube, sera el subdominio sobre el cual se
rea- lizard la aproximacién. La figura 2.1 muestra graficamente la definicién anterior para
el caso bidimensional.

Para procurar el cardcter local de la aproximacién, la cantidad de puntos n; que se en-
contrard dentro de cada subdominio ;, deberd ser mucho menor que el niimero total de

nodos del dominio en estudio N.

2.2 Aproximaciones por Kernel

En estas aproximaciones el valor de la funcién incégnita u(z) se encuentra mediante la

relacién siguiente,

w(z) = / (e ~y,h) - u(y)de (2.2)

T

7
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en que {}; es una vecindad de z, ¢(z —y, h) es el kernel, también llamado funcién de peso,
y h es una medida del tamano del soporte. En soportes circulares h podria ser el radio o
el drea del disco.

Segiin 2.2 el valor de la funcién incégnita u en un punto z es algiin promedio ponderado de
los valores de sus vecinos contenidos en un subdominio ;. La importancia o ponderacion
del valor de los vecinos en u(z) estard dada por una funcién de ponderacién y dependera
de la cercania que estos tengan con el punto a aproximar. Esta distancia estd dada por la
norma euclideana || £ — y || donde y es el punto vecino. Los soportes més usados son los
discos y las esferas en 2D y 3D respectivamente, aunque también suelen usarse soportes
rectangulares y prismaticos.

La forma discreta de la ecuacién 2.2 estd dada por la ecuacién 2.3 y serd esta relacién la

que se emplee para encontrar numéricamente una aproximacién de wu:

M
u(z) = Z o(x — x5) - u; - AV, (2.3)
i=1

donde la sumatoria debe hacerse sobre los M subdominios en Q, y AV; es una medida de
la distancia al vecino. Por ejemplo, en una dimensién se tiene,

u(z) = Z ol — z;) - u; - Az; (2.4)

donde para puntos x; interiores:

Aﬂ?i = (Sl.’:-,.;+1 = :Ez‘_l)/z (2.5)

Para nodos extremos izquierdos:

Aye = (Tizy1 — Tiz) (2.6)

y para nodos extremos derechos:

A.’L‘de = (Ide = :L‘deﬁ.l) (27)

donde z;; y 4e son las fronteras izquierda y derecha respectivamente. En esta aproximacién
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las funciones de forma N(x) estian dadas por:

Ni(z) = p(z —z;) - AV; (2.8)

2.3 Particiones de la Unidad

Se define particién de la unidad a un conjunto de funciones P,, = {pj};?;l que cumplen
con las siguientes propiedades:

P €Cy () ,1<ji<my (2.9)
Y pil@ =1 |vzeQ (2.10)
j=1

donde (2 es el dominio de aproximacién en R" y €; es un segmento, disco o esfera, que se
llamara nube de radio h; y estd centrado en z; € R™.

La condicién 2.9 establece que las componentes de la particién de la unidad deben ser de
clase C§° dentro de cada una de las nubes definidas sobre el dominio. Por otro lado, la
relacién 2.10 indica que los elementos p; de las familias P, deben sumar 1 para cualquier
punto perteneciente al dominio. Esto tiltimo define la propiedad fundamental de cualquier
método que se defina como particién de la unidad.

2.4 Aproximacion por Minimos Cuadrados

Supodngase que se quiere resolver un sistema de ecuaciones de la forma:

Anxm . mel = bnxl (2.11)

en que cada ecuacion del sistema es linealmente independiente de las demds.

De esta forma se tiene que si n < m entonces el sistema estd restringido en sélo n de sus
dimensiones, con lo que existen m—n grados de libertad que permitirian encontrar infinitas

soluciones, y en consecuencia el sistema proporciona menos informacién de la requerida.
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En caso que n = m existird una solucién tinica para la cual se satisface el sistema, ya que
el espacio estd definido en sus m dimensiones.

En caso que n > m entonces existirdn mds restricciones que dimensiones del problema
y por lo tanto el sistema no tendria solucién. Sin embargo, podria lograrse una buena
solucién si el sistema es resuelto intentando cometer el menor error posible. Lo recién

expuesto es el fundamento o base de todos métodos basados en minimos cuadrados.

En general, cuando se quiera aproximar una distribucién cualquiera con una base de m
elementos mediante n puntos, con m < n, la curva asi definida no se podra ajustar exac-
tamente a todos esos puntos. Por ello, en estos casos, se recurre a una aproximacién en
el sentido de los minimos cuadrados, la cual minimiza la suma de los cuadrados de todos
los errores cometidos al aproximar la distribucién mediante una combinacién lineal de los

elementos (funciones) de la base.

La interrelacién entre todos los métodos recién presentados se puede observar en la figura
2o

Minimos Cuadrados Kernel Continuo
Méviles Continuos Monaghan (1982)
Belytschko et al. (1994) Lin etal. (1995)

Minimos Cuadrados

Méviles Kernel Discreto
Lancaster and Salkauskas (1981) Monaghan (1982)
Nayroles et al. (1992) Lin et al. (1995)

Belytschko et al. (1984)

Particién de la Unidad
Babuska y Melenk (1995)
Duarte y Oden (1995)

Figura 2.2: Interrelacién entre los métodos de aproximacion libres de malla.

10
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Método de puntos finitos

El método de puntos finitos aproxima localmente la solucién de una ecuacién diferencial
parcial en cada uno de los puntos con los que el dominio es discretizado. Para ello apro-
xima las distribuciones espaciales involucradas mediante la técnica estandar de minimos
cuadrados ponderados, utilizando la colocacién puntual para la obtencién del sistema final
de ecuaciones discretas.

3.1 Generacién de subdominios o nubes para aproximacién

local

Debido al cardcter local de la aproximacién utilizada por este método, resulta necesario
definir para cada nodo del dominio una vecindad que considere sélo los nodos mas préximos
a él. A este conjunto de puntos generalmente se le denomina “nube” y a su punto central de
referencia se le conoce como “nodo estrella”. Se puede observar que un mismo nodo podra
ser estrella o vecino dependiendo de la nube en que se encuentre. La figura 3.1 muestra un

esquema tipico de particién de un dominio en nubes circulares de radios variables.

Un punto sumamente relevante al momento de definir las nubes asociadas a cada uno
de los nodos, es que su superposicién debe conformar el dominio estudiado en toda su
amplitud. Si se considera a n, como el mimero total de nodos, la relacién 3.1 representa

lo anteriormente expuesto.

Np
Ua=0 (3.1)
k=1

Otro aspecto importante a considerar en la definicién de estas nubes, pero que es de mas

11
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Figura 3.1: Dominio del problema € y nube €; asociada a nodo I.

dificil cuantificacién, es el hecho de que los subdominios asociados a “nodos vecinos” deben
tener suficiente traslapo como para asegurar la convergencia global de las aproximaciones
locales por minimos cuadrados. Criterios generalmente utilizados en la generacién de nubes

que permiten la satisfaccién adecuada de esta condicién son:

1. el criterio “en cruz”, mostrado en la figura 3.2-a para el caso bidimensional,

2. y el criterio de “vecinos de Voronoi”, representado en la figura 3.2-b también para el
caso bidimensional.

151 e

iof

15k 1 ) . . A
-5 -0 -5 0 5 10 15

(a) (b)

Figura 3.2: Criterios para la generacién de nubes: (a) cruz; (b) Voronoi.

12
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En el presente trabajo se utiliza el criterio de “vecinos de Voronoi” para la definicién de

las nubes asociadas a cada uno de los nodos con los que se caracteriza el dominio.

3.2 Aproximacién por minimos cuadrados ponderados

Como se menciond anteriormente, la aproximacién por minimos cuadrados ponderados
(WLS) es el elemento basal del MPF, por lo que resulta absolutamente necesario profun-

dizar mads sobre este tema.

Considere la aproximacién local i(z) de la funcién u(z) en el subdominio o nube €
asociado al nodo estrella zx, como una combinacién lineal de funciones conocidas p(z),

u(z) = i(z) =p' (2)a, Vr e N (3.2)

donde,

p(z)  es una base de m funciones linealmente independientes,

a es un vector de pardametros constantes vilido solamente en (.
En rigor, los elementos de la base de funciones de interpolacién pueden pertenecer a cual-
quier familia de funciones, sin embargo, por simplicidad, se utilizardn los m primeros
polinomios monicos. Las bases polindmicas de uso mas extendido, mostradas aqui para el

caso bidimensional, son las bases lineales,

P’ (z)=[L,z,9]

y las bases cuadraticas,

p (z) = [1,z,y, 2% zy, %)

Cabe mencionar la posibilidad de usar bases completas o incompletas en la aproximacion,
dependiendo de las caracteristicas del problema, sin embargo, es requisito incluir dentro
de la base el término constante p;(z) = 1, ya que este término asegurard que las funciones
de forma generadas mediante WLS sean particiones de la unidad.

pi(z) = %71, k= L. (3.3)
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Puesto que la ecuacién 3.2 es vélida para cada uno de los n puntos del subdominio k-ésimo,
las aproximaciones %(X) en su conjunto conformaran el sistema de Vondermonde dado por
la siguiente relacién matricial:

u(z1) (1) pi(z1) - pe(E) - pm(@1)\ [
u(zg) | = | d(zg) | = [ pulzs) - pe(@i) - pmlzs) | | o (34)
'u(:l:n) i(zy) 1(311) oo pe(Tn) - Pm (Tn) Qo

Esta, a su vez, puede ser expresada en forma compacta como,

u(X*) = a(X*) = P(X*) - (3.5)
donde,
Xk = [21,...,:5'“]T
u(xk) — [‘u,(:cl), - 'Ur(xn)]T
aX*) = [i(z),...,d(za.)]T
P(X*) = [p(1),...,p(@a)]"
a = [l o go)

En general, el nimero de puntos que conforma la nube, n, es mayor que el nimero de

funciones que definen la base, m, por lo que la matriz P(X ") es normalmente rectangular.

Esto 1ltimo implica que el cardcter interpolante se pierde y el problema se transforma en
una aproximacién numeérica, en donde el vector de coeficientes & debe ser determinado de
manera que la suma ponderada del cuadrado de las diferencias entre los valores exactos
u(z) y los valores aproximados i(z) en cada punto del dominio sea minimizada. Esto se
muestra graficamente en la figura 3.3 y queda matemdticamente establecido a través de la
siguiente expresion,

min § ¥~ o(z;) - (ulz;) — i(z;)) (3.6)

=1

donde @(z;) es una funcién de peso definida en €, evaluada en el nodo zj
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El desarrollo del proceso de minimizacién descrito por la ecuacién 3.6, conduce a la siguiente

expresién para el vector a:

a =A1X*MB(X*)wu(Xk
AX*) =PX*W(X*)PT(X¥) (3.7)
B(X*) =PT(X*)W(X¥)

donde,
W = 0 o(z;) 0
0 0 ©(Zn)

u,p

1u(x)

i

Figura 3.3: Concepto de la interpolacién de minimos cuadrados.

Finalmente, reemplazando la ecuacién 3.7 en la ecuacién 3.2, se obtiene la siguiente ex-
presién para la funcién aproximante 4(X) en g,

i(z) =p(z)” - [A(z)] " - B(z) - u" (3.8)
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0 equivalentemente:

i(z) = NT (z)u(X*) (3.9)

donde,

N(z) = p"(z)C(X¥)
C(X*) = A 1(X*)B(X*)

Las funciones de peso se construyen de manera que adopten valores unitarios en torno al
nodo estrella, y se anulen fuera de ;. Elecciones comunes para esta funcién son las curvas
de Gauss normalizadas o las splines de distintos érdenes. En este trabajo se opté por el
uso de una funcién del tipo exponencial, la cual por sus caracteristicas de apuntamiento
se adapta de mejor forma a la técnica de colocacién puntual utilizada en la definicién del

sistema de ecuaciones discreto. La expresion que la define es la siguiente,

exp(—|€(z;)|/k) + kexp(—1/k)
2%k

olzj) = (3.10)
Aqui, k es un pardmetro para el control del apuntamiento de la funcién de ponderacion,
§(;j) = dj/dmax corresponde al sistema de coordenadas locales utilizado, d; es la distancia
entre el nodo estrella y el punto zj, y dmax es la distancia referencial que permite la
definicién de una circunferencia cuya seccién encierra a todos los nodos de la nube en

cuestion.

3.3 Derivabilidad de la aproximacién

La derivabilidad de la aproximacién construida a partir de WLS, dependerd de la base
y la funcién de ponderacion. Segin Lancaster y Salkauskas [28], si se demuestra que la
base es continuamente derivable hasta el orden k en © y la funcién de ponderacién es
continuamente derivable hasta el orden [ en 2, se tendrd que las funciones de forma y por
tanto la aproximacién, serd derivable hasta un orden dado por min{k,}. Considerando el
uso de bases polindmicas (infinitamente derivables), se tendra que k = oo, con lo que las
funciones de forma seran derivables hasta el orden I. De esta forma, se pueden considerar
aproximaciones con funciones de ponderacién derivables hasta el orden requerido o deseado
por el modelo. Si el orden de derivabilidad es suficientemente alto, entonces se pueden

calcular las derivadas.
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La derivacion de la aproximacién debe considerar variables los términos p , A y B ya que
dependen de z.

A(z) - a(z) = B(z) -ul (3.11)

a(z) = [A(z)] ! - B(z) - u" (3.12)

Para reducir el esfuerzo de cdlculo que implica derivar la inversa de la matriz A, puede

realizarse el siguiente reemplazo derivando con respecto a la variable i en la férmula 3.11:

[A(2)); - a(z) + A() - [a(2))i = [B(2)); - u" (3.13)

con lo que:
A(2) - [a(2))i = [B(2)): - u" — [A()]; - () (3.14)
[a(2)]; = [A(z)] ! - [B(z)]; - u® — [A(z)] 7" - [A(2)]; - a(z) (3.15)

Si se reemplaza la expresiéon 3.12 en la 3.15 se obtiene,

()] = [A@)] ™ - [B(@)]; - u* — [A(@)] ' - [A(2)); - [A(2)] " - [B(2))i -u"  (3.16)

Por otro lado, la derivacién de la ecuacién 3.12 entrega,

[a(x)]; = [A(2)] 7! - [B(a))i - " + [A(2)] ™ - B(z) - u" (3.17)

De la comparacion de las expresiones 3.16 y 3.17 se deduce,

[A@)];" = ~[A@)] ™ - [A@): - [A(2)] (3.18)

Con el desarrollo anterior podran expresarse las derivadas parciales de las funciones de
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forma de la manera siguiente,
N;=plA"'B +p"(A'B; — G;B) (3.19)

N =(p"Gi-plA™") - (A;A'B-B))
+(@®"G; —pTA~")- (A;A7'B - B;) (3.20)

+p£—A_lB - pT(GijB = A_lBij

donde:

Gi = A_IA,'A_l Y G-gj = A_lAijA_l (3.21)

Con el fin de facilitar la compresién de las expresiones anteriores, se ha escrito N (z), p(x),
A(z), B(z), Gi(x), Gij(z) sin indicar explicitamente su dependencia de la variable espacial
2.

Puede observarse la evidente complejidad en la obtencién de las derivadas de las funciones
de forma, sin embargo, segiin Nayroles et al [16], las derivadas parciales de estas funciones
pueden ser aproximadas mediante las relaciones siguientes,

N,=plA™'B (3.22)

N;; = pg;A'lB (3.23)

En ellas se ha despreciado el aporte que la variacién de las matrices A y B tienen sobre las
derivadas de las funciones de forma. Esto hace que las expresiones asi obtenidas sean mis

simples y que su implementacién en técnicas numéricas como el Método de Puntos Finitos
sea mas eficiente.
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3.4 Colocacién puntual

Sea )g el dominio de solucién de un problema de valor frontera y I' = I'; UT,, su contorno.

Asuma que el problema se encuentra expresado de la siguiente manera:

A(u) = b, enflg
B(u) = t, enTy (Condicién de Neumann) (3.24)
v = up, enly, (Condicién de Dirichlet)

donde A y B son operadores diferenciales, u es la funcién incdgnita, b y ¢ representan
funciones forzantes sobre el dominio 25 y sobre su contorno I'y, y u, son los valores
prescritos de u en I'y,.

Un procedimiento general para resolver esta clase de problemas es el método de los residuos
ponderados, donde la funcién incégnita se aproxima mediante funciones de prueba 1, siendo
el sistema de ecuaciones 3.24 reemplazado por:

f ®; [A(1) — b] dQ2s +/ (i'j [B(1) — t]dl‘+/ P [ — up)dl' =0 (3.25)
Qs Ty Ly
donde,
i=1,...,n5 es el mimero de nodos que pertenecen a (g pero no a I.
J=1,...,n; es el nimero de nodos que pertenecen a I';.
k=1,...,n, esel mimero de nodos que pertenecen a I',.

Con el fin de explotar el cardcter sin malla de la metodologia, el MPF utiliza un esquema
de colocacién puntual, donde las funciones de ponderacién se definen como funciones delta
de Dirac,

=0, =P =4 (3.26)
De esta manera se obtiene el conjunto siguiente de ecuaciones discretas,
[A@); b = 0

B@)],—t = 0 (327
U — Up = 0
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Si en la expresién 3.25, la aproximacion 4 de la solucién del problema de valor de frontera

definido por 3.24 se representa como:

Np
=) Njw (3.28)
=1

donde n,, es el nimero total de nodos, y las funciones de forma N ;r se construyen segiin la
formulacién de minimos cuadrados mostrada en la seccién anterior. Entonces, al reempla-
zar la ecuacién 3.26 en el sistema 3.25, se obtiene un conjunto de ecuaciones algebraicas
que permite evaluar la aproximacién de la solucién buscada como:

Ku=f (3.29)

De esta forma, la colocacién puntual, permite satisfacer ecuaciones diferenciales en puntos
del dominio de solucién, sin tener que definir subdominios de integracién como en el caso
de las formulaciones débiles (por ejemplo FEM).
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3.5 Convergencia del MPF

Para asegurar la convergencia del MPF, es necesario que se cumplan las condiciones de con-
sistencia y estabilidad. La consistencia depende de los requisitos impuestos por la ecuacion
diferencial y corresponde a la capacidad de la base para representar exactamente la funcion
a interpolar. Las condiciones de consistencia seran satisfechas si se cumplen las condiciones
de completitud y reproductividad. Una aproximacion de orden £ es considerada completa
si y solo si es capaz de representar exactamente cualquier polinomio de orden inferior o
igual a k. La reproductividad esta relacionada con la capacidad de la aproximacion para
representar los valores nodales de la funcién. La estabilidad de un método tiene relacion
con la capacidad del mismo para acercarse gradualmente a la solucién exacta, sin que
se presenten oscilaciones que empeoren la solucién cada vez que se pasa de un grado de

refinamiento a otro.

3.5.1 Consistencia

Sea u(x) una funcién de prueba dada por un polinomio completamente contenido en la

base p(z), de modo que, como en 3.2:

uh=p".a (3.30)

De acuerdo a 3.8, el MPF aproximar4 localmente la funcién como,

u(z) p" () - [A(2)]"" - B(z) - u"

a(z) = p(z)-[A(z)]'-B(z)-P-a

i(z) = p'(z) [A(z)]!-PT -W(z) P-a (3.31)
a(z) = p(z) [A(z)]" - A(z) - a

iz) = p'(z)-a

y para todos los puntos £ en la nube se tendra que,

i(z) =p" (z) a (3.32)

El MPF es capaz de representar un polinomio que esté contenido completamente en su

base de aproximacién p(z), por lo que la consistencia de este método estd asegurada.
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Adicionalmente, se demuestra que en aproximaciones del tipo WLS, usando una base po-
linémica completa de m elementos y una funcién de peso con sus m primeras derivadas
continuas en el subdominio de aproximacién €2;, o lo que es equivalente, perteneciente al
espacio C™(();), se puede reproducir exactamente cualquier funcién polinémica f de grado
menor o igual que el de la base, esto es:

Y Ni(@) - fizs) = fiz) (3.33)
j=1

donde N; es la funcién de forma del nodo j-ésimo de la nube.

En el caso de funciones de forma generadas por una base polinémica completa de orden k
se cumplen las siguientes condiciones de consistencia:

n
) zfNi(z) =2 1<a<k (3.34)

al
Za: - DINi(z 2P 1<axk
" (a-A) (3.35)

a>k

La ecuacién 3.34 corresponde a la condicién de consistencia para las funciones ménicas de
orden « y la ecuacién 3.35 es la condicién de consistencia para sus derivadas, lo que indica
que las aproximaciones WLS son capaces de reproducir exactamente derivadas de orden /3
con respecto a la variable  de un monomio de grado o. Ambas condiciones se cumplen
cuando el grado de la base k, es superior o igual al grado del monomio «, y la funcién de
peso @(x) pertenece a C™(£2;), con m > 3.

3.5.2 Estabilidad

En lo referido a la estabilidad del método, existen diversos factores que lo afectan v per-
turban su solucién. Uno de ellos corresponde a que las matrices A suelen estar mal con-
dicionadas o ser singulares (ver apéndice A), de modo que su inversién introduce grandes
errores o incluso puede ser imposible. Ademas, la matriz K genéricamente es rectangular
y puede también estar mal condicionada o ser singular, ademds de no ser simétrica en el

caso que sea cuadrada. Otro factor que influye de manera importante en la convergencia
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del método es la definicién de las funciones de peso y la estructura de las nubes de puntos.

Con el fin de acotar los errores cometidos durante el proceso de inversién de la matriz
A, generalmente los nodos en el dominio se distribuyen de manera tal que dicha matriz
tenga un niimero de condicién (ver apéndice A) dentro de limites tolerables. En caso de
no cumplirse, los puntos deben ser dispuestos de manera distinta. Si bien esta puede ser
una alternativa viable de solucién, su uso limita la capacidad que el método tiene respecto

a la distribucién arbitraria de los nodos.

En lo referido al mal condicionamiento que tiene la matriz K del sistema mostrado en la
ecuacion 3.29, se han propuesto distintas alternativas para mejorarlo, dentro de las cuales
destaca la técnica conocida como estabilizacién residual (FIC). En ella se agregan nuevas
componentes a la matriz K que contribuyen a su estabilidad y rescatan la informacién
relevante proveniente de las condiciones de frontera tipo Neumann. La finalidad de esta
técnica es incluir algunos de los términos que se han suprimido en los desarrollos en series
de Taylor de las variables,

n

fosn) = ok +B) 4 - Pl + @) + ot @) +0(hH) (330)

donde h es el tamano del subdominio analizado y n es el mimero de términos de considera-
dos en la serie. Cuando h — 0 se transforma en un diferencial dr para un punto arbitrario
en el dominio. Este truncamiento hara surgir errores en las soluciones de éstos métodos y

el efecto acumulativo de éste determinara las propiedades de estabilidad de la solucién.

Las relaciones 3.37 muestran los nuevos operadores diferenciales derivados de la aplicacion

del procedimiento recién expuesto.

A-JhzZA = 0 enQ
u;‘ - u? 0 enly, (3.37)
B—jihmA = 0 enly

Aqui, ny son los cosenos directores del vector unitario normal de la frontera I'; y hy es el
tamano del dominio sobre el cual se hizo el balance.

Con la realizacién de esta modificacién, se introduce en el sistema de ecuaciones 3.29 la

estabilidad necesaria para su buen comportamiento a nivel discreto de la metodologia. De
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este modo, el nuevo sistema de ecuaciones obtenido serd,

[A(t;) — %hkaj—zk)x‘i(ﬂj)] = 0 j=1Ing
Ui — | = j=1,np, (3.38)
[B(4;) — shan*A(i;)] = 0 j=Tnr,
El cual se expresa de modo compacto como,
(K + Kq(hy) -u" = f (3.39)

En esta expresion, u”

es el vector de incégnitas a ser determinado, K representa a la
matriz de rigidez sin estabilizar y K, contiene los términos estabilizantes que dependeran

del tamano caracteristico del dominio considerado hy.

Otra forma de estabilizar la solucién en la frontera, con resultados relativamente aceptables,
consiste en enlazar las aproximaciones sin malla en el interior del dominio con las de
elementos finitos en las fronteras. Mas, dado que esto requiere de la definicién de elementos

en los bordes, el método implementado dejarfa de ser “libre de malla”.

Existe una estabilizacion que destaca por sobre las demds por su simplicidad de aplicacién
y por la gran mejora que proporciona a la estabilidad de la solucién. Esta corresponde
a una propuesta de Nayroles et al., que consiste basicamente en la normalizacién de los
términos de las bases de aproximacién segin algiin pardmetro dimensional caracteristico
de las nubes. Con esto se consigue independizar a los subdominios de su posicién respecto

al origen y de su dimensién relativa respecto del dominio de solucién.

3.6 Funciones de ponderacién

Segiin se ha indicado en las secciones anteriores, la aproximacioén a utilizar depende fuerte-
mente de la eleccién de la funcién de peso. Dependiendo de su configuracién, forma, tamaiio
y ubicacién, se podran obtener resultados variados en lo referido a costo computacional y

calidad de la solucién.

Las funciones de ponderacién deben cumplir con ciertas condiciones generales para ser
introducidas en la aproximacion WLS. Esta definido que el valor de la funcién incégnita
u en un punto  corresponde a un promedio ponderado de los valores de la funcién en

sus vecinos contenidos en el subdominio o nube §2;. La importancia o ponderacién del
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valor de los vecinos en u(z) estd dada por la funcién de ponderacién y depende de la
cercania relativa que estos puntos tengan respecto del punto a aproximar. Esta distancia
corresponde a la norma euclideana || z — y || donde ¥ es el punto vecino. Los soportes més
usados para las funciones de ponderacion son nuevamente los discos y esferas en 2D y 3D

respectivamente, aunque también pueden ser usados soportes rectangulares y prisméticos.

A continuacién se presentan las condiciones generales que deben cumplir las funciones de
ponderacion:

pl@—y,h) >0, ye (3.40)
p—-y,h)=0, yeOf (3.41)
f e ~y, Wdft =1 (3.42)

1

La relacién 3.40 indica que la importancia o peso para todos los puntos vecinos que afectan
el valor de u(z) es positivo. Por otro lado, la expresién 3.41 indica que la importancia de
todos los puntos no pertenecientes a la nube es nula. Finalmente, la integral 3.42 indica

que el valor de u(z) estd dado por la totalidad de sus vecinos cercanos incluido él mismo.

Algunos autores incluyen las siguientes condiciones en forma adicional, aunque no son
estrictamente necesarias:

o(lz—y|l,h) es mondtona decreciente (3.43)

¢(lz—-yl,h) = o(lz—yl), cuandoh —0 (3.44)

Estas expresiones indican que el peso serd simétrico respecto del nodo estrella y que la
influencia de los vecinos aumentara al disminuir la distancia respecto del mismo. También
consideran que si el tamano del soporte es demasiado pequeno, el valor asociado a la funcién
de ponderacién debera corresponder a una funcién impulso tipo delta de Dirac.

Algunas funciones de ponderacién cominmente utilizadas en métodos sin malla son las
siguientes,
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e Spline ciibica

2_ 43 +48 d<l
p(d) =4 dd+48 - 48" l<d<1 (3.45)
0 d>1
e Spline cuarta
_ |1-6P+88 -33* d<1
p(d) = N (3.46)
0 d>1
e Spline quinta
. |1-10®+ 158" -6 d<1
p(d) = = (3.47)
0 d>1

La figura 3.4 muestra una comparacién entre las funciones de peso anteriores, todas
pertenecientes a la clase C2.

quinta
cuarta ||
cabica |

-1 -08 -086 -04 -02 0 02 04 0.6 oe 1

Figura 3.4: Contrastacién funciones de peso tipo spline.

e Funcién de Gauss

e (3.48)

op(-(d*)—emp(or®) 4 g
p(d) =
d > dmag
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Acd, r y k son parametros que permiten ajustar la forma de las funciones gaussianas.
Esta dependencia se muestra graficamente en la figuras 3.5 y 3.6, en donde se ha sen-
sibilzado el comportamiento de esta funcion respecto de cada uno de sus pardmetros.

Cabe destacar que en la definicién anterior k siempre es un entero positivo.

L=
| —et 2|
— e

Figura 3.6: Funciones de peso gaussianas para distintos valores del parametros k.

e Funcién conica

e k
old)= (1) (d/dmaz)®  d < dmas -

d > dmam

En este caso k también es un entero positivo. Algunas de las curvas pertenecientes

a esta familia se muestran en la figura 3.7.

27



Capitulo 3 Método de puntos finitos

Figura 3.7: Funciones de peso cénicas para distintos valores del pardmetro k.

En todas las definiciones anteriores, d = d/dmaz, donde d es la distancia entre el nodo
estrella y un punto cualquiera del soporte, es decir, d =|| £ — y ||, ¥ dpmaez €s la mixima
distancia entre el nodo central y la frontera del soporte.

Debe tenerse en cuenta que cualquier curva que cumpla con las condiciones generales
establecidas, puede ser utilizada como una funcién de ponderacién, de hecho, algunas
distribuciones de probabilidad, como la t-student o la beta, han sido exitosamente utilizadas
como funciones de peso.

3.6.1 Definiciéon de la forma

La definicién de la forma de una funcién de ponderacién considera dos aspectos, uno que
tiene relacién con el soporte de la misma, subdominio en el cual su valor es distinto de

cero, y otro que estd asociado con su estructura matematica.

En la figura 3.8 se representan algunos soportes de funciones de peso. Los soportes deben
ser capaces de asignar valores distintos de cero a cada uno de los puntos pertenecientes a la
nube, o sea, deben contener a la nube en su totalidad. Se podra asignar una ponderacién
cero a los nodos vecinos que queden en la frontera del soporte, aunque al hacer esto se
obtendrdn matrices A que contendran ceros en algiin elemento de su diagonal, con los que
su inversién serd imposible. Para evitar esto se recomienda que el soporte sea algo mayor
que la nube de puntos, de esta forma ninguno de los puntos contenidos en la nube tendra

ponderacion cero.

La forma mas comiin de definir la forma de las funciones de peso es hacer que su valor
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r———l

A

e

Figura 3.8: Soportes bidimensionales.

sea maximo en el nodo estrella de €; y que decrezca al alejarse de éste hasta hacerse cero
fuera del soporte.

3.6.2 Definicion del tamano

La definicién del tamano del soporte debe realizarse de manera tal que todos los nodos
pertenecientes a la nube a él asociada tengan ponderaciones no nulas. Debe recordarse que
si la ponderacién en algin nodo de la nube es nula o muy cercana al cero del computador,
algunos valores de la diagonal de las matrices de peso también serdn cero y por lo tanto
la matriz A contendra elementos nulos en su diagonal. Esto implica que A no podra
ser invertida si resulta singular, o su inversién contendrd grandes errores numéricos si su
nimero de condicién es muy alto. Esto puede evitarse, como se mencioné anteriormente,
procurando que el soporte contenga a la nube de puntos en su totalidad, excediéndola
minimamente en tamano.

3.6.3 Definicién de la ubicacién

En adicién a los puntos antes mencionados, también es posible definir las funciones de
ponderacién respecto de la posicién que adoptardn en la aproximacién. De esta forma, la
funcién de ponderacién estard relacionada con la coordenada en que la funcién de peso
tomard su valor mdximo dentro de la nube. Esta definicién da origen a 2 formas de aplicar
las aproximaciones WLS: minimos cuadrados fijos (FLS), que serd el método aplicado en
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este estudio, y minimos cuadrados méviles (MLS).

Minimos cuadrados fijos (FLS)

Si se define la funcién de peso para cada uno de los subdominios §);, de modo que:

pi(xi) =1
pi(x:) #0 ,xe (3.50)
@i(x’l) =0 ,x€ Q;C

El error de aproximacion queda definido por 3.52,

1/2

gt [ | 160 (u) - P (351)

con lo que W(z) en 3.7 deberd ser reemplazado por W;(z) con:

o) 0 o 0
By | 7 - Wm0
0 B e gl

(3.52)

En la figura 3.9 se muestra una aproximacién unidimensional donde es posible visualizar
esta forma de definir la funcién de peso.

Si en esta definicion se considera que @;(z) es una constante, entonces se obtendrs la forma
tradicional de los minimos cuadrados, LSQ, en donde la matriz de pesos W es la matriz
identidad, cuya incidencia en el cdlculo de la aproximacién es nula.

Minimos cuadrados méviles (MLS)

En este caso se define la funcién de peso ¢ de modo tal que tome su valor maximo para una
coordenada arbitraria de x, donde la funcién incégnita 4 serd evaluada. De este modo ¢
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u.0

u(x)

Figura 3.9: Aproximacién por minimos cuadrados fijos.

queda definida por:

ka(:lt) =1 T = T
pe(z) #0 ,z €W (3.53)
oe(z)=0 ,zeqf

donde ¢y, se “moverd” segin la posicién que adopte zx, con lo que el error quedars deter-
minado ahora como,

1/2

g [ [ v () ~ a0 (3.54)

Qy

y W(z) en 3.7 debera ser reemplazado por W (z) con:

pr@) 0 - 0

0 0
W= | 0 T

0 0 oo pr(@n)

(3.55)
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En la figura 3.10 se muestra una aproximacién unidimensional donde es posible visualizar

esta forma de definir la funcién de peso.

w04

u(x)

Figura 3.10: Aproximacién por minimos cuadrados méviles.

Dado que las ponderaciones de la funcién de peso varian punto a punto en MLS, la existen-
cia de las derivadas de las funciones de forma dependera de las propiedades de continuidad
que las funciones de peso tengan. En el caso FLS, en donde los valores de la funcién de

ponderacién son puntuales y se mantienen fijos una vez evaluados, no sucede esto.

3.7 Funciones de forma

Las funciones de forma en WLS, definidas por la ecuacién 3.9, serdn particiones de la
unidad en §; siempre y cuando se incluya el término constante en la base, es decir, siempre
y cuando p;(z) = 1 en cualquier tipo de base empleada. La ecuacién 3.56 da cuenta de
esta condicion,

{1} e p(z) = iNj(.’B) =1Vz € Q; (3.56)
j=1

El que las funciones de forma sean particiones de la unidad asegura el cumplimiento de
las condiciones de reproductividad y de consistencia, debido a que la ponderacién de las
funciones de peso para los nodos vecinos es siempre 100%.
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Junto con lo anterior, serd deseable que las funciones de forma cumplan con la condicién
de delta de Dirac:

1 i=4
Nj(z:) = o (3.57)
0 i#j
Con lo que se asegura que en un nodo perteneciente al subdominio de aproximacién o nube,
la tinica funcién de forma que influya en el valor nodal de la variable sera la funcién de
forma generada en el propio nodo.

UTFESM
BIBLIOTECA CRNTRAL

3.8 Construccion de una base

Segin se establecié en los capitulos anteriores, la aplicacién del MLS o FLS requiere de
la inversién de la matriz A, por lo que ésta debe estar correctamente condicionada para
evitar la aparicion de errores numeéricos en el proceso. La definicién del niimero de condicién
adecuado dependera de la capacidad de la maquina y del software utilizados para realizar
los calculos.

Al observar la estructura de la matriz A, se puede ver que estd compuesta por la multipli-
cacion de dos matrices de Vandermonde y una matriz diagonal, por lo que se puede esperar
que tenga algunas de las propiedades de las matrices de Vandermonde, las que son bien
conocidas por sus problemas de condicionamiento (ver apéndice A). Para observar estas
dificultades se construirdn las matrices A sobre un intervalo unidimensional comprendido
entre —100 y 100, con 201 nodos equiespaciados, bases de aproximacién cuadraticas unidi-
mensionales definidas por [l z 2| y funciones de ponderacién gaussianas de pardmetros
k=1 r =35, dner = 2.1h, donde h indica la distancia entre los nodos. Se utilizardn

nubes de 5 nodos en donde el nodo estrella es el nodo central.

Por ejemplo, la matriz A construida en torno del nodo z = 0 est4 dada por,

0.241 - 10 0.000-10° 0.153 - 10*
A;—o= | 0.000-10° 0.153-10' 0.000 - 10° (3.58)
0.153-10' 0.000-10° 0.203 - 10
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y la matriz construida en torno de z = 90 estard dada por:

0.241-10' 0.217-10° 0.195-10°
Az—go = | 0.217-10% 0.195-10° 0.176 - 107 (3.59)
0.195-10° 0.176-107 0.158 - 10°

Se puede observar que mientras en A,_g los elementos de la diagonal son los mayores de
sus filas respectivas, en la matriz A;—gg esto no ocurre. Lo anterior indica que la primera
matriz estd mejor condicionada que la segunda, con lo que se infiere que la distancia al
origen afectard el condicionamiento de las matrices A. El efecto que tiene la distancia al

origen en el condicionamiento de estas matrices se puede observar en la figura 3.11.

Figura 3.11: Efecto de la distancia al origen en el condicionamiento de la matriz A.

Para corregir este efecto Nayroles propuso usar ejes locales en cada nube, lo que se traduce
en calcular las bases respecto de ejes de coordenadas ubicados en los nodos estrella. Por
ejemplo, para bases unidimensionales lineales y cuadraticas se tiene,

p@)T =1 (z—z)) (3.60)

p) =1 (z—z) (z—z)? (3.61)
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Mientras que para bases lineales y cuadréiticas completas en dos dimensiones se tiene,

p@) =11 (z—z) (y—w) (3.62)

p@)" =1 @-z) (@-@) (@-z)-@W-v) @-w @G-%?] (363

De este modo se ha logrado independizar el condicionamiento de A de la distancia del nodo
estrella al origen. De hecho, en el caso analizado, todas las matrices A de las distintas nubes
definidas son iguales.

En todo caso, aun existe la posibilidad de que la distancia entre nodos dentro de una misma
nube afecte el condicionamiento de A, lo que se puede observar en la figura 3.12. Para
evitar esto, se ha propuesto normalizar las bases para lograr que las maximas distancias
entre nodos sean valores en torno a la unidad, que es el valor de distancia en el que se
observan los mejores resultados.

T

Figura 3.12: Efecto de la distancia entre nodos en el condicionamiento de A.

Una opcién para hacer esto es utilizar la distancia maxima entre el nodo estrella y sus
vecinos como parametro caracteristico para la normalizacion de los valores de las variables

dentro de la nube. De este modo, las bases lineales y cuadraticas en una y dos dimensiones
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que se obtienen son,

T _ (z — m)
p(z)T = [1 i ] (3.64)
- (x—=z) (z—x)2
p(2)T = [1 T 3.2 ] (3.65)
p(m)T i [1 (J;;:z) (?;;azt):l (3.66)

p@)T = 1 @—z) (@-)? (@-z)-W—9) @G- @—n?

dmfw dmam2 drrm:r;2 dma.:,:: drrm.a:2 ] (3.67)

Esta forma de definir las bases hard que la implementacién del MPF mediante colocaciones
puntuales directas se torne especialmente simple, puesto que en este tipo de colocacién sélo
se evalia la base en el nodo z = z;, de modo que ésta adopta la forma,

p@)’=[1 0 - 0 (3.68)
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Discretizacion del problema

Antes de resolver cualquier problema de contorno, resulta necesario caracterizar primero
su dominio de solucién. En el método de puntos finitos, esto implica definir un conjunto
de nodos que representen tanto al interior del dominio como a su frontera. Esto se puede
efectuar mediante cualquier método geométrico destinado para este fin. En el caso parti-
cular del presente trabajo, la metodologia adoptada se basa en la utilizacién de funciones

implicitas para la definicién de la geometria [14].

"bounding box”

L
;.A\ B g
Q

I:\l> figro /BL

f"‘\. .= gk 0

Figura 4.1: Definicién de la geometria de un dominio a partir de la funcién implicita f(X).

De acuerdo a esta metodologia, y como se muestra en la figura 4.1, el dominio Q0 de
solucién de un problema particular puede ser representado mediante una funcién escalar
f(X) que mida la distancia desde la frontera I' a cualquier punto del espacio X. Esta
funcionalidad debe considerar la asignacion de valores negativos o nulos para las distancias
s6lo en aquellos casos en que el punto en cuestién pertenezca al dominio de solucién o a

su frontera. En caso contrario los signos deben ser positivos.

37



Capitulo 4 Discretizacién del problema

e f(X) = 0 si el nodo pertenece a la frontera T".
e f(X) < 0 si el nodo pertenece al dominio de solucién €.

e f(X) > 0 si el nodo no pertenece ni al dominio de solucién ni a su frontera.

Una eleccién natural para esta funcién es la conocida norma euclidiana entre un punto y
una curva para el caso bidimensional, y un punto y una superficie en el caso tridimensional.
En ambas situaciones, esta norma corresponde a la “menor distancia” entre los elementos

en cuestion.

Una de las principales ventajas de la representacién de geometrias mediante este tipo de
técnicas es la natural conexién que existe entre ésta y los métodos propios del procesamiento
de imdgenes, lo cual permite la generacién de modelos discretos a partir del scanner o
fotografia de los dominios en estudio.

La representacion grafica del procedimiento de discretizacién del dominio utilizado por
el presente estudio se muestra en la figura 4.1. De acuerdo a él, se deduce la siguiente

secuencia de pasos para su adecuada implementacién:

1. Se generan nodos en la frontera I' del dominio mediante, por ejemplo, discretizacién
paramétrica de las curvas o superficies a ella asociadas. En esta etapa se calculan

ademads las normales exteriores asociadas a cada uno de estos puntos.

2. Se encierra el dominio de estudio € por una regién, eventualmente rectangular, de
geometria simple y de ficil discretizacién. A ella se la denomina como “bounding
box”.

3. Se genera una cuadricula inicial en la regién denominada “bounding box”, cal-
culdndose para cada uno de sus vértices la distancia entre ellos y la frontera T del
dominio. La funcién distancia f(X) aqui utilizada, debe respetar las condiciones

anteriormente establecidas para la representacion implicita de geometrias.

4. Se seleccionan como nodos iniciales para la discretizacién del dominio a todos los
nodos frontera, mas aquellos nodos de la cuadricula “bounding box” cuyas distancias
signadas sean inferiores a cero.

La figura 4.2 muestra el resultado de la implementacién computacional de la secuencia de
pasos recién establecida.

38



Capfitulo 4 Discretizacion del problema

Figura 4.2: Implementacién de metodologia de discretizacién implicita donde se muestran nodos
interiores y frontera con sus correspondientes normales.

Un procedimiento alternativo para generar el conjunto inicial de nodos seria la implemen-
tacién completa mediante funciones implicitas del proceso de discretizacion. Esto elimina
la necesidad de definir nodos interiores y frontera por caminos independientes, ya que la
localizacién de estos 1iltimos se obtiene a partir de la misma cuadricula utilizada para los
nodos interiores. A primera vista esto podria parecer atractivo pues permite una repre-
sentacién mds compacta del proceso de discretizacion, mas la complejidad agregada a la
metodologia para el reposicionamiento de los nodos exteriores y/o interiores cercanos a la
frontera, involucra algoritmos no lineales cuya aplicacién prictica se traduce en elevados
costos computacionales que merman las ventajas comparativas de los métodos sin malla

frente a otros métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales parciales.
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Capitulo 5

Método de refinamiento

La adaptacién es una manera efectiva de lograr exactitud y eficiencia en forma simultanea.
Esta se logra refinando la discretizacion en aquellas zonas donde los gradientes de los po-
tenciales estimados sean elevados. Ahora bien, dado que estos valores son desconocidos a
priori, sera necesario disponer de un estimador que indique la regién en la cual se debe
agregar nodos (refinar), para mejorar la calidad de la solucién. Todo esto en un pro-
ceso iterativo que sea eficiente desde el punto de vista computacional, y que amalgame
adecuadamente mimero de refinamientos, agregacion de nodos y minima desviacién de la

aproximacion.

El método de refinamiento utilizado en el presente estudio, y presentado en esta seccion, se
basa en una estimacién del error a posteriori tanto para el potencial como para su gradiente.
A partir de estos valores y de la estrategia de adicion de nodos mostrada mas adelante, se
determinan aquellas zonas donde los errores son elevados y por tanto se requiere de nuevos

nodos para el control de la desviacion respecto a la solucion real.

5.1 Estrategia para la adicién de nodos

La idea que hay detrds de la adaptacion no es otra que mejorar la solucién, introduciendo
nuevos nodos en las regiones del dominio donde los errores de aproximacion tanto para el

potencial como para el gradiente, no cumplan con una tolerancia previamente establecida.

La estrategia aqui utilizada, puede ser descrita a través del siguiente procedimiento:

1. Se genera una discretizacion inicial del dominio cuya denominacién serd modos de

soporte.
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2. Se generan nuevos nodos a partir de los nodos de soporte, cuya denominacién serd
nodos de refinamiento. Estos serdn los candidatos a ser incluidos en el conjunto de

nodos de soporte durante el proceso iterativo.

3. Se resuelve numéricamente el problema para los nodos de soporte.

4. A partir de los resultados anteriores, y de acuerdo a los estimadores definidos en la
seccién 5.2, se determinan las desviaciones del potencial y del gradiente en cada uno
de los nodos de refinamiento establecidos.

5. Si el criterio de adaptacién definido en la seccién 5.3 se cumple para alguno de
los nodos de refinamiento, entonces éste pasa a formar parte del conjunto nodos de

soporte del dominio discretizado.

6. Este proceso se repite hasta alcanzar alguna tolerancia definida a priori.

Es importante destacar aqui, que la generacién de los nodos de refinamiento, se hace en
el mismo momento en que se estan determinando las nubes mediante el criterio de vecinos
de Voronoi. Para cada uno de los trazos definidos por el nodo estrella y sus vecinos, se
establece un nuevo nodo en la zona media de los mismos. Esto se hace sobre la base del
principio que establece que el maximo de error en aproximaciones polinémicas cuadraticas
se produce precisamente en dichos puntos. La figura 5.1 muestra graficamente lo recién

indicado.

O Nodos existentes

@® Nodos nuevos a insertar

Figura 5.1: Definicién de nodos de refinamiento a partir de los conceptos de nube y vecinos de
Voronoi.
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5.2 Estimador de error

El estimador del error es un aspecto central dentro de todo mecanismo de adaptacién. La
exactitud lograda depende directamente de su desempefio. En el presente trabajo se utiliza
un estimador de error a posteriori cuya deduccién se muestra en los parrafos siguientes.
Este estimador asume bases cuadraticas para las funciones interpolantes y base lineal para
las aproximaciones.

Considere dos nodos cualesquiera del espacio bidimensional, Z; y T2, donde los valores del
potencial u son conocidos y quedan definidos por la siguiente distribucién cuadratica:

1 1
u(z,y) = Co+ Ciz + Eszg + Csy + §C4y2 + Cszy (5.1)

Vu(z,y) = (C1 + Cox + Csy) iz + (C3 + Cay + Csz) dy (5.2)

Defina a partir de ellos el nodo Z,,, nodo de refinamiento donde se debe estimar el error
del potencial, como el punto medio del segmento lineal que los une, tal como se muestra
en la figura 5.2.

De acuerdo a lo anterior, el valor que tomaran los potenciales y gradientes en los nodos de

referencia 7y y ¥y serdn,

uy = Cp + Ciz; + %Czﬂ?% + C3y1 + %Cr;yf + Csz131 (5.3)
ug = Cy + Ciz3 + %Cg:ﬂ% + Cyya + %ng + Cszay2 (5.4)
Vup = (C1 + Comy + Csp) @ + (C3 + Cayn + Csm1) (5.5)
Vg = (C1 + Cawa + Cs2) dz + (C3 + Cayz + Csa) y (5.6)

A partir de ellos, serd posible determinar la aproximacion lineal del potencial i, en el
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nodo de refinamiento I, como,

i = %(’U.l -+ 'u.g) (5.7)

donde, evaluando las expresiones 5.3 y 5.4, se obtiene,

) 1 1 1 1 1
U = Co+ 501(9«‘1 +3) + Zcz(mf +13)+ 503(1;1 +12) + 104(1;? +y3)+ §Cs($1y1 + z2y2)
(5.8)

70

50\
404]...

304]...

e o o

Figura 5.2: Topologia utilizada para derivacién de férmula de error bidimendional.

A partir de esta relacién, y considerando que el potencial u,, en el nodo #,, viene dado
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por la evaluacion de 5.3 en dicho punto,

1 1 1 1 1
Ui, = C'o+§C'1 ($1+$2)+§Cz($1+w2)2+ 503(?11 +y2)+§C4(y1+y2)2+ 105(131 +x2)(y1+1y2)
(5.9)

es posible determinar un estimador de error para el potencial como,

. - 1 1 1
Em = ||tm — Gm|| = “502(9;2 —21)2 + §C4(?Jz —y1) + 105(552 —z1)(y2 —w1)|| (5.10)

Esta expresion puede ser enormemente simplificada si es reescrita en términos de los gra-
dientes de los nodos referenciales mostrados en 5.5 y 5.6. Con ello se obtiene la expresion,

- 1 - — = 2o
Em = g H(VEQ—V'U,l) -(.'172 —:I;l)H (5.11)

cuyo caracter, al estar expresada en términos de vectores y operadores diferenciales, es

general y permite extender su uso a casos tridimensionales sin ningiin problema.

Asi, de acuerdo a la deduccién recién expuesta, el estimador propuesto para el error de
potencial es,

Eu = é ”Aﬁu : Ai—’” (5.12)

obteniéndose su valor mediante la comparacién del valor promedio de los potenciales de
los nodos de soporte a partir de los cuales se obtuvo el nodo de refinamiento, y el valor

cuadraticamente interpolado del potencial en el mismo nodo.

Respecto al estimador del error para cada una de las componentes del gradiente de la
aproximacion, su valor se deduce de la relacion 5.12, y puede ser expresado del modo
siguiente,

€T, = % |a¥(Fu-a) - az] = é ”A(ﬁu + V- i) - AZ| (5.13)

Para cualquier otro tipo de expresion diferencial derivada de los potenciales aproximados,
tales como los esfuerzos en el caso de mecédnica de sélidos, podran obtenerse férmulas

similares que permitan evaluar el error en cada uno de los nodos de refinamiento definidos.
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5.3 Criterio de adaptacion

Como se menciond en la seccién 5.1, el criterio de adaptacién permite determinar cudles
nodos de refinamiento pasan a formar parte del conjunto de nodos de soporte del problema
y cudles no. Para ello, se debe identificar entre los nodos de refinamiento interiores, cuya
funcién distancia es estrictamente menor que cero, y los nodos de refinamiento frontera,

cuya funcién distancia es exactamente igual a cero.

5.3.1 Ciriterio para nodos de refinamiento interiores

Dado que el objetivo perseguido por la presente estrategia de refinamiento es controlar
tanto la norma como el valor méximo de los errores de aproximacién del potencial y del
gradiente, se adopté el siguiente criterio filtro para la agregacién de nodos:

e todos aquellos nodos de refinamiento cuyos errores de aproximacion para el potencial
y para cada una de las componentes del gradiente, sean superiores a los correspon-
dientes errores cuadraticos medios estimados, norma Frobenius, pasan a formar parte
de los nodos de soporte del problema.

5.3.2 Criterio para nodos de refinamiento frontera

Para los nodos ubicados en la frontera del dominio de solucién, el criterio de seleccién

adoptado es el siguiente:

e si la razén entre la distancia nodo de refinamiento - nodo de soporte frontera mas
cercano, y la distancia nodo de refinamiento - nodo de soporte interior mas cercano,
es mayor que 1, entonces el nodo de refinamiento pasa a formar parte del conjunto
de nodos de soporte.

Este criterio es especialmente 1til en los casos en que la frontera en cuestién es del tipo
Dirichlet. En estos casos, un nodo de refinamiento nunca pasaria a formar parte de los

nodos de soporte, pues su error de potencial siempre seria nulo.

El uso de este criterio puede ser extendido al conjunto de nodos interiores cada vez que
se estime conveniente controlar el gradiente de la discretizacién utilizada. Es altamente
recomendable hacer esto en todos aquellos problemas que desde el punto de vista numérico

presentan una elevada rigidez.
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5.3.3 Criterio de parada

Para determinar cudndo se debe detener el proceso iterativo de refinamiento, se mide al final
de cada iteracion el error global de la solucién y se compara con una tolerancia predefinida.
Este error global se determina como el promedio de las normas de Frobenius de los errores
estimados tanto para los potenciales como para los gradientes. Las normas utilizadas para
este fin son la norma H'! y la norma Lz, las cuales son generalmente definidas como,

e [St] [5]

k=1

5 [ :
H = LZ [(V*fuk = ﬁﬁk)-a,:] } / {Z(V‘uk)ﬂ (5.15)
=1 k=1
Dado que las expresiones 5.14 y 5.15 utilizan en su definicién la solucién real del problema,
cuyo valor es desconocido, su aplicacién practica es imposible. Para poder hacer uso
de estas expresiones en una implementacion computacional real, sus valores deben ser
necesariamente aproximados. En el caso particular de disponer de estimadores de error
para el potencial y el gradiente, como los mostrados en las ecuaciones 5.12 y 5.13 del
presente documento, esta aproximacion podra lograrse de manera simple, expresandose su

resultado como,
1 1
n 2 n 2
Ly~ {Z e§] / [Z uzl (5.16)

l 3 (6’{%)2] 2 (5.17)
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Capitulo 6

Resultados

El método de puntos finitos con el criterio de adaptacién anteriormente definido fue puesto
a prueba para un conjunto de casos en que las soluciones analiticas son conocidas. Dentro
de este grupo se incluyen problemas unidimensionales y bidimensionales, con distintos
grados de complejidad matematica y distinto nimero de grados de libertad por nodo de
discretizacién. La base polinémica utiliza en todos los analisis fue de orden cuadrético. El
tamano de las nubes fue de 5 nodos para el caso unidimensional, de 10 nodos para el caso
bidimensional con un grado de libertad por nodo y de 12 nodos para el caso bidimensional

con dos grados de libertad por nodo.

e Problemas unidimensionales.

1. Test de Rachford & Wheeler.

2. Descarga corona unipolar en configuracién coaxial.
e Problemas bidimensionales de electromagnetismo.

1. Ecuacién de Laplace en dominio anular.

2. Ecuacion de Poisson en dominio cuadrado.
e Problemas bidimensionales de mecéanica de sélidos.

1. Viga empotrada.
2. Cilindro hueco sujeto a presion interna.

3. Placa infinita con agujero circular sometida a tension unidireccional.

Dado que todos los casos analizados son de solucién analitica conocida, serd posible uti-
lizar las normas Ly y H' definidas en 5.14 y 5.15, para evaluar la calidad de la solucién

aproximada respecto de la solucién exacta.

49



Capitulo 6 Resultados

Resultados detallados de cada uno de los experimentos realizados pueden ser encontrados en
el apéndice C del presente reporte. Ademads, y a modo de ejemplo para el lector inexperto,
en el apéndice 77 de este documento, se entrega un cédigo totalmente comentado de la
resolucién mediante el Método de Puntos Finitos del Test de Rachford & Wheeler, con el

fin de transparentar la manera en que este método se aplica.

6.1 Problemas unidimensionales

6.1.1 Test de Rachford & Wheeler

El test de Rachford & Wheeler[24] fue propuesto inicialmente para estudiar la convergencia
del método de Galerkin. Luego, fue utilizado por Babuska[25] y Liu[26] para estudiar
la convergencia de un método de elementos finitos alternativo y del método de miicleo
generador, respectivamente.

El problema consiste en resolver la ecuacién diferencial:

% +b(z) =0, ze€(0,1] (6.1)

sujeta a las condiciones de contorno: «(0) =0, u(1) = 0, y donde,

53

H= (14 02(z — 20)?)?

+2(1 — z)(z — zp)

1+ 02(z — 0)2 (z — z0) (6.2)

Los parametros é y xzy permiten controlar, respectivamente, la magnitud del gradiente
méximo y el punto en el cual éste se produce.

La solucién exacta de este problema es,

u(x) = (1 — z) [arctan (§(z — z¢)) + arctan(5z)] (6.3)
mientras que su derivada viene dada por,

)

du
— = —arctan (6(z — zg)) — arctan(dz) + (1 — z) 1+ 62(z — 20)?

dz

(6.4)

En este caso, se estudia el comportamiento de las soluciones numéricas logradas a partir
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de las siguientes metodologias:

e método de puntos finitos con discretizacion uniforme del dominio, 119 nodos.

e método de puntos finitos adaptivo, que se inicializa con 7 nodos uniformemente dis-

tribuidos y alcanza la tolerancia deseada, 1073, cuando el niimero de estos es 119.

La figura 6.1 muestra la representacion grafica de las discretizaciones utilizadas tanto por
el proceso adaptivo de solucion, como por el que utiliza nodos uniformemente distribuidos

sobre el dominio.

Los valores de los parametros § y xy fueron elegidos como 60 y 0.5, respectivamente.
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Figura 6.1: Discretizacién utilizada por: a) método de refinamiento propuesto, b) nodos unifor-
memente distribuidos.

Los resultados obtenidos al aplicar ambas estrategias de soluciéon son desplegados en su
totalidad en las figuras C.1 y C.2 del apéndice C.

La forma de la curva mostrada en la figura 6.1(a) da cuenta de la accién del proceso
de refinamiento adaptativo propuesto, apreciandose una alta concentracién de nodos en
aquellas zonas donde la distribucion de potencial presenta gradientes elevados (zg = 0.5).

Comportamiento del estimador de error propuesto

Con el fin de verificar la capacidad del estimador propuesto para aproximar el error local
de la solucién numérica, se contrasta graficamente su valor con el del error real medido
respecto a la solucién analitica. Esto se hace tanto para el potencial como para su gradiente,
desplegdndose ambos resultados en la figura 6.2.
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Figura 6.2: Contrastacién entre error real y el estimador propuesto.

La simple observacién de las curvas mostradas en la figura 6.2 da cuenta de la calidad del
estimador propuesto, validindose su buen comportamiento para la estimacién del error
local de aproximacion tanto del potencial como de su gradiente.

Otro aspecto relevante y atribuible a la técnica de refinamiento es el hecho de que la
distribucién de error local converge globalmente a un valor tinico, el cual, dadas las carac-
teristicas de la estrategia de adaptacién aqui definida, corresponders a la norma Frobenius
de la misma. Por lo tanto, si la cantidad de refinamientos aumentara, la forma que tomaria

la distribucién local de errores seria cada vez mds plana.

Contrastacién entre soluciones analitica y adaptiva

Dado que la solucién analitica es conocida, serd posible contrastar su valor con el obtenido
a partir de la aplicacion del método de refinamiento aqui propuesto. La figura 6.3 da
cuenta de estos resultados.

El analisis de estas distribuciones muestra el buen desempefio de la nueva técnica de refi-
namiento aqui definida. Se observa que tanto para el potencial como para el gradiente las
desviaciones respecto a la solucién analitica son minimas. Esto tiene directa relacién con la
estrategia de adaptacion utilizada, la cual, dado que dispone de estimadores de error tanto

para potencial como para gradiente, controla conjuntamente las desviaciones de ambas.

Contrastacién entre soluciones uniforme y adaptiva

Otra arista de anélisis relevante en el estudio de técnicas adaptivas, es la contrastacién

de los resultados por ellas generados con sus equivalentes considerando discretizaciones
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Figura 6.3: Aproximaciones numéricas del potencial y de su gradiente logradas a partir del método
de refinamiento propuesto.

con nodos uniformemente distribuidos. Para ello, se resuelve el problema en cuestién con
ambas estrategias de solucién, tabuldndose los errores globales obtenidos en la tabla 6.1.
Para el caso de la solucién adaptiva el criterio de parada se establecié en 1073,

Jig Lo
Resolucién con refinamiento adaptivo 6.4x10% 2.1x107%
Resolucién con nodos uniformemente distribuidos 2.9 x 1072 2.2 x 1072

Tabla 6.1: Errores globales asociados a la resolucion numérica del test de Rachford &
Wheeler utilizando 119 nodos.

Respecto de las distribuciones de errores locales obtenidas, éstas pueden ser observadas en
las figuras C.1 y C.2 del apéndice C del presente documento.

El analisis de errores tanto globales como locales, dan cuenta nuevamente del buen com-
portamiento de la estrategia adaptiva propuesta. En lo referido al error global, se observa
un aumento de un orden de magnitud en la aproximacion de los potenciales (norma Lj)
y de dos en el caso de los gradientes (norma H'). Esto iltimo es sumamente importante,
pues en aplicaciones de ingenieria, generalmente, son los valores de los gradientes los que
inciden directamente en la toma de decisiones. Respecto al error local, se observa clara-
mente que el “aplanamiento” logrado con la técnica de refinamiento propuesta, no aparece
en la solucién con discretizacion uniforme. En ésta, y en aquellas zonas de alto gradiente,

el error crece descontroladamente muy por encima del valor medio de toda la distribucidn.

Por ltimo se indica, que de los valores registrados en la tabla 6.1, se deduce otra ca-
racteristica destacable del método de refinamiento aqui definido. Esta corresponde a su
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capacidad de mantener el error global tanto del potencial como del gradiente por debajo
de un valor predefinido (en este caso de utilizé una tolerancia de 1073).

6.1.2 Descarga corona unipolar en configuracién coaxial

El modelamiento del fenémeno de descarga corona unipolar ha sido ampliamente estudiado
y distintas metodologias basadas principalmente en elementos y diferencias finitas han sido
evaluadas con resultados satisfactorios [29] [30] [33]. En el presente estudio, se analiza
un caso unidimensional simple de solucién analitica conocida, con el fin de avaluar el
comportamiento de la técnica de puntos finitos adaptiva aqui propuesta. La geometria

asociada a este modelo se muestra en la figura 6.4.

radio rp
potencial Vg

Figura 6.4: Geometria coaxial estudiada.

Este problema, pese a ser unidimensional, posee caracteristicas que lo hacen altamente
atractivo en la evaluacién de algoritmos numéricos para la resolucién de ecuaciones dife-

renciales parciales. Dentro de ellas, las mds interesantes son:
e Para ser expresado como sistema de segundo orden, requiere de la definicién de dos
grados de libertad por cada nodo de la discretizacién (potencial y carga eléctrica).

e Presenta no linealidades del tipo producto, que desde el punto de vista numérico son

de alta complejidad.

e La solucién de este tipo de problemas presenta gradientes sumamente elevados en el
electrodo que se encuentra a potencial alto, razén por la cual es ideal para evaluar
técnicas adaptivas.
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La formulacién matematica de este problema se basa en las ecuaciones de Maxwell, y su

expresion en términos del potencial y de la densidad de carga eléctrica es la siguiente,

L4 (d8), o dsdp i
o (Tdr) +p=0, g P =4, en Q = [r,, R] (6.5)

Acé, tanto potenciales como densidades de carga estdn en por unidad de las cantidades
base ¢pase = Vo ¥V Phase = €0Vo, respectivamente, donde V, es el potencial del conductor
“coronado” y ¢, = 8.85- 1072 F/m es la permitividad dieléctrica de vacio.

Las condiciones de frontera asociadas son,

o

dr r=rs

o) _ =Vo 6| _ =0, =—F, (6.6)

=7,

donde E, es el valor del campo eléctrico critico sobre la superficie del conductor “coronado”
determinado a partir de la ley de Peek [30].

La solucién analitica de este problema viene dada por la expresién,

EOTO r 2 1/2 3 | o
= | (14 (= —sinh™" (— s
)=~ e [( +(ZP)7 —sinh(2)| +8 (6.7)
para el potencial eléctrico, y por,
OEO o
plr) = - et (6.8)

[ + a2)(r3 + a2)]

para la distribucién espacial de carga eléctrica. Los parametros a y 3 de las expresiones
anteriores se determinan a partir de la geometria y de las condiciones de borde antes
establecidas. Para r, = 0.0025m, R = 4m, V, = 300kV y E, = 48.06kV/cm, el valor de
los parametros a y 3 es 0.135m y 355kV, respectivamente.

Dado que las ecuaciones que rigen el comportamiento de los campos es no lineal, se requiere
de una estrategia numeérica para la resoluciéon de este tipo de problemas. En este caso
particular, la técnica seleccionada es Newton-Raphson y la tolerancia definida para su
convergencia es 107, No se utilizan técnicas de relajacién, con lo cual eventualmente se

podria acelerar la convergencia del método.

La resolucion de este problema mediante la técnica propuesta se inicializa con una discre-

tizacion de 16 nodos uniformemente distribuidos. Para lograr una tolerancia relativa de
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0.002, la. metodologia desarrolla 7 refinamientos adaptivos, cuya evolucién se observa en

las figura 6.5.
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Meracion proceso de refinamiento adaptvo

Nurnero de nodas

Figura 6.5: Evolucion del error global y del nimero de nodos utilizado en la discretizacién, para

cada iteracién del proceso de refinamiento adaptivo.

Con el fin de mostrar el buen comportamiento local de la aproximacién lograda, en la

figura 6.6 se muestra superpuestas las soluciones analitica y numérica adaptiva, tanto para

potencial como para distribucion espacial de carga eléctrica.

ad

aw’

FLl

T
L

(a)

Figura 6.6: Distribuciones analitica y numérica adaptiva de (a)potencial, y (b) densidad de carga

eléctrica.

Se observa claramente en las figuras anteriores que el tamano del paso de discretizacion

se ha adaptado correctamente al problema. Esto es, en las zonas de gradiente elevando,

cercanas al conductor “coronado”, los nodos se encuentran mucho mas juntos que en la

region exterior, donde el conductor esta aterrizado y los gradientes son menores.

Otros resultados especificos asociados a las distribuciones espaciales de potenciales y gra-
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dientes pueden ser encontrados en la figura C.3 del anexo C, al final del presente reporte.

Vale la pena indicar aqui, que este tipo de problemas con mallas uniformemente distri-
buidas y una cantidad de nodos similar a la obtenida al final del proceso de adaptacién,
simplemente no converge a la solucién real después de un niimero prudente de iteraciones
de Newton. Esto refuerza la necesidad de desarrollar estrategias adaptivas que respondan
de mejor manera al comportamiento intrinseco de los distintos problemas de la ingenieria
y faciliten su resolucién computacional.

6.2 Problemas bidimensionales de electromagnetismo

6.2.1 Ecuacién de Laplace en dominio anular

En este caso se resuelve un problema de electrostatica, extraido del texto de electromag-
netismo del MIT de Hauss y Melcher [36], en donde tanto el potencial como el campo
eléctrico presentan fuertes variaciones en regiones bien definidas del espacio. Dadas sus
caracteristicas, este problema se transforma en un caso de prueba ideal para la experimen-

tacién de métodos numéricos adaptivos. La ecuacién diferencial parcial a resolver es la

siguiente:
18 [ du(r,e) 1 0%u(r,p) e m
;'EF (T’—ar——') i 17 ﬁT{pz—" = 0, en {} = [0.4, 1] X [0, E] (69)
Las condiciones de contorno asociadas son:
u(r,p)| =0 u(r,p)| =0 (6.10)
=0 r=1
In (75)
u(r, =sin | 3 LE u(r, =0 6.11
)|, ( i (ﬁ)) o) _,, (6.11)

y su solucién analitica es:
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- sinh | 37 —5-
u(r, ) = sin (37r Eg;) . ( #z;‘j) &12)
- sinh (3"111(_{;)
duryp) _ & (2 = (et
o () M) (o) =
04 0.4/ / sinh 3“111;*
cosh | 37 —%—
Lou(re) _ F . f, 1n(5a) h(3 '“(07)) (6.14)
r In (5) hl(ﬁ)

La resolucién de este problema mediante la técnica propuesta se inicializa con una discre-
tizacién del dominio sumamente rala, compuesta sélo por 14 nodos. Después de 8 refina-
mientos adaptivos, el dominio se encuentra discretizado por 435 nodos cuya distribucién
se puede observar en la figura 6.7, lado derecho. Se observa claramente que la distribucién
de nodos obtenida responde cabalmente al comportamiento fuertemente variable tanto del
potencial como del campo eléctrico en la frontera ¢ = 7.

o5 T T ] ' ' | )
[
A
N s lex ,
- '\\\ ' \\
TE,‘JJ- \—\__‘_‘.\ Js 43w 8 \\‘
E Y | A |
| ) A f-(u i
~
\\ f 7
01 7/>7’\ =
== e S — |
0 : ;

Reracion proceso de refinamiento adaptvo

Figura 6.7: Evolucién del error global y del niimero de nodos utilizado en la discretizacién, para
cada iteracién del proceso de refinamiento adaptivo.

Respecto al error global de la aproximacién, cuyo valor considera las normas Lo de potencial
y H! de gradiente, en la figura 6.7 se muestra su evolucién a medida que se realizan los
refinamientos adaptivos de la solucién numérica. Se observa ademds en la misma figura, el
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incremento gradual del nimero de nodos durante el mismo proceso.

Con el fin de mostrar el buen comportamiento local de la aproximacién lograda, en la
figura 6.8 se muestra las soluciones analitica y numérica adaptiva.

(a) (b)
Figura 6.8: Distribuciones de potencial asociadas a solucién: a)analitica, b)numérica adaptiva.

Otros resultados especificos asociados a las distribuciones espaciales de potenciales y gra-
dientes pueden ser encontrados en la figura C.4 del anexo C, al final del presente reporte.

6.2.2 Ecuacion de Poisson en dominio cuadrado

Este problema se resuelve con el fin de mostrar que el comportamiento del método de
refinamiento adaptivo es independiente del tipo de condiciones de frontera utilizadas. Para
ello, se resuelve la ecuacién de Poisson en un dominio cuadrado considerando condiciones
de frontera mixtas en su formulacién. El problema a resolver es el siguiente:

Pulz,y) , Pula,)
oz ay?

— sin(2mz) sin(27y) = 0, en 1 = [0,1] x [0,1] (6.15)

Las condiciones de contorno son:
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a du(z,y) w el
u(z,y)‘yzo =0 —br |y = ~3- Sin(2my) (6.16)

_ u(z,y)|  _ 1
u(z, :u)‘y: = 0 e e sin(27y) (6.17)

y su solucién analitica es:
(2,3) = — 5 Sin(2r2) sin(2my) (618)
u(z,y) = S?SID mx) sin(2my :
aLgi’i) = —41—“ cos(2mz) sin(2my) (6.19)
du(e,y) 1

& i sin(27x) cos(2my) (6.20)

e

\

eiato global

heracitn proceso de refinamientoadaptm et g e

Figura 6.9: Evolucién del error global y del niimero de nodos utilizado en la discretizacién, para
cada iteracién del proceso de refinamiento adaptivo.

El método adaptivo se inicié con 16 puntos regularmente distribuidos y finalizé con 569
puntos dispuestos de la manera indicada en la figura 6.9, lado derecho. La tolerancia
definida como condicién de parada en este caso fue de 2 x 1072. Al final del proceso de
refinamiento las normas de error Ly y H' alcanzaron valores de 1.40 x 1072 y 1.24 x 1072,
respectivamente, siendo ambas inferiores a la tolerancia anteriormente definida. El detalle
del comportamiento del error global de aproximacién a medida que avanza el proceso
adaptivo se muestra en la figura 6.9, lado izquierdo, junto con la evolucién del mimero de
nodos considerados para el célculo de la aproximacién.
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El comportamiento local de la aproximacién para el caso del potencial puede ser verificado
en la figura 6.10. Esta nuevamente da cuenta de la calidad de las soluciones logradas al
aplicar el presente procedimiento de adaptacion al método tradicional de puntos finitos.
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Figura 6.10: Distribuciones de potencial asociadas a solucién: a)analitica, b)numérica adaptiva.

Otros resultados especificos asociados a las distribuciones espaciales de potenciales y gra-
dientes pueden ser encontrados en la figura C.5 del anexo C, al final del presente reporte.

En este experimento, al presentarse variaciones suaves tanto de potencial como de gra-
diente, es posible verificar otra propiedad atractiva del presente procedimiento. Esta tiene
relacion con la convergencia de la discretizacion lograda por el proceso de refinamiento
hacia una distribucion uniforme de nodos, cada vez que las funciones involucradas no

presentes fuertes variaciones en sus valores dentro del dominio de andlisis.

6.3 Problemas bidimensionales de mecanica de sélidos

A continuacion se estudian tres problemas cldsicos de mecdnica de sélidos lineal eldstica [35]
que poseen solucion analitica conocida. Para ello, primero, se describen sus caracteristicas
y se definen sus parametros, luego, se determinan aproximaciones para los desplazamientos
mediante la estrategia adaptiva propuesta, y finalmente, se analizan sus resultados a la luz
de la calidad y estabilidad de las aproximaciones logradas.
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6.3.1 Viga empotrada

El primer problema de elasticidad estudiado corresponde al andlisis estdtico de una viga
empotrada sometida a la accién de una carga puntual (representada como carga distri-
buida) en su extremo libre. La geométrica asociada al problema se presenta en la figura
6.11. Los valores utilizados para cada uno de los pardmetros geométricos son, D = 1,
L = 8 y espesor unitario.

Y

Q

A\

_.\\\

A corionte porgbaiico
|
|
i

Figura 6.11: Viga empotrada sujeta a carga vertical en su extremo libre.

La carga total viene dada por un esfuerzo constante parabdlico, donde P = 1.0. Los
parametros constitutivos del material son E = 1000 y v = 0.3. Bajo estos supuestos y
considerando una condicién de tensién plana, la solucién teérica para los desplazamientos
es,

-2 —v
uw(z,y) = —% (y - g) (32:(215 —x)+ %y(y - D)) (6.21)
— 2 o 2
v(z,y) = %’L) (w2(3L —z)+ l?l—V(L — 1) (y E %) + %D%) (6.22)

3 . -
donde [ = % es el momento de inercia de la barra.

Las componentes del tensor esfuerzos bajo los mismos supuestos son,

cusl) =~ (L -2) (v - %) (6.23)
Gy (@9) =0 | (6.24)
Tey(@,3) = 52y ~ D) (625)

62



Capitulo 6 Resultados

Algunos resultados relevantes asociados a la resolucion numérica del problema se entregan
en las figuras 6.12, 6.13 y 6.14. Dentro de éstos se incluyen, la evolucién durante el proceso
de refinamiento del error global de aproximacion y del nimero de nodos utilizados, la

distribucién espacial del vector desplazamiento y la componente o, del tensor esfuerzo.

Ertor relmvo ginbal

= i L 1 | I
£l IE 12 13 14 15 16 17 18 9 F3

Rerscion proceso de refinamisnto adspivo

Figura 6.12: Evoluci6n del error global y del mimero de nodos utilizado en la discretizacion, para
cada iteracién del proceso de refinamiento adaptivo.

El proceso adaptivo de solucién se inicia con 51 nodos uniformemente distribuidos, los
cuales después de 2 etapas de refinamientos aumentan a 126, dispuestos segiin se muestra
en la figura 6.12, lado derecho.

La tolerancia global utilizada como criterio de parada se establece en 2 x 1072, lograndose
con ello valores para las normas de error Ly y H! de 1.21 x 107° y 2.02 x 102, respecti-

vamente.
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Figura 6.13: Distribucién espacial del vector desplazamiento obtenido mediante solucidn:
a)analitica, b)MPF adaptivo.

Resultados adicionales asociados a las distribuciones espaciales de cada una de las com-
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Figura 6.14: Distribucién espacial de esfuerzo o, obtenido mediante solucién: a)analitica, b)MPF
adaptivo.

ponentes del vector desplazamiento y del tensor esfuerzo, pueden ser encontrados en las
figuras C.6 y C.7 del anexo C, al final del presente reporte.

6.3.2 Cilindro hueco sujeto a presién interna

El siguiente problema de elasticidad lineal analizado corresponde a un cilindro presurizado
de radio interior R, y radio exterior R;. La superficie interna del cilindro estd sometida a
una presion de valor P. El esquema de la figura 6.15 muestra la topologia recién descrita.

El radio interior y exterior de la regién estudiada se definen como 1 y 5, respectivamente.
La presién interna a la cual estd sometida el cilindro hueco se considera umitaria. Las
caracteristicas constitutivas del material considerado son F = 1000 y » = 0.3. La so-
lucién tedrica para los desplazamientos, asumiendo una condicién de deformacién plana y
expresando sus valores en coordenadas polares, son:

PR2r R\ ?
W7, 0) = m {(1 —-v)+ (Tb) (1+ u)} (6.26)
vp(r,p) =0 (6.27)

Las componentes del tensor esfuerzos bajo los mismos supuestos son,
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R,
-
lf B
Figura 6.15: Cilindro hueco sujeto a presién interna.
PR? Ry\?
ore(r, ) = B — I2) {1 = (T) (6.28)
_ PR? Ry\?
a‘P‘P(T’ (p) = E(Rg . Rg) {1 +* ( r ) (629)
Tﬂp(ra (P) =0 (630)

Algunos resultados relevantes asociados a la resolucién numeérica del problema se entregan

en las figuras 6.16, 6.17 y 6.18. Dentro de éstos se incluyen, la evolucién durante el proceso

de refinamiento del error global de aproximacién y del niimero de nodos utilizados, la

distribucién espacial del vector desplazamiento y la componente o, del tensor esfuerzo.

El proceso adaptivo de solucién se inicia con 43 nodos uniformemente distribuidos, los

cuales después de 4 etapas de refinamientos aumentan a 250, dispuestos segin se muestra

en la figura 6.16, lado derecho.

La tolerancia global utilizada como criterio de parada se establece en 2 x 1072, logrdndose
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8

Emor relatvo giobal
Numaro de nadoe

B

Figura 6.16: Evolucién del error global y del niimero de nodos utilizado en la discretizacién, para
cada iteracion del proceso de refinamiento adaptivo.

con ello valores para las normas de error Ly y H' de 1.83 x 1072 y 1.42 x 102, respecti-
vamente.

oom3n t

! < ¢ ¢ p S ¢ ¢
0000305 { ‘. il ) —— )
0000417 p—— S e = = =
emi Votpm
(a) (b)
Figura 6.17: Distribucién espacial del vector desplazamiento obtenido mediante solucién:

a)analitica, b)MPF adaptivo.

Resultados adicionales asociados a las distribuciones espaciales de cada una de las com-

ponentes del vector desplazamiento y del tensor esfuerzo, pueden ser encontrados en las
figuras C.8 y C.9 del anexo C, al final del presente reporte.
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11

(a) (b)

Figura 6.18: Distribucién espacial de esfuerzo o, obtenido mediante solucién: a)analitica, b)MPF
adaptivo.

6.3.3 Placa infinita con agujero circular sometida a tensién unidireccio-
nal

El ultimo problema estudiado corresponde a una placa infinita de espesor unitario, con un
agujero circular de radio a y sometida a una traccién horizontal de valor o. El esquema
mostrado en la figura 6.19 da cuenta de lo recién indicado.

Figura 6.19: Placa infinita con agujero circular sometida a tensién unidireccional.

Dado que el problema tiene un dominio infinito, la regién real de anilisis se reduce a una
placa cuadrada de longitud 8. Respecto a los pardmetros a y o anteriormente indicados,
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sus valores son considerados unitarios. Las caracteristicas constitutivas del material de la
placa son E = 1000 y v = 0.3. La solucién teérica para los desplazamientos, asumiendo

una condicién de tensién plana y expresando sus valores en coordenadas polares, son:

1+v 2a? 1 a? a?
u('r, 50) — B {(1 = V) (T +- '-;'—') cos @ + 5? (1 == ;3‘) 0053(,0} (631)
1+v a® 1a2 a?
—_— — —_ S 1 — e 1 S H g
v(r,p) =t 5 { (ur + (1 —2v) = ) sing +5— ( r2) sin 3(,0} (6.32)

Las componentes del tensor esfuerzos bajo los mismos supuestos son,

2 3 4
O ) =0 (1 — % (g cos 2p + cos 4<p) + % cos 490) (6.33)
2 1 3 4
oyy(r, ) = —0 (:—2 (5 cos 2¢ — cos 4<p) + % cos 4()0) (6.34)
2 1 3 4
T:ry('ry (p) =0 (—:—2 (5 sin 2¢ + sin 4(,0) oo % sin 4&0) (6'35)

Algunos resultados relevantes asociados a la resolucién numérica del problema se entregan
en las figuras 6.20, 6.21 y 6.22. Dentro de éstos se incluyen, la evolucién durante el proceso
de refinamiento del error global de aproximacién y del mimero de nodos utilizados, la

distribucién espacial del vector desplazamiento y la componente o, del tensor esfuerzo.

El proceso adaptivo de solucién se inicia con 35 nodos uniformemente distribuidos, los
cuales después de 5 etapas de refinamientos aumentan a 614, dispuestos segiin se muestra
en la figura 6.20, lado derecho.

La tolerancia global utilizada como criterio de parada se establece en 2 x 10~2, lograndose
con ello valores para las normas de error Ly y H' de 1.05 x 1073 y 7.36 x 1073, respecti-
vamente.

Resultados adicionales asociados a las distribuciones espaciales de cada una de las com-
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Etvor relativo global
Nimera de nocos

Reracidn proceso de refinamiento adaplvo

Figura 6.20: Evolucién del error global y del mimero de nodos utilizado en la discretizacién, para
cada iteracion del proceso de refinamiento adaptivo.

000485 000485

000284 O e 000264

i

Figura 6.21: Distribucién espacial del vector desplazamiento obtenido mediante solucién:
a)analitica, b)MPF adaptivo.
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3o

(a) (b)

Figura 6.22: Distribucién espacial de esfuerzo o, obtenido mediante solucién: a)analitica, b)MPF
adaptivo.

ponentes del vector desplazamiento y del tensor esfuerzo, pueden ser encontrados en las
figuras C.10 y C.11 del anexo C, al final del presente reporte.

6.3.4 Analisis de resultados

La observacién de las figuras anteriormente desplegadas dan cuenta del buen comporta-
miento de la estrategia de adaptacion propuesta. Esto se verifica tanto para los vectores
desplazamiento como para los tensores esfuerzo. La convergencia obtenida a medida que
avanza el proceso de refinamiento se ve bastante estable y se refleja tanto en los valores de
la norma Ly como en la H'. Otro aspecto relevante que se desprende del analisis de estos
casos es que los valores criticos de todas las variables de interés son rescatados con la pre-
cisién definida por la tolerancia global. Esto es de suma importancia, pues en la mayoria
de los procesos adaptivos s6lo es posible lograr este resultado para los desplazamientos y
no para los esfuerzos.

Por otro lado, el comportamiento de las aproximaciones obtenidas, da cuenta del control
que realiza el método de refinamiento tanto del comportamiento global de la solucién,
donde se incluyen los potenciales y sus gradientes, como de los valores locales de los mismos,
impidiendo de este modo que el error se dispare en zonas especificas del dominio. Esto
refleja, ademads, la calidad del estimador propuesto, pues indica que la prediccién ha sido
la adecuada al permitir la agregacién de nodos en aquellas regiones del dominio donde
realmente se requeria.
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Conclusiones

En el presente trabajo se ha presentado una estrategia de refinamiento adaptivo aplicable a
métodos libres de malla, en particular al método de puntos finitos. En ella, y con el fin de
hacer mas eficiente el procedimiento, se relinen los procesos de discretizacién, estimacién
de error y resolucién numérica de los sistemas lineales involucrados en una secuencia que
agrega nodos cada vez que la condiciones de seleccién y parada no son satisfechas. El alma,
de este procedimiento, es un estimador de error que permite predecir las desviaciones tanto
del potencial como de su gradiente de manera simple y efectiva. Su excelente comporta-
miento ha quedado en manifiesto en todos los experimentos numeéricos desarrollados. En
cada uno de estos casos, se ha logrado control absoluto del error de aproximacién tanto
global, asociado a las normas Ly y H', como local. Para este 1iltimo error, se destaca la

tendencia que la metodologia propuesta tiene a homogeneizarlo espacialmente.

Otro aspecto relevante, deducido de los resultados de los experimentos numéricos reali-
zados, es la capacidad del presente método para rescatar valores tanto generales como
especificos de las distribuciones aproximadas, incluyendo dentro de estas 1ltimas a los po-
tenciales y a sus correspondientes gradientes. Esto es sumamente importante, pues desde el
punto de vista de las aplicaciones pricticas de los métodos numéricos, lo que generalmente
interesa rescatar con cierta precision son los valores criticos de los gradientes y no de los

potenciales.

Futuros trabajos que pueden ser desarrollados en este mismo dmbito, pueden ser clasificados
segun las tres etapas fundamentales de la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales
parciales,

¢ Preproceso
— BEstudio de métodos para generacién de puntos con especial énfasis en técnicas
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de adaptacion.

— Evaluacién de técnicas tipo quadtree-octree para la generacion de grillas estruc-
turadas.

— Estudio de métodos para la determinacién éptima de nubes segiin sistema de

ecuaciones diferenciales parciales a resolver.

— Evaluacién de posibilidades de formular un problemas tinico que determine tanto
nodos como nubes.

— Estudio de la interaccién entre herramientas de CAD-CAE y preprocesadores
para métodos libres de malla.
¢ Proceso
— Evaluacién del comportamiento de la estrategia propuesta a problemas tridi-
mensionales.

— BEstudio de los métodos sin malla a la luz de las condiciones de continuidad que
se deben satisfacer cada vez que existe méds de un medio material en el dominio

de solucién.

— Estudio de posibles mejoras en la inclusién de condiciones de frontera naturales

en los métodos sin malla.
— Estudio de métodos sin malla alternativos, como por ejemplo “Least-square
Collocation Meshless Method”, y evaluacién de posibilidades de mejora.
e Postproceso
— Estudio de estrategias de procesamiento de imdgenes y su aplicacién a métodos
sin malla.

— Estudio de métodos de postprocesamiento que permitan el despliegue de distri-
buciones espaciales a partir de la data nodal.

— Aplicacién de estructuras tipo quadtree-octree al postprocesamiento de resulta-

dos en métodos sin malla.
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Apéndice A

Condicionamiento Numeérico de

Matrices

Si bien los tiempos de ejecucién y la memoria requerida son aspectos muy relevantes para
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por medio de computadoras, también existe
la necesidad de asegurar que la solucién obtenida sea lo més cercana a la solucién real.
Existen varios factores que contribuyen a la pérdida de precisién en cada uno de los pasos
del proceso de resolucién. Por ejemplo:

1. Los elementos de la matriz A a considerar pueden traer errores inherentes al problema
en si. Tal es el caso de utilizar datos correspondientes a alguna medida fisica. En este
caso se debe considerar un error correspondiente a una cota 4, como por ejemplo la
precision del instrumento, entre otras. Entonces la matriz A es perturbada por una
matriz E = {e;;} donde los |e;;| < d , y por lo tanto la matriz en la cual se realizardn
las operaciones es A + E y no A.

2. En otros casos, atin cuando los elementos de la matriz estén exactamente contenidos
por alguna férmula algebraica, estos sufren modificaciones al ser procesados por el
lenguaje de la computadora (punto flotante), y ademds al utilizar las funciones de
redondeo.

En todas las situaciones anteriores el sistema ha sufrido ligeras modificaciones y cabe
preguntarse si las soluciones habran variado también ligeramente, o si, por el contrario, la
variacién ha sido muy grande comparada con la variacion de los coeficientes. Seria deseable
que el sistema fuera estable, es decir, que variaciones en los datos produjeran variaciones
del mismo tamano en las soluciones. Se verd que esto no siempre es asi, y que la variacién

depende en gran medida de los coeficientes de las matrices.
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Considere el sistema Az = b,

—5.96 11.94\ [z, _ 3.02 (A1)
-3.98 T7.97 T 2.01

El determinante de la matriz A es 0.02, y como es no nulo, el sistema tiene solucién tinica.

(-6

Suponga que redondea los términos independientes del vector b en el primer decimal, o que

La solucion correcta es,

estos datos se han obtenido experimentalmente y sus valores son,

- 13
5 (2) (A.3)
(—5.96 11.94) (ﬁ) _ (3) (A-4)
~-3.98 797 ) \ % 2

y corresponde a una ligera variacién del problema original, siendo su solucién ahora (que

(-9
2 1

La maxima diferencia entre las componentes de b y b es 0.02, mientras que la méixima

El nuevo sistema es entonces,

nuevamente es \inica),

diferencia entre las componentes de z y Z es 2. El error inicial se ha magnificado 100 veces.

En general, si se parte de una ecuacién Az = b y se supone que el lado derecho se modifica
ligeramente convirtiéndose en b + Ab, entonces la solucién también se modificard y podra
expresarse como Z + Az. Una estimacion del valor que tiene la variacion Az como funcién

de la perturbacion Ab puede obtenerse de la siguiente manera,

Ecuacion original : Az =b
Ecuacién con error : A(z + Az) = (b + Ab)
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Restando ambas expresiones se obtiene la ecuacion,

A(Az) = Ab (A.6)

a partir de la cual es posible calcular el error como,

Az = A~1Ab (A7)

De la relacién anterior se deduce que el valor del error crece cada vez que A~ también lo
hace.

Existe una cantidad que permite medir la sensibilidad de los sistemas frente a perturbacio-
nes introducidas en los coeficientes de las matrices involucradas. Turing [32], Von Neumann
y Goldstine [31] denominaron a dicha cantidad como nimero de condicién y lo definieron
de la forma siguiente,

K(A) = All- AT (A.8)

Para ejemplificar este concepto, considere la siguiente matriz A,

A:[ : 2] (A.9)
1.0001 2

La norma de esta matriz es || A ||.o= 3.0001. Por otro lado,

(A.10)
5.0005 —5000

41 [—10000 10000]
cuya norma es || A™1 ||o= 20000, y de esa forma x(A) = (20000)(3.0001) = 60002. En
este ejemplo, el nimero de condicion obtenido claramente indica que hay que ser cauteloso

al momento de referirse a la precisién de la solucién del sistema en cuestién.

De esa manera, se observa que £(A) da una medida de cudnto se amplifica el error relativo
de la solucién con respecto a la perturbacién introducida en la entrada. O dicho de otra
forma, el término hace referencia a la certeza relativa de que un vector residual pequeno

implique una buena solucién aproximada.
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Cuando la matriz A no es invertible, o sea es singular, el niimero de condicién no esta

definido, y por completitud se asume que x(A) = oo.

Se dice que una matriz esté bien condicionada (well-conditioned) si x(A) se aproxima a 1
y estd mal condicionada (ill-conditioned) si x(A) es significativamente mayor que 1.
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Apéndice B

Programacion del Método de

Puntos Finitos

En el presente apéndice y con fines didacticos, se entrega un cédigo totalmente comentado,
programado en MATLAB, con el cual se resuelve eficientemente y mediante la técnica de
puntos finitos, el test de Rachford & Wheeler descrito en la seccién 6.1.1.

En este codigo se identifican claramente cinco de los pasos que comiinmente son seguidos
cada vez que este método se aplica,

e Paso 1: Discretizacion del dominio estudiado. Incluye definicion de nodos y gene-

racion nubes.

e Paso 2: Definicién de las condiciones de frontera y de las caracteristica de los ma-

teriales constitutivos del dominio.

e Paso 3: Generacion de las matrices locales, colocacién puntual de la formulacién
estudiada y ensamble final del sistema lineal de ecuaciones.

e Paso 4: Resolucion del sistema de ecuaciones.

e Paso 5: Postproceso de la solucién y generacion de resultados numeéricos y grificos.

En el cédigo adjunto y cada vez que fue posible, se hizo referencia a las distintas secciones
de este documento con el fin de permitir al lector inexperto aclarar las dudas tedricas que

le surgiesen a medida que sigue las lineas del programa.

Para la ejecuciéon de este codigo, copie el listado adjunto en la seccién siguiente a un

archivo de texto, gudrdelo en su disco duro con el nombre “fpmid.m” y finalmente es-
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criba en el prompt de MATLAB, posicionado en la carpeta donde guardé el archivo:
fpm1d<ENTER>.

B.1 Listado programa: fpmld.m

R I I B T T Tl T o e el A o e e
% APLICACION DEL METODO DE PUNTOS FINITOS A UN PROBLEMA UNIDIMENSIONAL ...
% >> Test de Rachford & Wheeler (ver seccion 6.1.1)
Tl L I T T Ll R Tl T Tl Tt le T e
function fpmid,

cles

clear all;

close all;

tic;

% ——— i SEES -

%(PASD.1) DISCRETIZACION DEL DOMINIO DE SOLUCION ...

% - i = —

% 1a) Se discretiza el intervalo [0,1] con 11 nodos,
nn=51;

nodos=linspace(0,1,nn)’;

% 1b) Se generan nubes de 5 nodos,

npn=5;

[nubes,dmax]=cg(nodos,npn) ;

'/. T —
%(PASD.2) DEFINICION DE CONDICIONES DE BORDE ...

% 2a) Se define condicion de frontera izquierda,
cf (1) .tipo="dirichlet’;

cf(1).valor=0;

% 2b) Se define condicion de frontera derecha,
cf(2) .tipo=’dirichlet’;

cf(2).valor=0;

%(PASD.3) ENSAMBLE LOCAL Y GLOBAL DE ECUACIONES ...
) D -

% 3a) Reserva de memoria almacenamiento para matrices globales,
P g

K=zeros(nn,nn) ;
Kx=zeros(mn,nn) ;
F=zeros(nn,1) ;
cero=zeros(npn,1);
uno=ones (npn,1);
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% 3b) Iteracion nodos. Ensamble de matrices globales a partir de
% matrices locales,
for i=1:nn,
% Identificacion nodos asociados a nube i-esima
in=nubes(i,:); % indices
x=nodos (in’); % coordenadas
% Identificacion coordenada nodo estrella
xi=nodos(i);
% Identificacion radio de nube i-esima
di=dmax(i);
% Transformacion de coordenadas globales a locales
psi=(x-xi)/di;
% Evaluacion de matriz de ponderacion W
W=diag(wf (psi)) ;
% Evaluacion de matriz polinomica P (base)
P=[uno psi psi."2];
% Evaluacion de matriz locales A, By C
A=P’*WxP;
B=P’*W;
C=inv(A)*B;
% Evaluacion de funciones de forma y sus derivadas en nodo estrella
N=[1 0 0]%C;
Nx=[0 1/di 0]%C;
Nxx=[0 0 2/di~2]#*C;
% Identificacion tipo de nodo: forontera izquierda - frontera derecha - interior
if (i==1),
% Nodo estrella es frontera izquierda
if (cf(1).tipo==’dirichlet’),
% Colocacion puntual para nodo dirichlet
Ki=cero’;
Ki(1)=1;
Fi=cf (1) .valor;
else
% Colocacion puntual para nodo neumman
Ki=Nx;
Fi=cf (1) .valor;
end
elseif (i==nn),
% Nodo estrella es frontera derecha
if (cf(2).tipo==’dirichlet’),
% Colocacion puntual para nodo dirichlet
Ki=cero’;
Ki(1)=1;
Fi=cf(2) .valor;
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else
% Colocacion puntual para nodo neumman
Ki=Nx;
Fi=cf(2) .valor;
end
else
% Nodo estrella es interior
% Colocacion puntual para nodo interior (EDP a resolver)
Ki=Nzxx;
Fi=ff(xi);
end
% Ensmable de matrices locales en matrices globales K, Kx y F
K(i,in)=Ki; % Matriz de rigidez potencial
Kx(i,in)=Nx; % Matriz de rigidez gradiente
F(i)=Fi; % Vector forzante
end
= e e e e e
%(PASD.4) SOLUCION DE SISTEMA LINEAL DE ECUACIONES ...
e
% Solucion de sistema de ecuaciones mediante eliminacion Gaussiana
u=K\F;
% Calculo del gradiente a partir de la solucion de potencial
du=Kx=*u;
h
%(PAS0.5) POSTPROCESO DE LA SOLUCION ...

Ym——— ——————

% Evaluacion de la solucion analitica para discretizacion considerada
[uo,duo] =sf (nodos) ;

% Impresion de potenciales y gradiemtes en archivo de texto
filename=’fpm.solucion.txt’;

flog=1;

fprintf(flog,’\n’);

fprintf(flog,’ IMPRESION DE RESULTADOS FPM\n’);

fprintf (flog,’ + Nombre archivo .... %s\n’,filename);

fout=fopen(filename,’w’);
for i=1:nn,
fprintf(fout,’%4d %14.6e %14.6e %14.6e ¥%14.6e Y%14.6e\n’,
i,nodos(i),uo(i),u(i),duo(i),du(i));
end
fclose(fout);
% Calculo de normas de error L2 y Hi para solucion obtenida
L2=sqrt (sum(power (u-uo,2))/sum(power(uo,2)));
Hi=sqgrt (sum(power (du-duo,2))/sum(power (duo,2)));
dtsol=toc;
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% Impresion en pantalla de resultados globales de la simulacion
fprintf(flog,’ RESUMEN RESULTADOS FPM\n’);

fprintf(flog,’ + Numero de modos ... %d\n’,nn);

fprintf (flog,’ # PABD . s wes v o %.3e\n’ ,nodos(2)-nodos(1));
fprintf (flog,’ + Error.H1 .......... %.3e\n’ ,H1);

fprintf (flog,’ + Error.L2 .......... %.3e\n’,L2);

fprintf (flog,’ + Tiempo solucion ... %.2fs\n’,dtsol);
fprintf(flog,’\n’);

pos=[120 150 900 500] ;
% Despliegue grafico del potenciales (soluciones analitica y numerica)
figure;
plot(nodos,uo0,’r’ ,nodos,u,’b’, ’LineWidth’,1.5);
xlabel(’Posicion’);
ylabel(’Potencial’);
grid;
legend(’Analitica’, ’Numerica’, ’Location’, ’Best’) ;
set(gcf, ’Position’ ,pos);
% Despliegue grafico del gradientes (soluciones analitica y numerica)
figure;
plot(nodos,duo, ’r’ ,nodos,du, ’b’, ’LineWidth’,1.5);
xlabel(’Posicion’);
ylabel(’Gradiente’);
grid;
legend(’Analitica’, ’Numerica’, ’Location’, ’Best’) ;
set (gcf, ’Position’,pos);
return

B A T At T T T T o o o e o e o e s
% EVALUACION DE LA FUNCION FORZANTE ...
% >> -b(x) del test de Rachford & Wheeler (ver seccion 6.1.1)
function f=ff(x),
delta=60;
x0=0.5;
px=delta./(1+power(delta*(x-x0),2));
=-2#px-2+*delta*(1-x) .*(x-x0) . *power (px,2) ;
return

T I T T e o e e e e A
% EVALUACION DE LA FUNCION SOLUCION ...
% >> u(x) del test de Rachford & Wheeler (ver seccion 6.1.1)
function [u,dul=sf(x),
delta=60;
x0=0.5;

px=delta./(1+power(delta*(x-x0),2));
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n

u=(1-%) . *(atan(delta*(x-xo))+atan(delta*xo));
du=(1—x).*px—atan(deltat(x—xo))-atan(delta*xo);
return

e e e T R T AT TR T LA I e
% EVALUACION DE LA FUNCION DE PONDERACION ...
% >> Funcion de Gauss (ver seccion 3.6)
function w=wf(psi),
k=1;
r=3.5;
el=power (r*abs(psi),2#*k);
e2=power (r,2*k) ;
w=(exp(-el)-exp(-e2))/(1-exp(-e2)) ;
return

It o e e e e e v or oy,
% GENERACION DE NUBES A PARTIR DE COORDENADAS NODOS ...
% >> Distancia minima (ver seccion 3.1)
function [nubes,dmax] = cg(nodos,n),
nn=length(nodos) ;
nubes=zeros(nn,n) ;
dmax=zeros(nn,1) ;
for i=1:pm,
dn=[[1:nn]’ 1.05*abs(nodos-nodos(i))] ;
dns=sortrows(dn,2);
nubes(i, :)=dns(1:n,1);
dmax (i)=max(dns(1:n,2));
end
return
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Resultados de experimentos

numericos
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Figura C.1: Test de Rachford & Wheeler. Distribucién de potencial, gradiente de potencial,
error real y error estimado, asociados a solucién mediante MPF adaptivo.
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Figura C.2: Test de Rachford & Wheeler. Distribucién de potencial, gradiente de poten-

cial, error real y error estimado, asociados a solucién mediante MPF con nodos uniformemente
distribuidos.
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(a) (b)

Figura C.3: Descarga corona unipolar en configuracién coaxial. Distribucién de potencial,
gradiente de potencial, densidad de carga eléctrica y paso de discretizacién, asociados a solucién
mediante MPF adaptivo.

86



Apéndice C Resultados de experimentos numéricos
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Figura C.4: Ecuacién de Laplace en dominio anular. Distribucién de potencial y gradiente
de potencial correspondiente a: a)solucién analitica, b)solucién mediante MPF adaptivo.
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Figura C.5: Ecuacién de Poisson en dominio cuadrado. Distribucién de potencial y gra-
diente de potencial correspondientes a: a)solucién analitica, b)solucién mediante MPF adaptivo.
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Figura C.7: Viga empotrada. Distribucién espacial de componentes del tensor esfuerzo corres-
pondientes a: a)solucién analitica, b)solucién mediante MPF adaptivo.
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(a) (b)

Figura C.9: Cilindro hueco sujeto a presién interna. Distribucién espacial de componentes
del tensor esfuerzo correspondientes a: a)solucién analitica, b)solucién mediante MPF adaptivo.
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Figura C.10: Placa infinita con agujero circular sometida a tensién unidireccional.
Distribucién espacial del vector desplazamiento y sus componentes correspondientes a: a)solucién
analitica, b)solucién mediante MPF adaptivo.
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Figura C.11: Placa infinita con agujero circular sometida a tensién unidireccional.
Distribucién espacial de componentes del tensor esfuerzo correspondientes a: a)solucién analitica,
b)solucién mediante MPF adaptivo.
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