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Resumen

En la primera parte de esta tesis se presentan y discuten algunos resultados importantes de la
teoria de los esquemas afines. Se define el espectro primo de un anillo conmutativo con identidad
y se analizan sus caracteristicas como espacio topoldgico. Por otro lado, se presenta una breve
introduccién a la teoria de los haces, la cual servird para luego construir el haz estructural de
anillos conmutativos sobre el espacio topolégico Spec(R). De esta manera, se entrega la nocién

de esquema afin como un espacio topoldgico vinculado a un haz de anillos conmutativos.

La segunda parte de este trabajo se basa en algunas aplicaciones de la teoria de los esquemas a
las areas de la geometria algebraica y la teoria de niimeros. Se examinan ejemplos relacionados
con curvas algebraicas, puntos regulares y singulares. Por ultimo, se utilizan las herramientas

de la teoria de los esquemas para realizar un estudio detallado acerca de las caracteristicas del

anillo Z [\/ﬂ .
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Abstract

In the first part of this thesis, some important results on affine scheme theory are presented and
discussed. The prime spectrum of a commutative ring with identity is defined and its properties
as a topological space are analyzed. On the other hand, a brief introduction to sheaf theory
is presented, which will be useful for building the structural sheaf of commutative rings on the
topological space Spec(R). In this sense, the notion of an affine scheme as a topological space

linked to a sheaf of commutative rings is given.

The second part of this work is based on some applications of the scheme theory on algebraic
geometry and number theory. Examples related to algebraic curves, regular and singular points
are examined. Finally, the tools given by scheme theory are used to make a full research about

the properties of the ring Z[\/ﬂ
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de esta tesis es entregar las nociones bésicas de la teoria de los esquemas afines. Para
ello, expondremos y explicaremos varios resultados importantes en este ambito. Hacia el final de
esta tesis aplicaremos estas nuevas herramientas en ejemplos especificos relacionados con geometria
algebraica y teoria de ntmeros. Las primeras definiciones y algunas aplicaciones importantes se
pueden encontrar en varios textos cldsicos, como aquellos escritos por Hartshorne [I], Eisenbud
[2] y Ueno [3]. Sin embargo, estos libros (y muchos otros mds) son extremadamente densos de
leer, su enfoque es sumamente abstracto y muchos de los conceptos clave no son decantados en
ejemplos concretos. Por estas razones es que esta tesis también tiene como objetivo dar una lectura
m4&s amigable a estas nuevas ideas. Nos detendremos a profundizar algunas definiciones cruciales, e

ilustraremos con ejemplos cercanos cuando sea necesario.

Las bases de esta teoria fueron establecidas por el matematico Alexander Grothendieck en la década
de 1960 y sus resultados significaron un gran avance en el desarrollo de la geometria algebraica
moderna. La gran mayoria de los algebristas contemporaneos a Grothendieck, tales como David
Mumford, David Eisenbud y Michael Artin (entre muchos otros), adoptaron este nuevo lenguaje a
pesar de su profunda abstraccién y dificil absorcién. Actualmente, muchos articulos cientificos que

tratan temas de geometria algebraica y teoria de niimeros ocupan estas técnicas innovadoras.

En términos muy generales, la geometria algebraica cldsica es el estudio de las soluciones de los

sistemas de ecuaciones polindémicas sobre algiin espacio afin o proyectivo, es decir, es el estudio



de las variedades algebraicas. Muchos de los problemas que surgen en este campo son aquellos
denominados “problemas de clasificacion” y cuyo objetivo consiste en clasificar todas las posibles
variedades algebraicas, salvo isomorfismo, que satisfagan alguna condicién especifica. No obstante,
es muy comun que este tipo de problemas sean tan dificiles de resolver que quizds nadie esperaria
poder resolverlos cabalmente. La teoria de los esquemas es una primera aproximacion para poder
clasificar nuestros objetos geométricos. La idea bésica es reemplazar el espacio geométrico cldsico
por el algebra de funciones sobre este espacio, o incluso, de manera mas general, por algin conjunto
de funciones de este espacio hacia otro. Una de las ventajas de esta generalizacién es la posibilidad
de extender las mismas técnicas de la geometria algebraica clasica hacia objetos méas generales que,

desde un punto de vista tradicional, podrian no ser considerados como variedades propiamente tales.

Geométricamente, existen varias razones por las cuales es necesario trabajar con objetos méds
generales que las variedades algebraicas. Una de ellas hace referencia a la ventaja que nos otorga
contar con una definicién de variedad algebraica que sea independiente de cualquier incrustacién
de ella en algin espacio proyectivo. En este punto podemos hacer una comparaciéon con la teoria
de grupos. Originalmente, los mateméticos del siglo XIX concebian el concepto de grupo como
algin subconconjuto del conjunto de permutaciones de un conjunto, el cual debe ser cerrado
bajo composiciones e inversiones. Claramente es mucho més conveniente contar con una definicién
abstracta de grupo, y luego de ello estudiar todas las posibles maneras que incrustarlo en algin
grupo de permutaciones. Desde este punto de vista podremos analizar, por ejemplo, si dos grupos

son o no isomorfos, sin necesidad de preocuparnos por alguna incrustacién en particular.

Otro ejemplo elemental que ilustra la utilidad de los esquemas tiene relacion con la clasificacién de
las cénicas (curvas planas cuadréticas) en R?. Desde una mirada muy rudimentaria, las cénicas se
pueden agrupar en tres grandes categorias: estdn las “agradables” (parabolas, elipses e hipérbolas),
las “razonablemente degeneradas” (dos rectas distintas que se intersectan o dos rectas distintas
y paralelas) y las “extranamente degeneradas” (una recta doble, un punto o el conjunto vacio).
Cualquier persona sensata podria incluso llegar a pensar que los objetos pertenecientes esta iltima
categoria no deberfan ser considerados como cénicas propiamente tales. Ahora bien, si observamos
esta categorizacién desde una mirada esquematica, serd completamente claro y revelador que todas
las cénicas se ajustan al mismo molde. La teorfa de los esquemas nos permitira concluir que aquellas
cOnicas “extranamente degeneradas” son esencialmente las mismas que las “agradables” o incluso

que las “razonablemente degeneradas”. De todas las cénicas “extranamente degeneradas”, las rectas



dobles son especialmente dificiles de explicar sin el uso de la teoria de los esquemas, mientras que
las otras dos cénicas de esta misma categoria son una consecuencia de que R no es un cuerpo

algebraicamente cerrado.

De manera resumida, un esquema afin X es el conjunto X = Spec(R) de ideales primos de un
anillo conmutativo con identidad R al cual dotamos de la llamada topologia de Zariski y de un
haz estructural Ox. Por ejemplo, si R es una C—4algebra finitamente generada, entonces R =2
Clx1,...,zn]/I donde el ideal I = (f1,..., fr) estd generado por finitos polinomios (teorema de la
base de Hilbert). En este caso, gracias al teorema de los ceros de Hilbert, tenemos que el conjunto

Y = Specm(R) de ideales maximales de R estd en biyeccién con el conjunto de soluciones

V(I)={a€C"]| fi(a) =...= fr(a) = 0},

el cual es llamado una wvariedad algebraica afin. En la literatura clasica, la topologia de Zariski
se construye al declarar que los conjuntos cerrados corresponden a ceros de polinomios. Ademas,
cada abierto de Zariski U en V(I) puede ser asociado con su correspondiente C—élgebra Ox (U) de
funciones requlares, es decir, funciones que lucen localmente como cociente de funciones polinomiales.
La asignacién (functorial) U — Ox (U) es un ejemplo de lo que conocemos como un haz. Del mismo
modo que una variedad diferenciable estd determinada por sus abiertos y sus correspondientes
coordenadas locales (o, equivalentemente, su haz de funciones diferenciables), es natural esperar
que una variedad algebraica afin esté determinada por sus abiertos de Zariski y su haz de funciones

regulares.

La generalizacion del ejemplo anterior a anillos conmutativos con identidad arbitrarios, asi como
su aplicacién a situaciones concretas en teoria de nimeros mediante diversos y novedosos ejemplos,
es el principal problema de esta tesis. En particular, al considerar X = Spec(R) en lugar de Y =
Specm(R) obtenemos un espacio topoldgico més grande cuya estructura debe ser comprendida. Del
mismo modo, por el hecho de que R no sea necesariamente una dlgebra finitamente generada sobre

un cuerpo, resulta mas delicado definir lo que deber ser el haz de funciones regulares.

Por tdltimo, existe una razén muy potente para generalizar nuestro concepto de variedad algebraica.
Con el fin de aclararla, supongamos que queremos entender las soluciones enteras de la ecuacién

™ + y" = 2z". Es ampliamente sabido que determinar una solucién general de esta ecuacién es



sumamente dificil. Ademaés, es natural atacar este tipo de problemas mediante dos mecanismos:
en primer lugar, considerar qué sucede con esta ecuacion sobre C, y en segundo lugar, estudiar
sus soluciones al reducirla médulo algin primo p. Estos procedimientos nos facilitan el anélisis de
este tipo de ecuaciones y asimismo nos clarifican el comportamiento de sus soluciones enteras. No
obstante, también podemos enfrentar este tipo de problemas desde un punto de vista esquematico
(jy con muy buenos resultados!). Sin ir muy lejos, la demostracién del tltimo teorema de Fermat
fue publicada por Andrew Wiles en 1995 y en gran parte de su trabajo se utilizan herramientas
relacionadas con la teoria de los esquemas. Esta nueva nociéon ha servido de amalgama entre la
geometria algebraica y la teoria de niimeros, ya que nos permite generalizar el concepto de variedad
algebraica a cualquier anillo conmutativo, sin la necesidad de remitirnos exclusivamente a un cuerpo

algebraicamente cerrado.



Capitulo 2

Esquemas

2.1. Espectro primo
A lo largo de este capitulo, R denotard un anillo conmutativo con identidad.
Definicion 2.1.1. El espectro primo de R corresponde a

Spec(R) = {P C R | P es un ideal primo de R}.

Un elemento P € Spec(R) se llamard un punto de Spec(R).

Ejemplo 2.1.2. Los ideales primos de Z son {0} o pZ, donde p € Z es primo. Luego,
Spec(Z) = {{0},2Z,3Z,5Z, .. .}.

Ejemplo 2.1.3. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Los ideales primos de k[z] son {0}, o

bien (z — a)k[z] con a € k. Por lo tanto,

Spec(k[z]) = {{0}} U{(z — a)k[z] | a € k} .

A continuacién, analizaremos algunos resultados de algebra conmutativa, los cuales tendran por

objetivo final la caracterizacién del conjunto Spec (Z[z]).



Proposiciéon 2.1.4. Sea f : R — S un homomorfismo de anillos conmutativos con identidad. Si P

es un ideal primo de S, entonces f~1(P) también es un ideal primo de R.

Demostracion. Recordemos que

fHP)={reR| f(r) € P}.

Sean 7,5 € f~Y(P), es decir, f(r), f(s) € P. Ademds, elijamos arbitrariamente a € R. Dado que P
es un ideal de S, podemos notar que f(r —s) = f(r) — f(s) € Py f(ar) = f(a)f(r) € P, por lo
quer —s € fYP), ar € f~1(P) y f~(P) es ciertamente un ideal de R.

Para probar que este ideal es primo, notemos en primer lugar que f~'(P) # R, ya que el caso
contrario implicaria que f(1) = 1 € P, una contradiccién. En segundo lugar, supongamos que
a,b € R son tales que ab € f~(P). Luego, f(ab) = f(a)f(b) € P. Dado que P es un ideal primo de
S, necesariamente tenemos que f(a) € P o f(b) € P, o escrito de manera equivalente, a € f~1(P)

obe f7LY(P). ¢

Proposiciéon 2.1.5. Sea f : R — S un homomorfismo sobreyectivo de anillos conmutativos con

identidad. Si P es un ideal primo de R tal que ker(f) C P, entonces f(P) es un ideal primo de S.

Demostracion. Recordemos que

fP)y={f(r)eS|reP}.

Sean r,s € f(P), es decir, existirdn a,b € P tales que r = f(a) y s = f(b). Por otro lado,
elijamos cualquier t € S. Dado que f es un homomorfismo sobreyectivo, existird ¢ € R tal que
t = f(c¢). Como P es un ideal de R, podemos notar que r — s = f(a) — f(b) = f(a—b) € f(P)y
rt = f(a)f(c) = f(ac) € f(P). Por lo tanto, f(P) es efectivamente un ideal de S.

Para probar que f(P) es un ideal primo de S, en primer lugar notemos que f(P) # S, ya que el caso
contrario nos dice que existiria € P tal que f(r) = 1. Ademads, dado que f(1) = 1, tendriamos
que f(r—1) = f(r)— f(1) =1—-1=0, por lo que r — 1 € ker(f) C P. En vista de que r € P y
r — 1 € P, concluiriamos que 1 € P, una contradiccion. En segundo lugar, tomemos u,v € S tales
que uv € f(P), esto es, existird z € P tal que uv = f(z). Nuevamente, como f es sobreyectivo,
existirdn z,y € R tales que u = f(z) y v = f(y). Asi, f(z—ay) = f(z) — f(2)f(y) = f(z) —uv =0,

por lo que z — zy € ker(f) C P. Dado que z € P, necesariamente zy € P. Como P es primo,



tenemos que x € P o y € P. Finalmente, u = f(z) € f(P) ov = f(y) € f(P). ¢

Corolario 2.1.6. Sea R un anillo conmutativo con identidad e I un ideal de R. Los ideales primos
de R/I estdn en biyeccion con aquellos ideales primos P de R tales que I C P bajo la aplicacion

P« P/l

Demostracion. Por el cuarto teorema del isomorfismo de anillos (ver [4], pagina 246), la aplicacién
P < P/I es efectivamente una biyeccién entre los ideales P de R que contienen a I y los ideales de

R/I.

Sea m : R — R/I el homomorfismo de proyeccién natural. Notemos que 7 es un homomorfismo
sobreyectivo y ademads ker(m) = I C P. Por las proposiciones y P es un ideal primo de
R si y solamente si 7(P) = P/I también lo es. ¢

Definicién 2.1.7. Sea S algin subconjunto de R tal que 0 ¢ S. Diremos que S es un conjunto

multiplicativamente cerrado si cada vez que a,b € S, entonces ab € S.

Proposicién 2.1.8. Si R es un dominio de integridad, entonces el conjunto S = R — {0} es un

conjunto multiplicativamente cerrado.

Demostracion. El resultado se obtiene directamente de la definicién de dominio de integridad. Si

a,b € R son tales que a # 0 y b # 0, entonces ab # 0. ¢

Definicidon 2.1.9. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de R. Sobre el conjunto R x S

definimos la siguiente relacién de equivalencia.
(r1,s1) ~ (r2,82) < existe s’ € S tal que s'(ryso —r281) = 0.

Cuando S no contenga a ningtn divisor de cero en R, la ultima relacién se simplifica como ris9 =
. r . . .
ros1, pues s’ # 0. Si denotamos por — a la clase de equivalencia de (r,s) € R x S, podemos definir
s

las siguientes operaciones sobre el conjunto cociente (R x S)/ ~.

71 n re  T182 + 71281 Ty T2 Tir

S1 592 51592 S1  S2 5182.

Estas operaciones no dependen del representante de cada clase de equivalencia y quedan bien

. .. 0 S
definidas. Ademas, si s € S, la clase — es neutro para la suma y la clase — es neutro para
s s

la multiplicacién. Con esta construccién, (R x §)/ ~ puede ser dotado con estructura de anillo



conmutativo con identidad y por simplicidad lo denotaremos como
r
S‘lR:{f ‘ reRyseS}%(RxS)/w.
S

Este anillo se conoce comunmente como anillo de fracciones de R con respecto a S. En particular,
si R es un dominio de integridad y S = R— {0}, entonces S~!'R se conoce como cuerpo de fracciones

de R.
Si fijamos algiin elemento s € .S, obtenemos un homomorfismo natural

o: R — S7'R

rs
T —.
S
rSs1 rSo .
Dado que para todos s, 2 € S se cumple — = —=, el homomorfismo anterior no depende de la
S1 S92

elecciéon de s € S.

Proposicion 2.1.10. Sea R un anillo conmutativo con identidad y S C R un conjunto multiplicativa-
mente cerrado que no contenga divisores de cero. Si P es un ideal primo de R tal que PN S = 0,

entonces ST'P es un ideal primo de ST'R.

Demostracién. Sea P un ideal primo de R tal que P NS = (). Es necesario verificar que

(i) S7LP es un ideal de S~ R;
(ii) S~!P estd propiamente contenido en S™!R;

(iii) S~!P es un ideal primo de S7!R.
Demostraremos estas afirmaciones.

(i) Sean p1,p2 € Py s1,s2 € S tales que &, b2 € S7!'P. Si elegimos cualquier elemento de la
S1 S92

r
forma - € ST'R, podemos observar que
s

S9 — S T
Lo DB cgp y DE_TPogoip
S1 S9 5189 S 81 551

Por consiguiente, S~'P es un ideal de S~!R.



(ii) Supongamos que S™'P = S7IR y elijamos s € S. Luego, s € SR = S7'P, por lo que
s

existirdn p € Py s’ € S tales que

s_ P ; r _
S—S/<:>ss—sp<:>s(s p) =0.

Dado que s # 0 y éste no tiene divisores de cero en R, necesariamente concluimos que p =

s’ € PN S, una contradiccién. Por lo tanto, S~!P # S~1R.

ror
(iii) Sean r1,7r2 € R, s1,82 € S tales que L. 2cg1p. Luego, existirdan p € Py s € S tales que
S1 82

rre _p
51852 S

& rires = s189p € P.
Como rires € Py P es un ideal primo de R, tenemos tres opciones.
meP o meP o seP.

r

La ultima opcién es imposible, ya que P NS = (). Luego, concluimos que L eslpo
51

r

2e S~1P, y por ende, S~!'P es un ideal primo de S~'R. ¢

52

Proposiciéon 2.1.11. Sea R un anillo conmutativo con identidad y S C R un conjunto multiplicativa-
mente cerrado que no contenga divisores de cero. Luego, aquellos ideales primos P C R tales que

PN S =0 estin en biyeccion con los ideales primos de S~'R mediante la aplicacién P <> S™'P.

Demostracidn. En la proposicién [2.1.10] hemos demostrado que la aplicacién

{Ideales primos P C R tales que PN S =0} — {Ideales primos de S~'R}

P — Slp

estd bien definida. Solo resta probar que ella es una biyeccién.

(i) Sean I y J ideales primos de R tales que INS = JNS =0y S = S71J. Si elegimos
a
cualesquier elementos a € I y s € S, tendremos que — € ST = S~1J, por lo que existirdn
s
be Jys €8 tales que
a

b
=- & as’ =bs € J.
s s

Como as’ € J y J es un ideal primo de R, necesariamente sucedera que a € J o s’ € J. Esta



ultima opcién es imposible, ya que J NS = (. De esta manera, concluimos que I C J.

De manera analoga podremos probar que J C I, por lo que I = J y la aplicacién en cuestién

es inyectiva.

(ii) Sea J un ideal primo de S~!'R. Si fijamos s € S, podemos constuir el siguiente homomorfismo

de anillos conmutativos con identidad.

¢: R — S7'R
rs
ro— —.
s

Gracias a la proposicion sabemos que I = ¢~ !(J) es un ideal primo de R.

/
s

Supongamos que existe s’ € I N S. Luego, ¢ (') = — € J, lo cual es una contradiccién, ya
s

que esta tltima fraccién es un elemento invertible en S~'R y no puede formar parte de .J. En

consecuencia, tenemos que I NS = (.

r
A continuacién, probaremos que S7'I = J. Sean r € I y s’ € S tales que - € S~
s

Observemos que ¢(r) = '8 ¢ J, por lo que
s

/

. . _ . , r s's
Como J es un ideal primo de S™'R, necesariamente sucedera que — € Jo— € J. Esta
s s

/

S1a: ., . . ., SS . . _
dltima opcién es imposible, ya que la fraccién — es un elemento invertible en S~'R. Es por
s

esta razén que ST C J.
r .

Por otro lado, sean r € Ry s’ € S tales que — € J. En este caso, necesariamente tendremos
s

que r € I, ya que J es un ideal de S™'R y

r
Por consiguiente, — € S ~17, lo cual nos permite concluir que J C S~'1.

s
Finalmente, y dado que S~'I = J, podemos afirmar que la aplicacién en cuestién es sobreyectiva.

¢

Ejemplo 2.1.12. Los ideales primos de Z[z] son

10



(i) {0};
(ii) pZlx], donde p € Z es primo;
(iii) f(z)Z[z], donde f(x) € Z[x] es un polinomio irreducible sobre Z|x];

(iv) pZ[z] + f(x)Z|z], donde p € Z es primo y f(x) € Z[z] es tal que su reduccién médulo el ideal
pZ]z| es no constante e irreducible sobre (Z/pZ) [z].

Es de rutina probar que todos los ideales de la lista anterior son efectivamente ideales primos. Por
lo tanto, resta verificar que la lista anterior estd completa. Para ello, llamemos R = Z[x] y sea P
un ideal primo de R. Es evidente que P NZ es un ideal propio de Z. Mas aun, si elegimos a,b € Z
tales que ab € P N Z, entonces ab € P. Como P es primo, concluimos que a € P o b € P. Puesto

que a y b son enteros, deducimos que a € PNZobe PNZ,y PNZes, de hecho, un ideal primo.

Por consiguiente, hay dos opciones para P NZ.

1. Si PNZ = {0}, entonces PN S = 0, donde S = Z — {0}. Dado que S es un conjunto

multiplicativamente cerrado y sin divisores de cero, podemos construir el anillo de fracciones
“1p_ g1 _Jr (z) _
STR=S8"Z[z] = = f(z) € Z[z] y neZ—{0}; =Qlx].

De la proposicién [2.1.11] sabemos que existe una biyeccién entre los ideales primos P de R

tales que PN S = () y los ideales primos de S~'R = Q[z] dada por P <+ S~'P.

De esta manera, podemos distinguir dos casos.

(i) S7'P={0} & P={0}.

(i) S7'P = f(z)Q[z], donde f(x) € Q[x] es un polinomio no constante e irreducible en Q[z].
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que f(x) € Z[z] y que el m.c.d. de todos los
coeficientes de f(x) es 1, ya que siempre es posible multiplicar f(x) por alguna fraccién
apropiada para que ello suceda. Por el lema de Gauss (ver [4], pagina 303), tendremos

que f(x) serd irreducible sobre Z[z].

Observemos que P = f(x)Z[z] es un ideal primo de R. Ademés, dado que f(x) es un
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polinomio no constante, es directo que P NS = (). Por otro lado, notemos que

n

g(x) € Zlzl yn € Z - {0}}

S7'P = {f(x)g(z) € Qlz] | g(x) € Qlz]}
S7IP = f(2)Qla].

Por lo tanto, P = f(x)Z[x] es aquel tnico ideal primo de R que satisface PNS =0 y

que se encuentra en biyeccién con STLP.

2. PNZ = pZ, para algin p € Z primo. Dado que p € P y P es un ideal de Z[z]|, podemos

plantear que

pZlx]) C P C Zlx].

Segun el corolario sabemos que los ideales primos P que contienen a pZ[z] estdn en
biyeccién con aquellos ideales primos del anillo Z[z] /pZ[x] = (Z/pZ) [x] mediante la aplicacién
P« P / pZlz]. Dado que Z/pZ es un cuerpo y (Z/pZ) [x] es un dominio de ideales principales,
nuevamente podemos distinguir dos casos.

(i) P/pZ[z] = {0} & P =pZlz].

(i) P/pZ[z] = f(z)(Z/pZ)|z] para algin polinomio f(z) € (Z/pZ)[z] no constante e
irreducible sobre (Z/pZ) [x]. En este caso, aquel tnico ideal que satisface pZ[z] C P
y que se encuentra en biyeccién con f(z)(Z/pZ)[z] corresponde precisamente a P =
pZlz|+ f(x)Z[z], donde f(z) € Z[z] es tal que su reduccién médulo el ideal pZ[z| coincide

con f(x).

2.2. La topologia de Zariski

Podemos definir una topologia sobre Spec(R) de la siguiente manera. Dado un ideal I de R definimos

el subconjunto V(I) de Spec(R) como
V(I)={P € Spec(R) | I C P}.

Proposicién 2.2.1. Sea A algin conjunto de indices (posiblemente infinito). Si I, J e Iy, con
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A € A, son ideales de R, entonces

(i) V({0}) = Spec(R) y V(R) = 0;

(i) V(I)uV(J)=V({INJ);

(iii) (| V(L) = V(Z I,\>.

AEA AEA

Acd, Z I corresponde al ideal generado por la coleccion de ideales {I)}xea-

AEA

Demostracion.

(i)

(i)

(iii)

Es directo de la definicién.

V ({0}) = {P € Spec(R) [ {0} C P} = Spec(R)
V(R) ={P € Spec(R) | RC P} =0.

Sea P € V(I)UV(J). Luego, P € V(I) o P € V(J). Si sucede lo primero, entonces I N J C
I C P. Si sucede lo segundo, entonces I NJ C J C P. En cualquier caso sucede INJ C P, o

dicho de manera equivalente, P € V(I N J).

Ahora elijamos P € V(I NJ), es decir, INJ C P. Si P € V(I), entonces no hay nada que
probar. Si P ¢ V(I), entonces I ¢ P y existird a € I tal que a ¢ P. Observemos que para
cualquier eleccién de r € J tenemos que ar € I NJ C P. Dado que P es un ideal primo y
a ¢ P, necesariamente sucederd que r € P. Por ende, J C Py P € V(J). De esta manera

concluimos que P € V(I) UV (J).

Sea P € ﬂ V (Iy), es decir, para todo A € A se cumple que P € V (I). Lo anterior es

AEA
equivalente a afirmar que para todo A € A tenemos que Iy, C P. A su vez, esta proposicién

equivale a decir que el ideal generado por {I)} ea también estd contenido en P. En otras

palabaras,ZIACPyPEV(ZIA) ¢

AEA AEA

Gracias a la proposicién podemos construir una topologia sobre Spec(R) al considerar que

cualquier conjunto cerrado tenga la forma V' (I), donde I es algun ideal de R. Por consiguiente, los
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conjuntos abiertos serdn de la forma
D(I)=V(I)°={P € Spec(R) | I ¢ P}.

La topologia recién descrita sobre Spec(R) se conoce como topologia de Zariski.

Proposicién 2.2.2. Sean f € R y D(f) = {P € Spec(R) | f ¢ P}. Luego, para cualquier ideal T
de R,

(i) D(I) = |J D(f);

fel

(ii) si I = (f1,f2,...,fm), entonces D(I) = Lmj D (f).

j=1

Acd, (f1, f2,..., fm) denota el ideal de R generado por {fi, fo,..., fm}-

Demostracion.

(i) Sea P € D(I), es decir, I ¢ P. Luego, existe un elemento f € I tal que f ¢ P. De esta forma,
PeD(f)c D).

fel

A la inversa, sea P € U D(f). Luego, existe f € I tal que P € D(f), o dicho de otra manera,

fel
fé¢ P . Porende, I ¢ Py P e D(I).

(ii) De la parte (i) es directo que U D (f;) C U D(f) = D(I). Tomemos P € D(I), esto es,
j=1 ferl
I ¢ P. Necesariamente existira algin j € {1,2,...,m} tal que f; ¢ P, ya que en caso

contrario, si f; € P para todo j, entonces I C P y llegamos a una contradiccién. De esta

forma, P € D (f;) C | J D (f;). ¢
j=1

La proposicién nos permite concluir que la familia de conjuntos abiertos {D(f) | f € R} forma
una base para la topologia de Spec(R). Incluso, si R es un anillo noetheriano, entonces cualquier

conjunto abierto puede ser recubierto por una cantidad finita de los abiertos basales D(f).
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Ejemplo 2.2.3. Describiremos la topologia de Spec(Z). Sea I = nZ el ideal generado por n # 0 en

a1, 2

Z. Podemos descomponer n en factores primos distintos como n = p{"py? - - - py". Es asi que

V(D) = {P € Spec(Z) | I C P} = {pZ, psZ,. .., p,Z}.

En otras palabras, cualquier conjunto cerrado en Spec(Z) estd formado por una cantidad finita de
puntos distintos de {0}. Sin embargo, {{0}} no es cerrado, ya que si lo fuera, deberia existir un ideal
I = mZ tal que V(I) = {{0}}. Lo anterior implica que mZ C {0} y m = 0. Pero V({0}) = Spec(Z),

una contradiccién. Es més, la clausura de {{0}} es Spec(Z) y {0} es un punto denso en Spec(Z).

Cada vez que un punto sea denso en Spec(R) lo llamaremos punto genérico.

Ejemplo 2.2.4. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Describiremos la topologia de Spec(k[x]).
Como k[z] es un dominio de ideales principales, sea I = p(z)k[z] el ideal generado por p(x) # 0 en

k[x]. Podemos factorizar p(x) como
p(x) = fle —a)™ (x —a2)® - (z — ar)®".

Al igual que en el caso de Spec(Z), tendremos

A cualquier elemento a € k podemos asociar el punto (x — a)k[x] € Spec(k[z]) y el subconjunto
{(z — a)k[z]} serd cerrado en Spec(k[z]). No obstante, {{0}} no es cerrado en Spec(k[z]); de hecho

es un punto genérico.

Proposicion 2.2.5. Un homomorfismo de anillos conmutativos ¢ : R — S induce una funcion

" : Spec(S) — Spec(R)
P = ¢ N (P),

la cual es continua para la topologia de Zarisksi.

Demostracion. Dado que ¢~ (P) es un ideal primo de R para cualquier ideal primo P de S, ¢* es

una funcién bien definida (ver proposicién [2.1.4]).
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Sea V(I) un conjunto cerrado en Spec(R) donde I es algtn ideal de R. Luego,

(¢#) " (V) = (P € Spec(S) | *(P) € V(D))
= (P < Spec(S) | ¢ (P) € V(D))
= (P < Spec(s) | 1€ 7 (P))

= {P € Spec(9) | p(I) C P}.

Dado que ¢(I) no es necesariamente un ideal de S, podemos considerar J aquel ideal en S generado

por p(I). Asi, ¢(I) C P siy solamentesi J C Py
-1
(#%) (VD) = {P €Spec(S) | J € P} = V(J).

Dicho de otra manera, la preimagen por ¢ de cualquier cerrado en Spec(R) es un cerrado en

Spec(S). En consecuencia, ¢# es una funcién continua para la topologfa de Zariski. ¢

Ejemplo 2.2.6. Consideremos el homomorfismo de anillos ¢ : Z[z] — Z dado por f(x) — f(1).

Este homomorfismo inducira la funcién

©” : Spec(Z) — Spec(Z[x])
P = o }(P).

Si consideramos P = pZ C 7Z, con p € 7Z primo, entonces
e H(P) = {f(z) € Z[a] | f(1) € pZL} .

Notemos que los polinomios f(z) = p y g(z) = x — 1 satisfacen f(1),g9(1) € pZ, por lo que
f(z),g(z) € o~ 1(P). Como este dltimo conjunto es un ideal primo de Z[z], por la caracterizacién

realizada en el ejemplo [2.1.12| podemos concluir que
o~ (P) = pLlz] + (z — 1)Zz].
Por otro lado, si consideramos @ = {0} C Z, entonces

v Q) = {f(2) € Z[z] | (1) =0}

Podemos notar que ningtin polinomio constante pertenece a = 1(Q), salvo el polinomio nulo.
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Ademss, g(x) = z — 1 satisface g(1) = 0, por lo que g(z) € ¢~ 1(Q). De esta manera,

v HQ) = (z — 1)Z[a].
Finalmente, podemos definir explicitamente la funcién ¢# como

©” : Spec(Z) — Spec(Z[x])
pZ +— pZlz]+ (v — 1)Z[x]
{0} — (xz—1)Zx].

Segun la proposicién esta funcién es continua para las respectivas topologias de Zariski de los

espacios Spec (Z) y Spec (Z[x]).

Utilizaremos la siguiente notacién. Si llamamos X = Spec(R) y elegimos f € R, entonces Xy

denotaré el conjunto

Xy =D(f) ={P € Spec(R) | f ¢ P}.

Proposicién 2.2.7. Dada una familia {f)}xen de elementos en R, la igualdad

X = U X,
AEA

se satisface si y solamente si el ideal generado por {fy}xea coincide con R.

Demostracion. Supongamos que la igualdad se cumple. Luego, para cualquier ideal primo P € X =
Spec(R), existird algin X\ € A tal que P € Xy, = D (f)), esto es, fy ¢ P. De esta manera, el ideal
J generado por {f)}xca no puede estar contenido en ningin ideal primo P, lo cual implica que

J=R.

Ahora a la inversa, supongamos que el ideal J generado por {fy}aea coincide con R. Entonces,
dado cualquier ideal primo P € X = Spec(R), existird algin A € A tal que f) ¢ P. Es decir,
P e D (f\) = Xy, y se cumplird que

X cXxp <Xy, ¢
AEA

Corolario 2.2.8. FEl espacio topoldgico X = Spec(R) es casi—compacto. Es decir, dado un cubri-
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miento abierto de X de la forma

x=Ju,

AEA

podemos extraer una cantidad finita de abiertos Uy, desde {Ux}xen de modo que

X = U U,
j=1

Utilizamos la palabra “casi—compacto”porque X no es necesariamente Hausdorff.

Demostracion. Por la proposicién cualquier conjunto abierto de X es unién de conjuntos de
la forma D(f) = Xy. Luego, todo recubrimiento de X por conjuntos abiertos se podra representar

como

X = U Xy,
AEA

donde f) € Ry A es algiin conjunto de indices. Por la proposicién tendremos que R coincide

con el ideal generado por {fy},cs- De esta manera, encontraremos Ay, Ag, ..., A, € A tales que

T
> onhy =1,
j=1

donde gy, gr,s - - -, 9n, € R. Es por esto que R queda generado por {fx,, fa,,---, f).} ¥ gracias a la
proposicion podemos concluir que

T

D(R)=x =D (n,) =X, ¢
j=1

Ejemplo 2.2.9. El conjunto {(0)} no es cerrado en Spec(Z). Es por esto que Spec(Z) no es

Hausdorff, ya que ni siquiera cumple con el axioma T} de separabilidad (ver [5], pagina 99).

De manera general, si Spec(R) contiene un punto genérico, entonces este espacio no serda Hausdorff.

Ejemplo 2.2.10. Los tnicos ideales propiamente contenidos en Z/6Z son {6}, 27./67 y 3Z]6Z.
Ademas, los ideales 27Z/67Z y 37/67Z son maximales, y por ende, ellos también son primos. Sin

embargo, el ideal {0} no es primo, ya que 2 -3 = 0. Luego,

Spec (Z/6Z) = {27, /6Z,3Z/6Z} .
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Observemos que {2Z/6Z} es un conjunto cerrado en Spec (Z/6Z), ya que
V (2Z/6Z) = {P € Spec (Z/6Z) | 2Z/6Z C P} = {2Z/6Z} .

Por razones andlogas, podemos afirmar que {3Z/6Z} es un conjunto cerrado en Spec (Z/6Z). De
esta manera, dado que Spec (Z/6Z) es un conjunto finito en donde cada singletén es un conjunto

cerrado, podemos concluir que él esta dotado de la topologia discreta y es, evidentemente, Hausdorff.

Por supuesto, podemos generalizar el resultado anterior. Afirmamos que para todo n € Z, Spec (Z/nZ)
es un espacio topoldgico discreto, y por ende, Hausdorff. Para probar esta afirmacién, consideraremos

dos casos.

» Sin fuera primo, entonces Z/nZ seria un cuerpo y Spec (Z/nZ) = {{ﬁ} }, el cual es claramente

discreto.

= Si n no fuera primo, entonces podemos descomponerlo en factores primos distintos como
n = p'ps? - - pr. Los ideales primos de Z/nZ corresponden precisamente a p1Z/nZ, poZ/nZ,

., prZ/nZ, por lo que
Spec (Z/nZ) = {p1Z/nZ , p2Z/nZ , ... , pyZ/nZ} .
Observemos que {p1Z/nZ} es un conjunto cerrado en Spec (Z/nZ), ya que
V (p1Z/nZ) = {P € Spec (Z/nZ) | mZ/nZ C P} = {p1Z/nZ} .

Por razones andlogas, podemos concluir que {p2Z/nZ}, ..., {p,Z/nZ} son todos conjuntos
cerrados en Spec (Z/nZ). Finalmente, dado que Spec (Z/nZ) es un conjunto finito en donde
cada singletén es cerrado, concluimos que la topologia de Zariski coincide efectivamente con

la topologia discreta.

Proposicién 2.2.11. Sea J un ideal primo de R. Entonces, el conjunto {J} es cerrado en X =

Spec(R) si y solamente si J es un ideal mazimal de R.

Demostracion. Supongamos que J es un ideal maximal de R. Dado que J también es un ideal primo,
tenemos que

V(J) = {P € Spec(R) | J P} = {J},
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por lo que {J} es un conjunto cerrado en X = Spec(R).

Supongamos ahora que J no es maximal. Elijamos arbitrariamente algin conjunto cerrado V(I) C X
tal que J € V(I), esto es, I C J. Dado que J no es maximal, existird algun ideal maximal M C R
tal que J C M y J # M. M también es un ideal primo, por loque I € J C M y M € V(I). En
conclusién, cualquier conjunto cerrado que contenga a J deberd contener al menos dos elementos,

y por ende {J} no podré ser un conjunto cerrado en X. ¢

2.3. Teoria basica de haces

Definicion 2.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Un prehaz de anillos conmutativos F sobre X es una
regla que asocia a cada abierto U C X un anillo conmutativo F(U), y cada inclusién de conjuntos
abiertos U D V va vinculada con un homomorfismo de anillos conmutativos pyy : F(U) — F(V).

Esta construccién debe satisfacer los siguientes tres axiomas.

(i) F(0) es el anillo nulo;
(ii) Para todo abierto U C X, pyu = idz(u;
(iii) Para cualquier eleccién de abiertos U DV D W de X, pyw = pv,w © puv.

Los elementos de F(U) se conocen como las secciones de F sobre U, mientras que los homomorfismos

de anillos conmutativos pyy se denominan funciones de restriccion.

Ejemplo 2.3.2. Sea X cualquier espacio topolégico. A cada abierto U C X no vacio asociamos el

anillo conmutativo con identidad

FU)=A{f:U —=R| f es continua}.

Ademds, para cada inclusién de conjuntos abiertos no vacios U D V' definimos

pUYV ¢ .F(U) — .F(V)
f = fly.
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Podemos verificar de manera directa que F es un prehaz de anillos conmutativos con identidad

sobre X.

Motivados por este ejemplo utilizaremos una notacién un poco mas sugerente: dada la inclusion

U DV, para cada s € F(U) anotaremos s|;, en lugar de py v (s).

Definicion 2.3.3. Consideremos X un espacio topolégico y F un prehaz de anillos conmutativos
sobre X. Diremos que F es un haz de anillos conmutativos sobre X si se satisfacen los siguientes
dos axiomas: dado un conjunto abierto U C X y {U; | ¢ € I} un cubrimiento de U por conjuntos

abiertos,

(i) si dos secciones s,t € F(U) son tales que s|;; = t|;; para todo i € I, entonces s = t;

(ii) si {s; € F(U;) | © € I} es un sistema de secciones con la propiedad 5i|UimUj = Sj\UmUj para
cada pareja i,j € I, entonces existe una seccién s € F(U) tal que S|Ui = s; para todo i € I.

Por el axioma (i), tal seccién s es unica.

Ejemplo 2.3.4. El prehaz del ejemplo es, de hecho, un haz de anillos conmutativos con
identidad sobre X. Consideremos un abierto no vacio U C X y un cubrimiento de U por abiertos
no vacios {U; | i € I'}. Si dos funciones continuas f,g: U — R son tales que f|; = g|. para todo
1 € I, entonces ellas coinciden sobre todo U y f = g¢. Igualmente, si contamos con el sistema de
funciones continuas f; : U; — R tales que f;] U, = fil Ui, cada vez que U; N U; # (0, entonces
podremos fabricar una nueva funcién f “pegando” de manera continua en aquellos abiertos donde
ellas coincidan (ver [5], pdgina 108). Mdas explicitamente, definimos f(z) = fi(x) cuando x € U;.
Esta funcién estd bien definida (no depende de la eleccién de U; en caso que x pertenezca a dos o

méas abiertos del cubrimiento) y es continua.

Ejemplo 2.3.5. Si D es un abierto conexo de C, podemos definir el haz de funciones holomorfas
sobre D como el haz de anillos conmutativos con identidad O cuyas secciones sobre algiin abierto

U C D no vacio son todas las funciones f : U — C holomorfas.

En general, podemos seguir esta misma construccién sobre cualquier variedad compleja.

Ejemplo 2.3.6. Consideremos el conjunto X = {0,1} junto con la topologia discreta y sea F un
haz sobre X. Los abiertos {0} y {1} no nos aportan informacién acerca de F, ya que cualquier

cubrimiento de ellos por abiertos no vacios es trivial.
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Pues bien, consideremos el cubrimiento {{0},{1}} de X. Sea fy € F({0}) y f1 € F({1}). Dado que

existe una unica seccién sobre el conjunto vacio, tenemos que

foltoyngy = Jfolg = fily = filioyngay -

Luego, por los axiomas de haz, existe una unica seccién g sobre X tal que ¢ 0 = foy gl = f1-
Es decir, F(X) es igual a F({0}) x F({1}) y las funciones de restriccién corresponden simplemente

a las funciones de proyeccion en cada coordenada.

De manera més precisa, si elegimos Ry y R; dos anillos conmutativos, podemos definir el haz F

como

F@)={0} , F{0}) =Ro , F({1}) =R y F({0,1}) = Ro x R,

mientras que las funciones de restricciéon corresponden a

pop: {0} — {0} poye s o — {0} paye: i — {0}
0 — 0 a — 0 b — 0
pPX0 - Ryx Ry — {O} P{o},{o} * Ry — Ry P{1},{1} * R - R

(a,b) — 0 a a b — b

|_>
Px{o}: Ry xRy — Ry PX {1} Ry xRy — R PX,X : RyxRy — Rox Ry
(a,b) — a (a,b) +— b (a,b) +— (a,b).

En general, si Y es cualquier espacio topolégico discreto, entonces F(Y) = H F({y}), mientras
yey

que las funciones de restriccién corresponden a todas las proyecciones en cada coordenada.
Observacion 2.3.7. Podemos dar una definiciéon paralela de prehaz como functor contravariante
(ver Anexo A). Dado X un espacio topoldgico podemos considerar la categoria X, cuyos objetos

son todos los abiertos U C X. Ademds, dados U y V abiertos de X definimos el conjunto

{incl: V—-U} si UDV
0 si UV,

Hom(U,V) =

donde incl es la funcién de inclusién. Asi pues, un prehaz de anillos conmutativos sobre X es
simplemente un functor contravariante F el cual a cada objeto U de la categoria X, le asocia un

anillo conmutativo F(U), y en caso de que U D V, asocia al morfismo incl : V' — U el homomorfismo
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de anillos conmutativos pyy : F(U) — F(V).

2.4. El haz estructural sobre X = Spec(R)

El objetivo de esta seccién es construir un haz sobre el espacio topolégico X = Spec(R).

Lema 2.4.1. Sea f € R. Luego,

V- N P

PeSpec(R)
fep

Acd, \/(f) denota el radical del ideal generado por f, es decir,

V(f)={h e R|h" =af, para algunosn € N y a € R}.

Demostracion. Sea h € /(f), es decir, existirdin n € N y a € R tales que h" = af. Si elegimos
cualquier ideal primo P C R tal que f € P, entonces h" € P. Como P es primo, necesariamente
tendremos que h € P. De esta manera, h € ﬂ P.

PeSpec(R)
fepr

Ahora elijamos h € ﬂ P y supongamos que ninguna potencia de h pertenece al ideal (f).

PeSpec(R)
fepr
Podemos construir la siguiente familia de ideales.

S={ICR|Iesunideal de Rtal que f€lyh™¢I,VneN}.

Observemos que S # ) ya que (f) € S segin nuestra asuncién inicial. Ademds, S es un conjunto
parcialmente ordenado bajo la relacién de inclusion. Si elegimos cualquier subconjunto totalmente

ordenado T de S, entonces se puede probar de manera rutinaria que J = U I es una cota superior

IeT
de 7 en S. Por el lema de Zorn, debera existir un elemeto maximal @ € S.

A continuacién probaremos que este ideal ) debe ser primo. Supongamos que existen a,b € R tales
que a,b ¢ Q y ab € Q. Dado que @ es maximal en S, los ideales (a, Q) y (b, @) no pertenecen a S.
Por la definicién de S existirdn n,m € N tales que h" € (a,Q) y h™ € (b,Q). A su vez, existiran

ri, 70 € Ry q1,q2 € Q tales que h" = ary + q1 y h™ = bra 4+ ¢o. En vista de que ab € @), podremos
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concluir que

BT — gL = (ar1 + q1) (bra + q2) = abrire + ar1qa + bragi + q1q2 € Q.

Hemos llegado a una contradiccion, ya que @ es un elemento de S el cual no puede contener a

ninguna potencia de h. Con ello probamos que @ es efectivamente un ideal primo.

Finalmente, y en vista de que ) es un ideal primo de R que contiene a f, concluimos que h €

ﬂ P C @, una nueva contradiccién. En consecuencia, debera existir alguna potencia de h

PeSpec(R)
fep
que pertenezca a (f), es decir, h € \/(f). ¢

Lema 2.4.2. Sea X = Spec(R). Entonces, para todos f,g € R se cumple que

(i) XfﬂXg :ng;

(i) Xy O Xy si y solamente si g € \/(f).

Demostracion.

(i) P € XN X, es equivalente a decir que f ¢ Py g ¢ P. Como P es un ideal primo de R, lo

anterior se cumple si y solo si fg ¢ P, esto es, si P € Xg,.

(ii) Por el lema la proposicién g ¢ /(f) es equivalente a

g¢ [} Pege |J R-P
PeSpec(R) PeSpec(R)
fep fep

Esta tltima afirmacién equivale a aseverar que existe P € Spec(R) tal que f € Py g ¢ P. En

otras palabras, existe P ¢ Xy tal que P € X, vale decir, Xy 2 X,. ¢

Ejemplo 2.4.3. En X = Spec(Z) tenemos que X3¢ D X30, ya que
Xs36 =X — {22,322}y 'y Xs0=X—{2Z,3Z,5Z}.

Ademis, 30 € /(36) = 6Z, verificando el resultado del lema
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Observacién 2.4.4. Si llamamos X = Spec(R), tomemos f € R un elemento nilpotente. Entonces
f esta contenido en cualquier ideal primo P, ya que si f ¢ P, entonces f ¢ P para todo m € Ny

ninguna potencia de f serd nula, llegando a una contradiccién. Asi, X; = 0.
Por otro lado, a partir del lema tenemos que

V(0)={f € R| f* =0 para algin n € N} = m P

PeSpec(R)

y podemos observar que si f pertenece a todos los ideales primos P C R, entonces f debe ser
nilpotente. O de manera equivalente, si f no es nilpotente, entonces existe algun ideal primo P C R

tal que f ¢ P, y en consecuencia, X # 0.

Proposicion 2.4.5. Si f € R es un elemento no nilpotente, entonces el conjunto

S={fL50

es multiplicativamente cerrado.

Proposicién 2.4.6. Si P es un ideal primo de R, entonces S = R— P es un conjunto multiplicativa-

mente cerrado.
Demostracion. Si a,b ¢ P, entonces ab ¢ P, ya que P es un ideal primo de R. ¢

Definicién 2.4.7. Sea f € R un elemento no nilpotente. Denotaremos por R al conjunto SR

considerando el conjunto multiplicativamente cerrado S = {f, f2,..., f™, f™*i, ...}

De manera analoga, si P es un ideal primo de R, denotaremos por R p al conjunto S~ 'R considerando

S=R-P.

Explicitamente,

Rf:{tn’reRymeN} y Rp:{g‘reRys¢P}.

El anillo Rp se conoce cominmente con la localizacion de R en P.

Ejemplo 2.4.8. En X = Spec(Z) se tiene

Rgz{%’reZymeN} y R36:{ sEZykeN}.

5 ‘
36+
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Podemos notar que estos anillos son isomorfos, ya que la funcién

p: Re — Rss

r r-6™m

—
6™ 36™

es un isomorfismo de anillos conmutativos con identidad. Para probar este hecho, tomemos dos

T t
elementos — y — en el anillo Rg. Observemos que

6m ° 6n
r t\ r-6"4+t-6™m
Plom Ton) =P\ —gnen

(r-6"+t-6m)-6m""
36m+n

r- 6m+2n 4t 62m+n

36mtn
r-6"-36" t-36™-6"
36™ - 36™ + 36™ - 36™
r-6"m™ t-6"
36™ + 36™

_ <L>+ t
AN
P 6m 6" =p gm+n

r-t-emtn
36m+n

r-6"™ t.6"
36m  36™

_ T t
=0 (5) (&)
[ . . 6
Ademas, el elemento identidad en Rg se puede representar como 1 = 5’ por lo que

p(1)=p<g>=%66=1-

Por otro lado, p es un homomorfismo inyectivo, ya que

mientras que

)= (g < (32) =0} = {3 5 =0} =0
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S .
7% € Rae, entonces siempre

y asi también, p es un homomorfismo sobreyectivo, pues si elegimos 26

s .. S
existira ook € Rg de modo que

<s)_s-62k_ s - 36k s
P\62%) = 362% ~ 36%F.36F  36F

Finalmente, observemos que la tnica accién del homomorfismo p sobre las fracciones de Rg es

reescribirlas de manera equivalente.

Ejemplo 2.4.9. Nuevamente, en X = Spec(Z) se tiene

Rgz{(j%’TGZymeN} y Rg():{ sEZykEN}.

S
5 |
La funcién
p: Reée — Rso
o . r-Hm
6™ 30™m

también es un homomorfismo inyectivo de anillos conmutativos con identidad. Sin embargo, p no es
1 6
un homomorfismo sobreyectivo, ya que la fraccion E= 30 € Rap no tiene preimagen bajo p en Rg.

Motivados por los ejemplos y supongamos que Xy D X,. Por el lema se tiene que

g e \/m , es decir, g" = af para algiin n € N y algiin a € R. Esta observacién inducira el siguiente
homomorfismo de anillos conmutativos.
pr7xg : Rf — Rg

T amr
fm = mn’
g

Este homomorfismo queda tnicamente determinado por f y g, ya que si elegimos otros candidatos

n €Ny ae R tales que ¢g" = af, entonces

m

Q>
<
S
=

mn

s}
3
3

kS

El homomorfismo px, x, se conoce como funcidn de restriccion. Esta funcién tiene una propiedad
similar a la nocién usual de restringir una funcién a un dominio més pequeno. Esta caraceristica

queda de manifiesto en el siguiente lema.
Lema 2.4.10. 5@ Xy D Xy D X}, entonces px, x, © PX;,Xy = PX;, X,
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Demostracion. Por el lemam se tiene que h € \/(g9) y g € v/(f). Dicho de otra manera, podremos
encontrar ni,ns € Ny a,b € R de modo que h™ = ag y g™ = bf, por lo que h"™"™ = o"2bf. Asi,

r
para —— € Ry se tiene que

fm
r a2 pmy
pr»Xh, <fm> = hmning :
Por otro lado,

mnapm .

r bmr a
PXg,Xp CPXy,Xg fim = PXg,Xn gmn2 = pmning ¢

Ejemplo 2.4.11. Sea f € R un elemento no nilpotente y X = Spec(R). Notemos que
X;={PeX|f¢P} y Xp={PeX|f*¢P}.

Si elegimos cualquier elemento P € X, y dado que P es un ideal primo de R, la proposicién f ¢ P

es equivalente a f2 ¢ P. Es por ello que Xy = Xy2. Mds aun, para todo n € N se cumple Xy = Xgn.
Al igual como se probé en el ejemplo podemos observar que el homomorfismo
R f R 12

r r- fm

M

prva2 :

es de hecho una biyeccion. Es asi que Ry = Rz, e incluso, para todo n € N se cumple Ry = Rn.

Lema 2.4.12. 51 Xy = U Xy, y sipara a € Ry se cumple que
AEA

PXf, Xy, (a) =0 para todo \ € A,

entonces a = 0.

., . s r . .
Demostracion. Si escribimos a = ——, entonces afirmar que a = 0 en Ry es equivalente a decir que

f

existe algin entero n € N tal que f"r =0 en R. Definamos
A={he€R|hr=0}.
Es de rutina probar que A es un ideal de R. De esta manera,

a=0enRy & f"€A, paraalginneN & feVA.
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Por otro lado, podemos generalizar el resultado del lema [2.4.1] como

VA= (] P

PeSpec(R)
PDOA

Asi, afirmar que a = 0 en Ry es equivalente a decir que f € P para todo ideal primo P de R tal
que P D A.

Supongamos que a # 0. Luego, existird un ideal primo P de R tal que P D Ay f ¢ P. Como

PeXy= U Xy, , existird algin X € A tal que P € Xy, , esto es, fy ¢ P.
AEA

Como Xy D Xy,, por el lema se tendra que f\ € \/(f), o sea, existirdn b € Ry n € N de

modo que f} = bf. Luego, podremos construir el homomorfismo de anillos conmutativos

IOXf,Xf)\: Rf — RfA

r rb™
fim §rm :

Asi también, dado que f ¢ Py f\ ¢ P, Ry y Ry, aparecen como subanillos de
r
Rp—{; ‘ r,sGRys%P}.

Podremos formar el siguiente diagrama de homomorfismos de anillos conmutativos.

Ry Ry,

~. 7

Rp

Los homomorfismos Ry — Rp y Ry, — Rp corresponden simplemente a las inclusiones de R y
Ry, en Rp. Notemos que el diagrama anterior es conmutativo, ya que se puede verificar de manera

directa que

roorb™
fm /(rm

en Rp.

Ahora bien, como PXf. Xy, (a) = 0, la imagen de a € Ry sobre Rp debera ser 0. Por lo tanto, la
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imagen de r = f™a € Ry sobre Rp también debera ser 0. Lo anterior significa que existird s € R—P
de modo que rs = 0. Por esta razén, s € Ay como P D A, necesariamente se tiene que s € P. Esto

es una contradiccién, ya que s € R — P.

Finalmente, concluimos que a = 0 en R;. ¢

Un resultado importante en topologia es el lema del pegado (ver [5], pdgina 108), el cual nos permite
extender continuamente funciones continuas. De manera muy sencilla, este lema nos indica que si
A, B C X son conjuntos abiertos en algin espacio topolégico X y g4 : A —- Y, gp: B — Y son
funciones continuas tales que ga(x) = gp(z), Vx € AN B, entonces siempre es posible construir una
funcién continua g : AU B — Y de modo que g|la = g4 ¥ 9| = gp. Esta misma idea es la que se

persigue en el lema que se enuncia a continuacién.

Lema 2.4.13. Supongamos que Xy = U X, y que para cualquier eleccion de go € Ry, y gp € Ry,

AEA
donde «a, B € A son arbitarios, se cumple que

PX foXfars (9a) = PXj5Xfass (98);
entonces existird g € Ry que satisface
I = PXy Xy, (g9), para todo \ € A.
Demostracion. Ver [3], pagina 65. ¢

Ahora que contamos con varios resultados acerca del espacio topolégico X = Spec(R), podremos

definir el haz estructural Ox sobre X. Segun la proposicion X tiene como base al conjunto
BX:{XfCX|f€R}.

Es por ello que definimos

Ox (Xf) = Ry.

Ademas, dada la inclusién de abiertos basales Xy D X, (es decir, existen a € Ry n € N tales

que ¢g" = af), elegiremos como funcién de restriccién del haz Ox al homomorfismo de anillos
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conmutativos
pr X : Rf — Rg
T ra™
m = mn’
/ g

Por los lemas [2.4.10], [2.4.12] y [2.4.13] esta construccion efectivamente cumple con las caracteristicas

de un haz de anillos conmutativos.

Sin embargo, si elegimos algiin abierto arbitrario U C X, este abierto no necesariamente pertenecera

a Bx. En este caso, definimos

para todos Xy, X, tales que U D Xy D X, }

se cumple que PX;, X, (st) = sx,

Aca, H R denota el producto cartesiano de todos los anillos Ry tales que Xy C U, mientras
XycU
que sx, y Sx, representan las coordenadas X y—ésima y X,—ésima de s, respectivamente.

Ademids, dados dos abiertos U,V C X, tales que U D V podemos definir la funcién de restriccién

puyv : Ox(U) = Ox (V) simplemente restringiendo coordenada a coordenada.

Se puede probar (ver [2], pagina 17) que esta forma de definir los anillos conmutativos Ox (U) y las
funciones de restriccion pyy para abiertos arbitrarios U D V de X = Spec(R) da lugar efectivamente
a un haz de anillos conmutativos sobre el espacio topoldgico X. Ademsds, estas definiciones son

consistentes con la construccion inicial del haz sobre abiertos basales.

Ejemplo 2.4.14. En Z elijamos el ideal I = (36). En X = Spec(Z), construyamos el abierto
U=D(I)={PeSpec(Z) | I £ P} = X —{(2),(3)}.

Con respecto a la definicién anterior, podemos notar que X; C U si y solamente si (2) ¢ X; y
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(3) ¢ Xy. Los tinicos abiertos basales que cumplen con estas condiciones son

Xe={PeX|[6¢P}=X-{(2),03)}
Xpp={PeX|12¢ P} =X —{(2),(3)}
Xis={PeX|18¢P}=X—{(2),3)}
Xoy={PeX|24¢P}=X—{2),3)}
(2)

Xso={PeX|30¢P}=X—{(2).(3),5)}

De esta manera, el anillo conmutativo Ox (U) corresponde al subanillo del producto cartesiano

R6XR12XR18XRQ4XR30X-~~:H'R,ﬁn
neN

dado por

ror-2m r.3Mm r.4m p.5m
OX(U)Z{((;M’ 12m ' 18’ 24m ’ 30m > ‘TeZymEN}’

Observemos que el conjunto abierto U = X — {(2), (3)} corresponde simplemente a Xg. De forma

paralela, podemos encontrar el anillo conmutativo Ox (U) sencillamente como

OX(U):OX(X(;):RG:{G%‘reZymEN}.

Ambas maneras de hallar Ox(U) son consistentes entre si, ya que los anillos construidos en cada

caso son isomorfos mediante el isomorfismo

r . ror-2Mm r.3Mm r. 4™ p.5m
6™ gm’ 12m ’ 18m ' 24m ’ 3om ’ ’

Por otro lado, elijjamos el ideal J = (30) C Z y construyamos el siguiente conjunto abierto en
X = Spec(Z).
V =D(J)={P €Spec(Z) | J] £ P} = X —{(2),(3),(5)}-

En este caso, el anillo conmutativo Ox (V') corresponde al subanillo del producto cartesiano

Rao X Rgo X Roo X Rizo X Raso x -+ = | [ Raon
neN

32



dado por

ro or-2m 3™ . 4™ p.5Mm
Ox(V) = :
x(V) {(30m’ 60™ ' 90m ' 120m° 1507

) (rezymeN}.

Dado que U D V, la funcién de restriccion pyy : Ox(U) — Ox (V) se obtiene restringiendo la

r
fraccion o en cada coordenada del producto R3g X Rgo X Rgg X Ri20 X Ri50 X - - - . Explicitamente,

Lr~2m r-3™M p.4™ p.5M UV r-5™ r.10™ r-15™ ¢.20™ r.25™
gm’ 12m 7 18m > 24m ’ 3om ’ ' 30m 7 60m ’ 9om ’ 120m ’ 150m ’

Finalmente, dado que Ox (U) = Rg y Ox (V) = R3¢ bajo los isomorfismos

T r o r-2m r. 3" . 4™ .57
6™ 6m’ 12m 7 18m 7 24m 7 30m ’

oy <7‘ re2m o p.3m op.4m o p.5m )
3 )]

Yo 3gm 0m’ 60m ’ 90m ’ 120m’ 150m°

podemos construir el siguiente diagrama conmutativo.

Re d Ox(U)
PXes,X30 ‘ \pU,V
(0
R3o Ox(V)

En cierto sentido, los homomorfismos de anillos conmutativos px, x5, ¥ pu,v son equivalentes.

Definicién 2.4.15. Sea X = Spec(R) y Ox el haz estructural de anillos conmutativos construido

anteriormente. El par (X, Ox) es llamado esquema afin asociado al anillo conmutativo con identidad

R.
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Capitulo 3

Interacciones con geometria algebraica

y teoria de niimeros

3.1. Curvas algebraicas

En esta seccion expondremos varios ejemplos relacionados con el estudio de curvas algebraicas desde
el punto de vista clasico. Ademas, implementaremos algunos resultados de la teoria de los esquemas

en cada caso.

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Diremos que R es un anillo local si

¢l contiene un unico ideal maximal.

Ejemplo 3.1.2.

(i) Cualquier cuerpo es un anillo local, ya que su tnico ideal maximal es {0}.

(ii) Sea p € Z algin entero primo. El anillo
Z(p):{f ‘ 7“€Zys€Z—(p)}:{I ’ 7",3EZysnoesdivisibleporp}CQ
s s

es un anillo local. Su tnico ideal maximal estda generado por la fraccién p = £1) € L)
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Explicitamente, este ideal maximal corresponde a

pZ(p) = {% ‘ r,s € Z y s no es divisible por p} .

(iii) De manera general, si R es un anillo conmutativo con identidad, P C R algin ideal primo y

S = R — P, entonces el anillo

Rp=5"'R= {g

rERysES}

es un anillo local cuyo tnico ideal maximal es S~ P.

Proposicion 3.1.3. Un anillo conmutativo con identidad R es un anillo local si y solamente si el

conjunto de todos sus elementos no invertibles forman un ideal de R.

Demostracion. Supongamos que R es un anillo local y sea M C R su unico ideal maximal.
Supongamos ademds que existe algin elemento » € R — M no invertible. Luego, el ideal (r) debe
estar propiamente contenido en R, ya que en caso contrario, existiria s € R tal que rs = 1, una
contradiccién. Como M es el Unico ideal maximal de R, cualquier otro ideal de R debera estar

contenido en M, y en particular, (r) C M. Lo anterior implica que r € M, una contradiccion.

Ahora a la inversa. Supongamos que
M = {r € R| r no es invertible}

es un ideal de R. M es efectivamente un ideal maximal de R, ya que si existiese otro ideal N D M,
N # M, entonces N debiese contener algiin elemento invertible y necesariamente N = R. Para
probar la unicidad de M, supongamos que existe otro ideal maximal I C R tal que I # M. Por
razones analogas, I debera contener algin elemento invertible, concluyendo finalmente que I = R,

una contradiccion. ¢

La proposicion [3.1.3| nos permite caracterizar el ideal maximal de un anillo local R como aquel
conjunto que contiene a todos los elementos no invertibles de R.
Ejemplo 3.1.4. En este ejemplo intentaremos explicar las razones por las cuales utilizamos el

adjetivo “local” para designar a este tipo de anillos.
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Consideremos el anillo conmutativo con identidad
R= {f: [—1,1} —R|fes continua}.
Sobre R definimos la relacion de equivalencia
f~g & existe 0 <e <1 tal que f(x) = g(z), para todo = € ] — 6,5[.

En otras palabras, dos funciones estan relacionadas bajo ~ si ellas tienen el mismo comportamiento
en algin entorno abierto de 0. Realizamos esta identificacion porque solamente nos interesa estudiar

las caracteristicas locales de las funciones continuas en torno a 0.

El conjunto R = R/ ~ puede ser dotado con estructura de anillo conmutativo con identidad
de manera natural. Si [ f] y [g] representan las clases de equivalencia de f € Ry g € R,

respectivamente, entonces

[+l =1f+g] v [ [ld=1[fd]

Se puede probar de manera rutinaria que estas operaciones estdn bien definidas (no dependen del
representante de cada clase de equivalencia) y proporcionan a R la estructura de anillo conmutativo

con identidad. R se conoce cominmente como el anillo de los gérmenes de R en 0.

Un gérmen [ f] serd invertible en R si y solamente si f(0) # 0. Lo anterior se explica porque si una
funcién continua satisface f(0) # 0, entonces f(x) # 0 para todo x en alguna vecindad de 0. Asi,

en aquella vecindad podremos definir la funcién g(z) = , la cual cumplird con [ f] . [g] = [1]

1
f(x)
Es claro que el conjunto de todos los gérmenes no invertibles constituye un ideal de R. Explicitamente,

este ideal corresponde a

M={[f] eR| f(0)=0}.

Finalmente, por la proposicién R es efectivamente un anillo local.

Podemos generalizar exactamente la misma construccién realizada anteriormente y definir, por

ejemplo, el anillo de los gérmenes de todas las funciones reales sobre algin espacio topoldgico en
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algin punto dado, asi como también, el anillo de los gérmenes de todas las funciones racionales

sobre alguna variedad algebraica en algiin punto dado, entre otros.

Definicion 3.1.5. Un dominio de integridad R se denomina anillo de valuacion discreta si R es
un anillo noetheriano, R no es un cuerpo, R es un anillo local, y ademds, su tinico ideal maximal es

principal.

Ejemplo 3.1.6. Con respecto al ejemplo el anillo
Lpy = {C ’ r,s € Z y s no es divisible por p}
S

es un anillo de valuacién discreta. Su tinico ideal maximal estd generado por la fraccion p = 1717 € Zp)
V0
y cualquier otro ideal propio de Z, estd generado por la fraccién p" = pT, para algin entero n > 2.

Proposiciéon 3.1.7. Un dominio de integridad R es un anillo de valuacion discreta si y solamente
st existe un elemento t € R irreducible tal que todo elemento r € R no nulo se puede escribir de

manera unica como r = ut™, donde u € R es invertible y n > 0 es un entero.

Demostracién. Supongamos que R es un anillo de valuacién discreta y sea M = (t) su tnico ideal

maximal, donde t € R es algin generador de M. Luego, por la proposicién [3.1.3
M = {r € R|r no es invertible} = ().

Sea r € R algin elemento no nulo y consideremos dos casos. El primero, si r ¢ M, entonces r es
invertible y se puede escribir como r = rt°. El segundo, si 7 € M, entonces r no es invertible y se
puede escribir como r = a;t, para algiin a; € R. Si a; fuera invertible, entonces la demostracion esta

completa; si aj no fuera invertible, entonces a; € M y a1 = aot, para algin as € R. Supongamos que

repetimos este proceso de manera indefinida sin que ningin elemento ai,as,as, ... sea invertible.
Entonces, habremos encontrado a1, as,as,... € M tales que

a1 = a,gt

as = agt

De esta manera, podremos formar la siguiente cadena ascendente de ideales.

(a1) C (a2) C (az) C ---

38



Dado que R es un anillo noetheriano, la cadena anteriormente construida debe ser estacionaria, es
decir, existird m € N tal que (am) = (@m+1) = ---. Por lo tanto, podremos encontrar s € R tal
que Gm+1 = amsS. Segin la construccion descrita anteriormente, tenemos ademas que @y, = Gm+1t,
y en consecuencia, a,, = a,st. Dado que R es un dominio de integridad y a., # 0, necesariamente

tendremos que st = 1, lo cual es una contradiccién, ya que ¢t no puede ser invertible.

Es por esto que el proceso descrito en los parrafos anteriores deberd terminar en una cantidad finita
de pasos. En otras palabras, existird algin entero n > 1 tal que ai,as,...,ap,—1 € M y ademaés
ap ¢ M. Luego,

r=at=agt’ =...=ap_1t"" ' = ant™,

donde a,, € R es invertible.

Para probar la unicidad de esta representacién, supongamos que r = ut™ = vt"™, donde u,v € R son
invertibles y n > 0, m > 0 son enteros. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que n > m.

Asi, podemos concluir que
ut" — vt =0 & ™ (ut"_m — v) =0.
Dado que t # 0 y R es un dominio de integridad, necesariamente tenemos que

WM =0 & ut" M=v & "™ =y .

n—m —m — tO

no es un elemento invertible, a menos que n = m, en cuyo caso

Notemos que =1ly

u="n.

Ahora a la inversa. Supongamos que existe t € R irreducible tal que cualquier elemento r € R no
nulo se puede escribir de manera tnica como r = ut”, donde u € R es invertible y n > 0 es un
entero. Podemos notar que el ideal M = (t) es maximal, ya que cualquier elemento r € R — M no
puede ser multiplo de t y la tinica manera de representarlo sera r = rt. Luego, r debe ser invertible
en Ry M = (t) tiene que ser un ideal maximal. De hecho, M es el ideal formado por todos los
elementos no invertibles, por lo que M es un anillo local. Por 1ltimo, los tnicos ideales propios de
R son aquellos generados por t", para algin entero n > 1, por lo que R es un dominio de ideales

principales, y por ende, también es noetheriano. ¢
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Ejemplo 3.1.8. Continuando con el ejemplo [3.1.6] cualquier elemento r € Z(p) no nulo se puede
s

representar como

C. , ., u . .
donde u y s son enteros no nulos y no divisibles por p. Asf, la fraccién — es invertible en Z,) y se
s

verifica la caracterizacién de los anillos de valuacién discreta expuesta en la proposiciéon 3.1.7

Ejemplo 3.1.9. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sobre k[x,y] consideremos la curva
algebraica con ecuacion z = y, la cual sabemos representa una recta. Su anillo de coordenadas
corresponde a k[z,y]/(z — y), el cual es isomorfo a R = k[x]. Segin lo expuesto en el ejemplo
tenemos que

X = Spec(R) = {{0}}U{(z — a)k[z] | « € k}.

Supongamos que deseamos buscar informacién acerca del comportamiento de esta curva algebraica
en torno al punto (z,y) = (0,0). Para ello, desde anillo de coordenadas k[z,y]/(x — y) elegimos el
ideal (x,y). Si traspasamos esta informacién al anillo R = k[z], entonces estaremos observando el

ideal primo P = zk[z] € X. Con él podemos formar el conjunto abierto
U=DP)={Qe X |PZQ}=X—{zklz]},
el cual coincide con el abierto basal

X, ={QeX |2 ¢ Qb =X — {wkla]).

Por lo tanto,

OX(U):OX(Xx):Rx:{me‘reRymeN}.

El resultado anterior se puede interpretar como el anillo de todas las funciones racionales definidas
en cualquier punto de la curva con ecuacién x = y, excepto en el punto (0,0). De manera informal,

la operacién anterior consiste en eliminar el punto (0,0) de esta curva.

Rz no es un anillo local, ya que sus ideales maximales tienen la forma (z —a)R,, donde o € k—{0}.
En otras palabras, todos los puntos sobre la curva con ecuacién x = y, exceptuando el punto (0, 0),

estdn relacionados con los ideales maximales de R..
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Por otro lado, si localizamos el anillo R en el ideal P, obtendremos

sz{;c’feRygeR—P}={§gg’f,gek[w]yg(o)#o}-

Este anillo corresponde al conjunto de todas las funciones racionales definidas sobre el punto (z,y) =
(0,0) de la curva con ecuacién x = y. Ademds, es un anillo de valuacién discreta cuyo unico ideal

T
maximal es PR p, el cual queda generado por la fracciéon o = 1 € Rp.

Ejemplo 3.1.10. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sobre k[x,y] consideremos ahora la

3 = 42, la cual sabemos es una curva suave en cualquiera de sus

curva algebraica con ecuacion x
puntos, excepto en el punto (z,y) = (0,0), en donde ella presenta una singularidad de tipo cispide.
Su anillo de coordenadas corresponde a R = k[z,y|/ (m3 — y2). Un elemento tipico en este anillo
se puede escribir de la forma p(x) + yq(z), donde p(z),q(z) € k[z]. Las operaciones entre estos

polinomios se deben reducir médulo el ideal (23 — y?).

Imaginemos que buscamos informacién acerca del comportamiento de esta curva en torno al punto

(0,0). Al igual que en el ejemplo elegimos el ideal

P = (,y)R={f(z.y) € R| £(0,0) = 0}.

Notemos que R/P = k, por lo que P es un ideal maximal de R, y por lo tanto también es primo.

La localizacion de R en P corresponde a
_lf
Rp = p feERyge R—Py.

p(z) + yq()
r(z) +ys(z)
s(x) € klz] y r(0) # 0. Ademas, las operaciones entre estas fracciones se deben reducir médulo el

ideal (23 — y?).

Un elemento tipico en este anillo se puede escribir de la forma , donde p(z), q(x), r(x),

Notemos que Rp es un anillo local cuyo dnico ideal maximal es (z,y)Rp. Sin embargo, Rp no es

un anillo de valuacién discreta, ya que su ideal maximal no es principal.

Por otro lado, supongamos ahora que buscamos informacién sobre el comportamiento de esta curva
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en torno al punto (x,y) = (1,1). En este caso, escogemos el ideal

Q=@-Ly-1DR={f(z,y) e R| f(1,1) = 0}.

Podemos observar nuevamente que R/Q = k, por lo que @ es un ideal maximal, y por ende también

es primo. La localizacién de R en @) es
o LS
Q= p feERygeR-Q ;.

p(z) + yq(=)
r(x) + ys(x)
s(x) € k[x] y r(1)+s(1) # 0. Ademas, las operaciones entre estas fracciones se deben reducir médulo

]
el ideal (23 — y?).

Un elemento tipico en este anillo se puede escribir de la forma , donde p(z), q(x), r(x),

De manera similar, R es un anillo local cuyo tnico ideal maximal es (x — 1,y —1)Rq. A pesar de
que las apariencias podrian enganarnos, (r — 1,y — 1)Rq s es un ideal principal de Rg, ya que en

este anillo contamos con las siguientes relaciones.

y2—1:x3—1

(y-Dy+1)=(@@-1)(*+z+1)
(z—1) (z?+2+1)
y+1

y—1= € Rg.
De esta manera, (z — 1,y —1)Rg = (x — 1)Rg y R es de hecho un anillo de valuacién discreta.

En resumen, muchos resultados tradicionales de la teoria clasica sobre curvas algebraicas también
se pueden encontrar utilizando la teoria los esquemas. Como un ejemplo particular de ello, con la
teoria de los esquemas podemos detectar y estudiar puntos suaves y puntos singulares sobre curvas

algebraicas.

3.2. Puntos dobles

En esta seccién utilizaremos algunas herramientas de la teoria de los esquemas para analizar puntos

con multiplicidad en una variedad algebraica.
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Proposicién 3.2.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad, X = Spec(R) y Ox el haz

estructural de anillos conmutativos sobre X . Entonces

12

Ox(X) = R.

Demostracion. Notemos que
X1 ={P € Spec(R) | 1 ¢ P} =Spec(R) = X.

Por la definicién del haz estructural Ox, tenemos que

OX(X)ZOX(Xl):RF{lim]reRymeN}zR. 1N

Ejemplo 3.2.2. Consideremos k un cuerpo algebraicamente cerrado. Observemos que

por lo que el unico ideal primo en R es el trivial y Spec(R) contiene un tinico punto.

Examinemos ahora el anillo S = k[z]/(2?). Sea P un ideal primo de S. Dado que en S contamos
con la relacién z - x = x? = 0, podemos concluir que x € P y xS C P. Ademés, ningiin polinomio
constante (salvo el polinomio nulo) puede estar contenido en P, pues P no puede admitir elementos

invertibles. Por esta razén, concluimos que P = xS y Spec(S) también contiene solamente un punto.

Ahora bien, aun cuando X = Spec(R) e Y = Spec(S) tienen ambos un tnico elemento, estos

esquemas son distintos, ya que, segtin la proposicion [3.2.1

Ox(X)2R y Oy(Y)=S.

Podemos notar que 0 es una raiz simple del polinomio f(x) = 2 y doble del polinomio g(z) = x2.

Esta diferencia queda de manifiesto en que R es un k—espacio vectorial de dimensién 1, mientras
que S es un k—espacio vectorial de dimensién 2. Intuitivamente, los haces Ox y Oy albergan toda

la informacién de sus respectivos anillos.
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De manera general, para todo n € N, si elegimos el anillo S = k[z]/(z™), entonces Y = Spec(S) =

{zS} contiene un unico punto y Oy (Y) = S es un k—espacio vectorial de dimensién n.

Ejemplo 3.2.3. Al igual que en ejemplo [3.2.2] consideremos k un cuerpo algebraicamente cerrado.
Observemos que

R = klz,y]/(x,y) =k,

por lo que el unico ideal primo de R es el trivial y X = Spec(R) contiene un tinico punto.

Por un lado, notemos que el anillo S = k[z,y]/(2%,y) es isomorfo a aquel del ejemplo

Deducimos inmediatamente que Y = Spec(S) = {£S}, el cual también contiene un uinico punto.

Por otro lado, analicemos el anillo T = k[z,y]/(2?, 2y, y?). Sea P algin ideal primo de T. Dado
que en T contamos con la relacién x -z = 22 = 0 € P, tenemos que z € P y T C P. Por razones
andlogas, yT' C P. Dado que ningin polinomio constante (salvo el polinomio nulo) puede estar
contenido en P, concluimos que P = (x,y)T. De esta manera, Z = Spec(T') también contiene un

unico punto.

Sin embargo, aun cuando X, Y y Z contienen todos un unico punto, tenemos que

I

Ox(X)ZR , Oy(Y)=S y 0z(2)=T.

Es més, R, S y T son k—espacios vectoriales de dimensiones 1, 2 y 3, respectivamente. Es por esta
razon que no basta con estudiar los esquemas simplemente como espacios topoldgicos. Si queremos
transferir toda la informacién contenida en un anillo hacia un esquema, es indispensable tratarlo

como un haz.

Observemos ademas que podemos construir la cadena de homomorfismos de anillos

R — § «— T,

que consiste simplemente en las inclusiones de R en S, y S en T. Tal y como se indica en la

proposicion estos homomorfismos inducirdn una cadena de funciones continuas entre sus
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respectivos esquemas. Explicitamente,

Z - Y = X
(x,y)T — xS +— {0}.

En este caso, estas funciones son evidentemente continuas, ya que tanto X como Y y Z son espacios

topoldgicos con un tnico punto y estan dotados con la topologia discreta.

Nuevamente, la teoria de los esquemas nos permite generalizar los mismos conceptos de la geometria
algebraica clasica. Podemos identificar puntos simples, dobles, y en general, multiples. Incluso nos

permite expandir la nociéon de tangencia entre dos o mas variedades algebraicas.

3.3. Anillo de los enteros en un cuerpo de nimeros

El objetivo de esta seccion es analizar el esquema Spec (Z [\/ﬂ )

Ejemplo 3.3.1. Sea I el ideal del anillo Z[x] generado por el polinomio 22 — 3, es decir, I =
(:1:2 — 3) Z[z]. El proposito de este ejemplo es buscar todos los ideales primos P de Z[x] tales que

ICP.

Del ejemplo [2.1.12] sabemos que los ideales primos de Z[z] son

(i) {0};
(ii) pZ[z], donde p € Z es primo;
(iii) f(z)Z[z], donde f(x) € Z[x] es un polinomio irreducible sobre Z|x];
(iv) pZ[z] + f(z)Z|z], donde p € Z es primo y f(x) € Z[z] es tal que su reduccién médulo el ideal

pZ[x] es no constante e irreducible sobre (Z/pZ) [z].

Ahora bien, denotemos por P a alguno de los ideales primos de Z[z] incluido en la lista anterior.

De todas estas opciones para P, debemos buscar cuales cumplen con la condicién I C P.

(i) Si P = {0}, entonces es evidente que I ¢ P.
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(i)

(iii)

Si P = pZ[z], donde p € Z es primo, entonces I ¢ P, ya que el polinomio 22> —3 € I y
22— 3 ¢ pZlz].

Si P = f(z)Z[z], donde f(x) € Z[x] es un polinomio irreducible sobre Z[z|, entonces la
inclusiéon I C P es véalida si y solamente si I = P. Para probar este hecho, supongamos que
I C P. Dado que 2 —3 € I C P, existird un polinomio g(z) € Z[x] tal que 22 —3 = f(z)g(x).
Puesto que los polinomios f(x) y #? —3 son irreducibles sobre Z[x], necesariamente tendremos

que f(z) ==+ (x2 — 3). En cualquier caso concluimos que I = P.

Si P = pZ[z] + f(x)Z[z], donde p € Z es primo y f(z) € Z[z] es tal que su reduccién médulo
el ideal pZ[x] es no constante e irreducible sobre (Z/pZ) [x], entonces la inclusién I C P
serd véalida solo en algunos casos muy particulares. Analizaremos detenidamente estos casos a

continuacion.

= Estudiemos el caso en que p = 2. Nuestra misién consistird en buscar todos los posibles
polinomios f(z) de modo que I C P = 2Z[x] + f(z)Z[x]. Dado que 2> —3 € I C P,

existirdn p(z), ¢(x) € Z[x] tales que

a? =3 =2p(x) + f(x)q(x).

Si reducimos la ecuacién anterior médulo el ideal 27Z[z], obtendremos

2* +1=[(2) q(x)

(z+1)? = (@) q(@)-

Dado que f(x) es un polinomio irreducible, concluimos que f(z) = £(z+1). Por lo tanto,

el polinomio f(z) se podré escribir de la forma
flx) = £(z +1) + 2r(2),

para algin polinomio r(x) € Z[z]. Recordemos que estamos buscando un polinomio f(x)
tal que P = 2Z[z] + f(z)Z]x], por lo que podemos elegir simplemente f(z) = = + 1.

Notemos que

22 —3=2(-1)+ (z+ 1)(z — 1) € 2Z[z] + (z + 1)Z][z],
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por lo que la inclusién I C P es valida en este caso si y solamente si
P =2Z[x] + (z + 1)Z[z].

Examinemos ahora el caso en que p = 3. Dado que 22 —3 € I C P, existirdn p(z), q(z) €
Z[z] tales que

o? =3 =3p(x) + f(2)q(2).
Si reducimos la ecuacién anterior médulo el ideal 3Z[z], obtendremos

2? = f(z) q(2).

Dado que f(x) es un polinomio irreducible, concluimos que f(z) = £z. Por las mismas
razones expuestas en el caso anterior, podemos elegir simplemente f(z) = x. Notemos
ademas que

22 —3=3(-1)+x 2 € 3Z[x] + xZ[z],

por lo que la inclusién I C P es valida en este caso si y solamente si
P = 3Z[x] + 2Z[x].

Analicemos ahora el caso en que p = 5. Dado que 2? — 3 € I C P, existiran p(z),q(z) €
Z|x] tales que

22— 3= 5p(z) + f(2)qlx).
Si reducimos la ecuacién anterior médulo el ideal 5Z[z], obtendremos

2 —-3= () q(z).

En este punto hay una diferencia importante respecto a los dos casos anteriores. Aca,

el polinomio 2 — 3 no tiene raices en Z/5Z, por lo que es irreducible sobre (Z/5Z) [z].

Dado que f(z) es también un polinomio irreducible, concluimos que f(z) = + (z* — 3).

Al igual que en los casos anteriores, podemos elegir simplemente f(z) = 22 — 3. Podemos
notar que

2?2 —3=5-0+ (22 - 3) € 5Z[z] + (2? — 3) Z[z],
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por lo que la inclusién I C P es valida en este caso si y solamente si
P =5Z[z] + (m2 - 3) Zlz].

Consideremos ahora el caso en que p = 7. Dado que 2 —3 € I C P, existirdn p(z), q(x) €
Z[z] tales que
a? — 3 =Tp(x) + f(x)g(x).

Si reducimos la ecuacién anterior médulo el ideal 7Z[x], obtendremos

2?3 = f(x) q(x).

Nuevamente, el polinomio 2 — 3 no tiene raices en Z/7Z, y podremos concluir que
flx) ==+ (332 - 3). Por supuesto, elegimos simplemente f(z) = x? — 3. Podemos notar
que

2?2 —3=7-0+ (22 - 3) € 7Z[z] + (2? - 3) Z[x],

por lo que la inclusién I C P es valida en este caso si y solamente si

Examinemos ahora el caso en que p = 11. Dado que 22 —3 € I C P, existiran p(z), q(z) €
Z|x] tales que

22— 3 =11p(z) + f(z)q(x).

Si reducimos la ecuacién anterior médulo el ideal 117Z[z], obtendremos

En esta oportunidad, se produce otra diferencia importante con respecto a todos los
casos estudiados anteriormente. Acd, el polinomio 2> — 3 tiene dos raices distintas en

Z/117Z. Como f(x) es un polinomio irreducible, concluimos que f(z) = +(z—5) o
).

f(z)=+(x+5

Desde luego, podemos elegir simplemente f(x) =z —5 o0 f(x) =z +5.
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Notemos ademés que

22 —3=11-2+ (z —5)(z +5) € 11Z[z] + (z — 5)Z[z]
y 22 —=3=11-2+4 (z +5)(z — 5) € 11Z[z] + (x + 5)Z[z],

por lo que la inclusién I C P es vélida en este caso si y solamente si
P =11Z[z] + (x — 5)Z[z] o P =11Z[z]+ (z+5)Z[z].

Si repetimos los mismos argumentos anteriores para distintos valores de p, encontraremos una
dualidad de comportamiento. Para algunos primos p, el polinomio 2 — 3 es irreducible sobre
(Z/pZ) [z], mientras que para otros valores de p, este polinomio si se puede factorizar. En la

tabla [3.1] resumimos algunos de estos casos.

Tabla 3.1: Factorizacién del polinomio 2% — 3 en (Z/pZ) [z].

P 22 -3

2 | (z—=1)(z+1)
3 x?

5 Irreducible
7 Irreducible

11 | (z =5)(x+5)
13| (z—4)(x+4)
17 Irreducible
19 Irreducible
23 | (x—=T)(x+7)

En caso de que el polinomio x? — 3 fuera irreducible sobre (Z/pZ) [x], entonces la inclusién

I C P sera valida si y solamente si
P = pZ[z] + (2* — 3)Z[z].

Por otro lado, si #2 — 3 fuera reducible sobre (Z/pZ) [z], entonces existird o € Z/pZ tal que

a? =3 mod p. Por lo tanto el polinomio x? — 3 se podré factorizar como (x — a)(x + «) en
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(Z/pZ) [x] y la inclusién I C P sera vélida si y solamente si
P =pZiz]+ (r —)Zlz] o P =pZix]+ (z+ o)Zx].

Solo en caso de que p = 2 o p = 3, las raices del polinomio 2 — 3 coinciden y los dos posibles

ideales descritos anteriormente también coinciden.

En la tabla exhibimos algunos de los posibles ideales primos P C Z[x] tales que I C P.

Tabla 3.2: Algunos ideales primos del anillo Z[x] que contienen al polinomio x? — 3.

p P = pZlz] + f(x)Z]x]
0 (2% — 3) Z[a]
2 2Z[z] + (z + 1)Z[x]
3 3Z[x] + xZ[x]
5 5Z[z) + (2% — 3) Z[z]
7 TZ]z) + (2% — 3) Z[z]
11 | 11Z[z] + (z — 5)Z[z] o 11Z[z] + (z + 5)Z[z]
13 | 13Z[z] + (z — 4)Z[z] o0 13Z[z] + (z + 4)Z[z]
17 17Z[z] + (2% — 3) Z[x]
19 19Z[z] + (2* — 3) Z[x]
[

23 | 23Z[x] + (x — T)Z[z] o0 23Z[z] + (x + 7)Z][x]

Observacion 3.3.2. Sea I = (x2 — d) Z[z], donde d € Z es un entero libre de cuadrados. Podemos
imitar exactamente los mismos razonamientos expuestos en el ejemplo para encontrar todos
los ideales primos P de Z[z] tales que I C P. Quizés el asunto més importante en todo este andlisis

corresponde a decidir si el polinomio 22 — d es irreducible o no sobre el anillo (Z/pZ) [z].

Ejemplo 3.3.3. Una vez mds, anotaremos I = (LL‘2 - 3) Z[z]. En esta ocasién buscaremos los ideales
primos del anillo Z [\/3] Recordemos que este anillo es isomorfo a Z[z]/I bajo el isomorfismo
a+ byv3 — a+ bz. En el ejemplo ya hemos encontrado todos los ideales primos de P de Z[x]
tales que I C P. Gracias al corolario los ideales primos de Z[z]|/I corresponden simplemente
a P/I. En la tabla exhibimos algunos de estos ideales.
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Tabla 3.3: Algunos ideales primos del anillo Z [\/g]

p P/I

0 {0}

2 27 (V3] + (V3+1) Z [V3]

3 32[V3] + V32 [V3]

5 57 [V3]

7 TZ [V3]

11| 1Z [V3] + (V3=5)Z[V3] o 11Z[V3] + (V3+5)Z[V3]
13 | 13Z [V3] + (V3—4)Z [V3] 013Z[V3] + (V3+4)Z[V3]
17 17Z [v/3]

19 197 [V/3]
23

252 (V3] + (VB-1)Z[V3] 022 (V3] + (VB+7)Z[V3]

En definitiva para encontrar cualquier ideal primo del anillo Z [\/3] basta con elegir un entero primo

p € Z (incluyendo p = 0).

(i) Si el polinomio 22 — 3 no tiene raices en Z/pZ, entonces p va asociado con el ideal primo

pZ[V3].

(i) Si el polinomio 2% — 3 tiene raices en Z/pZ, entonces existird o € Z/pZ tal que a? = 3 mod p.

En este caso, p va asociado con los ideales primos pZ [\/ﬂ + (ﬁ — 04) Z [\/iﬂ y con pZ [\/ﬂ +
(V3+a)Z[V3].

Solo en caso de que p = 2 o p = 3, los dos ideales descritos anteriormente coinciden.

Para continuar con el estudio del espacio Spec (Z [\/3}), haremos uso de los siguientes resultados.

Lema 3.3.4. Sean p,q € Z dos enteros primos distintos e I algun ideal del anillo Z [\/ﬂ Sip,q €1,

entonces I =7 [\/ﬂ .

Demostracion. Dado que p y ¢ son coprimos, existirdan a,b € Z tales que ap +bq = 1. Si p,q € I,

entonces 1 € I y necesariamente I = Z [\/ﬂ ¢
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Corolario 3.3.5. Todo ideal primo no nulo en Z [\/g] contiene a un unico entero primo.

Demostracion. Es una consecuencia directa del lema y de la caracterizacion de los ideales

primos en Z [\/3} realizada en el ejemplo W ¢
Proposicién 3.3.6. Todo ideal primo no nulo en Z [\/?q también es maximal.

Demostracion. Supongamos que existe un ideal primo P de Z [\/ﬂ que no es maximal. Como
consecuencia del lema de Zorn, existirda un ideal maximal M de Z [\/ﬂ que contendrd propiamente
a P. El ideal M también es primo, y por el corolario [3.3.5} existird un tnico entero primo p € Z tal

que p € P C M. Podemos estudiar dos casos.

= Si el polinomio x? — 3 no tiene raices en Z/pZ, entonces el tinico ideal primo que contiene a p

es pZ [\/ﬂ En este caso concluimos que P = M = pZ [\/?q, una contradiccién.

» Si el polinomio 2% — 3 tiene a a € Z/pZ como rafz, entonces existen solamente dos ideales

primos que contienen a p, a saber
PZ[V3] + (V3-a)Z[V3] v pZ[V3]+ (V3+a)Z[V3].

Ninguno de estos ideales contiene al otro, por lo que llegamos nuevamente a una contradiccién.

Ejemplo 3.3.7. En seguida estudiaremos X = Spec (Z [\/g]) como espacio topolégico. Puesto que
todo ideal primo P no nulo de Z [\/3] también es maximal, por la proposicic’)n el singletén { P}
es un conjunto cerrado en X. En otras palabras, este iltimo espacio topoldgico tiene caracteristicas
similares a Spec(Z), ya que contiene dos tipos de puntos. Puntos cerrados, correspondientes a cada

ideal no nulo de X, y un punto genérico correspondiente al ideal {0}.

Otro camino para estudiar a X como espacio topoldgico es, por ejemplo, considerar el homomorfismo

de anillos
p: Z — Z[V3]

a = a.

Este homomorfismo inducira la funcién

% . Spec(Z[V3]) — Spec(Z)
P o= o7H(P),

52



la cual, segtn la proposicién [2.2.5] es una funcién continua con respecto a la topologia de Zariski.

En este caso, podemos explicitar aiin mas esta funcién.
o"(P)=¢ Y P)={acZ|pla)e Pl={acZ]|acP}=PNZ.

Como ya fue expuesto en el ejemplo cualquier ideal primo P de Z [\/3] se puede construir a

partir de algin primo p € Z como

pZ [\/ﬂ si 2?2 — 3 no tiene raices en Z/pZ;
pZ [\/3] + (\/§:I: a) 7 [\/ﬂ si 22 — 3 tiene a o € Z/pZ como raiz.

P=

En cualquier caso tenemos ¢# (P) = PNZ = pZ.

Si p # 0, sabemos que cada singletén {pZ} es un conjunto cerrado en Spec(Z), por lo que su
preimagen bajo 7 también es un conjunto cerrado en X = Spec (Z [\/ﬂ) Esta observacién

generara dos tipos de conjuntos cerrados en X, los cuales dependen de p.

= Si 22 — 3 no tiene raices en Z/pZ, entonces la preimagen de {pZ} bajo ¢¥ corresponde al

singletén {pZ [\/fﬂ }.

= Si 22 — 3 tiene a a € Z/pZ como raiz, entonces la preimagen de {pZ} bajo ©* corresponde al

siguiente conjunto con dos puntos.

{p2[V3] + (V3= a)Z[V3] , pZ[V3] + (V3 +a)Z[v3]}.

Por ahora designemos por Q y @ a los ideales primos pZ [\/g] + (\/§ — a) 4 [\/ﬂ y pZ [\/5] +
(\/g + a) Y/ [\/g], respectivamente. Recordemos que

V@) ={PeX[QCP}

es un conjunto cerrado en X = Spec (Z [\/?;D Dado que los tnicos ideales primos que
contienen a p son precisamente Q) y @, pero ninguno de ellos contiene al otro, la afirmacién
@ C P sera verdadera si y solamente si P = Q. De esta manera, V(Q) = {Q} y el singletén
{Q} sera cerrado en X. De manera andloga podemos advertir que el singletén {@} también

es cerrado en X.
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En cualquier caso podremos concluir que cada singletén {P} es cerrado en X siempre y cuando

P # {0}

Ejemplo 3.3.8. En este ejemplo investigaremos algunas caracteristicas del espacio X = Spec (Z [\/ﬂ)
junto con su haz estructural Ox. Para tal efecto, consideremos p = 2 y el ideal primo asociado a p,

es decir,

Q =2Z[V3] + (V3+1)Z[V3].

Notemos que 2 = (\/3 + 1) (\/§ — 1), por lo que de hecho ) es un ideal principal generado por
v/3+ 1. Si denotamos por R = Z [\/‘3] y X = Spec(R), recordemos que

Xy ={PeX|V3+1¢P}

es un abierto basal de X con respecto a la topologia de Zariski. Es claro que v3+1 € Q. Supongamos
que existe otro ideal primo P € X tal que v/3 + 1 € P. Luego (\/§+ 1) (\/§ — 1) =2 ¢€ P. Por el
corolario v la caracterizacién de los ideales primos de Z [\/ﬂ expuesta en el ejemplo el
unico ideal primo de R que contiene a 2 es precisamente @, por lo que concluimos que P = Q. De

esta manera,

Xpa=X- {Q}.
Por razones analogas, podemos afirmar que
Xo={PeX|[2¢P}=X-{Q},
por lo que X ., y X representan exactamente el mismo abierto basal de X.

Segun la definicién del haz estructural sobre X, tenemos

r

Ox <X\/§+1) =Rz = {M

rERymEN}

Ox (X2) = Ry = {27;”

reRymEN}.
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Si bien estos anillos lucen distintos, en realidad coinciden, ya que

1 V3-1 1 V342
€ERy vy s=—"5€R 5,

V341 2 27 (V3t1)

Ejemplo 3.3.9. Otro ejemplo interesante ocurre si elegimos p = 11. En este caso, los ideales primos

de R=17 [\/3] asociados a p corresponden a
Q=1Z[V3]+ (V3-5)Z[V3] y Q=1Z[V3]+ (V3+5)Z[V3].

En este punto podemos notar que

Luego, los ideales Q y @Q son principales. Explicitamente,
Q=02v3+1)Z[v3] vy Q= (2v3-1)Z[V3].

Se puede probar de manera rutinaria que estos ideales son distintos, ya que, por ejemplo, 21/3+ 1 ¢
Q. Mis atin, @ es el tinico ideal primo que contiene a 21/3 + 1. Para probar este hecho, supongamos
que P es algin ideal primo tal que 2v/3 4+ 1 € P. Luego (2\/§+ 1) (2\/3 — 1) =11 € Py por el
corolario y el ejemplo los tinicos ideales primos que contienen a 11 son Q y Q. Como

este tltimo ideal no contiene a 2v/3 + 1, concluimos que P = Q.

De esta manera, sobre el espacio topolégico X = Spec (Z [\/3]) podemos construir el abierto basal
X, ={PeX|2V3+1¢P}=X—-{Q},

el cual va asociado con el anillo conmutativo

r

Ox (Xg\/§+1> =Ryyz41 = {w

rGRymEN}.
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Por otro lado, podemos considerar el abierto basal
Xn={PeX|l11¢P}=X-{Q,Q},
el cual va asociado con el anillo conmutativo

,
Ox (X11)=Ru = {117"

TERymEN}.

Notemos en este caso que X, 5., O X11 y la funcién de restriccion corresponde a

pXQ\/§+1’X11 : RQ\/§+1 — Ru
r L r(2v3- )™
(2\/§+ 1)m 11m ’

Antes de exponer el iltimo ejemplo correspondiente a esta seccién, utilizaremos los siguientes

resultados.

Proposicién 3.3.10. Sean R y R’ dos anillos conmutativos con identidad, S C R un conjunto
multiplicativamente cerrado y ¢ : R — R’ un homomorfismo de anillos conmutativos con identidad.
Si p(S) solamente contiene elementos invertibles en R', entonces existe un inico homomorfismo de

anillos conmutativos con identidad @ : ST'R — R’ que satisface @ <§> = ¢(r) para todo r € R.

s
Demostracion. Supongamos que existe tal homomorfismo . En particular, debera cumplirse @ (I) =
©(s) para todo s € S. Dado que P es un homomorfismo de anillos conmutativos con identidad,

tendremos que
1

@ (1)

=1



De esta manera, podemos construir un tinico homomorfismo de anillos conmutativos con identidad

con las caracteristicas solicitadas a partir de (. Este homomorfismo viene dado por

?()=7(53) =2 (5) 2 (3) =

Es sencillo probar que % es efectivamente un homomorfismo de anillos conmutativos con identidad,

es decir, que para todos r,t € Ry s,u € S se cumple

¢<:+Z>—w()+w<t) y <P<: i) 7 (%) @(i)- ¢

Proposicién 3.3.11. Sea R un anillo conmutativo con identidad, M algun ideal mazimal de R y

S=R—M, el cual es un conjunto multiplicativamente cerrado. Entonces
(ST'R) /(S7'M) =2 R/M.

Demostracion. Consideremos
T R — R/M

r — r+M

la funcién sobreyectiva de proyeccién natural. En este caso, ker(r) = M y el conjunto w(S) =
m(R— M) contiene a todos los elementos no nulos del anillo R/M. Dado que M es un ideal maximal
en R, R/M es un cuerpo y 7(S5) estd constituido por todos los elementos invertibles de R/M. Por
la proposicion podemos construir el siguiente homomorfismo de anillos conmutativos con

identidad.
T: SR — R/M

Do m)m(s)t = (r+ M)(s + M)~
Ademas, notemos que
ker (7 :{EES IR‘ (r+M)(s+ M)~ —O+M}
:{ges 1R‘r+M_0+M}
:{CGSIR‘T‘EM}
s
=S~'M.

Finalmente, dado que T es una funcién sobreyectiva, el resultado de la proposiciéon se obtiene
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directamente del primer teorema del isomorfismo de anillos (ver [4], pagina 243).

(ST'R) /ker (7) 27 (ST'R) & (ST'R)/(ST'M)=R/M. ¢

Observacion 3.3.12. Con respecto a la proposicién es indispensable que M sea un ideal
maximal de R. En general, si P es algtin ideal primo de Ry S = R — P, entonces Rp = S™!R es un
anillo local cuyo tinico ideal maximal es S~ P (ver ejemplo . Por esta razoén, (S *IR) / (S’ *IP)
siempre serd un cuerpo. Sin embargo, R/P es apenas un dominio de integridad, el cual serd isomorfo

a (S _IR) / (S _IP) solamente en caso de que P sea un ideal maximal de R.

Ejemplo 3.3.13. Sea R = 7Z [\/ﬂ En este dltimo ejemplo estudiaremos algunas caracteristicas

locales del esquema X = Spec(R).

En primer lugar, consideremos p = 2 y P su respectivo ideal primo asociado en R, es decir,
P =2Z[V3] + (V3+1)Z[V3] = (V3 +1)Z[V3].
La localizacién de R en P corresponde a
r
Rp:{f ) reRyseR—P}.
s

Segun lo expuesto en el ejemplo el anillo anterior es un anillo local cuyo tinico ideal maximal

€s

rePyseR—P}:{(\/ngl)r

S

o=

rERysER—P}.

Dado que P es también un ideal maximal de R, gracias a la proposicién tenemos que
Rp/PRp = R/P.
Notemos que cualquier elemento en R se puede representar como
r:a+b\/§:a+b<\/§+l—1) :a—b+b(\/§+1>,

donde a,b € Z. Por lo tanto r € Ry a — b € Z pertenecen a la misma clase de equivalencia en el

cuerpo R/P. Como ademds P contiene a todos los multiplos de 2 en R, R/P contiene tinicamente
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dos clases de equivalencia y por ende
Rp/PRp = R/P = Fs.
En segundo lugar, consideremos ahora p = 5y P su respectivo ideal primo asociado en R, es decir,
P =57 [\/ﬂ En este caso, la localizacién de R en P es
r
RP:{* ’TER}/SER—P},
s
el cual también es un anillo local y su tinico ideal maximal corresponde a
r or
PRPZ{* ‘TEPYSGR—P}:{ ‘rERysGR—P}.
s S
Puesto que P nuevamente es un ideal maximal de R, tenemos
Rp/PRp = R/P.

Ahora bien, cualquier elemento en R se puede representar como r = a + by/3, donde a,b € Z. Pero
ademads, al identificar médulo 5 apareceran solo 25 clases de equivalencia en el cuerpo cociente R/ P,
a saber,

R/P={(a+bV3)+P|abe{0,1,234}}.

El dnico cuerpo con 25 elementos es la extensiéon cuadratica de Z/5Z, por lo que concluimos que
RP/PRP = R/P = Fos.

Podemos generalizar estos resultados. Si elegimos cualquier entero primo p € Z, entonces existen

dos opciones.

= Si el polinomio 2 — 3 no tiene raices en Z/pZ, entonces el tnico ideal primo asociado a p es
P=pL[V3]y
Rp/PRp = R/P = FPQ.

= Si el polinomio 22 — 3 tiene a a € Z/pZ como raiz, entonces existen solo dos ideales primos
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asociado a p. Ellos son
P=pZ[V3]+ (V3-a)Z[V3] y P=pZ[V3]+ (V3+a)Z[V3].

Estos ideales coincidiran solamente si p = 2 o p = 3. Independiente de ello, siempre se cumplird
que

Rp/PRp=Rp/PRp=R/P=R/P=F,.

Por ultimo, estudiemos el comportamiento local del esquema X = Spec(R) en torno al ideal primo

P = {0}. En este caso, la localizacién de R en P corresponde a
Rp={|reRyseR—{0}} =Q[v3].

Este anillo de hecho es un cuerpo, por lo que su tnico ideal propio es PRp = {0}, el cual también

es maximal. Por esta razén es evidente que

Rp/PRp = Q[V3].
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Conclusiones y proyecciones

Al finalizar el capitulo 1, dimos la definicién de un esquema afin, la cual toma como punto de partida
un anillo conmutativo con identidad R, el espacio topoldgico X = Spec(R) y el haz estructural de
anillos conmutativos Ox construido y detallado en ese capitulo. En resumen, un esquema afin se

construye a partir de un anillo conmutativo con identidad R.

Sin embargo, podemos ampliar nuestra visién. Para tal efecto, la idea consiste en tomar como punto
de partida cualquier espacio topolégico X y asi poder definir un esquema de manera general (no
necesariamente un esquema afin). De esta forma, si nuestro objetivo fuese estudiar esqueméticamente
algin espacio topoldgico, entonces no seria primordial el hecho de contar con un anillo conmutativo
con identidad R como base de nuestro andlisis. Ante esta situacién, podria surgirnos la siguiente
inquietud. Si el asunto sobre los esquemas afines ya es bastante complejo de digerir, ;para qué seguir

complicdndolo atn mas? Existen varias razones.

(i) Los esquemas afines tienen el siguiente problema. Si restringimos un esquema afin a algin
subconjunto abierto de él, entonces el esquema resultante podria no ser afin. Por lo tanto, la

nocién de un esquema en general nos entregard mucha mas flexibilidad.

(ii) Existen muchos ejemplos interesantes de esquemas que no son afines, como por ejemplo los

esquemas proyectivos y los espacios con puntos dobles.

(iii) Probablemente la razén més importante para estudiar los esquemas de manera general es que
no ganamos absolutamente nada con quedarnos solo con la teoria de los esquemas afines. La
categoria de los esquemas afines es anti-equivalente a la categoria de los anillos conmutativos

con identidad (ver [2], pdgina 30), por lo que cualquier estudio que queramos realizar sobre
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los esquemas afines, podremos hacerlo igual de bien solamente con la teoria de los anillos

conmutativos con identidad.

De manera rudimentaria, un esquema en general consiste en un espacio topolégico X junto con
un haz de anillos conmutativos con identidad Ox sobre X de tal manera que la pareja (X,Ox)
es localmente afin. Esto tltimo significa que X se puede recubrir mediante abiertos U; tales que
la restriccion del haz Ox sobre cada abierto U; es ahora un esquema afin, es decir, existen anillos
conmutativos con identidad R; tales que los esquemas (Ui, OX‘U) y (Spec (Ri) s Ospec( Ri)) son

isomorfos.

Este enfoque més extenso nos entregara herramientas contundentes que permiten estudiar variedades
algebraicas afines y proyectivas, e incluso podremos utilizar estos nuevos conceptos para analizar
algunos problemas relacionados con geometria aritmética. En conclusion la teoria de los esquemas
es una amalgama de métodos aplicables a varios problemas que nacen desde la geometria algebraica
y la teoria de nimeros, y que ademads utiliza ingredientes de diversas areas de la matematica, como

el algebra conmutativa, la topologia y la teoria de categorias.
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Anexo A

Nociones sobre la teoria de categorias

Definiciéon A.1. Una categoria consiste en una coleccion de objetos junto con morfismos entre cada
pareja de objetos. Mas especificamente, dados dos objetos A y B en la categoria C, los morfismos
entre A y B forman un conjunto denotado por Hom(A, B), los cuales deben satisfacer las siguientes

propiedades.

(i) Para cualquier objeto A, el conjunto Hom(A, A) debe contener un elemento llamado morfismo

identidad y denotado por id4;

(ii) Dados dos morfismos ¢ € Hom(B,C) y ¢ € Hom(A, B), debe existir el morfismo composicion
de ¢ con 1, el cual se denotard por ¢ o1 € Hom(A,C). La composicién de morfismos debe

satisfacer dos axiomas naturales.

» Para todo ¢ € Hom(A, B) se cumple que g oidg4 = idp op = ¢;
» Para todos x € Hom(A, B), v € Hom(B, C) y ¢ € Hom(C, D) se cumple que (po))ox =

po(Yox).

Un morfismo ¢ € Hom(A, B) se llama isomorfismo si es que existe un segundo morfismo ¢ €
Hom(B, A) de modo que o ¢ = idg y ¢ ot = idp. Denotaremos al conjunto de todos los

isomorfismos entre los objetos A y B por Isom(A, B).

Una subcategoria de una categoria C es simplemente una categoria D la cual consta de algunos
objetos y algunos morfismos de C. La subcategoria se llamara completa si dados dos objetos Ay B

en D, todos los C—morfismos entre A y B también son morfismos en D.
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Ejemplo A.2. Algunas categorias comunes y sencillas son las siguientes.

(i) Con es la categoria de los conjuntos. Dados dos conjuntos A y B, Hom(A, B) es el conjunto

de todas las funciones con dominio A y codominio B.

(ii) Gr es la categoria de los grupos. Dados dos grupos A y B, Hom(A, B) es el conjunto de todos

los homomorfismos de grupo h: A — B.
(iii) Ab es la categoria de grupos abelianos, la cual es una subcategoria completa de Gr.

(iv) Top es la categoria de los espacios topolégicos. Dados dos espacios topoldgicos X e Y,

Hom(X,Y) es el conjunto de todas las funciones continuas f: X — Y.

Definicion A.3. Sean C; y Cy dos categorias. Un functor covariante F' desde C; a Ca es un regla

que

(i) asocia a cada objeto A en C; un objeto F'(A) en Ca;

(ii) asocia a cada morfismo ¢ € Hom(A, B) en C; un morfismo F(p) € Hom(F(A), F(B)) en Co

de manera tal que se verifican las siguientes propiedades.

= Para cada objeto A en C; se cumple que F(ida) = idp(4);

» Para cualquier pareja de morfismos 1) € Hom(A, B) y ¢ € Hom(B, C), ambos en Cy, se
cumple que F(p o) = F(p) o F(¢).

Ejemplo A.4. Consideremos la categoria Gr de los grupos junto con los homomorfismos de grupos
y la categoria Con de los conjuntos con las funciones entre conjuntos. Podemos construir un functor
covariante F' desde Gr a Con de manera muy simple. Dado un grupo G, definimos F(G) como
aquel conjunto formado por los elementos de G, y dado cualquier homomorfismo ¢ € Hom(G, H),
definimos F'(¢) como la misma funcién subyacente entre los conjuntos F(G) y F(H). En cierto
sentido, el functor F' nos muestra algo muy obvio; nos indica que cualquier grupo es en realidad
un conjunto con un poco de estructura adicional, mientras que cualquier homomorfismo de grupos
es simplemente una funcién entre dos conjuntos con algunas propiedades extras. Informalmente,
podemos pensar que F' se olvida de la estructura de grupo, y en su lugar trata a estos objetos como

simples conjuntos. Por esta razon, a esta clase de functores se les denomina functores olvidadizos.
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Definicion A.5. Sean C; y Co dos categorias. Un functor contravariante F' desde C1 a Co es un

regla que

(i) asocia a cada objeto A en C; un objeto F(A) en Co;

(ii) asocia a cada morfismo ¢ € Hom(A, B) en C; un morfismo F(¢) € Hom(F(B), F(A)) en Co

de manera tal que se verifican las siguientes propiedades.

» Para cada objeto A en C; se cumple que F(ida) = idp(4);

» Para cualquier pareja de morfismos 1) € Hom(A, B) y ¢ € Hom(B, C), ambos en Cy, se

cumple que F(p o)) = F(¢) o F(p).

Ejemplo A.6. Sea Vecy la categoria de todos los espacios vectoriales sobre un cuerpo fijo k. La
regla que asigna a cada espacio vectorial V' su espacio dual V* y a cada transformacién lineal
T :V — W la transformacion lineal dual 7% : W* — V* es un functor contravariante desde Vecy,

sobre si misma.

Definicion A.7. Sean F y GG dos functores covariantes entres las categorias C1 y C2. Un morfismo
de functores covariantes ® entre F''y G es una coleccién de morfismos ®4 : F(A) — G(A) en Cy
para todo objeto A en C; de modo que para cualquier morfismo ¢ : A — B en C; el siguiente

diagrama conmuta.

F(A) G(A)
F(cp)l G(e)
P(B)—5— G(B)

Ademis, el morfismo ® es un isomorfismo de functores covariantes si cada ® 4 es un isomorfismo.

En este caso anotaremos F = (.

Si ahora F' y G son functores contravariantes, un morfismo (isomorfismo, resp.) de functores
contravariantes se definird de manera similar, con el reparo de que ahora es el siguiente diagrama

el que conmutard.
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F(B) G(B)
F(so)l G(e)
F(A) G(A)

Ejemplo A.8. Dado R cualquier anillo conmutativo con identidad podemos construir el grupo de

matrices invertibles de tamafio n X n con entradas en R, al cual denotaremos por GL,(R).

Ahora bien, cualquier homomorfismo de anillos conmutativos con identidad f : R — S inducird un

homomorfismo de grupos GL,(f) : GL,(R) = GL,(S) dado por

(aij)lgi,jgn = (f (aij))1§@'7j§n’

Por otro lado, si denotamos por R* al grupo de elementos invertibles de R, entonces el homomorfismo
de anillos conmutativos con identidad f : R — S induce también un homomorfismo de grupos

f*: R* — 5 el cual estd dado por la restricciéon de f a R*.

De hecho, GL,, y * son functores entre la categoria de los anillos conmutativos con identidad
y la categoria de los grupos. Mas ain, existe un morfismo entre estos functores conocido como
determinante. El determinante de una matriz A con entradas en R se obtiene mediante la férmula

habitual (como sumas y productos de sus entradas).

Notemos que dada una matriz A € GL,(R), entonces existe B € GL,,(R) de modo que AB = Ij.
Por la propiedad multiplicativa del determinante (la cual sigue siendo valida para esta construccién

generalizada), tenemos que
detR(AB) = detR(IR) = detR(A) . detR(B) =1gr

Luego, detr(A) es un elemento invertible en R cuyo inverso es detr(B). Incluso es mas, detp :
GL,(R) — R* es un homomorfismo de grupos y se puede verificar que el siguiente diagrama

conmuta.
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detg

GL(R) 35 po
GLn(f)J [ =
GLH(S) detg =

Observacién A.9. Dadas dos categorias C1 y Co podemos definir la categoria de functores covarian-
tes del par (C1,C2), cuyos objetos son los functores covariantes entre C; y Cy y cuyos morfismos son los
morfismos de functores covariantes. Cabe especificar que la regla de composiciéon de dos morfismos
de functores ® y ¥ queda inducida por la composiciéon de los morfismos ® 4 y ¥ 4 para cada objeto
A en C;. Més especificamente, si el morfismo W corresponde a la coleccion ¥4 : FI(A) — G(A) y el
morfismo ® corresponde a la coleccién @4 : G(A) — H(A), entonces el morfismo ® o ¥ corresponde

a la coleccion @4 oWy : F(A) — H(A).

Definicion A.10. Dos categorias C1 y Co son equivalentes si existe un functor covariante I’ de C;

en Cy y un functor covariante G de Cy en C; de modo que F'o G =ide, y G o F =ide,.

Si denotamos por ® y ¥ a los isomorfismos entre F' o G e id¢, y G o F' e id¢, respectivamente,

entonces diremos que G es el functor casi-inverso de F' (y vice versa).

Ma4s atn, si es posible encontrar functores covariantes F'y G con F o G =idg, y G o F = id¢,,

diremos que las categorias C; y Ce son isomorfas.

Por dltimo, definiremos categorias C; y Co anti-equivalentes (anti-isomorfas, resp.) de manera
similar, pero ahora considerando functores F' y G contravariantes. Notemos que en este caso los
functores F'o G y G o F son covariantes y esta definicién adquiere sentido en comparacién con lo

estipulado anteriormente.

Observaciéon A.11. Notemos que la definicién de categorias equivalentes es por supuesto una
relacion de equivalencia. La antiequivalencia de categorias también es una relacién de equivalencia,
a pesar de que el nombre nos podria llevar a pensar de manera engafiosa que esta relacion es

antisimétrica.

Ejemplo A.12. Sea k un cuerpo fijo. Las siguientes categorias son equivalentes.

(i) Maty, cuyos objetos son los nimeros naturales. Ademads, dados m,n € N, los morfismos entre
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m y n corresponden a todas las matrices de tamano n X m con entradas en k. En este caso

anotamos A € Hom(m,n).

(ii) Vec! cuyos objetos son todos los espacios vectoriales sobre k de dimensién finita. Ademas,
dados U y V dos espacios vectoriales sobre k£ de dimensién finita, los morfismos entre U y
V' corresponden a todas las transformaciones lineales f : U — V. En este caso anotamos

f € Hom(U, V).

Podemos construir un functor covariante F' entre Maty y Vecf de la siguiente manera. Para cada
objeto n € N definimos F(n) = k™. Ademds, dada A € Hom(m,n), definimos F(A) como aquella

transformacion lineal F'(A) : k™ — k" tal que v — Av.

Anidlogamente, podemos constuir un segundo functor covariante G entre Vecf y Mat. Para cada
espacio vectorial sobre k de dimensién finita U definimos G(U) = dimg(U). Ademds, dada f €

Hom(U, V'), definimos G(f) como la matriz asociada a f en algunas bases fijas By de U y By de V.

Se puede probar formalmente que los functores F' y G dan origen a una equivalencia entre las

categorias Maty y Vecf .

Ejemplo A.13. En general no es tarea ficil demostrar la equivalencia o anti-equivalencia de

categorias. Es por esto que consideraremos un caso muy sencillo de estudiar.

Sea C; una categoria con un tnico objeto denominado A, junto con un tnico morfismo, el cual no

puede ser sino el morfismo identidad id 4.

Sea Cy una categoria con dos objetos distintos X e Y, junto con cuatro morfismos distintos: idy,

idy y dos isomorfismos f: X - Y yg:Y — X talesque go f =idx y fog=idy.

Probaremos que C; y C2 no son categorias isomorfas, pero si son equivalentes. Para tal efecto,

construimos el siguiente functor covariante F' entre C; y Co.
FA)=X y F(ida) =1idx.
Asimismo, podemos construir el siguiente functor covariante G entre las categorias Co y Cj.

GX)=GY)=A y G(idy)=G(idy) =G(f) =G(g) =ida.
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Notemos que

(GoF)(A)=A y (GoF)(idy) =1ida,
y en consecuencia, G o F' = id¢,. Por otro lado, observemos que
(FoG)(X)=(FoG)(Y)=X
y (FoG)(idx) = (FoG)(idy) = (FoG)(f) = (FeoG)(g) = idx,
por lo que F o G # id¢,. Sin embargo, podemos definir el siguiente morfismo ® entre los functores

covariantes F' o G e idg,.

De hecho, ® es un isomorfismo entre los functores F' o G e id¢,. Esta construccién hace que los

siguientes diagramas conmuten.

(FoG)(X)—2X_ ide, (X) (FoG)(Y) —2Y_, ide,(Y)

(Fo G)(idx)\ ‘idCZ (idx) (Fo G)(idy)‘ ‘idCQ (idy)
(FoG)(X)—2X__ ide, (X) (FoG)(Y) —2Y ., ide,(Y)
(FoG)(X)—2X_ ide, (X) (FoG)(Y) —2Y_, ide, (V)

(Fo G)(f)\ ‘ idc, (f) (FoG) (g)‘ ‘ ide, (9)
(FoG)(Y) —2Y_, ide, (V) (FoG)(X) —2X__ ide,(X)

De esta manera, ' o G = idg, y efectivamente las categorias C; y C2 son equivalentes.

Ejemplo A.14. Al igual que en el ejemplo consideremos C; una categoria con un tnico
objeto A, junto con el morfismo identidad id4. Sea Co una categoria con dos objetos distintos X e
Y, pero ahora solamente consideraremos los morfismos idx e idy. Es evidente que estas categorias
no pueden ser equivalentes. Segtin lo expuesto en el ejemplo[A.13] C; y C2 podrian ser eventualmente

equivalentes solamente en caso de que los objetos X e Y sean isomorfos.
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Anexo B

Cuerpos de niimeros

Definicion B.1. Un cuerpo de nimeros es un subcuerpo de C de grado finito sobre Q.

Ejemplo B.2. Q, Q (ﬂ) y Q(7) son cuerpos de niimeros. Por el teorema del elemento primitivo
(ver [4], pagina 595), todos los cuerpos de nimeros son de la forma Q(«), donde « € C es un nimero

algebraico.

Definicién B.3. Sea w = ¢*™/™, donde m € N. El cuerpo Q(w) se conoce como m—ésimo cuerpo

ciclotomico.

Ejemplo B.4.

Tabla B.1: Algunos cuerpos ciclotémicos.

m w = e2mi/m Q(w)

1 1 Q

2 -1 Q

3 —5 i Q(iv3)

4 i Qi)

5 L4 ORE (VB +iv/10+2V5)
6 Lyl Q (iv3)

En general, para m impar, el m—ésimo cuerpo ciclotémico coincide con el 2m—ésimo, es decir,

Q (e%i/m) =Q (e“/m). Para probar este hecho, llamemos o = e™/m_ Es evidente que Q (aQ) -
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m-+1
Q(a). Ademéds, como m es impar, o = —a™*! = — (on)T, por lo que Q(a) C Q (on).

Se puede probar que para m par, los m—ésimos cuerpos ciclotémicos son todos distintos (ver [6],
pagina 27).

Definicion B.5. Sea d un nimero entero no cuadrado perfecto. El cuerpo @(\/&) se conoce como
cuerpo cuadrdtico. Si d > 0, este cuerpo se denomina cuerpo cuadrdtico real; si d < 0 se denomina

cuerpo cuadrdtico complejo.
Ejemplo B.6. Los cuerpos Q (\/ —3) y Q(7) son cuerpos ciclotémicos y cuerpos cuadréticos complejos.

Definicion B.7. Un nimero complejo se denomina entero algebraico si éste es raiz de algin

polinomio ménico p(x) € Zx].

Ejemplo B.8.

(i) Sin € Z, entonces n es un entero algebraico, ya que n es raiz del polinomio ménico x—n € Z[z].

(ii) Si d es un entero no cuadrado perfecto, entonces V/d es un entero algebraico, ya que éste es

raiz del polinomio ménico 2% — d € Z[z].
(iii) Sea m € N. El ntimero w = e2™/™ eg un entero algebraico, ya que éste es raiz del polinomio
moénico 2™ — 1 € Z[z].
Proposicion B.9. Los tnicos enteros algebraicos en Q son precisamente los enteros.
.. m . . T . .
Demostracion. Sea — € Q un entero algebraico. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
n

m y n son relativamente primos. Sea p(z) = 2" + a,_12" "' + -+ + a1z + ag € Z[z] algin polinomio
;o m
monico tal que p (—) = 0. Luego,
n
m’” mr‘fl

T

m
+--tar—+a =0
n

1 1

m +a,_1m " n+---+amn

r 1

m = -n (a,«_lmr_ 4 aymn’

De este resultado, podemos deducir que n debe dividir a m". Dado que m.c.d.(m,n) = 1, necesaria-
mente deberd suceder que n = +1. ¢
Lema B.10. Sea f(z) € Z[z] un polinomio mdnico y supongamos que f(x) = g(x)h(z), donde g(x)

y h(x) son polinomios mdnicos en Q[x|. Entonces, g(x) y h(z) pertencen a Z[x].
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Demostracion. Sea m el minimo comiin multiplo de los denominadores de todos los coeficientes que
aparece en g(x). Entonces mg(x) € Z[x] y los coeficientes de este polinomio no tienen ningin factor
en comun. Repetimos este mismo proceso con h(x) para obtener nh(z) € Z[x] con coeficientes sin

factores en comin. Mostraremos que mn = 1.

Supongamos que mn > 1. Elijamos cualquier entero primo p que divida a mn y notemos que

mnf(x) = mg(z)-nh(z) € Z[z]. Al reducir este polinomio médulo p, obtendremos 0 = mg(x)-nh(z).
Ademés, el anillo (Z/pZ) [z] es un dominio de integridad, por lo que mg(z) = 0 o nh(z) = 0. Esto
nos dice que todos los coeficientes de mg(z) son divisibles por p, o todos los coeficientes de nh(x)

son divisibles por p, lo cual es una contradiccion.

Finalmente, como mn = 1, necesariamente m = 1 y n = 1. Concluimos que g(z), h(x) € Z[z]. &

Proposicién B.11. Sea o un entero algebraico y f(x) € Zlx] un polinomio ménico de grado

minimal que tenga a o como raiz. Entonces f(x) es irreducible sobre Q|x].

Demostracion. Supongamos que f(z) es reducible sobre Q[z], es decir, f(z) = g(x)h(x), donde
g(x),h(x) € Q[z] son polinomios no constantes. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
tanto g(x) como h(z) son moénicos, ya que f(x) lo es. Por el lema g(x),h(x) € Z[z]. Por lo
tanto, o deberd ser, o raiz de g(z), o raiz de h(zx), ambos con grado menor al grado de f(z). Esto

contradice la minimalidad del grado de f(z). ¢

Corolario B.12. Sea d un entero libre de cuadrados. El conjunto de enteros algebraicos en el cuerpo

cuadrdtico Q(\/g) es

(i) Z+7Z+vd sid=2 mod 4 0 d=3 mod 4;

1+d
2

(i) Z+7Z sid=1 mod 4.

Demostracion. Como d es un entero libre de cuadrados, d no puede ser multiplo de 4. Es por esto
que distinguimos los casos d =1 mod 4, d=2 mod 4y d =3 mod 4. Llamaremos R al conjunto

de todos los enteros algebraicos contenidos en Q(\/&)

1+Vd

En primer lugar, probaremos que los anillos Z + ZvVd y Z + Z estan contenidos en R, segin

sea el caso. Para tal efecto, basta con demostrar que S =+vd € Rsid=2 mod 40d =3 mod 4,y

1+d
2

que v = € Rsid=1 mod 4, esto pues R es un anillo. En el primer caso, notemos que 8 es
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raiz del polinomio ménico 22 —d € Z[z]. En el segundo caso, observemos que 7 es raiz del polinomio

-1
ménico 22 — x — 0 Este 1ltimo polinomio tiene coeficientes enteros, ya que d =1 mod 4.

En segundo lugar, probaremos que el conjunto R formado por todos los enteros algebraicos en

1 d
Q(\/&) estd contenido en Z + Zv/d o Z + +2\f

existen a,b € Q tales que a = a + bv/d. Si b = 0, entonces a = a € Q y dado que « es un entero

7, segun sea el caso. Sea o € R. Como « € Q(\/&)

algebraico, por la proposicién [B.9] se requiere o € Z. En caso contrario, si b # 0, entonces el

polinomio minimal de « en Q[z] es

f(z) = (z— (cH—b\/g))(x — (a— b\/g)) = 2% — 2azx + a* — b?d € Q[z].

Ademas, dado que « es un entero algebraico, existe un polinomio p(x) € Z[z] ménico tal que p(a) =
0. Como f(x) es el polinomio minimal de « en Q[x], podemos factorizar p(z) como p(x) = f(z)g(x),

donde g(z) € Q[z] también es un polinomio ménico. Por el lema f(z) € Zx], es decir,

20€Z v a®—bdel.

Estas condiciones se satisfacen, por supuesto, cuando a,b € Z.

1
Sin embargo, dado que 2a € Z, también es posible que a admita la forma a = m + o con m € Z.

Probaremos que esta representacién es posible inica y exclusivamente cuando d =1 mod 4.

1
Pues bien, seam € Zy a =m + 7 De la segunda condicién podemos concluir que

1\? 1
a? — bid = (m+2> —bzd:m2+m+1—b2dez.
Dado que m? + m € Z, deducimos que

1 1 —4b%d
S—VdeZ & ——— €7 & 1-4*d=0 mod 4 & 4b*d=1 mod 4.

4 4

. - cs . . r
Si escribimos b € Q como una fraccién irreducible de la forma b = —, entonces
S

4r2d

4*d = —5- € Z.
S
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Como d es un entero libre de cuadrados, la fraccién anterior serd un entero solamente cuando s
1
divida a 4, esto es, s = £2. De esta manera, b admite la forma b = n + > donde n € Z. Luego, la

condicién 4b°d = 1 mod 4 equivale a

1\2
4<n+2> d=1mod 4 & 4n’d+4nd+d=1 mod 4 < d=1 mod 4.

Bajo esta ultima condicién para d, concluimos que

1 1 1 1
a:a+b\/g:m+2+<n+2>\/g:(mn)+(2n+1) +2\/aEZ+Z _|-2\/3.

En caso de que d =2 mod 4 o d =3 mod 4, la tnica opcion es que a y b sean ambos enteros. En

este caso,a:a%—b\/gEZ—i-Z\/a. ¢

Proposicion B.13. Sea a € C. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(i) « es un entero algebraico;

(ii) el grupo aditivo del anillo Z[a] es finitamente generado;
(iii) o pertenece a algin subanillo no nulo de C cuyo grupo aditivo es finitamente generado;
(iv) existe un subgrupo aditivo no nulo A C C finitamente generado tal que A C A.

Demostracion.

(i) = (i) Si « es un entero algebraico, entonces « es raiz de algin polinomio ménico p(x) € Z[x]

de grado n > 1. De esta manera, el grupo aditivo Z[a] queda generado por {1,,a?,...,a" 1}

(13) = (i4i) Trivial. El mismo conjunto Z[«a| es un subanillo no nulo de C que contiene a « y su

grupo aditivo es finitamente generado.

(731) = (1v) Trivial. Por hipétesis, existe un subanillo no nulo A C C con grupo aditivo finitamente

generado tal que o € A. Como A tiene estructura de anillo, se tiene que A C A.

(1v) = (1) Supongamos que A es un subgrupo aditivo no nulo de C generado por {a1,az,...,a,} C

C y que ademés satistace A C A. Podemos expresar cada aa; como combinacién lineal de
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ai,as,...,a, con coeficientes en Z.

aay = Bria1 + Biz2az + -+ - + Bipan
aaz = Par1a1 + Bazag + -+ - + Bopan

aan = 6711@1 + Bn2a2 +- Bnnan-

\

Reacomodando los términos, podemos plantear

pui—a P2 o Bin a 0
a1 Pr—a - P az 0
/Bnl Bn? o Bnn —« Gnp, 0
Como los elementos aq, as, ..., a, no son todos nulos, este sistema de ecuaciones en C debe tener

infinitas soluciones. De esta manera,

ﬁll -« /812 /Bln
621 622 —a e /321’1, —0.
Bn1 Bn2 <o Ban — o

Al desarrollar este determinante, obtendremos una ecuacién del estilo

(—1)"a"™ 4 términos de orden inferior = 0.
Finalmente, o es raiz de un polinimio ménico con coeficientes en Z, es decir, o es un entero
algebraico. ¢

Corolario B.14. Si a y 8 son enteros algebraicos, entonces o+ 5 y afs también lo son.

Demostracion. Sabemos que los grupos aditivos Z[a] y Z[f] son finitamente generados. Si Z[a] =
(a1,...,am) vy Z[B] = (b1, ..., by), entonces Z[a,b] = (a1b,...,amb,) también es un grupo aditivo
finitamente generado. Finalmente, Z[a, ] es un subanillo de C con grupo aditivo finitamente
generado que contiene tanto a o + 8 como a af3, y por la caracterizacién (iii) de la proposicién

BI3| @+ 8y af son enteros algebraicos. ¢
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Definiciéon B.15. Denotaremos por A al subconjunto de C formado por todos los enteros algebraicos.

Maés atn, por el corolario A es un subanillo de C.

Si K es cualquier cuerpo de ntimeros, entonces O = A N K también es un subanillo de C, el cual

se conoce como el anillo de los enteros de K.
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