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Resumen

La termodinamica cuantica ha revolucionado el aprovechamiento energético
mediante el diseno de motores basados en las propiedades cuanticas de la
materia. Sin embargo, un aspecto frecuentemente ignorado en este contexto
es el efecto de los bordes de los materiales, los cuales tienen un impacto
potencialmente significativo en el rendimiento de los sistemas.

En esta investigacion, se analiza como los bordes afectan el desempetio de un
motor de Otto con una sustancia de trabajo cudntica. El estudio comienza con
una revision de las propiedades fundamentales de la termodinamica cuantica,
incluyendo sus leyes y procesos aplicados al mundo cuantico. A continuacion,
se abordan los ciclos de Carnot y Otto en sus versiones cuanticas, destacando
que la eficiencia de Carnot continia siendo un limite teérico en este contexto.
Luego, se describe un sistema bidimensional sin considerar los bordes, en el
cual los electrones estan confinados mediante un campo magnético. Finalmente,
se incorpora un potencial polinémico que modela los bordes del material,
permitiendo explorar diferentes configuraciones y areas, y comparando estos
resultados con el caso base sin bordes.

Los resultados muestran que la inclusion de bordes reduce consistentemente
el campo magnético maximo necesario, al tiempo que mejora tanto el trabajo
como la eficiencia del motor en comparaciéon con el caso sin bordes. Ademés, se
observa una convergencia hacia el comportamiento del sistema sin bordes al
incrementar la potencia del polinomio utilizado para modelar los bordes. Estos
hallazgos sugieren que, en el diseno de motores cuénticos, el caso sin bordes
representa el limite inferior en términos de trabajo y eficiencia, subrayando
la importancia de considerar los efectos de los bordes en la optimizacion del

desempeno de estos sistemas.
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Capitulo 1

Introduccion

La creacion de motores termodinamicos cuanticos consiste en desarrollar
motores cuya sustancia de trabajo es un sistema cuéntico, lo que permite
establecer una conexién entre la termodinamica clasica y la mecanica cuéntica.
Uno de los primeros trabajos en esta area fue realizado por J. E. Geusic en 1967
[1], donde se mostré como lograr un equivalente cuéntico del motor de Carnot
clasico. Posteriormente, otros motores, como el de Otto, también han sido
adaptados a su contraparte cuantica. En 2008, H.T. Quan defini6 de manera
més consistente la maquina de Otto cuéantica [2|, estableciendo un marco de
acuerdo entre las distintas descripciones previas.

Los motores termodinamicos cuanticos exhiben propiedades interesantes [2]
que no se encuentran en sus versiones clésicas. Ademaés, al igual que los motores
clasicos, tienen el potencial de generar energia si se comprenden y desarrollan
adecuadamente. Un sistema comtinmente utilizado como sustancia de trabajo
en estos motores son electrones confinados mediante diferentes métodos [3].
En el trabajo de F. J. Pena et al., se estudi6 la termodinamica de un motor
de Otto cuya sustancia de trabajo es un electréon atrapado en una superficie
bidimensional mediante un campo magnético [4]. Las energias de este sistema
corresponden a los niveles de Landau, descritos por primera vez en 1930 por L.
Landau [5]. Aunque estos niveles han sido estudiados ampliamente debido a su
degeneracion, el sistema sigue presentando un comportamiento complejo.

Los bordes en sistemas fisicos son una caracteristica fundamental que muchas
veces se evita, a pesar de que en experimentos fisicos siempre existen limites
en los sistemas. Para electrones en un sistema bidimensional, como en el caso

de un gas de electrones, los bordes se suelen modelar utilizando un potencial



cuadratico [6], aunque también se han explorado otros enfoques, como funciones
escalon 7] o potenciales infinitos [8].

En este trabajo, se estudiara el efecto de los bordes, modelados mediante
potenciales polinémicos, en el trabajo y la eficiencia de un motor de Otto cuya
sustancia de trabajo es de naturaleza cudntica y consiste en electrones confinados
en una superficie bidimensional. Para ello, primero se abordaran las leyes
cuanticas de la termodinamica, describiendo los ciclos de Carnot y Otto en sus
versiones cuénticas. Posteriormente, se establecerd el hamiltoniano del sistema
para encontrar su funcion de particion y demés magnitudes termodindmicas en
funcion de un potencial ¢ arbitrario. Finalmente, se compararin estos sistemas
con bordes con el caso base sin bordes para identificar relaciones generales entre
ellos.

En esta tesis por tanto, la hipotesis fundamental es que al considerar los
bordes en un sistema fisico la eficiencia y el trabajo ttil se obtienen desde un
ciclo termodinamico cualquiera seran fuertemente afectados (ya sea de forma
positiva o negativa).

En esta linea, el objetivo general corresponde entonces a analizar
el impacto de los bordes en la eficiencia y el trabajo util de un motor
termodindmico cuantico, evaluando cémo estos factores afectan el desempeno
de ciclos termodinamicos en sistemas cuéanticos confinados en superficies

bidimensionales.



Capitulo 2

Termodinamica Cuantica

2.1. Leyes de la termodindmica cuantica

2.1.1. Ley cero

Un sistema termodinamico puede describirse mediante coordenadas
termodindmicas, como la presion y el volumen en un gas ideal. Estas coordenadas
pueden ser dependientes o independientes entre si, generando distintos estados
del sistema a medida que sus valores cambian. Si dos sistemas en estados
diferentes se ponen en contacto mediante una pared que permite el intercambio
de calor, después de un tiempo alcanzarédn el mismo estado y llegaran al
equilibrio térmico [9]. Imaginemos ahora dos sistemas, A y B, que no estan
en contacto entre si, pero ambos intercambian calor con un tercer sistema
C. Después de alcanzar el equilibrio térmico con C, al aislar cada sistema y
luego juntar A y B, observaremos que también estaran en equilibrio térmico
entre ellos. Este principio, conocido como la “Ley Cero de la Termodinamica”,
proporciona la base para definir la temperatura de un sistema, una métrica
crucial en el estudio de los sistemas termodinédmicos.

En un sistema cuéntico, debido a su naturaleza, no es practico medir
directamente la temperatura de la sustancia de trabajo. En su lugar, se utiliza un
bano térmico, que permite el intercambio de calor entre el sistema cuantico y sus
alrededores. Esto plantea la posibilidad de que, para sustancias cuanticas, la Ley
Cero no esté perfectamente definida. Para nuestros propoésitos, definiremos que
los procesos sean cuasiestaticos, de modo que la Ley cero de la Termodindmica

es aplicable en nuestro sistema.



2.1.2. Primera ley

La Primera Ley de la Termodindmica describe la relaciéon entre la energia
interna de un sistema y el trabajo y calor intercambiados con su entorno.

Generalmente, se expresa como:

dU = oW 4 0Q) (2.1)

donde dU representa el cambio infinitesimal en la energia interna, 6(¢) es
el calor que ingresa al sistema, y W es el trabajo realizado por el sistema
[10]. Podemos interpretar el trabajo como la energia que podemos controlar
directamente en el sistema, mientras que el calor representa la energia que
intercambia con los reservorios externos. Cabe senalar que tanto el calor como
el trabajo son derivadas inexactas, lo que implica que sus valores dependen del
camino recorrido en el proceso, a diferencia de la energia interna, que es una
funcion de estado y solo depende del estado inicial y final del sistema.

Para definir procesos termodindmicos en sistemas cuénticos, es necesario
formular la Primera Ley en el contexto cuantico. Aunque existen varias maneras
de describirla y atn no hay un consenso claro [11], consideraremos en esta
tesis el enfoque donde los procesos en nuestro sistema son cuasiestaticos. Los
procesos cuasiestaticos se caracterizan por mantener el sistema en un estado
infinitesimalmente préximo al equilibrio, permitiendo asi describir la Primera
Ley en un contexto cuantico.

Consideremos un sistema cuéantico genérico cuyo hamiltoniano puede

expresarse como |2, 12]:

H=> E,|n)n| (2.2)

donde F, representa la energia del nivel n-ésimo. Usando el estado
fundamental |0) como referencia, podemos expresar la energia interna como el

valor esperado del hamiltoniano:

U=(H)=)Y P,E, (2.3)

donde P, es la probabilidad de ocupacion del nivel n-ésimo. Derivando

ambos lados de la ecuacion (2.3), obtenemos:



dU = (E,dP, + P, dE,) (2.4)

El primer término depende del cambio en las probabilidades de ocupacion y
se relaciona con el cambio en la entropia de Von Neumann, lo que nos permite

asociarlo con el calor:

0Q =Y E,dP, (2.5)

El segundo término, que corresponde a cambios en los niveles de energia

con probabilidades constantes, lo identificamos como el trabajo:

oW =>"P.dE, (2.6)

De esta manera, el calor depende de las variaciones en las probabilidades
de ocupacion mientras los niveles de energia permanecen fijos, y el trabajo
corresponde a los cambios en los niveles de energia con probabilidades constantes.
Asi, podemos adaptar la Primera Ley de la Termodinamica para su aplicacion

en sistemas cuénticos.

2.1.3. Segunda ley

La Segunda Ley de la Termodinamica explica por qué el calor fluye de
objetos con mayor temperatura a los de menor temperatura o por qué el tiempo
parece fluir en una direccion definida. Esta ley establece que el cambio en la
entropia de un sistema cerrado que evoluciona a lo largo del tiempo debe ser

siempre positivo o nulo:

AS >0 (2.7)

La entropia termodinédmica surge de la necesidad de definir una diferencial
exacta para el calor. Por ello, se establece que, para un proceso reversible en

un camino cerrado, se cumple:

T

Esta integral es independiente del camino, permitiéndonos definir una nueva

j{@ =0 (2.8)



cantidad llamada entropia [10]:

_ a9
T

En el contexto cuantico, el cumplimiento de la Segunda Ley es mas complejo

ds (2.9)

debido a que el sistema utiliza banos térmicos para establecer la temperatura y
a la presencia de interacciones de largo alcance entre particulas. Sin embargo,
para sistemas puramente cuanticos, se ha demostrado que pueden generarse
restricciones adicionales que incluyen la Segunda Ley [13], o que esta se sigue
cumpliendo al considerar los banos térmicos y otras condiciones especificas
[14]. En nuestro caso, al trabajar con procesos cuasiestaticos y formar un ciclo,
podemos asumir que la Segunda Ley se comportara de manera similar a la de
un sistema clésico.

La entropfa es una cantidad termodindmica fundamental que determina los
limites de eficiencia en nuestros ciclos termodindmicos. Ademas, nos proporciona
la relacion entre la temperatura y el campo magnético durante ciertos procesos,
y permite calcular el calor y el trabajo del motor que utilizaremos. Todo esto

se explicara en las siguientes secciones.

2.1.4. Tercera Ley

La Tercera Ley de la Termodinamica establece que para una sustancia

cristalina pura se cumple:

lim AS = 0 (2.10)

T—0

Es decir, cuando la sustancia se aproxima al cero absoluto, el cambio de
entropia del sistema debe ser nulo. Esto ocurre tinicamente en cristales perfectos,
ya que al no haber movimiento térmico solo existe un estado posible. En otros
sistemas, al reducir la temperatura, estos tienden a un valor de entropia
que puede no ser cero. En el caso de sistemas cuénticos, se han estudiado
diversos ejemplos que presentan dificultades para cumplir con la Tercera Ley;
sin embargo, con descripciones més precisas y considerando interacciones
adicionales, se ha observado que muchos sistemas cuénticos respetan la Tercera
Ley [15, 16]. En nuestro trabajo, dada la aproximacion cuasiestatica utilizada,

podemos asumir que la Tercera Ley se mantendré valida.



2.2. Procesos Termodinamicos Cuanticos

2.2.1. Proceso Isotérmico Cuantico

Un proceso es isotérmico cuando la temperatura se mantiene constante.
Esto puede lograrse ajustando cuidadosamente las coordenadas del sistema o
utilizando un reservorio térmico que mantenga estable la temperatura. En un
sistema de dos niveles, |0) y |1) (estado base y primer estado excitado), separados
por una energia AFE, designamos las probabilidades de ocupacion como Py y
Py, respectivamente [2]. Dado que nuestros procesos seran cuasiestaticos, la

relacion entre las probabilidades debe cumplir la distribuciéon de Boltzmann:

P
r(t) = F; = e PAED) (2.11)

donde = 1/kgT, con kg la constante de Boltzmann y T' la temperatura.
Ademas, como condicién de normalizacion, la suma de estas probabilidades

debe ser igual a 1:

Observamos que, al igual que en un proceso isotérmico clésico, aqui puede
haber intercambio de calor y trabajo, debido a las variaciones en el ratio de
probabilidades y en la diferencia de energia entre los niveles. Si el proceso ocurre
de forma suficientemente lenta, podremos mantener la temperatura constante

durante todo el proceso.

2.2.2. Proceso Isocorico Cuantico

Un proceso isocorico se caracteriza por un intercambio de calor sin realizacion
de trabajo. En la termodinamica clésica, esto se logra manteniendo el volumen
constante; en el caso cuantico, el proceso depende de un pardmetro externo
w, que se mantendréa constante mientras se intercambia calor [17]. Usando la
Primera Ley de la Termodinamica, observamos que para que el trabajo sea
nulo no debe haber cambios en los niveles de energia, lo que implica que el
cambio en el sistema se debe tinicamente a variaciones en las probabilidades de
ocupacion en cada nivel de energia. Debido a la entropia de Von Neumann, la

entropia del sistema cambiara durante el proceso.



Dado que este proceso se utiliza en diversos ciclos termodinamicos, se
requiere un parametro externo w adecuado para este proposito. Una opciéon
comin son los campos magnéticos, ya que su interacciéon es compatible con los
hamiltonianos estudiados y permite cambios en las probabilidades sin afectar
la diferencia entre los niveles de energia, como ocurre en los niveles de Landau.

Por este motivo, nos referiremos a estos procesos como “Isomagnéticos”.

2.2.3. Proceso Adiabatico Cuantico

Un proceso adiabatico es aquel en el que no hay intercambio de calor entre
el sistema y el reservorio. En el caso clasico, esto se logra al realizar el proceso
de manera rapida, de modo que no hay tiempo suficiente para la transferencia
de calor. En su version cuéntica, usando la Primera Ley, vemos que para evitar
el intercambio de calor, el cambio en las probabilidades de ocupaciéon debe ser
nulo. Esto se consigue realizando el proceso de manera suficientemente lenta,
para que sea cuasiestético, siendo esta una de nuestras condiciones [3]. Ademas,
al no cambiar las probabilidades durante el proceso, la entropia del sistema se

mantendri constante.
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Capitulo 3

Ciclos termodinamicos

3.1. Ciclo de Carnot Cuantico

El ciclo de Carnot es uno de los ciclos termodinamicos méas conocidos e
importantes, ya que responde a la pregunta sobre la maxima eficiencia posible
para un motor termodinamico clasico [9]. Esto nos motiva a buscar un anélogo
cuantico y verificar si dicha eficiencia maxima sigue cumpliéndose en el contexto

cuantico.

3.1.1. Procesos del Ciclo

Imitando la configuracién de su contraparte clasica, el ciclo de Carnot
cuantico consta de dos procesos isotérmicos cuanticos y dos procesos adiabaticos
cuanticos. Cada proceso se describe en la Figura 3.1.1 para un sistema de dos

niveles:

1. Proceso A — B: Este es el primer proceso isotérmico, donde el sistema
estd en contacto con el reservorio caliente y las probabilidades de
ocupacion cambian, aumentando la entropia de S(A) a S(B) sin alterar

la temperatura Tj,.

2. Proceso B — (': Este es un proceso adiabatico en el que la temperatura
varia de T}, a T; mediante un cambio en los niveles de energia, manteniendo

constante la entropia S(B).

3. Proceso C' — D: El segundo proceso isotérmico en el cual el sistema

esta en contacto con el reservorio frio. Las probabilidades de ocupaciéon

11



cambian, reduciendo la entropia de S(B) a S(A) mientras la temperatura

permanece en 1;.

4. Proceso D — A: Finalmente, en el segundo proceso adiabatico, la
temperatura aumenta de 1} a 7}, manteniendo constante la entropia

en S(A) y regresando al estado inicial.

A

A B (2) Al A
1 h
B

A

"D, C,B) D -
e T

] | ’
S(A) S@®B) S P/ Ph P,

1

((a)) Temperatura contra Entropia para ((b)) Diferencia de los niveles de energia

un ciclo de Carnot clasico y cuéntico. contra la probabilidad de ocupacién del
estado excitado (P;) para un ciclo de
Carnot cuantico.

Figura 3.1.1: Diagramas para un ciclo de Carnot cuantico. Los procesos
A — By C — D son isotérmicos, mientras que los procesos B —Cy D — A
son adiabéaticos.

3.1.2. Reversibilidad

Para que el ciclo de Carnot cuantico sea reversible, es esencial que la
distribuciéon de Boltzmann se conserve después de cada proceso adiabatico
y que la temperatura al final del ciclo coincida con la temperatura inicial
del proceso isotérmico. Estas condiciones se cumplen si los niveles de energia
cambian en la misma proporcién durante el proceso adiabatico, igual a la
relacion entre las temperaturas de los reservorios. Proponemos entonces que
el ratio entre dos niveles de energia, n y m, se mantenga constante al inicio y

final del proceso adiabéatico:

P,(B) 1 (B (B)-Em(B)) _ Pu(C) L (En(C)—Em(C)) (3.1)

— ¢ kBTh = — L —¢ kBT

Bn(B) Bn(C)




donde P,(B) y P,(C) representan las probabilidades de ocupacion en los
puntos By C,y E,(B) y E,(C) son los niveles de energia correspondientes.

Esto lleva a la siguiente relacion:
T

lo que verifica que se cumplen todas las condiciones para la reversibilidad

(En(B) = En(B)) (En(C) = En(C)) (3.2)

del ciclo.

3.1.3. Calor, Trabajo y Eficiencia

Podemos calcular el calor y el trabajo de los cuatro procesos del ciclo
utilizando la Primera y Segunda Leyes [18]. Sin embargo, en este anélisis
nos enfocamos en la eficiencia del ciclo, calculando el calor liberado (Q,.) €
incorporado (Q;,) en los procesos isotérmicos. Dado que la temperatura es

constante en estos procesos, podemos aplicar la Segunda Ley:

Qin = Th(S(B) — S(4)) (3.3)
Qout = T'l(S(C) - S(D)) (34)

donde S(A),S(B),S(C) y S(D) representan la entropia en los puntos
A, B,C y D respectivamente. Como la entropia depende solo de las
probabilidades de ocupacion, y estas no cambian en los procesos adiabaticos,
se cumple que S(B) = S(C) y S(A) = S(D), permitiendo calcular el trabajo

total del sistema:

W= Qin - Qout = (Th - ﬂ)(S(B> - S(A)) (35)

Finalmente, la eficiencia del ciclo se define como [9]:

w T
=1—-—= 3.6
Om T, Ule} ( )

lo que muestra que es posible alcanzar la eficiencia del ciclo de Carnot clasico

Ui

en condiciones cuasiestaticas. Si es necesario, la eficiencia puede expresarse en

términos de los niveles de energia mediante la ecuacion (3.2):

(3.7)



Un ciclo de Carnot cuéntico también puede funcionar como un refrigerador,

en cuyo caso su coeficiente de rendimiento (COP) es:

Qin _ Th
w1, =1

indicando que las métricas de eficiencia dependen tunicamente de las

copP = (3.8)

temperaturas de los reservorios.

3.2. Ciclo de Otto Cuantico

El ciclo de Otto cuantico es ampliamente utilizado en experimentos [3], ya
que permite calcular el calor y el trabajo de manera individual en los procesos
isocoricos y adiabaticos. Dado su amplio uso, este seré el ciclo que estudiaremos

en este trabajo.

3.2.1. Procesos del Ciclo

Al igual que en su equivalente clasico, el ciclo de Otto cuantico consta
de dos procesos isocoricos cudnticos y dos procesos adiabaticos cuanticos. A
continuacion, se describen los procesos mostrados en la Figura 3.2.1 para un

sistema de dos niveles:

1. Proceso A — B: En el primer proceso adiabatico, partiendo de
la temperatura del reservorio frio 7j, la temperatura del sistema se
incrementa hasta T, manteniendo constante la entropia S(A) = S(B).

Para lograr esto, el parametro externo w; aumenta hasta wy,.

2. Proceso B — (C': En el proceso isocorico, la temperatura se incrementa
desde T’ hasta la del reservorio caliente 7}, cambiando las probabilidades
de ocupacion y, por tanto, la entropia. Esto se realiza sin alterar el

parametro externo wy,.

3. Proceso C' — D: En el segundo proceso adiabatico, la temperatura
disminuye de T}, a T, manteniendo constante la entropia S(C) = S(D).
Este cambio de temperatura se debe a la modificaciéon del parametro

externo desde wy, hasta wj.

14



4. Proceso D — A: Finalmente, en el segundo proceso isocoérico, la
temperatura del sistema disminuye desde T» hasta 7;, y las probabilidades

de ocupacion cambian, retornando el sistema al estado inicial.

. C(3) A

A
B(2) B "
8, |- = 1O =T,

*s

Al D:(’l) A e WHHD T
S(A) s(C) S Pl Ph p g

((a)) Temperatura contra Entropia para ((b)) Diferencia de los niveles de energia

un ciclo de Otto clasico y cuéntico. contra la probabilidad de ocupacion del
estado excitado (P;) para un ciclo de
Otto cuantico, las lineas curvas punteadas
representan isotermas.

Figura 3.2.1: Diagramas para un ciclo de Otto cuéntico. Los procesos A — B
y C' — D son adiabaticos, mientras que los procesos B — C'y D — A son
isocoricos.

3.2.2. Calor, Trabajo y Eficiencia

Siguiendo el analisis de [2], utilizamos la Primera Ley para calcular el calor

que ingresa (Q;,) v sale (Qy:) del sistema en los procesos isocoricos:
C .
Q= / E,dP, =) E{"[P,(C) - P.(B)] (3.9)
n B n

Qout = — /D ’ E,dP, = E{"[P,(D) - P,(A)] (3.10)

donde ES™ v EX™ son las energias de los niveles en cada proceso. Asumimos

que las diferencias entre niveles son proporcionales:

B _ Eln) — o (plovt) _ plout)y (3.11)
donde a es una constante. Usando la energia base ES™ = E™ = 0,
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) = B Como en el ciclo de Carnot, las probabilidades de

obtenemos EY"
ocupacion permanecen inalteradas en los procesos adiabaticos (P,(A) = P,(B)
y P,(C) = P,(D)), lo cual permite expresar el trabajo y la eficiencia del ciclo

CO1mo:

W = Qin — Qo = S — B0 (C) = Pu(B)] (3.12)
W ET(LOUt) _ Er(r(ZUt) 1
B I o

Para un sistema de dos niveles, esta eficiencia es la misma que la del ciclo
de Otto clésico. Es importante senalar que el ciclo de Otto cuantico tiene la
posibilidad de funcionar como motor, refrigerador, acelerador o calentador [18],

demostrando su versatilidad.

3.3. Motor de Otto con una Sustancia de Trabajo

Cuantica

Como se mencion6 anteriormente, utilizaremos el ciclo de Otto cuantico
para construir un motor. Dado que todos nuestros procesos son cuasiestaticos,
el motor de Otto clasico puede aplicarse a una sustancia de naturaleza cuéntica,
y procederemos a detallar los calores, trabajos y la eficiencia del motor cuantico
de Otto.

Nuestro sistema, que actuara como la sustancia de trabajo del motor, consiste
en electrones confinados en una superficie bidimensional bajo la influencia de
un campo magnético. El pardmetro externo wp, depende de la magnitud del
campo magnético B;, donde B, representa el campo magnético inicial en el
punto A y B; es el campo en el punto C. En la Figura 3.3.1 se presenta el ciclo
del motor de Otto, donde calcularemos el calor y el trabajo en cada proceso
del ciclo, utilizando la diferencia de energia interna de acuerdo con la Primera

Ley de la Termodinamica:

1. Proceso A — B: Este es un proceso adiabatico, en el cual no hay

intercambio de calor; solo se realiza trabajo.

b oU
WA—>B = / dB (8_B> = U(TB, Bl) — U(T’l, BO) (314)
Bo S
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2. Proceso B — C": Este es un proceso isomagnético, en el cual no se realiza
trabajo porque el campo magnético se mantiene constante, permitiendo

Unicamente el intercambio de calor.

5 oU
QB—>C - / dr (ﬁ) = U(Th, Bl) — U(TB, Bl) (315)
Tp B,

Denotaremos el calor en este proceso como Q.

3. Proceso C' — D: Al igual que el primer proceso, este es adiabético, por

lo que solo se realiza trabajo sin intercambio de calor.

Bo ou
Weop = / dB (8_B> = U(Tp, By) — U(Ty, By) (3.16)
B1 S

4. Proceso D — A: En este segundo proceso isomagnético, el sistema

intercambia calor sin realizar trabajo, retornando al punto de partida.

T oU
@va= | dT(ﬁ) U By~ U(Tp By (317)
TD BO

Definimos este calor como Q) yy;.

T Th,
S Wesn \
D__&H Ay \ C
U <~
T, Qpac ~_
\
\ (0
\* > B
A | == Wiss :,
i i
i i
1 1 N
B(] Bl

Figura 3.3.1: Diagrama de entropia contra campo magnético para nuestro
ciclo de Otto.

Este analisis es valido para el caso en que By < B;. Cabe destacar que, al
incrementar el campo magnético, la temperatura del sistema puede disminuir
[4], lo que en ciertas condiciones podria invertir los roles de los reservorios,

con T}, actuando como el reservorio frio y 7; como el reservorio caliente, como
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consecuencia los calores de entrada (Q;,) y salida (Quy) invierten su ubicacion
en el ciclo.
El trabajo total del sistema, obtenido como la suma de los trabajos realizados

en los procesos adiabaticos, es:

WT = WAHB—FWCHD = U(TB, Bl)—U(T}, Bo>+U(TD, BQ)—U<Th, Bl) (318)

Finalmente, la eficiencia del motor, 7, en términos de la energia interna, se

expresa Como:

n = _WT _ _U(TBaBl) —U(T},By) + U(Tp, By) — U(Th, B1) (3.19)
Qin U(Ty,B1) —U(Ts, By) '
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Capitulo 4

Material bidimensional con campo

magnético

4.1. Sistema

Nuestro primer paso sera replicar el procedimiento hecho en [4] para tener
un caso base en el cual no se consideran los bordes. Este sistema consta de
un material de forma rectangular, siendo sus dimensiones L, por L, y area
A = L,L,, en donde se tienen electrones afectados por un campo magnético B=
Bz perpendicular al material. Este campo magnético hace que los electrones
tengan un movimiento circular uniforme debido a la fuerza de Lorentz [6]. El

hamiltoniano del sistema para un electron es:

H= ﬁ (p+ eA)’ (4.1)

donde m es la masa del electrén, e es su carga, p es el vector de momento,
y A es el vector potencial. En esta ocasion usaremos el gauge de Landau [6]
(A = (0,2B)), aunque se pueden obtener los mismos resultados con el gauge

simétrico [6, 19]. Nuestro hamiltoniano seré entonces:

H= ﬁ (P2 + (py + exB)?) (4.2)

Ya que H conmuta con p,, podemos usar su autovalor hk,:

o 2 meh

o 5 (z + k,l1%)? (4.3)
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donde definimos:

eB
wp = — 4.4
B= (4.4)
siendo esta la frecuencia ciclotrénica [6], que representa la frecuencia del

movimiento ciclotréonico. También definimos:

1% (4.5)

n
eB

llamado largo magnético [6, 20|, que representa el radio del movimiento
hecho por el electron. Podemos apreciar que la forma del hamiltoniano es la de
un oscilador arménico centrado en —k,/%. Esta energia es conocida [6] y estara

dada por:

B, = hwg (n + %) (4.6)

con n € Ny. Se puede ver que el nimero cuantico k, no esta presente en la

expresion de la energia. Debido a esto, el sistema tiene una gran degeneracion.

4.2. Degeneracion

Ya que nuestra muestra esta restringida a un area rectangular de tamano L,
por L,, debemos determinar cuéntos estados k, caben en esta area. Debido a
como es el sistema, restringirlo a una distancia L, hara que el nimero cuéntico
k, esté cuantizado por unidades de 27/L, [6]. Por otro lado, al estar centrado
en x = —k,l%, y considerando que los posibles valores de z estdn entre —L, /2
y L, /2, podemos comprobar que los valores de k, estaran entre —L,/2(% y
L,/21%. Con esto, podemos calcular la cantidad total de estados:

L, La/20% " L.L, eBA (@7

21 ) _p, 2 Yo omly 2mh

donde A = L, L,, este valor es la degeneracion del sistema [6]. La definiremos

de aqui en adelante como:

(4.8)
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4.3. Termodinamica

Con la energia y la degeneracién podemos calcular la funciéon particiéon del
sistema, con la cual podremos derivar las cantidades termodinédmicas necesarias
para describir el motor de Otto. La funciéon particién para 1 particula esta

definida como:

Z=DY e (4.9)

donde F, es la energia del sistema, D es la degeneracion dada por la ecuacion
(4.8), y B es:

1
= 4.10
=i (4.10)
siendo kp la constante de Boltzmann y T la temperatura. Reemplazando

con los datos obtenidos, la funcién particion del sistema es:

D (fheg
Z = chch( 5 ) (4.11)

También podemos calcular la energia interna y la entropia del sistema:

U= %coth (5%3) (4.12)
2 2
. th Bth D 6FLWB
S = 5T coth( 5 )—i—kBln{chch( 5 )1 (4.13)
B?e’h? o [ Bhwp
CB - WCSC}L ( 9 ) (414)

Para futuras comparaciones, serd importante analizar el comportamiento de
la entropia a bajas temperaturas. Tomemos el limite cuando 7" — 0. Primero,

reordenamos la entropia:

S = kg <coth <5h2“3) In [eu] +1n gcsch (5?3)}) (4.15)

Al tomar el limite 7" — 0, el término coth converge a 1:
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lim coth (Bh;B) =1 (4.16)

T—0+

y juntando los logaritmos, el limite se convierte en:

lim S =kglnD (4.17)

T—0+
Este valor, que depende del area del material y el campo magnético aplicado,
serviré para establecer un puente entre este caso y el caso en el que se consideran

los bordes.

4.4. Resultados

@ 10 Q 10

4 5 6 T; 8 9 10 4 5 6 T; 8 9 10
((a)) Relacion entre el campo ((b)) Relacion entre el campo
magnético Bj (en Teslas) y la magnético B (en Teslas) y la
temperatura T (en Kelvin). temperatura Tp (en Kelvin).

Figura 4.4.1: Relaciones entre el campo magnético B; y las temperaturas Tz
y Tp en procesos adiabaticos.

Para llevar a cabo el ciclo de Otto descrito en la seccién anterior, es necesario
determinar las temperaturas Tg y Tp. Estas dependen de los parametros By,
By, T; y Ty,. En este analisis, fijamos el campo magnético inicial By en 17T, la
temperatura baja 7; en 4K, y la temperatura alta 7T}, en 10 K. Utilizamos la
caracteristica del proceso adiabatico, que requiere que la entropia permanezca

constante durante el proceso, para establecer la relacién entre Tg y Bjy:

S(Ty, Bo) = S(Tg, By) (4.18)

A partir de esta ecuacion, fijamos valores de Tp y calculamos el

correspondiente Bj, obteniendo la relacion mostrada en la figura 4.4.1(a).
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Observamos que, al aumentar la temperatura T, el campo magnético B,
debe disminuir para mantener la entropia constante. Esto implica que, al
disenar un motor, es necesario comenzar desde el reservorio caliente con un
campo magnético bajo, de manera que al incrementar el campo magnético, la
temperatura disminuya.

Un resultado destacado de los calculos presentados en [4] es que, al no
considerar la degeneracion del sistema fisico estudiado (asumiendo D =1 en la
funcion de particion), se obtiene una relacion completamente lineal entre B y
T para las trayectorias adiabaticas, lo cual resulta coherente con los resultados
esperados para un oscilador armoénico y previamente reportados en la literatura.

De manera similar, podemos encontrar la relacion entre T y B utilizando

la condicién de entropia constante durante el segundo proceso adiabético:

S(Ty, By) = S(Tp, By) (4.19)

[ 0.0
05 -0
04 -0.2

-0.3

Qin
U(Th, Bo)
Frd
by
Qou
U (Th Bo)

0.2 -0.4

0.1 -0.5

1.0 15 20 25 3.0 3.5 4.0 45 1.0 15 20 25 3.0 3.5 4.0 45
r r

((a)) Calor absorbido (Qin) durante el ((b)) Calor liberado (Qout) durante el
proceso D — A. proceso B — C.

Figura 4.4.2: Calor transferido en funciéon del cociente 7.

En la figura 4.4.1(b), observamos que, a diferencia del primer proceso
adiabatico, cuando el campo magnético aumenta, la temperatura Tp también
debe incrementarse para mantener la entropia constante, lo cual es consistente
con el resto del ciclo.

Con los valores obtenidos para Tg, Tp y B, calculamos las cantidades
termodinamicas del ciclo. En particular, evaluamos el calor absorbido (Q;,) v
el calor liberado (Q,,:). Cabe destacar que todas las cantidades se presentan
normalizadas respecto a la energia interna inicial U (7T}, By) y se grafican en

funcion del cociente entre los largos magnéticos:
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lg, B
r=-—=1/= 4.20
VB (4.20)

En la figura 4.4.2, observamos que la cantidad de calor absorbido y liberado
es mayor cuando la diferencia entre los campos magnéticos es pequena, y

disminuye conforme aumenta el cociente 7.

0.06.

1.0 15 20 25 3.0 3.5 4.0 4.5 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0 4.5
r r

((a)) Trabajo total del sistema. ((b)) Eficiencia del motor, destacandose
con una linea roja la eficiencia de Carnot
para este ciclo.

Figura 4.4.3: Trabajo total y la eficiencia del sistema en funcién del cociente
T

Por otro lado, en la figura 4.4.3 se representa el trabajo total realizado por
el sistema y la eficiencia del motor en funcién de r. Se observa un maximo en
el trabajo total cuando r ~ 3.7, correspondiente al cociente entre los campos
magnéticos donde se produce la mayor cantidad de trabajo. En este punto, la
eficiencia del motor alcanza un valor aproximado de n ~ 0.31.

Finalmente, es importante notar que, como se muestra en la figura 4.4.3(b),
la eficiencia del motor nunca supera la eficiencia de Carnot, aunque se aproxima
de manera significativa en valores altos de 7.

Este motor magnético basado en el problema de Landau representa
una alternativa interesante para explorar ciclos termodinédmicos en sistemas
cuanticos. Aunque requiere refinamientos para aplicaciones practicas, el modelo
ofrece una perspectiva tnica sobre la interaccion entre degeneracién cuantica y

termodinamica.
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Capitulo 5

Caso con Borde

5.1. Sistema

Consideremos el mismo sistema anterior, con un area rectangular A = L, L,,
en el cual se aplica un campo magnético perpendicular al drea para mantener
a los electrones. Esta vez, sin embargo, tomaremos en cuenta el borde del
material, que se modelard como un potencial. Un ejemplo se muestra en la
Figura 5.2.1. Este potencial debe aumentar rapidamente cerca de los bordes
[21], lo que nos lleva a considerar el hamiltoniano del caso base con un término
adicional correspondiente al potencial:

2
1
Hy, = L —mw, (kyl3 + :1:)2 + V(x) (5.1)

Y 2m o 2
Si el potencial varia lentamente en comparacion con la longitud magnética
l5, podemos expandir el potencial alrededor del punto zg = —k,[%, que es el

centro del oscilador armonico en este caso:

21 oV
=By S (ko1 + 2)° + V(xo) + (x — x0) —

H., —
W om 9 Ox

(5.2)

Y

zo
Dado que solo nos interesa la forma del potencial, fijaremos el nivel de

energia minimo de modo que los valores constantes no intervengan:

201 ov
Hy, = Lo —mw, (kylp +x)2 +xr —

v 2m o 2 oxr (5.3)

o

Finalmente, podemos reescribir el hamiltoniano para obtener la forma de
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un oscilador arménico similar al caso anterior:

2
p2 1 oV 1
Hy, = — k3
ky + 2mw3<< BT A o7 mwB> —|—£L‘)

2m
2
— 1 8_V — k]2 8_V
2mwp \ Oz |, Yo,

Los términos adicionales, al ser constantes, se sumaran a la energia del

(5.4)

oscilador, obteniendo la energia para nuestro sistema al considerar los bordes:

2
1 1 [ov , OV
En(ky) = h&)B (n + 5) - —2mw% <% xo) — kle % .

Utilizaremos un potencial de la forma V(x) = az?, donde « es una constante

(5.5)

con unidades de X es decir, energia dividida por longitud elevada a la

T2 Lw
potencia ¢. Insertando esta forma de potencial, obtenemos la siguiente energia:

1 2@xy aqrlk,l?
E,(k,) = hw — - 0 0 .
n(fy) B (n + 2) Qmw%aso Zo (5:6)

Utilizando los valores de zy y wg, simplificamos un poco mas:

+ (—1)"aqhkll (5.7)

2(g—1) 4
1\ maquka(q )qu
2 2h2

Eo(k,) = hws <n +

Como deseamos una funcién que sea simétrica, imponemos la condicién de

que ¢ sea par, es decir, ¢ = 2p:

+ 2apkPly} (5.8)

1 2ma2p2k (2p=1) lgp
En(ky) = th (n + 5) 72

Al inspeccionar el segundo término, se observa que siempre sera negativo.
Afortunadamente, este crece mas lentamente que el tercer término, por lo que,
a partir de ciertos valores, el segundo término sera despreciable. Para que esto

ocurra, debe cumplirse la siguiente condicion:

map, opiap
k2 gk s <1 (5.9)
Sabemos que el valor de k:gp para cualquier p es creciente desde 0 hasta

L, /2%, por lo que si su valor méximo es mucho menor que 1, los demés valores

también lo seran. Asi, podemos expresar la condiciéon anterior de la siguiente
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manera.:

2(p—1)
map [ L,
— | — 1 1
e2 B2 ( 2 > < (5 0)

Por otro lado, aunque no es necesario, debemos tener en cuenta que la
energia del tercer término sea de la misma magnitud que la del primer término

en los bordes. Para ello, se debe cumplir la siguiente condicion:

4 L.\
map (—) ~1 (5.11)

heB 2

La funcién de particiéon de nuestro sistema seré:

00 Bhon(n L Lz/212B _ apk2P 4P
Z = e Pl +1/2>ﬁ/ Gn(ky)e PP ) g (5.12)
n=0 B

donde el factor L, /27 aparece por la misma razoén que se dio al calcular la

degeneracion para el caso base.

5.2. Degeneracion

La degeneracion g, (k,), definida en la ecuacion (5.12), depende del rango
energético en el que se encuentra el sistema. Para determinar los valores de
ky, que separan dichos rangos, tomaremos el tercer término de la energia, lo
adimensionalizaremos en unidades de hwpg, y lo igualaremos a un valor 7. Este
parametro 7 identificara los diferentes rangos energéticos que se analizaran.

Resolviendo para k, en esta ecuacion, se obtiene:

k() = (f“”) = k(1) (5.13)

2aply?

De esta ecuacion, se observa que asignando valores enteros positivos a 7,
se encuentran los valores exactos de k, correspondientes a la aparicion de un
nuevo nivel de Landau. Al igualar esta expresion con el valor del borde del
material y despejar v, podemos determinar hasta qué nivel energético n los

estados comparten al menos un valor de k,:

2ap (L 2
max — ~ 5.14
ot Fon ( 5 ) (5.14)
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Por ejemplo, para los parametros p = 3, o« = 1 y un area de 1077 m?,
se obtiene V4. ~ 5.054. Esto significa que el nivel base de energia comparte
valores con hasta el quinto nivel de Landau (n = 5). En la Figura 5.2.1, las lineas
negras representan los valores enteros de . A partir de esta informacion, se
pueden identificar los tramos energéticos y su degeneracion, los cuales dependen

del ntimero cuéntico n.
12

10+

Q /
""ta::%“f 1
e

0 5.0x10"° 1.0x10" 1.5x10" 2.0x10"
ky

Figura 5.2.1: Niveles de Landau paran = 0 an = 7, afectados por el potencial
en los bordes, se usan los parametros p = 3, o = 1 y un area de 10~7 m?. Las
lineas negras indican los valores de k, donde un nivel energético coincide con el
siguiente, compartiendo valores. En este caso, cada nivel comparte con otros
cinco niveles de Landau.

Definimos Yiee = Ymaz — | Ymaz |, que corresponde a la parte decimal de 7,44

La degeneracion tiene dos contribuciones para todo n, descritas por:

) min2(m +n + 1), 2[Ymaz 1], sim <y < Yaee + M < Vinaz
gn\7Y) =
min2(m+n+1),2([Vmaz | —1)], Sl Yaee + m <7 <m+1 < Yoz

(5.15)
param € {0,1,..., | Vmaz] }-

Sin > Ymae, la degeneracion se simplifica a:
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2|_7max-|a sim < Y < Ydee T M < VYmaz
g(v) = (5.16)
2([7max—| _1)7 sl 7dec+m<7<m+1 < Ymaz

param € {0,1,. .., | Vmaz] }-
La ecuacion (5.15) muestra que la degeneracion depende de n, mientras

que en la ecuacion (5.16) no. Modificando la expresion de la degeneracion y
separando las variables n y k,, se obtiene finalmente la funciéon de particién del

sistema:

- h 1/2) L L2
Z = Z e~ Phenlntt/ )_y/o 9(V)up(ky) dk,

T
n=0

n=0 m=0 P(m)

L \_'Ymaa:J_]- S ( 1/2) I_’Ymazj_n_]- kp(m“"Ydec)
L Bl (nt ols, k,) dk
- Z e Z : /k up(ky) dk,

P(m+'Ydec)

kp(m~+1)
+ (Gran — 1) / wy(ky) i, (5.17)
k

donde 0y, = | Ymaz| —m —ny up(ky) = e—ﬂ(Qapkgpl‘gp).

Si Ymaz < 1, el segundo término de Z desaparece, lo que simplifica la funcién

de particion. Para este caso, se obtiene:

1 L L/l 2p dp
7 = —csch (%> —y/ ¢ (200K 15 )dky (5.18)
2 2 T Jo

Es facil verificar que, al eliminar el potencial (« = 0), la funcion de particion
vuelve a la expresion base. En este caso, el valor de la integral corresponde a

L,/21%, recuperando asi la degeneracion y funcioén de particién originales.

5.3. Resultados

5.3.1. Cantidades Termodinamicas

Para analizar las cantidades termodinamicas, comparamos distintos valores
de p con el caso base (borde infinito). Para solo tomar en cuenta los bordes

tomaremos la funciéon de particion simplificada con el maximo valor de ~
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permitido, el area necesaria para lograr este valor de v se encontrara despejando
L, en la ecuacion correspondiente a 7,q..- Elevando al cuadrado ambos lados,

obtenemos el drea para un valor de ;4 = 1 como:

hep\ 7
A, =4 (%) (5.19)

Usando esta area y la funcion de particion, se calcularon numéricamente las
cantidades termodinamicas relevantes. En la figura 5.3.1(a), observamos que, a
diferencia del caso base donde la entropia converge hacia un valor definido al
enfriarse, la entropia cae rapidamente cuando se considera el efecto del borde.
Esto impide encontrar una férmula sencilla para describir su comportamiento.
No obstante, en casos donde el potencial no crece suficientemente rapido (e.g.,
valores altos de p y areas pequenias, v < 1), la entropia se comporta de manera
similar al caso base. Esto ocurre porque, al no contribuir significativamente a la
energia cerca del centro, los bordes no elevan los niveles energéticos, resultando

en valores casi constantes para todos los k.

e 25 ) - —— CasoBase
~— Caso Base

Borde p=2
Borde p=3 orde p
0@ Borde p=3

K. Borde p=4 20
— n|g Borde p=4
16.8 »

Borde p=5

15 Borde p=6
Borde p=7

16.4
0.0 0.4 0.2 03 04 05 0 5 10 15 20

T

((a)) Entropias entre los 0.01 Ky 0.5  ((b)) Entropias entre los 0.01 K y 20 K

K con un area de aproximadamente para el caso base y distintos valores de p.
5.8 - 1078 m? para el caso base, p =3
yp=4.

Figura 5.3.1: Entropias para valores bajos de temperaturas y valores altos de
temperatura.

En la figura 5.3.1(b), se presentan las entropias para distintos valores de
p. A temperaturas altas, el valor de la entropia esta fuertemente influenciado
por el area, mientras que a temperaturas bajas la forma de la entropia cambia
ligeramente dependiendo del valor de p y su relaciéon con el area, como se
evidencia en la figura 5.3.1(a).

Otra cantidad termodinamica de interés es el calor especifico. En la figura

5.3.2(a), se observa que a bajas temperaturas se presenta un minimo. Este
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minimo corresponde a los puntos de inflexién en las curvas de entropia y refleja
un cambio en su curvatura. A altas temperaturas, mostrado en la figura 5.3.2(b),

el calor especifico muestra el comportamiento esperado, convergiendo hacia kp.

—— 1.000]

0.995,

0.990

—— Caso Base 6 @ | —— Caso Base

Borde p=2 1 Borde p=2
Borde p=3 0.988 Borde p=3
-~ Borde p=4 | - Borde p=4
—— Borde p=5 0.880 | —— Borde p=5

N . . 0.975!
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 5 10 15 20

T

((a)) Calor especifico entre los 0.1 Ky 1 ((b)) Calor especifico entre 0.1 K y 20 K
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p.

Figura 5.3.2: Calor especifico para baja temperatura y alta temperatura.

5.3.2. Trabajo y Eficiencia

Utilizando la misma metodologia que en el caso base, calculamos los calores,
trabajos y eficiencias de los motores para potenciales con distintos valores de
p. Fijamos los parametros By =1 T, T; = 4 K y T;, = 10 K. Manteniendo la
entropia constante durante los procesos adiabaticos, se obtuvieron las relaciones
entre By y Tp (figura 5.3.3(a)) y entre By y Tp (figura 5.3.3(b)). Al aumentar
el valor de p, estos resultados tienden al caso base. Ademas, se observa que un
p pequeno reduce significativamente la potencia del campo magnético necesario,
alcanzando un maximo de aproximadamente 20 T para el caso base.

El trabajo total realizado por el sistema, presentado en la figura 5.3.4(a),
muestra que a medida que aumenta p, el trabajo converge al caso base. Sin
embargo, los valores maximos de trabajo disminuyen con p, siendo el més bajo
para el caso base.

Finalmente, en la figura 5.3.4(b), se presenta la eficiencia. Conforme p
aumenta, la eficiencia se aproxima al caso base. Ninguna de las eficiencias
supera la eficiencia de Carnot, aunque los valores méas bajos de p permiten una
aproximacion mas suave, mientras que los cercanos al caso base presentan un

comportamiento més abrupto.
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Figura 5.3.3: Relaciones entre el campo magnético By y las temperaturas T

y Tp en procesos adiabaticos.
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base y p = 1 hasta p = 5. eficiencia de Carnot.

Figura 5.3.4: Trabajo total y eficiencia del motor de Otto para el caso base y

distintos valores de p.

H Caso \ Wy \ n
Base | 0.074 | 0.240
p=110.130 | 0.367
p=2|0.127 | 0.348
p=3|0.119 | 0.323
p=4|0.112 | 0.306
p=>510.106 | 0.295

Tabla 5.3.1: Trabajo total y eficiencia para el caso base y con bordes (p =1

hasta p = 5).
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Capitulo 6
Conclusiones

En este trabajo se estudi6 la implementacion de un motor de Otto utilizando
electrones confinados por un campo magnético en una superficie bidimensional
como sustancia de trabajo cuantica. El sistema fue replicado siguiendo modelos
establecidos en la literatura, y posteriormente se incorpor6 un borde mediante
un potencial polinémico para evaluar su impacto en el desempeno del motor
de Otto. Se resolvié el hamiltoniano del sistema, se determinaron los valores
de la degeneracion de manera general y se simplificd el anélisis al caso donde
los resultados se ven exclusivamente afectados por los bordes. Esto permitio
calcular las principales cantidades termodinamicas, como la entropia, y construir
el motor de Otto variando los campos magnéticos en presencia de diferentes
potenciales polinémicos.

El analisis comparativo revel6 diferencias significativas entre el caso base
(sin bordes) y los sistemas con bordes. En el caso base, la entropia converge
a un valor definido al acercarse al cero absoluto, mientras que en presencia
de bordes, esta disminuye rapidamente. Sin embargo, no se pudo determinar
si también converge a un valor especifico. Por otro lado, el calor especifico
mostré un comportamiento distinto en bajas temperaturas, presentando un
minimo que no aparece en el caso base. Este fendmeno esté relacionado con un
cambio en la concavidad de la entropia. A altas temperaturas, las cantidades
termodinamicas se comportaron de manera similar en todos los casos.

La diferencia mas notable se observo en las métricas de desempeno del
motor de Otto: calor, trabajo y eficiencia. Se encontré una relaciéon clara entre
la potencia del polinomio del potencial y la convergencia hacia el caso base.

Especificamente, a medida que aumenta la potencia del polinomio, el sistema
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tiende a comportarse como en el caso sin bordes. Esto se explica porque los
polinomios de mayor potencia generan potenciales més planos en el centro del
sistema y un crecimiento réapido en los bordes. Dependiendo del area asignada,
ciertos valores de potencia resultan mas efectivos para modelar bordes que
otros.

El resultado principal de este estudio es que la inclusiéon de bordes altera
significativamente el rendimiento del motor de Otto. En particular, los bordes
mejoran consistentemente el trabajo total, la eficiencia y el campo magnético
méximo requerido durante el ciclo, en comparacion con el caso base. El efecto
més notable se observa con potenciales de baja potencia, que concentran mas
energia en un area reducida, lo que se refleja en un mejor desempeno del motor.

Finalmente, se identificaron areas para futuras investigaciones. Queda
pendiente estudiar como la interaccion entre los niveles de Landau puede influir
en el desempeno de los motores de Otto. Esto podria abordarse eliminando
algunas simplificaciones realizadas en este trabajo o utilizando técnicas més
precisas para calcular la funcién de particion del sistema. Ademas, los resultados
podrian ampliarse explorando diferentes topologias del sistema, considerando
otros tipos de potenciales o usando la estadistica de Fermi-Dirac, lo que
permitiria una comprension mas amplia del impacto de los bordes en motores

termodindmicos cuinticos.
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