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Resumen

La termodinámica cuántica ha revolucionado el aprovechamiento energético
mediante el diseño de motores basados en las propiedades cuánticas de la
materia. Sin embargo, un aspecto frecuentemente ignorado en este contexto
es el efecto de los bordes de los materiales, los cuales tienen un impacto
potencialmente significativo en el rendimiento de los sistemas.

En esta investigación, se analiza cómo los bordes afectan el desempeño de un
motor de Otto con una sustancia de trabajo cuántica. El estudio comienza con
una revisión de las propiedades fundamentales de la termodinámica cuántica,
incluyendo sus leyes y procesos aplicados al mundo cuántico. A continuación,
se abordan los ciclos de Carnot y Otto en sus versiones cuánticas, destacando
que la eficiencia de Carnot continúa siendo un límite teórico en este contexto.
Luego, se describe un sistema bidimensional sin considerar los bordes, en el
cual los electrones están confinados mediante un campo magnético. Finalmente,
se incorpora un potencial polinómico que modela los bordes del material,
permitiendo explorar diferentes configuraciones y áreas, y comparando estos
resultados con el caso base sin bordes.

Los resultados muestran que la inclusión de bordes reduce consistentemente
el campo magnético máximo necesario, al tiempo que mejora tanto el trabajo
como la eficiencia del motor en comparación con el caso sin bordes. Además, se
observa una convergencia hacia el comportamiento del sistema sin bordes al
incrementar la potencia del polinomio utilizado para modelar los bordes. Estos
hallazgos sugieren que, en el diseño de motores cuánticos, el caso sin bordes
representa el límite inferior en términos de trabajo y eficiencia, subrayando
la importancia de considerar los efectos de los bordes en la optimización del
desempeño de estos sistemas.
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Capítulo 1

Introducción

La creación de motores termodinámicos cuánticos consiste en desarrollar
motores cuya sustancia de trabajo es un sistema cuántico, lo que permite
establecer una conexión entre la termodinámica clásica y la mecánica cuántica.
Uno de los primeros trabajos en esta área fue realizado por J. E. Geusic en 1967
[1], donde se mostró cómo lograr un equivalente cuántico del motor de Carnot
clásico. Posteriormente, otros motores, como el de Otto, también han sido
adaptados a su contraparte cuántica. En 2008, H.T. Quan definió de manera
más consistente la máquina de Otto cuántica [2], estableciendo un marco de
acuerdo entre las distintas descripciones previas.

Los motores termodinámicos cuánticos exhiben propiedades interesantes [2]
que no se encuentran en sus versiones clásicas. Además, al igual que los motores
clásicos, tienen el potencial de generar energía si se comprenden y desarrollan
adecuadamente. Un sistema comúnmente utilizado como sustancia de trabajo
en estos motores son electrones confinados mediante diferentes métodos [3].
En el trabajo de F. J. Peña et al., se estudió la termodinámica de un motor
de Otto cuya sustancia de trabajo es un electrón atrapado en una superficie
bidimensional mediante un campo magnético [4]. Las energías de este sistema
corresponden a los niveles de Landau, descritos por primera vez en 1930 por L.
Landau [5]. Aunque estos niveles han sido estudiados ampliamente debido a su
degeneración, el sistema sigue presentando un comportamiento complejo.

Los bordes en sistemas físicos son una característica fundamental que muchas
veces se evita, a pesar de que en experimentos físicos siempre existen límites
en los sistemas. Para electrones en un sistema bidimensional, como en el caso
de un gas de electrones, los bordes se suelen modelar utilizando un potencial
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cuadrático [6], aunque también se han explorado otros enfoques, como funciones
escalón [7] o potenciales infinitos [8].

En este trabajo, se estudiará el efecto de los bordes, modelados mediante
potenciales polinómicos, en el trabajo y la eficiencia de un motor de Otto cuya
sustancia de trabajo es de naturaleza cuántica y consiste en electrones confinados
en una superficie bidimensional. Para ello, primero se abordarán las leyes
cuánticas de la termodinámica, describiendo los ciclos de Carnot y Otto en sus
versiones cuánticas. Posteriormente, se establecerá el hamiltoniano del sistema
para encontrar su función de partición y demás magnitudes termodinámicas en
función de un potencial q arbitrario. Finalmente, se compararán estos sistemas
con bordes con el caso base sin bordes para identificar relaciones generales entre
ellos.

En esta tesis por tanto, la hipótesis fundamental es que al considerar los
bordes en un sistema físico la eficiencia y el trabajo útil se obtienen desde un
ciclo termodinámico cualquiera serán fuertemente afectados (ya sea de forma
positiva o negativa).

En esta línea, el objetivo general corresponde entonces a analizar
el impacto de los bordes en la eficiencia y el trabajo útil de un motor
termodinámico cuántico, evaluando cómo estos factores afectan el desempeño
de ciclos termodinámicos en sistemas cuánticos confinados en superficies
bidimensionales.
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Capítulo 2

Termodinamica Cuantica

2.1. Leyes de la termodinámica cuántica

2.1.1. Ley cero

Un sistema termodinámico puede describirse mediante coordenadas
termodinámicas, como la presión y el volumen en un gas ideal. Estas coordenadas
pueden ser dependientes o independientes entre sí, generando distintos estados
del sistema a medida que sus valores cambian. Si dos sistemas en estados
diferentes se ponen en contacto mediante una pared que permite el intercambio
de calor, después de un tiempo alcanzarán el mismo estado y llegarán al
equilibrio térmico [9]. Imaginemos ahora dos sistemas, A y B, que no están
en contacto entre sí, pero ambos intercambian calor con un tercer sistema
C. Después de alcanzar el equilibrio térmico con C, al aislar cada sistema y
luego juntar A y B, observaremos que también estarán en equilibrio térmico
entre ellos. Este principio, conocido como la “Ley Cero de la Termodinámica”,
proporciona la base para definir la temperatura de un sistema, una métrica
crucial en el estudio de los sistemas termodinámicos.

En un sistema cuántico, debido a su naturaleza, no es práctico medir
directamente la temperatura de la sustancia de trabajo. En su lugar, se utiliza un
baño térmico, que permite el intercambio de calor entre el sistema cuántico y sus
alrededores. Esto plantea la posibilidad de que, para sustancias cuánticas, la Ley
Cero no esté perfectamente definida. Para nuestros propósitos, definiremos que
los procesos sean cuasiestáticos, de modo que la Ley cero de la Termodinámica
es aplicable en nuestro sistema.
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2.1.2. Primera ley

La Primera Ley de la Termodinámica describe la relación entre la energía
interna de un sistema y el trabajo y calor intercambiados con su entorno.
Generalmente, se expresa como:

dU = δW + δQ (2.1)

donde dU representa el cambio infinitesimal en la energía interna, δQ es
el calor que ingresa al sistema, y δW es el trabajo realizado por el sistema
[10]. Podemos interpretar el trabajo como la energía que podemos controlar
directamente en el sistema, mientras que el calor representa la energía que
intercambia con los reservorios externos. Cabe señalar que tanto el calor como
el trabajo son derivadas inexactas, lo que implica que sus valores dependen del
camino recorrido en el proceso, a diferencia de la energía interna, que es una
función de estado y solo depende del estado inicial y final del sistema.

Para definir procesos termodinámicos en sistemas cuánticos, es necesario
formular la Primera Ley en el contexto cuántico. Aunque existen varias maneras
de describirla y aún no hay un consenso claro [11], consideraremos en esta
tesis el enfoque donde los procesos en nuestro sistema son cuasiestáticos. Los
procesos cuasiestáticos se caracterizan por mantener el sistema en un estado
infinitesimalmente próximo al equilibrio, permitiendo así describir la Primera
Ley en un contexto cuántico.

Consideremos un sistema cuántico genérico cuyo hamiltoniano puede
expresarse como [2, 12]:

H =
∑
n

En |n⟩ ⟨n| (2.2)

donde En representa la energía del nivel n-ésimo. Usando el estado
fundamental |0⟩ como referencia, podemos expresar la energía interna como el
valor esperado del hamiltoniano:

U = ⟨H⟩ =
∑
n

PnEn (2.3)

donde Pn es la probabilidad de ocupación del nivel n-ésimo. Derivando
ambos lados de la ecuación (2.3), obtenemos:
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dU =
∑
n

(En dPn + Pn dEn) (2.4)

El primer término depende del cambio en las probabilidades de ocupación y
se relaciona con el cambio en la entropía de Von Neumann, lo que nos permite
asociarlo con el calor:

δQ =
∑
n

En dPn (2.5)

El segundo término, que corresponde a cambios en los niveles de energía
con probabilidades constantes, lo identificamos como el trabajo:

δW =
∑
n

Pn dEn (2.6)

De esta manera, el calor depende de las variaciones en las probabilidades
de ocupación mientras los niveles de energía permanecen fijos, y el trabajo
corresponde a los cambios en los niveles de energía con probabilidades constantes.
Así, podemos adaptar la Primera Ley de la Termodinámica para su aplicación
en sistemas cuánticos.

2.1.3. Segunda ley

La Segunda Ley de la Termodinámica explica por qué el calor fluye de
objetos con mayor temperatura a los de menor temperatura o por qué el tiempo
parece fluir en una dirección definida. Esta ley establece que el cambio en la
entropía de un sistema cerrado que evoluciona a lo largo del tiempo debe ser
siempre positivo o nulo:

∆S ≥ 0 (2.7)

La entropía termodinámica surge de la necesidad de definir una diferencial
exacta para el calor. Por ello, se establece que, para un proceso reversible en
un camino cerrado, se cumple: ∮

d̄Q

T
= 0 (2.8)

Esta integral es independiente del camino, permitiéndonos definir una nueva
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cantidad llamada entropía [10]:

dS =
d̄Q

T
(2.9)

En el contexto cuántico, el cumplimiento de la Segunda Ley es más complejo
debido a que el sistema utiliza baños térmicos para establecer la temperatura y
a la presencia de interacciones de largo alcance entre partículas. Sin embargo,
para sistemas puramente cuánticos, se ha demostrado que pueden generarse
restricciones adicionales que incluyen la Segunda Ley [13], o que esta se sigue
cumpliendo al considerar los baños térmicos y otras condiciones específicas
[14]. En nuestro caso, al trabajar con procesos cuasiestáticos y formar un ciclo,
podemos asumir que la Segunda Ley se comportará de manera similar a la de
un sistema clásico.

La entropía es una cantidad termodinámica fundamental que determina los
límites de eficiencia en nuestros ciclos termodinámicos. Además, nos proporciona
la relación entre la temperatura y el campo magnético durante ciertos procesos,
y permite calcular el calor y el trabajo del motor que utilizaremos. Todo esto
se explicará en las siguientes secciones.

2.1.4. Tercera Ley

La Tercera Ley de la Termodinámica establece que para una sustancia
cristalina pura se cumple:

ĺım
T→0

∆S = 0 (2.10)

Es decir, cuando la sustancia se aproxima al cero absoluto, el cambio de
entropía del sistema debe ser nulo. Esto ocurre únicamente en cristales perfectos,
ya que al no haber movimiento térmico solo existe un estado posible. En otros
sistemas, al reducir la temperatura, estos tienden a un valor de entropía
que puede no ser cero. En el caso de sistemas cuánticos, se han estudiado
diversos ejemplos que presentan dificultades para cumplir con la Tercera Ley;
sin embargo, con descripciones más precisas y considerando interacciones
adicionales, se ha observado que muchos sistemas cuánticos respetan la Tercera
Ley [15, 16]. En nuestro trabajo, dada la aproximación cuasiestática utilizada,
podemos asumir que la Tercera Ley se mantendrá válida.
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2.2. Procesos Termodinámicos Cuánticos

2.2.1. Proceso Isotérmico Cuántico

Un proceso es isotérmico cuando la temperatura se mantiene constante.
Esto puede lograrse ajustando cuidadosamente las coordenadas del sistema o
utilizando un reservorio térmico que mantenga estable la temperatura. En un
sistema de dos niveles, |0⟩ y |1⟩ (estado base y primer estado excitado), separados
por una energía ∆E, designamos las probabilidades de ocupación como P0 y
P1, respectivamente [2]. Dado que nuestros procesos serán cuasiestáticos, la
relación entre las probabilidades debe cumplir la distribución de Boltzmann:

r(t) =
P1

P0

= e−β∆E(t) (2.11)

donde β = 1/kBT , con kB la constante de Boltzmann y T la temperatura.
Además, como condición de normalización, la suma de estas probabilidades
debe ser igual a 1:

P0 + P1 = 1 (2.12)

Observamos que, al igual que en un proceso isotérmico clásico, aquí puede
haber intercambio de calor y trabajo, debido a las variaciones en el ratio de
probabilidades y en la diferencia de energía entre los niveles. Si el proceso ocurre
de forma suficientemente lenta, podremos mantener la temperatura constante
durante todo el proceso.

2.2.2. Proceso Isocórico Cuántico

Un proceso isocórico se caracteriza por un intercambio de calor sin realización
de trabajo. En la termodinámica clásica, esto se logra manteniendo el volumen
constante; en el caso cuántico, el proceso depende de un parámetro externo
ω, que se mantendrá constante mientras se intercambia calor [17]. Usando la
Primera Ley de la Termodinámica, observamos que para que el trabajo sea
nulo no debe haber cambios en los niveles de energía, lo que implica que el
cambio en el sistema se debe únicamente a variaciones en las probabilidades de
ocupación en cada nivel de energía. Debido a la entropía de Von Neumann, la
entropía del sistema cambiará durante el proceso.
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Dado que este proceso se utiliza en diversos ciclos termodinámicos, se
requiere un parámetro externo ω adecuado para este propósito. Una opción
común son los campos magnéticos, ya que su interacción es compatible con los
hamiltonianos estudiados y permite cambios en las probabilidades sin afectar
la diferencia entre los niveles de energía, como ocurre en los niveles de Landau.
Por este motivo, nos referiremos a estos procesos como “Isomagnéticos”.

2.2.3. Proceso Adiabático Cuántico

Un proceso adiabático es aquel en el que no hay intercambio de calor entre
el sistema y el reservorio. En el caso clásico, esto se logra al realizar el proceso
de manera rápida, de modo que no hay tiempo suficiente para la transferencia
de calor. En su versión cuántica, usando la Primera Ley, vemos que para evitar
el intercambio de calor, el cambio en las probabilidades de ocupación debe ser
nulo. Esto se consigue realizando el proceso de manera suficientemente lenta,
para que sea cuasiestático, siendo esta una de nuestras condiciones [3]. Además,
al no cambiar las probabilidades durante el proceso, la entropía del sistema se
mantendrá constante.
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Capítulo 3

Ciclos termodinámicos

3.1. Ciclo de Carnot Cuántico

El ciclo de Carnot es uno de los ciclos termodinámicos más conocidos e
importantes, ya que responde a la pregunta sobre la máxima eficiencia posible
para un motor termodinámico clásico [9]. Esto nos motiva a buscar un análogo
cuántico y verificar si dicha eficiencia máxima sigue cumpliéndose en el contexto
cuántico.

3.1.1. Procesos del Ciclo

Imitando la configuración de su contraparte clásica, el ciclo de Carnot
cuántico consta de dos procesos isotérmicos cuánticos y dos procesos adiabáticos
cuánticos. Cada proceso se describe en la Figura 3.1.1 para un sistema de dos
niveles:

1. Proceso A → B: Este es el primer proceso isotérmico, donde el sistema
está en contacto con el reservorio caliente y las probabilidades de
ocupación cambian, aumentando la entropía de S(A) a S(B) sin alterar
la temperatura Th.

2. Proceso B → C: Este es un proceso adiabático en el que la temperatura
varía de Th a Tl mediante un cambio en los niveles de energía, manteniendo
constante la entropía S(B).

3. Proceso C → D: El segundo proceso isotérmico en el cual el sistema
está en contacto con el reservorio frío. Las probabilidades de ocupación
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cambian, reduciendo la entropía de S(B) a S(A) mientras la temperatura
permanece en Tl.

4. Proceso D → A: Finalmente, en el segundo proceso adiabático, la
temperatura aumenta de Tl a Th, manteniendo constante la entropía
en S(A) y regresando al estado inicial.

((a)) Temperatura contra Entropía para
un ciclo de Carnot clásico y cuántico.

((b)) Diferencia de los niveles de energía
contra la probabilidad de ocupación del
estado excitado (P1) para un ciclo de
Carnot cuántico.

Figura 3.1.1: Diagramas para un ciclo de Carnot cuántico. Los procesos
A → B y C → D son isotérmicos, mientras que los procesos B → C y D → A
son adiabáticos.

3.1.2. Reversibilidad

Para que el ciclo de Carnot cuántico sea reversible, es esencial que la
distribución de Boltzmann se conserve después de cada proceso adiabático
y que la temperatura al final del ciclo coincida con la temperatura inicial
del proceso isotérmico. Estas condiciones se cumplen si los niveles de energía
cambian en la misma proporción durante el proceso adiabático, igual a la
relación entre las temperaturas de los reservorios. Proponemos entonces que
el ratio entre dos niveles de energía, n y m, se mantenga constante al inicio y
final del proceso adiabático:

Pn(B)

Pm(B)
= e

− 1
kBTh

(En(B)−Em(B))
=

Pn(C)

Pm(C)
= e

− 1
kBTl

(En(C)−Em(C)) (3.1)
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donde Pn(B) y Pn(C) representan las probabilidades de ocupación en los
puntos B y C, y En(B) y En(C) son los niveles de energía correspondientes.
Esto lleva a la siguiente relación:

(En(B)− Em(B)) =
Th

Tl

(En(C)− Em(C)) (3.2)

lo que verifica que se cumplen todas las condiciones para la reversibilidad
del ciclo.

3.1.3. Calor, Trabajo y Eficiencia

Podemos calcular el calor y el trabajo de los cuatro procesos del ciclo
utilizando la Primera y Segunda Leyes [18]. Sin embargo, en este análisis
nos enfocamos en la eficiencia del ciclo, calculando el calor liberado (Qout) e
incorporado (Qin) en los procesos isotérmicos. Dado que la temperatura es
constante en estos procesos, podemos aplicar la Segunda Ley:

Qin = Th(S(B)− S(A)) (3.3)

Qout = Tl(S(C)− S(D)) (3.4)

donde S(A), S(B), S(C) y S(D) representan la entropía en los puntos
A,B,C y D respectivamente. Como la entropía depende solo de las
probabilidades de ocupación, y estas no cambian en los procesos adiabáticos,
se cumple que S(B) = S(C) y S(A) = S(D), permitiendo calcular el trabajo
total del sistema:

W = Qin −Qout = (Th − Tl)(S(B)− S(A)) (3.5)

Finalmente, la eficiencia del ciclo se define como [9]:

η ≡ W

Qin

= 1− Tl

Th

= ηC (3.6)

lo que muestra que es posible alcanzar la eficiencia del ciclo de Carnot clásico
en condiciones cuasiestáticas. Si es necesario, la eficiencia puede expresarse en
términos de los niveles de energía mediante la ecuación (3.2):

ηC = 1− En(C)− Em(C)

En(B)− Em(B)
(3.7)
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Un ciclo de Carnot cuántico también puede funcionar como un refrigerador,
en cuyo caso su coeficiente de rendimiento (COP) es:

COP ≡ Qin

W
=

Th

Th − Tl

(3.8)

indicando que las métricas de eficiencia dependen únicamente de las
temperaturas de los reservorios.

3.2. Ciclo de Otto Cuántico

El ciclo de Otto cuántico es ampliamente utilizado en experimentos [3], ya
que permite calcular el calor y el trabajo de manera individual en los procesos
isocóricos y adiabáticos. Dado su amplio uso, este será el ciclo que estudiaremos
en este trabajo.

3.2.1. Procesos del Ciclo

Al igual que en su equivalente clásico, el ciclo de Otto cuántico consta
de dos procesos isocóricos cuánticos y dos procesos adiabáticos cuánticos. A
continuación, se describen los procesos mostrados en la Figura 3.2.1 para un
sistema de dos niveles:

1. Proceso A → B: En el primer proceso adiabático, partiendo de
la temperatura del reservorio frío Tl, la temperatura del sistema se
incrementa hasta TB, manteniendo constante la entropía S(A) = S(B).
Para lograr esto, el parámetro externo ωl aumenta hasta ωh.

2. Proceso B → C: En el proceso isocórico, la temperatura se incrementa
desde TB hasta la del reservorio caliente Th, cambiando las probabilidades
de ocupación y, por tanto, la entropía. Esto se realiza sin alterar el
parámetro externo ωh.

3. Proceso C → D: En el segundo proceso adiabático, la temperatura
disminuye de Th a TD, manteniendo constante la entropía S(C) = S(D).
Este cambio de temperatura se debe a la modificación del parámetro
externo desde ωh hasta ωl.
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4. Proceso D → A: Finalmente, en el segundo proceso isocórico, la
temperatura del sistema disminuye desde TD hasta Tl, y las probabilidades
de ocupación cambian, retornando el sistema al estado inicial.

((a)) Temperatura contra Entropía para
un ciclo de Otto clásico y cuántico.

((b)) Diferencia de los niveles de energía
contra la probabilidad de ocupación del
estado excitado (P1) para un ciclo de
Otto cuántico, las lineas curvas punteadas
representan isotermas.

Figura 3.2.1: Diagramas para un ciclo de Otto cuántico. Los procesos A → B
y C → D son adiabáticos, mientras que los procesos B → C y D → A son
isocóricos.

3.2.2. Calor, Trabajo y Eficiencia

Siguiendo el análisis de [2], utilizamos la Primera Ley para calcular el calor
que ingresa (Qin) y sale (Qout) del sistema en los procesos isocóricos:

Qin =
∑
n

∫ C

B

En dPn =
∑
n

E(in)
n [Pn(C)− Pn(B)] (3.9)

Qout =
∑
n

−
∫ A

D

En dPn =
∑
n

E(out)
n [Pn(D)− Pn(A)] (3.10)

donde E(in)
n y E

(out)
n son las energías de los niveles en cada proceso. Asumimos

que las diferencias entre niveles son proporcionales:

E(in)
n − E(in)

m = α(E(out)
n − E(out)

m ) (3.11)

donde α es una constante. Usando la energía base E
(in)
0 = E

(out)
0 = 0,
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obtenemos E
(in)
n = αE

(out)
n . Como en el ciclo de Carnot, las probabilidades de

ocupación permanecen inalteradas en los procesos adiabáticos (Pn(A) = Pn(B)

y Pn(C) = Pn(D)), lo cual permite expresar el trabajo y la eficiencia del ciclo
como:

W = Qin −Qout =
∑
n

(E(in)
n − E(out)

n )[Pn(C)− Pn(B)] (3.12)

ηO =
W

Qin

= 1− E
(out)
n − E

(out)
m

E
(in)
n − E

(in)
m

= 1− 1

α
(3.13)

Para un sistema de dos niveles, esta eficiencia es la misma que la del ciclo
de Otto clásico. Es importante señalar que el ciclo de Otto cuántico tiene la
posibilidad de funcionar como motor, refrigerador, acelerador o calentador [18],
demostrando su versatilidad.

3.3. Motor de Otto con una Sustancia de Trabajo

Cuántica

Como se mencionó anteriormente, utilizaremos el ciclo de Otto cuántico
para construir un motor. Dado que todos nuestros procesos son cuasiestáticos,
el motor de Otto clásico puede aplicarse a una sustancia de naturaleza cuántica,
y procederemos a detallar los calores, trabajos y la eficiencia del motor cuántico
de Otto.

Nuestro sistema, que actuará como la sustancia de trabajo del motor, consiste
en electrones confinados en una superficie bidimensional bajo la influencia de
un campo magnético. El parámetro externo ωBi

depende de la magnitud del
campo magnético Bi, donde B0 representa el campo magnético inicial en el
punto A y B1 es el campo en el punto C. En la Figura 3.3.1 se presenta el ciclo
del motor de Otto, donde calcularemos el calor y el trabajo en cada proceso
del ciclo, utilizando la diferencia de energía interna de acuerdo con la Primera
Ley de la Termodinámica:

1. Proceso A → B: Este es un proceso adiabático, en el cual no hay
intercambio de calor; solo se realiza trabajo.

WA→B =

∫ B1

B0

dB

(
∂U

∂B

)
S

= U(TB, B1)− U(Tl, B0) (3.14)
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2. Proceso B → C: Este es un proceso isomagnético, en el cual no se realiza
trabajo porque el campo magnético se mantiene constante, permitiendo
únicamente el intercambio de calor.

QB→C =

∫ Th

TB

dT

(
∂U

∂T

)
B1

= U(Th, B1)− U(TB, B1) (3.15)

Denotaremos el calor en este proceso como Qin.

3. Proceso C → D: Al igual que el primer proceso, este es adiabático, por
lo que solo se realiza trabajo sin intercambio de calor.

WC→D =

∫ B0

B1

dB

(
∂U

∂B

)
S

= U(TD, B0)− U(Th, B1) (3.16)

4. Proceso D → A: En este segundo proceso isomagnético, el sistema
intercambia calor sin realizar trabajo, retornando al punto de partida.

QD→A =

∫ Tl

TD

dT

(
∂U

∂T

)
B0

= U(Tl, B0)− U(TD, B0) (3.17)

Definimos este calor como Qout.

Figura 3.3.1: Diagrama de entropía contra campo magnético para nuestro
ciclo de Otto.

Este análisis es válido para el caso en que B0 < B1. Cabe destacar que, al
incrementar el campo magnético, la temperatura del sistema puede disminuir
[4], lo que en ciertas condiciones podría invertir los roles de los reservorios,
con Th actuando como el reservorio frío y Tl como el reservorio caliente, como
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consecuencia los calores de entrada (Qin) y salida (Qout) invierten su ubicación
en el ciclo.

El trabajo total del sistema, obtenido como la suma de los trabajos realizados
en los procesos adiabáticos, es:

WT = WA→B+WC→D = U(TB, B1)−U(Tl, B0)+U(TD, B0)−U(Th, B1) (3.18)

Finalmente, la eficiencia del motor, η, en términos de la energía interna, se
expresa como:

η = −WT

Qin

= −U(TB, B1)− U(Tl, B0) + U(TD, B0)− U(Th, B1)

U(Th, B1)− U(TB, B1)
(3.19)
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Capítulo 4

Material bidimensional con campo

magnético

4.1. Sistema

Nuestro primer paso será replicar el procedimiento hecho en [4] para tener
un caso base en el cual no se consideran los bordes. Este sistema consta de
un material de forma rectangular, siendo sus dimensiones Lx por Ly y área
A = LxLy, en donde se tienen electrones afectados por un campo magnético B⃗ =

Bẑ perpendicular al material. Este campo magnético hace que los electrones
tengan un movimiento circular uniforme debido a la fuerza de Lorentz [6]. El
hamiltoniano del sistema para un electrón es:

H =
1

2m
(p+ eA)2 (4.1)

donde m es la masa del electrón, e es su carga, p es el vector de momento,
y A es el vector potencial. En esta ocasión usaremos el gauge de Landau [6]
(A = (0, xB)), aunque se pueden obtener los mismos resultados con el gauge
simétrico [6, 19]. Nuestro hamiltoniano será entonces:

H =
1

2m

(
p2x + (py + exB)2

)
(4.2)

Ya que H conmuta con py, podemos usar su autovalor ℏky:

H =
p2x
2m

+
mω2

B

2
(x+ kyl

2
B)

2 (4.3)

19



donde definimos:

ωB ≡ eB

m
(4.4)

siendo esta la frecuencia ciclotrónica [6], que representa la frecuencia del
movimiento ciclotrónico. También definimos:

l2B ≡ ℏ
eB

(4.5)

llamado largo magnético [6, 20], que representa el radio del movimiento
hecho por el electrón. Podemos apreciar que la forma del hamiltoniano es la de
un oscilador armónico centrado en −kyl

2
B. Esta energía es conocida [6] y estará

dada por:

En = ℏωB

(
n+

1

2

)
(4.6)

con n ∈ N0. Se puede ver que el número cuántico ky no está presente en la
expresión de la energía. Debido a esto, el sistema tiene una gran degeneración.

4.2. Degeneración

Ya que nuestra muestra está restringida a un área rectangular de tamaño Lx

por Ly, debemos determinar cuántos estados ky caben en esta área. Debido a
cómo es el sistema, restringirlo a una distancia Ly hará que el número cuántico
ky esté cuantizado por unidades de 2π/Ly [6]. Por otro lado, al estar centrado
en x = −kyl

2
B, y considerando que los posibles valores de x están entre −Lx/2

y Lx/2, podemos comprobar que los valores de ky estarán entre −Lx/2l
2
B y

Lx/2l
2
B. Con esto, podemos calcular la cantidad total de estados:

Ly

2π

∫ Lx/2l2B

−Lx/2l2B

dky =
LxLy

2πl2B
=

eBA

2πℏ
(4.7)

donde A = LxLy, este valor es la degeneración del sistema [6]. La definiremos
de aquí en adelante como:

D ≡ eBA

2πℏ
(4.8)
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4.3. Termodinámica

Con la energía y la degeneración podemos calcular la función partición del
sistema, con la cual podremos derivar las cantidades termodinámicas necesarias
para describir el motor de Otto. La función partición para 1 partícula está
definida como:

Z = D

∞∑
n

e−βEn (4.9)

donde En es la energía del sistema, D es la degeneración dada por la ecuación
(4.8), y β es:

β =
1

kBT
(4.10)

siendo kB la constante de Boltzmann y T la temperatura. Reemplazando
con los datos obtenidos, la función partición del sistema es:

Z =
D

2
csch

(
βℏωB

2

)
(4.11)

También podemos calcular la energía interna y la entropía del sistema:

U =
ℏωB

2
coth

(
βℏωB

2

)
(4.12)

S =
ℏωB

2T
coth

(
βℏωB

2

)
+ kB ln

[
D

2
csch

(
βℏωB

2

)]
(4.13)

CB =
B2e2ℏ2

4kBm2T 2
csch2

(
βℏωB

2

)
(4.14)

Para futuras comparaciones, será importante analizar el comportamiento de
la entropía a bajas temperaturas. Tomemos el límite cuando T → 0. Primero,
reordenamos la entropía:

S = kB

(
coth

(
βℏωB

2

)
ln
[
e

βℏωB
2

]
+ ln

[
D

2
csch

(
βℏωB

2

)])
(4.15)

Al tomar el límite T → 0, el término coth converge a 1:
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ĺım
T→0+

coth

(
βℏωB

2

)
= 1 (4.16)

y juntando los logaritmos, el límite se convierte en:

ĺım
T→0+

S = kB lnD (4.17)

Este valor, que depende del área del material y el campo magnético aplicado,
servirá para establecer un puente entre este caso y el caso en el que se consideran
los bordes.

4.4. Resultados

((a)) Relación entre el campo
magnético B1 (en Teslas) y la
temperatura TB (en Kelvin).

((b)) Relación entre el campo
magnético B1 (en Teslas) y la
temperatura TD (en Kelvin).

Figura 4.4.1: Relaciones entre el campo magnético B1 y las temperaturas TB

y TD en procesos adiabáticos.

Para llevar a cabo el ciclo de Otto descrito en la sección anterior, es necesario
determinar las temperaturas TB y TD. Estas dependen de los parámetros B0,
B1, Tl y Th. En este análisis, fijamos el campo magnético inicial B0 en 1T, la
temperatura baja Tl en 4K, y la temperatura alta Th en 10K. Utilizamos la
característica del proceso adiabático, que requiere que la entropía permanezca
constante durante el proceso, para establecer la relación entre TB y B1:

S(Tl, B0) = S(TB, B1) (4.18)

A partir de esta ecuación, fijamos valores de TB y calculamos el
correspondiente B1, obteniendo la relación mostrada en la figura 4.4.1(a).
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Observamos que, al aumentar la temperatura TB, el campo magnético B1

debe disminuir para mantener la entropía constante. Esto implica que, al
diseñar un motor, es necesario comenzar desde el reservorio caliente con un
campo magnético bajo, de manera que al incrementar el campo magnético, la
temperatura disminuya.

Un resultado destacado de los cálculos presentados en [4] es que, al no
considerar la degeneración del sistema físico estudiado (asumiendo D = 1 en la
función de partición), se obtiene una relación completamente lineal entre B y
T para las trayectorias adiabáticas, lo cual resulta coherente con los resultados
esperados para un oscilador armónico y previamente reportados en la literatura.

De manera similar, podemos encontrar la relación entre TD y B1 utilizando
la condición de entropía constante durante el segundo proceso adiabático:

S(Th, B1) = S(TD, B0) (4.19)

((a)) Calor absorbido (Qin) durante el
proceso D → A.

((b)) Calor liberado (Qout) durante el
proceso B → C.

Figura 4.4.2: Calor transferido en función del cociente r.

En la figura 4.4.1(b), observamos que, a diferencia del primer proceso
adiabático, cuando el campo magnético aumenta, la temperatura TD también
debe incrementarse para mantener la entropía constante, lo cual es consistente
con el resto del ciclo.

Con los valores obtenidos para TB, TD y B1, calculamos las cantidades
termodinámicas del ciclo. En particular, evaluamos el calor absorbido (Qin) y
el calor liberado (Qout). Cabe destacar que todas las cantidades se presentan
normalizadas respecto a la energía interna inicial U(Th, B0) y se grafican en
función del cociente entre los largos magnéticos:
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r =
lB1

lB0

=

√
B1

B0

(4.20)

En la figura 4.4.2, observamos que la cantidad de calor absorbido y liberado
es mayor cuando la diferencia entre los campos magnéticos es pequeña, y
disminuye conforme aumenta el cociente r.

((a)) Trabajo total del sistema. ((b)) Eficiencia del motor, destacándose
con una línea roja la eficiencia de Carnot
para este ciclo.

Figura 4.4.3: Trabajo total y la eficiencia del sistema en función del cociente
r.

Por otro lado, en la figura 4.4.3 se representa el trabajo total realizado por
el sistema y la eficiencia del motor en función de r. Se observa un máximo en
el trabajo total cuando r ≈ 3.7, correspondiente al cociente entre los campos
magnéticos donde se produce la mayor cantidad de trabajo. En este punto, la
eficiencia del motor alcanza un valor aproximado de η ≈ 0.31.

Finalmente, es importante notar que, como se muestra en la figura 4.4.3(b),
la eficiencia del motor nunca supera la eficiencia de Carnot, aunque se aproxima
de manera significativa en valores altos de r.

Este motor magnético basado en el problema de Landau representa
una alternativa interesante para explorar ciclos termodinámicos en sistemas
cuánticos. Aunque requiere refinamientos para aplicaciones prácticas, el modelo
ofrece una perspectiva única sobre la interacción entre degeneración cuántica y
termodinámica.
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Capítulo 5

Caso con Borde

5.1. Sistema

Consideremos el mismo sistema anterior, con un área rectangular A = LxLy,
en el cual se aplica un campo magnético perpendicular al área para mantener
a los electrones. Esta vez, sin embargo, tomaremos en cuenta el borde del
material, que se modelará como un potencial. Un ejemplo se muestra en la
Figura 5.2.1. Este potencial debe aumentar rápidamente cerca de los bordes
[21], lo que nos lleva a considerar el hamiltoniano del caso base con un término
adicional correspondiente al potencial:

Hky =
p2x
2m

+
1

2
mω2

B

(
kyl

2
B + x

)2
+ V (x) (5.1)

Si el potencial varía lentamente en comparación con la longitud magnética
lB, podemos expandir el potencial alrededor del punto x0 = −kyl

2
B, que es el

centro del oscilador armónico en este caso:

Hky =
p2x
2m

+
1

2
mω2

B

(
kyl

2
B + x

)2
+ V (x0) + (x− x0)

∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

(5.2)

Dado que solo nos interesa la forma del potencial, fijaremos el nivel de
energía mínimo de modo que los valores constantes no intervengan:

Hky =
p2x
2m

+
1

2
mω2

B

(
kyl

2
B + x

)2
+ x

∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

(5.3)

Finalmente, podemos reescribir el hamiltoniano para obtener la forma de
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un oscilador armónico similar al caso anterior:

Hky =
p2x
2m

+
1

2
mω2

B

((
kyl

2
B+

∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

1

mω2
B

)
+ x

)2

− 1

2mω2
B

(
∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

)2

− kyl
2
B

∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

(5.4)

Los términos adicionales, al ser constantes, se sumarán a la energía del
oscilador, obteniendo la energía para nuestro sistema al considerar los bordes:

En(ky) = ℏωB

(
n+

1

2

)
− 1

2mω2
B

(
∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

)2

− kyl
2
B

∂V

∂x

∣∣∣∣
x0

(5.5)

Utilizaremos un potencial de la forma V (x) = αxq, donde α es una constante
con unidades de M ·L2

T 2
1
Lq , es decir, energía dividida por longitud elevada a la

potencia q. Insertando esta forma de potencial, obtenemos la siguiente energía:

En(ky) = ℏωB

(
n+

1

2

)
− α2q2x2q

0

2mω2
Bx

2
0

− αqxq
0kyl

2
B

x0

(5.6)

Utilizando los valores de x0 y ωB, simplificamos un poco más:

En(ky) = ℏωB

(
n+

1

2

)
− mα2q2k

2(q−1)
y l4qB

2ℏ2
+ (−1)qαqkq

yl
2q
B (5.7)

Como deseamos una función que sea simétrica, imponemos la condición de
que q sea par, es decir, q = 2p:

En(ky) = ℏωB

(
n+

1

2

)
− 2mα2p2k

2(2p−1)
y l8pB

ℏ2
+ 2αpk2p

y l4pB (5.8)

Al inspeccionar el segundo término, se observa que siempre será negativo.
Afortunadamente, este crece más lentamente que el tercer término, por lo que,
a partir de ciertos valores, el segundo término será despreciable. Para que esto
ocurra, debe cumplirse la siguiente condición:

mαp

ℏ2k2
y

k2p
y l4pB ≪ 1 (5.9)

Sabemos que el valor de k2p
y para cualquier p es creciente desde 0 hasta

Lx/2l
2
B, por lo que si su valor máximo es mucho menor que 1, los demás valores

también lo serán. Así, podemos expresar la condición anterior de la siguiente
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manera:

mαp

e2B2

(
Lx

2

)2(p−1)

≪ 1 (5.10)

Por otro lado, aunque no es necesario, debemos tener en cuenta que la
energía del tercer término sea de la misma magnitud que la del primer término
en los bordes. Para ello, se debe cumplir la siguiente condición:

4mαp

ℏeB

(
Lx

2

)2p

≈ 1 (5.11)

La función de partición de nuestro sistema será:

Z =
∞∑
n=0

e−βℏωB(n+1/2)Ly

2π

∫ Lx/2l2B

−Lx/2l2B

gn(ky)e
−β(2αpk2py l4pB )dky (5.12)

donde el factor Ly/2π aparece por la misma razón que se dio al calcular la
degeneración para el caso base.

5.2. Degeneración

La degeneración gn(ky), definida en la ecuación (5.12), depende del rango
energético en el que se encuentra el sistema. Para determinar los valores de
ky que separan dichos rangos, tomaremos el tercer término de la energía, lo
adimensionalizaremos en unidades de ℏωB, y lo igualaremos a un valor γ. Este
parámetro γ identificará los diferentes rangos energéticos que se analizarán.
Resolviendo para ky en esta ecuación, se obtiene:

ky(γ) =

(
ℏωBγ

2αpl4pB

) 1
2p

≡ kp(γ) (5.13)

De esta ecuación, se observa que asignando valores enteros positivos a γ,
se encuentran los valores exactos de ky correspondientes a la aparición de un
nuevo nivel de Landau. Al igualar esta expresión con el valor del borde del
material y despejar γ, podemos determinar hasta qué nivel energético n los
estados comparten al menos un valor de ky:

γmax =
2αp

ℏωB

(
Lx

2

)2p

(5.14)
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Por ejemplo, para los parámetros p = 3, α = 1 y un área de 10−7m2,
se obtiene γmax ≈ 5.054. Esto significa que el nivel base de energía comparte
valores con hasta el quinto nivel de Landau (n = 5). En la Figura 5.2.1, las líneas
negras representan los valores enteros de γ. A partir de esta información, se
pueden identificar los tramos energéticos y su degeneración, los cuales dependen
del número cuántico n.

Figura 5.2.1: Niveles de Landau para n = 0 a n = 7, afectados por el potencial
en los bordes, se usan los parámetros p = 3, α = 1 y un área de 10−7 m2. Las
líneas negras indican los valores de ky donde un nivel energético coincide con el
siguiente, compartiendo valores. En este caso, cada nivel comparte con otros
cinco niveles de Landau.

Definimos γdec = γmax−⌊γmax⌋, que corresponde a la parte decimal de γmax.
La degeneración tiene dos contribuciones para todo n, descritas por:

gn(γ) =

mı́n[2(m+ n+ 1), 2⌈γmax⌉], si m < γ < γdec +m < γmax

mı́n[2(m+ n+ 1), 2(⌈γmax⌉ − 1)], si γdec +m < γ < m+ 1 < γmax

(5.15)
para m ∈ {0, 1, . . . , ⌊γmax⌋}.

Si n > γmax, la degeneración se simplifica a:
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g(γ) =

2⌈γmax⌉, si m < γ < γdec +m < γmax

2(⌈γmax⌉ − 1), si γdec +m < γ < m+ 1 < γmax

(5.16)

para m ∈ {0, 1, . . . , ⌊γmax⌋}.
La ecuación (5.15) muestra que la degeneración depende de n, mientras

que en la ecuación (5.16) no. Modificando la expresión de la degeneración y
separando las variables n y ky, se obtiene finalmente la función de partición del
sistema:

Z =
∞∑
n=0

e−βℏωB(n+1/2)Ly

π

∫ Lx/2l2B

0

g(γ)up(ky) dky

− Ly

π

⌊γmax⌋−1∑
n=0

e−βℏωB(n+1/2)

⌊γmax⌋−n−1∑
m=0

2

[
δm,n

∫ kp(m+γdec)

kp(m)

up(ky) dky

+ (δm,n − 1)

∫ kp(m+1)

kp(m+γdec)

up(ky) dky

]
(5.17)

donde δm,n = ⌊γmax⌋ −m− n y up(ky) = e−β(2αpk2py l4pB ).
Si γmax ≤ 1, el segundo término de Z desaparece, lo que simplifica la función

de partición. Para este caso, se obtiene:

Z =
1

2
csch

(
βℏωB

2

)
Ly

π

∫ Lx/2l2B

0

e−β(2αpk2py l4pB )dky (5.18)

Es fácil verificar que, al eliminar el potencial (α = 0), la función de partición
vuelve a la expresión base. En este caso, el valor de la integral corresponde a
Lx/2l

2
B, recuperando así la degeneración y función de partición originales.

5.3. Resultados

5.3.1. Cantidades Termodinámicas

Para analizar las cantidades termodinámicas, comparamos distintos valores
de p con el caso base (borde infinito). Para solo tomar en cuenta los bordes
tomaremos la función de partición simplificada con el máximo valor de γ
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permitido, el área necesaria para lograr este valor de γ se encontrara despejando
Lx en la ecuación correspondiente a γmax. Elevando al cuadrado ambos lados,
obtenemos el área para un valor de γmax = 1 como:

Ap = 4

(
ℏωB

2αp

) 1
p

(5.19)

Usando esta área y la función de partición, se calcularon numéricamente las
cantidades termodinámicas relevantes. En la figura 5.3.1(a), observamos que, a
diferencia del caso base donde la entropía converge hacia un valor definido al
enfriarse, la entropía cae rápidamente cuando se considera el efecto del borde.
Esto impide encontrar una fórmula sencilla para describir su comportamiento.
No obstante, en casos donde el potencial no crece suficientemente rápido (e.g.,
valores altos de p y áreas pequeñas, γ ≪ 1), la entropía se comporta de manera
similar al caso base. Esto ocurre porque, al no contribuir significativamente a la
energía cerca del centro, los bordes no elevan los niveles energéticos, resultando
en valores casi constantes para todos los ky.

((a)) Entropías entre los 0.01 K y 0.5
K con un área de aproximadamente
5.8 · 10−8 m2 para el caso base, p = 3
y p = 4.

((b)) Entropías entre los 0.01 K y 20 K
para el caso base y distintos valores de p.

Figura 5.3.1: Entropías para valores bajos de temperaturas y valores altos de
temperatura.

En la figura 5.3.1(b), se presentan las entropías para distintos valores de
p. A temperaturas altas, el valor de la entropía está fuertemente influenciado
por el área, mientras que a temperaturas bajas la forma de la entropía cambia
ligeramente dependiendo del valor de p y su relación con el área, como se
evidencia en la figura 5.3.1(a).

Otra cantidad termodinámica de interés es el calor específico. En la figura
5.3.2(a), se observa que a bajas temperaturas se presenta un mínimo. Este
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mínimo corresponde a los puntos de inflexión en las curvas de entropía y refleja
un cambio en su curvatura. A altas temperaturas, mostrado en la figura 5.3.2(b),
el calor específico muestra el comportamiento esperado, convergiendo hacia kB.

((a)) Calor especifico entre los 0.1 K y 1
K, para el caso base y distintos valores de
p.

((b)) Calor especifico entre 0.1 K y 20 K
para el caso base y distintos valores de p.

Figura 5.3.2: Calor especifico para baja temperatura y alta temperatura.

5.3.2. Trabajo y Eficiencia

Utilizando la misma metodología que en el caso base, calculamos los calores,
trabajos y eficiencias de los motores para potenciales con distintos valores de
p. Fijamos los parámetros B0 = 1 T, Tl = 4 K y Th = 10 K. Manteniendo la
entropía constante durante los procesos adiabáticos, se obtuvieron las relaciones
entre B1 y TB (figura 5.3.3(a)) y entre B1 y TD (figura 5.3.3(b)). Al aumentar
el valor de p, estos resultados tienden al caso base. Además, se observa que un
p pequeño reduce significativamente la potencia del campo magnético necesario,
alcanzando un máximo de aproximadamente 20 T para el caso base.

El trabajo total realizado por el sistema, presentado en la figura 5.3.4(a),
muestra que a medida que aumenta p, el trabajo converge al caso base. Sin
embargo, los valores máximos de trabajo disminuyen con p, siendo el más bajo
para el caso base.

Finalmente, en la figura 5.3.4(b), se presenta la eficiencia. Conforme p

aumenta, la eficiencia se aproxima al caso base. Ninguna de las eficiencias
supera la eficiencia de Carnot, aunque los valores más bajos de p permiten una
aproximación más suave, mientras que los cercanos al caso base presentan un
comportamiento más abrupto.
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((a)) Relación entre el campo magnético
B1 y la temperatura TB del punto B, para
el caso base y para p = 1 hasta p = 5.

((b)) Relación entre el campo magnético
B1 y la temperatura TD, para el caso base
y con bordes (p = 1 a p = 5).

Figura 5.3.3: Relaciones entre el campo magnético B1 y las temperaturas TB

y TD en procesos adiabáticos.

((a)) Trabajo total del ciclo contra el ratio
entre los campos magnéticos, para el caso
base y p = 1 hasta p = 5.

((b)) Eficiencia obtenida contra el ratio de
los campos magnéticos. Línea punteada:
eficiencia de Carnot.

Figura 5.3.4: Trabajo total y eficiencia del motor de Otto para el caso base y
distintos valores de p.

Caso WT η

Base 0.074 0.240
p = 1 0.130 0.367
p = 2 0.127 0.348
p = 3 0.119 0.323
p = 4 0.112 0.306
p = 5 0.106 0.295

Tabla 5.3.1: Trabajo total y eficiencia para el caso base y con bordes (p = 1
hasta p = 5).
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Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo se estudió la implementación de un motor de Otto utilizando
electrones confinados por un campo magnético en una superficie bidimensional
como sustancia de trabajo cuántica. El sistema fue replicado siguiendo modelos
establecidos en la literatura, y posteriormente se incorporó un borde mediante
un potencial polinómico para evaluar su impacto en el desempeño del motor
de Otto. Se resolvió el hamiltoniano del sistema, se determinaron los valores
de la degeneración de manera general y se simplificó el análisis al caso donde
los resultados se ven exclusivamente afectados por los bordes. Esto permitió
calcular las principales cantidades termodinámicas, como la entropía, y construir
el motor de Otto variando los campos magnéticos en presencia de diferentes
potenciales polinómicos.

El análisis comparativo reveló diferencias significativas entre el caso base
(sin bordes) y los sistemas con bordes. En el caso base, la entropía converge
a un valor definido al acercarse al cero absoluto, mientras que en presencia
de bordes, esta disminuye rápidamente. Sin embargo, no se pudo determinar
si también converge a un valor específico. Por otro lado, el calor específico
mostró un comportamiento distinto en bajas temperaturas, presentando un
mínimo que no aparece en el caso base. Este fenómeno está relacionado con un
cambio en la concavidad de la entropía. A altas temperaturas, las cantidades
termodinámicas se comportaron de manera similar en todos los casos.

La diferencia más notable se observó en las métricas de desempeño del
motor de Otto: calor, trabajo y eficiencia. Se encontró una relación clara entre
la potencia del polinomio del potencial y la convergencia hacia el caso base.
Específicamente, a medida que aumenta la potencia del polinomio, el sistema

33



tiende a comportarse como en el caso sin bordes. Esto se explica porque los
polinomios de mayor potencia generan potenciales más planos en el centro del
sistema y un crecimiento rápido en los bordes. Dependiendo del área asignada,
ciertos valores de potencia resultan más efectivos para modelar bordes que
otros.

El resultado principal de este estudio es que la inclusión de bordes altera
significativamente el rendimiento del motor de Otto. En particular, los bordes
mejoran consistentemente el trabajo total, la eficiencia y el campo magnético
máximo requerido durante el ciclo, en comparación con el caso base. El efecto
más notable se observa con potenciales de baja potencia, que concentran más
energía en un área reducida, lo que se refleja en un mejor desempeño del motor.

Finalmente, se identificaron áreas para futuras investigaciones. Queda
pendiente estudiar cómo la interacción entre los niveles de Landau puede influir
en el desempeño de los motores de Otto. Esto podría abordarse eliminando
algunas simplificaciones realizadas en este trabajo o utilizando técnicas más
precisas para calcular la función de partición del sistema. Además, los resultados
podrían ampliarse explorando diferentes topologías del sistema, considerando
otros tipos de potenciales o usando la estadística de Fermi-Dirac, lo que
permitiría una comprensión más amplia del impacto de los bordes en motores
termodinámicos cuánticos.
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