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Resumen

Diversos problemas matemaéticos, como por ejemplo aquellos asociados al manejo de
recursos naturales, son modelados con dindmicas controladas sujetas a una restriccién.
Por ejemplo, considerando como control una cantidad de recurso extraido, la dindmica
nos dice céomo evolucionaria en el tiempo esta cantidad. Usualmente es necesario y
conveniente considerar restricciones asociadas a los elementos del problema, como en el
caso de la extraccién de recursos podria ser mantener un nivel de extraccién y recursos
minimos. Es de interés estudiar las restricciones que son posibles de implementar en
este tipo de problemas, con el objetivo de conocer cuales pueden ser sostenibles en el
tiempo. De esta manera, se tiene mas informacién sobre el problema y por ende es
posible tomar decisiones de manera maés informada.

El objetivo de este trabajo es extender el resultado expuesto en [1], donde se obtiene
una forma de encontrar las restricciones posibles para un modelo general de dindmica
controlada, a tiempo discreto y con incertidumbre. Dicho trabajo a extender considera
un criterio “robusto”, esto es, exige cumplir las restricciones para toda incertidumbre.
En este trabajo, se estudiard el mismo problema, pero con un criterio menos exigente,
cumplir las restricciones con al menos cierta probabilidad fija.

Abstract

Many mathematical problems, as for example those related to management of nat-
ural resources, are modeled by controled dynamics subject to some constraint. For
example, considering as control an amount of resource extracted, the dynamics tell
us how will the resource evolve in time. In general, it is necessary and convenient to
consider restrictions related to the variables of the problem, for example, in the case of
resource extraction, a minimum of resource and extraction could be guaranteed. Anal-
yse the type of restrictions suitable for this kind of problem allows us to know wich of
these restrictions are sustainable in time. In this way, we gain more information about
the problem, allowing us to make more informed decisions.

The objective of this work is to extend the results seen in [I], which consists of a way
of finding the possible constrains for a general controled dynamic model with discrete
time and uncertainty. Said work considered a “robust” criterion, this is, demanding
to satisfy the constrains for every uncertainty. In this work we will study the same
problem, but with a less exigent criterion, which is to satisfy the constrains with at
least a fixed probability value.
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Introduccion

Las matematicas son una gran herramienta para predecir situaciones de la vida real, espe-
cialmente si se trata del manejo de recursos. Mediante el modelamiento de estas situaciones
es posible estudiar cémo se desenvuelve el recurso en su entorno, dando también la posi-
bilidad de incluir un manejo externo de éste. De esta manera, mediante las matematicas
somos capaces de tomar decisiones mas conscientes e informadas sobre el manejo de los
bienes.

Considere, por ejemplo, un modelo extraccién de un recurso natural renovable. La
cantidad de recurso disponible sera expresada por x, donde k es un instante en una ventana
de tiempo finita {0, 1, ..., N}. Denominemos a la cantidad extraida de este recurso en cada
instante de tiempo mediante u;. Supongamos que la cantidad de recurso evoluciona en el
tiempo de manera lineal, es decir, la cantidad que se tendra de recurso en un instante k+1 es
la cantidad que se tenia en k, multiplicada por un indice de crecimiento. Generalmente este
indice de crecimiento no es preciso y puede tener variaciones, con lo cual lo consideraremos
como r(w), donde w es una variable aleatoria que representa esta incertidumbre. Por lo
tanto, el recurso variard en el tiempo de la siguiente manera

T = r(w) (T — ug).

Ahora, puesto que estamos hablando de un recurso natural, es preciso garantizar una
cantidad minima de éste en todo momento. Lo anterior es importante ya que se relaciona
con la prevencion de una posible extincién del recurso. Por otra parte, el recurso es extraido
por una necesidad (como lo podria ser la comercializacién de éste), con lo cual es usual que
sea necesario también mantener un nivel de extracciéon minimo. Los dos requerimientos
anteriores implican para el modelo la creacién de restricciones. Siendo Z,uin V Umin l0s
valores limites que deben tener el recurso y la extraccién, entonces se debe cumplir

Tk 2 Tmin y Uk = Umin,
para todo k € {0,...,N}. Note que teniendo un estado inicial xy, una cadena de incerti-
dumbres (wq, ..., wy) y una de controles (ug,...,uy), es posible construir una secuencia
de estados (xp, ..., zn+1). Entonces, algo interesante de estudiar es cuéles serian los valores

Tmin Y Umin Para los cuales se cumpliran las restricciones con al menos una probabilidad



fija. Lo anterior se refiere a estudiar la existencia de una cadena de controles mayores a
Umin para la cual el conjunto de todas aquellas cadenas de incertidumbres que, junto con
dicho control, generen una secuencia de estados mayores a x5, tenga una probabilidad
mayor a cierto pardmetro 3 € (0, 1]. Es decir, encontrar el conjunto

{ (x,u) ‘ I(ug, ..., uy) : P((woj...,wN) ‘ T > T, up > U, Vke{O,...JV}) 2,8}.

Conocer dicho conjunto crea una gran ventaja en el manejo del recurso, puesto que nos dice
qué valores limites son posibles establecer para su extraccién de forma que se ajuste de la
mejor manera a las diferentes situaciones del mundo real. Claramente puede ser de interés
mantener la cantidad del recurso y su extraccién en sus maximos valores posibles. Lo an-
terior se puede precisar conociendo el conjunto antes mencionado, puesto que al encontrar
su elemento maximo (mayor o igual a cualquier otro elemento del conjunto en todas sus
coordenadas), estamos encontrando las mejores cotas inferiores para el estado y control
sin sacrificar la probabilidad de que se cumplan estas cotas. La motivacion del presente
trabajo es estudiar estos valores limite, a los cuales llamaremos umbrales.

Formalmente estudiaremos un sistema dindmico con incertidumbre y restricto, cuyos
componentes se describirdn a continuacién. Denominaremos por X al conjunto de estados
del sistema, y por N € N al horizonte finito. Entonces, cada elemento x; generado por el
sistema dindmico en un instante k € {0,..., N} pertenecera al conjunto X. Se asumird el
conocimiento de un estado inicial al cual denominaremos & € X. El conjunto de controles
queda definido por U y al igual que con el estado, en cada instante se tendra que ug € U.
Por ltimo asumiremos una perturbacién asociada a la dindmica en cada tiempo, la cual
estard compuesta de variables aleatorias wy en un espacio de probabilidad 2. Con todo lo
anterior, el sistema queda definido como

‘rk—i-l:F(xk)ukvwk)a kZO?"‘7N7 1,'[):5, (Dg(w))

donde la funciéon F' : X x U x 0 — X representa la evolucién de la variable de estado en el
tiempo y es llamada dindmica. Al considerar las aplicaciones de este sistema, existen ciertas
restricciones que permiten tener coherencia con la realidad o control sobre el resultado
deseado segun pardmetros conocidos. En nuestro caso nos enfocaremos en restricciones
del tipo mixtas, es decir, ecuaciones que limiten tanto a la variable de estado como al
control. Considerando que una secuencia de estados solucién de la ecuaciéon dindmica es
determinada por una condicién inicial, un control y una perturbacion, indirectamente las
restricciones son también impuestas sobre estos elementos. Se definen las restricciones sobre
el sistema mediante el mapeo g : X x U — R™, tal que

g(zk,ur) > c, k=0,...,N. (I°)

Aqui, el vector ¢ € R™ representa el umbral bajo el cual se deben mantener, bajo el mapeo
restriccién g, las variables de estado y control del sistema en todo momento; por lo tanto,



denominaremos a los elementos ¢ por umbrales restriccion. Note que la desigualdad en
debe entenderse coordenada a coordenada.

En pos de tener una notacién més simplista, a continuacién daremos nombre a los
conjuntos asociados a las secuencias generadas por el sistema.

e Para las secuencias de controles posibles definimos el conjunto
U= {u = (uk),]fvzo UQ, UL, ..., UN E U} ~ N+

Ademsds, denominaremos por 4 al conjunto de mapeos u: N x X — U, generalmente
llamados “feedbacks”.

e Consideremos que todas las perturbaciones pertenecen al conjunto €2, en cualquier
instante de tiempo. Por lo anterior, la coleccién de todos las secuencias de perturba-
ciones posibles sera

Q= {w: (wk)]kvzo ‘ wo, W1, ..., WN € Q} ~ N+

e Finalmente una secuencia de estados solucién del sistema 1} asociada a un
control u € U y una incertidumbre w € €2 es un elemento del espacio

X = {x: (xk)]kvzzl ’ ZOy -y TN4+1 EX} >~ X NF2,

Ademsds, denotaremos a cada solucion del sistema 1D“£ (w) dependiendo de una con-
dicién inicial &, un control u y una perturbacién w como la secuencia xg(u).

A continuacién definiremos el elemento principal de este trabajo. Note que la posibili-
dad de que exista una solucién al problema (digase un control) tal que, para un nimero
considerable de perturbaciones, se cumplan las restricciones en todo momento, depende
directamente de la condicién inicial y el umbral restriccion. Ademads, estos dos elementos
comparten la particularidad de ser potencialmente manipulables, dependiendo de las con-
diciones del problema. El andlisis de los valores que puede tomar la condicién inicial para
un umbral fijo, es la llamada viabilidad del problema; diversos resultados en relacion a
este tema se encuentran en [2], como también para el caso con tiempo continuo en [3]. En
nuestro caso, el enfoque de estudio serd el umbral restriccidn.

El objetivo de este trabajo es obtener una descripcién 1til para el conjunto de umbrales
sostenibles. Dicho conjunto lo denominaremos por S?(€) y retine a todos aquellos umbrales

restriccién para los cuales un estado inicial £ fijo resulta ser viable con un nivel de confianza
B € (0,1], es decir,

sP(¢) = {C € R™ ’ JueU : IP’<w € Q| x¢(u), u satisfacen ) > B}.

3



En este caso, P : @ — [0,1] es una medida de probabilidad sobre el espacio €2, la cual
permanecers fija a lo largo del manuscrito. Algunas cualidades interesantes del conjunto
de umbrales sostenibles son:

e La naturaleza de la restriccion permite asegurar que existe una contencién en los
conjuntos de umbrales sostenibles al exigir un nivel de confianza menor. Esto seria,
para niveles de confianza 3; > S35 se tiene St (&) C SP2 &).

e Si para dos condiciones iniciales diferentes & y &2, se tuviera la relacién NE (&) C
SP (&), entonces, conceptualmente hablando, & es mejor condicién inicial que &;.
Esto ya que el sistema asociado a &3 es igual de sostenible para restricciones menos
exigentes.

Lo anterior se puede ver explicado grificamente en la Figura [1}

C1
-
C2 (3] | SP(&) N\ o
(a) Umbrales sostenibles para niveles (b) Umbrales sostenibles para
de confianza decrecientes dos condiciones iniciales

Figura 1: (a) muestra la relacién S (¢) C ... C S5 (¢) para 81 > ... > SBs; (b) muestra la situacion
SP(&1) € SP(&).

Actualmente se tienen resultados sobre aproximaciones del conjunto S, para diferentes
casos. En [4] se explicita el conjunto de umbrales en el caso de una dindmica mondtona en
las variables de estado y control. En [5] se expone un método para calcular la probabilidad
asociada a un umbral en la definicién del conjunto de umbrales sostenibles, bajo supuestos
sobre la incertidumbre. Importantes son los resultados que se tienen para el caso deter-
minista [6], el cual no considera una incertidumbre; y el caso “robusto”[I], el cual exige
cumplir las restricciones para toda incertidumbre. Estos tiltimos resultados son el punto de
partida de todo lo que veremos a continuacion.

En el capitulo 1 veremos una posible adaptacién del resultado relacionado al caso
“robusto”de [I]. En el capitulo 2 cambiaremos el enfoque hacia una modificacién de un
resultado asociado a viabilidad, complementiandolo con otro resultado similar al obtenido
en el capitulo 1. Finalmente en el capitulo 3 veremos un ejemplo préactico aplicando los
resultados obtenidos en el capitulo 2.



Capitulo 1

Umbrales sostenibles para sistemas
dinamicos restrictos

En este capitulo hablaremos de los principales resultados expuestos en [1], los cuales hablan
de un método que permite encontrar el conjunto de umbrales robusto. El caso “robusto” pide
que la restriccién se cumpla para toda incertidumbre, por lo cual es mas exigente
que el caso de umbrales sostenibles con nivel de confianza fija. El objetivo de mencionar
estos resultados es poder extenderlos, para ser aplicados al caso no robusto. Explicaremos
las principales dificultades encontradas y mostraremos algunos resultados parciales que
pudimos obtener al respecto.

1.1 Caso robusto

Definicién 1.1.1. Denominaremos conjunto de umbrales robustos al conjunto S(¢), el cual
consta de todos aquellos umbrales ¢ para los cuales existe un control u tal que cualquier

solucién de () cumplird la restriccién mixta , esto es:
S(¢) = {c eR™ ’ JueU : x¢(u), usatisfacen (I, Vw e Q}

El caso robusto ha sido previamente estudiado en [1; alli se expone una construccién
aproximada de la frontera de Pareto débil del conjunto S(§), de manera que finalmente es
posible caracterizarlo. A continuacién explicaremos esta metodologia con el objetivo de po-
der utilizarla en las siguientes secciones. Comenzaremos notando la siguiente caracteristica
del conjunto S(§), que justifica el poder describirlo mediante su frontera.

Observacién 1. Tomando c*,c € R™, dada la estructura de la restriccion , sict>c
entonces para cualquier £ € X se tiene que

cte€S(E) = ceS(§).



Lo anterior quiere decir que S(§) = S(§) + R™, por lo que es posible caracterizar al con-
Junto S(&) por su frontera, y en particular por su frontera superior de Pareto débil, la cual
definiremos a continuacion.

Definicion 1.1.2. Para un conjunto A C R™ se define su frontera de Pareto débil inferior
como

PL(A) = {CEA : Ve € A, Jie{1,...,m} tal que cigcg},

y su frontera de Pareto débil superior como
PI(A) = {c €A vl eA Jie{l,...,m} tal que ¢; > c;}

Ademas, se llamaran minimos y maximos de Pareto a los elementos de las fronteras de
Pareto débil inferior y superior, respectivamente.

P5(4)

PI(A)

(a) Frontera de Pareto superior (b) Frontera de Pareto inferior

Para adaptarnos a los resultados que mencionaremos y también aquellos nuevos de la
siguiente seccion, se requiere el cumplimiento de supuestos sobre el sistema formado por

OFe) v 1)

Supuestos 1. Los siguientes item son supuestos a mantener por el resto de este capitulo.
1.1 X serd un espacio vectorial normado de dimension finita.
1.2 F(-,-,w) es continua en X x U, para todo w € (.
1.8 Las restricciones g; : X xU — R son semi-continuas superior, para todoi =1,...,m.
1.4 U CR! es un conjunto compacto.

Los supuestos recién definidos resultan importantes para asegurar la compacidad del
conjunto de trayectorias solucién de la dindmica 1' con restriccion , como se
describe en [6] y [1].



El objetivo a continuacion es describir el conjunto de umbrales robusto mediante su
frontera de Pareto débil superior. Para obtener ese resultado es que definimos la siguiente
“distancia” hacia la frontera. Se define entonces la funcién We : R™ — R mediante

We(c) := méx inf i iy (e, i) | x¢(w) = (@)
() =iy o, { i, o) | ) = @0l

donde,

@W(c;x,u) = ‘_Hll,n (gZ(ZC,U) - Ci)-

i=1,....m

Observacién 2. El mdzimo se alcanza en la definicion de We ya que se trata de una
mazrimizacion de funciones semi-continuas superiores en un conjunto compacto gracias a
los Supuestos 1]

A continuacién se enuncia el resultado principal de esta seccién, que relaciona W¢ con
la frontera de Pareto superior débil del conjunto S(§).

Teorema 1.1.1. Para todo c*,¢ € R™, se tiene que

1. ¢* pertenece a la frontera de Pareto débil superior de los umbrales robustos, P (S(ﬁ)),
si y solo si We(c*) = 0.

2. Si We(c) <0, entonces

—

p(c) :=c+ We(0)1

es un mdzimo de Pareto débil de S(f)ﬂ

El inciso 1 del Teorema nos permite saber si un elemento pertenece o no a la frontera
de Pareto, mientras que el inciso 2 permite construir un algoritmo para encontrar estos
elementos. La idea general de este algoritmo se puede ver en la Figura donde se toman
umbrales ¢ lo suficientemente grandes tales se pueda asegurar estar fuera del conjunto S(§),
para luego proyectarlos a P*(S(€)).

PDonde 1 = (1,1,...,1) € R™.



C2

Figura 1.1: Algoritmo relacionado al inciso 2 del Teoremam

El calculo de la funcién We(c) puede llegar a ser complicado computacionalmente. Al
incrementar el horizonte IV, el problema de optimizacién incrementa su dimensién exponen-
cialmente; por lo cual resulta conveniente utilizar programaciéon dindamica para resolverlo,
como se expone a continuacién. Definamos para cada n € {0,..., N} la funcién valor

Wi (€) := sup inf { min = Oy (¢; g, ug) | 2pr1 = Fag, ug,wi), k€ {n,...,N}, z, = 5}
ucy wel k=n,....N

Note que We(c) = W5(§).
Proposicién 1.1.1. Para cualquier n € {0,...,N}, ce R™ y £ € R? tenemos

uclU

Wi (€) = max min{(IDW(c; & u), mel’gWﬁH(F(g,u,w)) } (1.1)

C — 4 .
Yy WN(&) = Inax (I)W(C,f,u)~
uelU
Teniendo en cuenta los resultados recién expuestos, es natural pensar en extenderlos al
caso estocastico con nivel de seguridad 5. A continuacién veremos una forma intuitiva de
realizar lo anterior que nos permite entender de otra manera el problema.

1.2 Adaptacion para el caso estocastico

A continuacién veremos como es posible obtener un resultado similar al del Teorema [1.1.1
pero adaptado al caso S? (§). Para comenzar, notamos que la observacion |1| también existe
para la versién estocastica, por lo cual es posible describir al conjunto S” (&) si se conoce
su frontera.



Observaciéon 3. Tomando c*,c € R™, dada la estructura de la restriccion , s8¢ >c
entonces para cualquier & € X se tiene que

¢ esSPE) = ceShe).

Lo anterior quiere decir que SP(€) = SP(&) + R™, por lo que es posible caracterizar al
conjunto SP(&) por su frontera, y en particular por su frontera de Pareto débil superior.

Recordando la seccién anterior, la funcién We calcula una distancia hacia el conjunto
S(§). Para poder expresar el mismo tipo de funcién en el caso estocastico, consideramos
aquellos conjuntos contenidos dentro de las incertidumbres que tengan probabilidad al
menos [. Lo anterior motivado por el hecho que, para un umbral fijo y algin control, el
exigir que la restriccién se cumpla para cualquier incertidumbre que pertenezca a uno de
esos conjuntos con probabilidad mayor a 3, nos asegura que ese umbral pertenece a S%(€).
Para obtener los resultados esperados definimos entonces el conjunto

Ps(Q) :={Q CQ : P(Qp) > B}.

Luego, para cada Qg € Pg(£2) definimos
Se(Qp) = {c eR™ ‘ Fue U : x¢(u), u satisfacen (I7), YV w € QB}-

Esta definiciéon permite utilizar los resultados de la seccién anterior considerando un
espacio reducido de perturbaciones, 23, en vez de todo el espacio. Ademds, existe una
clara relacién entre los conjuntos Sg y el conjunto SP (&) que permite obtener la conclusién
esperada, la cual se observa a continuacion.

Observacion 4. Se tiene lo siguiente

P = |J S

05673‘5 (Q)

Definamos el elemento que permitird encontrar elementos en la frontera de Pareto del
conjunto de umbrales sostenibles. Para cada Qg € P3(2) definimos,

Wi i ot {win oo | <) = @y

Observacion 5. Note que el mdzimo se alcanza en Wg(c; Q) puesto que el infimo sobre
todas las perturbaciones w € 2g se toma en una funcion semi-continua superior, por lo
que resulta también ser semi-continua superior. Ademds, se tiene como supuesto que el
conjunto de controles U es compacto.



La siguiente proposicién muestra la relacién entre los conjuntos S¢ y la funcién M? y
sera de utilidad.

Proposicion 1.2.1. Se tiene lo siguiente
W, (e:905) > 0 <= c € Se(Qp). (1.2)

Demostracion. Supongamos que Wg (c;928) > 0y seaug € U el elemento donde se alcanza

el maximo en W? (¢;Q3). Notemos que

’ f ’ @ . w 1 — N+1 > 0
wleﬂﬁ { k_—Oj..,N (C’ ks uﬂk) 3 ( 6) ( k)k—O -7
con lo cual

in ® : >0, V Q3.
k:%l,ln,N W(C,xk,Uﬁk) =z U, Vw € 8ig

Se concluye entonces que ¢ € S¢(€23). Supongamos ahora que ¢ € Sg(€23). Luego, existe
u € U tal que

min min g;(zg,ur) —c; >0, Vwe N
p i z‘:l,...,mgl( ks Uk) — ¢ >0, 3

con lo cual

inf min Py (c; zr, u >0

y se concluye. O
Utilizando las funciones Wg intentaremos definir una funcién distancia al conjunto de

umbrales sostenibles, andloga a la funcién We. Esta funcién cumplird también una relacién
similar a la obtenida en la Proposicién [2.1.1] lo cual veremos a continuacién. Definamos,

Wf(c) = . sup Wg(c; Q5)
sE€Ps(£2)

y se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.2. Sea c € R™. Si Wf(c) > 0, entonces c € SP(&).

Demostracion. Supongamos que Wg (¢) > 0. Por definicién de supremo se tiene que para
todo € > 0, existe un Qg € Pz(Q) tal que

Wf(c, Qp) > —¢.

Siendo ug € U el elemento donde se alcanza el maximo en Wg (¢, 93), lo anterior implica
que

inf min @y (c;xp,ug, ) p > —¢
wey {k:o,...,N (e 2k, ug,) 2 =€,
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y por ende

_)
inf min Py (c—cl;zp, u > 0.
wey {ko,...,N wi R B’“)} -

— —
Luego, por 1} se obtiene que ¢ — 1 € SP(Qg) C SP(€). Por lo tanto, ¢ —e1 € SP(¢)

para todo € > 0, y haciendo € — 07, se concluye ¢ € SB(¢). O

Los resultados anteriores permiten obtener lo siguiente, similar al Teorema|1.1.1

Teorema 1.2.1. Para todo c*,c € R™, se tiene que

1. S Wf(c*) =0, entonces c* pertenece a la frontera de Pareto débil superior de SP(€).

2. Si Wf(é) < 0, entonces

es un mdzimo de Pareto débil de SP(€).

Demostracion. 1. Tenemos que Wf(c*) = 0. Por Proposicién [1.2.2| se tiene que c* €

SB(€). Supongamos por contradiccién que existe ¢ € SP(€) tal que ¢ > ¢*. Como ¢
estd en la cerradura del conjunto de umbrales sostenibles, se tiene que existe una
sucesion (c,), C SP(€) tal que ¢, — c.

Luego, para cada ¢, € SP(€) existen u,, € U y un conjunto Qg, € Ps(2) tales que

9(xp,up) > ¢, Vk=0,...,N, Vwe Qg,, (1.3)

donde (xk),]y:ol = x¢(up). Lo anterior implica que

0=W?(c*) > max inf min Py (c"; 2, u
e ( )_uerean k=0,...,N w (s 2, )

X2 (u) = <xk>£!+01}

> {nf {min Py (5 g, U k)

X2 () = <xk>iftf}

wEQBn =0,...,
T3) ) .
> min c¢u; —c;,
i=1,...m
‘ Ian cni—¢; <0, VneN. (1.4)
1=1,....,m

Por otra parte notemos que
* *
Cp—C = Cni—C —C —C,
y como ¢; — ¢; > 0, entonces para cada 7 = 1,...,m existe N; € N tal que

Cni—¢; >0, Yn > N;.

11



Por lo tanto, definiendo N = max{Ny,..., N} se tiene que
cn—c" >0,Vn>N,
lo cual es una contradiccién con ([1.4)).

2. El resultado viene del hecho que

M (p(e)) = M, () - M(e) = 0,
con lo cual se concluye al aplicar el inciso 1. del Teorema.

O]

Como pudimos ver, el resultado de la secciéon anterior es extensible, pero no comple-
tamente. La dificultad viene en la demostracién de la implicancia contraria del inciso 1
del teorema. Ademads, es importante recalcar que incluso teniendo el resultado del inciso
2, el cual por si s6lo permite describir la frontera del conjunto S? (&), de todas maneras
aproximar Wf (c) no seria tarea sencilla. Lo anterior puesto que trabajar con el conjunto
P5(2), en la gran mayorfa de casos, es un problema altamente complejo.

En el siguiente capitulo veremos un enfoque diferente para obtener una descripciéon de
la frontera de SP(¢), que resulta aplicable a una gran cantidad de casos.

12



Capitulo 2

Aproximaciéon del conjunto de
umbrales sostenibles

En este capitulo veremos un resultado importante sobre el kernel de viabilidad [2], el cual
puede ser extendido a nuestro problema. Este resultado permite identificar si un umbral
pertenece o no al conjunto de umbrales sostenibles de nivel 5. Ademads, se expondrd una
modificacién del resultado de la Seccién[1.1] que permitird encontrar una forma de localizar
donde se encuentra el conjunto de umbrales sostenibles.

2.1 Extension de resultado de Viabilidad

Definimos el kernel de viabilidad V#(c) para un umbral ¢, como el conjunto de todos
aquellos estados iniciales £ tales que existe un control para el cual la restriccién se
cumple con un nivel de confianza 3 € (0, 1], es decir,

VA(c) = {§ €eX ‘ JueU: P(w € Q | x¢(u), u satisfacen 1' > B}

Actualmente se tienen resultados sobre aproximaciones para encontrar este conjunto, prin-
cipalmente en [2]. Existe una dualidad entre el kernel de viabilidad y los umbrales sosteni-
bles, la cual viene dada por la relacién

£eVP(c) <= ceSPe).

Producto de esta relacién es posible adaptar ciertos resultados de un problema al otro. A
continuacién obtendremos una expresién que permite describir al conjunto S?, mediante
una adaptacion de [2](Capitulo 7, Seccién 7.5).

Definicion 2.1.1. Para cada ¢ € R™ definimos

Ae) ={(z,u) e X xU : g(z,u) > c},

13



y la siguiente funcién valor estocésticdl| de manera recursiva

Vi(z) =sup Ly (z,u),
uelU

Vi(z) = sup Lagey(x,u) Ey [V (F(z,u,w))],
ue

paran=0,...,N —1.

Por simplicidad asumiremos que w € €2 es una secuencia de variables aleatorias inde-
pendientes idénticamente distribuidas (i.i.d.). El resultado que relaciona la funcién valor
antes definida con el conjunto de umbrales sostenibles se enuncia a continuacién.

Proposicion 2.1.1. Supongamos que existe un feedback optimo para la programacion
dindmica . Entonces, un umbral ¢ € R™ pertenece al conjunto de umbrales sostenibles
con nivel de confianza B si la condicion inicial & pertenece al conjunto de nivel superior 3
de la funcion valor estocdstica:

ceSP(§) « V§(©) =8

Antes de realizar la demostracién es necesario construir algunas herramientas que seran
de utilidad. Definamos el operador 7" : N x X x @ — {0,1} como

N
m(n,z,w) = [ Lag (@r, up), (2.2)
k=n
donde u € i, x,, = =, up = ug(xg) y o1 = F(xg, ug, wy), para todo k € {n,..., N};

siendo 4 el conjunto de mapeos u : N x X — U. También definamos a partir de lo anterior,
mr(n,z) = B, [7"(n, z,w)].

Observacion 6. Para cadau € i, x € X yn=0,..., N definamos u, = u,(x) y notemos
que se tiene lo siguiente:

(N, z) = 1A(c)(z,uN),
(2.3)
mh(n,x) = 1500) (@, un) - By |7 (n + 1, F(z,up,w)) |

Lo anterior es directo de concluir puesto que (N, -,-) no depende de la perturbacion w y
m(n, -, ) depende solamente de (wy, Wpi1, ..., WN).

El siguiente lema es la dltima herramienta necesaria para proceder con la demostracion
de la Proposicién [2.2.1

'"Entiéndase 14 como la funcién indicatriz del conjunto A, esto es, 1a(z) =1siz € Ay 1a(x) =0en
otro caso.

14



Lema 2.1.1. Supongamos que existe un feedback optimo u* € U respecto a la programacion

dindmica , es decir,

wy (@) € argmax Ly (z,u),

* y ) (2.4)
un(x) € arg %’1635( A(e) (.ZU,’LL) Ey [Vn—i-l (F(x,u,w))} )

para todo n € {0,...,N — 1}. Entonces, para todo x € X yn € {0,..., N} se tendrd que

 (n,z) = sup i (n, ) = Vii(x),
uell

Demostracion. Para probar lo anterior procedamos por induccién hacia atras. En el caso
n = N se tiene lo siguiente:

*

e (N, z) = E, [ﬂ“*(N,a:,w)]

= 1A(c) (J?, u;kz(w))

©4) .

=" sup 1) (2, u) = Vy(z)
ucU

= sup (N, z).
uell

Supongamos ahora que

™ (n+1, ) :suﬁrrﬁ(n—i—l,x) = Vi i(x). (2.5)
ue

*

* (z) se tiene lo siguiente:

. sz *
Note que, considerando la Observacion |§| yu,=1u

T (n, ).1A Ew[ﬂ*n+1Fx,un,w))}
. ]-A ]Ew V?f—&—l wvunaw))]
274

ue

sup Lo (2, u) Ey [Vn+1(F(x u,w))]

= Vnc(x)

15



Es mas, para cualquier feedback u € i,
2.3 [
(0, ) 140 (z,up) By | TR (n + 1, F(z, up, w)):|

< 1A(c)(x7un) Ey [supﬂ'ﬁ;‘(n + 1,F(w,un,w))]
uci

- 1A(c)($7un) Eq Vnc—l—l (F(fc,un,w))]

< sup 1y (z,u) Ey [Vrfﬂ (F(w, u, w))]

con lo cual tomando supremo se obtiene

sup it (n, ©) < Vii(x) = 7k (n,z),
ueil

y se concluye.
O

Demostracion Proposicion[2.1.1. Tomemos ¢ € S?(€), y tendremos que existe @ € U tal
que

IP’<w € Q | x¢ (1), u satisfacen ) > B.

Considerando la definicién del conjunto A(c) y que la secuencia de perturbaciones w =
(wo, ..., wy) es tal que w, son i.i.d, entonces la probabilidad anterior se puede escribir
como

ﬁgIP’(weQ | (z1, 11) € A(c), Vke{o,..-,N}> =Eo

N
11 1ae (s, ﬂk)] :

k=0

Definamos el feedback u € 4 tal que u,(z) = u, para todo x € X. Entonces, lo anterior se
puede escribir como

B <Ey

N
I 1ae (@ Uk:)]
k=0

=E., {77"(0, f,w)] = mi(0,€).
Por lo tanto, considerando lo obtenido en el Lema |2.1.1] se concluye que

m(0,6) > 8 = V§(€) = sup m3(0,€) > B.
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Supongamos ahora que Vi (§) > By sea u* € 4 un feedback 6ptimo de la programacién

dindmica (2.1). El Lema dice entonces que
s (0,€) = Vi'(§) > 8.

Entonces, se tendra que

uesl

N
B < i (0,8) =sup E, ! 11 1A(c)($k,uk($k))]
k=0

= sup ]P’(w € Q| (xg,ux(zr)) € Alc), Vk € {0,... ,N})
ueil

< sup P(w € Q| (zg,ur) € Alc), Vk € {0,...,N}>
ucU

y por lo tanto, ¢ € SP(¢).

2.2 Umbrales no sostenibles

Considerando el resultado expuesto en la seccién anterior, ahora somos capaces de identifi-
car si un umbral ¢ € R™ pertenece al conjunto de umbrales sostenibles de nivel 5 o no. Por
si solo este resultado es bastante 1til, pero podria ser ain mas sencillo acotar el espacio de
umbrales sostenibles conociendo el siguiente conjunto.

Definicion 2.2.1. Denominaremos conjunto de umbrales no sostenibles a todos aquellos
¢ € R™ tales que no importa con qué control ni con qué perturbacién se genere la secuencia
de estados X?(u), ésta nunca serd capaz de satisfacer las restricciones:

U) = {c eR™ ‘ Vu € U,Vw € ©, x¢(u) y u no satisfacen } (2.6)

Observaciéon 7. Es claro que para cualquier condicion inicial & y nivel de confianza (B se
tendrd

S(€) € SP(&) SR™U(9).

Lo anterior mos permite encontrar una franja de valores entre los cuales se encuentra la
frontera de SP(€), justamente entre la frontera inferior de U(E) y superior de S(€) (ver
Figura . Ademds, se tiene la relacion

U(¢) =U(E) +RY,

por lo que es posible definir U(§) por su frontera de Pareto inferior débil.
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N

Figura 2.1: Relacién entre los conjuntos S(&), S?(€) y U(¢).

\ &

Supuestos 2. Los siguientes item son supuestos a mantener por el resto de este capitulo.
2.1 X serd un espacio vectorial normado de dimension finita.
2.2 F: X xUx8Q — R es continua en todas sus variables.
2.8 Las restricciones g; : X x U — R son continuas, para todo i =1,...,m.
2.4 U CR! y Q son conjuntos compactos.

El resultado expuesto en la Seccién es adaptado a continuacién para el caso no sos-
tenible. Especificamente, utilizando la frontera de Pareto débil inferior es posible describir
el conjunto U(§). Para realizar lo anterior definimos la siguiente funcién “distancia” hacia
la frontera inferior del conjunto.

Definicién 2.2.2. Definimos la funcién M, : R™ — R mediante

Me(e)i= inf, it {mix [ mix e anonn)] | w0 = @iy

Definamos también por simplicidad

Qe;x,u) = k:r{)l,é.}fN L:n{laxm ¢ = 9i(Tr, uk)}
Observacién 8. Para obtener un resultado similar al del Teorema €s Mecesario
exigir que los infimos se alcancen en Me(c). Por lo anterior es que se tiene los Supuestos
[3, los cuales implican la compacidad de los conjuntos U y Q. Entonces, podemos asegurar
que se tienen minimos en vez de infimos ya que tanto la dindmica F como la restriccion
g son continuas en todas sus variables y por ende el mapeo (u,w) Q(c;xg(u), u) resulta
ser continuo. Por lo tanto se tendrd

M¢(c) = ff&r} “1%18 Q(c;x¢ (u),u).

18



Lema 2.2.1. Se tiene lo siguiente

ceU() < M(c) > 0. (2.7)

Demostracion. Supongamos primero que M¢(c) > 0; luego, para todo u € U y todo w € Q
se tiene

$ 4 4 — - )
kf(}?)fzv[i:r{lf}fmq gz(azk,uk)] Qe x¢ (u),u) >0

Lo anterior implica que existen i, € {1,...,m} y k. € N tales que

Cie > Gio(Thys Uk,),

con lo cual no se cumple la restriccién y por ende ¢ € U(€).

Supongamos que ¢ € U(§). Por contradiccién asumamos que M¢(c) < 0, con lo cual
existen u’ € U y ' € Q tales que

Me(c) = Qe;xe(u',w'),u') = méx [ max c; — gz(:v;,,uk)] <0.
k=0,...N Li=1,..m

!/

Por lo tanto, para todo k € {1,...,N} se tiene g(z},u)) > c. Es decir, x¢(u',w') y u
cumplen la restriccion , lo cual es una contradiccion.
O

Lema 2.2.2. Se tiene lo siguiente
ceU(§) < Mc(c) >0. (2.8)

Demostracion. Sea c € U(€); entonces, existe una sucesién {c;}jen C U(€) tal que ¢; — c.
Dado que ¢; € U(§), por se tiene M¢(cj) > 0 para todo j € N.

Note que la funcién Mg : R™ — R es semi-continua superior (s.c.s.) al ser infimo de
funciones s.c.s., lo cual implica la conclusién pues

Me(c) > lim sup Mg(c;) > 0.
Jj—0o0
Supongamos ahora que M¢(c) > 0. En el caso de la desigualdad estricta, Me¢(c) > 0, la
conclusiéon se obtiene directamente de ([2.7]). Por lo tanto, consideremos

M = inf inf i xE =0.
¢(c) = fnf mf Q(c;x¢(u),u) =0

Sea € > 0, note que

— —
M, 1)= fof fnof 1;x¥
glet+el)= inf inf Qc+el;xg(u),u)

= ( imf nf Q(c;x¢ (u), u)>+6

uclU we2
= M(c)+e=¢>0.
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%
Utilizando nuevamente el resultado 1} se obtiene ¢ + 1 € U(), para todo ¢ > 0.
Finalmente tomamos ¢ — 0" y se concluye ¢ € U(€). O

A continuacién se enuncia el resultado principal de esta seccién, que relaciona Mg con
la frontera de Pareto inferior débil del conjunto U(¢).

Teorema 2.2.3. Para todo c*,c € R™, se tiene que

1. ¢* pertenece a la frontera de Pareto débil inferior de los umbrales no-controlables,

PHU(E)), siy sdlo si Me(c*) = 0.

2. Si M¢(c) <0, entonces
>
p(E) =C— Mg(é) 1
es un minimo de Pareto débil de [U(f)

Demostracion. 1. Supongamos que c¢* pertenece a la frontera de Pareto débil inferior
de U(&). Luego, ¢* pertenece a U(&) y por l) se obtiene que

Me(c*) > 0.

Supongamos por contradiccién que M¢(c*) > 0 y definamos

—

1
ci=c"— §M§(c*) 1.

Note lo siguiente

Me(c) = min min Q(c; x¢ (u), u)

uclU we2
= minmin maix max ¢; — g;(xk, ug }
weU weQ k=0....N Li=1,..m gi(wn, )
= minmin mix max max c; — =M(c*) — gi(xg, ug)
ucUwe k=0,....N Li=1,...,m k=0,... N 2
r 1
, , ’ ’ * *
= min min max max c; — gi(Tk, ug } — —M¢(c
ueU weQ k=0,...N Li=1,..m ° gi(@r, ur) 2 e(@”)

1

Entonces, por li se tiene que ¢ € U(£). Lo anterior implica que ¢* no es un minimo
de Pareto débil, lo cual es una contradiccién.

Supongamos ahora que M¢(c*) = 0. Entonces, por l} se tiene que ¢* € U(¢).

Asumamos por contradiccién que existe ¢ € U(€) tal que ¢ < ¢*. Como ¢ € U(E),

2Donde 1 = (1,1,...,1) € R™.
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entonces para todo u € U y todo w € €2 se tiene Q(¢;x¢ (u), u) > 0. Esto es, existen
k. e i. tales que E|

Cie 2 Gie(Thes Uk,),
con lo cual, considerando u* y w* como los argumentos minimos de M¢(c*) tenemos:

0= M(c") = minmin Q(c*;x¢ (u),u)
= Q(c*;x?*(u*),u*)

Ci v = Gix (xkc* ) uk’c*)

c

v

ct Ci -

Tex c

Y

Por lo tanto, existe un i« tal que c;f‘c* < ¢, lo cual es una contradiccién
. El resultado viene del hecho que
Me(p(2)) = Me(e) — M(e) = 0,

con lo cual se concluye al aplicar el inciso 1 del Teorema.
O

El inciso 1 del Teorema nos permite saber si un elemento pertenece o no a la frontera

de Pareto, mientras que el inciso 2 permite construir un algoritmo para encontrar estos
elementos. La idea general de este algoritmo se puede ver en la Figura[2.2] donde se toman
umbrales ¢ lo suficientemente pequenos tales se pueda asegurar estar fuera del conjunto
U(€), para luego proyectarlos a P(U(€)). En el siguiente capitulo se explicard a detalle
el funcionamiento de este algoritmo y se entregard un ejemplo aplicado a un problema
concreto.

y

2

Figura 2.2: Algoritmo relacionado al inciso 2 del Teoremam

3Note que i. y k. dependen de u y w.
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El calculo de la funcién M¢(c) puede llegar a ser complicado computacionalmente, por
lo cual resulta conveniente utilizar programacién dindmica para resolverlo, como se expone
a continuacién.

Definamos para cada n € {0,..., N} la funcién valor

Tt1 = F(..’Ek,Uk,’LUk;),

M) = i Jof | () | B € e N
.

donde para x € X, u € U

Note que M¢(c) = MG(E).

Observacion 9. El minimo se alcanza en MS(E) por los mismos argumentos explicados
en la Observacion[§ Ademds, M, serd continua puesto que toma infimos sobre funciones
continuas en espacios compactos.

Proposicién 2.2.1. Para cualquier n € {0,...,N}, ce R™ y £ € R? tenemos

M (€) = min méx{‘I)M(c;f,u), grelngLJrl(F(f,u,w)) } (2.9)

uelU
y MG () = min @p(c; &, u).
uelU
Demostracion. Procedamos por induccién hacia atras, con el caso N. Note que

C — 7 7 @ .
My (€) min min m(c & un)
— min ®y(c: €, ).
Iunelllfl M(Caé-vu)

Sabemos por Observacién [9| que existe u € U tal que

LTe41 = F($k7ﬂkawk)7
ME(€) = 525 Drr(e; &, un), k:ﬁglii(..,N@M(c; g, ug) | ke {n+1,. 3 N},
Tp+l1 = F(g,unawn)
LTe4+1 = F($k7ﬂk7wk)a
=méx | Pps(c; & ap), Jlelgz k:ﬁ?i{..,N Drr(c;zp,ur) | ke {n+1,. 3 , N},
Tn+1 = F(f,un,wn)
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Por otra parte,

Tpg1 = F(xp, U, wy,),
ke{n+1,...,N},

Tn+1 = F(§7ﬂnuwn)

Ty = F(ag, g, wy),
ke{n+1,...,N},

Tnt+1 = F(gaanvw)

Tpg1 = F (g, ug, wy),
ke{n+1,...,N},
Tnt+1 = F(f,ﬂn,’IU)

inf max  Dps(c; xg, Uk
we k=n+1,....N ( ’ ’ )

= inf inf max  Pps(c; xp, U
weN we k=n+1,....N ( ’ ’ )

> inf inf inf max Py xp, ug
T weQueU weQ | k=n+1,..,.N (c; 2, )

= fnf M5 1 (F(E, tn, w)).

Por lo tanto,
M3(©) 2 i {0as (6, 0), o Mo (F (6 0) |

uelU

> inf méx{@M(c;f,u), frelg./\/l%H(F(f,u,w))}.

Sean w € U, w € € fijos. Entonces, nuevamente la Observacién [9] nos permite tomar un
control u € U tal que

Tk+1 = F(‘Tkaakvwk)’
ke{n+1,...,N},
Tnt1 = F(& u,w)

%+1(F(§,ﬁ,’u_))) = 32?} k:?@nifli,X,N (I)M(C7 xkvak)

Luego,

Tr1 = F($k7uk7wk)a

M (&) = inf inf inf inf ¢ Prr(e;€,u), méx  Ppy(cag,ug) | keE{n+1,...,N},

UueU weQwen k=n-+1...,.N
ueU ueUwefdwe n-+ Tna1 = F(f,un,wn)
Tp1 = F(xp, Uy, wy),
< Inf § @ur(c€ a), k:£§§'7N®M(C; e, up) | k€{n+1,...,N},
Tnt+1l = F(é-auaw)
Th+1 = F(xk>ﬂkawk)a
= max (I)M(Q 57 ﬁ)a leelfl k:'r?—ll-?,X,N (I)M(Cv T, ﬁk) ke {TL + 17 . -_- 75\[}7
Tn+1 = F(€7u7w)

= méx {Pp(c; €, 0), MS, (F(& u,w))}.
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Como lo anterior se tiene para cualesquiera u,w tomamos infimo y se concluye como

sigue:
M (€) < 125 irelgméx {@M(c;f,u), M%+1(F(§,u,w))}
= i mix oy ().t M (PG )|

Hemos obtenido entonces
M (&) = inf méx{q)M(c; & u), inf MfH_l(F(f,u,w))} )
uelU we
Finalmente, sabemos que MY ;| es continua al igual que F'(§, -, ), por lo que el mapeo
w s i {ug0, ff, Mi (P& wu) ).
we

es continuo. Al ser U compacto concluimos que el infimo se alcanza.
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Capitulo 3

Aplicaciones de los resultados

Es este capitulo veremos los algoritmos obtenidos como consecuencia de los resultados
vistos en el capitulo anterior, explicandolos en detalle y entregando un pseudocédigo. Lue-
go, utilizaremos dichos algoritmos para resolver un problema aplicado relacionado con el
manejo de recursos naturales.

3.1 Algoritmos

En esta seccién veremos los algoritmos que son consecuencia de las Secciones y
y también un nuevo algoritmo tipo puntos medios, que mezclando los resultados anteriores
permite obtener elementos cercanos a la frontera del conjunto de umbrales sostenibles.

Frontera del conjunto robusto

El inciso 2 del Teorema permite encontrar elementos en la frontera de Pareto débil
inferior del conjunto S(¢) (ver Figura [1.1)). Ademds, la Proposicién explicita una
forma recursiva de encontrar la expresion We¢(c), para un vector ¢ € R™. Juntando ambos
resultados es que se desarrolla el siguiente algoritmo. Primero, se deben tomar umbrales
fuera del conjunto de umbrales sostenibles, a los cuales asignaremos al conjunto Cy. Estos
umbrales serdn evaluados en ¢ — We(c) para obtener el elemento en la frontera, por lo
cual es importante que los elementos de C,; se encuentren espaciados adecuadamente y lo
suficientemente alejados.

Dada la magnitud del problema, resolver la minimizacién asociada al calculo de We(c)
puede ser muy complicado. Por lo anterior, el algoritmo considera una discretizacién de
los espacios de estados y controles, denominadas X} y Uy. Teniendo en cuenta la dindmica
F: X xUxQ — X ylarestriccién g : X x U — X, el algoritmo se describe en

Algorithm 1 Frontera de Pareto de S(§)
1: X}, + discretizacion de X
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2: Up + discretizacién de U

3: Cy < vectores en R™

4: for c € Cy do

5: for k=N,...,0do

6: for x € X}, do

7 if £ = N then

8: W§ (z)  méax Py (c; z, u)
ueUy

9: else

10: Wi(x) gé%f min {@W(c; x,u), gelg W1 (F(z,u, w))}

11: end if

12: end for

13: end for

14: end for

15: Pg « vector vacio
16: S + vector vacio
17: for ¢ € Cy do
18: Afnadir ¢+ Wg(f)? a Pg
19: end for
20: S < Pg+R™
return S

Frontera del conjunto de umbrales no sostenibles

Andlogamente al algoritmo anterior, veremos cémo encontrar elementos en la frontera de
Pareto débil superior del conjunto U(§) utilizando el inciso 2 del Teoremam (ver Figura
y la Proposicién Al igual que el algoritmo para encontrar el conjunto S(§),
consideramos discretizaciones de los conjuntos X y U, pero en este caso el conjunto de
umbrales Cj debe tomarse fuera de los umbrales no sostenibles. Teniendo en cuenta la
dindmica F' : X x U x Q — X y la restricciéon g : X x U — X, describimos el Algoritmo

Algorithm 2 Frontera de Pareto de U(¢)

1: X} < discretizacion de X
2: Uy + discretizacion de U
3: Cy + vectores en R™

4: for c € Cy do

5: for k=N,...,0do

6: for z € X} do

7: if £k = N then

8: M§(z) «+ min ®p/(c; z,u)
uely

9: else
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10: M (z) < min max {@M(c; x,u), ml’g My o (F(x,u, w))}
we

uely
11: end if
12: end for
13: end for
14: end for

15: Py + vector vacio
16: U <« vector vacio
17: for ¢ € Cy do
18 Afiadir ¢ — ME(€)1 a Py
19: end for
20: U < Py + RY
return U

Probabilidad maxima

Teniendo en cuenta los algoritmos recién definidos, andlogamente podemos encontrar el
valor de V{F(§), el cual representa la probabilidad méxima de que un umbral ¢ € R™
pertenezca al conjunto S?(¢). Teniendo en cuenta el resultado de la Proposicién se
obtiene el Algoritmo

Algorithm 3 V(¢)
1: X}, < discretizacion de X
2: Up + discretizacién de U
3: fork=N,...,0do
4: for r € X; do

5: if £k = N then

6: Ve +— méax1
N(x) gg%}: A(c)(xvu)

7 else

8: Ve ix 1 Eo VS (F(x,u,
n(x) %ume%}; A(c)(wvu) [ n—l—l( (‘73 u w))}

9: end if

10: end for

11: end for

return V' (§)

Frontera del conjunto de umbrales sostenibles

A continuacién explicaremos brevemente un algoritmo tipo puntos medios, que permite
encontrar elementos en la frontera de SP(¢). El algoritmo comienza tomando dos umbrales,
uno en la frontera de S(€) (utilizando el algoritmo y otro en la frontera de U(¢) (utilizando

el algoritmo . Luego, se encuentra el punto medio entre ambos umbrales, donde se calcula
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el valor V(&) con c el punto medio. Teniendo este valor, de ser menor a /3 se debe tomar
el segmento inferior formado por el elemento del conjunto S(£) y el punto medio. De ser
mayor a 3, se debe tomar el segmento superior formado por el elemento del conjunto U(¢)
y el punto medio. En este nuevo segmento se marca un punto medio y se sigue iterando
el algoritmo hasta que V{f(€) llegue lo suficientemente cerca a 8. Lo anterior se encuentra
descrito en Algoritmo [4

Observacion 10. Es importante destacar que al tomar elementos en las fronteras de S(§)
y U(€), el segmento que se trace entre esos puntos debe tener pendiente positiva, puesto
que de no ser asi no es posible asequrar el comportamiento esperado.

| \ ca|
Figura 3.1: Algoritmo |4/ de puntos medios

Algorithm 4 Frontera de S%(¢)

1: Cg <+ vectores en la frontera de S(&)
2: Cp < vectores en la frontera de U(§)
3: B < nivel de confianza en (0, 1]

4: tolg < diferencia maxima entre Vi (§) y S
5: Sg < vector vacio

6: for c; € Cg y ¢, € Cy do

7: ¢ < punto medio(cs, ¢y)

8: V<« V§(6)

9: if ‘V — ,8| < tOllg then
10: Anadir c a Sg
11: else if V < 8 then
12: Cy < C
13: Volver a linea 9
14: else
15: Csg < C
16: Volver a linea 9
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17: end if

18: end for

19: Sg — SB + R™
return Sg

3.2 Recurso renovable con crecimiento incierto

El siguiente problema es una modificacién de [2] (Seccién 7.6), bastante similar al ejemplo
conversado en la introduccién de este trabajo. Consideremos como variable de estado a x,
representando la abundancia de cierto recurso. Esta evoluciona de manera lineal con una
tasa de crecimiento incierta, es decir,

1 = (14 r(xg, wi))(zr — uk), (3.1)

donde el control uy representa la extraccién del recurso en el instante k y r(xg, wy) es el
crecimiento incierto. La incertidumbre wy se origina por estocasticidad ambiental y de-
mografica. La estocasticidad ambiental hace que r fluctie de manera aleatoria con media 7
y varianza o2. La estocasticidad demogréfica est4 caracterizada por una varianza individual

ajustada afl, con lo cual
2
_ o
r(z,w) =7+ /02 + “day,
T

{ —1, con probabilidad p = 0,5
wg =

donde

1, con probabilidad 1 —p =10,5

Supongamos que una agencia reguladora exige asegurar una extraccién minima de y,;, en
cada instante, manteniendo un stock de precaucién minimo z,,;,. Lo anterior se traduce
como:

Uk = Umin, .’Ekqu'miny k‘:O,,N

Podemos describir entonces el conjunto de umbrales sostenibles con un nivel de confianza

B € (0,1] y condicién inicial £ € R? como

H(uk)fy:o € [O,xm(w]N tal que }

Ble) = . , 2
§7(§) {(xmz’ruumln) €eR IP’(w ‘ Tk = Tmin Y Uk = Umin, V]{;:Ov,”?N> >3

donde w = (w,...,w) es la variable aleatoria que representa las perturbaciones en cada
instante de tiempo, compuesto de N variables w, y Z,,q: €s la cantidad méaxima que podria
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tenerse de recurso, obtenida a partir de la dindmica y una condicién inicial dada.

A continuacién vemos los resultados de aplicar los algoritmos de la seccién anterior para
obtener S(&) y U(§), considerando 4, = 1000, 7 = 0,03, 0. = 0,2y 04 = 0,1. Comenzamos
encontrando los conjuntos S(§) y U(€) para diferentes horizontes N y condiciones iniciales
&, Como se puede apreciar en la Figura el conjunto de umbrales robusto, S(§) no
cambia en relacion al horizonte ni la condicién inicial. En cuanto al conjunto de umbrales
no sostenibles, este tampoco cambia al variar el horizonte, pero si lo hace cuando se modifica
la condicién inicial.

A) B) C)
0.2 =t S(£)
- 01s U(e)
€ € 1S
I 0.1 I |
=} =} =}
0.05
0 X_min X_min X_min
D) E) F)
0.2
g 015 £ £
€ € 1S
3| 0.1 3\ :I
0.05
0O 50 100 0 50 100 0 50 100
X_min X_min X_min

Figura 3.2: A)N =250, £ =100 B)N =100, £ =100 C)N =50, & =100
D)N =100, £=75 E)N =100, £ =50 F)N =100, £ =10

Considerando los mismos valores para las constantes, obtuvimos el conjunto S?(¢) para
distintos valores de 8 con el Algoritmo [4] de puntos medios, para diferentes valores de
N y &, como se puede ver en la Figura [3.3] Como es de esperar segin la definicién del
conjunto de umbrales sostenibles, al mantener la misma condicién inicial (como en A)
y C)), los conjuntos SP tienen mayor tamafo para un horizonte més pequefio. También,
considerando el mismo horizonte (como en B) y D)), el caso con condicién inicial mayor
lleva a conjuntos S® de mayor tamano. Cualquiera sea el caso, en todas las variaciones de
horizonte y condicién inicial se evidencia que, por ejemplo, el conjunto S%?(¢) parece tener
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casi el doble de tamano que el conjunto robusto S(£), lo cual demuestra el beneficio de
realizar un estudio estocastico.

A) B)
0.2 == 5(¢)

c 0.15 c So.6(£)
E o1 g So0.7(€)
> > == So.8(§)

== So9(€)

10 20 30 40 0 10 20 30 40
X_min X_min

D)

u_min
u_min

30 40 0 10 20 30 40
X_min X_min

Figura 3.3: Conjunto S#(¢) para 8 =0.9, 0.8, 0.7 y 0.6 con,
A)N =250, € =100 B)N =100, £ = 100
C)N =50, €=100 D)N =100, £ =75
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se llegd a un método para aproximar elementos en la frontera del conjunto
de umbrales sostenibles, de manera que resulta posible describirlo de manera completa. Lo
anterior se obtuvo mediante la adaptacion y extensién de distintos resultados relacionados
a problemas similares.

Al comienzo de la investigacién para este trabajo se tenia como objetivo extender re-
sultados que permiten encontrar el conjunto de umbrales robusto, expuestos en [I], hacia
el conjunto de umbrales sostenibles. Dicha tarea se realizé de manera parcial, dado que fue
posible extender algunos resultados pero en la practica la solucién encontrada no es senci-
lla de trabajar. Lo anterior puesto que nos enfrentamos con un problema de optimizacién
bastante complejo de resolver.

Llegados a este punto, se decidié divergir a otro enfoque. Se encuentra entonces un resul-
tado [2] que permite calcular la probabilidad de viabilidad del sistema dindmico restricto
dado por y . Este método resulta ser adaptable para el estudio de sostenibi-
lidad, de forma que obtuvimos una manera de calcular la probabilidad de que un umbral
restriccién sea sostenible en relacién a un nivel de confianza (3. Esto permite saber si un
umbral pertenece o no al conjunto de umbrales sostenibles. Por lo tanto, generamos un
algoritmo que encuentra la frontera de este conjunto; con lo cual, como se explicd en la
Seccién somos capaces de describirlo completamente.

Complementando el resultado descrito en el parrafo anterior, probamos que es posible mo-
dificar el método que permite describir al conjunto de umbrales robusto para aplicarlo a
un nuevo conjunto, el de umbrales no sostenibles. Describimos como umbral no sostenible
a aquellos que ninguna secuencia de estados posible puede cumplir. Para una condicién
inicial dada, el conjunto de umbrales no sostenibles cumple con estar en el complemento
del conjunto S#(¢), mientras que el conjunto de umbrales robusto cumple con estar con-
tenido en S?(¢), para cualquier 8 € (0,1]. Por lo tanto, es posible encontrar la frontera
del conjunto de umbrales sostenibles entre las fronteras de esos dos conjuntos. Lo anterior
permitié generar un algoritmo tipo puntos medios, que toma puntos en el conjunto de
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umbrales robustos y en el conjunto de umbrales no sostenibles; y mediante el calculo de
la probabilidad de que un umbral sea sostenible, se itera hasta encontrar el elemento mas
cercano a la frontera. De esta manera, encontrar el conjunto S?(£) se vuelve més sencillo
pues el espacio de posibles elementos en su frontera estd siendo reducido.

Finalmente concluimos que es posible describir al conjunto de umbrales sostenibles
SP (£), de una manera aplicable. Ademds, entregamos algoritmos y un ejemplo donde se
evidencia el beneficio que tiene estudiar al conjunto SP(£) en comparacién con el caso
robusto . Especificamente, observamos en el ejemplo que el conjunto S*?(¢) tiene casi el
doble de elementos que el conjunto robusto S(§), lo cual evidencia el beneficio de estudiar
al conjunto de umbrales sostenibles.
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