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Resumen

El espacio hiperbdlico se ha convertido en una alternativa prometedora al espacio euclidiano para
representaciones de datos de alta dimension, gracias a su capacidad natural para representar estructu-
ras jerdrquicas. Si bien la mayoria de los trabajos previos sobre estas representaciones hiperbélicas se
han centrado en dominios basados en texto, donde las jerarquias son explicitas, este trabajo investi-
ga su aplicacion a las representaciones de imagenes, donde las relaciones jerdrquicas son implicitas.
Aprovechamos la capacidad de los embeddings de Poincaré para descubrir relaciones clase-subclase en
conjuntos de datos de imdgenes, aplicindolo a las tareas de Matrioshka Embeddings 'y Deep Clustering.
Los resultados experimentales en conjuntos de datos como CIFAR10/100 e Imagenette muestran que
los embeddings hiperbdlicos superan a sus contrapartes euclidianas en Matrioshka Embeddings, par-
ticularmente en tareas downstream de baja dimensién donde las restricciones de dimensionalidad son
criticas. Sin embargo, en Deep Clustering, el enfoque hiperbdlico presenta desafios de estabilidad que
limitaron su aplicabilidad. Por dltimo, analizamos las limitaciones de los enfoques hiperbdlicos actua-
les en el dominio de la imagen y discutimos futuras direcciones de investigacion para el aprendizaje de
representacion escalable y consciente de la jerarquia.

Palabras clave: vision por computador, embeddings, matrioshka embeddings, deep clustering,

espacio hiperbdlico, geometria no-euclidiana



Abstract

Hyperbolic space has emerged as a promising alternative to Euclidean space for high-dimensional da-
ta representations, due to its natural ability to represent hierarchical structures. While most prior work on
hyperbolic representations has focused on text-based domains, where hierarchies are explicit, this work
investigates their application to image representations, where hierarchical relationships are implicit. We
leverage the ability of Poincaré embeddings to discover class—subclass relationships in image datasets,
applying them to the tasks of Matrioshka Embeddings and Deep Clustering. Experimental results on
datasets such as CIFAR10/100 and Imagenette show that hyperbolic embeddings outperform their Eucli-
dean counterparts in Matrioshka Embeddings, particularly in low-dimensional downstream tasks where
dimensionality constraints are critical. However, in Deep Clustering, the hyperbolic approach presents
stability challenges that limited its applicability. Finally, we analyze the limitations of current hyperbo-
lic approaches in the image domain and discuss future research directions for scalable, hierarchy-aware
representation learning.

Keywords: computer vision, embeddings, matrioshka embeddings, deep clustering, hyperbolic

space, non-euclidean geometry
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Capitulo 1

Introduccion

Encontrar formas de representar datos es una de las principales tareas en el aprendizaje automadtico e
inteligencia artificial moderna. El aprendizaje de representaciones tiene como objetivo agrupar elemen-
tos semdnticamente similares, a la vez que se separan aquellos semanticamente diferentes. Una version
simple de esta tarea es clasificar imagenes segun diferentes categorias y crear una medida de distancia
que pueda utilizarse para estimar la similitud entre diferentes imagenes. Esto se logra mediante em-
beddings [|15]], que son vectores de dimensionalidad relativamente baja en los que traducimos datos no
estructurados. Esto nos permite simplificar datos complejos y de alta dimension en vectores densos que
podemos analizar o comparar de manera factible.

La generacion de estos embeddings es una tarea desafiante y estd influenciada por factores como
la arquitectura de la red neuronal, las técnicas de preprocesamiento, la dimensionalidad del espacio de
embeddings, y las operaciones matematicas que pueden aplicarse sobre los embeddings para soportar
aplicaciones como busqueda por similitud. Este tltimo punto es de especial interés para este trabajo, ya
que se ha realizado investigacion significativa recientemente sobre las aplicaciones de diferentes geo-
metrias [24}31] al espacio de embeddings (i.e., esférica, hiperbdlica).

La geometria hiperbdlica es una rama de la geometria no euclidiana que estudia espacios con cur-
vatura constante negativa. En el contexto del aprendizaje automatico, el modelo mas empleado para
representar este tipo de espacios es el modelo de la bola de Poincaré, el cual describe el espacio hi-
perbdlico como la bola unitaria abierta dotada de una métrica Riemanniana especifica. En este modelo,
la distancia hiperbdlica entre dos puntos crece de manera exponencial con respecto a su distancia eucli-
diana conforme se aproximan al borde de la bola. Esta propiedad geométrica hace posible representar
de forma natural estructuras jerdrquicas [[13}/26], ya que los conceptos mds generales pueden ubicarse
cerca del centro, mientras que los mds especificos se disponen hacia los bordes, evitando asi distorsiones

significativas en la representacion.



1.1. OBJETIVOS CAPITULO 1. INTRODUCCION

Muchos datasets de imdgenes exhiben estructuras inherentemente jerarquicas: categorias generales
que se subdividen en subcategorias mds especificas [7]]. El espacio euclidiano presenta limitaciones fun-
damentales para representar eficientemente estas jerarquias, especialmente cuando la dimensionalidad
de los embeddings se reduce. El espacio hiperbdlico surge como una alternativa natural para acomodar
este tipo de estructuras, ya que el volumen crece exponencialmente con el radio, lo que permite repre-
sentar drboles o jerarquias profundas en pocas dimensiones, mientras que en el espacio euclidiano se
requeririan muchas mds dimensiones para mantener las mismas relaciones de proximidad [24,[25]. A
pesar del éxito de los embeddings hiperbdlicos en procesamiento de lenguaje natural, su aplicacién en
tareas de visién por computador permanece relativamente inexplorada. Esta brecha es particularmente
critica en contextos donde la reduccién dimensional es necesaria por restricciones computacionales o de

memoria.

1.1. Objetivos

1.1.1. General

Investigar y validar el uso de embeddings hiperbdlicos para representaciones de imagenes, desarro-
Ilando metodologias que aprovechen la geometria no euclidiana para capturar estructuras jerdrquicas en

datos visuales, con aplicaciones especificas en Matrioshka Embeddings y Deep Clustering.

1.1.2. Especificos

1. Implementar y validar un framework de capas neuronales hiperbdlicas que pueda ser integrado

con PyTorch para el procesamiento de imagenes.

2. Desarrollar un método de entrenamiento para Matrioshka Embeddings en el espacio hiperbdlico

que permita representaciones de dimensionalidad variable.

3. Explorar la adaptacién de algoritmos de Deep Clustering al espacio hiperbdlico, evaluando su

viabilidad y estabilidad.

4. Evaluar comparativamente el rendimiento de embeddings hiperbdlicos versus euclidianos en tareas

downstream bajo diferentes dimensionalidades.

1.2. Estructura de la tesis

La presente tesis se encuentra estructurada de la siguiente forma. En el Capitulo [2] se introduce

brevemente el estado del arte y se discute la base teérica para las herramientas hiperbdlicas a utilizar.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 1.2. ESTRUCTURA DE LA TESIS

En el Capitulo 3] se presentan las hipGtesis de la tesis, junto con el ambiente de trabajo y los conjuntos
de datos a utilizar. Los experimentos son presentados en los Capitulos [] y [5] en donde se detallan las
implementaciones y los resultados obtenidos. Finalmente, en el Capitulo [f] se discuten los resultados y

el trabajo futuro.






Capitulo 2

Estado del Arte

2.1. Aprendizaje de Representaciones Visuales

El aprendizaje de representaciones (representation learning) busca transformar datos de alta dimen-
sionalidad en vectores compactos (embeddings) que preserven la estructura semantica de los datos ori-
ginales. El trabajo de [[15]] introdujo la contrastive loss, sentando las bases para que pares de ejemplos
similares queden cercanos en el espacio de embeddings, mientras que pares disimilares se mantengan
alejados.

Con la llegada de las redes convolucionales profundas, se demostr6 que las representaciones aprendi-
das de forma supervisada en ImageNet [[7] y otros datasets masivos podian ser transferidas exitosamente

a tareas de vision downstream [33]].

2.2. Geometrias No Euclidianas

El espacio euclidiano es la eleccion implicita de practicamente toda arquitectura de red neuronal
clasica. Sin embargo, diversas estructuras de datos presentan propiedades topoldgicas que no se acomo-
dan naturalmente a esta geometria plana. Durante los ultimos afios, se han explorado alternativas con
curvatura constante, como el espacio esférico (curvatura positiva) y el espacio hiperbdlico (curvatura
negativa), cada uno con ventajas especificas segun la naturaleza de los datos. Este trabajo se centra en el

espacio hiperbélico debido a su capacidad para representar estructuras jerarquicas.

2.2.1. Espacio Hiperbdélico

La geometria hiperbdlica es una geometria no euclidiana que estudia espacios de curvatura nega-

tiva constante. El espacio hiperbdlico es particularmente adecuado para modelar datos jerarquicos, ya
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que las jerarquias pueden representarse como arboles taxonémicos donde la clase raiz contiene todos
los elementos y las clases secundarias se extienden hacia los nodos hoja. El espacio hiperbdlico puede
integrar de forma natural estas estructuras con una distorsion arbitrariamente baja [|13}/26]], gracias a que
su volumen se expande exponencialmente, de manera andloga al crecimiento exponencial del nimero de
hojas de un arbol conforme aumenta la profundidad [24]].

Existen multiples modelos isométricos del espacio hiperbdlico: el modelo del hiperboloide (o de
Minkowski), el modelo del disco de Klein y el modelo de la bola de Poincaré. Este dltimo es el mas
empleado en aprendizaje automatico por su intuicion geométrica y su capacidad para definir operaciones
diferenciables [[11]].

En el modelo de Poincaré, el espacio n-dimensional queda representado como la bola unitaria abierta

D" = {z € R": ¢|z|* < 1,c¢ > 0} dotada de la métrica Riemanniana:

2
2
D E
e =\ 72 ) 9>
’ <1llxll2>

donde g¥ es la métrica euclidiana estdndar.

2.3. Redes Neuronales Hiperbolicas

El trabajo de [24] demostré el potencial del espacio hiperbdlico para el aprendizaje de representa-
ciones jerarquicas. Utilizando el disco de Poincaré, representaron grafos de WordNet como embeddings,
obteniendo representaciones que capturaban relaciones taxonémicas con gran precisién en bajas dimen-
siones, superando a su equivalente euclidiano.

A partir de este trabajo, [11] generalizaron las operaciones de las redes neuronales al espacio hi-
perbdlico mediante el formalismo de giroespacios, definiendo capas lineales y clasificadores hiperbdli-
cos, asi como funciones de activacion que respetan la geometria. Esta contribucién es fundamental, ya
que hace posible construir redes profundas completamente hiperbdlicas. Posteriormente, [27] extendie-
ron este marco mediante la optimizacion de la cantidad de pardmetros y la generalizacién de operaciones
para separar o concatenar vectores.

En el contexto de grafos, [6] propusieron HGCN (Hyperbolic Graph Convolutional Networks), in-
tegrando la convolucién en grafos dentro del modelo hiperboloide del espacio hiperbdlico para capturar

mejor las relaciones jerdrquicas presentes en los datos.
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2.4. Embeddings Hiperbolicos en Tareas de Vision

La aplicacién de la geometria hiperbdlica a datos visuales es un drea de investigacién mds reciente
y menos saturada que su contraparte en NLP. [[18]] fueron de los primeros en explorar sistematicamente
Hyperbolic Image Embeddings, mostrando que las representaciones hiperbdlicas superan a las euclidia-
nas en tareas de recuperacion de imagenes y clasificacion few-shot, especialmente en conjuntos de datos
con estructura taxondémica como CUB y CIFAR100.

[9]] integraron Vision Transformers con embeddings hiperbdlicos en Hyperbolic Vision Transformers,
estableciendo nuevos resultados de referencia en aprendizaje métrico para visién. Sus experimentos
muestran que los embeddings hiperbdlicos mantienen un rendimiento superior o comparable al eucli-
diano en bajas dimensiones, lo que sugiere que la geometria hiperbdlica permite representar estructuras
jerarquicas de manera mas eficiente cuando la capacidad del embedding es limitada.

[8] extendieron el uso de embeddings hiperbdlicos al aprendizaje multimodal con MERU, un mo-
delo contrastivo que aprende representaciones conjuntas de imdgenes y texto en un espacio hiperbdlico.
Aprovechando las propiedades geométricas de los espacios con curvatura negativa para capturar estruc-
turas jerarquicas en conceptos visuales y lingiiisticos, MERU aprende un espacio de representacién mas
interpretable donde los conceptos mds generales tienden a situarse cerca del origen y los mds especificos
hacia la periferia. En comparacién con modelos como CLIP, sus resultados son competitivos en tareas
de clasificacion y recuperacion.

En nuestro trabajo previo [25]], investigamos la capacidad de los embeddings hiperbdlicos para recu-
perar relaciones jerarquicas latentes en conjuntos de datos de imdgenes sin acceso explicito a la jerarquia
durante el entrenamiento. Utilizando una arquitectura VGG16 con capas hiperbdlicas en las ultimas
etapas, demostramos que los embeddings de Poincaré pueden descubrir relaciones clase-subclase de
manera no supervisada. Para evaluar la calidad de las representaciones, propusimos HmAP (Hierarchy-
Aware mean Average Precision), una extensién de mAP que considera la estructura jerdrquica al medir
la relevancia de los elementos recuperados. Los resultados experimentales en CIFAR10 y CIFAR100
mostraron que los embeddings hiperbolicos superan a sus contrapartes euclidianas en tareas de recupe-
racion de iméagenes, con ventajas especialmente pronunciadas en datasets con mayor nimero de clases y
cuando la dimensionalidad del embedding es limitada. Este trabajo sienta las bases para la presente tesis,

extendiendo la aplicacién de geometria hiperbdlica a Matrioshka Embeddings y Deep Clustering.

2.5. Matrioshka Representation Learning

Un problema préctico en el despliegue de sistemas de recuperacion de imdgenes a gran escala es la

necesidad de adaptar la dimensionalidad de los embeddings a las restricciones de computo y memoria
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disponibles en cada contexto. La solucion tradicional consiste en entrenar modelos separados para cada
dimensionalidad objetivo, lo cual es costoso e impractico. [21]] propusieron Matryoshka Representation
Learning (MRL) como una solucién a este problema.

La idea central de MRL es entrenar un tinico modelo que produzca embeddings con representaciones
anidadas: los primeros d componentes del embedding de dimensién D deben ser, por si solos, un embed-
ding de calidad razonable para la tarea, para cualquier d < D. Esto se logra optimizando simultineamen-

te la funcién de pérdida en miiltiples dimensiones: {m1,ma,...,mp}conmy < mg < --- < mp = D:
L
LMmrL = ch -L (W(ml) * Zlimys y) ;
=1

donde z es el embedding completo y W (™) es un clasificador lineal especifico para la dimensionalidad
mj.

Los experimentos de [21]] sobre ImageNet-1k con modelos ResNet y ViT demostraron que los em-
beddings MRL de dimension d obtienen un rendimiento comparable al de modelos entrenados especifi-

camente para esa dimensionalidad d, ofreciendo flexibilidad adaptativa sin sacrificar calidad.

2.6. Deep Clustering

El Deep Clustering integra el aprendizaje de representaciones con el agrupamiento no supervisado
en un marco unificado.

[30] propusieron DEC (Deep Embedded Clustering), un método para aprender de forma conjunta
un espacio de representacion latente y las asignaciones de clusters mediante redes neuronales profun-
das. En DEC se preentrena un autoencoder para obtener una representacion latente inicial, y luego se
refina iterativamente esa representacion y las asignaciones mediante una distribucion tipo ¢-Student y la
minimizacién de la divergencia de Kullback-Leibler respecto a una distribucién objetivo auxiliar. Este
trabajo estableci6 el paradigma de clustering profundo en el espacio latente, influyendo en numerosos
métodos posteriores. [|14f] extendieron DEC con DCEC (Deep Convolutional Embedded Clustering), in-
corporando médulos convolucionales para datos de imagen y un término de reconstruccién que preserva
la estructura local del espacio latente.

[I3]] propusieron DeepCluster, un enfoque que alterna entre la asignaciéon de pseudo-etiquetas me-
diante k-means sobre las caracteristicas extraidas por una red y el entrenamiento de dicha red para
predecir estas pseudo-etiquetas. Este esquema iterativo demostré que es posible aprender caracteristicas
visuales ttiles en un contexto no supervisado y que las representaciones y el clustering pueden co-
mejorar mutuamente. DeepCluster alcanzé rendimientos competitivos para aprendizaje no supervisado

de caracteristicas, influyendo en la investigacion posterior sobre métodos alternados y auto-supervisados
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basados en pseudo-etiquetas.

Trabajos posteriores a [3]] identificaron y arreglaron limitaciones del método. [4] propusieron SWAYV,
que reemplaza el paso de k-means con asignaciones a prototipos aprendidos, que obliga a que las asig-
naciones sean balanceadas mediante el algoritmo de Sinkhorn-Knopp. Esto elimina el ciclo de retroali-
mentacion negativa de DeepCluster, donde pseudo-etiquetas de baja calidad producen embeddings poco
discriminativos y viceversa, y afiade una regularizacién implicita sobre la distribucidn de asignaciones,
evitando el colapso a un unico cluster. S]] propusieron DINO, que abandona el clustering por completo:
en su lugar, emplea una arquitectura maestro-alumno donde el maestro se actualiza como un promedio
exponencial del alumno, sin requerir pseudo-etiquetas ni ninguna forma explicita de clustering. Aplicado
sobre Vision Transformers, DINO muestra que los fokens de clase aprendidos exhiben propiedades de
segmentacion semdntica emergentes, sugiriendo que la estructura del espacio de representacion captura
relaciones jerdrquicas sin supervision directa. Ambos enfoques representan alternativas mas estables a
DeepCluster que habrian merecido exploracién en el contexto hiperbélico.

Investigaciones como la de [23]], que exploré el clustering jerarquico en espacios hiperbdlicos me-
diante representaciones continuas de drboles, sugieren que la geometria hiperbdlica puede mejorar la
calidad de los clusters en datos con relaciones taxonémicas. No obstante, la integracién de clustering

hiperbdlico con redes neuronales profundas permanece como una brecha significativa en la literatura.

2.7. Arquitecturas Base

A continuacion, se describen las arquitecturas de redes neuronales convolucionales utilizadas como

extractores de caracteristicas en los experimentos de esta tesis.

2.7.1. ResNet

ResNet [[16] corresponde a una familia de redes neuronales convolucionales que emplean bloques
residuales para abordar el desafio del entrenamiento de redes profundas. A diferencia de una red neu-
ronal clésica, en la que la entrada es transformada por capas convolucionales y luego por la funcién de
activacion, en un bloque residual, la entrada se suma a la salida de las capas convolucionales, crean-
do un “atajo” que permite que el gradiente fluya de mejor manera y evita el problema del gradiente
desvaneciente.

La salida de un bloque residual puede denotarse por:
H(z)=F(z)+z 2.1

La arquitectura de un bloque residual puede verse en la Figura[2.1]
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Figura 2.1: Bloque residual ResNet.

Una red ResNet consiste en la composiciéon de miiltiples bloques residuales, pudiendo identificar

modelos como ResNet18, ResNet34, ResNet50 o ResNet101 segun la cantidad de capas.

2.7.2. EfficientNetV2

EfficientNetV2 [29] es una familia de redes convolucionales disefiadas para lograr una alta precisién
con una eficiencia computacional mejorada mediante la combinacién de escalado de modelos y optimi-
zacion de disefio. A diferencia de las redes tradicionales que aumentan la cantidad de capas o pardmetros
para mejorar el rendimiento, EfficientNetV2 utiliza escalado compuesto, equilibrando la profundidad
(cantidad de capas), el ancho (cantidad de canales por capa) y la resolucién (tamafio de la imagen) para
optimizar la red para tareas especificas.

Una de sus principales contribuciones es la introduccién de los bloques Fused-MBConv, que reem-
plazan las convoluciones separables en profundidad en las primeras etapas por una convolucién regular
3x3 fusionada con la expansién, mejorando la eficiencia del entrenamiento. En etapas posteriores, la
red emplea bloques residuales invertidos de estilo MobileNetV2. Esta combinacién permite procesar
conjuntos de datos a gran escala con menores requisitos computacionales y de memoria.

El disefio de EfficientNetV2 pone énfasis en el entrenamiento progresivo, que comienza con resolu-
ciones de imagen mdas pequefas y las aumenta gradualmente durante el entrenamiento, mejorando atin
mas tanto la precision como la eficiencia.

La familia incluye los modelos EfficientNetV2-S, EfficientNetV2-M y EfficientNetV2-L, que refle-

jan diferentes configuraciones de tamafio y complejidad computacional.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Hipdtesis

El uso de embeddings hiperbdlicos en lugar de euclidianos mejora el rendimiento y/o tiempo de
computo de aplicaciones de visién por computador con datos semanticamente complejos, debido a la

capacidad natural del espacio hiperbdlico para representar eficientemente estructuras jerarquicas.

3.1.1. Hipétesis Especificas

1. En el contexto de Matrioshka Embeddings, las representaciones hiperbdlicas preservan una mayor
cantidad de informacidn ttil para tareas downstream al reducir su dimensionalidad (i.e., al truncar

el embedding), en comparacién con sus equivalentes euclidianas.

2. Los métodos de Deep Clustering que operan en el espacio hiperbdlico producirdn agrupaciones
que respetan mejor las jerarquias semdanticas naturales de los datos visuales, lo cual sera evaluado

mediante el estudio y aplicacién de métricas disefiadas para capturar la estructura jerarquica.

3. La ventaja relativa de embeddings hiperbdlicos sobre los euclidianos serd mds pronunciada en
datasets con mayor estructura jerarquica (e.g., CIFAR100 vs CIFAR10) y cuando la dimensién del

embedding es especialmente limitada.

11



3.2. MATERIALES CAPITULO 3. METODOLOGIA

3.2. Materiales

3.2.1. Stack Tecnologico

Para el desarrollo de los experimentos, se utiliza Python con la biblioteca de aprendizaje automatico
PyTorch. Las versiones hiperbdlicas de las capas para redes neuronales serdn provistas por HypTorch,

una biblioteca desarrollada durante la implementacion de esta tesis, descrita en la Seccién[3.3]

3.2.2. Ambiente de Desarrollo

A continuacién, se presentan los detalles del hardware y software utilizados durante el desarrollo del
sistema.
Hardware

= 16 GB de memoria RAM

= 200 GB de almacenamiento de disco duro (HDD)

= GPU NVIDIA GeForce RTX 4060 8GB

Software
= Python 3.13
* PyTorch
* Lightning
» FAISS

* Matplotlib

3.3. HypTorch

HypTorch es una biblioteca desarrollada como parte de esta tesis que provee capas neuronales para
trabajar con geometria hiperbdlica en PyTorch. El cédigo se encuentra disponible en \GitHubl A conti-

nuacion se describen sus componentes principales.

3.3.1. Capa ToPoincaré

Esta capa, sin pardmetros entrenables, transforma un embedding euclidiano en uno hiperbdlico. Sea

v € R™ una representacion de datos extraida de una capa de red neuronal. La capa ToPoincaré aplica

12
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la funcion exponencial [[18]] evaluada en el origen, definida como la funcién biyectiva expf : ToD7 =
R™ — D7
v

exp§(v) = tanh (vc/[v]|) NG (3.1)

3.3.2. Capa FromPoincaré

Esta capa, sin pardmetros entrenables, transforma un embedding hiperbdlico en uno euclidiano. Sea
y € D7 un punto en el disco de Poincaré. La capa FromPoincaré aplica el mapa logaritmico en el origen,

definido como la funcién inversa del mapa exponencial:

2
log(y) = 7z tanh™" (vl n%u (3.2)

Esta capa es ttil para arquitecturas hibridas donde se requiere extraer representaciones del espacio
hiperbdlico para procesarlas con capas euclidianas convencionales, o para aplicar algoritmos que operan

en el espacio euclidiano (como k-means) sobre embeddings hiperbélicos.

3.3.3. Capa Lineal Hiperbolica (HypLinear)

Esta capa implementa la transformacién lineal en el espacio hiperbdlico, andloga a la capa nn.
Linear de PyTorch. Utiliza la multiplicacion matriz-vector de Mdbius y la adicién de Mobius para los
bias.

Dada una matriz de pesos M. € R™*™ y un vector de entrada x € D7, la multiplicacién matriz-vector

de Mobius se define como [[11]]:

1 (| M| 1 Mzx
M ®.x = — tanh < tanh ™" (Vc||z])) | = (3.3)
M ] ( ) [ M|

Si se utiliza un sesgo b € R™, este se proyecta primero al espacio hiperbélico mediante el mapa
exponencial y luego se aplica la adicién de Mobius:
Esta capa permite construir redes neuronales profundas que operan completamente en el espacio

hiperbdlico, preservando la geometria en cada transformacién.

3.3.4. Capa de Regresion Logistica Multiclase Hiperbodlica (HMLR)

Esta capa reformula la regresion logistica multiclase euclidiana (MLR) desde la perspectiva de las
distancias a hiperplanos separadores, como en [22]]. Dadas K clases, la MLR ajusta un hiperplano sepa-
rador para cada una de estas clases, modelando las probabilidades a posteriori como:

ply =k | z) x exp (({(ak,z) — bx)), donde by € R; z,a, € R", Vk € {1,...,K}.
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Gracias al Teorema 5 de [|11f], se formula la versién hiperbélica. Dados py, € DI y ai, € T,,, D7\ {0}:

A9 _
p(y =k |x) xexp M sinh ™! 2ve{—pr e m;ak> Vo € D, (3.4
ve (1= cll-p @ 2I?) lox

donde la adicién de Mobius se define como

142 2 1-— 2
o oy i (2@ 0 telyle+ (L= clef?)y 35)
L+ 2¢(z, y) + c2|||| ||yl

Los pardmetros aj se optimizan mediante la reparametrizacion a; = (/\8 / )\;k) a, donde aj, €
ToD7? = R, permitiendo optimizar aj, como un pardmetro euclidiano [11]]. Los pardmetros py, que
residen en el espacio hiperbdlico, requieren gradientes riemannianos [|10]: kaﬁ = (Agk)_2vpk L,y se

actualizan a lo largo de la geodésica correspondiente mediante expg [2].

3.3.5. Distancia Hiperbolica

Para z,y € D7, la funcién de distancia inducida se define como:

de(z,y) = %tanh*1 (Vel (=) @cyll) - (3.6)

Observamos que lim,_,q d.(z,y) = 2|z — y

, es decir, para ¢ — 0 se recupera la geometria eucli-

diana, y para ¢ = 1 se obtiene la distancia geodésica en el espacio hiperbdlico.

3.4. Datasets

34.1. CIFAR10

El primer dataset utilizado en los experimentos es CIFAR10 [20]], disponible ptiblicamente. Consiste
en imdgenes a color de baja resolucion (32x32 pixeles), organizadas en 10 clases mutuamente excluyen-
tes que presentan una jerarquia de pocos niveles: animales (pdjaro, gato, ciervo, perro, rana y caballo)
y medios de transporte (avién, automdvil, barco y camién). Algunos ejemplos representativos pueden
observarse en la Figura[3.1]

El dataset cuenta con un total de 60.000 imdgenes distribuidas de forma balanceada (6.000 por clase),
divididas en un conjunto de entrenamiento de 50.000 imadgenes y uno de prueba de 10.000 imagenes. Esta
jerarquia se extiende de forma mds granular en CIFAR100, donde cada superclase agrupa subclases mas

especificas.
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Class: truck Class: horse Class: dog Class: cat

Class: automobile

Class: airplane

L

Class: truck Class: cat Class: deer Class: truck Class: automobile
-

Class: airplane Class: truck

>

Figura 3.1: Ejemplo de clases CIFAR10.

Class: dog

Class: truck

Class: dog Class: dog Class: frog

Automobile

-
O

G

Figura 3.2: Jerarquia de CIFAR10
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3.4.2. CIFAR100

El segundo dataset es CIFAR100 [20], que comparte las caracteristicas técnicas de CIFAR10: 60.000
imdagenes en color de 32x32 pixeles, con la misma divisién de entrenamiento y prueba. La diferencia
fundamental radica en su granularidad: el dataset esta organizado en 100 clases, agrupadas en 20 su-
perclases que cubren categorias como animales, plantas, objetos, paisajes, entre otras. Esto genera una

estructura jerdrquica de muchos niveles, visible en la Figura[3.4]

Class: lion Class: cattle

Class: kangaroo

Class: tiger

Class: caterpillar Class: porcupine

Class: rocket Class: cup Class: wardrobe Class: turtle
‘ | I

Class: bed Class: couch Class: baby

Class: sunflower

Class: bottle

Class: sweet_pepper

Class: tiger Class: elephant

3.4.3. Imagenette

Figura 3.3: Ejemplo de clases CIFAR100.

El tercer dataset es Imagenette, un subconjunto de ImageNet desarrollado con el objetivo de proveer
un benchmark mds accesible para la investigacién en visién por computador. A diferencia de CIFAR10
y CIFAR100, Imagenette contiene imdgenes en resolucién completa y variable, introduciendo desafios
adicionales propios de escenarios mas realistas. El dataset estd organizado en 10 clases facilmente dis-
tinguibles entre si: tenca, springer inglés, reproductor de cassette, motosierra, iglesia, corno francés,
camién de basura, bomba de bencina, pelota de golf y paracaidas. Algunos ejemplos representativos
pueden observarse en la Figura[3.3]

A diferencia de los datasets CIFAR, Imagenette no presenta una jerarquia explicita entre sus clases,

siendo estas independientes entre si.
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Figura 3.4: Jerarquia de CIFAR100.
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Figura 3.5: Ejemplos de clases Imagenette.
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Capitulo 4

Hyperbolic Matrioshka Embeddings

El objetivo central de los experimentos presentados en este capitulo es evaluar la viabilidad y el

beneficio de incorporar geometria hiperbdlica en el marco de Matrioshka Representation Learning.

Para ello, se propone reemplazar las capas lineales del espacio de embedding por capas lineales

hiperbélicas, que operan sobre el disco de Poincaré, siguiendo las formulaciones introducidas en Hyper-

bolic Neural Networks ||11] y extendidas al dominio visual en Hyperbolic Image Embeddings [18]. La

motivacién de esta propuesta se presenta en dos argumentos complementarios.

= Jerarquia implicita en las representaciones Matrioshka: Una propiedad fundamental de MRL

es que las primeras dimensiones del embedding estin optimizadas para capturar la informacion
mads general y discriminativa de la entrada, mientras que las dimensiones subsiguientes incorporan
informacién progresivamente mas especifica. Esta estructura induce de manera natural una jerar-
quia en el espacio de representacion: las dimensiones iniciales actian como una descripcion de
alto nivel, similar a las categorias mds generales en una jerarquia, y las posteriores refinan dicha
descripcion hacia niveles mds especificos. El espacio hiperbdlico ha sido ampliamente estudiado
como geometria natural para la representacion de estructuras jerarquicas, dado que su curvatura
negativa constante permite embeder drboles con distorsion arbitrariamente baja. En este sentido,
existe una conexién geométrica entre la organizacion de la informacién en MRL y las propiedades

métricas del espacio hiperbdlico.

Eficiencia geométrica en baja dimensién: Una de las ventajas practicas mds relevantes de MRL
es la posibilidad de utilizar sub-embeddings de baja dimensionalidad sin una degradacion severa
del rendimiento. Sin embargo, el espacio euclidiano presenta limitaciones conocidas en este régi-
men: el fenémeno de crowding implica que, a medida que la dimensién disminuye, el volumen

disponible resulta insuficiente para representar estructuras complejas sin incurrir en distorsion sig-
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nificativa. El espacio hiperbdlico mitiga este problema de manera natural: dado que su volumen
crece exponencialmente con la distancia al origen, a diferencia del crecimiento polinomial del
espacio euclidiano, es capaz de alojar una cantidad mucho mayor de informacién semantica en
una dimension equivalente. Esta propiedad sugiere que los sub-embeddings de menor dimension
dentro de las representaciones Matrioshka podrian beneficiarse especialmente de una geometria

hiperbdlica, donde la capacidad representacional no se ve tan severamente comprometida.

Ambos argumentos convergen en la misma hipétesis: la sustitucién del espacio euclidiano por el
disco de Poincaré en el entrenamiento de representaciones Matrioshka deberia producir embeddings
de mayor calidad en los niveles de baja dimensionalidad, preservando o mejorando el rendimiento en
dimensiones superiores. Para contrastar esta hipétesis, se disefiaron experimentos sobre los conjuntos de

datos CIFAR10, CIFAR100 e Imagenette.

4.1. Arquitectura

Para los experimentos se definen tres modelos: euclidiano, hiperbdlico e hibrido. Los tres comparten
la misma arquitectura base, con la diferencia de que el hiperbdlico y el hibrido incorporan versiones
hiperbdlicas de ciertas capas. Para el modelo hiperbdlico, primero se pasa el embedding mediante la
capa ToPoincare. La capa densa corresponde a su version hiperbdlica (HypLinear) y utiliza clasificadores
hiperbdlicos (HyperbolicMLR). La version hibrida emplea una capa densa euclidiana con un clasificador

hiperbélico. Las Figuras i.Tal {-1b]y ilustran la arquitectura de cada modelo.

Clasifcador Matriosrka Extracor de Clasiicador Mo
(7 Linear) e, (7x HyperboichLR)
(ResNetSO/EfcientNev2) (7x HyperboichLR)

(a) Euclidiano (b) Hiperbdlico (c) Hibrido

Figura 4.1: Arquitecturas de los tres modelos evaluados.

Como extractores de caracteristicas se utilizan ResNet50 y EfficientNetV2-S. Las caracteristicas
extraidas se pasan por una capa densa de 256 neuronas, seguida de una activaciéon ReLLU en los modelos
euclidiano e hibrido. El modelo hiperbdlico omite esta activacién, ya que opera directamente sobre el

espacio de Poincaré. Finalmente, el embedding resultante se ingresa al clasificador Matrioshka, ilustrado

20



CAPITULO 4. HYPERBOLIC MATRIOSHKA EMBEDDINGS 4.2. ENTRENAMIENTO

en la Figura[£.2] La funcién de pérdida del modelo corresponde a la suma de las funciones de pérdida
(CrossEntropy) evaluadas en cada dimension.

Desde el punto de vista del costo computacional, la incorporacién de geometria hiperbdlica no in-
troduce una carga extra significativa sobre el entrenamiento. HypLinear y HyperbolicMLR tienen exac-
tamente la misma cantidad de parametros que sus equivalentes euclidianos de las mismas dimensiones;
el tnico pardmetro adicional de los modelos hiperbdlico e hibrido es la curvatura c. Dado que el tiempo
de entrenamiento estd dominado por el extractor de caracteristicas, cuya arquitectura es idéntica en los
tres modelos, y que la diferencia de parametros en las capas de embedding y clasificacién es de un tinico
escalar, el costo computacional por época es esencialmente el mismo para los tres modelos, haciendo que
la adopcién de geometria hiperbdlica sea practicamente gratuita en términos de tiempo de entrenamiento.

En estos experimentos, el extractor de caracteristicas se entrena desde cero (sin pesos preentrenados
de ImageNet) para realizar una comparacion justa entre las arquitecturas. En la Seccién [£.7] se presenta

un andlisis exploratorio que considera el uso de pesos preentrenados.

Inference Z1-d Training
— ) > L(21.4/16) —
Shortlisting pr—— f’(zl'rl/S)
* | >‘C:('."/l:rf/'l)
Re-ranking
Adaptive Retrieval J L(z
*l:rl’/?) ™
|| >L(2)
L_IEEEN
.
[ -] RN
— = — b} e
[ = — —
Adaptive Classification (&
u E(Z’l:d: —

Figura 4.2: Método Matrioshka Embeddings.

4.2. Entrenamiento

Cada modelo se entrena por un maximo de 100 épocas con un batch size de 64, utilizando el optimi-
zador AdamW con un learning rate inicial de 0.001 y weight decay de 0.0001. Se emplea un scheduler
ReduceLROnPlateau que reduce el learning rate cuando la pérdida de validacién no mejora durante
5 épocas. Adicionalmente, se implementa detencién temprana (early stopping) con una paciencia de 10

épocas, evaluando la funcién de pérdida sobre el conjunto de validacién.
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Como tnica técnica de aumentacion de datos se utiliza RandomHorizontalF1lip. Parael método
Matrioshka se consideran las dimensiones {4, 8, 16,32, 64,128, 256}. En los modelos hiperbdlicos, la
curvatura inicial es ¢ = 0.05 y se permite que el modelo la optimice durante el entrenamiento. Este valor
difiere del empleado en el trabajo previo [25] (¢ = 0.0005), que fue determinado mediante grid search
con curvatura fija. Dado que en estos experimentos la curvatura actia como pardmetro entrenable, su
valor inicial cumple dnicamente el rol de punto de partida para la optimizacién, por lo que su eleccién

precisa es menos critica que en el caso de curvatura fija.

4.3. Evaluacion

Durante el entrenamiento se monitorean la pérdida y accuracy sobre los conjuntos de entrenamiento
y validacién, tanto de forma global como por cada dimensién del embedding. La seleccién del mejor
modelo se realiza segtin la pérdida de validacion. Los resultados finales se reportan sobre el conjunto de

test, evaluando la accuracy global y por dimensién.

4.4. Resultados

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para cada combinacién de dataset y arquitec-
tura. Para cada experimento, se incluyen las curvas de entrenamiento de los modelos, comparaciones de
pérdida entre ellos y un andlisis detallado por dimension del embedding. En esta seccién se muestran
unicamente las figuras mds relevantes para el analisis, mientras que la totalidad de estas se encuentra

disponible en el Anexo[A]

4.4.1. CIFARI10 - ResNet50

Las Figuras[4.3} [.4]y -3 presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada modelo.
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Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension

—o— dim=4
30 o dim=8
—o— dim=16
—o— dim=32
—o— dim=64
—o— dim=128

‘ —o— dim=256

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20
Epoch Epoch

Loss
° ° I =
° o o n
Loss
- - ~ ~
o » ° o

25 30 35

Train Acc by Dimension Val Acc by Dimension

100

Accuracy (%)
N s 2 ®
3 8 3 3
Accuracy (%)
N w2 w @ % ®
8 8 &8 8 8 3 8

20 25 30 35

Figura 4.3: Resultados entrenamiento ResNet50 euclidiano sobre CIFAR10.
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Figura 4.4: Resultados entrenamiento ResNet50 hiperbdlico sobre CIFAR10.
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Accuracy (%)

Train Loss by Dimension

Val Loss by Dimension

Epoch

Train Acc by Dimension

30 40
Epoch

Val Acc by Dimension

50 60
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-
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w
8

Epoch
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Figura 4.5: Resultados entrenamiento ResNet50 hibrido sobre CIFAR10.

—o— dim=128
—o— dim=256

Resulta notable que los modelos euclidiano e hibrido presentan dificultades en baja dimensionalidad,

llegando al caso extremo en que el modelo euclidiano no logra aprender para d = 4, situacién que no

ocurre con el modelo hiperbdlico.
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Las Figuras [4.6]a 48| presentan una comparacion detallada de los tres modelos para las dimensiones
d=4,8,16.
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Training Metrics (Dimension 4)
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Figura 4.6: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 4.
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Figura 4.7: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 8.

25



4.4. RESULTADOS CAPITULO 4. HYPERBOLIC MATRIOSHKA EMBEDDINGS

Training Metrics (Dimension 16)
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Figura 4.8: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 16.

El analisis por dimensién confirma que para bajas dimensiones (d = 4, d = 8), el modelo hiperbélico

es claramente superior a los otros dos. A partir de d = 16, el modelo hiperbdlico obtiene un rendimien-

to similar al euclidiano. El modelo hibrido no logra alcanzar un rendimiento comparable en ninguna

dimension.

4.4.2. CIFARI10 - EfficientNetV2

Las Figuras .9 £.10] y f.T1] presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada

modelo.
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Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension
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Figura 4.9: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 euclidiano sobre CIFAR10.
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Figura 4.10: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 hiperbélico sobre CIFAR10.
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Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension
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Figura 4.11: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 hibrido sobre CIFAR10.

A diferencia de lo observado con ResNet50, con EfficientNetV2 los tres modelos logran aprender
representaciones utiles en todas las dimensiones evaluadas. Esto resulta bastante interesante: incluso
con un embedding de dimensién d = 4, los modelos alcanzan un rendimiento similar al obtenido en
dimensiones mucho mayores como d = 256. Una posible explicacion es que EfficientNetV2, al ser
una arquitectura mds expresiva y eficiente que ResNet50, es capaz de aprender la informacién relevante
incluso en muy pocas dimensiones. A esto se suma que CIFAR10 es un dataset de baja complejidad, lo
que reduce la cantidad de informacidén discriminativa que el modelo necesita preservar, facilitando una
representacion compacta sin pérdida significativa de rendimiento.

Las Figuras[#.12]a[f.13] presentan la comparacién detallada por dimension.
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Training Metrics (Dimension 4)
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Figura 4.12: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 4.
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Figura 4.13: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 256.

El analisis por dimensién revela que los modelos euclidiano e hibrido se comportan de manera si-
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milar, alcanzando resultados comparables entre si. El modelo hiperbdlico mantiene un comportamiento

consistente con lo observado en ResNet50, superando a los otros dos modelos en todas las dimensiones.

4.4.3. CIFAR100 - ResNet50

Las Figuras .14} [.15] y [#.16] presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada

modelo.

Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension
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Figura 4.14: Resultados entrenamiento ResNet50 euclidiano sobre CIFAR100.
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Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension
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Figura 4.15: Resultados entrenamiento ResNet50 hiperbdlico sobre CIFAR100.
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Figura 4.16: Resultados entrenamiento ResNet50 hibrido sobre CIFAR100.

El comportamiento del modelo euclidiano es similar al observado con CIFAR10: presenta dificulta-
des para aprender en bajas dimensiones. El modelo hiperbdlico, por su parte, aprende consistentemente
en todas las dimensiones. El modelo hibrido no logra superar una accuracy del 1 %.

Las Figuras[4.17]y 18] comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres modelos.
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Train Loss
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Figura 4.17: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100.
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Figura 4.18: Comparacién validacién ResNet50 sobre CIFAR100.

En CIFAR100, la diferencia de rendimiento entre el modelo hiperbdlico y los otros dos es conside-

rablemente mas pronunciada que en CIFAR10. Este resultado es consistente con la hipétesis de que los

32



CAPITULO 4. HYPERBOLIC MATRIOSHKA EMBEDDINGS 4.4. RESULTADOS

embeddings hiperbolicos ofrecen mayores ventajas en datasets con mayor complejidad jerarquica. CI-
FAR100 presenta 100 clases organizadas en 20 superclases, lo que constituye una estructura taxondémica
mds profunda que las 10 clases de CIFAR10. Ademas, el mayor nimero de clases expone las limita-
ciones del espacio euclidiano en baja dimension, donde el volumen disponible resulta insuficiente para
separar adecuadamente tantas categorias.

Las Figuras y presentan la comparacion detallada por dimensi6n.
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Figura 4.19: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 32.
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Training Metrics (Dimension 128)
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Figura 4.20: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 128.

El andlisis por dimensién confirma lo anteriormente discutido: hasta d = 32, el modelo hiperbélico
es el unico capaz de aprender efectivamente sobre el dataset. A partir de d = 64, los modelos euclidiano
e hibrido comienzan a alcanzar un rendimiento comparable, e incluso superior en algunas dimensiones.
Este patrén sugiere que la ventaja del espacio hiperbélico es especialmente critica cuando la capacidad

representacional estd severamente limitada.

4.4.4. CIFARI100 - EfficientNetV2

Las Figuras .21} [F.22] y [#.23] presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada

modelo.
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Figura 4.21: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 euclidiano sobre CIFAR100.
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Figura 4.22: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 hiperbdlico sobre CIFAR100.
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Figura 4.23: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 hibrido sobre CIFAR100.

Al igual que en CIFAR10, con EfficientNetV2 los tres modelos logran aprender en todas las di-
mensiones, aunque todos presentan mayor dificultad en las dimensiones mds bajas. A diferencia de lo
ocurrido con CIFAR10, vemos que ya no se presenta el comportamiento “determinista.® que todas las
dimensiones tienen un rendimiento similar, lo que reafirma la hipétesis de que EfficientNetV2 es capaz
de aprender la informacién relevante incluso en muy pocas dimensiones, pero que esta capacidad se ve
comprometida a medida que la complejidad del dataset aumenta.

Las Figuras .24y .25 comparan las pérdidas de entrenamiento y validaci6n entre los tres modelos.
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Figura 4.24: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100.
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Figura 4.25: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100.

A diferencia de lo observado en CIFARI10, en este caso el modelo hiperbélico muestra una superio-

ridad clara en ambas métricas.
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4.4.5. Imagenette - ResNet50

Las Figuras [4.26] [4.27] y [4.28] presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada

modelo.
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Figura 4.26: Resultados entrenamiento ResNet50 euclidiano sobre Imagenette.
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Figura 4.27: Resultados entrenamiento ResNet50 hiperbélico sobre Imagenette.
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Figura 4.28: Resultados entrenamiento ResNet50 hibrido sobre Imagenette.

Nuevamente, los modelos euclidiano e hibrido presentan dificultades para aprender cuando el em-

bedding es de baja dimensién, mientras que el modelo hiperbdlico aprende consistentemente en todas

las dimensiones.

Las Figuras[4.29]y {f.30] comparan las pérdidas de entrenamiento y validaci6n entre los tres modelos.
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Figura 4.29: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette.
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Figura 4.30: Comparacién validacién ResNet50 sobre Imagenette.

La comparacién de pérdidas muestra que los tres modelos resultan competitivos en términos de

pérdida de validacion.
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Las Figuras[4.31]a[#.32] presentan la comparacién detallada por dimension.

Training Metrics (Dimension 4)

2.5 aw-E-E-E-8-a 100 —e— Euclidean (Loss)
:5_ - —e— Hyperbolic (Loss)
—e— Hybrid (Loss)
-m- Euclidean (Acc)
20 80 Hyperbolic (Acc)
-m- Hybrid (Acc)
15 60 §
2 3
s S
8
10 <
40
05
20
0.0 =
4 10 20 30 40
Epoch
Validation Metrics (Dimension 4)
200 ,—---—a—--.—-».-l-i-- 80 —e— Euclidean (Loss)
| ~e— Hyperbolic (Loss)
175 ), —e— Hybrid (Loss)
s\ ! 70 -m- Euclidean (Acc)
150 LA A ~m- Hyperbolic (Acc)
V! 60 -m- Hybrid (Acc)
\/
\
125 M .
508
2 g
] 10.0 g
203
<
75
30
5.0
20
25
& 10
0.0
[ 10 20 30 40
Epoch
. .. .
Figura 4.31: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 4.
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Figura 4.32: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 256.

41



4.4. RESULTADOS CAPITULO 4. HYPERBOLIC MATRIOSHKA EMBEDDINGS

El andlisis por dimensién muestra un patrén consistente con los experimentos anteriores: el modelo
hiperbélico domina en las dimensiones mds bajas, mientras que en dimensiones mayores los modelos
convergen a rendimientos similares. Cabe destacar que Imagenette, a diferencia de los datasets CIFAR,
no posee una estructura jerarquica explicita. Sin embargo, el modelo hiperbélico sigue presentando ven-
tajas en baja dimensién, lo que sugiere que los beneficios de la geometria hiperbélica no se limitan

exclusivamente a datasets con jerarquias predefinidas, sino que también aplican cuando las restricciones

de dimensionalidad son severas.

4.4.6. Imagenette - EfficientNetV2

Las Figuras [.33] [f.34] y [4.35] presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada

modelo.
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Figura 4.33: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 euclidiano sobre Imagenette.
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Figura 4.34: Resultados entrenamiento EfficientNetV?2 hiperbdlico sobre Imagenette.

Train Loss by Dimension

Val Loss by Dimension

0.5

20 30
Epoch

Train Acc by Dimension

30 40 50 60
Epoch

Val Acc by Dimension

2
3

Accuracy (%)

a
&

70

Accuracy (%)
w s @ E)
& 3 38

N
S

-
S

Epoch

30 40 50 60
Epoch

Figura 4.35: Resultados entrenamiento EfficientNetV?2 hibrido sobre Imagenette.

De manera consistente con los experimentos anteriores de EfficientNetV2, los tres modelos logran

aprender en todas las dimensiones evaluadas.

Las Figuras[4.36] y f.37) comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres modelos.
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Figura 4.36: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette.
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Figura 4.37: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette.

En este caso, el modelo euclidiano logra un mejor rendimiento general en ambas métricas evaluadas.

La exploracién del rendimiento por dimensiones nos da una mejor explicacién sobre este fenémeno.
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Las Figuras[4.38]a[4.39] presentan la comparacién detallada por dimension.
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Figura 4.38: Comparacion entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 4.
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Figura 4.39: Comparacion entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 256.
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El andlisis por dimensién revela que, para Imagenette con EfficientNetV2, el modelo euclidiano
no solo logra aprender en todas las dimensiones evaluadas, sino que supera al hiperbélico en varias
de ellas. Este comportamiento puede explicarse por la suma de dos factores. Por un lado, Imagenette
no presenta una estructura jerarquica clara entre sus clases, lo que limita la ventaja intrinseca de la
geometria hiperbdlica. Por otro lado, EfficientNetV2 fue creada con el espacio euclidiano en mente, y
por ende puede poseer bloques cuyas operaciones internas favorecen representaciones bien separables
en espacio euclidiano. En dimensiones bajas, los beneficios de la geometria hiperbdlica son suficientes
para compensar estos factores: sin embargo, a medida que la dimensién aumenta, la geometria euclidiana

logra explotar de mejor manera esta ventaja en la arquitectura de la red.

4.5. Resumen de Resultados

La Tabla [4.]] presenta un resumen de la exactitud obtenida sobre el conjunto de test para todas las

configuraciones evaluadas.

Tabla 4.1: Accuracy (%) sobre test para todas las configuraciones de Matrioshka Embeddings.

Dataset Modelo d=4 d=8 d=16 d=32 d=64 d=128 d =256
ResNet50

Euclidiano  10.00 54.87  78.72 79.35 79.87 79.94 79.89
CIFAR10  Hiperbdlico 76.79 77.09 77.43 77.42 77.35 77.24 76.95
Hibrido 47.82 48.06  66.68 68.82 69.36 69.25 69.24

Euclidiano 1.00 1.00 1.00 1.00 12.80 40.77 42.35
CIFAR100 Hiperbdlico 22.96 32.56 36.27 3723  37.26 36.72 36.53
Hibrido 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Euclidiano 9.10 9.10 30.85 79.49 80.05 80.48 80.48
Imagenette Hiperbdlico 79.46 81.63  81.55 81.55 81.50 81.48 81.58
Hibrido 9.10 9.10 62.39 74.78 77.12 77.66 7791

EfficientNetV2-S

Euclidiano  49.88 50.77  50.86 50.70 50.22 50.11 50.13
CIFAR10  Hiperbdlico 57.15 57.95 57.98 5770  57.58 57.46 57.54
Hibrido 4321 4498  45.08 45.21 45.35 45.14 45.33

Euclidiano 4.99 9.54 10.83 11.29 11.57 11.23 11.57
CIFAR100 Hiperbdlico 15.18 21.52 23.40 2396  24.04 24.08 23.95
Hibrido 748 1030 11.67 12.08 12.97 12.95 13.08

Euclidiano  80.18 80.82 81.25 8140  81.61 81.43 81.38
Imagenette Hiperbdlico 69.22 72.54  72.43 72.41 72.36 72.25 72.48
Hibrido 6594 71.03 7236 @ 72.25 72.20 72.33 71.90

Los resultados confirman las hipétesis planteadas en este trabajo. En primer lugar, el modelo hi-
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perbdlico demuestra una ventaja consistente en las dimensiones més bajas (d = 4, d = 8), donde el
espacio euclidiano presenta severas limitaciones de capacidad representacional. Esta ventaja es espe-
cialmente pronunciada en CIFAR100, el dataset con mayor complejidad jerdrquica, donde el modelo
euclidiano con ResNet50 no logra superar el 1 % de exactitud hasta d = 64, mientras que el hiperbdlico
alcanza un 22.96 % incluso con d = 4. En segundo lugar, se observa que a medida que la dimensién
aumenta, la brecha entre los modelos tiende a reducirse, e incluso el modelo euclidiano llega a superar al
hiperbdlico en algunas configuraciones de alta dimension (e.g., CIFAR10 con ResNet50 para d > 128).
La unica excepcion a estos patrones es Imagenette con EfficientNetV2-S, donde el modelo euclidiano
domina en todas las dimensiones. Este resultado puede atribuirse a la ausencia de estructura jerarquica
explicita en Imagenette, combinada con la mayor capacidad de EfficientNetV2-S para extraer carac-
teristicas discriminativas sin depender de la geometria del espacio de embedding. Finalmente, el modelo
hibrido no logra igualar el rendimiento de los otros dos en ninguna configuracion, lo que sugiere que la

combinacidn de capas euclidianas con clasificadores hiperbdlicos no ofrece beneficios claros.

4.6. Analisis de la Curvatura Aprendida

Dado que la curvatura ¢ actia como pardmetro entrenable, el andlisis de los valores aprendidos al
término del entrenamiento permite evaluar la sensibilidad de los resultados respecto al valor inicial ¢y =
0.05. La Tabla 2] resume los valores de curvatura al final del entrenamiento para el modelo hiperbélico

y el modelo hibrido en cada configuracion.

Tabla 4.2: Valores de curvatura aprendida al final del entrenamiento (experimentos sin pesos preentrena-
dos).

Dataset Extractor Hiperbolico Hibrido

ResNet50 0.022 < 0.001

CIFARIO EfficientNetV2 0.008 < 0.001
ResNet50 0.008 0.022

CIFAR100 EfficientNetV2 0.005 < 0.001

Imacenetie ResNet50 0.018 < 0.001

& EfficientNetV2 0.007 < 0.001

En todos los experimentos, el modelo hiperbdlico converge a valores de curvatura en el rango
[0.005,0.022], independientemente del valor de inicializacién ¢y = 0.05. Este comportamiento indi-
ca que el optimizador ajusta c hacia el valor apropiado para cada tarea, lo que valida la eleccién de
tratarla como pardmetro entrenable: dado que el modelo encuentra su propio valor de equilibrio, la elec-
cién del punto de partida es menos critica que en el caso de curvatura fija, y los resultados presentados

son robustos respecto a variaciones moderadas de cg.
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El modelo hibrido exhibe un comportamiento distinto: en cinco de las seis configuraciones, la cur-
vatura colapsa a valores cercanos a 0 (¢ < 0.001) durante las primeras épocas y permanece en ese rango
hasta el final del entrenamiento. La tnica excepcion es CIFAR100 con ResNet50, donde el modelo hibri-
do estabiliza su curvatura en torno a 0.022. Esta degeneracion implica que el clasificador hiperbdlico del
modelo hibrido opera en un espacio que se aproxima progresivamente a la geometria euclidiana, lo que
ofrece una explicacién geométrica coherente con el bajo rendimiento observado en este modelo: la com-
binacién de capas euclidianas con un clasificador hiperbdlico no logra sostener una curvatura efectiva

durante el entrenamiento.

4.7. Analisis Exploratorio: Pesos Preentrenados

Los experimentos presentados anteriormente entrenan los extractores de caracteristicas desde cero
para garantizar una comparacion justa entre las arquitecturas. Sin embargo, en la practica es comun utili-
zar pesos preentrenados de ImageNet como punto de partida, 1o que generalmente mejora el rendimiento
y acelera la convergencia. Este estudio de ablacion evalda el impacto de utilizar pesos preentrenados en

el rendimiento relativo de los modelos euclidiano, hiperbdlico e hibrido.

4.7.1. Configuracion

Se replican los experimentos anteriores manteniendo la misma configuracién de arquitectura, hiper-
pardmetros y datasets (CIFAR10, CIFAR100 e Imagenette), con la tnica diferencia de inicializar los
extractores de caracteristicas (ResNet50 y EfficientNetV2-S) con pesos preentrenados de ImageNet en

lugar de pesos aleatorios.

4.7.2. Resultados

La Tabla[d.3|presenta la accuracy sobre el conjunto de test para cada configuracion utilizando pesos

preentrenados de ImageNet.
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Tabla 4.3: Accuracy (%) sobre test con pesos preentrenados de ImageNet.

Dataset Modelo d=4 d=8 d=16 d=32 d=64 d=128 d =256

ResNet50

Euclidiano  87.54 87.75 87.72  87.84  87.80 87.89 87.84
CIFAR10  Hiperbdlico 87.30 87.71  87.69 87.67 87.71 87.66 87.67
Hibrido 87.89 88.13 88.00 88.08  87.94 88.05 87.96

Euclidiano  53.81 60.88  62.54 62.94 63.05 63.25 63.18
CIFAR100 Hiperbdlico 55.34 60.26 61.19 61.37 61.27 61.40 61.34
Hibrido 5485 6055 61.79 62.23 62.31 62.26 62.42

Euclidiano  94.09 9473 9508  95.16  95.21 95.08 95.26
Imagenette Hiperbdlico 94.93 96.61  96.59 97.27  97.20 97.12 96.31
Hibrido 92.33 93.38 9391 93.96  94.19 93.94 94.01

EfficientNetV2-S

Euclidiano  87.08 87.52 87.59  87.62  87.63 87.64 87.66
CIFAR10  Hiperbdlico 85.48 85.87  85.75 85.73 85.66 85.77 85.76
Hibrido 8498 8545 85.17 85.16 85.21 85.14 85.06

Euclidiano 5049 59.14 6142 6196  62.39 62.46 62.53
CIFAR100 Hiperbdlico 15.89 24.59  27.75 28.98 28.34 28.11 27.12
Hibrido 3578 4879 5230  53.15 53.38 53.32 53.36

Euclidiano  94.29 95.03  95.31 95.18 95.13 95.13 95.18
Imagenette Hiperbdlico 93.25 94.29  94.32 94.14 94.19 94.11 94.29
Hibrido 94.47 9513 95.24 95.24  95.29 95.41 95.34

Los resultados de este experimento tienen implicaciones directas sobre la hipdtesis central de este
trabajo. Con pesos preentrenados, la ventaja del modelo hiperbdlico en bajas dimensiones se ve drasti-
camente reducida, lo que amerita una discusion mds detallada sobre el extractor de caracteristicas. Los
pesos preentrenados en ImageNet generan embeddings que ya codifican la estructura semantica y visual
de los datos de forma eficiente en el espacio euclidiano. Cuando el extractor opera en este régimen, la
tarea de clasificacion en bajas dimensiones se simplifica notablemente, reduciendo la necesidad de la
eficiencia geométrica que caracteriza al espacio hiperbdlico.

El caso mds extremo de este fendmeno es EfficientNetV2 con CIFAR100, donde el modelo hiperbdli-
co con pesos preentrenados obtiene apenas un 15.89 % en d = 4, practicamente idéntico al resultado sin
preentrenamiento (15.18 %), mientras que el euclidiano pasa de 4.99 % a 50.49 %. Esto indica que el
modelo hiperbélico no logra aprovechar el conocimiento codificado en los pesos preentrenados. Una ex-
plicacién posible es que las representaciones internas de EfficientNetV2 estdn fuertemente optimizadas
para el espacio euclidiano; la proyeccién al disco de Poincaré mediante la capa ToPoincare introduce
distorsiones geométricas que degradan la calidad del embedding, impidiendo que el modelo se beneficie

del preentrenamiento.
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La contraparte mas notable es ResNet50 con Imagenette, donde el modelo hiperbdlico no solo man-
tiene su ventaja, sino que alcanza el mejor resultado de todo el estudio (97.27 % en d = 32). Este
resultado muestra que, bajo ciertas condiciones, la geometria hiperbolica puede potenciar las representa-
ciones preentrenadas en lugar de verse degradada por ellas. A diferencia de EfficientNetV2, ResNet50 es
una arquitectura mas simple cuyas representaciones internas parecen poseer mayor compatibilidad con
el espacio hiperbdlico, incluso tras el preentrenamiento.

Esto nos permite refinar nuestra hipétesis: la superioridad de los embeddings hiperbolicos en bajas
dimensiones dentro del marco Matrioshka se sostiene de forma mas robusta cuando el extractor entrena
desde cero, siendo maxima bajo las restricciones mds severas de dimensionalidad. Con pesos preentre-
nados, el beneficio se vuelve situacional, condicionado por la arquitectura del extractor. Esto sugiere que
el disefio de Matrioshka embeddings hiperbdlicos debe considerar la compatibilidad entre la arquitectura

del extractor y la geometria del espacio de embedding.
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Capitulo 5

Extensiones a Recuperacion de

Imagenes

Este capitulo presenta dos trabajos realizados en el marco de los embeddings hiperbdlicos, con el
objetivo de explorar la geometria hiperbdlica mds alla del contexto de los Matrioshka Embeddings. El
primero corresponde a un trabajo publicado [[25] en el que se investiga la capacidad de los embeddings
de Poincaré para recuperar relaciones jerarquicas latentes en conjuntos de datos de imagenes sin super-
vision directa, con aplicaciones en recuperacion de imdgenes basada en contenido. El segundo explora
la incorporacién de geometria hiperbdlica en el marco de DeepCluster, un método de aprendizaje auto-
supervisado basado en clustering, cuyo resultado fue negativo y cuyo andlisis permite extraer conclusio-

nes relevantes sobre las condiciones necesarias para el uso exitoso de la geometria hiperbdlica.

5.1. Recuperacion de Imagenes con Embeddings Hiperbdlicos

Los trabajos [1,/18]] sugieren que los clasificadores hiperbdlicos son capaces de aprender la jerarquia
latente del conjunto de datos incluso si son entrenados tnicamente con las clases hoja de la jerarquia.
Esto quiere decir que, en un escenario donde las relaciones jerarquicas entre objetos no se especifican
explicitamente durante el entrenamiento, se espera que los embeddings hiperbdlicos superen a los eu-
clidianos en el descubrimiento de jerarquias, especialmente cuando la dimensionalidad del espacio de
embeddings se ve reducida. El trabajo [25] se centr6 en verificar esta hipétesis sobre datos de imagenes.

Para esto, se entrenaron y evaluaron redes convolucionales tanto euclidianas como hiperbélicas, uti-
lizando VGGI16 [28]] preentrenado en ImageNet como arquitectura base. La variante hiperbdlica es de
naturaleza hibrida: las capas anteriores a las dos dltimas operan en el espacio euclidiano, mientras que

la pentltima capa proyecta las representaciones al disco de Poincaré mediante la capa ToPoincaré, y la
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capa final es una Regresion Logistica Multinomial Hiperbdlica (HMLR). La variante euclidiana utiliza
la misma arquitectura, reemplazando estas dos dltimas capas por su equivalente euclidiano estdndar con
softmax. Se emplearon los conjuntos de datos CIFAR10 y CIFAR100, cuyas clases siguen una estructura

jerdrquica verificable [|12}|32].

5.1.1. Métrica de Evaluacion: HmAP

La evaluaciéon del desempefio en recuperacién de imdgenes se realizd mediante una extension
jerdrquica del mean Average Precision (mAP), denominada HmAP (Hierarchy-Aware mean Average
Precision). La motivacion detrds de esta métrica es que, en conjuntos de datos con estructura jerdrquica,
los errores de recuperacion no son equivalentes: confundir una imagen de un “camién” con una de un
“auto” es un error menos severo que confundirla con una de un “perro”, pues los primeros comparten un
ancestro comun en la jerarquia.

Formalmente, dado un conjunto de N consultas, la métrica mAP@Fk estandar se define como el
promedio de las precisiones medias individuales:

1 & 1 i
mAP@k = — > AP;, donde AP@k=———= P@i- R(q,d;). (5.1)
N & min(mg, k) <
=1 i=1
Aqui, P@; denota la precision en la posicién 7, m, es el niimero total de imdgenes relevantes para la
consulta ¢, y R(q, d;) es una funcién de relevancia, normalmente binaria.

Para incorporar el componente jerarquico, se extiende la funcién de relevancia R(q, d;) considerando
los distintos niveles £ = 1,2, ..., L de la jerarquia de clases. Para un nivel £ dado, se define R(q,d;) = 1
si y solo si la clase de d; y la clase de ¢ comparten un ancestro comun en el nivel ¢ de la jerarquia; en
caso contrario, R(g,d;) = 0. De este modo, la métrica HnAP@FE se evalda en miiltiples niveles de
granularidad, donde niveles mas altos corresponden a conceptos mds especificos (clases hoja) y niveles
mads bajos a conceptos mds abstractos (superclases).

Por ejemplo, en CIFARI10, a una granularidad de nivel 3 (el més especifico) solo se considera relevan-
te una imagen si comparte exactamente la misma clase que la consulta, equivalente al mAP tradicional.
A granularidad de nivel 2, una imagen de clase “automdvil” se considera relevante para una consulta de

clase “camién”, pues ambas pertenecen a la misma superclase de vehiculos terrestres.

5.1.2. Experimentos

Los modelos se entrenaron en una tarea de clasificacién estandar, sin proporcionar explicitamente
las relaciones jerarquicas al modelo. Los datos se dividieron en conjuntos de entrenamiento, validacién

y prueba; la particién de validacién se obtuvo aplicando una divisién 80:20 sobre los datos de entrena-
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miento, y para la evaluacion se utiliz6 la particién de prueba estandar de cada conjunto de datos. Como
aumentacién de datos se aplicaron rotaciones horizontales y verticales aleatorias, y todas las particiones
se normalizaron seguin la media y desviacion estdndar del conjunto de datos correspondiente.

Para evaluar el efecto de la dimensionalidad en la capacidad del modelo de capturar jerarquias laten-
tes, se vario el tamafo del embedding modificando el nimero de neuronas de la pentiltima capa, tomando
valores de 2 a 64 en potencias de dos. Todos los modelos se entrenaron durante 200 épocas con el op-
timizador Adam [[19]] y una tasa de aprendizaje inicial de 0.001, reduciéndose en un factor de 10 si la
pérdida de validacién no mejoraba en 10 épocas. Se implementé early stopping con una paciencia de
15 épocas. La curvatura hiperbdlica c se fij6 en 0.0005, valor determinado experimentalmente mediante
biisqueda logaritmica.

Una vez entrenados los modelos, se evalu6 la recuperacion de imdgenes mediante HmAP@10. La
particién de prueba se dividié en una proporcién 90:10, donde el 10 % actué como conjunto de consul-
tas y el 90 % restante como galeria de busqueda. La similitud entre embeddings se calculé mediante la
distancia euclidiana para los modelos euclidianos, y mediante la distancia geodésica del disco de Poin-
caré para los modelos hiperbdlicos. Se midi6 HmAP@10 en todos los niveles de la jerarquia: desde
granularidad 3 (conceptos especificos) hasta granularidad 1 (conceptos amplios) en CIFAR10, y desde
granularidad 5 hasta granularidad 1 en CIFAR100.

5.1.3. Resultados

Los resultados se resumen en las Tablas[5.1]y [5.2] para CIFAR10 y CIFAR100, respectivamente.

Tabla 5.1: HmAP@ 10 para modelos euclidiano (E) e hiperbdlico (H) entrenados en CIFAR10, a diferen-
tes niveles de granularidad.

Granularidad 3 Granularidad 2 Granularidad 1
Dim. Embedding H E H E H E
2 0.7681 0.7350 | 0.8016 0.8335 | 0.8682 0.8570
4 0.8016 0.7828 | 0.8653 0.8526 | 0.8871 0.8724
8 0.8018 0.7759 | 0.8707 0.8559 | 0.8878 0.8768
16 0.7765 0.7992 | 0.8565 0.8704 | 0.8822 0.8897
32 0.8049 0.8014 | 0.8734 0.8682 | 0.8950 0.8935
64 0.8023 0.7976 | 0.8689 0.8620 | 0.8864 0.8794

Para CIFARI1O0, los embeddings hiperbdlicos superan a los euclidianos en la mayoria de las configu-
raciones y niveles de jerarquia, aunque la diferencia no es concluyente. Esto puede atribuirse a que el
nimero de clases en CIFAR10 no es suficiente para estresar la capacidad del espacio euclidiano, por lo
que la ventaja del espacio hiperbdlico no se manifiesta con claridad.

En CIFAR100, en cambio, los resultados son marcadamente mds favorables para la geometria hi-

perbdlica. Los embeddings hiperbdlicos superan a los euclidianos por un margen considerable en los
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Tabla 5.2: HmAP@ 10 para modelos euclidiano (E) e hiperbdlico (H) entrenados en CIFAR100, a dife-
rentes niveles de granularidad.

Granularidad 5 Granularidad 4 Granularidad 3 Granularidad 2 Granularidad 1
Dim. Embedding H E H E H E H E H E

2 0.1338 0.0829 | 0.3130 0.2502 | 0.4934 0.5005 | 0.7508 0.7515 | 0.8235 0.8344
4 0.2804 0.1810 | 0.4766 0.3800 | 0.6548 0.5791 | 0.8315 0.7804 | 0.8898 0.8596
8 0.3389 0.2514 | 0.5023 0.4469 | 0.6720 0.6366 | 0.8430 0.8198 | 0.8860 0.8721
16 0.3504 0.3366 | 0.5251 0.5037 | 0.6795 0.6640 | 0.8395 0.8302 | 0.8784 0.8850
32 0.4155 0.3860 | 0.5759 0.5472 | 0.7194 0.6923 | 0.8677 0.8506 | 0.9006 0.8921
64 0.4029 0.3407 | 0.5634 0.5101 | 0.7106 0.6645 | 0.8587 0.8381 | 0.8998 0.8858

niveles mas especificos de la jerarquia, y esta ventaja se mantiene consistentemente a través de todas
las dimensiones de embedding evaluadas. Adicionalmente, las diferencias tienden a reducirse a medida
que aumenta la dimensionalidad del embedding, lo cual es coherente con la teoria: al disponer de mayor
capacidad representacional, el espacio euclidiano deja de estar tan limitado y puede aproximar mejor la
estructura jerarquica subyacente.

Estos resultados confirman que la geometria hiperbdlica favorece la organizacién de las represen-
taciones en concordancia con la estructura jerdrquica inherente a los datos, y que este efecto se vuelve
especialmente pronunciado cuando el niimero de clases es alto y la dimensionalidad del espacio de re-
presentacion es reducida, condiciones en las que el espacio euclidiano enfrenta mayores dificultades para

acomodar estructuras de tipo drbol.

5.2. Hyperbolic DeepCluster

Dentro de esta seccidn se presentan los resultados de un segundo trabajo realizado en el marco de
los embeddings hiperbdlicos, cuyo objetivo central fue evaluar la viabilidad y el beneficio de incorporar
geometria hiperbdlica en el marco de DeepCluster.

En su formulacién original, DeepCluster [3] alterna iterativamente entre dos pasos: la asignacion de
pseudo-etiquetas mediante clustering sobre los embeddings producidos por la red, y la actualizacion de
los parametros del modelo utilizando dichas pseudo-etiquetas como sefial de supervisioén. La propuesta
explorada en este trabajo consiste en reemplazar el espacio euclidiano del embedding por el disco de
Poincaré, evaluando diferentes estrategias para el paso de clustering.

La motivacion central de esta propuesta radica en la naturaleza jerarquica implicita que emerge del
proceso de clustering. A medida que el entrenamiento progresa, los clusters descubiertos no son cate-
gorias arbitrarias, sino agrupaciones que reflejan regularidades semanticas y visuales presentes en los
datos. En datasets con estructura taxondmica explicita, como CIFAR100, donde las clases se organizan
en superclases semanticamente, es razonable esperar que esta estructura jerarquica latente se manifieste

en la geometria del espacio de representacion. El espacio hiperbdlico, que ya sabemos permite embe-
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ber jerarquias con distorsion minima, constituye en este contexto una geometria potencialmente mas
adecuada que el espacio euclidiano para dichas representaciones.

A esto se suma el argumento de eficiencia en baja dimensién. Como se demostrd en el capitulo
anterior, el espacio de Poincaré ofrece una capacidad representacional significativamente mayor por
dimensién que su contraparte euclidiana, lo que sugiere que embeddings hiperbdlicos de dimensién
moderada podrian capturar con mayor fidelidad la estructura semantica de los datos, redundando en
pseudo-etiquetas de mayor calidad y, en consecuencia, en una sefial de entrenamiento mds informativa.

La hipétesis que guia estos experimentos es que la geometria hiperbdlica favorece la organizacién de
las representaciones en concordancia con la estructura jerarquica inherente a los datos, y que este efecto

se traduce en una mejora del rendimiento del método en las métricas estdndar de evaluacion.

5.2.1. Arquitectura

Para los experimentos se definen dos variantes del modelo: euclidiana e hiperbdlica. Ambas com-
parten la misma arquitectura base, con la diferencia de que la variante hiperbdlica incorpora una capa
ToPoincaré al final del extractor de caracteristicas.

Como extractores de caracteristicas se utilizan ResNet50 y EfficientNetV2-S, los mismos empleados
en los experimentos de Matrioshka Embeddings. El flujo del modelo es el siguiente: la imagen se procesa
a través del extractor de caracteristicas, obteniendo un embedding que se utiliza tanto para el clustering
como para el entrenamiento supervisado con las pseudo-etiquetas generadas.

Para el modelo euclidiano, el clustering se realiza mediante k-means estindar implementado con

FAISS [[17]. Para el modelo hiperbdlico, se exploraron dos estrategias de clustering:

= Fréchet k-means: una extension del algoritmo k-means al espacio hiperbdlico que utiliza la media

de Fréchet como centroide.

= Proyeccion + k-means euclidiano: los embeddings hiperbdlicos se proyectan de vuelta al espacio
euclidiano mediante la capa FromPoincaré (mapa logaritmico) y luego se aplica k-means estandar

con FAISS.

Siguiendo la propuesta original de DeepCluster, el nimero de clusters se define como K x 10, donde
K es el niimero de clases del dataset. Adicionalmente, se evalud la configuracién con K clusters (igual

al nimero de clases).

5.2.2. Entrenamiento

Cada modelo se entrena por un maximo de 100 épocas con un batch size de 64, utilizando el opti-

mizador AdamW con un learning rate inicial de 0.001 y weight decay de 0.0001. Adicionalmente, se
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implementa early stopping con una paciencia de 10 épocas.

Como tunica técnica de aumentacién de datos se utiliza RandomHorizontalFlip. Las pseudo-
etiquetas se recalculan al final de cada época mediante el algoritmo de clustering correspondiente. En los
modelos hiperbdlicos, se evaluaron curvaturas iniciales de ¢ = 0.05 y ¢ = 1.0, tanto con curvatura fija

como optimizable durante el entrenamiento.

5.2.3. Evaluacion

El rendimiento de los modelos se evalia mediante las siguientes métricas:

= NMI (Normalized Mutual Information): mide la concordancia entre las asignaciones de clusters

y las etiquetas reales, normalizada entre O y 1.
= NMI Successive: mide la estabilidad de las asignaciones entre épocas consecutivas.
= Reassignment Rate: proporcién de muestras que cambian de cluster entre épocas consecutivas.

= Largest Cluster Ratio: proporcion de muestras asignadas al cluster mas grande, ttil para detectar

degeneracion.

La seleccion del mejor modelo se realiza segtin el NMI sobre el conjunto de validacion.

5.2.4. Resultados

A diferencia de los resultados positivos obtenidos en los experimentos de recuperacion de imdgenes,
el modelo hiperbdlico presenté severos problemas de estabilidad que impidieron su entrenamiento exi-
toso. En todas las configuraciones evaluadas, los embeddings degeneraron rapidamente hacia un tnico
cluster durante las primeras épocas de entrenamiento, colapsando el proceso de aprendizaje.

La Tabla [5.3] resume las variaciones de hiperpardmetros exploradas en el intento de estabilizar el

modelo hiperbdlico.

Tabla 5.3: Variaciones de hiperpardmetros evaluadas para el modelo hiperbdlico.

Hiperparametro Valores probados

Arquitectura ResNet50, EfficientNetV2-S

Dimensién embedding 64, 256

Numero de clusters K (igual a clases), 10K

Meétodo de clustering Fréchet k-means, FromPoincaré + k-means
Curvatura Fija, optimizable

Recorte de gradiente True, False

Ninguna de las configuraciones evaluadas logré evitar la degeneracién a un tnico cluster.
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Un ejemplo de los resultados de entrenamiento puede encontrarse en la Figura[5.1] donde se observa
que el Largest Cluster Ratio alcanza rapidamente el 100 %, a la vez que Active Clusters cae drasticamente
a 0, mostrando la degeneracién de la solucién para el caso hiperbdlico. La totalidad de las imdgenes de

entrenamiento puede encontrarse en el Anexo[B]
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Figura 5.1: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100.

Analisis del Fallo
La degeneracion observada en los modelos hiperbdlicos puede atribuirse a varios factores:

= Inestabilidad del clustering hiperbdélico: el algoritmo de Fréchet k-means es sensible a la distri-
bucién inicial de los puntos en el espacio hiperbélico. Si los embeddings comienzan concentrados
en una regién del disco de Poincaré, el algoritmo puede converger a una solucidn trivial con un

unico cluster.

= Interaccion entre geometria y gradientes: en DeepCluster, las pseudo-etiquetas generadas por
el clustering definen la sefial de supervision. Cuando el clustering falla, las pseudo-etiquetas re-
sultantes no proporcionan informacién discriminativa, lo que a su vez produce embeddings poco

diferenciados, creando un ciclo de retroalimentacién negativa que colapsa el modelo.
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= Ausencia de regularizacion: a diferencia del trabajo de recuperacion de imagenes, donde la fun-
cion de pérdida proporciona supervision directa sobre clases conocidas, DeepCluster depende en-
teramente de la calidad de las pseudo-etiquetas. Esta dependencia hace al método mas vulnerable
a la degeneracion cuando la geometria del espacio de embedding no estd adecuadamente regulari-

zada.

Estos resultados sugieren que la incorporacion de geometria hiperbélica en métodos de aprendizaje
auto-supervisado basados en clustering requiere mecanismos adicionales de estabilizacién que no fueron
explorados en este trabajo, tales como esquemas de warm-up, regularizacion explicita de la distribucién
de embeddings, o algoritmos de clustering hiperbdlico mas robustos.

Una direccion particularmente interesante es utilizar el modelo de Lorentz (o del hiperboloide) en
lugar del disco de Poincaré. Aunque ambos son representaciones isométricas del espacio hiperbdlico, el
disco de Poincaré presenta inestabilidades numéricas cuando los embeddings se aproximan a su frontera
(J|lz]] = 1), ya que la métrica diverge en esa regién, provocando gradientes de Riemannian de gran mag-
nitud. El modelo de Lorentz, que opera sobre el hiperboloide del espacio de Minkowski, no posee este
problema, haciendo que sus computos de distancias geodésicas y gradientes sean numéricamente esta-
bles en todo el dominio. Esto es especialmente relevante para el paso de clustering: la media de Fréchet
en el modelo de Lorentz admite una solucién de forma cerrada mds simple y numéricamente robusta que
su contraparte en el disco de Poincaré, lo que reduciria directamente la sensibilidad del algoritmo a la

distribucion inicial de los embeddings, identificada como factor clave del colapso observado.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones Generales

Este trabajo investigé la incorporacion de geometria hiperbdlica en el aprendizaje de representacio-
nes visuales, especificamente en las tareas de Matrioshka Embeddings y Deep Clustering. Los resultados
obtenidos demuestran que los embeddings hiperbdlicos ofrecen ventajas significativas sobre sus contra-
partes euclidianas en contextos donde la dimensionalidad del espacio de representacion es limitada, con-
firmando la hipétesis central de que el espacio hiperbdlico constituye una alternativa viable y beneficiosa
para representaciones de imagenes.

La principal contribucién de este trabajo es la demostracion empirica de que los embeddings hi-
perbdlicos superan consistentemente a los euclidianos en Matrioshka Embeddings para dimensiones
bajas (d < 16), alcanzando diferencias de hasta 70 puntos porcentuales en accuracy (CIFAR100 con
ResNet50, d = 4). Esta ventaja se mantiene a través de diferentes arquitecturas y datasets, y es espe-
cialmente pronunciada en conjuntos de datos con estructura jerdrquica compleja. Adicionalmente, se
desarroll6 HypTorch, una biblioteca de capas neuronales hiperbdlicas para PyTorch que facilita la expe-
rimentacion con geometrias no euclidianas en el contexto de visién por computador.

Por otro lado, los experimentos en Deep Clustering revelaron que la incorporacién directa de geo-
metria hiperbdlica en métodos de aprendizaje auto-supervisado basados en clustering presenta desafios
significativos de estabilidad que no fueron resueltos en este trabajo. Este resultado negativo constitu-
ye en si mismo una contribucién, al evidenciar las limitaciones actuales de las técnicas de clustering

hiperbdlico y la necesidad de desarrollar métodos més robustos.
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6.2. Conclusiones Especificas
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A continuacién se presenta el contraste de las hipdtesis planteadas en este trabajo:

1. Hipotesis 1 Las representaciones hiperbdlicas preservan una mayor cantidad de informacion itil

para tareas downstream al reducir su dimensionalidad, en comparacion con sus equivalentes eu-

clidianas.

Confirmada. Los resultados experimentales demuestran que los modelos hiperbdlicos superan
consistentemente a los euclidianos en las dimensiones mas bajas del embedding (d = 4, d = 8).
En casos extremos, como CIFAR100 con ResNet50, el modelo euclidiano no logra superar el 1 %
de exactitud hasta d = 64, mientras que el hiperbdlico alcanza un 22.96 % con d = 4. Esta ventaja
se observa de manera consistente en ambas arquitecturas evaluadas (ResNet50 y EfficientNetV2-

S) y en los tres datasets (CIFAR10, CIFAR100 e Imagenette).

. Hipétesis 2 Los métodos de Deep Clustering que operan en el espacio hiperbdlico producirdn

agrupaciones que respetan mejor las jerarquias semdnticas naturales de los datos visuales.

Rechazada. No fue posible evaluar esta hipétesis debido a los problemas de estabilidad encontra-
dos durante el entrenamiento. En todas las configuraciones evaluadas, los embeddings hiperbolicos
degeneraron hacia un dnico cluster durante las primeras épocas, impidiendo el proceso de aprendi-
zaje. Este resultado indica que la integracién de geometria hiperbdlica en Deep Clustering requiere

mecanismos de estabilizacién adicionales que no fueron explorados en este trabajo.

. Hipétesis 3 La ventaja relativa de los embeddings hiperbdlicos sobre los euclidianos serd mds

pronunciada en datasets con mayor estructura jerdrquica y cuando la dimension del embedding

es especialmente limitada.

Confirmada. Los experimentos muestran una correlacion clara entre la complejidad jerarquica
del dataset y la magnitud de la ventaja hiperbélica. En CIFAR100 (100 clases, 20 superclases), la
diferencia de rendimiento entre modelos hiperbdlicos y euclidianos es considerablemente mayor
que en CIFAR10 (10 clases, 2 superclases). Asimismo, la ventaja del espacio hiperbdlico dis-
minuye progresivamente a medida que aumenta la dimension del embedding, llegando incluso a
invertirse en algunas configuraciones de alta dimensién. Este patrén es consistente con la teoria de
que el espacio hiperbdlico ofrece mayor eficiencia representacional precisamente donde el espacio

euclidiano presenta mayores limitaciones.



CAPITULO 6. CONCLUSIONES 6.3. TRABAJO FUTURO

6.3. Trabajo Futuro

Los resultados y limitaciones de este trabajo sugieren las siguientes direcciones de investigacién

futura:

= Estabilizacion de Deep Clustering hiperbdlico: Desarrollar mecanismos que permitan entrenar
modelos de Deep Clustering en el espacio hiperbdlico de manera estable. Esto podria incluir es-
quemas de warm-up donde el modelo se preentrena brevemente en el espacio euclidiano antes de
transicionar al hiperbdlico, regularizacién de la distribucién de embeddings para evitar su con-
centracion, o el desarrollo de algoritmos de k-means hiperbdlico mds robustos que sean menos

sensibles a la inicializacién.

= Evaluacion en datasets de mayor escala: Validar los resultados obtenidos en conjuntos de datos
mas grandes y complejos, como ImageNet completo, para verificar si las ventajas observadas se

mantienen a mayor escala y con estructuras jerarquicas mas profundas.

= Exploracion de otras arquitecturas: Extender los experimentos a arquitecturas mds recientes
como Vision Transformers (ViT), que han demostrado resultados superiores en diversas tareas de

visién y podrian beneficiarse de manera diferente de la geometria hiperbdlica.

= Aplicacion a otros dominios: Explorar la transferencia de las metodologias desarrolladas a otros
dominios donde las estructuras jerarquicas son relevantes, como el procesamiento de lenguaje

natural, el aprendizaje multimodal (imagen-texto), o el andlisis de grafos y redes sociales.
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Apéndice A

Figuras de Entrenamiento

A continuacion, se presentan todas las figuras obtenidas durante el entrenamiento de los modelos.

A.1. CIFARI10 - ResNet50

Las figuras a continuacion presentan los resultados de entrenamiento por dimension para cada mo-

delo.

Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension

—e— dim=4

o dim=8

—e— dim=16
—e— dim=32
—e— dim=64
—e— dim=128
o dim=256

Epoch Epoch

Val Acc by Dimension

100

Figura A.1: Resultados entrenamiento ResNet50 euclidiano sobre CIFAR10.
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Train Loss by Dimension Val Loss by Dimension
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Figura A.2: Resultados entrenamiento ResNet50 hiperbélico sobre CIFAR10.
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Figura A.3: Resultados entrenamiento ResNet50 hibrido sobre CIFAR10.

Las figuras a continuacién comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres mode-
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Train Loss

—e— Euclidean
—e— Hyperbolic
1 —e— Hybrid

Loss

Epoch

Figura A.4: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10.

Val Loss

—— Euclidean
—e— Hyperbolic
—e— Hybrid

50

40

Epoch

Figura A.5: Comparacién validacién ResNet50 sobre CIFAR10.

Las figuras a continuacién presentan una comparacion detallada de los tres modelos para cada di-

mension.
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Training Metrics (Dimension 4)
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Figura A.6: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 4.
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Figura A.7: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 8.
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Training Metrics (Dimension 16)
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Figura A.8: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 16.
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Figura A.9: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 32.
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Training Metrics (Dimension 64)
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Figura A.10: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 64.
Training Metrics (Dimension 128)
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Figura A.11: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 128.
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A.1. CIFARIO - RESNETS50

Training Metrics (Dimension 256)
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Figura A.12: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10 para d = 256.

CIFARI10 - EfficientNetV2

Las figuras a continuacién presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada mo-

delo.
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CIFARI0 - RESNET50

APENDICE A. FIGURAS DE ENTRENAMIENTO
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Val Loss by Dimension
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Figura A.13: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 euclidiano sobre CIFAR10.
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Figura A.14: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 hiperbélico sobre CIFAR10.
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Train Loss by Dimension

Val Loss by Dimension
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Figura A.15: Resultados entrenamiento EfficientNetV?2 hibrido sobre CIFAR10.

Las figuras a continuacién comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres mode-

los.
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Figura A.16: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10.
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Figura A.17: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10.

Las figuras a continuacién presentan la comparacién detallada por dimension.

Training Metrics (Dimension 4)

2.2 —e— Euclidean (Loss)
s —e— Hyperbolic (Loss)
—e— Hybrid (Loss)
-m- Euclidean (Acc)
2.0 45 ~m- Hyperbolic (Acc)
-m- Hybrid (Acc)
40
g
18 >
4 359
B
8
<
16 30
25
14 2
15
0 10 20 30 40
Epoch
Validation Metrics (Dimension 4)
—o— Euclidean (Loss)
24 —e— Hyperbolic (Loss)
—8— Hybrid (Loss)
0 -m- Euclidean (Acc)
22 )' r;" ~m- Hyperbolic (Acc)
. R - -m- Hybrid (Acc)
NS g meg-iEEL Ry, a-E-aE-E
2.0 j - - - 40 _
2
9 >
2 H
S1s 3
30§
16
20
14
12 0
0 10 20 30 40
Epoch

Figura A.18: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 4.
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Training Metrics (Dimension 8)
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Figura A.19: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 8.
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Figura A.20: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 16.
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Training Metrics (Dimension 32)
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Figura A.21: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 32.
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Figura A.22: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 64.
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Figura A.23: Comparacion entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 128.

Training Metrics (Dimension 256)
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Figura A.24: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10 para d = 256.

75



A.1. CIFARI10 - RESNETS50 APENDICE A. FIGURAS DE ENTRENAMIENTO

A.1.2. CIFAR100 - ResNet50

Las figuras a continuacién presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada mo-

delo.
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Figura A.25: Resultados entrenamiento ResNet50 euclidiano sobre CIFAR100.
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Figura A.26: Resultados entrenamiento ResNet50 hiperbdlico sobre CIFAR100.
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A.1. CIFARIO - RESNETS50
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Figura A.27: Resultados entrenamiento ResNet50 hibrido sobre CIFAR100.
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Las figuras a continuacién comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres mode-

los.
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Figura A.28: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100.
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APENDICE A. FIGURAS DE ENTRENAMIENTO
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Figura A.29: Comparacién validacién ResNet50 sobre CIFAR100.

Las figuras a continuacién presentan la comparacién detallada por dimension.
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Figura A.30: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 4.
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Figura A.31: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 8.
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Figura A.32: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 16.
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Figura A.33: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 32.
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Figura A.34: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 64.
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Training Metrics (Dimension 128)
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Figura A.35: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 128.
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Figura A.36: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100 para d = 256.
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A

.1.3. CIFARI100 - EfficientNetV2

Las figuras a continuacién presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada mo-

delo.
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Figura A.37: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 euclidiano sobre CIFAR100.
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Figura A.38: Resultados entrenamiento EfficientNetV?2 hiperbdlico sobre CIFAR100.
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A.1. CIFARIO - RESNETS50

Accuracy (%)

los.

Train Loss by Dimension

Val Loss by Dimension

—e— dim=4

—o— dim=8

—e— dim=16
- dim=32
e dim=64
—e— dim=128
—o— dim=256

Epoch

Train Acc by Dimension

Epoch

Accuracy (%)

Epoch

20

25

15 20 25
Epoch

Figura A.39: Resultados entrenamiento EfficientNetV?2 hibrido sobre CIFAR100.

Las figuras a continuacién comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres mode-
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Figura A.40: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100.
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Figura A.41: Comparacién entrenamiento EfficientNetV?2 sobre CIFAR100.
Las figuras a continuacién presentan la comparacién detallada por dimension.
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Figura A.42: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d = 4.
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A.1. CIFARIO - RESNETS50
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Figura A.43: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d = 8.
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Figura A.44: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d = 16.
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Figura A.45: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d = 32.
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Figura A.46: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d = 64.
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FIGURAS DE ENTRENAMIENTO

A.1. CIFARIO - RESNETS50
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Figura A.47: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d =
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Figura A.48: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100 para d = 256.
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A.1.4. Imagenette - ResNet50

Las figuras a continuacién presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada mo-
delo.
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Figura A.49: Resultados entrenamiento ResNet50 euclidiano sobre Imagenette.
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Figura A.50: Resultados entrenamiento ResNet50 hiperbdlico sobre Imagenette.
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Figura A.51: Resultados entrenamiento ResNet50 hibrido sobre Imagenette.

Las figuras a continuacién comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres mode-

los.
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Figura A.52: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette.
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Figura A.53: Comparacién validacién ResNet50 sobre Imagenette.
Las figuras a continuacién presentan la comparacién detallada por dimension.
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Figura A.54: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 4.
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Figura A.55: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 8.
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Figura A.56: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 16.
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Figura A.57: Comparacion entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 32.
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Figura A.58: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 64.
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Training Metrics (Dimension 128)
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Figura A.59: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 128.
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Figura A.60: Comparacién entrenamiento ResNet50 sobre Imagenette para d = 256.
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A.1.5. Imagenette - EfficientNetV2

Las figuras a continuacién presentan los resultados de entrenamiento por dimensién para cada mo-

delo.
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Figura A.61: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 euclidiano sobre Imagenette.
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Figura A.62: Resultados entrenamiento EfficientNetV?2 hiperbdlico sobre Imagenette.
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Figura A.63: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 hibrido sobre Imagenette.

Las figuras a continuacién comparan las pérdidas de entrenamiento y validacién entre los tres mode-

los.
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Figura A.64: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette.

95



A.1. CIFARI10 - RESNETS50

APENDICE A. FIGURAS DE ENTRENAMIENTO

Loss

Val Loss
—e— Euclidean
—e— Hyperbolic
—e— Hybrid
0 10 30 40 50 60
Epoch

Figura A.65: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette.

Las figuras a continuacién presentan la comparacién detallada por dimension.
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Figura A.66: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 4.
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Figura A.67: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 8.
Training Metrics (Dimension 16)
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Figura A.68: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 16.
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Training Metrics (Dimension 32)

r._.g....-.-ll--- 100 Euclidean (Loss)
.~ Hyperbolic (Loss)
- -
2.0 _.._.,.-""" r...-:.-.—l-l" %0 Hybrid (Loss)
- ":J_...r""' L g Euclidean (Acc)
- 80 Hyperbolic (Acc)
Hybrid (Acc)
15 70
g
a 60 >
s £
1.0 50 :(&
40
05
30
/
e 20
0.0
0 10 20 30 40 50
Epoch
Validation Metrics (Dimension 32)
e Fa X o e o 80 Euclidean (Loss)
225 - xlrr'i-"."""""' Hyperbolic (Loss)
: i N o Sl T T — o Hybrid (Loss)
awa Euclidean (Acc)
- w
2.00 N - Hyperbolic (Acc)
60 Hybrid (Acc)
175 50
2 z
3150 408
3
<
125 o
20
1.00
10
i
0.75 .
0
0 10 20 30 40 50 60
Epoch
. A . .
Figura A.69: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 32.
Training Metrics (Dimension 64)
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Figura A.70: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 64.



APENDICE A. FIGURAS DE ENTRENAMIENTO

A.1. CIFARIO - RESNETS50

2.0

15

Loss

1.0

0.5

0.0

24

22

2.0

Loss

25

2.0

15

Loss

1.0

0.5

0.0

2.2

2.0

18

16

Loss

14

12

1.0

0.8

Training Metrics

(Dimension 128)

P ) 100 Euclidean (Loss)
Hyperbolic (Loss)
- - -u
R el S il % Hybrid (Loss)
_.lr.'":_ g-u-u . Euclidean (Acc)
L el a ¥ 80 Hyperbolic (Acc)
- :
B N Hybrid (Acc)
e " LS 0
- 8
60 >
g
3
50
g
e 40
/'/
P ah | 30
l" ‘4
o
e 20
10 20 30 40 50
Epoch
Validation Metrics (Dimension 128)
Awwgiee - @ Euclidean (Loss)
PR NS, B i) Hyperbolic (Loss)
aiiaa. N S, Hybrid (Loss)
PN - - ] =-u-uu g Ea-ugaum 70 "
)i g W Euclidean (Acc)
._._.‘\‘pirl Hyperbolic (Acc)
Fad 60 Hybrid (Acc)
508
o)
g
405
I+
<
30
J 20
i
E' 10
[ 10 20 30 40 50 60
Epoch

Figura A.71: Comparacion entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 128.

Training Metrics (Dimension 256)
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Figura A.72: Comparacién entrenamiento EfficientNetV2 sobre Imagenette para d = 256.
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Apéndice B

Figuras DeepCluster

A continuacion, se presentan todas las figuras obtenidas durante el entrenamiento del método Deep-

Cluster.
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Figura B.1:

Resultados entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR10.
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Figura B.2: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR10.
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Figura B.3: Resultados entrenamiento ResNet50 sobre CIFAR100.
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Figura B.4: Resultados entrenamiento EfficientNetV2 sobre CIFAR100.
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