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Resumen
En el presente trabajo se estudia la posibilidad de considerar la expansión acelerada del uni-

verso como un efecto geométrico de un espaciotiempo cinco-dimensional, en el cual la torsión
es considerada distinta de cero. En virtud de obtener un resultado lo más general posible, se
estudia la teoŕıa de Lovelock-Cartan; sin embargo se encuentra que el término que incluye ex-
plicitamente a la torsión es un término topológico por lo cual no contribuye a las ecuaciones de
movimiento, siendo finalmente una teoŕıa de Lovelock cinco-dimensional la que se estudia. En
la reducción dimensional a lo Kaluza-Klein, se considera que la dimensión extra es compacta
siendo un ćırculo, es decir, M5 →M4 × S1; además se consideran sólo los modos cero de los
campos reducidos con el fin de estudiar el sector de baja enerǵıa. Como se trabaja en el forma-
lismo de primer orden usando formas diferenciales, los campos heredados de la dimensión extra
vienen de la una-forma conexión de Lorentz la cual describe la estructura af́ın del manifold, y
de los uno-forma vielbein los cuales definen la estructura métrica y que son a la vez una base
ortonormal para el espacio tangente del manifold. Sobre esta teoŕıa reducida se desea estudiar
el cosmos a muy grandes escalas, donde el espacio tri-dimensional se presenta homogéneo e
isotrópico, es decir, donde se cumple el principio cosmológico. Para esto, se impone la ecuación
de Killing sobre los campos a lo largo de los vectores que generan las isometŕıas (rotaciones y
traslaciones en el espacio). Luego de este ansatz las ecuaciones de campo presentan dos ramas
de soluciones, una donde se encuentra un punto de Chern-Simons, y la otra cuyas soluciones
modelan universos en expansión, contracción y oscilantes, donde el tamaño de la dimensión
extra modulada por el dilatón hace la dinámica contraria del tamaño del espaciotiempo. Estas
soluciones son dadas para ciertas regiones del espacio de parámetros.
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Notación

En esta tesis se utilizará la siguiente notación:

Los ı́ndices griegos con gorro µ̂, ν̂, ... y sin gorro µ, ν... denotarán ı́ndices de difeomorfismo, los
cuales corren sobre todo el manifold sin reducir y sobre el manifold reducido, respectivamente.

Los ı́ndices latinos mayúsculos A,B,C, ... y minúsculos a, b, c... denotarán ı́ndices de Lorentz,
los cuales corren sobre todo el espacio tangente al manifold sin reducir y sobre el espacio
tangente reducido, respectivamente.

La coordenada y el ı́ndice de difeomosfismo de la dimensión extra son denotados por ξ,
mientras que el ı́ndice de Lorentz de la dimensión extra es denotado por ∗.

Los objetos tales como escalares, tensores, espinores, formas diferenciales, etc. que lleven un
gorro (R̂), pertenecen al manifold sin reducir, y los sin gorro al manifold reducido.

Además los objetos que lleven encima ∼ denotarán la parte Riemanniana de tal objeto (R̃),
es decir, sin torsión.

La métrica Minkowskiana es del tipo η̂AB = diag(−,+, ...,+).
El tensor de Levi-Civita es tal que ε̂12...D+1 = 1; y al fijar el último ı́ndice, es decir, el tensor

reducido, este queda como ε̂a1a2...aD∗ ≡ εa1a2...aD .
Serán utilizadas las unidades naturales, es decir, } = 1 = c.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Gracias a los avances tecnológicos de las últimas decadas en el área de la observación as-
tronómica, se han realizado grandes hallazgos que han cambiado radicalmente nuestro esquema
f́ısico del universo. Uno de ellos es el descubrimiento de la expansión acelerada del universo,
hecho que otorgó el Premio Nobel de F́ısica en el año 2011 a los astrof́ısicos Saul Perlmut-
ter [1], Brian Schmidt y Adam Riess [2], los cuales comprobaron este fenómeno al observar la
luz proveniente de supernovas muy distantes. Otro descubrimiento proviene de la observación
de las curvas de rotación en galaxias espirales, donde se extrae que el perfil de velocidades en
las estrellas no son las esperadas. La teoŕıa predice que la velocidad de rotación disminuye a
medida que aumenta la distancia desde el centro de la galaxia; sin embargo, se observó [3] que
a partir de una cierta distancia desde el centro, la velocidad de rotación se mantiene cons-
tante. De esta misma forma, lo que predice la teoŕıa solo considerando la materia observable,
no concuerda con lo observado respecto a la evolución y forma de las estructuras cósmicas
(galaxias y agrupamientos de galaxias, en general la distribución de la radiación de fondo de
microndas) [4]. Todas estas observaciones han dado paso a sugerir la existencia de lo que se
conoce como el sector oscuro, el cual tiene dos componentes: la enerǵıa oscura y la materia
oscura, cuyo sufijo hace referencia a que este contenido de enerǵıa y materia no emite radiación
electromagnética. La enerǵıa oscura fue postulada con el fin de explicar la expansión acelerada
del universo, ya que es el único candidato que podŕıa generar una presión negativa. En cambio,
la materia oscura explica la formación de estructuras cósmicas y las curvas de rotación en las
galaxias espirales.

Para explicar estos fenómenos, se tienen tres opciones: una de ellas es modificando el conte-
nido de enerǵıa y materia del universo, dejando intacta la teoŕıa de Einstein; la otra es hacer lo
contratrio, dejar intacto el contenido de materia y enerǵıa modificando la teoŕıa Einstein; y la
tercera opción es modificar ambas. En esta investigación se optará por la tercera opción, donde
se considerarán modelos que extienden la teoŕıa de Einstein a más dimensiones y tomando en
cuenta más términos, con el fin que en la teoŕıa reducida aparezca el nuevo contenido de enerǵıa
y materia oscura. En la práctica, aśı es como una amplia gama de nuevas teoŕıas gravitacionales
han sido exploradas con el fin de obtener los mismos resultados, sin tener que añadir “a mano”
el sector oscuro. Por supuesto todas estas nuevas teoŕıas deben ser generalizaciones de la teoŕıa
de Einstein, ya que esta logra reunir una serie de cualidades que no pueden ser dejadas de lado,
esto es su poder predictivo, su consistencia y elegancia matemática.

De esta forma, el presente trabajo de tesis nace del estudio de teoŕıas gravitacionales que
han generalizado todas las propiedades deseadas de la Relatividad General. Tales propiedades
que deben ser heredadas desde la Relatividad General son las siguientes. Las ecuaciones de
movimiento generadas son siempre hasta segundo orden en la métrica, ya que en caso contrario
no es posible determinar univocamente el campo gravitacional para cada instante desde su
espacio de configuraciones con condiciones iniciales establecidas. También se desea conservar la
invarianza tanto bajo transformaciones generales de coordenadas, como bajo transformaciones
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1. Introducción

locales de Lorentz. Y por supuesto en cuatro dimensiones se debe obtener, adicionalmente
a la nueva f́ısica, los fenómenos ya conocidos. Estas propiedades se satisfacen en la teoŕıa de
Lovelock-Cartan [5], teoŕıa gravitacional en la cual nos enfocaremos durante esta investigación.

Cabe destacar que la teoŕıa de Lovelock-Cartan, considera la idea del matemático francés
Elie Cartan de considerar las nociones de metricidad y paralelismo como conceptos comple-
tamente independientes. De esta forma, esta investigación considera el formalismo de primer
orden usando formas diferenciales, en el cual las propiedades metricidad y paralelismo, quedan
definidas respectivamente en el marco movible (vielbein) y en la 1-forma conexión de Lorentz.
Por su parte, los 1-forma vielbein llevan codificada toda la información referente a la métri-
ca, en cambio la 1-forma conexión permite definir una derivada covariante para la teoŕıa. La
ventaja de trabajar con las formas diferenciales es que al usar la 1-forma derivada exterior, sin
usar el operador dual de Hodge, las ecuaciones hasta con primeras derivadas quedan asegu-
radas. Adicionalmente, dado que estos campos son tratados como independientes, a partir de
las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan se calculan la 2-forma curvatura y la 2-forma
torsión; de modo que en la teoŕıa de Lovelock-Cartan, los términos en la Acción se construyen
a patir de los vielbein, la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión. Vemos que la conexión de
Lorentz no puede aparecer explicitamente puesto que ella transforma inhomogeneamente bajo
las transformaciones locales de Lorentz.

Es importante mencionar que la teoŕıa de Lovelock-Cartan es a la vez una generalización de
la teoŕıa de Lovelock [6], la cual constituye una primera generalización en dimensiones arbitra-
rias de la teoŕıa de Einstein-Hilbert, en donde todas las propiedades deseadas se mantienen. La
diferencia en la teoŕıa de Lovelock, es que ella considera que la torsión es identicamente igual
a cero, de modo que la 1-forma conexión depende de los vielbein. De esta forma, la teoŕıa de
Lovelock posee solo términos generados en función de la 2-forma curvatura y los vielbein.

Una vez que la teoŕıa gravitacional queda determinada, lo siguiente es preguntarse en que
dimensión se estudiará. Para entender mejor el escenario de las dimensiones extras, es necesario
conocer un poco de su historia. Entre los años 1921 y 1926 los f́ısicos Theodor Kaluza y
Oskar Klein, publican una extensión de la Relatividad General a cinco dimensiones en la cual
lográn unificar, si bien de manera no minimal, la Gravitación con el Electromagnetismo [7,
8]. La idea geométrica detrás de este logro, es considerar que en realidad el universo está
compuesto de una dimensión temporal y cuatro dimensiones espaciales, donde la dimensión
espacial extra está compactada en un ćırculo reflejando aśı una simetŕıa de gauge U(1) requerida
por el electromagnet́ısmo. En dicha teoŕıa cinco-dimensional, se tiene un tensor métrico de
quince componentes independientes en vez de las diez que se tienen en el espaciotiempo cuatro-
dimensional. En dado caso, es intuitivo suponer que diez de estas quince componentes deben
pertencer al espaciotiempo reducido, siendo en las componentes restantes que se introduce
el Electromagnetismo: cuatro de ellas para el potencial vectorial Aµ y una para el escalar φ
conocido como dilatón.

A pesar de que el uso de las dimensiones extras ha sido una buena herramienta en el intento
de unificar distintas interacciones, no existe evidencia experimental de ella. Para sortear el
problema de que las dimensiones extras no han sido vistas, la teoŕıa de Kaluza-Klein propone
la condición de que estas deben ser compactas, periódicas y de un radio lo suficientemente
pequeño; además deben ser ortogonales a cada punto del espaciotiempo, de modo que los
campos pertenecientes al espaciotiempo no dependan de las coordenadas de las dimensiones
extras. Considerando estos hechos, la presente investigación se abocará a la exploración de la
teoŕıa de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones, siendo la dimensión extra compactificada en
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un ćırculo.
Cuando se imponen las condiciones mencionadas anteriormente sobre los campos pertene-

cientes al manifold cinco-dimensional, ya sea sobre la métrica, la 1-forma conexión o sobre
algún campo de materia, lo que se obtiene es una descomposición de Fourrier de dado cam-
po, siendo aśı recuperados los campos en cuatro dimensiones, que ahora solo dependen de las
coordenadas del espaciotiempo. Sin embargo como la descomposición de Fourier es infinita,
lo que se obtiene son infinitos campos cuatro-dimensionales masivos y un campo no masivo
correspondiente al modo cero de la serie de Fourier. Afortunadamente al reducir en ćırculos
o manifold isomorfos, la teoŕıa de los modos cero se puede separar del resto de los modos
masivos sin perdida de generalidad. De esta forma, como es usual, solo se considerará el sector
no masivo de la teoŕıa de Kaluza-Klein, ya que por una parte los cálculos se simplifican y por
otra se espera que en los detectores sean lo modos no masivos los primeros en ser vistos.

Cabe mencionar que la importancia de la teoŕıa de Kaluza-Klein radica en el hecho que da
paso a la exploración de las dimensiones extras como una realidad f́ısica, cuya implicancia ha
sido que importantes teoŕıas han considerado este escenario dentro de sus posibilidades, como
por ejemplo en las teoŕıas de Cuerdas, Supersimetŕıa y Supergravedad, o en los modelos como
el propuesto por Arkani-Hammed et al. [9, 10], o por Randall y Sundrum [11,12].

Una vez que la reducción dimensional queda establecida, el siguiente paso seŕıa estudiar las
ecuaciones de movimiento. Pero sin una métrica del espaciotiempo cuatro-dimensional esta-
blecida, las ecuaciones quedan muy arbitrarias, pues falta fijar un ansatz para los vielbein y
la 1-forma conexión que se heredan de la reducción dimensional. En este sentido, el presente
trabajo de investigación se enfoca en la Cosmoloǵıa.

La Cosmoloǵıa trata del estudio del universo a grandes escalas, es decir, donde las distancias
son tan grandes que la estructura local del universo no influje: ya sean galaxias o agujeros
negros, a esta escala todo el espacio (note que solo se refiere al espacio y no al espaciotiempo)
es practicamente igual. Para llevar esto a la práctica, se introduce el Principio Cosmológico, el
cual establece que a escalas cosmológicas el universo es isotrópico y homogéneo. Por isotrópico
quiere decir que en cualquier dirección donde se mire, el contenido de enerǵıa y materia es
el mismo. Y por homogéneo quiere decir que independiente en que punto del universo se
esté observando, este también posee el mismo contenido de materia y enerǵıa. En términos
mateméticos el ansatz cosmológico, para todos los campos que conformen la teoŕıa tratada,
implica que existe una isometŕıa: rotaciones y traslaciones a través del espacio que preserven
la métrica. Esto es efectuado al exigir que la derivada de Lie de los campos en la dirección de
los vectores que generan esta isometŕıa, sea cero.

El propósito de esta tesis, es estudiar una teoŕıa gravitacional en cinco dimensiones, que logre
reunir todas las condiciones que se han mencionado anteriormente. De esta forma conseguir
una teoŕıa reducida que logre heredar grados de libertad suficientes, de modo que al estudiar
la cosmoloǵıa parte del sector oscuro sea explicado. Con este fin en mente, la estructura de
tesis comienza con el Cap. 2 dedicado a la geometŕıa diferencial, primero porque la Relatividad
General es un teoŕıa geométrica, y segundo porque es la base matemática que sustentará
todo este trabajo. El Cap. 3 muestra los fundamentos de la Relatividad General, se presenta
el formalismo de primer orden usando formas diferenciales, luego se muestran los modelos
gravitacionales que serán tomados en cuenta en la investigación: Lovelock y Lovelock-Cartan;
y finalmente se muestran los principios básicos de la cosmoloǵıa, y la elección particular de la
métrica que respete estos principios. Luego se sigue con el Cap. 4 dedicado a la compacficación
a lo Kaluza-Klein, donde se muestra como reducir los campos en cinco dimensiones, y como los
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1. Introducción

modelos gravitacionales del caṕıtulo anterior se compactifican en un ćırculo. El Cap. 5, toma la
reducción dimensional del modelo de Lovelock-Cartan, para introducir el ansatz cosmológico
en los campos reducidos, con el fin de resolver las ecuaciones de movimiento y analizar posibles
soluciones.
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Caṕıtulo 2

Geometŕıa diferencial

Debido al tecnicismo de este caṕıtulo, la cantidad de conceptos y definiciones que aqúı se
presentan, las siguientes referencias indican los libros utilizados en el estudio de la geometŕıa
diferencial [13–16].

Durante el desarrollo de este caṕıtulo, por simplicidad y puesto que no se estudiará aqúı
la teoŕıa reducida, se utilizará una notación sólo con ı́ndices griegos sin gorro, ı́ndices latinos
minúsculos y objetos matemáticos sin gorro.

2.1. Manifold

Lo primero que se debe estudiar para el desarrollo de cualquier teoŕıa f́ısica es el espacio
en donde se desenvuelve tal teoŕıa. Por esta razón son necesarias algunas definiciones básicas
para sentar las bases de la geometŕıa diferencial, la cual fundamenta la teoŕıa de la Relatividad
General (teoŕıa básica que se utiliza en el presente trabajo de tesis) y ademá es una poderosa
herramienta para el estudio de dimensiones extras.

Definición 1. Un manifold diferenciable m-dimensional, M, es aquel que cumple con las
siguientes condiciones:

(i) M es un espacio topológico
(ii) M es dotado con una familia de pares (Ui, ϕi)
(iii) Ui es una familia de conjuntos abiertos que cubren M esto es, ∐i Ui = M. Y ϕi es un
mapa homeomorfo desde Ui a un subconjunto abierto U ′i de Rm

(iv) Dados Ui y Uj tales que Ui ∩Uj 6= ∅, entonces el mapa Ψij = ϕi ◦ ϕ−1
j desde ϕj(Ui ∩Uj) a

ϕi(Ui ∩ Uj) es infinitamente diferenciable.

El par (Ui, ϕi) es llamado carta, mientras que el conjunto {(Ui, ϕi)} es llamado atlas. Desde
los puntos (ii) y (iii) se entiende que un manifold es localmente Euclideo. Y desde (iv) se tiene
que los puntos deM pertenecientes a Ui∩Uj tienen asignados dos o más sistemas coordenados,
en donde el paso de un sistema a otro debe ser suave.

Definición 2. Un manifold producto M×N es dado por la composición de un manifold M
(m-dimensional) con atlas {(Ui, ϕi)} y un manifold N (n-dimensional) con atlas {(Vj, ψj)}.
El atlas del manifold M×N ((m+ n)-dimensional) es dado por {(Ui × Vj), (ϕi, ψj)}, al cual
pertenece el punto (p, q) donde p ∈M y q ∈ N .

2.1.1. Mapas Diferenciales

Sea f :M→N un mapa desde el manifoldM al manifold N , de modo que un punto p en
M es mapeado a N como f : p 7→ f(p). Y sean las cartas (U,ϕ) ∈M y (V, ψ) ∈ N . Entonces
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2. Geometŕıa diferencial

f toma la siguiente representación coordenada

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : RM → RN .

Considerando que los mapas ϕ y ψ asignan M y N valores coordenados xµ (1 ≤ µ ≤ M) al
punto p y yν (1 ≤ ν ≤ N) al punto f(p), respectivamente, entonces si y = ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) es
infinitamente diferenciable, se dice que f es diferenciable en el punto p (x = ϕ(p)). Cabe
destacar que la diferenciabilidad de f es independiente del sistema coordenado que se elije.

Definición 3. Sea f : M → N un homeomorfismo y (ϕ, ψ) las funciones coordenadas. Si
ψ ◦ f ◦ϕ−1 posee inversa: ϕ ◦ f−1 ◦ψ−1, y tanto y = ψ ◦ f ◦ϕ−1(x) como x = ϕ ◦ f−1 ◦ψ−1(y)
son infinitamente diferenciables, entonces f es un difeomorfismo, M es difeomórfico a N
(M≡ N ) y vice versa.

Se debe notar que ambos manifold deben tener la misma dimensión para que ocurra un
difeomorfismo. En este sentido se considera que ellos son equivalentes. Dicho de otra forma,
el difeomorfismo de un manifold a otro, es una manera de deformar suavemente un manifold
para transformarlo a otro, lo cual puede ser visto como un reordenamiento de los puntos que
lo conforman. Además, dependiendo de la cantidad y forma de las estructuras diferenciables
que posea un manifold, los difeomorfismos lo clasifican en clases de equivalencia.

2.1.2. Vectores

Primero se ha definido un espacio con ciertas propiedades, en el cual se podrán construir
objetos de interes; además estos espacios (manifold) poseen una estructura diferenciable que
permite definir una función que mapea puntos a otro manifold. Por consiguiente correspondeŕıa
preguntarse por la posible definición de objetos como vectores. Sin embargo, cómo es posible
definir un vector en un espacio curvo?

Para responder a esta pregunta rigurosamente, es necesario un poco de formalismo. Sea un
manifold M -dimensional M y una curva c parametrizada por t en el intervalo abierto (a, b)
que contiene a t = 0 esto es, c : (a, b) →M. Sea una función f :M→ R. Se define entonces
un vector tangente en c(0) = p como la derivada direccional de una función f(c(0)) a lo
largo de la curva c(t) en t = 0

X[f ] ≡ df(c(t))
dt |t=0, (2.1)

que en términos de las coordenadas locales esto se lee como

∂f

∂xµ
dxµ(c(t))

dt |t=0 . (2.2)

Esto puede ser entendido al definir al operador diferencial X = Xµ(∂/∂xµ), donde las compo-
nentes son Xµ = dxµ(c(t))/dt |t=0, que actua sobre f . Ahora bien puede existir un conjunto de
curvas que satisfagan igualmente estas condiciones, es decir, que en t = 0 ellas coincidan en un
mismo punto p y que las derivadas direccionales evaluadas sobre este mismo punto generadas
por el mismo operador diferencial también sean iguales, de modo que este conjunto de curvas
están en una clase de equivalencia. Luego todas las clases de equivalencias de curvas para el
punto c(0) = p ∈ M esto es, todos los vectores tangentes en el punto p, forman un espacio
vectorial llamado espacio tangente de M en p denotado por TpM, cuyos vectores base son
dados naturalmente por eµ ≡ ∂/∂xµ, donde 1 ≤ µ ≤M , llamada base coordenada. Finalmente
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2.1. Manifold

si se consideran los espacios tangentes de cada punto perteneciente al manifold y se forma una
unión disjunta con ellos, es decir,

TM =
∐
p∈M

TpM

se tiene el llamado fibrado tangente en el cual habitan todos los vectores que son tangentes
a cada punto del manifold.

Cabe destacar que la existencia de los vectores es independiente de la base coordenada
elegida, de modo que se puede pasar de una base a otra. Por ejemplo, sea p ∈ Ui∩Uj donde las
coordenadas locales son respectivamente x = ϕi(p) y y = ψj(p), entonces un vector tangente
al punto p es

X = Xµ ∂

∂xµ
= X ′ν

∂

∂yν
(2.3)

con ∂/∂xµ = (∂yν/∂xµ)∂/∂yν . Por lo tanto las componentes se relacionan como

X ′ν = Xµ ∂y
ν

∂xµ
. (2.4)

2.1.3. Uno-formas

Aśı como se ha definido un estacio vectorial tangente TpM, es posible definir un espacio
vectorial dual a TpM denotado por T ∗pM, llamado el espacio cotangente o fibrado cotangente
al punto p. En este espacio es posible definir el elemento ω : TpM→ R, llamado vector dual
o uno-forma. Un ejemplo concreto de uno-forma es el diferencial df = (∂f/∂xµ)dxµ de una
función f suave en M, cuya acción en un vector tangente V ∈ TpM es

V [f ] ≡ 〈df, V 〉 = V µ ∂f

∂xµ
∈ R, (2.5)

entonces una base para este espacio es dada naturalmente por dxµ, la cual es además una base
dual puesto que se cumple 〈

dxµ, ∂

∂xν

〉
= ∂xµ

∂xν
= δµν . (2.6)

Del mismo modo que los vectores, las uno-formas tienen libertad coordenada esto es, sea
p ∈ Ui ∩ Uj tal que una uno-forma genérica ω se puede escribir como

ω = ωµdxµ = ω′νdyν (2.7)

donde x = ϕi(p) y y = ψj(p), siendo de esta forma

ω′ν = ωµ
∂xµ

∂yν
. (2.8)

2.1.4. Tensores

Para definir un tensor son necesarias las nociones de espacio tangente y espacio cotangente,
pues un tensor mapea elementos de ambos espacios a R. Entonces un tensor del tipo (q, r) es
aquel que mapea q elementos de T ∗pM y r elementos de TpM:

T = T µ1···µq
ν1···νr

∂

∂xµ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµq
⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνr . (2.9)
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2. Geometŕıa diferencial

Teniendo en cuenta como transforman los vectores y uno-formas, es sencillo deducir que un
(q, r)-tensor se puede escribir en otra base coordenada:

T = T
′α1···αq
β1···βr

∂

∂xα1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xαq
⊗ dxβ1 ⊗ · · · ⊗ dxνr , (2.10)

considerando que ∂/∂xµi = (∂yαi/∂xµi)∂/∂yαi con i = 1, ..., q y dxνj = (∂xνj/∂yβj)dyβj con
j = 1, ..., r, se obtiene la relación entre las componentes del tensor en ambas bases coordenadas

T
′α1···αq
β1···βr = T µ1···µq

ν1···νr
∂yα1

∂xµ1
. . .

∂yαq

∂xµq
∂xν1

∂yβ1
. . .

∂xνr

∂yβr
. (2.11)

Luego como un tensor es un objeto multilineal, este puede actuar como un operador (las bases)
sobre q uno-formas y r vectores, arrojando como resultado un número.

2.2. Derivada de Lie
La derivada de Lie nos proporciona un camino alternativo y a la vez más general que la

derivada usual (la cual requiere de una estructura métrica) que perminte el desplazamiento de
objetos por un manifold y también compararlos entre ellos, solo teniendo en cuenta nociones
básicas de geométria diferencial.

2.2.1. Flujos

Sea un campo vectorial X enM y sea x(t) una curva enM cuyo vector tangente es X |x(t).
Dada una carta (U, ψ)

dxµ(t)
dt = Xµ(x(t)), (2.12)

donde xµ(t) es la µ-ésima componente de ψ(x(t)) y X = Xµ∂/∂xµ.1 Luego se define una curva
integral de un campo vectorial X como aquella que soluciona la Ec. (2.12) con condiciones
iniciales xµ(t = 0) = xµ0 .

Sea σµ(t, x0) una curva integral de X, que pasa por el punto x0 para t = 0, siendo entonces
la Ec. (2.12) dada por

dσµ(t, x0)
t

= Xµ(σν(t, x0)) (2.13)
con condiciones iniciales

σµ(0, x0) = xµ0 . (2.14)
Definición 4. Se define un flujo como el mapa σ : R ×M →M generado por X. Además
un flujo siempre satisface

σµ(t, σν(s, x0)) = σµ(t+ s, x0),
∀t, s ∈ R.
Teorema 1. Para algún punto x ∈M, ∃ un mapa diferenciable σ : R×M→M tal que

(i) σµ(0, x) = xµ

(ii) t 7→ σµ(t, x) es solución de las Ecs. (2.13) y (2.14)
(iii) σµ(t, σν(s, x)) = σµ(t+ s, x).

Uno se puede imaginar un flujo como una corriente estable, de modo que si una part́ıcula es
observada en el punto x para t = 0, esta será encontrada en σµ(t, x) para un tiempo t después.

1Cabe notar que x es usada como un punto y como sus coordenadas.
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2.3. Formas diferenciales

2.2.2. Derivada de Lie

Definido el concepto de flujo ahora es posible comparar dos objetos, como por ejemplo
vectores que viven en espacios tangentes diferentes sin tener que definir una estructura métrica.
Esto es, dado un flujo generado por un campo vectorial el cual especifica como evoluciona un
determinado punto p (recordar que cada punto en la curva integral define un vector tangente)
y permite mapear un objeto desde el punto p al punto p′ en donde habita el otro objeto y luego
como se encuentran en un mismo espacio tangente se pueden comparar.

Definición 5. Sean σµ(s, x) y τµ(t, y) dos flujos generados por los campos vectoriales X e Y
que viven en el manifold M esto es,

dσµ(s, x)
ds = Xµ(σ(s, x)) (2.15)

dτµ(t, y)
dt = Y µ(τ(t, y)), (2.16)

y sea el mapa inducido (σ−ε)∗ : Tσε(x)M → TxM,2 el cual toma Y en el punto x y lo mapea
al punto x′ = σε(x), siendo ε un parámetro infinitesimal. Entonces se define la derivada de
Lie del campo vectorial Y a lo largo del flujo σ generado por el campo vectorial X como

LXY = ĺım
ε→0

((σ−ε)∗)Y |σε(x) − Y |x
ε

(2.17)

Sin embargo la derivada de Lie se puede definir de otra forma por medio del bracket de Lie.
Este se define como

[X, Y ]f = X[Y [f ]]− Y [X[f ]] (2.18)
donde f es una función y por definición X[f ] = Xµ∂f/∂xµ. Luego la derivada de Lie del campo
Y en la dirección X es

LXY = [X, Y ] = (Xµ∂µY
ν − Y µ∂µX

ν)∂ν , (2.19)

de aqúı en adelante se usará la notación ∂

∂xµ
≡ ∂µ. Del mismo se puede definir la derivada de

Lie de una función, de una uno-forma o de un tensor arbitrario:

LXf = Xµ∂µf (2.20)

LXω = (Xµ∂µων + ωµ∂νX
µ)dxν (2.21)

LXT = (Xµ∂µT
α1···αp
β1···βq − T

µ···αp
β1···βq∂µX

α1 − · · · − Tα1···µ
β1···βq∂µX

αp + T
α1···αp
µ···βq ∂β1X

µ

+ · · ·+ T
α1···αp
β1···µ ∂βqX

µ)∂α1 ⊗ · · · ⊗ ∂αp ⊗ dxβ1 ⊗ · · · ⊗ dxβq .
(2.22)

2.3. Formas diferenciales
El entendimiento de las formas diferenciales, como operan y sus propiedades, es crucial para

el desarrollo del formalismo de primer orden que será visto en Sec. 3.2.4, el cual será la forma
de trabajo de la presente tesis.

2Un mapa suave f :M→ N , naturalmente induce un mapa entre los espacios tangentes de M y N , llamado “push forward”
definido como f∗ : TpM→ Tf(p)N
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2. Geometŕıa diferencial

Definición 6. Una forma diferencial se define como una r-forma (de orden r) totalmente
antisimétrica, la cual corresponde a un (0, r)-tensor antisimetrizado en sus ı́ndices.

Debido a su forma completamente antisimétrica, las formas diferenciales no se pueden “mul-
tiplicar” de cualquier forma, aśı es definido el producto cuña entre ellas como sigue:

Definición 7. Se define el producto cuña ∧ de r uno-formas, como el producto tensorial
completamente antisimétrico

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr =
∑
P

sgn(P )dxP (µ1) ⊗ dxP (µ2) ⊗ · · · ⊗ dxP (µr), (2.23)

donde la suma corre sobre todas las posibles permutaciones. Además se ve que el producto cuña
permite definir una base para el espacio vectorial de las r-formas; de manera que un elemento
A de este espacio puede ser expandido como

A = 1
r!Aµ1···µrdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr , (2.24)

la cual constituye una forma diferencial.

También es posible “multiplicar” formas diferenciales de distinto orden, donde el resultado
será una forma diferencial cuyo orden resultante es la suma de los órdenes de las formas
diferenciales del comienzo.

Definición 8. Se define el producto exterior ∧ de una q-forma A con una r-forma B como

A ∧B = (Aµ1···µqdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµq) ∧ (Bν1···νrdxν1 ∧ · · · ∧ dxνr)
= (Aµ1···µqBν1···νr)dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµq ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνr . (2.25)

Finalmente se debe definir un operador que derive correctamente a las formas diferenciales.

Definición 9. Se define la derivada exterior d como un operador que actua sobre una r-
forma diferencial, transformándola en una r+ 1-forma. Sea la r-forma diferencial A, entonces
su derivada exterior es

dA = 1
r!

(
∂

∂xν
Aµ1···µr

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr . (2.26)

Cabe notar que debido a que la derivada exterior es a su vez una forma diferencial, ella es
nilpotente

d2 = 0. (2.27)

2.3.1. Integración de formas diferenciales

En el desarrollo de los calculos del presente trabajo será fundamental la integración de
formas diferenciales, puesto que se trabajará con ellas siendo estás los bloques fundamentales
de la teoŕıa.

Orientación

Como es común en relatividad general, la realización de cambios de sistemas coordenados
dentro de un manifold es fundamental, por lo cual es necesario imponer condiciones entre las
distintas bases coordenadas que permita una integración bien definida de objetos vinculados
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al manifold. Sea entonces un manifold M (m-dimensional) conectado diferenciable, donde el
espacio tangente para todo punto p perteneciente al manifold es expandido en la base {eµ} =
{∂/∂xµ} con xµ las coordenadas locales en la carta Ui. Sea otra carta Uj que también cubre el
punto p, es decir Ui ∩Uj 6= 0, con coordenadas locales yν y con la base {e′ν} = {∂/∂yν}. Luego
el cambio de una base a otra es dado por

e′ν = ∂xµ

∂yν
eµ. (2.28)

Finalmente ambas bases definirán la misma orinetación si

J = det
(
∂xµ

∂yν

)
> 0, (2.29)

en caso contrario si J < 0 se dice que tienen orientaciones opuestas.

Definición 10. Se define a una manifold M como orientable, si es que para todas las cartas
solapadas existen coordenadas locales tales que la condición (2.29) se cumpla.

En un manifold orientable m-dimensional siempre es posible definir una m-forma que juega
el rol de elemento de volumen, y que por lo tanto hace de medida a la hora de integrar una
función sobre el manifold. Definamos este elemento de volumen como

υ = υ(p)dx1 ∧ · · · ∧ dxm, (2.30)

donde υ(p) es una función que depende del punto p perteneciente al manifold.
Sea entonces la función f :M 7→ R sobre un manifold orientable. La integración de una m-

forma fυ dentro de una vecindad coordenada, esto es, dentro de la carta (Ui, ϕi) con coordenada
x es dada por ∫

Ui
fυ ≡

∫
ϕi(Ui)

f(ϕ−1
i (x))υ(ϕ−1

i (x))dx1 · · · dxm. (2.31)

Ahora que se ha definido la integración dentro de una vecindad del manifold, se procede a
definir la integración sobre todo el manifoldM, pero para ello es necesaria la noción de función
partición de la unidad.

Definición 11. Sea una cubierta abierta {Ui} deM, tal que cada punto p ∈M es cubierto por
un número finito de Ui. Si la familia de funciones diferenciables εi(p) satisface las condiciones

(i) 0 6 εi(p) 6 1,
(ii) εi(p) = 0 si p /∈ Ui y
(iii) ε1(p)+ε2(p)+ · · · = 1 ∀p ∈M, la familia {ε(p)} es llamada una partición de la unidad
asociada a la cubierta {Ui}.

Vemos que desde la condición (iii) es posible establecer que

f(p) =
∑
i

f(p)εi(p) =
∑
i

fi(p). (2.32)

Luego se puede definir la integral de cada fi(p) sobre Ui, resultando su sumatoria la integral
sobre todo el manifold M ∫

M
fυ =

∑
i

∫
Ui
fiυ. (2.33)

11



2. Geometŕıa diferencial

Por otra parte si el manifoldM es endosado a una métrica g, como será visto en la siguiente
sección, es posible definir un elemento de volumen que sea invariante bajo transformaciones de
coordenadas:

ΩM ≡
√
| g |dx1 ∧ · · · ∧ dxm (2.34)

donde g es el determinante de la métrica y las coordenadas xµ son de la carta (U,ϕ). También
se puede definir la integral de la función f usando este elemento de volumen invariante∫

M
fΩM ≡

∫
M
f
√
| g |dx1 · · · dxm. (2.35)

Esta integración tiene la ventaja de ser también invariante bajo transformaciones coordenadas.

2.3.2. Dual de Hodge

Recordando la Ec. (2.23) la cual define una base para el espacio de las r-formas, vemos que
su dimensión es dada por el número de opciones que se tiene para elegir el orden de la base,
donde una de ellas es dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxr. De esta forma su dimensión es dada por(

m
r

)
= m!

(m− r)!r! .

Sin embargo, vemos que el espacio vectorial de las (m − r)-formas también posee la misma
dimensión, por lo cual al ser ambos espacios vectoriales de igual dimensión generados a partir de
un mismo manifold m-dimensional M, entonces ellos son isomorfos. De esta forma, es posible
definir de manera natural un mapa lineal (isomórfico) entre ambos espacio, el cual es llamado
el dual de Hodge u operación ∗ de Hodge, que actua en la base de la r-forma

∗ (dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr) =

√
| g |

(m− r)!ε
µ1···µr

νr+1···νmdxνr+1 ∧ · · · ∧ dxm, (2.36)

siendo εµ1···µr
νr+1···νm el tensor completamente antisimétrico separadamente en los ı́ndices supe-

riores e inferiores.

2.4. Geometŕıa (pseudo-)Riemanniana
Como ya se ha visto, un manifold es un espacio topológico que localmente se parece a

Rm, donde la existencia de sistemas coordenados suaves aseguran la realización de cálculos
diferenciables en él. Además es posible adicionar otra estructura si al manifold se le endosa un
tensor métrico, el cual es una generalización natural del producto interno entre dos vectores en
Rm a un manifold arbitrario, o más bien, en el espacio tangente de este manifold. A partir del
tensor métrico es posible definir una conexión af́ın, la cual permite comparar objetos (como
los vectores) que habiten en diferentes puntos del manifold, por medio del transporte paralelo.

2.4.1. Tensor métrico

El producto interno entre dos vectores X, Y ∈ Rm es definido por X · Y = ∑m
i=1XiYi. Sin

embargo en un espacio curvo, el producto interno se define para cada espacio tangente.
Definición 12. Sea M un manifold diferenciable. Se define una métrica Riemanniana g
en M como un campo tensorial del tipo (0, 2), el cual satisface los siguientes axiomas para
cada punto p ∈M:

12



2.4. Geometŕıa (pseudo-)Riemanniana

(i) gp(X, Y ) = gp(Y,X)
(ii) gp(X,X) ≥ 0, donde la igualdad se cumple solo cuando X = 0 con X, Y ∈ TpM y gp = g|p.
Es decir, gp es una forma bilineal simétrica definida positiva. Si por otra parte gp satisface (i)
y

(ii’) gp(X, Y ) = 0 para todo X ∈ TpM, entonces Y = 0. Se tiene que la métrica es pseudo-
Riemanniana.

Como gp es un mapa TpM⊗ TpM, se puede definir un mapa lineal gp(X, •) : TpM → R

por medio de Y 7→ gp(X, Y ). De este modo gp(X, •) se puede identificar con una uno-forma
ωX ∈ T ∗pM; y similarmente una uno-forma ω ∈ T ∗pM induce el vector Xω ∈ TpM por medio
de 〈ω, X〉 = gp(Xω, Y ). Y esto da origen a un isomosfismo entre TpM y T ∗pM.

La forma expĺıcita del tensor métrico es obtenido al recordar que es un (0, 2)-tensor, y que
por lo tanto es expandido en término de las bases dxµ ⊗ dxν como

gp = gµν(p)dxµ ⊗ dxν , (2.37)

donde usualmente (gµν) = g(∂µ, ∂ν)3 es considerada como una matriz, cuya (µ, ν)-ésima entrada
es la componente gµν . Además (gµν) tiene inversa denotada por (gµν), por lo cual se cumple
gµλg

λν = gνλgλµ = δνµ. Su determinante det(gµν) es denotado por g, y el determinante inverso
det(gµν) = g−1.

Con esta forma de expresar a la métrica en mente, el isomorfismo referido anteriormente se
escribe como

ωµ = gµνX
ν , Xµ = gµνων . (2.38)

Al recobrar la definición de la métrica como una distancia infinitesimal al cuadrado, o
elemento de linea, esta se puede expresar como4

ds2 = gp(dxµ∂µ, dxν∂ν) = gp(∂µ, ∂ν)dxµdxν = gµνdxµdxν . (2.39)

Como (gµν) es simétrica al diagonalizarla se obtienen autovalores reales, los cuales pueden
ser todos positivos (g es Riemanniana) o algunos de ellos pueden ser negaivos (g es pseudo-
Riemanniana). Si se tienen i ı́ndices positivos y j ı́ndices negativos, entonces el par (i, j) es
llamado el signo de la métrica. De aqúı se tiene los casos particulares de métrica Euclideana
con (n, 0) y de métrica Minskowskiana (o Lorentziana) con (n− 1, 1).

2.4.2. Vectores de Killing

Ahora que se ha definido el tensor métrico, se procede a definir los vectores de Killing,
pero antes es necesario mencionar lo que es una isometŕıa, que como su nombre indica es una
transformación que mantiene la métrica.
Definición 13. Una isometŕıa es un mapeo5 f : M → M tal que preserva la métrica del
manifold M

f ∗gf(p) = gp, (2.40)
o en componenetes

∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
gαβ(p) = gµν(p). (2.41)

3Por lo general p en gµν es omitido.
4Sin embargo, en estricto rigor la métrica es un tensor gµνdxµ ⊗ dxν .
5Aśı como se tiene el mapa inducido f∗ llamado “push forward” , el mapa f :M 7→ N también induce otro mapa llamado “pull

back” el cual mapea entre los espacio cotangentes, esto es, f∗ : T ∗
f(p)N 7→ T ∗

pM.
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2. Geometŕıa diferencial

Con esta definición en mente, se procede a definir los campos vectoriales de Killing o vectores
de Killing:
Definición 14. Sea (M, g) un manifold Riemanniano y X un campo vectorial perteneciente
a M. Si un desplazamiento εX, con ε un parámetro infinitesimal, genera una isometŕıa, el
campo vectorial X es llamado un campo vectorial de Killing.

Sea entonces la coordenada xµ del punto p ∈M que es transformada a xµ+εXµ(p) bajo un
desplazamiento. Si existe una función f : xµ 7→ xµ + εXµ, tal que es una isometŕıa, entonces
desde la condición (2.41) se encuentra

gµν(x) = ∂(xα + εXα)
∂xµ

∂(xβ + εXβ)
∂xν

gαβ(x+ εX)

=
(
δαµ + ε

∂Xα

∂xµ

)(
δβν + ε

∂Xβ

∂xν

)
gαβ(x+ εX)

=
(
δαµδ

β
ν εδ

α
µ

∂Xβ

∂xν
+ εδβν

∂Xα

∂xµ
+O(ε2)

)
gαβ(x+ εX)

= gµν(x+ εX) + ε
(
∂µX

βgµβ(x+ εX) + ∂µX
αgαν(x+ εX)

)
= gµν(x) + εXα∂αgµν(x) + ε∂νX

αgµα + ε∂µX
αgαν ,

(2.42)

donde los términos a segundo orden en el parámetro ε son despreciados, y en la última linea
se a realizado la expansión a primer orden en ε: gµν(x+ εX) = gµν(x) + εXα∂αgµν(x). De aqúı
se obtiene la ecuación de Killing

Xα∂αgµν(x) + ∂νX
αgµα(x) + ∂µX

αgαν(x) = 0. (2.43)

2.4.3. Transporte paralelo, conexión y derivada covariante

Como se ha visto anteriormente, es posible definir la derivada direccional de un vector, pero
como se puede notar no es posible definir naturalmente, desde la estructura deferenciable de
un manifold, una derivada direccional que actue sobre un tensor arbitrario. Tampoco se puede
usar la derivada de Lie ya que al depender de la derivada del vector que genera el flujo, no es
direccional. La pregunta es entonces como transportar tensores a lo largo de una curva en un
manifold.

Como ya se ha recalcado antes, dos vectores en diferentes puntos no pueden ser comparados
entre śı ingenuamente, puesto que ellos viven en espacios tangentes diferentes. En el caso de
un manifold tipo Rm, la derivada es facilmente definida de la manera habitual por medio de
un ĺımite, donde un vector en el punto x es transportado naturalmente sin cambio, esto es,
transportado paralelamente al punto x + ∆x. Pero en un manifold curvo, no es posible
hacer esto sin una estructura adicional que indique explicitamente como mover un vector para-
lelamente. Para construir esta estructura, sea V ′|x+∆x un vector V |x que ha sido transportado
paralelamente desde x a x+ ∆x. Para que esto sea aśı se deben exigir dos cosas:

V ′µ(x+ ∆x)− V µ(x) ∝ ∆xµ (2.44)

(V µ +W µ)′(x+ ∆x) = V ′µ(x+ ∆x) +W ′µ(x+ ∆x). (2.45)
Para que esto se cumpla, la forma más general que debe tener un vector transportado parale-
lamente es

V ′µ(x+ ∆x) = V µ(x)− V λ(x)Γµνλ(x)∆xν . (2.46)
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2.4. Geometŕıa (pseudo-)Riemanniana

Luego se puede expresar de manera habitual la derivada covariante de un vector V con
respecto a xν

ĺım
∆xν→0

V µ(x+ ∆x)− V ′µ(x+ ∆x)
∆xν ∂µ = ĺım

∆xν→0

1
∆xν

(
V µ(x) + ∂λV

µ∆xλ − V µ(x) + V λΓµλν∆xν
)
∂µ

= ĺım
∆xν→0

(
∂λV

µδλν + V λΓµλν
)
∂µ =

(
∂νV

µ + V λΓµλν
)
∂µ.

(2.47)
En el caso particular cuando Γ es simétrica en los ı́ndices inferiores: Γλµν = Γλνµ, y que además
preserve la norma de un vector, Γ es llamada conexión de Levi-Civita.

Ahora que se tiene una idea de como es una conexión, se puede definir de manera más
formal la conexión af́ın.

Definición 15. Una conexión af́ın denotada por ∇, es un mapa ∇ : χ(M) × χ(M) →
χ(M),6 esto es, (X, Y ) 7→ ∇XY ; la cual satisface las siguinetes propiedades:

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ (2.48)
∇(X+Y )(Z) = ∇XZ +∇YZ (2.49)
∇(fX)Y = f∇XY (2.50)
∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY. (2.51)

Entonces las funciones Γλµν llamadas los coeficientes de la conexión, son definidas por

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓλνµ. (2.52)

Recordemos que eµ = ∂µ es la base coordenada del espacio tangente enM, los cuales especifican
como los vectores base cambian de un punto a otro. Sean V = V µeµ y W = W νeν elementos
de TpM, entonces:

∇VW = V µ∇eµ(W νeν) = V µ(eµ[W ν ]eν +W ν∇eµeν) = V µ(∂µW ν +W λΓνµλ)eν . (2.53)

De manera similar se pueden duducir las derivadas covariantes de otros objetos de interes,
como la de una función f

∇Xf = X[f ] = Xµ∂µf, (2.54)

o de una uno-forma ω
∇Xω = (Xµ∂µων −XµΓλµνωλ)dxν . (2.55)

Entonces un tensor de rango arbitrario tendrá tantos coeficientes de conexión con signo positivo
como ı́ndices superiores, y tantos coeficientes de conexión con signo negativo como ı́ndices
inferiores. Además para el caso particular cuando X = ∂µ, se obtiene para una tensor arbitrario:

∇µT = (∂µTα1···αp
β1···βq + Γα1

µνT
ν···αp
β1···βq + · · ·+ ΓαpµνTα1···ν

β1···βq − Γνµβ1T
α1···αp
ν···βq

− · · · − ΓνµβqT
α1···αp
β1···ν )∂α1 ⊗ · · · ⊗ ∂αp ⊗ dxβ1 ⊗ · · · ⊗ dxβq .

(2.56)

Dado que se ha definido la derivada covariante, a continuación se da una definición formal
del transporte paralelo.

6El conjunto de todos los campos vectoriales en M es denotado por χ(M).
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2. Geometŕıa diferencial

Definición 16. Dada una curva en una manifoldM como c : (a, b)→M, que por simplicidad
su imagen es cubierta por una sola carta (U,ϕ) con coordenadas x = ϕ(p), y dado un campo
vectorial

X|c(t) = Xµ(c(t))∂µ|c(t), (2.57)
entonces si ocurre que X satisface la condición

∇VX = 0 (2.58)

donde V = d/dt = (dxµ(c(t))/dt)∂µ|c(t) es el vector tangente a c(t), se dice que X es trans-
portado paralelamente a lo largo de c(t).

Desde la definición de la conexión, la Ec. (2.58) se escribe en componentes como

dXµ

dt + Γµνλ
dxν(c(t))

dt Xλ = 0. (2.59)

En el caso particular que sea el mismo vector tangente a la curva c(t) el que se transporte
paralelamente:

∇V V = 0, (2.60)
la curva c(t) es llamada geodésica, la cual es la curva más “recta” posible en un manifold
Riemanniano. En componentes la Ec. (2.60) se lee:

d2xµ

dt2 + Γµνλ
dxν
dt

dxλ
dt = 0. (2.61)

La covarianza de la métrica y la conexión métrica

Si se desea que el producto interno entre dos vectores sea conservado luego de ser transpor-
tado paralelamente, se debe demandar que la métrica sea covarientemente constante y con ello
se restringe consecuentememnte la forma de la conexión. Sea V un vector tangente a una curva
arbitraria a lo largo de la cual vectores son transportados paralelamente, entonces la derivada
covariante de la métrica es

∇V [g(X, Y )] = V κ[(∇κg)(X, Y ) + g(∇κX, Y ) + g(X,∇κY )]
= V κXµY ν(∇κg)µν ,

(2.62)

donde por la condición de transporte paralelo ∇κX = ∇κY = 0. Y como esto debe ser cierto
para cualquier curva y vectores arbitrarios, se tiene:

(∇κg)µν = 0, (2.63)

o
∂λgµν − Γκλµgκν − Γκλνgκµ = 0. (2.64)

Aśı se dice que la conexión af́ın ∇ es una conexión métrica. Al hacer permutaciones ćıclicas
en los ı́nidces (λµν) de Ec. (2.64) se obtinen las ecuaciones

∂µgλν − Γκµνgκλ − Γκµλgκν = 0 (2.65)

∂νgλµ − Γκνλgκµ − Γκνµgκλ = 0. (2.66)
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Luego al hacer la combinación de las Ecs. (2.64), (2.65) y (2.66), se obtiene

− ∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ + T κλµgκν + T κλνgκµ − 2Γκ(µν)gκλ = 0, (2.67)

donde se define el tensor antisimétrico en los ı́ndices inferiores

T κλµ ≡ 2Γκ[λµ] = Γκλµ − Γκµλ (2.68)

como el tensor de torsión, y donde por supuesto Γκ(µν) = 1/2(Γκµν+Γκνµ). Desde la Ec. (2.67)
se puede despejar Γκ(µν) para obtener

Γκ(µν) = Ωκ
µν + 1

2(Tνκµ + Tµ
κ
ν), (2.69)

donde Ωκ
µν es llamado los śımbolos de Christoffel definidos por

Ωκ
µν = 1

2g
κλ(−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ). (2.70)

Finalmente, los coeficientes de la conexión son dados por la suma de su parte simétrica y su
parte antisimétrica:

Γκµν = Γκ(µν) + Γκ[µν]

= Ωκ
µν + 1

2(Tνκµ + Tµ
κ
ν + T κµν).

(2.71)

El segundo término de anterior expresión es llamada la contorsión:

Kκ
µν ≡

1
2(Tνκµ + Tµ

κ
ν + T κµν). (2.72)

Cabe especificar el caso particular cuando el tensor de torsión es identicamente igual a cero,
en dado caso la conexón ∇ es llamada conexión de Levi-Civita.

2.4.4. La transformación de la conexión

Para ver como transforman los coeficientes de la conexión, sean las cartas (U,ϕ) y (V, ψ)
tales que U ∩ V 6= 0 y cuyas respectivas coordenadas son x = ϕ(p) y y = ψ(p). Además sean
{eµ} = {∂/∂xµ} y {fα} = {∂/∂xα} las respectivas bases coordenadas. Entonces la derivada
covariante de la base {fα} en la dirección de ella misma es

∇fαfβ = Γ̃γαβfγ, (2.73)

donde Γ̃γαβ denota los coeficientes de la conexión con respecto a la coordenada y. Tomando en
cuenta la relación entre las bases coordenadas fα = (∂xµ/∂yα)eµ, entonces se tiene

∇fαfβ = ∇fα

(
∂xµ

∂yβ
eµ

)

= ∂2xµ

∂yα∂yβ
eµ + ∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
∇eλeµ

=
(

∂2xν

∂yα∂yβ
+ ∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
Γνλµ

)
eν .

(2.74)
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2. Geometŕıa diferencial

Finalmente al comparar los coeficientes de la Ec. (2.73) con (2.74), vemos que los coeficientes
de la conexión de la coordenada y transforman bajo un cambio de coordenadas como

Γ̃γαβ = ∂xλ

∂yα
∂xµ

∂xβ
∂yγ

∂xν
Γνλµ + ∂2xν

∂yα∂yβ
∂yγ

∂xν
. (2.75)

Cabe destacar como afecta la existencia del segundo término en la Ec. (2.75), pues es claro
que los coeficentes de la conexión no transforman como un tensor, sino que tiene una pieza
adicional. De esta forma se dice que los coeficientes de la conexión transforman inho-
mogeneamente.

2.4.5. Curvatura

Retomando el concepto de transporte paralelo, si se toma un vector en un punto p y se
traslada paralelamente a otro punto p′ por dos caminos diferentes, claramente habrá una di-
ferencia entre los vectores resultantes en el punto p′, considereando que se tiene un manifold
distinto de Rm. Esta diferencia es lo que nos da el concepto de curvatura.

Sean entonces los vectores U , V y W , se define el tensor de curvatura de Riemman como

R(U, V,W ) ≡ ∇U∇VW −∇V∇UW −∇[U,V ]W, (2.76)

el cual satisface
R(U, V,W ) = −R(V, U,W ). (2.77)

Para obtener sus componentes, se hace actuar sobre las bases:

Rκ
λµν ≡ 〈dxκ, R(eµ, eνeλ)〉

= 〈dxκ,∇µ∇νeλ −∇ν∇µeλ〉
= 〈dxκ,∇µ(Γηνλeη)−∇ν(Γηµλeη)〉
= 〈dxκ, (∂µΓηνλ)eη + ΓηνλΓρµηeρ − (∂νΓηµλ)eη − ΓηµλΓρνηeρ〉
= ∂µΓκνλ − ∂νΓκµλ + ΓηνλΓκµη − ΓηµλΓκνη.

(2.78)

Vemos que el tensor es antisimétrico en los ı́ndices µν:

Rκ
λµν = −Rκ

λνµ.

Al contraer los ı́ndices se pueden construir dos nuevos tensores. Uno es el tensor de Ricci
definido como

R(U, V ) ≡ 〈dxµ, R(eµ, U, V )〉 , (2.79)
que en componentes es

Rµν = R(eµ, eν) = Rλ
µλν . (2.80)

El otro tensor se construye al contraer todos los ı́ndices, es llamado la curvatura escalar

R ≡ gµνR(eµ, eν) = gµνRµν . (2.81)

2.4.6. Torsión

De manera intuitiva, se puede definir la torsión al considerar una curva definida en un
manifold la cual vaya mapeada al plano tangente en cada punto de la curva, la torsión seŕıa
entonces el grado de giro o torcedura del plano tangente a lo largo de la curva. Recordar también
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que de manera más abstracta la torsión puede ser entendida como la parte antisimétrica con
respecto a los ı́ndices inferiores de la conexión.

Sean los vectores U y V , se define entonces el tensor torsión como

T (U, V ) ≡ ∇UV −∇VU − [U, V ], (2.82)

satisfaciendo
T (U, V ) = −T (V, U). (2.83)

De igual manera que con el tensor de curvatura, sus componentes son

T λµν ≡
〈
dxλ, T (eµ, eν)

〉
=
〈
dxλ,∇µeν −∇νeµ

〉
=
〈
dxλ,Γηµνeη − Γηνµeη

〉
= Γλµν − Γλνµ.

(2.84)

2.5. Comentarios acerca de la geometŕıa diferencial
Para concluir este caṕıtulo, quisiera señalar porque he dedicado tantas páginas a la geometŕıa

diferencial en una investigación cosmológica. Primero se debe decir que la Cosmoloǵıa es uno de
los posibles enfoques que tiene la teoŕıa de la Relatividad General, siendo esta última una teoŕıa
geométrica que se hace del espaciotiempo. La teoŕıa de la Relatividad General reinterpreta
los conceptos de espacio y tiempo colocándolos en un solo manifold, de modo que el tiempo
es un eje coordenado más al igual que los del espacio. Pero no solo eso, sino que también
el manifold llamado espaciotiempo es dinámico puesto que se deforma, ya que la fuerza de
atracción gravitatoria es reinterpretada como una geometŕıa curva en la cual los objetos masivos
curvan al espaciotiempo. Con todas estas nociones f́ısicas que genera la Relatividad General, es
imposible concretarla sin el uso de la geometŕıa diferencial como pilar fundamental. Como ha
quedado manifiesto a lo largo de este caṕıtulo, la geometŕıa diferencial permite la generalización
del cálculo tensorial en espacios Eucliedeos a espacio curvos y torsionados (siempre y cuando
sean suaves) permitiendo definir transporte paralelo, mapeos, derivadas covariantes, productos
internos, integración y toda clase de acciones que se realizan habitualmente en espacios planos.

En el siguiente caṕıtulo, dedicado a los modelos gravitacionales, se utilizarán todas las
herramientas aqúı mostradas. Partiendo con el principio de equivalencia (el cual sustenta a la
teoŕıa de la Relatividad General) cuya formulación matemática es basada en el concepto de
fibrado tangente, en el cual es posible fijar un sistema coordenado plano (en cada punto del
fibrado) que es localmente isomorfo al sistema coordenado curvilineo correspondiente a cada
punto del manifold. Y es este sistema coordenado (en el fibrado tangente) el que es llamado
localmente inercial en cada punto, permitiendo la concretación matemática del principio de
equivalencia.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıas Gravitacionales

3.1. Nociones básicas

A principios del siglo XX el f́ısico alemán Albert Einstein, propone la unificación del espacio
y el tiempo al ponerlos en pié de igualdad en un solo manifold cuadri-dimensional llamado
espaciotiempo [17], sobre el cual ocurren los fenómenos f́ısicos. De esta forma, crea la Teoŕıa de
la Relatividad Especial, la cual es fundamentada en la invarianza de la velocidad con que viaja
la luz, y que esta velocidad es la máxima con la cual puede viajar la información. Sin embargo,
esta teoŕıa no es compatible con la interacción gravitacional, ya que en la teoŕıa Newtoniana
de la Gravedad, la interacción gravitacional es transmitida de forma instantanea de un cuerpo
a otro, violando aśı la velocidad máxima de transmisión.

Para lograr conciliar la Gravitación con los principios de la Relatividad Especial, Einstein
crea la teoŕıa de la Relatividad General [18], como una generalización de sus ideas desde la
mecánica relativista a la gravedad, en donde la interación gravitacional es interpretada como
una teoŕıa geométrica del espaciotiempo. En esta teoŕıa, la geometŕıa plana es generalizada a
una geometŕıa curva y dinámica para la descripción del espaciotiempo, el cual tiene la propiedad
de ser deformado en presencia de materia. Con esto, la teoŕıa de la Relatividad General logra
ser una teoŕıa covariante de la Gravitación, pués en ella no existen observadores privilegiados
al igual que en la Relatividad Especial.

3.1.1. Principio de Equivalencia de Einstein

El Principio de Equivalencia es el postulado que justifica la teoŕıa de la Relatividad General,
ya que este permite establecer que la acción de un campo gravitacional sobre un cuerpo masivo,
no es distinguible a la de un movimiento acelerado. Esto permite generalizar el Principio
de Relatividad el cual establece la imposibilidad de distinguir el reposo de un movimiento
uniforme.

En nuestro diario vivir (sobre una región suficientemente pequeña en la superficie de la tierra
y en intervalos de tiempo suficientemente cortos) nos encontramos con que basta un geometŕıa
plana para describir con suficiente exactitud sistemas f́ısicos, es decir, la Mecánica Relativista
es suficiente. Y esto se debe a que en regiones del espaciotiempo suficientemente pequeñas,
el manifold cuadri-dimensional en el que los fenómenos se llevan a cabo es localmente plano,
siendo la geometŕıa de Minkowski adecuada para su descripción. De esta forma la relatividad
especial (donde la curvatura debido a la gravedad es despreciable) es suficiente. A continuación
se presenta el Principio de Equivalencia [19].

Definición 17. Para cada punto del espaciotiempo en un campo gravitacional arbitrario, es
posible escoger un sistema localmente inercial tal que en una región suficientemente pequeña,
las leyes de la naturaleza son determinadas por la relatividad especial.
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3. Teoŕıas Gravitacionales

En términos prácticos, la Relatividad General se formula en una Acción Gravitacional que
es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y de Lorentz locales. Por es-
te motivo es necesario conocer como los distintos campos que representan a las part́ıculas,
transforman bajo estas transformaciones. A continuación se presentan las transformaciones
locales de Lorentz, y luego las transformaciones generales de coordenadas en conexión con las
Secs. 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4.

3.1.2. Transformaciones de Lorentz locales

Tal como el principio de equivalencia sugiere en un entorno suficientemente pequeño, una
métrica plana otorga la descripción adecuada del espaciotiempo. Por esta razón, es necesario
establecer las transformaciones que dejan invariante a esta métrica. Además, es necesario ver
como los distintos campos transforman bajo estas; porque que los campos presentes en la
naturaleza, se definen según como transforman bajo distintas transformaciones, por ejemplo,
el potencial vectorial electromagnético es un vector bajo el grupo de Lorentz local, pero es un
bosón de gauge para el grupo U(1).

Vemos que las transformaciones que dejan invariante a la métrica plana, son el grupo de las
transformaciones locales de Lorentz SO(1, 3). Un elemento del grupo es representado matricial-
mente por Λa

b, donde cabe recordar que sus ı́ndices están definidos sobre el espacio tangente
del manifold Riemanniano (localmente plano). Entonces teniendo en cuenta la métrica plana
ηab = diag(−1, 1, 1, 1), que describe la geometŕıa del espacio tangente, se tiene que bajo una
transformación local de Lorentz esta no cambia

ηab = ηmn(Λ−1)ma(Λ−1)nb. (3.1)

A continuación se definen los siguientes objetos según como transforman bajo el grupo de
Lorentz local :

Escalar. Por definición un escalar es invariante bajo las transformaciones del grupo de
Lorentz local

φ(x)→ φ′(x) = φ(x). (3.2)
Es importante destacar que las transformaciones de Lorentz locales solo actuan sobre los cam-
pos y no sobre sus argumentos.

Vector. Un vector transforma linealmente

V a(x)→ V ′a(x) = Λa
bV

b(x). (3.3)

Vector Dual. Como era de esperar, un vector dual tranforma linealmente con la matriz
inversa Λ−1

ωa(x)→ ω′a(x) = (Λ−1)baωb(x). (3.4)
Tensor. Un tensor del tipo (q, r) tranforma con q matrices Λ y r matrices inversas Λ−1

T
a1···aq
b1···br (x)→ T

′a1···aq
b1···br (x) = Λa1

m1 · · ·Λaq
mq(Λ−1)n1

b1 · · · (Λ−1)nr brTm1···mq
n1···nr (x). (3.5)

3.1.3. Transformaciones generales de coordenadas

Este grupo de transformaciones se refiere a un cambio arbitrario de las coordenadas: x→ x′,
y fueron introducidas en el Cap. 2, véase Sec. 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4. En las secciones mencionadas,
se mostró como vectores, uno-formas y tensores se pueden escribir en distintas bases coorde-
nadas. Cabe recalcar:
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3.2. Modelo de Einstein-Hilbert

Escalar. Un escalar φ codifica la información de un punto p en un manifold M a una
cantidad adimensional (como una función), y desde la Sec. 2.1 se deduce que un punto p
que pertenezca a dos parches Ui ∩ Uj con coordenadas xµ y x′µ respectivamente, genera dos
representaciones del punto que deben describir una misma función o escalar

φ′(x′) = φ(x). (3.6)
Vector. Un objeto que tiene un ı́ndice arriba V µ transfoman como un vector

V ′µ(x′) = ∂x′µ

∂xν
V ν(x). (3.7)

Uno-forma. Un objeto con un ı́ndice abajo ωµ tranforman como un vector dual o uno-forma

ω′µ(x′) = ∂xν

∂x′µ
ων(x). (3.8)

Tensor. Al ser los tensores objetos mixtos, es decir, con ı́ndices arriba y abajo se tiene que
un tensor genérico T µ1···µq

ν1···νr transforma como

T ′µ1···µq
ν1···νr (x′) = ∂x′µ1

∂xα1
· · · ∂x

′µq

∂xαq
∂xβ1

∂x′ν1
· · · ∂x

βr

∂x′νr
T
α1···αq
β1···βr (x). (3.9)

3.2. Modelo de Einstein-Hilbert
El modelo de Einstein-Hilbert, actualmente es el más exitoso que explica la interacción

gravitacional. Dentro de sus propiedades, se encuentra que las ecuaciones de movimiento son
hasta segundas derivadas en la métrica, es invariante bajo difeomorfismo y es invariante bajo
transformaciones locales.

La acción de Einstein-Hilbert [20] es dada por

SEH = 1
2κ

∫
d4x
√
−gR, (3.10)

donde en unidades naturales (c=1) κ = 8πG con G la constante gravitacional de Newton,
g = det gµν , y R el escalar de Ricci dado en la Ec. (2.81)

3.2.1. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas al variar la acción (3.10) con respecto a la
métrica, que es el único campo independiente del cual dependen todas las demás cantidades

δgSEH = 1
2κ

∫
dx4[δg

√
−gR+

√
−gδgR]

= 0.
(3.11)

Veamos por separado la variación de cada término

δg
√
−g = δg

√
− det gµν

= −1
2√−g δg det gµν

= −1
2√−ggg

µνδgµν

= −
√
−g

2 gµνδg
µν .

(3.12)
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3. Teoŕıas Gravitacionales

El segundo término requiere un poco más de trabajo pues se tiene
δgR = δg[gµνRµν ]

= Rµνδg
µν + gµνδgRµν ,

(3.13)

y desde la definición del tensor de Ricci en (2.79), vemos que la variación de este se complica:

δgRµν = ∂λδgΓλµν − ∂µδgΓλλν + δgΓλλρΓρµν + ΓλλρδgΓρµν − δgΓλµρΓρλν − ΓλµρδgΓρλν . (3.14)

Para evitar este tedioso cálculo, puesto que la conexión Γ depende de la métrica, se presenta
a continuación un pequeño truco al calcular la derivada covariente de δΓ en los ı́ndices λ y µ:

∇λ(δgΓλµν) = ∂λδgΓλµν + ΓλρλδgΓρµν − ΓρµλδgΓλρν − ΓρνλδgΓλρµ (3.15)

y
∇µ(δgΓλνλ) = ∂µδgΓλνλ + ΓλρµδgΓρνλ − ΓρνµδgΓλρλ − ΓρλµδgΓλρν (3.16)

restando ambas derivadas se obtiene
∇λ(δgΓλµν)−∇µ(δgΓλνλ) = ∂λδgΓλµν − ∂µδgΓλνλ + ΓλρλδgΓρµν − ΓλρµδgΓρνλ

− ΓρνλδgΓλρµ + ΓρνµδgΓλρλ
(3.17)

que al comparar con la Ec. (3.14) vemos que son iguales, es decir,

δgRµν = ∇λ(δgΓλµν)−∇µ(δgΓλνλ). (3.18)

Luego la variación del escalar de Ricci queda como
δgR = Rµνδg

µν + gµν [∇λ(δgΓλµν)−∇µ(δgΓλνλ)]
= Rµνδg

µν +∇ρ[gµνδgΓρµν − gρνδgΓλνλ]
(3.19)

donde se ha usado la covarianza de la métrica, esto es ∇ρg
µν = 0. Finalmente se pueden

reemplazar (3.12) y (3.19) en (3.11)

0 = 1
2κ

∫
dx4

[−√−g
2 gµνδg

µνR+
√
−g(Rµνδg

µν +∇ρ(gµνδgΓρµν − gρνδgΓλνλ))
]

= 1
2κ

∫
dx4

[−√−g
2 gµνδg

µνR+
√
−gRµνδg

µν +∇ρ(
√
−g(gµνδgΓρµν − gρνδgΓλνλ))

− (∇ρ

√
−g)(gµνδgΓρµν − gρνδgΓλνλ)

]
= 1

2κ

∫
dx4√−g

[
Rµν −

1
2gµνR

]
δgµν + 1

2κ

∫
dx4∇ρ[

√
−g(gµνδgΓρµν − gρµδgΓλµλ)]

(3.20)

donde se ha utilizado integración por partes y la condición de metricidad. En la última linea,
cabe notar que el segundo término es de borde, y recordando que por definición al variar con
respecto a un campo esta variación evaluada en los bordes es cero: δgµν = 0, entonces el término
se anula. Luego para que la igualdad de estas ecuaciones se cumpla, se tiene que

Rµν −
1
2gµνR = 0 (3.21)

las cuales son llamadas ecuaciones de Einstein en el vacio, pues no se ha introducido en la
teoŕıa un lagrangiano de materia. También desde aqúı se define el tensor de Einstein como

Gµν ≡ Rµν −
1
2gµνR. (3.22)
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3.2. Modelo de Einstein-Hilbert

3.2.2. Tensor de enerǵıa-momentum

Todo lo anterior aplica para el vacio, por lo cual uno se pregunta que ocurre en presencia
de materia, es decir, como se ven afectadas las Ecs. de Einstein (3.21). Lo primero es presentar
una Acción de materia que sea genérica, esto es, su contenido puede ser bosónico o fermiónico.
Sea entonces [16]

SM =
∫

d4x
√
−gLM , (3.23)

con LM el Lagrangiano de materia. Al querer incluir este término en las Ecs. de Einstein, se
debe variar con respecto a la métrica, y tomando en cuenta el desarrollo en (3.12) se obtiene

δgSM =
∫

d4x
(
δg
√
−gLM +

√
−gδgLM

)
= −1

2

∫
d4x
√
−g
(
gµνLM − 2δLM

δgµν

)
δgµν

= −1
2

∫
d4x
√
−gTµνδgµν ,

(3.24)

donde se a introducido el tensor de enerǵıa-momentum dado por

Tµν = − 2√
−g

δSM
δgµν

= gµνLM − 2δLM
δgµν

, (3.25)

el cual describe el contenido de enerǵıa y materia de la teoŕıa, que es covariantemente constante,
es decir

∇µTµν = 0, (3.26)

propiedad que se espera de un objeto que describa el contenido de enerǵıa-materia, de la cual
sabemos que no se crea ni destruye de manera global. De manera formal, esto viene del teorema
de Nöether como se demuestra a continuación. El lagrangiano de materia es invariante frente
a traslaciones espaciotemporales, es decir

xµ 7→ x′µ = xµ + εµ (3.27)
δxµ = εµ, (3.28)

donde εµ es un parámetro infinitesimal constante. Recordemos entonces el teorema de Nöther
el cual establece que siempre que exista una simetŕıa en el Lagrangiano existirá una ley de
conservación. Al considerar un Lagrangiano que dependa de algún campo Φi, el teoréma de
Nöther establece que

Tµν = δLM

δ(∂µΦi)∂νΦ
i − gµνLM , (3.29)

siendo estonces cumplida la condición (3.26).
Otra propiedad del tensor de enerǵıa-momentum es su simetŕıa en los ı́ndices, es decir,

Tµν = Tνµ (3.30)

puesto que viene contraido con la métrica (que bien sabemos es simétrica) como se aprecia
en (3.24).
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3. Teoŕıas Gravitacionales

3.2.3. Constante cosmológica

La constante cosmológica es la densidad de enerǵıa caracteŕıstica del espacio vacio [21], la
cual debe ser isotrópica. En términos de una acción que represente esta densidad de enerǵıa,
se necesita que sea invariante bajo Lorentz Local, bajo difeomorfismos, y que al obtener las
ecuaciones de campo, se genere un tensor de enerǵıa-momentum del vacio que refleje la iso-
troṕıa. El candidato que cumple estos requisitos es una constante que se agrega a la Acción de
Einstein-Hilbert

SEH = 1
2κ

∫
d4x
√
−g[R− 2Λ], (3.31)

donde Λ es la constante cosmológica. Al considerarla, las ecuaciones de movimiento gene-
radas son

Rµν −
1
2gµνR+ Λgµν = 0 (3.32)

Esta constante fue inicialmente introducida por Albert Einstein con el fin de considerar un
modelo estático del universo, pues en ese entonces no se sab́ıa que el universo se expande; sin
embargo luego retiró la constante debido a que las nuevas observaciones astronómicas sugeŕıan
un universo en expansión. Actualmente, la constante cosmológica se ha medido arrojando un
valor de Λ ∼ 10−52 m−2 [22]. Sin embargo, su valor experimental no concuerda con el valor
predicho por la teoŕıa cuántica de Campos, la cual predice un valor extremadamente alto,
teniendo una diferencia de ciento veinte ordenes de magnitud. Este problema ha sido llamado
“la peor predicción en la historia de la F́ısica”, implica que no existe una manera natural de
predicir un valor tan minúsculo desde la f́ısica de part́ıculas. Es decir, las dos grandes teoŕıas
que rigen al universo: Relatividad General y el Modelo Estandar, no encuadran en ciertos
rangos de enerǵıa.

3.2.4. Formalismo de primer orden en términos de las formas diferenciales

En los cálculos de las secciones anteriores vemos que, a pesar de la simpleza de la acción
de Einstein-Hilbert, la cantidad de ı́ndices que aparecen en el desarrollo de las ecuaciones de
movimiento, complican su manipulación al ir considerando más términos o más dimensiones.
Ante esto, es de gran ayuda considerar el formalismo de primer orden [16, 23, 24], llamado
aśı debido a que las ecuaciones de campo son ecuaciones diferenciales de primer orden.

En la geometŕıa (pseudo-)Riemanniana, considerada en la Relatividad General, todo queda
determinado por la métrica, tanto la propiedad de metricidad como el paralelismo, es decir, la
conexión queda definida en función del tensor métrico. Sin embargo, es posible reinterpretar
la geometŕıa diferencial al considerar que las nociones de metricidad y paralelismo son inde-
pendientes, existiendo aśı un campo que representa a cada una; de esta forma al calcular las
ecuaciones de campo, estas son de primer orden en las derivadas. Adicionalmente, conviene
trabajar con el formalismo de primer orden usando formas diferenciales ya que, debido a sus
propiedades, el cálculo se simplifica aun más. Los campos idoneos para esta tarea, se presentan
a continuación.

La metricidad es representada por los vielbein o marco tangente que, tal como se mostró
en la Sec. 2.1.2, definen una base ortonormal para el fibrado tangente, además los vielbein
depende de las coordenadas, y son a la vez un mapa entre el manifold y su fibrado tangente.
Por otra parte, el campo que representa al paralelismo es la llamada conexión de esṕın o
de Lorentz, la cual permite definir una derivada covariante en el fibrado tangente. Una de las
propiedades de estos campos en su versión de forma diferencial, es decir, los 1-forma vielbein y
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3.2. Modelo de Einstein-Hilbert

la 1-forma conexión de Lorentz, es que, por construcción, son invariantes bajo transformaciones
generales de coordenadas debido a que sus ı́ndices de difeomosfismo están contraidos.

Por medio de las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan se puede construir, a partir de
los 1-forma vielbein y la 1-forma conexión, la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión las cuales
definen propiedades geométricas generales. Estas formas diferenciales, junto con el vielbein y
la conexión, son los ingredientes básicos para la construcción de acciones gravitacionales que
sean invariantes bajo tranformaciones de Lorentz local y bajo difeomorfismos.

Si bien, desde el punto de vista matemético el razonamiento explicado anteriormente no
tiene falencias, es el Principio de Equivalencia el que permite una justificación f́ısica basado
en la observación emṕırica del uso del formalismo de primer orden (basado en las formas
diferenciales) en la Relatividad General.

A continuación, en las siguientes secciones, se dan definiciones formales de estos objetos.

3.2.5. Vielbein

Debido al principio de equivalencia, para cada punto p perteneciente a un manifold M,
se puede encontrar un set de coordenadas ζa con a = 1, 2, ...,m (m = dim(M)) que sean
localmente inerciales a cada punto p. De esta forma, es posible definir la métrica del manifold
curvo M en función de una métrica plana, es decir,

gµν(x) = ηabe
a
µ(x)ebν(x), (3.33)

donde ηab = diag(−,+,+, ...) corresponde a la métrica de Minkowski y donde los vielvein son
definidos como

eaµ(x) = ∂ζa

∂xµ
. (3.34)

Cabe notar que, como la métrica plana ηab es constante, toda la información de la métrica gµν
queda codificada en los vielbein. Por otro lado, debido a la invertibilidad de la matriz eaµ, es
posible definir los vielbein inversos dados por

Ea
µ(x) = ηabg

µν(x)ebν(x), (3.35)

tal que se cumple

Ea
µeaν = δµν , (3.36)

Ea
µebµ = δab. (3.37)

Cabe destacar que los vielbein son objetos h́ıbridos puesto que al tener dos tipos de ı́ndices,
tranforman bajo difeomorfismos y Lorentz local:

Transformaciones generales de coordenadas, donde transforman como un vector co-
variante

eaµ(x)→ e′aµ(x′) = ∂xν

∂x′µ
eaν(x)

Transformaciones de Lorentz local, lo que seŕıa un cambio de coordenadas inerciales
en el espacio tangente

eaµ(x)→ e′aµ(x) = Λa
be
b
µ(x).

Ahora con los vielbein y su inverso definidos, se introducen las 1-forma vielbein

ea(x) = eaµ(x)dxµ (3.38)
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el cual pertenece al espacio cotangente T ∗p (M), y sus 1-forma inversas

Ea(x) = Ea
µ(x) ∂

∂xµ
, (3.39)

las cuales pertenecen, por supuesto, al espacio tangente Tp(M).
Se define el determinante de los vielbein como

e ≡ det(eaµ),

que a partir de la Eq. (3.33) se relaciona con el determinante de la métrica como

e =
√
−g.

Además los vielbein actuan explicitamente tomando objetos que viven en el manifold lle-
vandolos a su espacio tangente o al revés. Por ejemplo, al actuar sobre un vector se obtiene

V a = eaµ(x)V µ(x),

o
V µ(x) = Ea

µ(x)V a.

3.2.6. Conexión de Lorentz

Eĺı Cartan, propuso la direfencia entre las propiedades metricidad y afinidad. Ya que la me-
tricidad hace referencia a medidas de largos, ángulos, volúmenes o áreas, en general medidas
de objetos localmente definidos en un manifold. En cambio la afinidad se refiere a las propie-
dades que permanecen invariantes bajo traslaciones o transformaciones afines, tales como el
paralelismo. En este sentido, es necesario definir una conexión que permita la existencia de
una derivada covariante sobre el fibrado tangente. Y por supuesto el grupo de simetrias que
actua sobre la estructura diferencial del fibrado tangente, son las transformaciones de Lorentz
local; de modo que la conexión es llamada apropiadamente conexión de Lorentz o de esṕın
ωabµ(x) . La 1-forma conexión de Lorentz es dada por

ωab(x) = ωabµdxµ. (3.40)

la cual es, por supuesto, completamente antisimétrica.
En el lenguaje de las formas diferenciales, la derivada covariante es definida en el marco

tangente como el operador
D = d+ [ω, ] (3.41)

donde [, ] denota que la 1-forma conexión va contraida en cada ı́ndice que posea el objeto a
derivar. Por ejemplo, sea el vector V a que vive en el fibrado, luego su derivada covariante es

DV a = dV a + ωabV b.

En el caso de un tensor F ab, se tiene

DF ab = dF ab + ωacF cb + ωbcF ac.

Similarmente que con la conexión afin en la Ec. (2.75), la conexión de Lorentz transforma
inhomogeneamente bajo una transformación local

ω′abµ(x) = Λa
c(x)Λd

b(x)ωcd(x) + Λa
c(x)∂µΛb

c(x). (3.42)
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3.2.7. Ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan

Ya con el marco tangente y la conexión de esṕın definidos, se debe proceder a definir los
objetos que nos entreguen información más expĺıcita acerca de las propiedades del manifold en
cuestión. Estos son la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión, presentadas a continuación.

2-forma curvatura

Recordando lo aprendido en la Sec. 2.3, gracias a la nilpotencia de la 1-forma derivada
exterior, al aplicar la 1-forma derivada covariante (3.41) al cuadrado sobre un vector (por
ejemplo), el resultado no es un operador diferencial actuando sobre el vector, sino un operador
algebraico

D2φa = D[dφa + ωabφb]
= d[dφa + ωabφb] + ωab[dφb + ωbcφc]
= dωabφ

b − ωabφb + ωabφb + ωab ∧ ωbcφc

= [dωab + ωac ∧ ωcb]φb,

(3.43)

siendo entre los paréntesis de corchete en la última linea lo que se difine como la 2-forma
curvatura:

Ra
b ≡ dωab + ωac ∧ ωcb. (3.44)

Esta ecuación es conocida como la segunda ecuación estructural de Maurer-Cartan.
Escrita como forma diferencial queda

Ra
b = 1

2R
a
bµνdxµ ∧ dxν . (3.45)

Desde aqúı se puede ver como se relaciona con el tensor de Riemann Rα
βµν :

Ra
b = 1

2e
a
αe

b
βR

α
βµνdxµ ∧ dxν . (3.46)

2-forma torsión

Solo es posible la construcción de un objeto más que sea completamente independiente de
la 2-forma curvatura, lo cual es dado por la imposibilidad de construir formas diferenciales
solamente en función de los vielbein y sus derivadas exteriores, aśı como la 2-forma curvarura
fue construida en función de la conexión de esṕın y su derivada exterior.1 Entonces, a partir
de la derivada covariante de ea, se obtiene la 2-forma torsión:

T a ≡ Dea = dea + ωab ∧ eb. (3.47)

Vemos que la 2-forma curvatura, a diferencia de la 2-forma torsión, no está definida como la
derivada covariante de algún objeto.

3.2.8. Relación entre Γ y ω

Como se ha visto anteriormente, la 2-forma curvatura puede ser definida tanto en el siste-
ma general coordenado, como en el marco tangente, respectivamente véase en las Ecs. (2.78)

1Esto es aśı, debido a la asimetŕıa entre los vielbein y la conexión, pues los vielbein transforman localmente como vectores y
no como conexión.
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y (3.44). Sin embargo, ambas definiciones corresponden a un mismo objeto geométrico, esto es
la curvatura. Con esto en mente, es lógico pensar que las conexiones Γ y ω definidas en ambos
sistemas (general coordenado y tangente) se transformen una en la otra y vice versa [16], es
decir, ellas están intimamente relacionadas. A continuación se muestra un par de teoremas que
muestran como transforman entre ellas.

Teorema 2.
ωab = eaµ∇Eaµ

= eaµdEb
µ + eaµΓµ

νEb
ν
b

(3.48)

donde Γµ
ν = Γµναdxα.

Teorema 3.
Γα

β = Ea
αDeaβ

= Ea
αdeaβ + Ea

αωabe
b
β.

(3.49)

3.2.9. Identidades de Bianchi

Estas identidades se satisfacen para cualquier par de 1-forma conexión y 1-forma vielbein.
Estas son

DT a = Ra
b ∧ eb, (3.50)

y
DRab = 0. (3.51)

La demostración de la identidad (3.50) es:

DT a = D[dea + ωab ∧ eb]
= ωab ∧ deb + dωab ∧ eb − ωab ∧ deb + ωac ∧ ωcb ∧ eb

= [dωab + ωac ∧ ωcb] ∧ eb

= Ra
b ∧ eb.

(3.52)

Y la demostración para la segunda identidad (3.51)

DRab = D[dωab + ωac ∧ ωcb]
= dωac ∧ ωcb − ωac ∧ dωcb + ωac ∧ dωcb + ωbc ∧ dωac + ωad ∧ ωdc ∧ ωcb + ωbd ∧ ωac ∧ ωcd

= dωac ∧ ωcb − dωac ∧ ωcb + ωad ∧ ωdc ∧ ωcb − ωad ∧ ωdc ∧ ωcb

= 0.
(3.53)

Gracias a estas identidades, es posible notar que no existen otros objetos que se puedan de-
finir en función de los vielbein, la conexión de Lorentz y sus derivadas, que sean independientes
de las 2-forma curvatura y torsión.

3.2.10. Revisita a la acción gravitacional en cuatro dimensiones

En esta sección se presentará nuevamente la Acción de Einstein-Hilbert, pero está vez usando
el formalismo de primer orden y se mostrará como pasar de un formalismo a otro. La acción
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de Einstein-Hilbert en formas diferenciales es dada por

SEH = α

(4− 2)!

∫
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed. (3.54)

Como en el formalismo de primer orden se considera que e y ω son independientes, se generarán
dos ecuaciones de movimiento independientes, las cuales se obtienen de variar la Acción con
respecto de ambos campos. Se vaŕıa con respecto a e, donde cabe recordar que la curvatura
no depende de los vielbein solo de la conexión de esṕın (ver la Ec. (3.44)), dando

α

2!

∫
2εabcdRab ∧ ec ∧ δed = 0, (3.55)

por lo tanto se tiene que
εabcdR

ab ∧ ec = 0. (3.56)
Al variar con respecto a la conexión se tiene

α
∫
εabcdδωR

ab ∧ ec ∧ ed = 0

= α
∫
εabcd[dδωab + 2δωam ∧ ωmb] ∧ ec ∧ ed

= α
∫
d[εabcdδωab ∧ ec ∧ ed] + 2α

3!

∫
εabcd[δωab ∧ dec ∧ ed + δωam ∧ ωmb] ∧ ec ∧ ed]

= 2α3
∫
εabcdδω

an ∧ [δbndec ∧ ed + δmnω
b
m ∧ ec ∧ ed],

(3.57)

de la cual se obtiene la ecuación

εabcd[δbndec + ωcn ∧ eb] ∧ ed = 0. (3.58)

Desde esta ecuación cabe destacar un punto muy importante. Vemos que desde (3.58) es posible
obtener algebraicamente la conexión de esṕın en función de los vielbein, lo cual nos dice que
en realidad ellos no son campos independientes como se hab́ıa supuesto. Esto puede implicar
que la torsión definida en (3.47) es identicamente igual a cero, como se supońıa en la teoŕıa
original de Einstein-Hilbert, ó que queda completamente indeterminada. Lo cual significa que
no es necesario a priori imponer la condición libre de torsión, pues ello se deduce desde las
ecuaciones diferenciales obtenidas desde las suposiciones más generales posibles.

A continuación se muestra como la Ec. (3.56) es equivalente a las Ecs. de Einstein en
el vacio (3.21). Lo primero es tomar el dual de Hodge ? a la Ec. (3.56) y expandir en sus
componentes

εabcd ? (Rab ∧ ec) = ?0

εabcd ?

(
Rab

mn

2 em ∧ en ∧ ec
)

= 0

εabcd
2(4− 3)!R

ab
mnε

mnc
pe

p = 0

−R
ab
mn

2 εabcdε
mncpep = 0.

(3.59)

Como esta ecuación se debe cumplir para todo ep, se tiene

(−)(−)1
2R

ab
mn(1!δmnpabd) = 0, (3.60)
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donde δmnpabd = δmaδ
n
bδ
p
d − δmbδnaδpd + δmbδ

n
dδ
p
a − δmdδnbδpa + δmdδ

n
aδ
p
b − δmaδndδpb, de

modo que se obtiene
1
2(4Rp

a − 2δpaR) = 0, (3.61)

donde se ha definido Rab
pb = Ra

p y Rab
ab = R. Además se puede bajar el ı́ndice p y considerar

que δab = ηab, esto es,
Rpa −

1
2ηpaR = 0. (3.62)

Utilizando las propiedades de los vielbein inversos, se pueden transformar los ı́ndices de Lorentz
a ı́ndices curvos

RµνEp
µEa

ν − 1
2gµνEp

µEa
νR = 0. (3.63)

Finalmente, como esto se debe cumplir para cualquier marco tangente, se obtienen de esta
forma las ecuaciones de Einstein en el vacio

Rµν −
1
2gµνR = 0. (3.64)

3.2.11. Logros de la Relatividad General

Si bien, a lo largo de estas primeras secciones se ha mostrado el mecańısmo y las herramientas
que la Relatividad General utiliza, no se podŕıa finalizar la sección sin antes mencionar todos
los exitos que esta teoŕıa ha logrado.

La primera comprobación que tuvo la Relatividad General, fue durante los eclipses solares
en los años 1919 y 1922, en donde se observó que efectivamente los rayos de luz provenientes
de otras estrellas se deflectan al pasar cerca del Sol; esto lo explica la teoŕıa de la Relatividad
General puesto que el campo gravitacional generado por la masa del Sol curva al espaciotiempo
en sus proximidades. Tambien relacionado a la observación estelar, se encuentra que la luz tarda
más tiempo cuando atraviesa un campo gravitacional en comparación a cuando no lo hay. Esto
fue descubierto por Irwin Shapiro en 1964 [25] gracias a los avances en la astronomı́a radar.

Por otra parte, la Relatividad General logra explicar la precesión de la órbita de Mercurio,
pues hace muchos años que se conoce que el perihelio de Mercurio rota alrededor del Sol
cada tres millones de años; no existiendo, hasta la invención de la Relativdad General, un
teoŕıa capaz de explicar consistentemente este fenómeno. La teoŕıa de Einstein logra predecir
la precesión de la órbita de Mercurio con un 0, 5 % de precisión.

Producto de la presencia de un campo gravitatorio, los rayos de luz que provienen de tal
campos sufren un corrimiento al rojo gravitacional,2 el cual provoca que la longitud de onda
de la luz proviniente de campos gravitatorios aumente, o lo que es equivalente a que la enerǵıa
del fotón disminuya. Y este fenómeno solo es explicado gracias a la Relatividad General, ya
que se deriva desde las ecuaciones de Einstein aplicando la solución de Schwarzschild de la
métrica, esto implica que el campo gravitacional debe ser considereble para que el efecto no
sea despreciable.

Si bien son muchos más lo logros alcanzados por la Relatividad General, quisiera destacar el
más reciente ya que implica uno de los logros más grandes del siglo XXI, esto es, la confirmación
de las ondas gravitacionales el d́ıa 11 de Febrero de 2016 [26, 27] tras la observación de dos
agujeros negros en fusión. Las ondas gravitacionales fueron predichas por Albert Einstein en
1916, las cuales consisten en una ondulación del espaciotiempo que se propaga desde la fuente

2Este efecto es distinto al efecto Doppler Electromagnético, el cual es debido a la expansión acelerada del universo.
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gravitacional a todas las direcciones, esta se propaga en forma de onda a la velocidad de la luz,
y como toda onda estas transportan enerǵıa que se rad́ıa como ocurre de manera similar con
la radiación electromagnética. Aśı fue como la fusión de los agujeros negros produjo una onda
gravitacional de una magnitud tan cosiderable, que pudo ser detectada por los dos detectores
de LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory).

Considerando tal cantidad de aciertos, es que la Relatividad General es una de las teoŕıas
mejor elaboradas. Sin embargo no concluye una teoŕıa final para la Gravitación, esto debido a
dos grandes fenómenos que no son explicados por la Relatividad General: uno de ellos es el valor
experimental del perfil de velocidades de las estrellas en las galaxias, ya que este no concuerda
con lo predicho por la teoŕıa, y el otro (el cual es abordado por este trabajo de tesis) es debido
a la fase de expansión acelerada que acontece al universo. Sobre este último punto, es necesario
aclarar que si bien la Relatividad General, por medio de la constante cosmológica, logra incluir
una fase de explansión acelerada, esta forma “puesta a mano” realmente no “explica” el porque
de la constante cosmológica. Pero a pesar de esto, debido a sus logros y a la forma en la que está
estructurada en base a principios naturales, la Relatividad General debe seguir siendo tomada
en cuenta como la base principal de una teoŕıa más general que logre integrar los fenómenos
anteriormente mencionados.

3.3. Teoŕıa de Lovelock y Lovelock-Cartan

3.3.1. Teoŕıa de Lovelock

La teoŕıa de Lovelock [6] surge de la idea de generalizar, a dimensiones arbitrarias, la teoŕıa
de Einstein-Hilbert conservando todas la propiedades que ella posee. Debido a lo complejo
que se pueden volver los cálculos al considerar dimensiones extras, el formalismo de primer
orden usando formas diferenciales aprendido en la Sec. 3.2.4, es útil para generar un desarrollo
claro de la teoŕıa. Además, esta metodoloǵıa nos entrega de manera natural, los ingredientes
básicos invariantes bajo difeomosfismos por construcción: ea y ωab. Por otra parte el uso de la
derivada exterior d,3 gracias a su nilpotencia d2 = 0, nos garantiza que se generen ecuaciones
de movimiento con primeras derivadas en los campos. Además, la invarianza local de Lorentz
queda satisfecha al construir acciones que sean escalares de Lorentz, las cuales pueden ser cons-
truidas con el uso de los dos tensores invariantes de Lorentz: ηab y εa1···aD , los cuales permiten
contraer, subir y bajar ı́ndices. Finalmente, considerando que se desea integrar sobre espacios
de dimensiones arbitrarias, es decir D-dimensional, vemos que el problema queda resuelto al
construir D-formas diferenciales invariantes de Lorentz local con los ingredientes básicos: ea,
Rab, T a, ηab y εa1···aD . Por supuesto, la 1-forma conexión ωab no puede aparecer explicitamente
en la acción, porque esta transforma inhomogeneamente bajo las transformaciones de Lorentz
locales, véase la Ec. (3.42).

Sin embargo, la teoŕıa original de Lovelock se considera libre de torsión, es decir, la 1-forma
conexión se considera un campo auxiliar que depende del 1-forma vielbein, de modo que la
D-forma solo se construye con combinaciones de los ingredientes anteriormente mencionados a
excepción de la 2-forma torsión. Entonces la extensión natural de la teoŕıa de Einstein-Hilbert
,es dada por el siguiente teorema:

Teorema 4. La acción más general para la gravedad que no involucra torsión y da a lo más
3Donde se excluye el uso del operador de Hodge ?.
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ecuaciones de campo de segundo orden en la métrica, es de la forma

SL(D) =
∫
M

[D/2]∑
p=0

apLLp , (3.65)

donde los ap son constantes arbitrarias y Lp es dado por

LLp = εa1···aDR
ab ∧ · · · ∧Ra2p−1a2p ∧ ea2p+1 ∧ · · · ∧ eaD . (3.66)

A modo de ejemplo, la acción de Lovelock en 4 dimensiones es

SL(4) =
∫
M
εabcd[a0e

aebeced + a1R
abeced + a2R

abRcd], (3.67)

donde se han omitido los productor cuña ∧ por simplicidad. Vemos que no solo el equivalente
al término de Einstein-Hilbert está presente, pues se tiene también en el primer término el
equivalente a la constante cosmológica, y en el tercer término el Gauss-Bonnet, el cual es un
invariante topológico conocido como el invariante de Euler cuatro-dimensional.

3.3.2. Generalización de la acción de Lovelock: Lovelock-Cartan

La teoŕıa de Lovelock-Cartan [5] es una generalización de la teoŕıa de Lovelock, donde la
2-forma torsión es considerada distina de cero, es decir la 1-forma conexión tiene una pieza
adicional que no depende de los vielbein; y como la 2-forma curvatura depende de la 1-forma
conexión, será diferente a la que aparece en la teoŕıa de Lovelock. Además, en esta teoŕıa se
incluyen términos expĺıcitos en la 2-forma torsión.

Considerando que para construir la acción se necesita una D-forma diferencial donde todos
los ı́ndices de Lorentz estén contraidos y tomando en cuenta que la 2-forma torsión posee
solo un ı́ndice,4 vemos que los únicos términos (adicionales a los de Lovelock) que se pueden
construir son los siguientes

Rn = Ra1
a2 ∧ · · · ∧R

an
a1 (3.68)

Vn = ea1 ∧Ra1
a2 ∧ · · · ∧R

an
b ∧ eb (3.69)

Tn = T a1 ∧Ra1
a2 ∧ · · · ∧R

an
b ∧ T b (3.70)

Kn = T a1 ∧Ra1
a2 ∧ · · · ∧R

an
b ∧ eb. (3.71)

Vemos que también aparecen nuevos términos en función la 2-forma curvatura y los vielbein que
no están en la serie (3.66). Luego, cualquier combinación lineal de estos términos es invariante,
y se puede construir la siguiente serie lagrangiana en D dimensiones

LLC(D) =
[D/2]∑
p=0

apLLp +
∑

βnLLCn , (3.72)

donde

LLCn = Rm1 ∧ · · · ∧ Rmr ∧ Tn1 ∧ · · · ∧ Tnt ∧ Vp1 ∧ · · · ∧ Vpv ∧ Kq1 ∧ · · · ∧ Kqk , (3.73)

siendo βn parámetros y cuyos ı́ndices n = (m1, ...,mr, n1, ..., nt, p1, ..., pv, q1, ..., qk) son tales que
se obtiene una D-forma.

4Al ser ser una 2-forma (es decir que su dimensión es dos) pero con un solo ı́ndice, no es posible construir términos como los
de la serie de Lovelock con la 2-forma torsión, ya que la cantidad de ı́ndices no coincidiŕıa con la dimensión del término.
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3.4. Un poco de cosmoloǵıa

3.4.1. Principio cosmológico

La cosmológia trata del estudio del universo a muy grandes escalas, de modo que el espacio
tri-dimensional puede ser considerado como homogéneo e isotrópico en cuanto a su distribución
de materia y enerǵıa. Es decir, el universo para cada tiempo t se debe ver igual en todas las
direcciones y en cada punto del espacio. Por isotrópico quiere decir que el tensor métrico
gij con i, i = 1, 2, 3 (que define al espacio) es invariante bajo rotaciones en cada punto del
espacio tangente. Y por homogéneo quiere decir que gij es también invariante bajo traslaciones
espaciales [28].

A partir de estos enunciados, se puede deducir que el tensor métrico Lorentziano cuatro-
dimensional separa la parte espacial de la temporal: M(4) → R ×M(3). Esto significa que el
elemento de linea se puede descomponer como sigue

ds2 = −dt2 + gijdxidxj, (3.74)

donde i, j = 1, 2, 3.

3.4.2. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Se requiere encontrar la parte espacial de la métrica cuatro-dimensional, gij con i, j = 1, 2, 3,
cuyas isometŕıas son las dadas por las del principio cosmológico. Una forma de obtenerla, seria
calcular la ecuación de Killing (2.43) en las direcciones de los vectores de Killing que generan
las isometŕıas, los cuales son los tres generadores del grupo de Lorentz local SO(3)

J i = εijkxj∂k, (3.75)

y los tres generadores del grupo de las traslaciones espaciales

P i =
√

1− kr2∂i, (3.76)

donde el factor k = −1, 0, 1 denota si la parte espacial del espaciotiempo es abierta, plana o
cerrada, respectivamente. Sin embargo, la métrica tri-dimensional también se puede encontrar
utilizando argumentos f́ısicos a partir del principio cosmológico, más un poco de geometŕıa. Lo
primero que da cuenta el principio comológico es que gij = gij(t), es decir, la métrica espacial
solo puede depender del tiempo, puesto que si dependiera de las coordenadas espaciales se
violaŕıa la homogeneidad. De esta forma, el elemento de ĺınea (3.74) se puede escribir de
manera conveniente como

ds2 = −dt2 + a2(t)ζijdxidxj. (3.77)
Cabe notar que el manifold tri-dimensional descrito por esta métrica a lo más puede tener
curvatura constante, ya que de otra forma no seŕıa isotrópico y homogéneo. La geometŕıa
nos dice que en cualquier dimensión solo existen tres tipos de manifold con curvatura a lo
más constante: el manifold Euclideano R3 con curvatura cero, la tres-esfera S3 con curvatura
cerrada constante y el tres-hiperbolóide H3 con curvatura abierta constante.

El caso más simple es R3, donde se tiene que el elemento de ĺınea es

ds2
(R×R3) = −dt2 + a2(t)δijdxidxj, (3.78)

donde δij es el delta de Kronecker.
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Para el caso de la tres-esfera y el tres-hiperbolóide es un poco más complicado llegar al
elemento de linea respectivo, por lo cual es necesario hacer un embebimiento [21]. Para esto, se
requiere considerar que el manifold tri-dimensional es un submanifold de un manifold cuatro-
dimensional N (4) en el cual se embeben la tres-esfera y el tres-hiperbolóide (y por supuesto
R3).

El elemento de linea para la tres-esfera embebida en el manifold N (4) es dado por

ds2
(R×S3) = −dt2 + a2(t)(δijdxidxj + du2), (3.79)

con u la coordenada extra del manifold N 4. Por supuesto se debe cumplir la ecuación de la
esfera xkxk + u2 = 1, desde la cual se puede despejar el diferencial du

dxkxk + xkdxk + 2udu = 0 (3.80)
2xkdxk + 2udu = 0 (3.81)

udu = −xkdxk (3.82)

du = − xkdxk√
1− xkxk

, (3.83)

donde u =
√

1− xkxk. Al reemplazar en el elemento de ĺınea, se obtiene

ds2
(R×S3) = −dt2 + a2(t)

(
δijdxidxj + (xkdxk)2

1− xkxk
)
. (3.84)

De manera similar, el elemento de linea del tres-hiperbolóide H3 embebido en N (4) es dado
por

ds2
(R×H3) = −dt2 + a2(t)(δijdxidxj − du2), (3.85)

donde se debe cumplir la ecuación del hiperbolóide xkxk − u2 = 1. Al despejar el diferencial
du se obtiene

du = xkdxk√
1 + xkxk

, (3.86)

que al reemplazar en el elemento de ĺınea queda

ds2
(R×H3) = −dt2 + a2(t)

(
δijdxidxj −

(xkdxk)2

1 + xkxk

)
. (3.87)

Luego, estos tres elementos de ĺınea (3.78), (3.84) y (3.87) se pueden resumir como sigue

ds2 = dt2 + a2(t)
(
δijdxidxj + k

(xidxi)2

1− kxjxj
)
, (3.88)

donde k = −1, 0, 1 para el tres-hiperbolóide, para R3 y para la tres-esfera, respectivamente. Pa-
ra hacer aun más evidente las simetŕıas de este elemento de ĺınea, conviene pasar a coordenadas
esféricas, donde es fácil demostrar que

δijdxidxj = dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dϕ2)

y
xidxi = rdr.
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Al reemplazar en (3.88), da el famoso ansatz cosmológico de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) dado por

ds2 = −dt2 + a2(t)
( dr2

1− kr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dϕ2
)
, (3.89)

donde a(t) es interpretado como el factor de escala. Desde aqúı es fácil extraer los 1-forma
vielbein

ds2 = −(dt)⊗ (dt) +
(
a(t) dr√

1− kr2

)
⊗
(
a(t) dr√

1− kr2

)
+ (a(t)rdθ)⊗ (a(t)rdθ)

+ (a(t)r sin(θ)dϕ)⊗ (a(t)r sin(θ)dϕ)
= −(e0)⊗ (e0) + (e1)⊗ (e1) + (e2)⊗ (e2) + (e3)⊗ (e3),

(3.90)

donde se identifican

e0 = dt (3.91)

e1 = a(t) dr√
1− kr2

(3.92)

e2 = a(t)rdθ (3.93)
e3 = a(t)r sin(θ)dϕ. (3.94)

Los 1-forma vielbein aqúı presentados serán utilizados en el Cap. 5, donde el ansatz de
FRW será también impuesto sobre los campos heredados desde la reducción dimensional de la
1-forma conexión cinco-dimensional.

Para concluir esta sección, se nombran los logros más importantes que la métrica de FRW
ha conseguido. Lo primero que se debe decir, es que la aseveración en śı de la isotroṕı y homo-
geneidad del universo a grandes escalas, está respaldada por la evidencia experimental. Uno de
los logros más destacados, es el sustento de las ecuaciones para la base del modelo cosmológico
estandar del Big Bang, siendo consistente con las observaciones hechas por los exploradores
espaciales COBE (Cosmic Background Explorer) [29] [30] y WMAP (Wilkinson Microwave An-
isotropy Probe) [31]. Y el otro logro más importante, tratado en esta investigación, es que al
considerar la constante cosmológica se logra obtener una presión negativa, la cual es necesaria
para explicar la fase de expansión acelerada del universo [1] [2].
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de Kaluza-Klein

4.1. Descomponiendo campos en modos de Kaluza-Klein

La teoŕıa de Kaluza-Klein, consiste en considerar que el espaciotiempo cuatro-dimensional
es una restricción de un manifold de dimensión mayor que cuatro; cuyo propósito inicial fue
tratar de unificar las interacciones fundamentales en una sola teoŕıa. De manera pictórica,
uno se puede imaginar el escenario de las interacciones fundamentales en el espacio cuatro-
dimensional, como piezas aisladas de un rompecabezas, pero que si se miran desde dimensiones
mayores estas adquieren sentido unificándose en un solo cuadro.

De esta forma, cabe preguntarse como es que los distintos campos encajan en este escenario.
Considerese el caso más sencillo, donde se tiene una teoŕıa en (D + 1) dimensiones, y se desea
compactificar (o reducir) una dimensión extra. Por supuesto hay dos clases de objetos en los
cuales se puede reducir una dimensión: un ćırculo o una linea, siendo el más simple de ellos
el ćırculo debido a su simetŕıa. Y este ćırculo S1 (la fibra) perpendicular a cada punto del
manifold D-dimensional (la base),1 posee un radio L “suficientemente” pequeño como para no
ser detectado en los experimentos que se realizan hoy en d́ıa, ya que aun no se han detectado
las dimensiones extras.

Si se parte de una teoŕıa puramente gravitacional [32], se necesita saber como se descompone
su campo fundamental: la métrica en (D+1) dimensiones. Se considera que las coordenadas del
manifold base son representadas por xµ con µ = 1, ..., D, y la coordenada de la dimensión extra
es representada por ξ, o de manera resumida µ̂ = µ, ξ. Tal como Kaluza y Klein sugirieron, las
dimensiones extras deben ser compactas teniendo un radio muy pequeño, periódicas y ortogo-
nales a cada punto del espaciotiempo. Esta última condición implica que los campos reducidos
no pueden depender de las coordenadas de la dimensión extra, sugeriendo una descomposición
de Fourier de los mismos. En el caso de la métrica se tiene

ĝµ̂ν̂(x, ξ) =
∑
n

ĝ
(n)
µ̂ν̂ (x)eınξ/L. (4.1)

Vemos que se obtiene un número infinitos de campo D-dimensionales, estos son los modos de
Fourier los cuales son etiquetados por n. Cabe destarcar el caso especial cuando n = 0, modo
que es asociado a un campo sin masa, en cambio para n 6= 0 los modos serán masivos. A
continuación esto se de muestra para un campo escalar φ que vive en (D + 1) dimensiones y
que no posee masa; por supuesto este campo debe cumplir con la ecuación de Klein-Gordon
en (D + 1) dimensiones [33]

�(D+1)φ = 0, (4.2)
donde el operador D’Alambert es definido como � ≡ ∂µ̂∂

µ̂. Para poder resolver esta ecuación,
se asume que M(D+1) =M(D) × S1, donde el D’Alambertiano se descompone de la siguiente

1Cuando se habla de la “fibra” o de la “base”, se está haciendo referencia al vocabulario de las teoŕıas de bundle.
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4. Teoŕıa de Kaluza-Klein

forma
�(D+1) = �(D) + ∂2

ξ . (4.3)
Utilizando la descomposición del campo escalar en modos de Fourier

φ(x, ξ) =
∑
n

φn(x)eınξ/L, (4.4)

e implementándolo en la Ec. (4.2) junto con la descomposición (4.3), se obtiene

[�(D) + ∂2
ξ ]
∑
n

φn(x)eınξ/L = 0

=
∑
n

[
(�(D)φn(x))eınξ/L + φn(x)

( ın
L

)2
eınξ/L

]
=
[
�(D) −

(n
L

)2
]
φn(x),

(4.5)

∀n ∈ Z. Al comparar con la ecuación de Klein-Gordon masiva en D dimensiones, vemos que
cada modo tiene una masa efectiva meff = |n|

L
. De lo cual se puede concluir, que la descom-

posición de Kaluza-Klein de un campo escalar en (D + 1) dimensiones, genera una “torre”
infinita de campos escalares masivos en D dimensiones doblemente degenerados, puesto que
la Ec. (4.5) no distingue el signo de n, y genera un campo escalar sin masa correspondiente a
n = 0.

A modo de ejemplo, se mostrará la reducción de un campo escalar pero ahora en (D + 2)
dimensiones, el cual será reducido en una S2 y en un T 2, con el fin de mostrar otros escenarios
de compactificaión.

Reducción en S2. De la misma forma en que se compactificó en S1, se descompone el
operador D’Alambertiano, solo que ahora se asume queM(D+2) =M(D)×S2, siendo entonces

�(D+2) = �(D) +∇2, (4.6)

donde ∇ es el operador Laplaciano dos-dimensional en coordenadas esféricas, respetando aśı
la simetŕıa de la fibra.

De la misma forma que se descompuso el campo escalar en un ćırculo, la reducción ahora
en la esfera, debe respetar esta simetŕıa considerando sus autofunciones:

φ(x, ξ) =
∑
l,m

φl,m(x)Y lm(ξ), (4.7)

donde ahora las coordenadas de las dimensiones extra son representadas por ξi con i = 1, 2, y
Y lm son los armónicos esféricos que satisfacen la autoecuación

∇2Y lm(ξ) = − l(l + 1)
L2 Y lm(ξ). (4.8)

Al reemplazar estos ingredientes en la Ec. (4.2) se obtiene

[�(D) +∇2]
∑
l,m

φlm(x)Y lm(ξ) = 0

=
∑
l,m

[
(�(D)φlm(x))Y lm(ξ)− φlm(x) l(l + 1)

L2 Y lm(ξ)
]

=
[
�(D) − l(l + 1)

L2

]
φlm(x).

(4.9)
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Nuevamente al comparar con la ecuación de Klein-Gordon masiva, se encuentra una torre
infinita de modos de Kaluza-Klein con un masa efectiva

meff =

√
l(l + 1)
L

,

siendo (2l + 1)-degenerados, y un campo escalar sin masa correspondiente al modo l = 0.
Reducción T 2. Un toro es topológicamente homeomorfo al producto de dos ćırculos, es

decir, T 2 ' S1 × S1. Se asume entonces que M(D+2) = M(D) × S1 × S1, de modo que el
D’alambertiano se descompone como

�(D+2) = �(D) + ∂2
ξ1 + ∂2

ξ2 . (4.10)

No es dificil concluir que la respectiva expansión del campo escalar (D + 2)-dimensional es

φ(x, ξ) =
∑
m,n

φm,n(x)eı(mξ1/L1+nξ2/L2), (4.11)

siendo L1 y L2 los respectivos radios de los ćırculos. Nuevamente se reemplazan estos ingrediente
en la ecuación de Klein-Gordon no masiva en (D + 1) dimensiones

[�(D) + ∂2
ξ1 + ∂2

ξ2 ]
∑
m,n

φm,n(x)eı(mξ1/L1+nξ2/L2) = 0

=
∑
m,n

[
(�(D)φm,n(x))eı(mξ1/L1+nξ2/L2) − φm,n(x)

(
m2

L2
1

+ n2

L2
2

)
eı(mξ1/L1+nξ2/L2)

]

=
[
�(D) −

(m
L1

)2
−
( n
L2

)2
]
φm,n(x),

(4.12)

∀m,n ∈ Z. Vemos que la masa efectiva de cada modo masivo de Kaluza-Klein es

meff =
√(

m

L1

)2
+
(
n

L2

)2
.

Al observar las masas efectivas de los campos reducidos en cada una de las reduciones
mostradas anteriormente, vemos que debido a que siempre aparecen en el denominador los
radios de las dimensiones extras, estas masas se vuelven realmente grandes. Por esta razón,
y porque además es esperable detectar, con las tecnoloǵıas de hoy, los modos cero de cada
reducción, siendo estos desacoplados de los demás modos de forma que la teoŕıa no se ve
afectada si no se considera la torre infinita,2 esta investigación se centrará en los modos cero
de las teoŕıas de Kaluza-Klein.

4.1.1. Compactificación de la métrica en D + 1 dimensiones

A continuación, se mostrará como reducir una teoŕıa puramente gravitacional desde (D+1)
dimensiones a una de D dimensiones. La dimensión extra se compactificará en un ćırculo, es
decirM(D+1) →M(D)×S1. Se considera la métrica ĝµ̂ν̂ , la cual describe un manifold (pseudo)-
Riemanniano (D+ 1)-dimensional; al considerar su estructura desde la teoŕıa efectiva, es decir

2Este argumento no es aplicable a todo tipo de reducción dimensional, pero al menos al compactificar en ćırculos y productos
de ellos si se cumple.
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4. Teoŕıa de Kaluza-Klein

en D dimensiones, se encuentra que debe tener la siguiente forma:

ĝµ̂ν̂ =
(
ĝµν ĝµξ
ĝξν ĝξξ

)

=
(
ĝµν Vµ
Vν Ξ

)
,

(4.13)

donde la componente Ξ corresponde a un escalar, Vµ corresponde a un vector y ĝµν corresponde
a un tensor simétrico de rango dos el cual debe contener la métrica del manifold reducido.
Tomando especial atención en la forma de esta descompocisión, las simetŕıas subyacentes de
la teoŕıa, y que a la vez la elección sea lo más general posible permitiendo que se generen
ecuaciones de movimiento que contengan términos conocidos, la elección más adecuada de
estos componentes es

ĝµν = e2αφgµν + e2βφAµAν (4.14)
ĝµξ = e2βφAµ (4.15)
ĝξξ = e2βφ (4.16)

donde las constantes α y β juegan el rol de parámetros que podrán fijarse a conveniencia.
Cabe destacar que esta elección particular de la métrica es equivalente a otras por medio de
una reparametrización, como la que se presentará en la Sec. 4.4.

En cualquier reducción dimensional a lo Kaluza-Klein, las componentes de los campos no
pueden depender de las coordenadas de las dimensiones extras. De esta forma, las componentes
de la métrica ĝµ̂ν̂ no dependen de ξ, ni tampoco su variación en cualquier dirección

ĝµ̂ν̂ = ĝµ̂ν̂(x) (4.17)
δĝµ̂ν̂ = δĝµ̂ν̂(x). (4.18)

A partir de esta condición, se pueden clasificar los campos gµν(x), Aµ(x) y φ(x) al calcular la
derivada de Lie de cada componente de la métrica ĝµ̂ν̂

δĝµ̂ν̂ = X̂ ρ̂∂ρ̂ĝµ̂ν̂ + ∂µ̂X̂
ρ̂ĝρ̂ν̂ + ∂µ̂X̂

ρ̂ĝµ̂ρ̂. (4.19)

Pero la derivada de Lie es a lo largo de unos determinados vectores X̂ ρ̂, por lo cual surge la pre-
gunta: Cuáles vectores son?. Por supuesto, estos deben ser tales que preserven la dependencia
coordenada impuesta en (4.17), a los cuales llamaré vectores de Lie y que son presentados
en detalle en el apéndice A. Estos son

X̂ ρ̂ =

X̂ρ = Xρ(x)
X̂ξ = cξ + λ(x),

(4.20)

donde c es una constante, y Xρ(x) con λ(x) son funciones arbitrarias de las coordenadas del
manifold reducido. Entonces a partir de la Ec. (4.19) y teniendo en cuenta lo anteriormente
dicho, se calcula como transforma cada campo.

Para calcular la variación del campo escalar φ, vemos por un lado que la variación expĺıcita
de la componente ĝξξ es

δĝξξ = 2βe2βφδφ, (4.21)
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pero por otro lado la variación de ĝξξ desde la Ec. (4.19) es dada por

δĝξξ = Xρ∂ρĝξξ + X̂ξ∂ξĝξξ + ∂ξX
ρĝρξ + ∂ξX̂

ξĝξξ + ∂ξX
ρĝξρ + ∂ξX̂

ξĝξξ

= 2βe2βφXρ∂ρφ+ 2ce2βφ.
(4.22)

Al comparar ambas variaciones, (4.21) con (4.22), se obtiene

δφ = Xρ∂ρφ+ c

β
. (4.23)

Vemos que φ transforma como una escalar bajo difeomorfismos más una pieza adicional que
muestra una simetŕıa relacionada a un cambio constante del campo escalar.

Para el campo vectorial Aµ se obtiene de manera similar, teniendo en cuenta la variación
de φ. Ahora se toma la variación expĺıcita de la componente ĝµξ dada por

δĝµξ = 2βe2βφAµ

(
Xρ∂ρφ+ c

β

)
+ e2βφδAµ. (4.24)

Y su varación considerando la Ec. (4.19) para esta componente da

δĝµξ = Xρ∂ρĝµξ + X̂ξ∂ξĝµξ + ∂µX
ρĝρξ + ∂µX̂

ξĝξξ + ∂ξX
ρĝµρ + ∂ξX̂

ξĝµξ

= e2βφ
(
2βXρ∂ρφAµ +Xρ∂ρAµ + ∂µX

ρAρ + ∂µλ+ cAµ
)
.

(4.25)

Comparando las variaciones (4.24) y (4.25) se obtiene

δAµ = Xρ∂ρAµ + ∂µX
ρAρ + ∂µλ− cAµ, (4.26)

desde la cual se encuentra que el campo Aµ efectivamente transforma como un campo de gauge
de 1-spin, más una pieza adicional relacionada a un cambio lineal del potencial vectorial.

Finalmente, para calcular la variación de la métrica gµν , se utiliza la componente ĝµν de la
métrica cinco-dimensional. Su variación explicita es dada por

δĝµν = e2αφ
(

2αgµν
(
Xρ∂ρφ+ c

β

)
+ δgµν

)
+ e2βφ

(
2βAµAν

(
Xρ∂ρφ+ c

β

)
+
(
Xρ∂ρAµ + ∂µX

ρAρ + ∂µλ− cAµ
)
Aν + Aµ

(
Xρ∂ρAν + ∂νX

ρAρ + ∂νλ− cAν
))
.

(4.27)
Y su variación según (4.19)

δĝµν = e2αφ
(

2αXρ∂ρφgµν +Xρ∂ρgµν∂µX
ρgρν + ∂νX

ρgµρ

)
+ e2βφ

(
2βXρ∂ρφAµAν

+Xρ∂ρAµAν + AµX
ρ∂ρAν + ∂µX

ρAρAν + ∂µλAν + ∂νX
ρAµAρ + ∂νλAµ

)
.

(4.28)

Al comparar (4.27) y (4.28) se obtiene

δgµν = Xρ∂ρgµν + ∂µX
ρgρν + ∂νX

ρgµρ −
2αc
β
gµν . (4.29)

Desde la cual se aprecia que el campo gµν transforma como una métrica, pero que además posee
una simetŕıa adicional, relacionada con el del dilatón φ y con el cambio lineal del potencial
vectorial Aµ.
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Al observar como cada uno de estos campos transforman, es posible comprender que es
lo que ocurre con la simetŕıa luego de que una dimensión espacial es compactificada en un
ćırculo. Se comienza con una teoŕıa que posee una simetŕıa general de coordenadas, la cual
involucra (D+1) coordenadas, pero al reducir una dimensión se restringe consecuentemente la
forma de los vectores que preserven la estructura métrica. Luego de la reducción dimensional,
se conserva una simetŕıa general de coordenadas pero en D dimensiones, además se tiene una
simetŕıa de gauge U(1) heredada de la topoloǵıa del ćırculo únicamente relacionada al fotón Aµ,
y adicionalmente todos los campos reducidos pueden ser escalados, ya sea de forma constante
o lineal, para alguna combinación de los parámetros α, β y c ∈ R, tal que la estructura
métrica (D + 1)-dimensional sea preservada; este tipo de simetŕıa se conoce como simetŕıa de
trombón [32]. En términos f́ısicos, como se verá en la siguiente sección, se comenzó con una
teoŕıa gravitacional pura y se terminó con una teoŕıa gravitacional-electromagnética-escalar,
donde los campos no son acoplados minimalmente.

4.2. Reducción de Einstein-Hilbert en S1

En esta sección, se mostrará el caso más sencillo de reducción dimensional, siendo la teoŕıa de
Einstein-Hilbert en cinco dimensiones, con el fin de observar el mecanismo de compactificación
de Kaluza-Klein, por supuesto la reducción dimensional será en un ćırculo. Se utilizará la
elección de la métrica mostrada en la Sec. 4.1.1. Como se trabajará con el formalismo de
primer orden usando formas diferenciales, desde el elemento de linea que se esccribe a partir
de las componentes del tensor métrico (D + 1)-dimensional (4.14), (4.15) y (4.16), se puede
encontrar el marco tangente:

dŝ2 = e2αφds2 + e2βφ(dξ +A(1))2

= (eαφds)⊗ (eαφds) +
(
eβφ(dξ +A(1))

)
⊗ (eβφ(dξ +A(1)))

= êa ⊗ êa + ê∗ ⊗ ê∗,
(4.30)

con A(1) = Aµdxµ = Aae
a donde Aµ es el potencial vectorial electromagnético. Desde aqúı se

deduce

êA =

ê
a = eαφea

ê∗ = eβφ(dξ +A(1)).
(4.31)

Por otra parte, la teoŕıa de Einstein-Hilbert considera a la torsión identicamente igual a cero,
de modo que la 1-forma conexión de esṕın puede ser calculada desde la primera ecuación
estructural de Cartan dada en (3.47)

T a = dea + ωab ∧ eb = 0. (4.32)

El expandir en los ı́ndices se encuentran dos ecuaciones

dêa + ω̂ab ∧ êb + ω̂a∗ ∧ ê∗ = 0 (4.33)
dê∗ + ω̂∗a ∧ êa = 0. (4.34)

Para encontrar las componentes de la 1-forma conexión, se deben calular explicitamente las
derivadas exteriores que aparecen en estas ecuaciones. Primero se parte con la más sencilla de
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ellas (4.34)3

dê∗ = βdφ ∧ ê∗ + eβφdA

= −β∂aφê∗ ∧ ea + eβφF (2)

= −βe−αφ∂aφê∗ ∧ êa −
1
2e

(β−2α)φFabê
b ∧ êa,

(4.35)

donde se ha definido el tensor de campo electromagnético Fab asociado a su 2-forma

F (2) = dA

= 1
2(∂aAb − ∂bAa)ea ∧ eb

= Fab
2 ea ∧ eb.

(4.36)

Al comparar (4.35) con (4.34) se obtiene la componente ω̂∗a

ω̂∗a = βe−αφ∂aφê
∗ + 1

2e
(β−2α)φFabê

b. (4.37)

Luego se procede a calcular la otra derivada exterior

dêa = αdφ ∧ êa + eαφdea

= α∂be
b ∧ êa − eαφωab ∧ eb

= −αe−αφ∂aêa ∧ êb − ωab ∧ êb,
(4.38)

donde se ha utilizado la ecuación de Cartan para la torsión igual a cero en cuatro dimensiones:

T a = dea + ωab ∧ eb = 0, (4.39)

para despejar dea en función de la conexión de esṕın del manifold base. Al reemplazar este
resultado, junto con la componente ω̂a∗ = −ω̂∗a dado en la Ec. (4.37), en la Ec. (4.33) se
encuentra que

ω̂ab = ωab + αe−αφ∂[bφêa] − 1
2e

(β−2α)φF abê∗. (4.40)

Por otra parte, el lagrangiano de Einstein-Hilbert cinco-dimensional en formas diferenciales
es dado por

L(5)
EH = εA1···A5

(5− 2)!R̂
A1A2 ∧ êA3 ∧ êA4 ∧ êA5 , (4.41)

de modo que es necesario el cálculo de la dos-forma curvatura dado por la Ec. (3.44). Al
expandir en los ı́ndices, se obtienen dos ecuaciones independientes:

R̂
ab = dω̂ab + ω̂ac ∧ ω̂cb + ω̂a∗ ∧ ω̂∗b (4.42)

R̂
∗a = dω̂∗a + ω̂∗b ∧ ω̂ba. (4.43)

Se encuentra explicitamente que las componentes son

R̂
ab = Rab + 1

4e
2(β−2α)φ

(
F abFmn − F a

mF
b
n

)
êm ∧ ên + αe−2αφ∂m∂

[aφêb] ∧ êm

+ αe−αφ∂mφω[b
m ∧ êa] + α2e−2αφ

(
∂[aφ∂mê

m ∧ êb] − ∂mφ∂mêa ∧ êb
) (4.44)

3A partir de aqúı, por simplicidad, se omitirá la etiqueta (1) en la uno forma A.
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y
R̂
∗a = βe−2αφ

(
∂m∂

aφ+ (β − 2α)∂mφ∂aφ
)
êm ∧ ê∗ + αβe−2αφ∂mφ∂

mφêa ∧ ê∗

+ βe−αφ∂mφω
am ∧ ê∗ − 1

2e
(β−2α)φ

(
F a

nω
n
m − Fmnωna

)
∧ êm

+ 1
4e

2(β−2α)φFmnF
naêm ∧ ê∗ + 1

2αe
(β−3α)φ∂nφFmnê

m ∧ êa

+ 1
2e

(β−3α)φ
(
(β − α)(∂nφF a

m + ∂aφFnm) + ∂nF
a
m

)
ên ∧ êm.

(4.45)

Con el cálculo de las componentes de la 2-forma curvatura, se procede a la expansión de ı́ndices
en la Ec. (4.41):

L(5)
EH = 2ε∗abcd

3! R̂
∗a
∧ êb ∧ êc ∧ êd + 3εabcd∗

3! R̂
ab
∧ êc ∧ êd ∧ ê∗. (4.46)

Al desarrollar este Lagrangiano utilizando las Ecs. (4.44) y (4.45), más las siguientes propie-
dades

ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed = −εabcddV(4) (4.47)
εabcd∗ = εabcd (4.48)

εabcdε
abcd = −4! (4.49)

εmnaε
pqa = 1!(δpmδqn − δpnδqm), (4.50)

se obtiene el siguiente Lagrangiano

L(5)
EH = e(2α+β)φ

[
R−

(
8α2 + 2β(β − 2α) + 8αβ

)
∂mφ∂

mφ

− 1
4e

2(β−α)φFmnFmn

]
dV(4)dξ.

(4.51)

Por supuesto los parámetros α y β pueden ser fijados a conveniencia, y como se desea obtener
en la teoŕıa reducida al menos el lagrangiano de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones,4 se
escoge β = −2α, obteniendose

L(5)
EH =

[
R− 6α2∂mφ∂

mφ− 1
4e
−6αφFmnFmn

]
dV4dξ (4.52)

finalmente vemos que para obtener el término cinético habitual es necesario fijar α2 = 1/12

L(5)
EH =

[
R− 1

2∂mφ∂
mφ− 1

4e
−2φ/

√
3FmnFmn

]
dV4dξ. (4.53)

Cabe destacar que a partir de una teoŕıa puramente gravitacional en cinco dimensiones, se
a obtenido la teoŕıa de Einstein-Hilbert habitual en cuatro dimensiones, más una teoŕıa escalar
y la teoŕıa electromagnética acoplada no minimalmente al campo escalar.

4.3. Compactificación de Lovelock en una S1

A continuación, con el fin de entender el mecanismo de las reduciones dimensionales, se
estudiará la teoŕıa de Lovelock en (D + 1) dimensiones compactificando una dimensión en un

4Esta fijación especial de los parámetros se conoce como el “frame de Einstein”.
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ćırculo. Se considerará que la 2-forma torsión no es identicamente igual a cero, de modo que
el estudio sea lo más general posible. Además se considerarán solo los modos ceros de la torre
de Kaluza-Klein. Por simplicidad en la escritura, se omitirán los productos cuña ∧ entre las
formas diferenciales.

Las componentes de la métrica más general posible, como se vió en la Sec. 4.1.1, son:

ĝµν = e2αφgµν + e2βφAµAν , (4.54)
ĝµξ = e2βφAµ, (4.55)
ĝξξ = e2βφ. (4.56)

Con esta elección de la métrica, el elemento de linea queda

dŝ2 = e2αφgµνdxµdxν + e2βφ(A+ dξ)2, (4.57)

donde A = Aµdxµ. De aqúı se identifican facilmente los vielbein:

êA =

ê
a = eαφea

ê∗ = eβφ(A+ dξ).
(4.58)

Como se considera que la torsión es distinta de cero, la conexión es independiente de los
vielbein, entonces se propone el siguiente ansatz

ω̂AB =

ω̂
ab = ωab + ψabê∗

ω̂a∗ = λa + χaê∗.
(4.59)

Antes de proceder con el cáculo de las 2-forma curvatura y 2-forma torsión, se hará un
estudio más detallado de las simetrás de los campos reducidos propuestos para el ansatz de la
1-forma conexión de Lorentz. Para esto se estudia la derivada de Lie de estos campos, tal como
se vió en la Sec. 4.1.1, imponiendo que la conexión de Lorentz en cinco dimensiones transforme
como tal.

4.3.1. Derivada de Lie de los campos heredados de la 1-forma conexión

La derivada de Lie para la conexión de Lorentz, requiere un poco más de trabajo que la
calculada para la métrica, ya que la conexión de Lorentz tiene parte de sus ı́ndices en el espacio
tangente, esto es (ω̂AB)σ̂, donde recordemos que ω̂AB = (ω̂AB)σ̂dxσ̂. Se necesita pasar de los
ı́ndices del espacio tangente al manifold, lo cual se hace con la ayuda de los vielbein:

(ω̂AB)σ̂ = (ω̂µ̂ν̂)σ̂êAµ̂ÊBν̂ ,

donde ÊBν̂ son los vielbein inversos. Para encontrar a los vielbein inersos, se puede utilizar la
condición (3.36)

δAB = êAµ̂ÊB
µ̂ = êAµÊB

µ + êAξÊB
ξ.

Además desde (4.58), se tiene que las componentes de los vielbein son

êaµ = eαφeaµ

êaξ = 0
ê∗µ = eβφAµ

ê∗ξ = eβφ.

(4.60)
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Para el caso A = a y B = a se obtiene la ecuación

1 = eαφeaµÊa
µ,

desde la cual se extrae
Êa

µ = e−αφEa
µ. (4.61)

Para el caso A = a y B = ∗ se obtiene la ecuación

eαφeaµÊ∗
µ = 0,

desde la cual se extrae
Ê∗

µ = 0. (4.62)
Para el caso A = ∗ y B = a se obtiene la ecuación

eβφAµe
−αφEa

µ + eβφÊa
ξ = 0,

desde la cual se extrae
Êa

ξ = −eαφAµEaµ. (4.63)
Y finalmente para el caso A = ∗ y B = ∗ se obtiene la ecuación

1 = eβφÊ∗
ξ,

desde donde se extrae al componente

Ê∗
ξ = e−βφ. (4.64)

Con todas las componentes de los vielbein inversos calculadas, se presenta la derivada de
Lie para la conexión de Lorentz, la cual es dada por

δ(ω̂µ̂ν̂)σ̂ = X̂ ρ̂∂ρ̂(ω̂µ̂ν̂)σ̂ + ∂σ̂X̂
ρ̂(ω̂µ̂ν̂)ρ̂ + ∂ν̂X̂

ρ̂(ω̂µ̂ρ̂)σ̂ − ∂ρ̂X̂ µ̂(ω̂µ̂ρν̂)σ̂ + ∂ν̂∂σ̂X̂
µ̂, (4.65)

donde los vectores de Lie X̂ ρ̂ son los mismos encontrados para la métrica ĝµ̂ν̂ mostrados en las
Ecs. (4.20). Al igual como se ha procedido con la métrica, los campos reducidos de la conexión
de Lorentz, no dependen de la coordenada de la dimensión extra, ni sus variaciones, esto es

(ω̂µ̂ν̂)σ̂ = (ω̂µ̂ν̂)σ̂(x) (4.66)
δ(ω̂µ̂ν̂)σ̂ = δ(ω̂µ̂ν̂)σ̂(x). (4.67)

Para comenzar a calcular la derivada de Lie de cada componente, es necesario que estas
tengan los ı́ndices curvos:

(ω̂ab)σ = (ωab)σ + eβφψabAσ −→ (ω̂µν)σ = (ωµν)σ + eβφψµνAσ (4.68)
(ω̂ab)ξ = eβφψab −→ (ω̂µν)ξ = eβφψµν (4.69)
(ω̂a∗)σ = (λa)σ + eβφχaAσ −→ (ω̂µξ)σ = e(−α+β)φ[(λµ)σ + eβφχµAσ] (4.70)
(ω̂a∗)ξ = eβφχa −→ (ω̂µξ)ξ = e(−α+2β)φχµ, (4.71)

donde se han utilizados los vielbein y sus inversos. Con todos los ingredientes sobre la mesa,
se procede a calcular la derivada de Lie para cada componente de la conexión de esṕın, y se
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compara con la variación expĺıcita, tal como se realizó con la métrica en la Sec. 4.1.1. Se en-
cuentra, para cada campo heredado desde la conexión cinco-dimensional, que sus componentes
transforman según

δχµ = Xρ∂ρχ
µ − ∂ρXµχρ + cα

β
χµ (4.72)

δ(λµ)ν = Xρ∂ρ(λµ)ν + ∂νX
ρ(λµ)ρ − ∂ρXµ(λρ)ν + cα

β
(λµ)ν (4.73)

δψµν = Xρ∂ρψ
µ
ν + ∂νX

ρψµρ − ∂ρXµψρν (4.74)
δ(ωµν)σ = Xρ∂ρ(ωµν)σ + ∂νX

ρ(ωµρ)σ + ∂σX
ρ(ωµν)ρ − ∂ρXµ(ωρν)σ + ∂ν∂σX

µ. (4.75)

Lo primero que se debe decir acerca de estos campos es que, a excepción de la 1-forma
conexión cuatro-dimensional, estos poseen un caracter tensorial. Por su parte la conexión de
esṕın del manifold reducido (ωµν)σ, transforma efectivamente como una conexión. Adicional-
mente los campos χµ y (λµ)ν poseen una simetŕıa aparte relacionada a un cambio lineal de
tales campos, similar a la simetŕıa adicional de la métrica en (4.29).

4.3.2. Cálculo de la serie de Lovelock reducida

Usando las ecuaciones de estructura de Cartan se tiene

T̂
A
≡ DêA = dêA + ω̂ABêB, (4.76)

R̂
AB
≡ dω̂AB + ω̂ACω̂CB, (4.77)

donde se pueden calcular las 2-forma curvatura y 2-forma torsión. Por simplicidad a la hora
de hacer los cálculos, la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión se escriben como

R̂
AB =

R̂
ab = M ab +N abê∗

R̂
∗b = Ka +Laê∗,

(4.78)

T̂
A =

T̂
a = T a + V aê∗

T̂
∗ = W ∗ +Zê∗,

(4.79)

respectivamente. Si se hacen los cálculos se encuentra que

M ab = Rab − λaλb + eβφψabF , (4.80)
N ab = Dψab + βψabdφ+ 2χ[aλb], (4.81)
Ka = −Dλa − eβφχaF , (4.82)
La = −Dχa − βχadφ+ ψacλ

c, (4.83)

donde d denota la derivada exterior y F = dA. Y para la 2-forma torsión

T a = αdφêa + eαφdea + ωac êc, (4.84)
V = −ψac êc + λa, (4.85)
W ∗ = eβφF − λcêc, (4.86)
Z = χcê

c + βdφ. (4.87)
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Con todos los objetos necesarios definidos, se procede a calcular los terminos de Lovelock.
Desde la Ec. (3.65), vemos que el Lagrangiano para la reducción dimensional deseada es de la
forma

L(D+1)
L =

[D+1/2]∑
p=0

apLp =
[D+1/2]∑
p=0

apεA1···AD+1R̂
A1A2
· · · R̂

A2p−1A2p
êA2p+1 · · · êAD+1 . (4.88)

Se verá termino a termino hasta poder hacer una generalización de como quedaŕıa un término
arbitrario. El término cero o sin curvatura es dado por

a0L0 = a0

(D + 1)!εA1···AD+1 ê
A1 . . . êAD+1

= a0(D + 1)
(D + 1)! εa1···aD∗ê

a1 . . . êaD ê∗

= a0

D!e
(Dα+β)φεa1···aDe

a1 . . . eaDdξ.

(4.89)

El término lineal en la curvatura es

a1L1 = a1

(D − 1)!εA1···AD+1R̂
A1A2

êA3 . . . êAD+1

= a1(D − 1)
(D − 1)! εa1···aD∗R̂

a1a2
êa3 . . . êaD ê∗ + a12

(D − 1)!ε∗a1···aDR̂
∗a1
êa2 . . . êaD

= a1

(D − 2)!εa1···aDM
a1a2 êa3 . . . êaD ê∗ + 2a1

(D − 1)!ε∗a1···aDL
a1 ê∗êa2 . . . êaD

= a1εa1···aD

[
e((D−2)α+β)φ

(D − 2)! M a1a2ea3 . . . eaD − 2e((D−1)α+β)φ

(D − 1)! La1ea2 . . . eaD
]

dξ.

(4.90)

El segundo término que es cuadrático en la curvatura es dado por

a2L2 = a2

2!(D − 3)!εA1···AD+1R̂
A1A2

R̂
A3A4

êA5 . . . êAD+1

= a2(D − 3)
2(D − 3)! εa1···aD∗R̂

a1a2
R̂
a3a4
êa5 . . . êaD ê∗ + 4a2

2(D − 3)!ε∗a1···aDR̂
∗a1
R̂
a2a3
êa4...ê

aD

= a2

2(D − 4)!εa1···aDM
a1a2M a3a4 êa5 . . . êaD − 2a2

(D − 3)!εa1···aD

(
La1M a2a3

+Ka1N a2a3
)
ê∗êa4 . . . êaD

= a2εa1···aD

[
e((D−4)α+β)φ

2(D − 4)! M
a1a2M a3a4ea5 . . . eaD − 2e((D−3)α+β)φ

(D − 3)!
(
La1M a2a3

+Ka1N a2a3
)
ea4 . . . eaD

]
dξ.

(4.91)
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Y el término de orden tres en la curvatura es
a3L3 = a3

3!(D − 5)!εA1···AD+1R̂
A1A2

R̂
A3A4

R̂
A5A6

êA7 . . . êAD+1

= (D − 5)a3

3!(D − 5)!εa1···aD∗R̂
a1a2
R̂
a3a4
R̂
a5a6
êa7 . . . êaD ê∗

+ 6a3

3!(D − 5)!ε∗a1···aDR̂
∗a1
R̂
a2a3
R̂
a4a5
êa6 . . . êaD

= a3εa1···aD

[
e((D−6)α+β)φ

6(D − 6)! M
a1a2M a3a4M a5a6ea7 . . . eaD

− e((D−5)α+β)φ

(D − 5)!
(
La1M a2a3M a4a5 + 2Ka1N a2a3M a4a5

)
ea6 . . . eaD

]
dξ.

(4.92)

Luego de haber calculado estos cuatro términos, es fácil darse cuenta de que el p-ésimo término
será proporcional al polinomio de formas diferenciales (se omiten los ı́ndices por simplicidad):

[M +Nê∗]p−1[K +Lê∗] = [(M)p−1 + (p− 1)(M )p−2Nê∗][K +Lê∗], (4.93)
puesto que los términos que contengan más de un ê∗ son cero o donde se tengan más de D
ı́ndices reducidos, entonces

[M +Nê∗]p−1[K +Lê∗] = Lê∗(M )p−1 + (p− 1)KNê∗(M )p−2. (4.94)
Teniendo esto en mente, es posible deducir el p-ésimo término de Lovelock como sigue:

apLp = apεa1···aD

[
e((D−2p)α+β)φ

p!(D − 2p)! M
a1a2 . . .M a2p−1a2pea2p+1 . . . eaD

− 2pe((D−2p+1)α+β)φ

p!(D − 2p+ 1)!

(
La1M a2a3 . . .M a2p−2a2p−1

+ (p− 1)Ka1a2N a3M a4a5 . . .M a2p−2a2p−1

)
ea2p . . . eaD

]
dξ.

(4.95)

De manera expĺıcita, se presentan los términos L1 y L2:

a1L1 = a1εa1···aD

[
e((D−2)α+β)φ

(D − 2)!

(
Ra1a2 − λa1λa2 + eβφψa1a2F

)

− 2e((D−1)α+β)φ

(D − 1)!

(
−Dχa1 − βχa1dφ+ ψa1

c λ
c
)
ea2

]
ea3 . . . eaDdξ,

(4.96)

y

a2L2 = a2εa1···aD

[
e((D−4)α+β)φ

2(D − 4)!

(
Ra1a2Ra3a4 − 2Ra1a2λa3λa4 + 2eβφψa1a2Ra3a4F

+ λa1λa2λa3λa4 − 2eβφψa1a2λa3λa4F + e2βφψa1a2ψa3a4FF
)

− 2e((D−3)α+β)φ

(D − 3)!

((
− e−βφD(eβφχa1) + ψa1

c λ
c
)
Ra2a3 − e−βφDλa1D(eβφψa2a3)

− eβφD(χa1ψa2a3)F + D(χa1λa2λa3)− 2χa1ψa2a3DeβφF − 2eβφχa1χ[a2λa3]F

+
(
e−βφχa1Deβφ − ψa1

c λ
c
)
λa2λa3 + eβφψa1

c λ
cψa2a3F

)
ea4

]
ea5 . . . eaDdξ.

(4.97)
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Es muy importante notar como va surgiendo la serie de Lovelock D-dimensional, lo cual es
un buen indicio puesto que luego de reducir la teoŕıa, al menos se esperaŕıa recuperar la teoŕıa
en D-dimensiones. Y es en esta serie D-dimensional, que se va codificando la información del
espaciotiempo reducido, es decir, todo lo referente a su geometŕıa.

4.4. Lovelock-Cartan en cinco dimensiones
Lo novedoso de este trabajo, es tomar la acción de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones

compactificando en un ćırculo la dimensión extra, para luego imponer la métrica de FLRW
con el fin de estudiar soluciones cosmológicas para este modelo. De esta forma, se presenta la
acción de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones dada por 5

SLC(5) =
∫
εABCDE

[
α0

5 ê
AêBêC êDêE + α1

3 R̂
AB
êC êDêE + α2R̂

AB
R̂
CD
êE
]

+ β
∫
T̂ AR̂

A

Bê
B,

(4.98)

donde se tiene la serie de Lovelock en cinco dimensiones más un término que viene de la teoŕıa
de Lovelock-Cartan. En lo siguiente, se mostrará el cálculo de las ecuaciones diferenciales
reducidas a cuatro dimensiones.

Sin embargo, el ansatz de la métrica no será igual al utilizado en la Sec. 4.3, sino el siguiente,
el cual solo constituye una reparametrización de los campos

ĝµν = gµν + φAµAν , (4.99)
ĝµξ = φAµ, (4.100)
ĝξξ = φ, (4.101)

de modo que los 1-forma vielbein quedan dados por

êA =

ê
a = ea

ê∗ =
√
φ(A+ dξ).

(4.102)

Por otra parte, el ansatz de la 1-forma conexión será

ω̂AB =

ω̂
ab = ωab + αabê∗

ω̂a∗ = βa + γaê∗.
(4.103)

Desde aqúı pueden ser calculas las 2-forma curvatura y 2-forma torsión, como es habitual,
a partir de las ecuaciones de estructura de Cartan en cinco dimensiones. Se encuentran las
siguientes componentes

R̂
ab = Rab +

√
φαabF − βa ∧ βb +

(
Dαab + 1

2α
abd lnφ− 2β[aγb]

)
∧ ê∗ (4.104)

R̂
∗a = −

(
Dβa +

√
φγaF

)
+
(
αabβ

b −Dγa − 1
2γ

ad lnφ
)
∧ ê∗ (4.105)

T̂
a = T a +

(
βa − αabeb

)
∧ ê∗ (4.106)

T̂
∗ =

√
φF − βb ∧ eb +

(1
2d lnφ+ γbe

b
)
∧ ê∗, (4.107)

5 Notar que se han utilizado otros coeficientes, esto es, αi en vez de ai, los cuales reabsorven parte de los factoriales.
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donde F = dA, y tanto Rab = dωab + ωac ∧ ωcb como T a = dea + ωac ∧ ec corresponden a
las 2-forma curvatura y 2-forma torsión del manifold reducido cuatro-dimensional.

A modo de simplicidad al efectuar los cálculos, se utilizan las definiciones (4.78) y (4.79).
Al mirar las componentes de la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión, se encuentra que

M ab = Rab +
√
φαabF − βa ∧ βb (4.108)

N ab = Dαab + 1
2α

abd lnφ− 2β[aγb] (4.109)

Ka = −Dβa −
√
φγaF (4.110)

La = αabβ
b −Dγa − 1

2γ
ad lnφ (4.111)

T a = T a (4.112)
V a = βa − αabeb (4.113)

W =
√
φF − βb ∧ eb (4.114)

Z = 1
2d lnφ+ γbe

b. (4.115)

4.4.1. Ecuaciones de campo de Lovelock-Cartan

Considerando la acción de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones

SLC(5) =
∫
εABCDE

[
α0

5 ê
AêBêC êDêE + α1

3 R̂
AB
êC êDêE + α2R̂

AB
R̂
CD
êE
]

+ β
∫
T̂ AR̂

A

Bê
B,

(4.116)

la cual depende de dos campos fundamentales ê y ω̂, se obtienen dos ecuaciones, las cuales
luego deben ser reducidas.6

Se vaŕıa con respecto a ê. Al variar la serie de Lovelock en la Ec. (4.116) se obtiene

δê

{∫
εABCDE

[
α0

5 ê
AêBêC êDêE + α1

3 R̂
AB
êC êDêE + α2R̂

AB
R̂
CD
êE
]}

=
∫
εABCDE

[
5α0

5 δêAêBêC êDêE + 3α1

3 R̂
AB
δêC êDêE + α2R̂

AB
R̂
CD
δêE

]

=
∫
δêAεABCDE

[
α0ê

BêC êDêE + α1R̂
BC
êDêE + α2R̂

BC
R̂
DE
]
.

(4.117)

6De la misma forma, primero se puede reducir la acción para luego variar con respecto de los campos heredados de la reducción
dimensional.
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Variando el término expĺıcito en la torsión se obtiene

δê

{
β
∫
T̂ AR̂

A

Bê
B
}

= β
∫ [

δê
(
dêA + ω̂AC êC

)
R̂
A

Bê
B + T̂ AR̂

A

Bδê
B

]

= β
∫ [(

dδêA + ω̂ACδêC
)
R̂
A

Bê
B + T̂ AR̂

A

Bδê
B

]

= β
∫ [(

DδêA
)
R̂
A

Bê
B + δêBT̂ AR̂

A

B

]

= β
∫ [

D
(
δêAR̂

A

Bê
B
)

+ δêADR̂
A

Bê
B + δêAR̂

A

BDêB + δêBT̂ AR̂
A

B

]

= β
∫

D
(
δêAR̂

A

Bê
B
)

+ β
∫
δêA

[
R̂ABT̂

B
− R̂ABT̂

B
]

= 0,
(4.118)

donde se ha realizado integración por parte en la cuarta linea, de modo que el término que
incluye la derivada total es cero en su integración, pues en los bordes se considera que δê = 0,
y también se utilizó la segunda identidad de Bianchi (3.51). Vemos que este segundo término
no contribuye a las ecuaciones de movimiento, pues constituye un término topológico. De esta
forma desde la Ec. (4.117) se obtiene

εABCDE

[
α0ê

BêC êDêE + α1R̂
BC
êDêE + α2R̂

BC
R̂
DE
]

= 0. (4.119)

Variando con respecto a la conexión, para el término de la serie de Lovelock se obtiene

δω̂

{∫
εABCDE

[
α1

3 R̂
AB
êC êDêE + α2R̂

AB
R̂
CD
êE
]}

=
∫
εABCDE

[
α1

3 δω̂
(
dω̂AB + ω̂AM ω̂MB

)
êC êDêE + 2α2δω̂

(
dω̂AB + ω̂AM ω̂MB

)
R̂
CD
êE
]

=
∫
εABCDE

[
α1

3
(
dδω̂AB + 2δω̂AM ω̂MB

)
êC êDêE + 2α2

(
dδω̂AB + 2δω̂AM ω̂MB

)
R̂
CD
êE
]

=
∫
εABCDE

[
α1

3 Dδω̂ABêC êDêE + 2α2Dδω̂ABR̂
CD
êE
]

=
∫ [

α1

3 D
(
εABCDDEδω̂

ABêC êDêE
)

+ 3α1

3 εABCDEδω̂
ABDêC êDêE

+ 2α2D
(
εABCDEδω̂

ABR̂
CD
êE
)

+ 2α2εABCDE
(
δω̂ABDR̂

CD
êE + δω̂ABR̂

CD
DêE

)]

=
∫ α1

3 D
(
εABCDDEδω̂

ABêC êDêE
)

+ 2
∫
α2D

(
εABCDEδω̂

ABR̂
CD
êE
)

+
∫
εABCDEδω̂

AB

[
α1DêC êDêE + 2R̂CD

DêE
]

=
∫
εABCDEδω̂

AB

[
α1ê

C êD + 2α2R̂
CD
]
T̂
E
,

(4.120)
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4.4. Lovelock-Cartan en cinco dimensiones

donde nuevamente se utilizó integración por partes y la segunda identidad de Bianchi. Variando
el término expĺıcito en la torsión de la Ec. (4.116), se obtiene

δω̂

{
β
∫
T̂ AR̂

A

Bê
B
}

= β
∫ [

δω̂
(
dêA + ω̂AC êC

)
R̂
A

Bê
B + T̂ A

(
δω̂R̂

A

B

)
êB
]

= β
∫ [

δω̂AC ê
[CR̂

A]
Bê

B + T̂ [A
Dδω̂ABêB]

]

= β
∫ [

δω̂ACR̂
[A
Bê

C]êB + D
(
δω̂ABT̂

[A
êB]

)
+ δω̂ABDT̂

[A
êB] + δω̂ABT̂

[A
DêB]

]

= β
∫

D
(
δω̂ABT̂

[A
êB]

)
+ β

∫ [
δω̂ACR̂

[A
Bê

C]êB + δω̂ABR̂
[A
C ê

C êB] + δω̂ABT̂
[A
T̂
B]
]

= β
∫
δω̂AB

[
R̂

[A
C ê

B]êC − R̂
[A
C ê

B]êC + T̂ [A
T̂
B]
]

= β
∫
δω̂ABT̂

[A
T̂
B]
,

(4.121)
donde los paréntesis de corchete indican que solo sobrevive la parte antisimétrica, puesto que
aquellos ı́ndices están contraidos con los ı́ndices de la conexión de Lorentz. Sin embargo, vemos
que este término es cero de todos modos

T̂
[A
T̂
B] = 1

2
(
T̂
A
T̂
B
− T̂

B
T̂
A)

= 1
2
(
T̂
A
T̂
B
− T̂

A
T̂
B)

= 0.

(4.122)

Por consiguiente, vemos que el término expĺıcito en la torsión en la Ec. (4.116), no contribuye
de ninguna forma en las ecuaciones de movimiento, ni al variar los vilebein, ni al variar la
conexión de Lorentz. Aśı, la ecuación diferencial para la conexión se obtiene solo desde (4.120)

εABCDE

[
α1ê

C êD + 2α2R̂
CD
]
T̂
E = 0. (4.123)

El siguiente paso, es tomar estas ecuaciones diferenciales y expandir los ı́ndices según sean
del manifold base o de la dimensión extra. Esto será determinado por la cantidad de ı́ndices
libres y contraidos en cada ecuación.

Desde la Ec. (4.119) se fija el ı́ndice de la dimensión extra en el ı́ndice libre de esta ecuación:
A = ∗, donde se obtiene

εabcd

[
α0e

aebeced + α1
(
M abeced +N abecede∗

)
+ α2

(
M abM cd + 2M abN cde∗

)]
= 0, (4.124)

esta ecuación puede ser separada en dos direcciones: una dirección donde todos los ı́ndices
están en el manfold base o en la dirección donde un ı́ndice pertenece a la dimensión extra, de
lo cual se concluyen dos ecuaciones

εabcd

[
α0e

aebeced + α1M
abeced + α2M

abM cd
]

= 0, (4.125)
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y

εabcd

[
α1N

abecede∗ + 2α2M
abN cde∗

]
= 0. (4.126)

Por otra parte, se puede escoger el ı́ndice libre A = a en la Ec. (4.119)

εabcd

[
2α0e

becede∗+α1
(
M bcede∗−Kbeced−Lbecede∗

)
−2α2

(
KbM cd+

(
KbN cd+LbM cd

)
e∗
)]

= 0,
(4.127)

donde nuevamente resultan dos ecuaciones independientes debido a sus direcciones

εabcd

[
α1K

beced + 2α2K
bM cd

]
= 0, (4.128)

y

εabcd

[
2α0e

beced + α1
(
M bced −Lbeced

)
− 2α2

(
KbN cd +LbM cd

)]
= 0. (4.129)

Luego se repite el procedimiento para la Ec. (4.123), con el ı́ndice de la dimensión extra en un
ı́ndice libre A = ∗

εabcd

[
α1
(
T beced + V becede∗

)
+ 2α2

(
M bcT d +M bcV de∗ +N bcT de∗

)]
= 0, (4.130)

la cual se expande en las dos ecuaciones independientes que siguen a continuación

εabcd

[
α1T

beced + 2α2T
bM cd

]
= 0, (4.131)

y

εabcd

[
α1V

beced + 2α2
(
V bM cd +N bcT d

)]
= 0. (4.132)

Finalmente, al fijar el ı́ndice libre A = a de la Ec. (4.123), se obtiene

εabcd

[
α1
(
Weced + 2T cede∗ +Zecede∗

)
+ 2α2

(
WM cd +

(
ZM cd +WN cd + 2KcV d + 2LcT d

)
e∗ + 2KcT d

)]
= 0

(4.133)

que es separada en

εabcd

[
α1Weced + 2α2

(
WM cd + 2KcT d

)]
= 0, (4.134)

y

εabcd

[
α1
(
Zeced + 2T ced

)
+ 2α2

(
ZM cd +WN cd + 2

(
KcV d +LcT d

))]
= 0. (4.135)
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En recuento, se tienen las siguientes ecuaciones de campo:

εabcd

[
α0e

aebeced + α1M
abeced + α2M

abM cd
]

= 0 (4.136)

εabcd

[
α1N

abeced + 2α2M
abN cd

]
= 0 (4.137)

εabcd

[
α1K

beced + 2α2K
bM cd

]
= 0 (4.138)

εabcd

[
2α0e

beced + α1
(
M bced −Lbeced

)
− 2α2

(
KbN cd +LbM cd

)]
= 0 (4.139)

εabcd

[
α1T

beced + 2α2T
bM cd

]
= 0 (4.140)

εabcd

[
α1V

beced + 2α2
(
V bM cd +N bcT d

)]
= 0 (4.141)

εabcd

[
α1Weced + 2α2

(
WM cd + 2KcT d

)]
= 0 (4.142)

εabcd

[
α1
(
Zeced + 2T ced

)
+ 2α2

(
ZM cd +WN cd + 2

(
KcV d +LcT d

))]
= 0. (4.143)

En el Cap. 5 se tomarán estas ecuaciones para imponer sobre sus campos constituyentes el
ansatz cosmológico, dado en la Sec. 3.4.1. De esta forma se procederá a su resolución.

57
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Caṕıtulo 5

Enfoque Cosmológico

Este caṕıtulo consiste en tomar las Ecs. (4.136)-(4.143) que se obtuvieron de la teoŕıa
Lovelock-Cartan en cinco dimensiones reducidas en un ćırculo, para imponer sobre estas el an-
satz cosmológico y resolverlas, encontrando aśı posibles escenarios de la evolución del universo.

5.1. Ansatz cosmológico sobre los campos reducidos

En esta sección se encontrarán las componentes de la 1-forma conexión reducida al imponerle
el ansatz cosmológico. Además considerando los vielbein (3.91)-(3.94) despejados a partir de la
métrica de FRW, también se encontrarán los demás campos heredados desde la métrica cinco
dimensional: Aµ y φ. Finalmente, se calcularán las componentes de la 2-forma curvatura y la
2-forma tosión.

5.1.1. Derivada de Lie a lo largo de los vectores de Killing cosmológicos

Si bien en la Sec. 3.4.2 ya se han presentado los “vectores de Killing” que generan las
isometŕıas cosmológicas, es importante aclarar que (3.75) y (3.76) son solo la parte espacial de
los vectores de Killing que viven en el espaciotiempo. En realidad estos son el conjunto {Xρ

l }
donde l = 1, ..., 6 es la etiqueta de los seis generadores, y ρ = 0, i es el ı́ndice que va contraido
en la ecuación de Killing. De manera expĺıcita se tiene

{Xρ
l } = {J ρ

1 ,J
ρ
2 ,J

ρ
3 ,P

ρ
1 ,P

ρ
2 ,P

ρ
3}, (5.1)

donde explicitamente cada uno de los vectores son

J ρ
1 =

(
0, 0,−z, y

)
(5.2)

J ρ
2 =

(
0, z, 0,−x

)
(5.3)

J ρ
3 =

(
0,−y, x, 0

)
(5.4)

Pρ1 =
√

1− kr2
(
0, 1, 0, 0

)
(5.5)

Pρ2 =
√

1− kr2
(
0, 0, 1, 0

)
(5.6)

Pρ3 =
√

1− kr2
(
0, 0, 0, 1

)
. (5.7)
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5. Enfoque Cosmológico

Sin embargo, es conveniente trabajar en coordenadas esféricas (en favor de la simetŕıa) de
modo que los vectores de Killing quedan como

J ρ
1 =

(
0, 0, sinϕ, cot θ cosϕ

)
(5.8)

J ρ
2 =

(
0, 0, cosϕ,− cot θ sinϕ

)
(5.9)

J ρ
3 =

(
0, 0, 0, 1

)
(5.10)

Pρ1 =
√

1− kr2
(

0, sin θ cosϕ, cos θ cosϕ
r

,− sinϕ
r sin θ

)
(5.11)

Pρ2 =
√

1− kr2
(

0, sin θ sinϕ, cos θ sinϕ
r

,
cosϕ
r sin θ

)
(5.12)

Pρ3 =
√

1− kr2
(

0, cos θ,−sin θ
r
, 0
)
, (5.13)

donde se tiene la base coordenada ∂t, ∂r, ∂θ, ∂ϕ.

Campos heredados desde la métrica

Se necesita saber como el campo escalar φ y la 1-forma A = Aµdxµ quedan al imponerles el
ansatz cosmológico. Para esto se debe calcular la ecuación de Killing de cada campo, destacando
que esta es sutilmente diferente a su derivada de Lie, ya que la ecuación de Killing es la derivada
de Lie pero igualada a cero, siendo desde esta condición que se obtiene la forma de cada campo.
Por otra parte, no se considerarán las simetŕıas adicionales que involucran las constantes c, α
y β, que aparecen en las Ecs. (4.23) y (4.26), ya que siempre es posible ajustarlas para que
estas piezas adicionales desaparezcan de la derivada de Lie.

Las seis ecuaciones de Killing para el campo escalar φ son entonces

Xρ
l ∂ρφ = 0. (5.14)

Para l = 1 se encuentra
J ρ

1 ∂ρφ = 0
sinϕ∂θφ+ cot θ cosϕ∂ϕφ = 0. (5.15)

Del mismo modo para l = 2 se encuentra

J ρ
2 ∂ρφ = 0

cosϕ∂θφ− cot θ sinϕ∂ϕφ = 0. (5.16)

Para l = 3 se encuentra
J ρ

3 ∂ρφ = 0
∂ϕφ = 0, (5.17)

desde la cual se deduce que φ no depende de ϕ. Al tener esto en cuenta en las dos primeras
ecuaiones de Killing, se encuentra también que φ no depende de θ.

Para l = 4 se tiene, tomando en cuenta lo anterior

Pρ1∂ρφ = 0
√

1− kr2 sin θ cosϕ∂rφ = 0,
(5.18)
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5.1. Ansatz cosmológico sobre los campos reducidos

desde la cual se deduce que φ tampoco depende de r. Para los otros casos l = 5, 6 se encuentra
la misma dependencia, por lo tanto φ solo depende del tiempo

φ = φ(t), (5.19)

siendo este campo el que se interpreta como el factor de escala de la dimensión extra.
Para el caso del campo Aµ se tienen veinticuatro ecuaciones, seis por cada una de las cuatro

componentes. Estas son en su forma genérica

Xρ
l ∂ρAµ + ∂µX

ρ
l Aρ = 0. (5.20)

Para µ = 0 (recordar que µ = 0, 1, 2, 3) se obtienen las mismas ecuaciones que para φ, de modo
que se extrae que la componente cero solo depende del tiempo

A0 = A(t). (5.21)

Las ecuaciones para las otras componentes indican que estas deben ser cero, de modo que la
1-forma A es entonces

A = A(t)e0. (5.22)
Desde esta definición vemos que la 2-forma F = dA es cero

F = dA

= dA(t) ∧ e0

= ∂tA(t)e0 ∧ e0

= 0,

(5.23)

por lo cual, sin pérdida de generalidad, el potencial vectorial electromagnético puede ser fijado
a cero, como se usará en el resto de este caṕıtulo.

Campos heredados desde la 1-forma conexión

De la misma forma que la sección anterior, se procede a calcular la ecuación de Killing para
cada campo que se obtiene de reducir la 1-forma conexión.

Las ecuaciones de Killing para la 1-forma conexión cuatro-dimensional son dadas por

Xρ
l ∂ρ(ωµν)σ + ∂νX

ρ
l (ωµρ)σ + ∂σX

ρ
l (ωµν)ρ − ∂ρXµ

l (ωρν)σ + ∂ν∂σX
µ
l = 0. (5.24)

La conexión (ωµν)σ tiene veinticuatro componentes independientes en total son 144 ecuaciones,
las cuales fueron calculadas en [34] dadas en formas diferenciales por

ω0i = ω(t)ei (5.25)

ω12 = −
√

1− kr2

a(t)r e2 − f(t)e3 (5.26)

ω13 = −
√

1− kr2

a(t)r e3 + f(t)e2 (5.27)

ω23 = −cot(θ)
a(t)r e

3 − f(t)e1. (5.28)
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Vemos que dos nuevas funciones del tiempo han sido añadidas, adicional a la función a(t) que
se encontró en la métrica de FRW y al dilatón φ, estas son ω(t) y f(t).

Para el campo αµν se tienen las ecuaciones de Killing

Xρ
l ∂ρα

µ
ν + ∂νX

ρ
l α

µ
ρ − ∂ρXµ

l α
ρ
ν = 0. (5.29)

Como αµν es antisimétrico en los ı́ndices, esta posee seis componentes independientes, lo que
resulta en treintaiséis ecuaciones. Al resolverlas se encuentra el campo αµν es cero en cada
una de sus componentes, que en el lenguaje de las formas direfenciales es

αab = 0. (5.30)

En el caso del campo (βµ)ν se tienen dieciséis componentes independientes, que por cada
vector de Killing resultan en noventaiséis ecuaciones generadas a partir de

Xρ
l ∂ρ(βµ)ν + ∂νX

ρ
l (βµ)ρ − ∂ρXµ

l (βρ)ν = 0. (5.31)

Al resolver este sistema de ecuaciones se encuentra que

β0 = −b(t)e0 (5.32)
βi = β(t)ei. (5.33)

Las cuales agregan dos nuevos campos en función del tiempo: b(t) y β(t).
Finalmente el campo γµ agrega también un nuevo campo dependiente del tiempo. De sus

veinticuatro ecuaciones de Killing

Xρ
l ∂ργ

µ − ∂ρXµ
l γ

ρ = 0, (5.34)

se obtiene que solo la parte temporal sobrevive

γa = (−γ(t),~0). (5.35)

5.1.2. 2-forma curvatura y 2-forma torsión cosmológicas

Ya definidas todas las componentes de los campos reducidos, se procede a encontrar las
componentes de la 2-forma curvatura y la 2-forma torsión. A partir de las Ecs. (4.108)-(4.115)
se tiene

R̂
ab = Rab − βaβb − 2β[aγb]ê∗ (5.36)

R̂
a∗ = −Dβa −

(
Dγa + γa

2 d log φ
)
ê∗ (5.37)

T̂
a = T a + βaê∗ (5.38)

T̂
∗ =

(1
2d lnφ+ γae

a
)
ê∗. (5.39)

Las 2-formas diferenciales Rab y T a corresponden respectivamente a la curvatura y torsión
del espaciotiempo, estas son dadas por

Rab = dωab + ωacωcb (5.40)
T a = dee + ωacec. (5.41)
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Al imporner la 1-forma conexión y el 1-forma vielbein cosmológicos, se tiene

Rab =


R0i = [ω̇(t) +H(t)ω(t)]e0ei + f(t)ω(t)εimnemen

Rij =
[
ω2(t) + k

a2(t) − f
2(t)

]
eiej − [ḟ(t) +H(t)f(t)]εijme0em

(5.42)

T a =

T
0 = 0

T i = −[ω(t)−H(t)]e0ei + f(t)εimnemen,
(5.43)

con H(t) = ȧ(t)
a(t) conocida como la función de Hubble, donde · sobre los campos denota la

derivada con respecto del tiempo.
Por la forma en que están dadas las Ecs. (4.136)-(4.143), conviene dejar expĺıcita cada parte,

esto es

M ab =

M
0i = R0i + b(t)β(t)e0ei

M ij = Rij + β2(t)eiej,
(5.44)

N ab =

N
0i = −γ(t)β(t)ei

N ij = 0
(5.45)

Ka =

K
0 = 0

Ki = −[β̇(t) +H(t)β(t) + ω(t)b(t)]e0ei − 2β(t)εimnemen
(5.46)

La =

L
0 =

[
γ̇(t)− γ(t)

2 ∂t lnφ
]
e0

Li = ω(t)γ(t)ei
(5.47)

T a =

T
0 = 0

T i = T i (5.48)

V a =

V
0 = −b(t)e0

V i = β(t)i
(5.49)

W = 0 (5.50)

Z =
[
∂t lnφ

2 + γ(t)
]
e0. (5.51)

5.2. Ecuaciones de campo de la cosmoloǵıa de Lovelock-Cartan
Esta sección consiste en tomar las ecuaciones reducidas de la teoŕıa de Lovelock-Cartan,

reemplazando los campos bajo el ansatz cosmológico. Veamos entonces cada ecuación.
Desde la Ec. (4.136), cuyos ı́ndices están todos contraidos, se obtiene

2ε0ijk[2α0e
0eiejek + α1(M 0iejek +M ije0e0) + 2α2M

0iM jk] = 0. (5.52)

Desde la Ec. (4.137) se obtiene

2ε0ijk[α1N
0iejek + 2α2M

0iN jk] = 0. (5.53)
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La Ec. (4.138) tiene un ı́ndice libre por lo cual se extraen dos ecuaciones, una para a = 0

ε0ijk[α1K
iejek + 2α2K

iM jk] = 0, (5.54)

y otra para a = i

2ε0ijk[α1K
je0ek + 2α2K

jM 0k] = 0. (5.55)

La Ec. (4.139) también tiene un ı́ndice libre, aśı para a = 0 se tiene

ε0ijk[2α0e
iejek + α1(M ijek −Liejek)− 2α2L

iM jk] = 0 (5.56)

y para a = i

−ε0ijk[6α0e
0ejek + α1(2M 0jek −L0ejek + 2Lje0ek +M jke0)

−2α2(L0M jk − 2KjN 0k − 2LjM 0k)] = 0.
(5.57)

Desde la Ec. (4.140) se obtiene para a = 0

ε0ijk[α1T
iejek + 2α2T

iM jk] = 0, (5.58)

y para a = i se obtiene
2ε0ijk[α1T

je0ek + 2α2T
jM 0k] = 0. (5.59)

Desde la Ec. (4.141) se tiene para a = 0

ε0ijk[α1V
iejek + 2α2V

iM jk] = 0, (5.60)

y para a = i

− ε0ijk[α1(V 0ejek + 2V je0ek) + 2α2(V 0M jk + 2N 0jT k − 2V jM 0k)] = 0. (5.61)

La Ec. (4.142) tiene dos ı́ndices libres, pero tanto para a = 0 o b = 0 se obtiene la misma
ecuación, esta es

4α2ε0ijkK
jT k = 0, (5.62)

y para a = i, b = j (que da lo mismo para a = j y b = i) se obtiene

0 = 0. (5.63)

Finalmente desde la Ec. (4.143) se obtiene para a = 0 y b = i (o lo que es lo mismo a = i y
b = 0) se obtiene

ε0ijk[α1(Zejek + 2T jek) + 2α2(ZM jk + 2KjV k + 2LjT k)] = 0, (5.64)

y con a = i, b = j se obtiene la ecuación

2ε0ijk[α1(Ze0ek − T ke0) + 2α2(ZM 0k +L0T k −KkV 0)] = 0. (5.65)

De estas trece ecuaciones, solo nueve son linealmente independientes y distintas de cero. Al
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reemplazar cada uno de los campo desde las Ecs. (5.44)-(5.51), se obtienen

β
(
α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

])
= 0 (5.66)

−β(α1 + 2α2[ω̇ +Hω + bβ]) + b

2

(
α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

])
(5.67)

+2α2βγ(ω −H) = 0

(ω −H)
(
α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

])
+ 4α2f [ḟ +Hf ] = 0 (5.68)

(β̇ +Hβbω)
(
α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

])
− 8α2fβ[ ˙f +Hf ] = 0 (5.69)

2α0 + α1

(
ω̇ +Hωbβω2 + k

a2 − f
2 − β2

)
(5.70)

+2α2

(
[ω̇ +Hω + bβ]

[
ω2 + k

a1 − f
2 − β2

]
− 2fω[ḟ +Hf ]

)
= 0

α1

([1
2∂t lnφ+ γ

]
− 2(ω −H)

)
+ 2α2

([
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

][1
2∂t lnφ+ γ

]
(5.71)

+2γω(ω −H)− 2β[β̇ +Hβ + bω]
)

= 0

2α2

(
fω
[1
2∂t lnφ+ γ

]
− 2fbβ

)
− f

(
α1 − 2α2

[
γ

2∂t lnφ+ γ̇
])

= 0 (5.72)

2α0 + α1

(
ω2 + k

a2 − f
2 − β2 − γω

)
− 4α2γω

(
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

)
= 0 (5.73)

6α0 + α1

(
2[ω̇ +Hω + bβ]ω2 + k

a2 − f
2 − β2 − γ

2∂t lnφ− γ̇ − 2γω
)

(5.74)

−2α2

([
γ

2∂t lnφ+ γ̇
][
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

]
+ 2γω[ω̇ +Hω + bβ]− 2βγ[β̇ +Hβ + bω]

)
= 0,

donde se ha omitido la dependencia temporal de los campos.

5.2.1. Solución de la rama β = 0
De las ecuaciones obtenidas en la sección anterior, la primera (5.66) es la más sencilla de

todas, ya que presenta dos posibilidades o dos ramas de soluciones. Estas son, la rama uno
dada por

β(t) = 0, (5.75)
y la rama dos dada por

α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

]
= 0. (5.76)

Esta tesis está abocada al estudio de la rama uno puesto que tiene solución. En cambio la
rama dos genera un conjunto de ecuaciones donde se tienen más incognitas que ecuaciones, de
modo que esta no puede ser resuelta. Pero cabe mencionar, que dentro de las ecuaciones se
encuentra

α0 = α2
1

4α2
, (5.77)

es decir que para una superficie del espacio de parámetros se cumple esta simetŕıa especial
donde algunas de las ecuaciones son linealmente dependientes. Adicionalmente, ocurre que si
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α1 = 2α2, la Ec. (4.119) es la derivada covariante de la Ec. (4.123), siendo esta una curva en
el espacio de parámetros contenida en la superficie (5.77), conocida como “punto de Chern-
Simons” [35,36].

Cuando β(t) = 0, inmediatamente desde la Ec. (5.67) se deduce que b(t) = 0, pues en esta
rama α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2 − β2

]
6= 0. Al reemplazar β, b = 0 en el resto de las ecuaciones y

manipulándolas con un poco de álgebra se obtienen

(ω −H)
(
α1 + 2α2

[
ω2 + k

a2 − f
2
])

+ 4α2f(ḟ +Hf) = 0 (5.78)

2α0 + α1

(
ω̇ + 2ω + k

a2 − f
2
)

+ 2α2[ω̇ + ω2]
[
ω2 + k

a2 − f
2
]

= 0 (5.79)

2α2f
(1

2∂t lnφ+ γ
)

(ḟ +Hf) + (ω −H)2(α1 − 2α2γω) = 0 (5.80)

ω
(1

2∂t lnφ+ γ
)

+ γ̇ + γ

2∂t lnφ− α1

2α2
= 0 (5.81)(

ω2 + k

a2 − f
2
)(
α1 − 2α2γω

)
− α1γω + 2α0 = 0 (5.82)(

ω̇ + ω2
)(
α1 − 2α2γω

)
− α1γω + 3α0 −

α2
1

4α2
= 0. (5.83)

Para resolver este sistema, es conveniente poner atención a las Ecs. (5.79), (5.82) y (5.83).
Primero se renombran los siguientes términos

X ≡ ω̇ + ω2

Y ≡ ω2 + k

a2 − f
2

Z ≡ γω,

que al reemplazar en las ecuaciones mencionadas quedan respectivamente

2α0 + α1(X + Y ) + 2α2XY = 0 (5.84)
2α0 + Y (α1 − 2α2Z)− α1Z = 0 (5.85)

3α0 +X(α1 − 2α2Z)− α1Z −
α2

1
4α2

= 0. (5.86)

Desde la Ec. 5.85 se puede despejar Y en función de Z

Y = α1Z − 2α0

α1 − 2α2Z
. (5.87)

Y desde la Ec. (5.86) se puede despejar X en función de Z

X =
α1Z + α2

1
4α2
− 3α0

α1 − 2α2Z
. (5.88)
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Luego al reemplazar X y Y en la Ec. (5.84), se obtiene una ecuación cuadrática para Z

2Z2
[
4α2

2(α0 + α1) + 2α2
1α2

]
+ Z

[
− 2α0α1α2 −

3α2
1α2

2 + α3
1

2 − 10α0α
2
2

]
+

5α0α1α2 + α0α
2
1 + 12α2

0α2 −
α3

1
4 = 0, (5.89)

cuya solución es

Z± =
2α1 ±

√
6
√
α2

1 − 4α0α2

4α2 . (5.90)

Al reemplazar este resultado en la Ec. (5.83), se obtiene la siguiente ecuación para ω(t)

ω̇ + ω2 + 2α1 ±
√

6∆
4α2

= 0, (5.91)

con ∆ = α2
1 − 4α0α2, lo cual restrige el espacio de parámetros si es que se quieren encon-

trar soluciones reales, siendo esta última opción considerada en la investigación. Entonces se
estudiarán las soluciones en el espacio de parámetro donde se cumpla

∆ = α2
1 − 4α0α2 > 0, (5.92)

donde se considarará que α1 > 0 de modo que pueda ser interpretada como la constante
gravitacional de Newton. Para el caso ∆ < 0 véase [37] y [38]. Adicionalmente, se renombra el
término

2α1 ±
√

6∆
4α2

≡ u±,

a modo de simplicidad puesto que recurrentemente aparece en las soluciones. Al resolver la
Ec. (5.91) para distintos valores de u±, se encuentra

ω(t) =


−√u± tan[√u±(t− t0)], u± > 0
(t− t0)−1, u± = 0
√
u± tanh[√−u±(t− t0)], u± < 0,

(5.93)

donde t0 es una constante de integración.
El resto de los campos se encuentran en función de ω, estos son

γ(ω) = u±
ω

(5.94)

φ(ω) = φ0ω
2

|ω2 + u±|
exp

[ ∓
√

6∆
4α2(ω2 + u±)

]
(5.95)

a(ω) = a0√
|ω2 + u±|

exp
[ ±

√
6∆

24α2(ω2 + u±)

]
(5.96)

f 2(ω) = |ω2 + u±|
k

a2
0

exp
[ ∓

√
6∆

12α2(ω2 + u±)

]
+ ω2 + 3α1 ±

√
6∆

6α2
, (5.97)

con φ0 y a0 constantes de integración.
A continuación se presentan las soluciones expĺıcitas en el tiempo para distintos valores de

u±.
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Soluciones para u± > 0
Para el caso u± > 0 se necesita establecer el espacio de parámetros α0 − α2 donde esto es

permitido, como se presenta respectivamente para u+ y u− en la Fig. 5.1.1
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Figura 5.1: El gráfico de la izquierda representa la región del espacio de parámetros permitida para u+ > 0,
y el de la derecha para u− > 0.

En este espacio se encuentran las siguientes soluciones

γ(t) = −√u± cot(√u±(t− t0)) (5.98)

φ(t) = φ0 sin2(√u±(t− t0)) exp
[∓√6∆

4α2u±
cos2(√u±(t− t0))

]
(5.99)

a(t) = a0√
u±
| cos(√u±(t− t0))| exp

[±√6∆
24α2u±

cos2(√u±(t− t0))
]

(5.100)

f 2(t) = u±
k

a2
0

sec2(√u±(t− t0)) exp
[∓√6∆
12α2u±

cos2(√u±(t− t0))
]

(5.101)

+ u± tan2(√u±(t− t0)) + 3α1 ±
√

6∆
6α2

.

De estos campos nos interesa el comportamiento de a(t) y φ(t), porque estos modulan el
tamaño del espaciotiempo y de la dimensión extra, respectivamente. En la Fig. 5.2 se muestra
el comportamiento para a(t) en el cual vemos que el universo es siempre oscilante, partiendo
de un tamaño finito se contrae hasta a cero, para luego volver a ser expandido hasta su tamaño
inicial y aśı sucesivamente. Se destaca entre las curvas, la perteneciente a u− > 0 en la región
del espacio de parámetros α2 > 0, puesto que en las zonas de máxima expansión del universo,
este tiene una pequeña contracción y expansión (sin un colapso) antes de volver a ser contraido

1En todos los gráficos el parámetro α1 se ha normalizado a uno.
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hasta su tamaño mı́nimo. Y en la Fig. 5.3 se muestra el comportamiento del dilatón, el cual
indica que el tamaño de la dimensión extra también oscila, pero que al comparar con la Fig. 5.2
va a la inversa de a(t).
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Figura 5.2: Gráfico de la evolución temporal de a para u± > 0, el cual representa el tamaño del universo.
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Figura 5.3: Gráfico de φ(t) para u± > 0, el cual nos da una idea de la evolución del tamaño la dimensión
extra.
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Soluciones para u− = 0

Para que u± = u− = 0 se necesita que α2 = 1
12α0

, entonces en esta región se tienen las
siguientes soluciones explicitas en el tiempo

γ(t) = 0 (5.102)

φ(t) = φ0 exp
[∓√6∆

4α2
(t− t0)2

]
(5.103)

a(t) = a0|t− t0| exp
[±√6∆

24α2
(t− t0)2

]
(5.104)

f 2(t) = k

a2
0(t− t0)2 exp

[∓√6∆
12α2

(t− t0)2
]

(5.105)

+ (t− t0)−2 + 3α1 ±
√

6∆
6α2

.

Los factores de escala a(t) y φ(t) son mostrados respectivamente en las Figs. 5.4 y 5.5. Para
este caso, el escenario es diferente del anterior, porque cuando u− = 0 el universo desarrolla, o
una expansión eterna mientras la dimensión extra se contrae hasta cero como se muestra en las
curvas punteadas verdes (α2 < 0), o desarrolla un expansión inicial seguida de una contracción
hasta su colapso mientras la dimensión extra se expande eternamente como se muestra en las
curvas azules de los gráficos (α2 > 0).
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Figura 5.4: Comportamiento del factor de escala a(t) cuando u− = 0.

Soluciones para u± < 0
Para el caso u± < 0 el espacio de parámetros α0 − α2 permitido es mostrado en la Fig. 5.6.
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Figura 5.5: Comportamiento del tamaño de la dimensión extra φ(t) cuando u− = 0.
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Figura 5.6: El gráfico de la izquierda representa la región del espacio de parámetros permitida para u+ < 0
y el de la derecha para u− < 0.
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Las soluciones obtenidas son

γ(t) = −
√
−u± coth(

√
−u±(t− t0)) (5.106)

φ(t) = φ0 sinh2(
√
−u±(t− t0)) exp

[∓√6∆
4α2u±

cosh2(
√
−u±(t− t0))

]
(5.107)

a(t) = a0√
−u±

cosh(
√
−u±(t− t0)) exp

[±√6∆
24α2u±

cosh2(
√
−u±(t− t0))

]
(5.108)

f 2(t) = −ku±
a2

0
cosh−2(

√
−u±(t− t0)) exp

[∓√6∆
12α2u±

cosh2(
√
−u±(t− t0))

]
(5.109)

− u± tanh2(
√
−u±(t− t0)) + 3α1 ±

√
6∆

6α2
.

De manera similar al caso u− = 0, el universo desarrolla un fase de expansión eterna, como se
muestra en la curva punteada negra (u− < 0 ∧ α2 > 0) donde el universo comienza desde un
tamaño muy pequeño, o en la curva continua azul (u+ < 0) donde el universo parte desde un
tamaño finito, como se muestra en la Fig. 5.7. Además cuando u− < 0 ∧ α2 < 0 el universo
desarrolla un contración hasta su colapso, como se muestra en la linea punteada verde. Al igual
que en los casos anteriores, el factor de escala de la dimensión extra realiza la dinámica inversa
a a(t) como se muestra en la Fig. 5.8.
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Figura 5.7: Comportamiento del factor de escala a(t) cuando u± < 0.

5.2.2. 3-forma enerǵıa-momentum reducida

Teniendo en cuenta que dentro de las soluciones encontradas en la rama β = 0, se han
hallado escenarios donde el universo desarrolla un fase de expansión acelerada, seŕıa interesante
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Figura 5.8: Comportamiento del tamaño de la dimensión extra φ(t) cuando u± < 0.

estudiar lo que ocurre con la ecuación de Einstein que se obtiene en este marco, es decir, luego
de haber reducido la teoŕıa de Lovelock-Cartan cinco-dimensional en un ćırculo y aplicar a
esto el ansatz cosmológico. Al recordar la Sec. 3.2.10 vemos que, en el lenguaje de las formas
diferenciales, necesitamos buscar el término que aparece en la Ec. (3.56) dentro del conjunto
de Ecs. (4.136)-(4.143). La única que contiene este término es la Ec. (4.139), que al considerar
la cosmoloǵıa se obtiene

εabcd

[
α0e

beced + α1

2
(
Rbc −Lbec

)
ed − α2L

bRcd
]

= 0, (5.110)

donde M ab = Rab, N ab = 0 y Ka = 0. Sin embargo la 2-forma curvatura que aparece en
esta ecuación no es Riemanniana, pues la 1-forma conexión posee una pieza adicional que no
depende de los vielbein. Pero se puede descomponer de la siguiente forma, primero se escribe
la 1-forma conexión como la parte dependiente de los vielbein más la contorsión

ωab = ω̃ab + κab, (5.111)

donde ω̃ab denota la 1-forma conexión Riemanniana que satisface la ecuación

D̃ea = dea + ω̃abeb = 0, (5.112)

y donde κab = −κba denota la contorsión. De esta manera, la 2-forma curvatura puede ser
escrita como sigue

Rab = R̃
ab + D̃κab + κamκmb. (5.113)

Al reemplazar esto en la Ec. (5.110) y teniendo en cuenta (4.111), se obtiene

εabcd

[
α0e

beced + α1

2
(
R̃
bc + D̃κbc + κbmκmc

)
ed + α1

2
(
Dγb + γb

2 d lnφ
)
eced

+α2
(
Dγb + γb

2 d lnφ
)
Rcd

]
= 0.

(5.114)

73



5. Enfoque Cosmológico

De un lado de esta ecuación se desea obtener el dual de Hodge2 del tensor de Einstein (véase la
Sec. 3.2.1) con constante cosmologica, y del otro lado todo lo que sobra perteneciendo al dual
de Hodge del tensor de enerǵıa-momentum. Para esto se redefinen las siguientes constantes

Λ = −6α0

α1

κG = 2
α1
,

de modo que la Ec. (5.114) se puede escribir como

−1
2εabcd

[
R̃
bc − Λ

3 e
bec
]
ed = κG

2 εabcd

[
α1

2
(
D̃κbc + κbmκmc

)
ed

+
(
Dγb + γb

2 d lnφ
)(

α1

2 e
ced + α2R

cd
)]
.

(5.115)

El lado derecho de esta ecuación, sin la constante κG, es un 3-forma cuyo dual de Hodge es el
tensor de enerǵıa-momentum3 efectivo que sale de la teoŕıa reducida, esto es

τ eff
a ≡

1
2εabcd

[
α1

2
(
D̃κbc + κbmκmc

)
ed

+
(
Dγb + γb

2 d lnφ
)(

α1

2 e
ced + α2R

cd
)] (5.116)

Considerando que el contenido de enerǵıa y materia del universo se comporta como fluido
perfecto, el tensor de enerǵıa-momentum tiene la forma τam = diag(−ρ, ~p) (donde ~p = (p, p, p)
en virtud del principio cosmológico) y considerando la definición del dual de Hodge, vemos que
a través de las siguientes identidades

τ eff
o = − 1

3!ρε0ijke
iejek (5.117)

τ eff
i = −1

2pε0ijke
0ejek, (5.118)

se pueden extraer las componentes del tensor de enerǵıa-momentum. Al comparar la 3-forma
enerǵıa-momentum (5.116) con la identidad (5.117), se encuentra que la densidad de enerǵıa
es

ρ = −3
2α1

[
ω2 −H2 − f 2

]
+ 3

2ωγ
[
α1 + 2α2

(
ω2 + k

a2 − f
2
)]
, (5.119)

para simplificar un poco esta expresión se puede utilizar la Ec. (5.82), resultando en

ρ = 3
2α1

(
H2 + k

a2

)
+ 3α0. (5.120)

Del mismo modo al comparar el tensor de enerǵıa-momentum (5.116) con la identidad (5.118)
se encuentra que la presión es

p = α1

[
ω̇ − Ḣ − 3

2H
2 + ω2 +Hω − f 2

2

]
− 2ωγ

[
α1

2 + α2
(
ω̇ + ω2 −Hω

)]
+
[
γ̇ + γ

2∂t lnφ
][
α1

2 + α2
(
ω2 + k

a2 − f
2
)]
,

(5.121)

2Recordar que el dual de Hodge establece un mapeo lineal uno-a-uno entre ambos espacio, generando aśı un isomorfismo.
3Es decir τa = −

1
3!
εmnpqτamenepeq . Donde se ha utilizado la letra τ en vez de T (que se usó para definir el tensor de

enerǵıa-momentum en la Sec. 3.2.1) para que no se confunda con la 2-tosión que también posee un ı́ndice.
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5.2. Ecuaciones de campo de la cosmoloǵıa de Lovelock-Cartan

esta expresión requiere un poco más de trabajo, pero usando las Ecs. (5.78), (5.80) y (5.81) se
puede simplificar resultando en

p = −α1

[
Ḣ + 3

2H
2 + k

2a2

]
− 3α0. (5.122)

Al observar el tensor de enerǵıa-momentum completo:

τa
m = − diag

(
3α1

2
[
H2 + k

a2

]
+ 3α0,

[
α1
(
Ḣ + 3H2

2 + k

2a2

)
+ 3α0

](
1, 1, 1

))
, (5.123)

vemos que este no es definido-positivo. Esto es muy importante porque nos permite interpretar
que esta densidad de enerǵıa y presión efectivas, que proviene de los grados de libertad genera-
dos por la dimensión extra y la 2-forma torsión, son el causal de la fase de expansión acelerada
encontrada en las soluciones, sin tener que introducir adicionalmente enerǵıa oscura.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis se exploran teoŕıas gravitacionales que sean lo más generales posibles, construi-
das con las mismas premisas que la teoŕıa de la Relatividad General. En este sentido, la teoŕıa
de Lovelock-Cartan cumple todos los requisitos necesarios para ser una correcta generalización
del modelo de Einstein-Hilbert a dimensiones arbitrarias, conservando todas las virtudes que
esta posee, pero además incluyendo a la torsión como parte fundamental de la teoŕıa, al consi-
derar incluso términos expĺıcitos de esta. Este punto es clave, ya que implica que las nociones
de metricidad y paralelismo son independientes, de modo que en vez de tener un campo funda-
mental, esto es el tensor métrico, se tiene dos campos fundamentales: una conexión adicional
al tensor métrico (o su equivalente que son los vielbein). De esta forma, se puede trabajar
con el formalismo de primer orden que, en el lenguaje de las formas diferenciales, permiten un
desarrollo claro del cálculo. Además, la independencia de la conexión permite que se tengan
grados de libertad adicionales que afectan el contenido de enerǵıa y materia del universo. Los
términos generados en la acción de Lovelock-Cartan, donde cabe destacar que el operador dual
de Hodge no es usado, tienen la ventaja de generar ecuaciones de campo hasta de primer orden
en las derivadas para cualquier orden en la curvatura y la torsión, lo cual no es aśı en la mayoŕıa
de los modelos gravitacionales.

El estudio de teoŕıas gravitacionales en más que cuatro dimensiones, está bien motivado
por el uso fenomenológico que se ha hecho de dimensiones extras como posibles soluciones al
problema de jerarqúıa en el modelo estandar. En particular, se ha considerado la adición de una
dimensión espacial al espaciotiempo con topoloǵıa S1, porque es el caso más sencillo de estudiar.
Además, este caso puede ser visto como un primer paso que podŕıa ser facilmente generalizable
en trabajos futuros. Bajo esta topoloǵıa, la reducción dimensional introduce en el modelo siete
campos adicionales al vielbein y la conexión de Lorentz. Desde la compactificación de los
vielbein, se tienen al dilatón (escalar) y al campo vectorial abeliano de esṕın 1 (normalmente
identificado como el potencial electromagnético). Y desde la conexión de Lorentz, se tienen
dos campos de esṕın 1: αab y γa, y además se tiene la 1-forma βa la cual se conforma por un
campo de esṕın 2, uno de esṕın 1 y uno escalar (esṕın 0), donde todos estos campos son de
caracter tensorial, es decir, que transforman como tensores bajo el grupo de Lorentz local y
bajo difeomorfismo.

Con el fin de estudiar el universo a grandes escalas, se ha impuesto el ansatz cosmológico
sobre los campos reducidos, el cual respeta las simetŕıas del universo a grandes escalas: isotroṕıa
y homogeneidad. Se encuentra que el dilatón φ, el cual es interpretado como el factor de escala
de la dimensión extra, es una función que solo depende del tiempo, como es de esperar bajo
el principio cosmológico. Por su parte el potencial vectorial electromagnético Aa, posee solo
la componente en la dirección del tiempo distinta de cero que solo depende del tiempo, es
decir Aa = (A0(t),~0), lo cual nos dice que a escalas comológicas el electromagnetismo es trivial
(Fab = 0); cabe destacar que esto no es cierto a todas las escalas, por ejemplo a escalas menores
se comienza a apreciar la inhomogeneidad propia de la radiación de microndas de fondo (CMB),
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pero a escalas del orden de los 200[Mgpc] (cosmoloǵıa) esto es despreciable. Desde la conexión
de esṕın, se tiene que la conexión reducida ωab introduce dos nuevas funciones que dependen
del tiempo: ω(t) y f(t), el campo de esṕın uno αab queda reducido a cero bajo este ansatz,
mientras γa queda similar al potencial vectorial electromagnético: γa = (−γ(t),~0) y la 1-forma
βa queda dependiendo solo del tiempo en todas sus componentes adicionando dos grados de
libertad: β0 = −b(t)e0 y βi = β(t)ei.

Al estudiar las ecuaciones de movimiento bajo el ansatz cosmológico, se encuentra que
existen dos ramas de soluciones. Una donde se encuentra que, para una superficie en el espacio
de parámetros α0 = α2

1
4α2

, algunas de las ecuaciones son dependientes entre śı de modo que no
pueden ser resueltas, pero en el caso en que α1 = 2α2 se tiene un punto de Chern-Simons;
como es sabido [24] en dimensiones impares existe una combinación única de los parámetros
(donde todo queda dependiendo de un solo parámetro) que permite englobar a la acción en
una simetŕıa de gauge ampliada, donde la conexión de esṕın y los vielbein forman juntos una
conexión mayor correspondiente al grupo (A)dS5. Esta rama, permite toda una nueva linea de
estudios correspodiente a teoŕıas gravitacionales de Chern-Simons, donde incluso podŕıa ser
estudiada su cuantización [39]. La otra rama de soluciones, cuando β(t) = 0, permite generar
un conjunto de ecuaciones consistentes cuyas soluciones son encontradas. Aqúı se encuentra
que la función b(t) es también igual a cero, de modo que la 1-forma βa proveniente de la
reducción de la conexión de esṕın es trivial. Al manipular las ecuaciones, se encuentra el
discriminante ∆ = α2

1 − 4α0α2 (cuya igualdad a cero deriva en el punto de Chern-Simons)
que restringe el espacio de parámetros si es que se desea encontrar soluciones reales, como se
hizo en esta investigación. Entonces para ∆ > 0, se encuentran las soluciones para los campos
ω(t), f(t), φ(t), y a(t), los cuales dependen de los tres posibles valores de u±. Para cada valor
de u± (si es mayor, menor o igual a cero) se muestran los gáficos respectivos para cada zona
permitida en el espacio de parámetros, donde los valores deseados de u± se cumplen. Por medio
de la evolución temporal del factor de escala a(t), se encuentran distintios comportamientos:
a) universos oscilantes que comienzan desde un tamaño finito, b) universos que se expanden
eternamente, c) universos que se contraen eternamente, y d) el caso donde el universo parte
con una expansión inicial para llegar a un valor cŕıtico y ser contraido asintoticamente. Entre
los distintos escenarios, cabe destacar que no es un comportamiento recurrente el comienzo del
universo desde una singularidad; es más, al mirar la publicación [40], la cual regulariza posibles
singularidades futuras en modelos cosmológicos, se ha encontrado que en nuestros resultados
no hay tales singularidades futuras.

Un aspecto importante que se debe mencionar acerca del dilatón, es que modula una dinámi-
ca aproximadamente inversa a la del factor de escala del espaciotiempo, lo cual es compatible
con un mecanismo dinámico de reducción dimensional. Con respecto al factor de escala del
espaciotiempo, a(t), cabe destacar que no es sensible al parámetro k = −1, 0, 1 bajo ningún
escenario, lo cual implica que con la evidencia cosmológica de la expansión acelerada del uni-
verso no es posible detectar el tipo de curvatura que este posee (plano, abierto o cerrado). El
único campo que depende de k es la parte completamente antisimétrica de la torsión cuatro-
dimensional: f(t). Por su parte, f(t) se vuelve imaginaria en ciertos peŕıodos de tiempo (vease
la Ec. (5.97)), lo cual restringe aun más el espacio de parámetros con tal de imporner una
condición de realidad sobre f . Esto nos permite establecer un criterio para distinguir entre
universos abiertos, planos y cerrados. Sin embargo, la evidencia experimental [41] nos dice que
el universo es plano, de modo que es válido restringirse al caso cuando k = 0 y aśı encontrar
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la condición de realidad sobre f(t), esto es,

3α1 ±
√

6∆ ≥ 0 y α2 > 0

o
3α1 ±

√
6∆ ≤ 0 y α2 < 0,

siendo estas condiciones añadidas a las ya estudiadas en cada caso. En tal caso, k = 0, se aprecia
que el comportamiento que más se asemeja a nuestro universo, es decir, una singularidad inicial
seguida de una expansión acelerada, es el caso cuando u− = 0 con α2 < 0 (vease la Fig. 5.4).
De esta forma, se puede concluir que la consideración de una dimensión espacial extra y de la
torsión, es clave en estos resultados, de forma que se pueda prescindir a priori de la enerǵıa
oscura y tener a la vez una fase de expansión acelerada. Además, este resultado es respaldado
por la interpretación que se le da a la Ec. (5.110), cuyo dual de Hodge nos entrega la ecuación
de Einstein. De esta forma, al considerar el contenido de materia y enerǵıa como un fluido
perfecto, la 3-forma de enerǵıa-materia (sin duda inducida por los grados de libertad que
vienen de la dimensión extra y la torsión) nos entrega una presión y densidad de enerǵıas no
definidas positivas, tal como se espera de un universo con fase de expansión acelerada.

Una de las principales virtudes de haber considerado la teoŕıa de Lovelock-Cartan como
base, es dar la posibilidad que investigaciones futuras sean construcciones correctamente gene-
ralizadas de la Relatividad General. De esta forma, próximas investigaciones que resultaŕıan
interesantes son, por ejemplo, el estudio en más dimensiones con topoloǵıas isomorfas al ćırcu-
lo (donde se podŕıa estudiar como el espectro de campos va apareciendo), considerar otros
tipos de ansatz para la métrica cuatro-dimensional (como agujeros negros, o bien donde la
condición de isotroṕıa y homogeneidad es relajada), o el estudio de la teoŕıa en el punto de
Chern-Simons que deja paso a una gama de posibilidades. Incluso el estudio de la acción de
Lovelock-Cartan con el fin de hacer fenomenoloǵıa, en la cual puedan ser incluidos fermiones
en cinco dimensiones, podŕıa ser un área muy nutrida en f́ısica.
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Apéndice A

Vectores de Lie para la Métrica
cinco-dimensional

El presente apéndice es dedicado al cáculo de los vectores de Lie, es decir, aquellos vectores
en cuyas direcciones la derivada de Lie preserva la estructura métrica deseada. Recordemos
que se desea que los campos reducidos no dependan de las coordenadas de la dimensión extra,
ni por ende su variación. Esto queda plasmado en las Ecs. (4.17)

ĝµ̂ν̂ = ĝµ̂ν̂(x)

δĝµ̂ν̂ = δĝµ̂ν̂(x).
Para encontrar los vectores que manifiesten esta independencia de la coordenada de la

dimensión extra, se toma la Ec. (4.19)

δĝµ̂ν̂ = X̂ ρ̂∂ρ̂ĝµ̂ν̂ + ∂µ̂X̂
ρ̂ĝρ̂ν̂ + ∂ν̂X̂

ρ̂ĝµ̂ρ̂

y se expande en los ı́ndices µ̂ = µ, ξ y ν̂ = ν, ξ. De esto se extraen tres ecuaciones independien-
tes, la primera es para µ̂ = µ y ν̂ = ν

δĝµν(x) = X̂ρ∂ρĝµν + X̂ξ∂ξĝµν + ∂µX̂
ρĝρν + ∂µX̂

ξĝξν + ∂νX̂
ρĝµρ + ∂νX̂

ξĝµξ

= (X̂ρ∂ρĝµν)(x) + (∂µX̂ρĝρν)(x) + ∂µX̂
ξĝξν(x) + (∂νX̂ρĝµρ)(x) + ∂νX̂

ξĝµξ(x),
(A.1)

donde el segundo término en la primera linea ha sido cancelado debido a que los campos
reducidos no dependen de las coordenadas de la dimensión extra. Como esta variación solo
depende de las coordenadas del manifold base, entonces cada término debe hacerlo también, y
vemos que en la segunda linea se cumple explicitamente para cada término, a excepcíıon del
tercero y cuarto, pues en ellos se tiene ∂µX̂ξ. Es fácil notar que los vectores X̂ξ deben tener la
forma genérica

X̂ξ = λ(x) + cθ(ξ), (A.2)
con tal de que su derivada con respecto a las coordenadas del manifold base a lo más dependa
de estas últimas.

Un segunda ecuación se extrae de la elección µ̂ = µ y ν̂ = ξ

δĝµξ(x) = X̂ρ∂ρĝµξ + X̂ξ∂ξĝµξ + ∂µX̂
ρĝρξ + ∂µX̂

ξĝξξ + ∂ξX̂
ρĝµρ + ∂ξX̂

ξĝµξ

= (X̂ρ∂ρĝµξ)(x) + (∂µX̂ρĝρξ)(x) + ∂µX̂
ξĝξξ(x) + ∂ξX̂

ξĝµξ(x),
(A.3)

donde nuevamente en la primera linea se han cancelado el segundo y quinto término, puesto
que los campos reducidos no dependen de la coordenada de la dimensión extra. En la segunda
linea, el tercer término impone la misma condición que la encontrada en la Ec. (A.1), es decir, la

Francisca Gabriela Raḿırez Carrasco 81
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condición (A.2). Sin embargo, en el último término se tiene ∂ξX̂ξ que a lo más puede depender
de las coordenadas del manifold base, para esto solo se necesita que la función θ(ξ) = ξ. Luego
la condición (A.2) queda aun más restringida

X̂ξ = λ(x) + cξ. (A.4)

Finalmante, la última ecuación aparece al elegir µ̂, ν̂ = ξ, pero como se verá de ella no se
extrae alguna restricción adicional

δĝξξ(x) = X̂ρ∂ρĝξξ + X̂ξ∂ξĝξξ + ∂ξX̂
ρĝρξ + ∂ξX̂

ξĝξξ + ∂ξX̂
ρĝξρ + ∂ξX̂

ξĝξξ

= (X̂ρ∂ρĝξξ)(x) + 2∂ξX̂ξĝξξ(x),
(A.5)

donde en la primera linea el segundo, tercer y quinto término, son cero debido nuevamente a
que los campos reducidos no dependen de la coordenada de la dimensión extra.

Como ninguna otra restricción aparece sobre los vectores, vemos que su forma más general
es dada por

X̂ ρ̂ =

X̂ρ = Xρ(x)
X̂ξ = cξ + λ(x).

(A.6)

Estos serán llamados los vectores de Lie.
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