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Resumen

En el presente trabajo se estudia la posibilidad de considerar la expansion acelerada del uni-
verso como un efecto geométrico de un espaciotiempo cinco-dimensional, en el cual la torsion
es considerada distinta de cero. En virtud de obtener un resultado lo mas general posible, se
estudia la teoria de Lovelock-Cartan; sin embargo se encuentra que el término que incluye ex-
plicitamente a la torsiéon es un término topoldgico por lo cual no contribuye a las ecuaciones de
movimiento, siendo finalmente una teoria de Lovelock cinco-dimensional la que se estudia. En
la reduccién dimensional a lo Kaluza-Klein, se considera que la dimension extra es compacta
siendo un circulo, es decir, M5 — M, x S!; ademés se consideran sélo los modos cero de los
campos reducidos con el fin de estudiar el sector de baja energia. Como se trabaja en el forma-
lismo de primer orden usando formas diferenciales, los campos heredados de la dimension extra
vienen de la una-forma conexion de Lorentz la cual describe la estructura afin del manifold, y
de los uno-forma vielbein los cuales definen la estructura métrica y que son a la vez una base
ortonormal para el espacio tangente del manifold. Sobre esta teoria reducida se desea estudiar
el cosmos a muy grandes escalas, donde el espacio tri-dimensional se presenta homogéneo e
isotropico, es decir, donde se cumple el principio cosmologico. Para esto, se impone la ecuacion
de Killing sobre los campos a lo largo de los vectores que generan las isometrias (rotaciones y
traslaciones en el espacio). Luego de este ansatz las ecuaciones de campo presentan dos ramas
de soluciones, una donde se encuentra un punto de Chern-Simons, y la otra cuyas soluciones
modelan universos en expansion, contraccion y oscilantes, donde el tamafnio de la dimension
extra modulada por el dilatén hace la dinamica contraria del tamafo del espaciotiempo. Estas
soluciones son dadas para ciertas regiones del espacio de parametros.
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Notacion

En esta tesis se utilizara la siguiente notacion:

Los indices griegos con gorro i, 7, ... y sin gorro u, v... denotaran indices de difeomorfismo, los
cuales corren sobre todo el manifold sin reducir y sobre el manifold reducido, respectivamente.

Los indices latinos mayusculos A, B, C, ... y mintsculos a, b, c... denotaran indices de Lorentz,
los cuales corren sobre todo el espacio tangente al manifold sin reducir y sobre el espacio
tangente reducido, respectivamente.

La coordenada y el indice de difeomosfismo de la dimension extra son denotados por &,
mientras que el indice de Lorentz de la dimension extra es denotado por .

Los objetos tales como escalares, tensores, espinores, formas diferenciales, etc. que lleven un
gorro (R), pertenecen al manifold sin reducir, y los sin gorro al manifold reducido. .

Ademaés los objetos que lleven encima ~ denotaran la parte Riemanniana de tal objeto (R),
es decir, sin torsion.

La métrica Minkowskiana es del tipo fap = diag(—, +, ..., +).

El tensor de Levi-Civita es tal que €15 py1 = 1; v al fijar el tdltimo indice, es decir, el tensor
reducido, este queda como €4,4y. .ap+ = €ajay..ap-

Seran utilizadas las unidades naturales, es decir, A =1 = c.
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Capitulo 1

Introduccion

Gracias a los avances tecnoldgicos de las tltimas decadas en el area de la observacion as-
trondmica, se han realizado grandes hallazgos que han cambiado radicalmente nuestro esquema
fisico del universo. Uno de ellos es el descubrimiento de la expansién acelerada del universo,
hecho que otorgd el Premio Nobel de Fisica en el afio 2011 a los astrofisicos Saul Perlmut-
ter [1], Brian Schmidt y Adam Riess [2], los cuales comprobaron este fenémeno al observar la
luz proveniente de supernovas muy distantes. Otro descubrimiento proviene de la observacion
de las curvas de rotacion en galaxias espirales, donde se extrae que el perfil de velocidades en
las estrellas no son las esperadas. La teoria predice que la velocidad de rotaciéon disminuye a
medida que aumenta la distancia desde el centro de la galaxia; sin embargo, se observé [3] que
a partir de una cierta distancia desde el centro, la velocidad de rotaciéon se mantiene cons-
tante. De esta misma forma, lo que predice la teoria solo considerando la materia observable,
no concuerda con lo observado respecto a la evolucién y forma de las estructuras cosmicas
(galaxias y agrupamientos de galaxias, en general la distribucién de la radiacién de fondo de
microndas) [4]. Todas estas observaciones han dado paso a sugerir la existencia de lo que se
conoce como el sector oscuro, el cual tiene dos componentes: la energia oscura y la materia
oscura, cuyo sufijo hace referencia a que este contenido de energia y materia no emite radiacion
electromagnética. La energia oscura fue postulada con el fin de explicar la expansion acelerada
del universo, ya que es el iinico candidato que podria generar una presién negativa. En cambio,
la materia oscura explica la formaciéon de estructuras césmicas y las curvas de rotacién en las
galaxias espirales.

Para explicar estos fendémenos, se tienen tres opciones: una de ellas es modificando el conte-
nido de energia y materia del universo, dejando intacta la teoria de Einstein; la otra es hacer lo
contratrio, dejar intacto el contenido de materia y energia modificando la teoria Einstein; y la
tercera opcion es modificar ambas. En esta investigacion se optara por la tercera opcion, donde
se consideraran modelos que extienden la teoria de Einstein a mas dimensiones y tomando en
cuenta mas términos, con el fin que en la teoria reducida aparezca el nuevo contenido de energia
y materia oscura. En la practica, asi es como una amplia gama de nuevas teorias gravitacionales
han sido exploradas con el fin de obtener los mismos resultados, sin tener que anadir “a mano”
el sector oscuro. Por supuesto todas estas nuevas teorias deben ser generalizaciones de la teoria
de Einstein, ya que esta logra reunir una serie de cualidades que no pueden ser dejadas de lado,
esto es su poder predictivo, su consistencia y elegancia matematica.

De esta forma, el presente trabajo de tesis nace del estudio de teorias gravitacionales que
han generalizado todas las propiedades deseadas de la Relatividad General. Tales propiedades
que deben ser heredadas desde la Relatividad General son las siguientes. Las ecuaciones de
movimiento generadas son siempre hasta segundo orden en la métrica, ya que en caso contrario
no es posible determinar univocamente el campo gravitacional para cada instante desde su
espacio de configuraciones con condiciones iniciales establecidas. También se desea conservar la
invarianza tanto bajo transformaciones generales de coordenadas, como bajo transformaciones
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1. INTRODUCCION

locales de Lorentz. Y por supuesto en cuatro dimensiones se debe obtener, adicionalmente
a la nueva fisica, los fendmenos ya conocidos. Estas propiedades se satisfacen en la teoria de
Lovelock-Cartan [5], teorfa gravitacional en la cual nos enfocaremos durante esta investigacion.

Cabe destacar que la teoria de Lovelock-Cartan, considera la idea del matematico francés
Elie Cartan de considerar las nociones de metricidad y paralelismo como conceptos comple-
tamente independientes. De esta forma, esta investigacion considera el formalismo de primer
orden usando formas diferenciales, en el cual las propiedades metricidad y paralelismo, quedan
definidas respectivamente en el marco movible (vielbein) y en la 1-forma conexién de Lorentz.
Por su parte, los 1-forma vielbein llevan codificada toda la informacién referente a la métri-
ca, en cambio la 1-forma conexién permite definir una derivada covariante para la teoria. La
ventaja de trabajar con las formas diferenciales es que al usar la 1-forma derivada exterior, sin
usar el operador dual de Hodge, las ecuaciones hasta con primeras derivadas quedan asegu-
radas. Adicionalmente, dado que estos campos son tratados como independientes, a partir de
las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan se calculan la 2-forma curvatura y la 2-forma
torsion; de modo que en la teoria de Lovelock-Cartan, los términos en la Accién se construyen
a patir de los vielbein, la 2-forma curvatura y la 2-forma torsiéon. Vemos que la conexiéon de
Lorentz no puede aparecer explicitamente puesto que ella transforma inhomogeneamente bajo
las transformaciones locales de Lorentz.

Es importante mencionar que la teoria de Lovelock-Cartan es a la vez una generalizacion de
la teoria de Lovelock [6], la cual constituye una primera generalizacién en dimensiones arbitra-
rias de la teoria de Einstein-Hilbert, en donde todas las propiedades deseadas se mantienen. La
diferencia en la teoria de Lovelock, es que ella considera que la torsion es identicamente igual
a cero, de modo que la 1-forma conexién depende de los vielbein. De esta forma, la teoria de
Lovelock posee solo términos generados en funcion de la 2-forma curvatura y los vielbein.

Una vez que la teoria gravitacional queda determinada, lo siguiente es preguntarse en que
dimensién se estudiara. Para entender mejor el escenario de las dimensiones extras, es necesario
conocer un poco de su historia. Entre los afios 1921 y 1926 los fisicos Theodor Kaluza y
Oskar Klein, publican una extensién de la Relatividad General a cinco dimensiones en la cual
logran unificar, si bien de manera no minimal, la Gravitacién con el Electromagnetismo [7,
8]. La idea geométrica detrds de este logro, es considerar que en realidad el universo estéd
compuesto de una dimension temporal y cuatro dimensiones espaciales, donde la dimension
espacial extra esta compactada en un circulo reflejando asi una simetria de gauge U(1) requerida
por el electromagnetismo. En dicha teoria cinco-dimensional, se tiene un tensor métrico de
quince componentes independientes en vez de las diez que se tienen en el espaciotiempo cuatro-
dimensional. En dado caso, es intuitivo suponer que diez de estas quince componentes deben
pertencer al espaciotiempo reducido, siendo en las componentes restantes que se introduce
el Electromagnetismo: cuatro de ellas para el potencial vectorial A* y una para el escalar ¢
conocido como dilatén.

A pesar de que el uso de las dimensiones extras ha sido una buena herramienta en el intento
de unificar distintas interacciones, no existe evidencia experimental de ella. Para sortear el
problema de que las dimensiones extras no han sido vistas, la teoria de Kaluza-Klein propone
la condiciéon de que estas deben ser compactas, peridédicas y de un radio lo suficientemente
pequeno; ademas deben ser ortogonales a cada punto del espaciotiempo, de modo que los
campos pertenecientes al espaciotiempo no dependan de las coordenadas de las dimensiones
extras. Considerando estos hechos, la presente investigacion se abocara a la exploraciéon de la
teoria de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones, siendo la dimension extra compactificada en




un circulo.

Cuando se imponen las condiciones mencionadas anteriormente sobre los campos pertene-
cientes al manifold cinco-dimensional, ya sea sobre la métrica, la 1-forma conexiéon o sobre
algiin campo de materia, lo que se obtiene es una descomposicion de Fourrier de dado cam-
po, siendo asi recuperados los campos en cuatro dimensiones, que ahora solo dependen de las
coordenadas del espaciotiempo. Sin embargo como la descomposiciéon de Fourier es infinita,
lo que se obtiene son infinitos campos cuatro-dimensionales masivos y un campo no masivo
correspondiente al modo cero de la serie de Fourier. Afortunadamente al reducir en circulos
o manifold isomorfos, la teoria de los modos cero se puede separar del resto de los modos
masivos sin perdida de generalidad. De esta forma, como es usual, solo se considerara el sector
no masivo de la teoria de Kaluza-Klein, ya que por una parte los calculos se simplifican y por
otra se espera que en los detectores sean lo modos no masivos los primeros en ser vistos.

Cabe mencionar que la importancia de la teoria de Kaluza-Klein radica en el hecho que da
paso a la exploracion de las dimensiones extras como una realidad fisica, cuya implicancia ha
sido que importantes teorias han considerado este escenario dentro de sus posibilidades, como
por ejemplo en las teorias de Cuerdas, Supersimetria y Supergravedad, o en los modelos como
el propuesto por Arkani-Hammed et al. [9,10], o por Randall y Sundrum [11,12].

Una vez que la reduccién dimensional queda establecida, el siguiente paso seria estudiar las
ecuaciones de movimiento. Pero sin una métrica del espaciotiempo cuatro-dimensional esta-
blecida, las ecuaciones quedan muy arbitrarias, pues falta fijar un ansatz para los vielbein y
la 1-forma conexién que se heredan de la reduccion dimensional. En este sentido, el presente
trabajo de investigacion se enfoca en la Cosmologia.

La Cosmologia trata del estudio del universo a grandes escalas, es decir, donde las distancias
son tan grandes que la estructura local del universo no influje: ya sean galaxias o agujeros
negros, a esta escala todo el espacio (note que solo se refiere al espacio y no al espaciotiempo)
es practicamente igual. Para llevar esto a la practica, se introduce el Principio Cosmoldgico, el
cual establece que a escalas cosmoldgicas el universo es isotropico y homogéneo. Por isotrépico
quiere decir que en cualquier direcciéon donde se mire, el contenido de energia y materia es
el mismo. Y por homogéneo quiere decir que independiente en que punto del universo se
esté observando, este también posee el mismo contenido de materia y energia. En términos
mateméticos el ansatz cosmoldgico, para todos los campos que conformen la teoria tratada,
implica que existe una isometria: rotaciones y traslaciones a través del espacio que preserven
la métrica. Esto es efectuado al exigir que la derivada de Lie de los campos en la direccion de
los vectores que generan esta isometria, sea cero.

El proposito de esta tesis, es estudiar una teoria gravitacional en cinco dimensiones, que logre
reunir todas las condiciones que se han mencionado anteriormente. De esta forma conseguir
una teoria reducida que logre heredar grados de libertad suficientes, de modo que al estudiar
la cosmologia parte del sector oscuro sea explicado. Con este fin en mente, la estructura de
tesis comienza con el Cap. 2 dedicado a la geometria diferencial, primero porque la Relatividad
General es un teoria geométrica, y segundo porque es la base matematica que sustentara
todo este trabajo. El Cap. 3 muestra los fundamentos de la Relatividad General, se presenta
el formalismo de primer orden usando formas diferenciales, luego se muestran los modelos
gravitacionales que seran tomados en cuenta en la investigacion: Lovelock y Lovelock-Cartan;
y finalmente se muestran los principios basicos de la cosmologia, y la eleccion particular de la
métrica que respete estos principios. Luego se sigue con el Cap. 4 dedicado a la compacficacion
a lo Kaluza-Klein, donde se muestra como reducir los campos en cinco dimensiones, y como los




1. INTRODUCCION

modelos gravitacionales del capitulo anterior se compactifican en un circulo. El Cap. 5, toma la
reduccién dimensional del modelo de Lovelock-Cartan, para introducir el ansatz cosmolégico
en los campos reducidos, con el fin de resolver las ecuaciones de movimiento y analizar posibles

soluciones.




Capitulo 2

Geometria diferencial

Debido al tecnicismo de este capitulo, la cantidad de conceptos y definiciones que aqui se
presentan, las siguientes referencias indican los libros utilizados en el estudio de la geometria
diferencial [13-16].

Durante el desarrollo de este capitulo, por simplicidad y puesto que no se estudiara aqui
la teoria reducida, se utilizard una notacién sélo con indices griegos sin gorro, indices latinos
mintsculos y objetos matematicos sin gorro.

2.1. Manifold

Lo primero que se debe estudiar para el desarrollo de cualquier teoria fisica es el espacio
en donde se desenvuelve tal teoria. Por esta razon son necesarias algunas definiciones bésicas
para sentar las bases de la geometria diferencial, la cual fundamenta la teoria de la Relatividad
General (teorfa basica que se utiliza en el presente trabajo de tesis) y ademéa es una poderosa
herramienta para el estudio de dimensiones extras.

Definicion 1. Un manifold diferenciable m-dimensional, M, es aquel que cumple con las
siguientes condiciones:

(i) M es un espacio topoldgico

(it) M es dotado con una familia de pares (Us, ¢;)

(1ii) U; es una familia de conjuntos abiertos que cubren M esto es, [I;U; = M. Y p; es un
mapa homeomorfo desde U; a un subconjunto abierto U] de R™

(v) Dados U; y U; tales que U; NU; # @, entonces el mapa V;; = p; 0 goj_l desde ¢;(U;NU;) a
wi(U; N Uj) es infinitamente diferenciable.

El par (U, ¢;) es llamado carta, mientras que el conjunto {(U;, ¢;)} es llamado atlas. Desde
los puntos (i7) y (7i¢) se entiende que un manifold es localmente Euclideo. Y desde (iv) se tiene
que los puntos de M pertenecientes a U;NU; tienen asignados dos o mas sistemas coordenados,
en donde el paso de un sistema a otro debe ser suave.

Definicién 2. Un manifold producto M x N es dado por la composicién de un manifold M
(m-dimensional) con atlas {(Us, i)} y un manifold N (n-dimensional) con atlas {(V;,¢;)}.
El atlas del manifold M x N ((m + n)-dimensional) es dado por {(U; x V;), (¢i,¥;)}, al cual
pertenece el punto (p,q) dondep € M yqe N.

2.1.1. Mapas Diferenciales

Sea f : M — N un mapa desde el manifold M al manifold A/, de modo que un punto p en
M es mapeado a N como f : p— f(p). Y sean las cartas (U, p) € My (V,¢) € N. Entonces

FraNciscA GABRIELA RAMIREZ CARRASCO 5



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

f toma la siguiente representacién coordenada
Yofop t:RM 5 RV,

Considerando que los mapas ¢ y ¢ asignan M y N valores coordenados x* (1 < pu < M) al
punto p y ” (1 < v < N) al punto f(p), respectivamente, entonces si y = 1) o f o o~ '(x) es
infinitamente diferenciable, se dice que f es diferenciable en el punto p (z = ¢(p)). Cabe
destacar que la diferenciabilidad de f es independiente del sistema coordenado que se elije.

Definicion 3. Sea [ : M — N un homeomorfismo y (¢,v) las funciones coordenadas. Si

o fop™! posee inversa: o f~l o™ y tanto y =1 o fop T (x) como x = o fTloyT(y)
son infinitamente diferenciables, entonces f es un difeomorfismo, M es difeomdrfico a N

(M =N) y vice versa.

Se debe notar que ambos manifold deben tener la misma dimensién para que ocurra un
difeomorfismo. En este sentido se considera que ellos son equivalentes. Dicho de otra forma,
el difeomorfismo de un manifold a otro, es una manera de deformar suavemente un manifold
para transformarlo a otro, lo cual puede ser visto como un reordenamiento de los puntos que
lo conforman. Ademas, dependiendo de la cantidad y forma de las estructuras diferenciables
que posea un manifold, los difeomorfismos lo clasifican en clases de equivalencia.

2.1.2. Vectores

Primero se ha definido un espacio con ciertas propiedades, en el cual se podran construir
objetos de interes; ademés estos espacios (manifold) poseen una estructura diferenciable que
permite definir una funcién que mapea puntos a otro manifold. Por consiguiente corresponderia
preguntarse por la posible definicién de objetos como vectores. Sin embargo, como es posible
definir un vector en un espacio curvo?

Para responder a esta pregunta rigurosamente, es necesario un poco de formalismo. Sea un
manifold M-dimensional M y una curva ¢ parametrizada por ¢ en el intervalo abierto (a,b)
que contiene a t = 0 esto es, ¢ : (a,b) — M. Sea una funcién f : M — R. Se define entonces
un vector tangente en ¢(0) = p como la derivada direccional de una funciéon f(c¢(0)) a lo
largo de la curva c(t) en t =0

_ df(e(t)

X — 2.1
[f] 1t |t 0 ( )
que en términos de las coordenadas locales esto se lee como

Of dat(c(t))
Ozt dt

Esto puede ser entendido al definir al operador diferencial X = X*(9/0z"), donde las compo-
nentes son X* = dz*(c(t))/dt |;=0, que actua sobre f. Ahora bien puede existir un conjunto de
curvas que satisfagan igualmente estas condiciones, es decir, que en ¢ = 0 ellas coincidan en un
mismo punto p y que las derivadas direccionales evaluadas sobre este mismo punto generadas
por el mismo operador diferencial también sean iguales, de modo que este conjunto de curvas
estan en una clase de equivalencia. Luego todas las clases de equivalencias de curvas para el
punto ¢(0) = p € M esto es, todos los vectores tangentes en el punto p, forman un espacio
vectorial llamado espacio tangente de M en p denotado por T, M, cuyos vectores base son
dados naturalmente por e, = 9/0z*, donde 1 <y < M, llamada base coordenada. Finalmente

li=0 - (2.2)
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2.1. MANIFOLD

si se consideran los espacios tangentes de cada punto perteneciente al manifold y se forma una
unién disjunta con ellos, es decir,
™™ =[] LM
pEM
se tiene el llamado fibrado tangente en el cual habitan todos los vectores que son tangentes
a cada punto del manifold.

Cabe destacar que la existencia de los vectores es independiente de la base coordenada
elegida, de modo que se puede pasar de una base a otra. Por ejemplo, sea p € U; NU; donde las
coordenadas locales son respectivamente = = ¢;(p) y y = ¢;(p), entonces un vector tangente
al punto p es

0 0
X = XH = X" 2.3
ozt oy (23)
con 0/0x* = (Qy”/0x*)0/0y”. Por lo tanto las componentes se relacionan como
oy”
X" = Xr—. 2.4
e (2.4)

2.1.3. Uno-formas

Asi como se ha definido un estacio vectorial tangente 7, M, es posible definir un espacio
vectorial dual a T} M denotado por 77 M, llamado el espacio cotangente o fibrado cotangente
al punto p. En este espacio es posible definir el elemento w : T, M — R, llamado vector dual
o uno-forma. Un ejemplo concreto de uno-forma es el diferencial df = (0f/dx*)dz* de una
funcién f suave en M, cuya accién en un vector tangente V € T, M es

wOF

VISl = (dfV) = v

€ R, (2.5)

entonces una base para este espacio es dada naturalmente por dx*, la cual es ademas una base
dual puesto que se cumple
0 ozt
dx*, = = o, 2.6
< 8x”> ox? Y (2:6)

Del mismo modo que los vectores, las uno-formas tienen libertad coordenada esto es, sea
p € U; N U; tal que una uno-forma genérica w se puede escribir como

w = w,dz" = w,dy” (2.7)
donde = = ¢;(p) v y = ¢¥;(p), siendo de esta forma
ozt

I =w,=—. 2.8
Wy w#ayy ( )

2.1.4. Tensores

Para definir un tensor son necesarias las nociones de espacio tangente y espacio cotangente,
pues un tensor mapea elementos de ambos espacios a R. Entonces un tensor del tipo (g, r) es
aquel que mapea g elementos de Ty M y r elementos de T, M:

0 0
=T @@ - @di @ @de”. (2.9)
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Teniendo en cuenta como transforman los vectores y uno-formas, es sencillo deducir que un
(g, r)-tensor se puede escribir en otra base coordenada:

g O 0
/oy - L. s B . vy
B Do X Sy ®dz™ @ --- @ da™, (2.10)

considerando que 9/0x" = (Jy~i /0x#)d/dy* con i = 1,...,q y da¥i = (0x% /0y%)dy” con
7 =1,...,r, se obtiene la relacién entre las componentes del tensor en ambas bases coordenadas

T/al...aq _ T“l“'ﬂq ayal ayocq al‘yl 3xm- (2 11)
1By eeve 9o ce Dok 8y51 c. 8y/3f .
Luego como un tensor es un objeto multilineal, este puede actuar como un operador (las bases)
sobre ¢ uno-formas y r vectores, arrojando como resultado un ntmero.

T=T

2.2. Derivada de Lie

La derivada de Lie nos proporciona un camino alternativo y a la vez mas general que la
derivada usual (la cual requiere de una estructura métrica) que perminte el desplazamiento de
objetos por un manifold y también compararlos entre ellos, solo teniendo en cuenta nociones
basicas de geométria diferencial.

2.2.1. Flujos

Sea un campo vectorial X en M y sea x(t) una curva en M cuyo vector tangente es X |-

Dada una carta (U, )
dzt(t)
dt

donde z#(t) es la pu-ésima componente de ¥(x(t)) y X = X*9/dz".! Luego se define una curva
integral de un campo vectorial X como aquella que soluciona la Ec. (2.12) con condiciones
iniciales z#(t = 0) = zf.

Sea o (t, x¢) una curva integral de X, que pasa por el punto z para t = 0, siendo entonces
la Ec. (2.12) dada por

= X" (x(t)), (2.12)

dot(t, zo)

S5 = XKo" (1, 30)) (2.13)

con condiciones iniciales
(0, xq) = k. (2.14)
Definicién 4. Se define un flujo como el mapa o : R x M — M generado por X. Ademdas
un flujo siempre satisface
O-H(ta UV<Sa l‘O)) = O-H<t + s, ZE())7

Vt,s € R.
Teorema 1. Para algun punto x € M, 3 un mapa diferenciable o : R x M — M tal que
(i) 0"(0,2) = 2"
(7i) t — ot (t,x) es solucion de las Ecs. (2.13) y (2.14)
(iii) ot (t,o"(s,z)) = o' (t + s, x).

Uno se puede imaginar un flujo como una corriente estable, de modo que si una particula es
observada en el punto z para t = 0, esta serd encontrada en o#(t, z) para un tiempo ¢ después.

1Cabe notar que z es usada como un punto y como sus coordenadas.
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2.2.2. Derivada de Lie

Definido el concepto de flujo ahora es posible comparar dos objetos, como por ejemplo
vectores que viven en espacios tangentes diferentes sin tener que definir una estructura métrica.
Esto es, dado un flujo generado por un campo vectorial el cual especifica como evoluciona un
determinado punto p (recordar que cada punto en la curva integral define un vector tangente)
y permite mapear un objeto desde el punto p al punto p’ en donde habita el otro objeto y luego
como se encuentran en un mismo espacio tangente se pueden comparar.

Definicion 5. Sean ot (s,z) y 7"(t,y) dos flujos generados por los campos vectoriales X eY
que viven en el manifold M esto es,

da“(iz,x) = X"(o(s,x)) (2.15)
)] (2.16)

y sea el mapa inducido (0_¢)s : Ty ()M — T,M,? el cual toma Y en el punto x y lo mapea
al punto x' = o.(x), siendo € un pardmetro infinitesimal. Entonces se define la derivada de
Lie del campo vectorial Y a lo largo del flujo o generado por el campo vectorial X como

76*Y0'£E_YCC
PSRV (G 1) 4 P

e—0 €

(2.17)

Sin embargo la derivada de Lie se puede definir de otra forma por medio del bracket de Lie.
Este se define como

(X, Y]f = X[Y[f]] = YIXIF]] (2.18)

donde f es una funcién y por definicién X[f] = X*#9f/0x". Luego la derivada de Lie del campo
Y en la direccion X es

LxY =[X,Y] = (X", Y" —Y"9,X")d,, (2.19)

0
de aqui en adelante se usara la notacion E = 0,. Del mismo se puede definir la derivada de
x

Lie de una funcién, de una uno-forma o de un tensor arbitrario:

Lxf=X"0,f (2.20)

Lxw = (X"0,w, + w,0,X")dz" (2.21)

LxT = (XFO TGS — T 9, X — oo — TG, X% 4 TS 95 X 0.22)
o+ T 05, XM 00y ® -+ @ O, @ d2” @ -+ - @ da. '

2.3. Formas diferenciales

El entendimiento de las formas diferenciales, como operan y sus propiedades, es crucial para
el desarrollo del formalismo de primer orden que sera visto en Sec. 3.2.4, el cual serd la forma
de trabajo de la presente tesis.

2Un mapa suave f : M — N, naturalmente induce un mapa entre los espacios tangentes de M y N/, llamado “push forward”
definido como fi : TpM = TN
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Definicién 6. Una forma diferencial se define como una r-forma (de orden r) totalmente
antisimétrica, la cual corresponde a un (0,r)-tensor antisimetrizado en sus indices.

Debido a su forma completamente antisimétrica, las formas diferenciales no se pueden “mul-
tiplicar” de cualquier forma, asi es definido el producto cuna entre ellas como sigue:

Definicién 7. Se define el producto cuna N de r uno-formas, como el producto tensorial
completamente antisimétrico

Azt Ada2 A - Adat =Y sgn(P)da™™) @ dafv) @ - @ daP ), (2.23)
P

donde la suma corre sobre todas las posibles permutaciones. Ademds se ve que el producto cuna
permite definir una base para el espacio vectorial de las r-formas; de manera que un elemento
A de este espacio puede ser expandido como

1
A=—-A

Pl

dztt A Adatr, (2.24)

la cual constituye una forma diferencial.

También es posible “multiplicar” formas diferenciales de distinto orden, donde el resultado
sera una forma diferencial cuyo orden resultante es la suma de los érdenes de las formas
diferenciales del comienzo.

Definicién 8. Se define el producto exterior A\ de una q-forma A con una r-forma B como

ANB = (A, . pdx" N ANdat) A (B, dz”™ Ao Ada')

2.25
= (AppgBuyo, )da"™ A e Adate Ada™ A Ada' (225)

Finalmente se debe definir un operador que derive correctamente a las formas diferenciales.

Definiciéon 9. Se define la derivada exterior d como un operador que actua sobre una r-
forma diferencial, transformdndola en una r+ 1-forma. Sea la r-forma diferencial A, entonces
su derivada exterior es

1/ 0 )
dA = - (WAM...M)dx Adzht Ao A dat. (2.26)

Cabe notar que debido a que la derivada exterior es a su vez una forma diferencial, ella es
nilpotente
d* = 0. (2.27)

2.3.1. Integraciéon de formas diferenciales

En el desarrollo de los calculos del presente trabajo sera fundamental la integracién de
formas diferenciales, puesto que se trabajara con ellas siendo estéas los bloques fundamentales
de la teoria.

Orientacién

Como es comun en relatividad general, la realizacién de cambios de sistemas coordenados
dentro de un manifold es fundamental, por lo cual es necesario imponer condiciones entre las
distintas bases coordenadas que permita una integracion bien definida de objetos vinculados
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al manifold. Sea entonces un manifold M (m-dimensional) conectado diferenciable, donde el
espacio tangente para todo punto p perteneciente al manifold es expandido en la base {e,} =
{0/0z,} con z* las coordenadas locales en la carta U;. Sea otra carta U; que también cubre el
punto p, es decir U; NU; # 0, con coordenadas locales y” y con la base {e],} = {0/0y"}. Luego
el cambio de una base a otra es dado por

oz
65/ = aiyyeu. (228)
Finalmente ambas bases definirdn la misma orinetacién si
ox#
J:dt()>0, 2.29
ot (5o (229)

en caso contrario si J < 0 se dice que tienen orientaciones opuestas.

Definicién 10. Se define a una manifold M como orientable, si es que para todas las cartas
solapadas existen coordenadas locales tales que la condicion (2.29) se cumpla.

En un manifold orientable m-dimensional siempre es posible definir una m-forma que juega
el rol de elemento de volumen, y que por lo tanto hace de medida a la hora de integrar una
funcién sobre el manifold. Definamos este elemento de volumen como

v=uv(p)dz' A Ada™, (2.30)

donde v(p) es una funciéon que depende del punto p perteneciente al manifold.

Sea entonces la funcion f : M — R sobre un manifold orientable. La integracién de una m-
forma fuv dentro de una vecindad coordenada, esto es, dentro de la carta (U;, ¢;) con coordenada
x es dada por

J o= Fe @l @)det - dam (2:31)

Ahora que se ha definido la integracién dentro de una vecindad del manifold, se procede a
definir la integracion sobre todo el manifold M, pero para ello es necesaria la nocién de funcion
particion de la unidad.

Definicién 11. Sea una cubierta abierta {U;} de M, tal que cada punto p € M es cubierto por
un ndmero finito de U;. Si la familia de funciones diferenciables €;(p) satisface las condiciones

(ii) ei(p) =0 sip ¢ Ui y
(iii) e1(p)+ea(p)+-+- = 1Vp € M, la familia {e(p)} es llamada una particién de la unidad
asociada a la cubierta {U;}.

Vemos que desde la condicion (iii) es posible establecer que
flp) =" f(zilp) = 3 filp). (2.32)
Luego se puede definir la integral de cada f;(p) sobre U;, resultando su sumatoria la integral

sobre todo el manifold M
/. fo ) | o (2.33)
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Por otra parte si el manifold M es endosado a una métrica g, como sera visto en la siguiente
seccion, es posible definir un elemento de volumen que sea invariante bajo transformaciones de

coordenadas:
Qu =/ gldzt A-- Ada™ (2.34)

donde g es el determinante de la métrica y las coordenadas z* son de la carta (U, ). También
se puede definir la integral de la funcién f usando este elemento de volumen invariante

/M FQu = /M £/l g ldat - da, (2.35)

Esta integracion tiene la ventaja de ser también invariante bajo transformaciones coordenadas.

2.3.2. Dual de Hodge

Recordando la Ec. (2.23) la cual define una base para el espacio de las r-formas, vemos que
su dimension es dada por el nimero de opciones que se tiene para elegir el orden de la base,
donde una de ellas es do! A daz? A --- Ada”. De esta forma su dimensién es dada por

m m!
) e

Sin embargo, vemos que el espacio vectorial de las (m — r)-formas también posee la misma
dimensién, por lo cual al ser ambos espacios vectoriales de igual dimension generados a partir de
un mismo manifold m-dimensional M, entonces ellos son isomorfos. De esta forma, es posible
definir de manera natural un mapa lineal (isomorfico) entre ambos espacio, el cual es llamado
el dual de Hodge u operaciéon * de Hodge, que actua en la base de la r-forma

| g |

s (daft Ao Adat) = (=1l

ghahr dz" ' A A dxm7 (236)

Vr4+1'Vm

siendo e*#r, ., el tensor completamente antisimétrico separadamente en los indices supe-

riores e inferiores.

2.4. Geometria (pseudo-)Riemanniana

Como ya se ha visto, un manifold es un espacio topoldgico que localmente se parece a
R™, donde la existencia de sistemas coordenados suaves aseguran la realizaciéon de calculos
diferenciables en él. Ademas es posible adicionar otra estructura si al manifold se le endosa un
tensor métrico, el cual es una generalizacion natural del producto interno entre dos vectores en
R™ a un manifold arbitrario, o mas bien, en el espacio tangente de este manifold. A partir del
tensor métrico es posible definir una conexién afin, la cual permite comparar objetos (como
los vectores) que habiten en diferentes puntos del manifold, por medio del transporte paralelo.

2.4.1. Tensor métrico

El producto interno entre dos vectores X,Y € R™ es definido por X - Y = 37", X,Y;. Sin
embargo en un espacio curvo, el producto interno se define para cada espacio tangente.

Definicion 12. Sea M un manifold diferenciable. Se define una métrica Riemanniana g
en M como un campo tensorial del tipo (0,2), el cual satisface los siguientes aziomas para
cada punto p € M:

12
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(i) gp(X,Y) = gp(Y, X)

(i1) g,(X,X) > 0, donde la igualdad se cumple solo cuando X =0 con X,Y € T,M y g, = gl,-
Es decir, g, es una forma bilineal simétrica definida positiva. Si por otra parte g, satisface (i)
Y

(ii’) g,(X,Y) = 0 para todo X € T,M, entonces Y = 0. Se tiene que la métrica es pseudo-
Riemanniana.

Como g, es un mapa 1T, M ® T, M, se puede definir un mapa lineal g,(X,o) : T,M — R
por medio de Y — ¢,(X,Y). De este modo g,(X,e) se puede identificar con una uno-forma
wx € T;M; y similarmente una uno-forma w € 7 M induce el vector X,, € T, M por medio
de (w, X) = g,(X,,,Y). Y esto da origen a un isomosfismo entre 7, M y T>M.

La forma explicita del tensor métrico es obtenido al recordar que es un (0, 2)-tensor, y que
por lo tanto es expandido en término de las bases da* ® dx” como

9p = Guv(p)da* @ da”, (2.37)

donde usualmente (g,,) = ¢(d,,, 9,)" es considerada como una matriz, cuya (1, v)-ésima entrada
es la componente g,,,. Ademas (g,,) tiene inversa denotada por (¢g"), por lo cual se cumple
99 = g g = 47 Su determinante det(g,,) es denotado por g, y el determinante inverso
det(g") =g ".
Con esta forma de expresar a la métrica en mente, el isomorfismo referido anteriormente se
escribe como
wy = guX", X' =g"w,. (2.38)

Al recobrar la definicion de la métrica como una distancia infinitesimal al cuadrado, o
elemento de linea, esta se puede expresar como?

ds? = gp(daz"0y,,dz"0,) = g,(0,, 0,)da"dz” = g, datda”. (2.39)

Como (g,,) es simétrica al diagonalizarla se obtienen autovalores reales, los cuales pueden
ser todos positivos (g es Riemanniana) o algunos de ellos pueden ser negaivos (g es pseudo-
Riemanniana). Si se tienen i indices positivos y j indices negativos, entonces el par (i,j) es
llamado el signo de la métrica. De aqui se tiene los casos particulares de métrica Euclideana
con (n,0) y de métrica Minskowskiana (o Lorentziana) con (n — 1, 1).

2.4.2. Vectores de Killing

Ahora que se ha definido el tensor métrico, se procede a definir los vectores de Killing,
pero antes es necesario mencionar lo que es una isometria, que como su nombre indica es una
transformacién que mantiene la métrica.

Definicién 13. Una isometria es un mapeo® f : M — M tal que preserva la métrica del
manifold M

I 91 w) = 9 (2.40)
0 €en CO?npOneneteS
oy> Oy’
(D) = gu(D). 241

3Por lo general p en guv es omitido.

4Sin embargo, en estricto rigor la métrica es un tensor g,,dz* @ dz¥.

5 Asf como se tiene el mapa inducido f« llamado “push forward” , el mapa f : M — N también induce otro mapa llamado “pull
back” el cual mapea entre los espacio cotangentes, esto es, f* : Tf*(p)N — Ty M.
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Con esta definiciéon en mente, se procede a definir los campos vectoriales de Killing o vectores
de Killing:
Definicién 14. Sea (M, g) un manifold Riemanniano y X un campo vectorial perteneciente

a M. Si un desplazamiento €X, con € un pardmetro infinitesimal, genera una isometria, el
campo vectorial X es llamado un campo vectorial de Killing.

Sea entonces la coordenada z* del punto p € M que es transformada a x* +X*(p) bajo un
desplazamiento. Si existe una funcion f : z# — x* + ¢ X*, tal que es una isometria, entonces
desde la condicién (2.41) se encuentra

Oz +eX*) d(af +eXP)
OxH Oxv
oxX“ 0x”
— [ s B
— (5u +¢ o > <5V +¢ e )ga@(x +eX)
B «
= (5355556*8)( Tl

" Qxv Y OxH
= gu(r+eX)+ €<3HX59M5(I +eX) 4+ 0, X Gaw(x + 5X)>
= G (x) + eXY0n gy (2) + €0, X Gpa + €0, X Gau,

() = Jap (2 + €X)

(2.42)

+ (’)(52)) Gos (@ + £X)

donde los términos a segundo orden en el parametro € son despreciados, y en la tltima linea
se a realizado la expansién a primer orden en e: g, (x +€X) = g, (2) +eX*0ng,u(x). De aqui
se obtiene la ecuaciéon de Killing

X0 (x) + 0, X*gua(x) + 0,X%gan (z) = 0. (2.43)

2.4.3. Transporte paralelo, conexién y derivada covariante

Como se ha visto anteriormente, es posible definir la derivada direccional de un vector, pero
como se puede notar no es posible definir naturalmente, desde la estructura deferenciable de
un manifold, una derivada direccional que actue sobre un tensor arbitrario. Tampoco se puede
usar la derivada de Lie ya que al depender de la derivada del vector que genera el flujo, no es
direccional. La pregunta es entonces como transportar tensores a lo largo de una curva en un
manifold.

Como ya se ha recalcado antes, dos vectores en diferentes puntos no pueden ser comparados
entre si ingenuamente, puesto que ellos viven en espacios tangentes diferentes. En el caso de
un manifold tipo R™, la derivada es facilmente definida de la manera habitual por medio de
un limite, donde un vector en el punto x es transportado naturalmente sin cambio, esto es,
transportado paralelamente al punto x + Axz. Pero en un manifold curvo, no es posible
hacer esto sin una estructura adicional que indique explicitamente como mover un vector para-
lelamente. Para construir esta estructura, sea V'|, 1A, un vector V|, que ha sido transportado
paralelamente desde x a x + Az. Para que esto sea asi se deben exigir dos cosas:

VM (x+ Az) — V() o< Azt (2.44)
(VF+WH (2 + Az) = V*(x + Azx) + WH(x + Ax). (2.45)

Para que esto se cumpla, la forma mas general que debe tener un vector transportado parale-
lamente es

V' (z + Az) = VH(x) — VA2)[" 5 (z) Az, (2.46)

14



2.4. GEOMETR{A (PSEUDO-)RIEMANNIANA

Luego se puede expresar de manera habitual la derivada covariante de un vector V' con
respecto a x”

Vi(x + Az) — V™ (z + Ax)

1 — - H H A B AT H v
Jim T Op= Jim —— (V™) + 0\VF AR — V() + VAT, Ax”) 9,
_ « A A _ A
= lim (V1) +VATy,) 9 = (9, V" + VAT, ) O
(2.47)

En el caso particular cuando I' es simétrica en los indices inferiores: I'*,, = I'%,,, v que ademéds
preserve la norma de un vector, I' es llamada conexion de Levi-Civita.

Ahora que se tiene una idea de como es una conexion, se puede definir de manera méas
formal la conexién afin.

Definicién 15. Una conexion afin denotada por V, es un mapa V : x(M) x x(M) —
X(M),b esto es, (X,Y) — VxY; la cual satisface las siguinetes propiedades:

Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ (2.48)
Vixv)(Z) =VxZ +VyZ ( )
Vix)Y = fVxY (2.50)
Vx(fY) = X[f)Y + fUxY. (2.51)

Entonces las funciones I‘AW llamadas los coeficientes de la conexién, son definidas por
Ve, =V e, = €>\F)‘yu- (2.52)

Recordemos que e, = 0, es la base coordenada del espacio tangente en M, los cuales especifican
como los vectores base cambian de un punto a otro. Sean V = Vte, y W = W"e, elementos
de T, M, entonces:

VvW = VIV, (WWe,) = V¥ (e, [W" e, + W'V, e,) = VHOWY + WA \)e,.  (2.53)

De manera similar se pueden duducir las derivadas covariantes de otros objetos de interes,
como la de una funcion f

Vxf = X[f] = X",f, (2.54)

o de una uno-forma w
Vixw = (X*Ow, — X'T? ,wy)da”. (2.55)

Entonces un tensor de rango arbitrario tendra tantos coeficientes de conexiéon con signo positivo
como Indices superiores, y tantos coeficientes de conexiéon con signo negativo como indices
inferiores. Ademads para el caso particular cuando X = 0, se obtiene para una tensor arbitrario:

VAT = QTR D WIS o DR P T
. I‘VuﬁqT/;{::;jap)aal R ® aap QdeP @ - @ daP. )

Dado que se ha definido la derivada covariante, a continuacion se da una definicion formal
del transporte paralelo.

6El conjunto de todos los campos vectoriales en M es denotado por x(M).
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2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Definicién 16. Dada una curva en una manifold M como ¢ : (a,b) — M, que por simplicidad
su imagen es cubierta por una sola carta (U, ) con coordenadas x = ¢(p), y dado un campo
vectorial

Xlewy = XH(e(t))Oulev), (2.57)

entonces si ocurre que X satisface la condicion
VyX =0 (2.58)

donde V = d/dt = (daz*(c(t))/dt)0.|cq) es el vector tangente a c(t), se dice que X es trans-
portado paralelamente a lo largo de c(t).

Desde la definicién de la conexion, la Ec. (2.58) se escribe en componentes como

dX* dz¥(c(t))
_ R S
a U T

X*=0. (2.59)
En el caso particular que sea el mismo vector tangente a la curva c(t) el que se transporte

paralelamente:
VvV =0, (2.60)

la curva c(t) es llamada geodésica, la cual es la curva mas “recta” posible en un manifold
Riemanniano. En componentes la Ec. (2.60) se lee:
d2z# da? da?

I - _o. 2.61
az U 7Y (2:61)

La covarianza de la métrica y la conexién métrica

Si se desea que el producto interno entre dos vectores sea conservado luego de ser transpor-
tado paralelamente, se debe demandar que la métrica sea covarientemente constante y con ello
se restringe consecuentememnte la forma de la conexién. Sea V' un vector tangente a una curva
arbitraria a lo largo de la cual vectores son transportados paralelamente, entonces la derivada
covariante de la métrica es

VV[Q(X, Y)] = VH[(vnngv Y) + g(vﬁX7 Y) + g(X7 VRY>]

2.62
= VEX1Y"(V,9) (262)

ns

donde por la condicién de transporte paralelo V. X = V.Y = 0. Y como esto debe ser cierto
para cualquier curva y vectores arbitrarios, se tiene:

(vng);w - 07 (263)

a/\g/u/ - FnAugm/ - FR}\VgH/L = 0. (264)

Asi se dice que la conexion afin V es una conexion métrica. Al hacer permutaciones ciclicas
en los Inidces (Auv) de Ec. (2.64) se obtinen las ecuaciones

a,ug)\y - Pﬂ/,wgn)\ - Im,u)\gm/ =0 (265)

8,,g)w - FKZ,/\gK‘u - Fny,ugn/\ = 0. (266)
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2.4. GEOMETR{A (PSEUDO-)RIEMANNIANA

Luego al hacer la combinacién de las Ecs. (2.64), (2.65) y (2.66), se obtiene
— G + Ougon + ugru + T NG + TG — 207 () Gor = 0, (2.67)
donde se define el tensor antisimétrico en los indices inferiores
T 5 =21y =T — T7 0 (2.68)

como el tensor de torsién, y donde por supuesto I'*(,,,) = 1/2(I"*,,, +1"%,,,). Desde la Ec. (2.67)
se puede despejar ',y para obtener

K K 1 K K
r (wv) — Q uv + §(Tl/ I + Tu V)7 (269)

donde %, es llamado los simbolos de Christoffel definidos por

1
an’ = igﬁ)\(_a)\g;w + 8ugu)\ + 8Vg)\u)' (270)

Finalmente, los coeficientes de la conexién son dados por la suma de su parte simétrica y su
parte antisimétrica:
I =Ty + T

1 (2.71)
=%, + i(T,,"u + 1,5 +T",.).
El segundo término de anterior expresion es llamada la contorsién:
1
KHW = i(Tvnu + Tunv + THMV)‘ (2'72)

Cabe especificar el caso particular cuando el tensor de torsion es identicamente igual a cero,
en dado caso la conexén V es llamada conexién de Levi-Civita.

2.4.4. La transformacién de la conexion

Para ver como transforman los coeficientes de la conexién, sean las cartas (U, ¢) y (V, )
tales que U NV # 0 y cuyas respectivas coordenadas son z = ¢(p) y y = ¢(p). Ademés sean
{e .} = {0/0x"} y {fo} = {0/0x*} las respectivas bases coordenadas. Entonces la derivada
covariante de la base {f,} en la direccién de ella misma es

Vs =Daphy, (2.73)

donde I') 5 denota los coeficientes de la conexion con respecto a la coordenada y. Tomando en
cuenta la relacion entre las bases coordenadas f, = (0x*/0y“)e,, entonces se tiene

oz
Vifs=Vy, (ayﬁeu>

0%t oz Ozt
" ooy oy oy
o P Oz Ozt v
— <8yaayﬂ -+ 8y°‘ ayﬁ )\M> €y.

Ve, €y (2.74)

17



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Finalmente al comparar los coeficientes de la Ec. (2.73) con (2.74), vemos que los coeficientes
de la conexion de la coordenada y transforman bajo un cambio de coordenadas como

Oz Ozt Ay, 0*xv Oy

po, o 0000y, L Dt Oy
P By 9af oz M * Ay*oyP dxv

(2.75)

Cabe destacar como afecta la existencia del segundo término en la Ec. (2.75), pues es claro
que los coeficentes de la conexion no transforman como un tensor, sino que tiene una pieza
adicional. De esta forma se dice que los coeficientes de la conexion transforman inho-
mogeneamente.

2.4.5. Curvatura

Retomando el concepto de transporte paralelo, si se toma un vector en un punto p y se
traslada paralelamente a otro punto p’ por dos caminos diferentes, claramente habra una di-
ferencia entre los vectores resultantes en el punto p’, considereando que se tiene un manifold
distinto de R™. Esta diferencia es lo que nos da el concepto de curvatura.

Sean entonces los vectores U , V' y W, se define el tensor de curvatura de Riemman como

R(U, V, W) = VUVVW — VVVUW — V[U,V]W, (276)

el cual satisface
RU,V,W)=—-R(V,UW). (2.77)
Para obtener sus componentes, se hace actuar sobre las bases:
R"y, = (dz”, R(ey, ev€)))

= (d2",V,V,ex — V.,V ey)

= (dz", V,(I",xe,) — Vo, (I 0€5)) (2.78)

= (dz", (0.I"n)en + TTal? e, — (B 170 )ey — Tl une,)

=0, = 01" A + T 0y = T 01,
Vemos que el tensor es antisimétrico en los indices uv:

K K
R Ay = —R Avpe

Al contraer los indices se pueden construir dos nuevos tensores. Uno es el tensor de Ricci
definido como

R<U7 V) = <dl‘“, R(ella U7 V)> ’ (279)
que en componentes es
R, = R(e,,e,) = R (2.80)
El otro tensor se construye al contraer todos los indices, es llamado la curvatura escalar
R = g" R(eu, e,) = g" Ry (2.81)

2.4.6. Torsion

De manera intuitiva, se puede definir la torsién al considerar una curva definida en un
manifold la cual vaya mapeada al plano tangente en cada punto de la curva, la torsion seria
entonces el grado de giro o torcedura del plano tangente a lo largo de la curva. Recordar también
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que de manera mas abstracta la torsion puede ser entendida como la parte antisimétrica con
respecto a los indices inferiores de la conexion.
Sean los vectores U y V| se define entonces el tensor torsion como

T(U,V)=VyV — VU — [U,V], (2.82)

satisfaciendo
TWU,V)=-T(V,U). (2.83)

De igual manera que con el tensor de curvatura, sus componentes son
A — A
T, = <dx ,T(eu,ey)>
= (dz*, Ve, — Ve,
= (dz* T"e, — Te, )
— FA/J,V . F)\

(2.84)

2.5. Comentarios acerca de la geometria diferencial

Para concluir este capitulo, quisiera sefialar porque he dedicado tantas paginas a la geometria
diferencial en una investigacion cosmolégica. Primero se debe decir que la Cosmologia es uno de
los posibles enfoques que tiene la teoria de la Relatividad General, siendo esta tltima una teoria
geométrica que se hace del espaciotiempo. La teoria de la Relatividad General reinterpreta
los conceptos de espacio y tiempo colocandolos en un solo manifold, de modo que el tiempo
es un eje coordenado mas al igual que los del espacio. Pero no solo eso, sino que también
el manifold llamado espaciotiempo es dindmico puesto que se deforma, ya que la fuerza de
atraccion gravitatoria es reinterpretada como una geometria curva en la cual los objetos masivos
curvan al espaciotiempo. Con todas estas nociones fisicas que genera la Relatividad General, es
imposible concretarla sin el uso de la geometria diferencial como pilar fundamental. Como ha
quedado manifiesto a lo largo de este capitulo, la geometria diferencial permite la generalizacion
del célculo tensorial en espacios Eucliedeos a espacio curvos y torsionados (siempre y cuando
sean suaves) permitiendo definir transporte paralelo, mapeos, derivadas covariantes, productos
internos, integracion y toda clase de acciones que se realizan habitualmente en espacios planos.

En el siguiente capitulo, dedicado a los modelos gravitacionales, se utilizardn todas las
herramientas aqui mostradas. Partiendo con el principio de equivalencia (el cual sustenta a la
teoria de la Relatividad General) cuya formulacién matematica es basada en el concepto de
fibrado tangente, en el cual es posible fijar un sistema coordenado plano (en cada punto del
fibrado) que es localmente isomorfo al sistema coordenado curvilineo correspondiente a cada
punto del manifold. Y es este sistema coordenado (en el fibrado tangente) el que es llamado
localmente inercial en cada punto, permitiendo la concretacién matematica del principio de
equivalencia.
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Capitulo 3

Teorias Gravitacionales

3.1. Nociones basicas

A principios del siglo XX el fisico aleman Albert Einstein, propone la unificacién del espacio
y el tiempo al ponerlos en pié de igualdad en un solo manifold cuadri-dimensional llamado
espaciotiempo [17], sobre el cual ocurren los fenémenos fisicos. De esta forma, crea la Teoria de
la Relatividad Especial, la cual es fundamentada en la invarianza de la velocidad con que viaja
la luz, y que esta velocidad es la maxima con la cual puede viajar la informacién. Sin embargo,
esta teoria no es compatible con la interaccién gravitacional, ya que en la teoria Newtoniana
de la Gravedad, la interaccién gravitacional es transmitida de forma instantanea de un cuerpo
a otro, violando asi la velocidad maxima de transmision.

Para lograr conciliar la Gravitacion con los principios de la Relatividad Especial, Einstein
crea la teoria de la Relatividad General [18], como una generalizacién de sus ideas desde la
mecanica relativista a la gravedad, en donde la interacion gravitacional es interpretada como
una teoria geométrica del espaciotiempo. En esta teoria, la geometria plana es generalizada a
una geometria curva y dindmica para la descripcion del espaciotiempo, el cual tiene la propiedad
de ser deformado en presencia de materia. Con esto, la teoria de la Relatividad General logra
ser una teoria covariante de la Gravitacion, pués en ella no existen observadores privilegiados
al igual que en la Relatividad Especial.

3.1.1. Principio de Equivalencia de Einstein

El Principio de Equivalencia es el postulado que justifica la teoria de la Relatividad General,
ya que este permite establecer que la accién de un campo gravitacional sobre un cuerpo masivo,
no es distinguible a la de un movimiento acelerado. Esto permite generalizar el Principio
de Relatividad el cual establece la imposibilidad de distinguir el reposo de un movimiento
uniforme.

En nuestro diario vivir (sobre una regién suficientemente pequena en la superficie de la tierra
y en intervalos de tiempo suficientemente cortos) nos encontramos con que basta un geometria
plana para describir con suficiente exactitud sistemas fisicos, es decir, la Mecénica Relativista
es suficiente. Y esto se debe a que en regiones del espaciotiempo suficientemente pequenas,
el manifold cuadri-dimensional en el que los fenémenos se llevan a cabo es localmente plano,
siendo la geometria de Minkowski adecuada para su descripcion. De esta forma la relatividad
especial (donde la curvatura debido a la gravedad es despreciable) es suficiente. A continuacion
se presenta el Principio de Equivalencia [19].

Definicién 17. Para cada punto del espaciotiempo en un campo gravitacional arbitrario, es
posible escoger un sistema localmente inercial tal que en una region suficientemente pequena,
las leyes de la naturaleza son determinadas por la relatividad especial.
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3. TEORIAS GRAVITACIONALES

En términos practicos, la Relatividad General se formula en una Accién Gravitacional que
es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y de Lorentz locales. Por es-
te motivo es necesario conocer como los distintos campos que representan a las particulas,
transforman bajo estas transformaciones. A continuacion se presentan las transformaciones
locales de Lorentz, y luego las transformaciones generales de coordenadas en conexion con las
Secs. 2.1.2,2.1.3 y 2.1.4.

3.1.2. Transformaciones de Lorentz locales

Tal como el principio de equivalencia sugiere en un entorno suficientemente pequeno, una
métrica plana otorga la descripcién adecuada del espaciotiempo. Por esta razon, es necesario
establecer las transformaciones que dejan invariante a esta métrica. Ademas, es necesario ver
como los distintos campos transforman bajo estas; porque que los campos presentes en la
naturaleza, se definen segiin como transforman bajo distintas transformaciones, por ejemplo,
el potencial vectorial electromagnético es un vector bajo el grupo de Lorentz local, pero es un
bosén de gauge para el grupo U(1).

Vemos que las transformaciones que dejan invariante a la métrica plana, son el grupo de las
transformaciones locales de Lorentz SO(1, 3). Un elemento del grupo es representado matricial-
mente por A%, donde cabe recordar que sus indices estan definidos sobre el espacio tangente
del manifold Riemanniano (localmente plano). Entonces teniendo en cuenta la métrica plana
na = diag(—1,1,1,1), que describe la geometria del espacio tangente, se tiene que bajo una
transformacion local de Lorentz esta no cambia

Tab = nmn<A71>ma<Ail)nb~ (31)

A continuacion se definen los siguientes objetos segiin como transforman bajo el grupo de
Lorentz local :

Escalar. Por definicién un escalar es invariante bajo las transformaciones del grupo de
Lorentz local

o(x) = ¢ () = o(). (3-2)
Es importante destacar que las transformaciones de Lorentz locales solo actuan sobre los cam-

pos y no sobre sus argumentos.
Vector. Un vector transforma linealmente

Va(z) = V'(z) = A% V(2). (3.3)

Vector Dual. Como era de esperar, un vector dual tranforma linealmente con la matriz
inversa A~!

Wo(x) = W(z) = (AH)Pwy(z). (3.4)
Tensor. Un tensor del tipo (¢,7) tranforma con g matrices A y r matrices inversas A~

Tyt () — Téf,l,:;fq (2) = A%y -+ A% (A1), o (ATH)ry, T M (). (3.5)

r NNy

3.1.3. Transformaciones generales de coordenadas

Este grupo de transformaciones se refiere a un cambio arbitrario de las coordenadas: © — 2/,
y fueron introducidas en el Cap. 2, véase Sec. 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4. En las secciones mencionadas,
se mostrdé como vectores, uno-formas y tensores se pueden escribir en distintas bases coorde-
nadas. Cabe recalcar:
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Escalar. Un escalar ¢ codifica la informacién de un punto p en un manifold M a una
cantidad adimensional (como una funcién), y desde la Sec. 2.1 se deduce que un punto p
que pertenezca a dos parches U; N U; con coordenadas z# y x'** respectivamente, genera dos
representaciones del punto que deben describir una misma funcién o escalar

¢'(2') = ¢(). (3.6)
Vector. Un objeto que tiene un indice arriba V* transfoman como un vector
Vi) = ) (5.7)
)= —V"(x). .
oxV
Uno-forma. Un objeto con un indice abajo w), tranforman como un vector dual o uno-forma
ox”
w,(2") = @wy(m). (3.8)

Tensor. Al ser los tensores objetos mixtos, es decir, con indices arriba y abajo se tiene que
un tensor genérico Ty, /¢ transforma como

't Ox'ta P HxPr —

Lot (@) = e Ggen g o Lovet (1): (3.9)

vysUp

3.2. Modelo de Einstein-Hilbert

El modelo de Einstein-Hilbert, actualmente es el mas exitoso que explica la interaccion
gravitacional. Dentro de sus propiedades, se encuentra que las ecuaciones de movimiento son
hasta segundas derivadas en la métrica, es invariante bajo difeomorfismo y es invariante bajo
transformaciones locales.

La accién de Einstein-Hilbert [20] es dada por

1
SEH = ?/d[ll‘\/ —gR, (310)
K
donde en unidades naturales (c=1) K = 87G con G la constante gravitacional de Newton,
g =detg,,, y R el escalar de Ricci dado en la Ec. (2.81)
3.2.1. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas al variar la accién (3.10) con respecto a la
métrica, que es el inico campo independiente del cual dependen todas las demas cantidades

1
T / 2 [0,/ =gR + V=96,R]

(3.11)
= 0.
Veamos por separado la variacién de cada término
dgv/—g =19 \/—detgw,
=5 \/_5 det g,
(3.12)

-1
= qgg*§
2 =579" 9
_\/_

gmg"”
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El segundo término requiere un poco mas de trabajo pues se tiene
0;R = 049" R,
g g[g l//J' ] . (313)
= R,,09"" + g" 4R,

y desde la definicién del tensor de Ricci en (2.79), vemos que la variacién de este se complica:
5o R = 060,10 — 0,0, T\ + ST 1+ TA000, 07 — 0,12, 17, — T2 0,17, (3.14)

Para evitar este tedioso cédlculo, puesto que la conexién I' depende de la métrica, se presenta
a continuacién un pequenio truco al calcular la derivada covariente de 1" en los indices A y u:

V(0,12 ,) = 060,72 + T2 00,17 — T2 00,1, — T7,06,T2 (3.15)

y
V(8,000 = 0,0, n + T2 0,17 0 — 17,6, )5 — T73,,0,1%,, (3.16)

restando ambas derivadas se obtiene
V(0,02 0) = Vi (0,T%,0) = 0x6,T2 0 — 00,7 n + T2 00,17 — T2, 5,170

— TP 00T 4 T2, 0,1 (3.17)
que al comparar con la Ec. (3.14) vemos que son iguales, es decir,
g Ry = V(6,1 0) — V,u(5,T700). (3.18)
Luego la variacion del escalar de Ricci queda como
0gR = R0 + guy[vk(égFAuV) - Vu(‘;gFAw\)] (3.19)

= R,09" + Vp[gwdgrpuv - gpyégr/\vk]

donde se ha usado la covarianza de la métrica, esto es V,¢g"” = 0. Finalmente se pueden
reemplazar (3.12) y (3.19) en (3.11)

2/{ /d {
/ de { 9 0BG R+ =g Ru0g™ + ¥, (vV=g(¢" 0,17y — g?*5,T))
T 2 (3.20)

(V=) (6, T — g F*,,A)}
1
/da:4\/ { o — g,“,R} og + — /dx4V V—=9(g" 0,17 —gp“dgf)‘w\)]

donde se ha utilizado integracion por partes y la condicion de metricidad. En la ultima linea,
cabe notar que el segundo término es de borde, y recordando que por definicién al variar con
respecto a un campo esta variacién evaluada en los bordes es cero: dg,,, = 0, entonces el término
se anula. Luego para que la igualdad de estas ecuaciones se cumpla, se tiene que

1
R,ul/ - gg,uz/R =0 (321)

las cuales son llamadas ecuaciones de Einstein en el vacio, pues no se ha introducido en la
teoria un lagrangiano de materia. También desde aqui se define el tensor de Einstein como

1
2w R (3.22)

gm,ég‘“"R +V=9(Rudg"™ + V(g 6417 — gpyégr/\v/\»

G =R, —
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3.2.2. Tensor de energia-momentum

Todo lo anterior aplica para el vacio, por lo cual uno se pregunta que ocurre en presencia
de materia, es decir, como se ven afectadas las Ecs. de Einstein (3.21). Lo primero es presentar
una Accién de materia que sea genérica, esto es, su contenido puede ser bosénico o fermiénico.
Sea entonces [16]

Sar = / Ao/ =g L, (3.23)

con Ly el Lagrangiano de materia. Al querer incluir este término en las Ecs. de Einstein, se
debe variar con respecto a la métrica, y tomando en cuenta el desarrollo en (3.12) se obtiene

5,5 = [ d's (59\/_—9LM 4 w/_—gégLM>
= 5 [ @ty =g (gl — 25 )og” (3.24)

00w
1
= —5/(14%'\/ _gTuuégw/a

donde se a introducido el tensor de energia-momentum dado por

2 5SM 5LM
Ty = —— 2 g Ly — 22
g vV —9 5.9”” Guw M 59;11/

el cual describe el contenido de energia y materia de la teoria, que es covariantemente constante,
es decir

(3.25)

V*T,, =0, (3.26)

propiedad que se espera de un objeto que describa el contenido de energia-materia, de la cual
sabemos que no se crea ni destruye de manera global. De manera formal, esto viene del teorema
de Noether como se demuestra a continuacion. El lagrangiano de materia es invariante frente
a traslaciones espaciotemporales, es decir

ot 2t = ot 4 e (3.27)
ozt = et (3.28)

donde € es un parametro infinitesimal constante. Recordemos entonces el teorema de Nother
el cual establece que siempre que exista una simetria en el Lagrangiano existird una ley de
conservacion. Al considerar un Lagrangiano que dependa de algtin campo ®¢, el teoréma de
Nother establece que
T, = OLY 0, L 3.29

W_WV = Gl (3.29)

siendo estonces cumplida la condicién (3.26).
Otra propiedad del tensor de energia-momentum es su simetria en los indices, es decir,

T =T, (3.30)

puesto que viene contraido con la métrica (que bien sabemos es simétrica) como se aprecia
en (3.24).
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3.2.3. Constante cosmoldgica

La constante cosmolégica es la densidad de energia caracteristica del espacio vacio [21], la
cual debe ser isotropica. En términos de una accion que represente esta densidad de energia,
se necesita que sea invariante bajo Lorentz Local, bajo difeomorfismos, y que al obtener las
ecuaciones de campo, se genere un tensor de energia-momentum del vacio que refleje la iso-
tropia. El candidato que cumple estos requisitos es una constante que se agrega a la Accion de
Einstein-Hilbert

S = ;ﬁ / dla/—g[R — 2A, (3.31)

donde A es la constante cosmoldgica. Al considerarla, las ecuaciones de movimiento gene-
radas son

1
ij — §gm,72 + Ag/“, =0 (332)

Esta constante fue inicialmente introducida por Albert Einstein con el fin de considerar un
modelo estatico del universo, pues en ese entonces no se sabia que el universo se expande; sin
embargo luego retird la constante debido a que las nuevas observaciones astronémicas sugerian
un universo en expansién. Actualmente, la constante cosmoldgica se ha medido arrojando un
valor de A ~ 107°2m~2 [22]. Sin embargo, su valor experimental no concuerda con el valor
predicho por la teoria cuantica de Campos, la cual predice un valor extremadamente alto,
teniendo una diferencia de ciento veinte ordenes de magnitud. Este problema ha sido llamado
“la peor predicciéon en la historia de la Fisica”, implica que no existe una manera natural de
predicir un valor tan mintusculo desde la fisica de particulas. Es decir, las dos grandes teorias
que rigen al universo: Relatividad General y el Modelo Estandar, no encuadran en ciertos
rangos de energia.

3.2.4. Formalismo de primer orden en términos de las formas diferenciales

En los calculos de las secciones anteriores vemos que, a pesar de la simpleza de la accion
de Einstein-Hilbert, la cantidad de indices que aparecen en el desarrollo de las ecuaciones de
movimiento, complican su manipulaciéon al ir considerando més términos o méas dimensiones.
Ante esto, es de gran ayuda considerar el formalismo de primer orden [16,23,24], llamado
asi debido a que las ecuaciones de campo son ecuaciones diferenciales de primer orden.

En la geometria (pseudo-)Riemanniana, considerada en la Relatividad General, todo queda
determinado por la métrica, tanto la propiedad de metricidad como el paralelismo, es decir, la
conexion queda definida en funcion del tensor métrico. Sin embargo, es posible reinterpretar
la geometria diferencial al considerar que las nociones de metricidad y paralelismo son inde-
pendientes, existiendo asi un campo que representa a cada una; de esta forma al calcular las
ecuaciones de campo, estas son de primer orden en las derivadas. Adicionalmente, conviene
trabajar con el formalismo de primer orden usando formas diferenciales ya que, debido a sus
propiedades, el calculo se simplifica aun mas. Los campos idoneos para esta tarea, se presentan
a continuacion.

La metricidad es representada por los vielbein o marco tangente que, tal como se mostro
en la Sec. 2.1.2, definen una base ortonormal para el fibrado tangente, ademas los vielbein
depende de las coordenadas, y son a la vez un mapa entre el manifold y su fibrado tangente.
Por otra parte, el campo que representa al paralelismo es la llamada conexién de espin o
de Lorentz, la cual permite definir una derivada covariante en el fibrado tangente. Una de las
propiedades de estos campos en su version de forma diferencial, es decir, los 1-forma vielbein y
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la 1-forma conexién de Lorentz, es que, por construccion, son invariantes bajo transformaciones
generales de coordenadas debido a que sus indices de difeomosfismo estan contraidos.

Por medio de las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan se puede construir, a partir de
los 1-forma vielbein y la 1-forma conexion, la 2-forma curvatura y la 2-forma torsion las cuales
definen propiedades geométricas generales. Estas formas diferenciales, junto con el vielbein y
la conexion, son los ingredientes basicos para la construccion de acciones gravitacionales que
sean invariantes bajo tranformaciones de Lorentz local y bajo difeomorfismos.

Si bien, desde el punto de vista matemético el razonamiento explicado anteriormente no
tiene falencias, es el Principio de Equivalencia el que permite una justificacion fisica basado
en la observacién empirica del uso del formalismo de primer orden (basado en las formas
diferenciales) en la Relatividad General.

A continuacién, en las siguientes secciones, se dan definiciones formales de estos objetos.

3.2.5. Vielbein

Debido al principio de equivalencia, para cada punto p perteneciente a un manifold M,
se puede encontrar un set de coordenadas (* con a = 1,2,....,m (m = dim(M)) que sean
localmente inerciales a cada punto p. De esta forma, es posible definir la métrica del manifold
curvo M en funcién de una métrica plana, es decir,

G () = Nape” u(2)e" (), (3.33)

donde 7,, = diag(—, +, +, ...) corresponde a la métrica de Minkowski y donde los vielvein son
definidos como
_ o

a
e’ () = .
u() Oxt
Cabe notar que, como la métrica plana 7, es constante, toda la informacién de la métrica g,

queda codificada en los vielbein. Por otro lado, debido a la invertibilidad de la matriz e®,, es
posible definir los vielbein inversos dados por

(3.34)

E () = nag"” (z)e’, (z), (3.35)

tal que se cumple
E e, =", (3.36)
E e, = 6%. (3.37)

Cabe destacar que los vielbein son objetos hibridos puesto que al tener dos tipos de indices,
tranforman bajo difeomorfismos y Lorentz local:
Transformaciones generales de coordenadas, donde transforman como un vector co-
variante
ox”

e’ (x) = €y(a’) = weay(x)

Transformaciones de Lorentz local, lo que seria un cambio de coordenadas inerciales
en el espacio tangente
a la __Aa b
(@) = ¢, (2) = A%l u(2).

Ahora con los vielbein y su inverso definidos, se introducen las 1-forma vielbein

e'(z) = e, (x)da" (3.38)
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el cual pertenece al espacio cotangente T (M), y sus 1-forma inversas

0

oxH’

las cuales pertenecen, por supuesto, al espacio tangente T),(M).
Se define el determinante de los vielbein como

E,(z) = E*(z) (3.39)

e = det(e”,),
que a partir de la Eq. (3.33) se relaciona con el determinante de la métrica como
e=+/—g.

Ademas los vielbein actuan explicitamente tomando objetos que viven en el manifold lle-
vandolos a su espacio tangente o al revés. Por ejemplo, al actuar sobre un vector se obtiene

Ve = e @)V (),

VH(z) = B (x)V°.

3.2.6. Conexion de Lorentz

Eli Cartan, propuso la direfencia entre las propiedades metricidad y afinidad. Ya que la me-
tricidad hace referencia a medidas de largos, angulos, volimenes o areas, en general medidas
de objetos localmente definidos en un manifold. En cambio la afinidad se refiere a las propie-
dades que permanecen invariantes bajo traslaciones o transformaciones afines, tales como el
paralelismo. En este sentido, es necesario definir una conexién que permita la existencia de
una derivada covariante sobre el fibrado tangente. Y por supuesto el grupo de simetrias que
actua sobre la estructura diferencial del fibrado tangente, son las transformaciones de Lorentz
local; de modo que la conexién es llamada apropiadamente conexion de Lorentz o de espin
wyu(x) . La 1-forma conexién de Lorentz es dada por

w(z) = wy,dat. (3.40)

la cual es, por supuesto, completamente antisimétrica.
En el lenguaje de las formas diferenciales, la derivada covariante es definida en el marco
tangente como el operador

D=d+ |w,] (3.41)

donde [,] denota que la 1-forma conexién va contraida en cada indice que posea el objeto a
derivar. Por ejemplo, sea el vector V¢ que vive en el fibrado, luego su derivada covariante es

DV® =dV® + w"V".
En el caso de un tensor F%, se tiene
DFab — dFab + waCFcb + waFac'

Similarmente que con la conexién afin en la Ec. (2.75), la conexién de Lorentz transforma
inhomogeneamente bajo una transformacion local

W (z) = A% (2) A% (2)wa(x) + A% (2)0, A (7). (3.42)
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3.2.7. Ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan

Ya con el marco tangente y la conexion de espin definidos, se debe proceder a definir los
objetos que nos entreguen informacion mas explicita acerca de las propiedades del manifold en
cuestion. Estos son la 2-forma curvatura y la 2-forma torsion, presentadas a continuacion.

2-forma curvatura

Recordando lo aprendido en la Sec. 2.3, gracias a la nilpotencia de la 1-forma derivada
exterior, al aplicar la 1-forma derivada covariante (3.41) al cuadrado sobre un vector (por
ejemplo), el resultado no es un operador diferencial actuando sobre el vector, sino un operador
algebraico

D2 = Dldo* + wyo']
— d[d¢a +wab¢b] +wab[d¢b+wbc¢0]
= dw'¢" — w"d" + W + Wy AW’
= [dw + W’ A W),

(3.43)

siendo entre los paréntesis de corchete en la tltima linea lo que se difine como la 2-forma
curvatura:
R = dw®y + W N w. (3.44)

Esta ecuacién es conocida como la segunda ecuaciéon estructural de Maurer-Cartan.
Escrita como forma diferencial queda

1
Rab = §Rabuydl"u A dx”. (345)

Desde aqui se puede ver como se relaciona con el tensor de Riemann Rj,

1
RY, = ie“aeb/gRo‘ngx“ A dx”. (3.46)

2-forma torsién

Solo es posible la construcciéon de un objeto méas que sea completamente independiente de
la 2-forma curvatura, lo cual es dado por la imposibilidad de construir formas diferenciales
solamente en funcién de los vielbein y sus derivadas exteriores, asi como la 2-forma curvarura
fue construida en funcién de la conexién de espin y su derivada exterior.! Entonces, a partir
de la derivada covariante de e®, se obtiene la 2-forma torsién:

T = De® = de® + w®, A e’. (3.47)

Vemos que la 2-forma curvatura, a diferencia de la 2-forma torsion, no esta definida como la
derivada covariante de algin objeto.

3.2.8. Relaciéon entre I' y w

Como se ha visto anteriormente, la 2-forma curvatura puede ser definida tanto en el siste-
ma general coordenado, como en el marco tangente, respectivamente véase en las Ecs. (2.78)

1Esto es asi, debido a la asimetria entre los vielbein y la conexién, pues los vielbein transforman localmente como vectores y
no como conexién.
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y (3.44). Sin embargo, ambas definiciones corresponden a un mismo objeto geométrico, esto es
la curvatura. Con esto en mente, es logico pensar que las conexiones I' y w definidas en ambos
sistemas (general coordenado y tangente) se transformen una en la otra y vice versa [16], es
decir, ellas estan intimamente relacionadas. A continuacién se muestra un par de teoremas que
muestran como transforman entre ellas.

Teorema 2.

w =e", , VE/" (3.48)
= e dE + e T, By ’
donde IT'*, = T'*,,dz®.

Teorema 3.
I‘aﬂ = EaaDeaﬁ

3.49
= Eaadeaﬁ + Ea"‘w“bebg. ( )

3.2.9. Identidades de Bianchi
Estas identidades se satisfacen para cualquier par de 1-forma conexién y 1-forma vielbein.

Estas son

DT = R, A €”, (3.50)

DR = 0. (3.51)
La demostracién de la identidad (3.50) es:
DT* = D[de® + w®, A €]
= w Ade’ + dw® A e’ — w Ade’ + w A wy A el
= [dw® + W A WS A e
=R% A e’

(3.52)

Y la demostracion para la segunda identidad (3.51)

DR™ = D[dw™ + w*, A w®]
= dw®. A w? — w A dw® + W A dw® + Wl A dw®™ + Wy A w? A w? + Wby A w? A w
= dw. AN w” — dw®, AN w® + Wy A wl Aw® — wy Aw Aw®
=0.
(3.53)
Gracias a estas identidades, es posible notar que no existen otros objetos que se puedan de-
J

finir en funcion de los vielbein, la conexién de Lorentz y sus derivadas, que sean independientes
de las 2-forma curvatura y torsiom.

3.2.10. Revisita a la accién gravitacional en cuatro dimensiones

En esta seccién se presentara nuevamente la Accién de Einstein-Hilbert, pero esta vez usando
el formalismo de primer orden y se mostrara como pasar de un formalismo a otro. La accion
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de Einstein-Hilbert en formas diferenciales es dada por

_ a ab c d
SEH = (4_2)!/€adeR Ne Ne”. (354)

Como en el formalismo de primer orden se considera que e y w son independientes, se generaran
dos ecuaciones de movimiento independientes, las cuales se obtienen de variar la Acciéon con
respecto de ambos campos. Se varia con respecto a e, donde cabe recordar que la curvatura
no depende de los vielbein solo de la conexién de espin (ver la Ec. (3.44)), dando

% / 2 e R A € A e = 0, (3.55)

por lo tanto se tiene que
€abed R N €€ = 0. (3.56)

Al variar con respecto a la conexién se tiene
ab c d __
o | €upedd R NeC N e =0

E— / eabcd[déw“b + 20w%,, A wmb] A e A el

= / d[eabcdéw“b A e’ A ed] + 2; / eabcd[éw“b Ade A et + dw,, A wmb] Ae‘ A ed] 337
=203 / €abeddW™™ A [6%,dec N et + 6™ Wb, A e A el
de la cual se obtiene la ecuacion
€apea|0nde’ + w’, N e’] A e = 0. (3.58)

Desde esta ecuacion cabe destacar un punto muy importante. Vemos que desde (3.58) es posible
obtener algebraicamente la conexién de espin en funcion de los vielbein, lo cual nos dice que
en realidad ellos no son campos independientes como se habia supuesto. Esto puede implicar
que la torsion definida en (3.47) es identicamente igual a cero, como se suponia en la teoria
original de Einstein-Hilbert, 6 que queda completamente indeterminada. Lo cual significa que
no es necesario a priori imponer la condicion libre de torsion, pues ello se deduce desde las
ecuaciones diferenciales obtenidas desde las suposiciones més generales posibles.

A continuacién se muestra como la Ec. (3.56) es equivalente a las Ecs. de Einstein en
el vacio (3.21). Lo primero es tomar el dual de Hodge x a la Ec. (3.56) y expandir en sus
componentes

€abed ¥ (Rab N ec) = %0

Rab
€abed * ( 2mn e"Ne"'Ne‘ ] =0

€abed ab mnc (359)
— R mn P = 0
2(4— 3)! € e
Rabmn
—TEQdeEmnCpep =0.
Como esta ecuacién se debe cumplir para todo eP, se tiene
1
(_)(_>§Rabmn(1!5mnpabd) - 07 (360)

31



3. TEORIAS GRAVITACIONALES

donde 5mnpabd = 5ma5nb5pd — 5mb5na5pd + 5mb5nd5pa — 5md5nbé‘pa + 5md5na5pb - (5ma5”d(51’b, de
modo que se obtiene
1
5(4Rpa — 267, R) =0, (3.61)
donde se ha definido R™,, = R*, y R%,, = R. Adema4s se puede bajar el indice p y considerar

que dgp = Nap, €stO es,

1
Rpo = 51paR = 0. (3.62)

Utilizando las propiedades de los vielbein inversos, se pueden transformar los indices de Lorentz
a indices curvos

1
Ry By = 29w By B/ R = 0. (3.63)

Finalmente, como esto se debe cumplir para cualquier marco tangente, se obtienen de esta
forma las ecuaciones de Einstein en el vacio

1
Ry = 59wR = 0. (3.64)

3.2.11. Logros de la Relatividad General

Si bien, a lo largo de estas primeras secciones se ha mostrado el mecanismo y las herramientas
que la Relatividad General utiliza, no se podria finalizar la seccién sin antes mencionar todos
los exitos que esta teoria ha logrado.

La primera comprobacién que tuvo la Relatividad General, fue durante los eclipses solares
en los anos 1919 y 1922, en donde se observo que efectivamente los rayos de luz provenientes
de otras estrellas se deflectan al pasar cerca del Sol; esto lo explica la teoria de la Relatividad
General puesto que el campo gravitacional generado por la masa del Sol curva al espaciotiempo
en sus proximidades. Tambien relacionado a la observacion estelar, se encuentra que la luz tarda
mas tiempo cuando atraviesa un campo gravitacional en comparaciéon a cuando no lo hay. Esto
fue descubierto por Irwin Shapiro en 1964 [25] gracias a los avances en la astronomia radar.

Por otra parte, la Relatividad General logra explicar la precesion de la érbita de Mercurio,
pues hace muchos anos que se conoce que el perihelio de Mercurio rota alrededor del Sol
cada tres millones de afos; no existiendo, hasta la invencion de la Relativdad General, un
teoria capaz de explicar consistentemente este fenoémeno. La teoria de Einstein logra predecir
la precesion de la érbita de Mercurio con un 0,5 % de precision.

Producto de la presencia de un campo gravitatorio, los rayos de luz que provienen de tal
campos sufren un corrimiento al rojo gravitacional,? el cual provoca que la longitud de onda
de la luz proviniente de campos gravitatorios aumente, o lo que es equivalente a que la energia
del fotén disminuya. Y este fenémeno solo es explicado gracias a la Relatividad General, ya
que se deriva desde las ecuaciones de Einstein aplicando la soluciéon de Schwarzschild de la
métrica, esto implica que el campo gravitacional debe ser considereble para que el efecto no
sea despreciable.

Si bien son muchos més lo logros alcanzados por la Relatividad General, quisiera destacar el
mas reciente ya que implica uno de los logros mas grandes del siglo XXI, esto es, la confirmacion
de las ondas gravitacionales el dia 11 de Febrero de 2016 [26,27] tras la observacién de dos
agujeros negros en fusion. Las ondas gravitacionales fueron predichas por Albert Einstein en
1916, las cuales consisten en una ondulaciéon del espaciotiempo que se propaga desde la fuente

2Este efecto es distinto al efecto Doppler Electromagnético, el cual es debido a la expansién acelerada del universo.
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gravitacional a todas las direcciones, esta se propaga en forma de onda a la velocidad de la luz,
y como toda onda estas transportan energia que se radia como ocurre de manera similar con
la radiacién electromagnética. Asi fue como la fusién de los agujeros negros produjo una onda
gravitacional de una magnitud tan cosiderable, que pudo ser detectada por los dos detectores
de LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory).

Considerando tal cantidad de aciertos, es que la Relatividad General es una de las teorias
mejor elaboradas. Sin embargo no concluye una teoria final para la Gravitacion, esto debido a
dos grandes fenémenos que no son explicados por la Relatividad General: uno de ellos es el valor
experimental del perfil de velocidades de las estrellas en las galaxias, ya que este no concuerda
con lo predicho por la teoria, y el otro (el cual es abordado por este trabajo de tesis) es debido
a la fase de expansion acelerada que acontece al universo. Sobre este tltimo punto, es necesario
aclarar que si bien la Relatividad General, por medio de la constante cosmoldgica, logra incluir
una fase de explansion acelerada, esta forma “puesta a mano” realmente no “explica” el porque
de la constante cosmologica. Pero a pesar de esto, debido a sus logros y a la forma en la que esta
estructurada en base a principios naturales, la Relatividad General debe seguir siendo tomada
en cuenta como la base principal de una teoria mas general que logre integrar los fenémenos
anteriormente mencionados.

3.3. Teoria de Lovelock y Lovelock-Cartan

3.3.1. Teoria de Lovelock

La teoria de Lovelock [6] surge de la idea de generalizar, a dimensiones arbitrarias, la teoria
de Einstein-Hilbert conservando todas la propiedades que ella posee. Debido a lo complejo
que se pueden volver los calculos al considerar dimensiones extras, el formalismo de primer
orden usando formas diferenciales aprendido en la Sec. 3.2.4, es 1til para generar un desarrollo
claro de la teoria. Ademas, esta metodologia nos entrega de manera natural, los ingredientes
bésicos invariantes bajo difeomosfismos por construccién: e® y w®. Por otra parte el uso de la
derivada exterior d,® gracias a su nilpotencia d* = 0, nos garantiza que se generen ecuaciones
de movimiento con primeras derivadas en los campos. Ademaés, la invarianza local de Lorentz
queda satisfecha al construir acciones que sean escalares de Lorentz, las cuales pueden ser cons-
truidas con el uso de los dos tensores invariantes de Lorentz: 14, v €4,...4,, l0S cuales permiten
contraer, subir y bajar indices. Finalmente, considerando que se desea integrar sobre espacios
de dimensiones arbitrarias, es decir D-dimensional, vemos que el problema queda resuelto al
construir D-formas diferenciales invariantes de Lorentz local con los ingredientes bésicos: e,
R T nuy €ay.ap- POT supuesto, la 1-forma conexién w® no puede aparecer explicitamente
en la accién, porque esta transforma inhomogeneamente bajo las transformaciones de Lorentz
locales, véase la Ec. (3.42).

Sin embargo, la teoria original de Lovelock se considera libre de torsion, es decir, la 1-forma
conexion se considera un campo auxiliar que depende del 1-forma vielbein, de modo que la
D-forma solo se construye con combinaciones de los ingredientes anteriormente mencionados a
excepcion de la 2-forma torsion. Entonces la extension natural de la teoria de Einstein-Hilbert
,es dada por el siguiente teorema:

Teorema 4. La accion mds general para la gravedad que no involucra torsion y da a lo mds

3Donde se excluye el uso del operador de Hodge *.
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ecuaciones de campo de sequndo orden en la métrica, es de la forma

Eﬁ(l))::jad S apLh, (3.65)

donde los a, son constantes arbitrarias y L, es dado por
Lr=cgapRY A+ AR N @20 A LN P, (3.66)

A modo de ejemplo, la accién de Lovelock en 4 dimensiones es
Sp(4) = / €aped|ape’e’e‘e’ + a;R%e‘e? + agRabRCd], (3.67)
M

donde se han omitido los productor cuna A por simplicidad. Vemos que no solo el equivalente
al término de Einstein-Hilbert esta presente, pues se tiene también en el primer término el
equivalente a la constante cosmoldgica, y en el tercer término el Gauss-Bonnet, el cual es un
invariante topolégico conocido como el invariante de Euler cuatro-dimensional.

3.3.2. Generalizacion de la accion de Lovelock: Lovelock-Cartan

La teorfa de Lovelock-Cartan [5] es una generalizacién de la teoria de Lovelock, donde la
2-forma torsion es considerada distina de cero, es decir la 1-forma conexién tiene una pieza
adicional que no depende de los vielbein; y como la 2-forma curvatura depende de la 1-forma
conexion, sera diferente a la que aparece en la teoria de Lovelock. Ademas, en esta teoria se
incluyen términos explicitos en la 2-forma torsién.

Considerando que para construir la acciéon se necesita una D-forma diferencial donde todos
los indices de Lorentz estén contraidos y tomando en cuenta que la 2-forma torsiéon posee
solo un indice,* vemos que los tnicos términos (adicionales a los de Lovelock) que se pueden
construir son los siguientes

R,=RI A AR (3.68)
Vi=ey AREAN--- AR A e (3.69)
To=Tou ANRIA--- AR AT® (3.70)
Ky=Taw ANRIN---NRi™Ae. (3.71)

Vemos que también aparecen nuevos términos en funcion la 2-forma curvatura y los vielbein que
no estan en la serie (3.66). Luego, cualquier combinacion lineal de estos términos es invariante,
y se puede construir la siguiente serie lagrangiana en D dimensiones

[D/2]
Lio(D) =" a, L+ B.L5C, (3.72)
p=0
donde
CﬁC:le/\"'/\Rmr/\,];u/\"'Aﬂt/\vpl/\"'/\Vv/\lcth/\"'/\lchu (37?))

siendo 3, pardmetros y cuyos indices n = (mq, ..., My, N1, ooy Mgy D1y ovy Doy 14 -+, Q) SON tales que
se obtiene una D-forma.

4Al ser ser una 2-forma (es decir que su dimensién es dos) pero con un solo indice, no es posible construir términos como los
de la serie de Lovelock con la 2-forma torsién, ya que la cantidad de indices no coincidiria con la dimensién del término.
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3.4. Un poco de cosmologia

3.4.1. Principio cosmolégico

La cosmologia trata del estudio del universo a muy grandes escalas, de modo que el espacio
tri-dimensional puede ser considerado como homogéneo e isotrépico en cuanto a su distribucién
de materia y energia. Es decir, el universo para cada tiempo ¢ se debe ver igual en todas las
direcciones y en cada punto del espacio. Por isotrépico quiere decir que el tensor métrico
gij con i, = 1,2,3 (que define al espacio) es invariante bajo rotaciones en cada punto del
espacio tangente. Y por homogéneo quiere decir que g;; es también invariante bajo traslaciones
espaciales [28].

A partir de estos enunciados, se puede deducir que el tensor métrico Lorentziano cuatro-
dimensional separa la parte espacial de la temporal: M® — R x M®). Esto significa que el
elemento de linea se puede descomponer como sigue

ds* = —dt* + gy;da'da?, (3.74)
donde i,5 = 1,2, 3.

3.4.2. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Se requiere encontrar la parte espacial de la métrica cuatro-dimensional, g;; con i, j = 1,2, 3,
cuyas isometrias son las dadas por las del principio cosmolégico. Una forma de obtenerla, seria
calcular la ecuacion de Killing (2.43) en las direcciones de los vectores de Killing que generan
las isometrias, los cuales son los tres generadores del grupo de Lorentz local SO(3)

y los tres generadores del grupo de las traslaciones espaciales
Pl =1 — kr2o', (3.76)

donde el factor £k = —1,0,1 denota si la parte espacial del espaciotiempo es abierta, plana o
cerrada, respectivamente. Sin embargo, la métrica tri-dimensional también se puede encontrar
utilizando argumentos fisicos a partir del principio cosmolédgico, mas un poco de geometria. Lo
primero que da cuenta el principio comoldgico es que g;; = ¢;(t), es decir, la métrica espacial
solo puede depender del tiempo, puesto que si dependiera de las coordenadas espaciales se
violaria la homogeneidad. De esta forma, el elemento de linea (3.74) se puede escribir de
manera conveniente como

ds® = —dt* + a®(t)(;;dr'da’. (3.77)

Cabe notar que el manifold tri-dimensional descrito por esta métrica a lo mas puede tener
curvatura constante, ya que de otra forma no seria isotrépico y homogéneo. La geometria
nos dice que en cualquier dimensién solo existen tres tipos de manifold con curvatura a lo
mas constante: el manifold Euclideano R? con curvatura cero, la tres-esfera S® con curvatura
cerrada constante y el tres-hiperboldéide H? con curvatura abierta constante.

El caso méas simple es R3, donde se tiene que el elemento de linea es

dsfpyps) = —dt? + a?(t)d;;dx"da?, (3.78)

donde ¢;; es el delta de Kronecker.
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Para el caso de la tres-esfera y el tres-hiperboldide es un poco mas complicado llegar al
elemento de linea respectivo, por lo cual es necesario hacer un embebimiento [21]. Para esto, se
requiere considerar que el manifold tri-dimensional es un submanifold de un manifold cuatro-
dimensional A/ en el cual se embeben la tres-esfera y el tres-hiperboldide (y por supuesto
R3).

El elemento de linea para la tres-esfera embebida en el manifold ¥ es dado por
dsfpgs) = —dt* 4 a?(t)(0;;da’da’ 4 du?), (3.79)

con u la coordenada extra del manifold N*. Por supuesto se debe cumplir la ecuacién de la
esfera z2" 4+ u? = 1, desde la cual se puede despejar el diferencial du

dzpz® + zpda® + 2udu = 0 (3.80)
2xpda® + 2udu = 0 (3.81)
udu = —xpda® (3.82)
d k
duy = —— KT (3.83)

V1= zpxF’
donde u = /1 — 2%, Al reemplazar en el elemento de linea, se obtiene

(21, da®)? )

i (3.84)

ds%Rng) = —dt* + a*(t) (5ijdmidxj +
De manera similar, el elemento de linea del tres-hiperboléide H? embebido en N'® es dado

por A ‘
dsfp sy = —dt* + a®(t)(6;;da’da? — du?), (3.85)

donde se debe cumplir la ecuacién del hiperboléide x,x* — u? = 1. Al despejar el diferencial

du se obtiene

xpdak

que al reemplazar en el elemento de linea queda

i (zpdat)?
A2 0) = —dt? + a2(t) <5ijdm dz’ — W) (3.87)

Luego, estos tres elementos de linea (3.78), (3.84) y (3.87) se pueden resumir como sigue

i\2
2 142 2 10 (2:da’)

ds® = A + a(1) <5wdx W) (3.88)

donde k = —1, 0,1 para el tres-hiperboléide, para R? y para la tres-esfera, respectivamente. Pa-

ra hacer aun mas evidente las simetrias de este elemento de linea, conviene pasar a coordenadas
esféricas, donde es facil demostrar que

ijdz'da? = dr® 4+ r*(d6? + sin®(0)dy?)

r;dzt = rdr.
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Al reemplazar en (3.88), da el famoso ansatz cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) dado por

dr?
1—kr?

ds? = —df? + a2(t)( 26?2 sin2(6)dg02), (3.80)

donde a(t) es interpretado como el factor de escala. Desde aqui es facil extraer los 1-forma
vielbein

ds? = —(dt) @ (dt) + <a(t)\/1(ir7kr2> ® <a(t)ﬂ‘ir7krz> + (a(t)rdd) @ (a(t)rdo)

+ (a(t)rsin(8)de) ® (a(t)r sin(8)dy) (3.90)
=—(e") @ (") +(e) @ (') + (") @ (”) + (€) @ (€7),
donde se identifican

e’ =dt (3.91)

Loy dr 3.92

¢ =T (3.9

e’ = a(t)rdf (3.93)

e’ = a(t)rsin(0)dep. (3.94)

Los 1-forma vielbein aqui presentados seran utilizados en el Cap. 5, donde el ansatz de
FRW serd también impuesto sobre los campos heredados desde la reducciéon dimensional de la
1-forma conexién cinco-dimensional.

Para concluir esta seccion, se nombran los logros més importantes que la métrica de FRW
ha conseguido. Lo primero que se debe decir, es que la aseveracion en si de la isotropi y homo-
geneidad del universo a grandes escalas, esta respaldada por la evidencia experimental. Uno de
los logros mas destacados, es el sustento de las ecuaciones para la base del modelo cosmologico
estandar del Big Bang, siendo consistente con las observaciones hechas por los exploradores
espaciales COBE (Cosmic Background Explorer) [29] [30] y WMAP (Wilkinson Microwave An-
isotropy Probe) [31]. Y el otro logro mas importante, tratado en esta investigacion, es que al
considerar la constante cosmoldgica se logra obtener una presion negativa, la cual es necesaria
para explicar la fase de expansién acelerada del universo [1] [2].
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Capitulo 4

Teoria de Kaluza-Klein

4.1. Descomponiendo campos en modos de Kaluza-Klein

La teoria de Kaluza-Klein, consiste en considerar que el espaciotiempo cuatro-dimensional
es una restriccion de un manifold de dimensién mayor que cuatro; cuyo propésito inicial fue
tratar de unificar las interacciones fundamentales en una sola teoria. De manera pictoérica,
uno se puede imaginar el escenario de las interacciones fundamentales en el espacio cuatro-
dimensional, como piezas aisladas de un rompecabezas, pero que si se miran desde dimensiones
mayores estas adquieren sentido unificAndose en un solo cuadro.

De esta forma, cabe preguntarse como es que los distintos campos encajan en este escenario.
Considerese el caso més sencillo, donde se tiene una teoria en (D + 1) dimensiones, y se desea
compactificar (o reducir) una dimensién extra. Por supuesto hay dos clases de objetos en los
cuales se puede reducir una dimensién: un circulo o una linea, siendo el mas simple de ellos
el circulo debido a su simetria. Y este circulo S* (la fibra) perpendicular a cada punto del
manifold D-dimensional (la base),! posee un radio L “suficientemente” pequeiio como para no
ser detectado en los experimentos que se realizan hoy en dia, ya que aun no se han detectado
las dimensiones extras.

Si se parte de una teoria puramente gravitacional [32], se necesita saber como se descompone
su campo fundamental: la métrica en (D+1) dimensiones. Se considera que las coordenadas del
manifold base son representadas por z* con =1, ..., D, y la coordenada de la dimensién extra
es representada por &, o de manera resumida (i = u, . Tal como Kaluza y Klein sugirieron, las
dimensiones extras deben ser compactas teniendo un radio muy pequeno, periédicas y ortogo-
nales a cada punto del espaciotiempo. Esta tltima condicién implica que los campos reducidos
no pueden depender de las coordenadas de la dimension extra, sugeriendo una descomposicion
de Fourier de los mismos. En el caso de la métrica se tiene

Gao(2,€) = Z o) ()L, (4.1)

Vemos que se obtiene un ntmero infinitos de campo D-dimensionales, estos son los modos de
Fourier los cuales son etiquetados por n. Cabe destarcar el caso especial cuando n = 0, modo
que es asociado a un campo sin masa, en cambio para n # 0 los modos serdn masivos. A
continuacién esto se de muestra para un campo escalar ¢ que vive en (D + 1) dimensiones y
que no posee masa; por supuesto este campo debe cumplir con la ecuacion de Klein-Gordon
en (D + 1) dimensiones [33]

0P+ g = 0, (4.2)

donde el operador D’Alambert es definido como 00 = 9,0". Para poder resolver esta ecuacion,
se asume que MPH) = MP) x S donde el D’Alambertiano se descompone de la siguiente

1Cuando se habla de la “fibra” o de la “base”, se estd haciendo referencia al vocabulario de las teorias de bundle.
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forma
O+l =0®) + 92, (4.3)
Utilizando la descomposicion del campo escalar en modos de Fourier
£) = Z qbn(x)emﬁ/L, (4.4)

e implementandolo en la Ec. (4.2) junto con la descomposicién (4.3), se obtiene

[OP) + 023" pulx)e™ /=0
= 3 [@P (@)t + (o) (1) emsrt] (45)
= [D(D) — (Z)Q:| ¢n($)7

Vn € Z.. Al comparar con la ecuacién de Klein-Gordon masiva en D dimensiones, vemos que
cada modo tiene una masa efectiva meg = | |, De lo cual se puede concluir, que la descom-
posicién de Kaluza-Klein de un campo escalar en (D + 1) dimensiones, genera una “torre”
infinita de campos escalares masivos en D dimensiones doblemente degenerados, puesto que
la Ec. (4.5) no distingue el signo de n, y genera un campo escalar sin masa correspondiente a
n =0.

A modo de ejemplo, se mostrara la reducciéon de un campo escalar pero ahora en (D + 2)
dimensiones, el cual serd reducido en una S? y en un 72, con el fin de mostrar otros escenarios
de compactificaion.

Reduccién en S%. De la misma forma en que se compactificé en S!, se descompone el
operador D’Alambertiano, solo que ahora se asume que M P2 = M(P) x 52 siendo entonces

0P+ = 0P 1 v2, (4.6)

donde V es el operador Laplaciano dos-dimensional en coordenadas esféricas, respetando asi
la simetria de la fibra.

De la misma forma que se descompuso el campo escalar en un circulo, la reducciéon ahora
en la esfera, debe respetar esta simetria considerando sus autofunciones:

Z Oum (€)Y (), (4.7)

donde ahora las coordenadas de las dimensiones extra son representadas por £ coni = 1,2, y
Y™ son los arménicos esféricos que satisfacen la autoecuacién

Il +1)
L2

Al reemplazar estos ingredientes en la Ec. (4.2) se obtiene

(AP + V23 G (2)Y'™(£) = 0

I,m

VEYI(€) = =5 Y ™ (€). (4.8)

= 3 [ gy (€) — dulr) Dy (19)
l,m

= [ - Do)
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Nuevamente al comparar con la ecuacion de Klein-Gordon masiva, se encuentra una torre
infinita de modos de Kaluza-Klein con un masa efectiva

I(1+1)
Meft = T
siendo (2 4 1)-degenerados, y un campo escalar sin masa correspondiente al modo [ = 0.
Reduccién 72. Un toro es topolégicamente homeomorfo al producto de dos circulos, es
decir, T? ~ S' x S'. Se asume entonces que MP+2 = MP) x St x S1 de modo que el
D’alambertiano se descompone como

D+2 D 2 2
0P+ =0 4+ 92 + 0z, (4.10)
No es dificil concluir que la respectiva expansién del campo escalar (D + 2)-dimensional es

A(x,8) =Y b () M/ Trin/ L), (4.11)

siendo L y Lo los respectivos radios de los circulos. Nuevamente se reemplazan estos ingrediente
en la ecuacion de Klein-Gordon no masiva en (D + 1) dimensiones

[D(D) + 821 + 822] Z ¢m’n(x)ez(m§1/L1+n§2/L2) —0

2

m n2
— Z {(D(D)¢m’n(m))ez(mfl/LHrn&z/Lz) o (bm,n(l') (L% + Lg)ez(mgl/L1+n£2/L2) (4'12)

- [ - (- (52)1 Gman(),

VYm,n € Z. Vemos que la masa efectiva de cada modo masivo de Kaluza-Klein es

Met = | | T — -
Ly Lo
Al observar las masas efectivas de los campos reducidos en cada una de las reduciones
mostradas anteriormente, vemos que debido a que siempre aparecen en el denominador los
radios de las dimensiones extras, estas masas se vuelven realmente grandes. Por esta razon,
y porque ademads es esperable detectar, con las tecnologias de hoy, los modos cero de cada
reduccion, siendo estos desacoplados de los deméas modos de forma que la teoria no se ve

afectada si no se considera la torre infinita,? esta investigacién se centrara en los modos cero
de las teorias de Kaluza-Klein.

4.1.1. Compactificacion de la métrica en D + 1 dimensiones

A continuacién, se mostrara como reducir una teoria puramente gravitacional desde (D +1)
dimensiones a una de D dimensiones. La dimensién extra se compactificard en un circulo, es
decir MP+ — MP) x St Se considera la métrica g, la cual describe un manifold (pseudo)-
Riemanniano (D + 1)-dimensional; al considerar su estructura desde la teoria efectiva, es decir

2Este argumento no es aplicable a todo tipo de reduccién dimensional, pero al menos al compactificar en circulos y productos
de ellos si se cumple.
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en D dimensiones, se encuentra que debe tener la siguiente forma:
Gop = QMV gAuﬁ
a Gev  Jee

:gwf Vu
v, =)’

donde la componente Z corresponde a un escalar, V), corresponde a un vector y g,,, corresponde
a un tensor simétrico de rango dos el cual debe contener la métrica del manifold reducido.
Tomando especial atencion en la forma de esta descompocision, las simetrias subyacentes de
la teoria, y que a la vez la eleccién sea lo mas general posible permitiendo que se generen
ecuaciones de movimiento que contengan términos conocidos, la eleccion mas adecuada de
estos componentes es

(4.13)

gul/ _ e2a¢guu 4 €2ﬁ¢A,u,AU (414)
Jue = €772 A, (4.15)
Jee = €77 (4.16)

donde las constantes a y [ juegan el rol de pardmetros que podran fijarse a conveniencia.
Cabe destacar que esta eleccion particular de la métrica es equivalente a otras por medio de
una reparametrizacion, como la que se presentara en la Sec. 4.4.

En cualquier reduccion dimensional a lo Kaluza-Klein, las componentes de los campos no
pueden depender de las coordenadas de las dimensiones extras. De esta forma, las componentes
de la métrica g;5 no dependen de &, ni tampoco su variaciéon en cualquier direcciéon

9o = Gpo() (4.17)
5§ﬁp = 5gﬂp($) (418)

A partir de esta condicién, se pueden clasificar los campos g, (z), A,(x) v ¢(z) al calcular la
derivada de Lie de cada componente de la métrica g,

090 = XPpGu0 + 0 XG0 + 03X G5 (4.19)

Pero la derivada de Lie es a lo largo de unos determinados vectores X0 , por lo cual surge la pre-
gunta: Cudles vectores son?. Por supuesto, estos deben ser tales que preserven la dependencia
coordenada impuesta en (4.17), a los cuales llamaré vectores de Lie y que son presentados
en detalle en el apéndice A. Estos son

X = {)fp = X(z) (4.20)
X& = ct+ Nz),
donde ¢ es una constante, y X?(z) con A(z) son funciones arbitrarias de las coordenadas del
manifold reducido. Entonces a partir de la Ec. (4.19) y teniendo en cuenta lo anteriormente
dicho, se calcula como transforma cada campo.
Para calcular la variacion del campo escalar ¢, vemos por un lado que la variaciéon explicita
de la componente gg¢ es

5jec = 286759, (4.21)
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pero por otro lado la variacién de gge desde la Ec. (4.19) es dada por

Sdee = X0,dec + X 0cee + 0 X Gpe + 0 X Gee + 0 X Gep + 0 X e

4.22
= 25625¢X"’8p¢ + 2ce?P?. (4.22)

Al comparar ambas variaciones, (4.21) con (4.22), se obtiene
56 = XP0,6 + ; (4.23)

Vemos que ¢ transforma como una escalar bajo difeomorfismos méas una pieza adicional que
muestra una simetria relacionada a un cambio constante del campo escalar.

Para el campo vectorial A, se obtiene de manera similar, teniendo en cuenta la variaciéon
de ¢. Ahora se toma la variaciéon explicita de la componente g, dada por

5G,e = 287 A, (Xp6p¢ + ;) + 2?5 A, (4.24)

Y su varacién considerando la Ec. (4.19) para esta componente da

557#5 = Xpapguﬁ + Xé@&@t& + aﬂngﬂf + (%Xff]& + aSpr]up + 85)25@#5

S (4.25)
= 2 (2BX70,0A,, + X°0,A, + 0, X A, + O\ + cA,).
Comparando las variaciones (4.24) y (4.25) se obtiene
0A, = X?P0,A, + 0,XPA, + 0.\ —cA,, (4.26)

desde la cual se encuentra que el campo A, efectivamente transforma como un campo de gauge
de 1-spin, mas una pieza adicional relacionada a un cambio lineal del potencial vectorial.

Finalmente, para calcular la variacion de la métrica g, se utiliza la componente g, de la
métrica cinco-dimensional. Su variacion explicita es dada por

5 = €20 (2049“” (Xpap¢ n ;) n 5g,w> L 29 (25,4#,4” (Xp8p¢ + ;)

+ (X’)(?pAM +OXPA, + O\ — cAu> A+ A, (XpapAl, +O,XPA, O — cA,,)).

(4.27)
Y su variacién segin (4.19)
s = ¢ (20.X00,0u+ X090, X" 4 + 0,X7,, ) + ¥ (28X0,04,.4,
(4.28)
L XPO,ALA, + A XPO,A, + 0, XPALA, + ONA, + 8, XPALA, + 6V)\AM).
Al comparar (4.27) y (4.28) se obtiene
p o 0 2acc
09w = XP0,0, + 0, X" Gp + 0, X" gy — Tgw,. (4.29)

Desde la cual se aprecia que el campo g, transforma como una métrica, pero que ademas posee
una simetria adicional, relacionada con el del dilatén ¢ y con el cambio lineal del potencial
vectorial A,,.
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Al observar como cada uno de estos campos transforman, es posible comprender que es
lo que ocurre con la simetria luego de que una dimension espacial es compactificada en un
circulo. Se comienza con una teoria que posee una simetria general de coordenadas, la cual
involucra (D +1) coordenadas, pero al reducir una dimensién se restringe consecuentemente la
forma de los vectores que preserven la estructura métrica. Luego de la reduccion dimensional,
se conserva una simetria general de coordenadas pero en D dimensiones, ademas se tiene una
simetria de gauge U (1) heredada de la topologia del circulo inicamente relacionada al fotén A,,,
y adicionalmente todos los campos reducidos pueden ser escalados, ya sea de forma constante
o lineal, para alguna combinacién de los parametros a, 8 y ¢ € R, tal que la estructura
métrica (D + 1)-dimensional sea preservada; este tipo de simetria se conoce como simetria de
trombén [32]. En términos fisicos, como se vera en la siguiente seccién, se comenzé con una
teoria gravitacional pura y se termind con una teoria gravitacional-electromagnética-escalar,
donde los campos no son acoplados minimalmente.

4.2. Reduccién de Einstein-Hilbert en S!

En esta seccién, se mostraré el caso mas sencillo de reduccion dimensional, siendo la teoria de
Einstein-Hilbert en cinco dimensiones, con el fin de observar el mecanismo de compactificacién
de Kaluza-Klein, por supuesto la reduccién dimensional sera en un circulo. Se utilizara la
eleccion de la métrica mostrada en la Sec. 4.1.1. Como se trabajarda con el formalismo de
primer orden usando formas diferenciales, desde el elemento de linea que se esccribe a partir
de las componentes del tensor métrico (D + 1)-dimensional (4.14), (4.15) y (4.16), se puede
encontrar el marco tangente:

d§2 = 62a¢d82 + 62'8¢(d§ + A(l))2
= (e"?ds) @ (e*?ds) + (eﬂ¢(dg + A(l))) ® (eP(dE + Apy)) (4.30)
:éa®éa+é*®é*’
con Ay = A,dx* = Ase” donde A, es el potencial vectorial electromagnético. Desde aqui se

deduce
A0 apa
A e’ = e*%e
e :{

4.31
e = e (dE+ Apy). (4:31)

Por otra parte, la teoria de Einstein-Hilbert considera a la torsiéon identicamente igual a cero,
de modo que la 1-forma conexién de espin puede ser calculada desde la primera ecuacion
estructural de Cartan dada en (3.47)

T = de” + w* N e’ = 0. (4.32)
El expandir en los indices se encuentran dos ecuaciones

de’ + oy NeP + o NneF =0 (4.33)
de* + &, Ne* =0. (4.34)

Para encontrar las componentes de la 1-forma conexion, se deben calular explicitamente las
derivadas exteriores que aparecen en estas ecuaciones. Primero se parte con la méas sencilla de
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ellas (4.34)3
dé* = fdo N é* +e’?dA

= —B0.08" N e + " Fy (4.35)
1
= —Be 9, pe" N e — 5e<ﬂ-2a>¢Fabéb A e,

donde se ha definido el tensor de campo electromagnético Fy;, asociado a su 2-forma

F(z) =dA
1
= 5(6,1/11) — 8bAa)ea VAN eb (436)
= 7@6“ A el

Al comparar (4.35) con (4.34) se obtiene la componente &*,
1
W, = fe 00,08 + 56(5‘20‘)¢Fabéb. (4.37)
Luego se procede a calcular la otra derivada exterior
dé® = ado N &* + e*’de”
= adye’ N &" — e*wy N e’ (4.38)
= —ae 9" Ne’ —wy A Eé,
donde se ha utilizado la ecuacién de Cartan para la torsién igual a cero en cuatro dimensiones:
T =de" + w N e’ =0, (4.39)

para despejar de® en funciéon de la conexién de espin del manifold base. Al reemplazar este
resultado, junto con la componente @, = —&*, dado en la Ec. (4.37), en la Ec. (4.33) se
encuentra que

1
WP = w® + ae *?9lpe — §€<6_2a)¢Fabé*. (4.40)

Por otra parte, el lagrangiano de Einstein-Hilbert cinco-dimensional en formas diferenciales

es dado por
A ALA " R N
(5) (6,41 A;'R 1A2 A As A A4/\ A57 (]11)

de modo que es necesario el calculo de la dos-forma curvatura dado por la Ec. (3.44). Al
expandir en los indices, se obtienen dos ecuaciones independientes:

R” = do™ + & Ao+ &% Ae™ (4.42)

A %a

R =da™ + &y A o™ (4.43)

Se encuentra explicitamente que las componentes son

~ ab 1
R"=R®+ Z62<5—2a>¢(F‘“’an — F*, Fh,)em A"+ ae 00,0108 A e

(4.44)
+ae 0" gwl’, A e + a?e (0000, 6™ N e — O g0, N e

3 A partir de aqui, por simplicidad, se omitird la etiqueta (1) en la uno forma A.
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y

A

R = 5 9(0,0°0 + (8 — 20)0,,00"0)&™ A &" + afe 200,60 ¢e" A &

1
+ Be™0,,dw™ A & — ie(ﬁ’%‘w (F“nw”m — mnw”“) Aemr

1 2(f—20)¢ na Am Ak 1 (B—3a)$ an ~m na (445)
—l—Ze FonFe™ Ne —1—5046 I"OF,,e™ N e

+ ;ew—w((@ = ) (O F "+ 0O F ) + OnF"y ) &" A €™

Con el calculo de las componentes de la 2-forma curvatura, se procede a la expansion de indices
en la Ec. (4.41):

26* Ak R N N 3e * 2 ~ N A%
Loy = TR neb neenel + TR net net n e (4.46)

Al desarrollar este Lagrangiano utilizando las Ecs. (4.44) y (4.45), més las siguientes propie-

dades

e’ Ne’ Nef Aet = —e AV, (4.47)
€abcdx — €abed (448)
€abeq€™??? = —4! (4.49)
€mna€’?® = 11(0%,,09, — 0P,0%,,), (4.50)
se obtiene el siguiente Lagrangiano
LTy = PR — (807 +28(8 — 2a) + 803) O™
1 (4.51)

- 4@2<5—a>¢anan} AV d€.

Por supuesto los parametros v y 3 pueden ser fijados a conveniencia, y como se desea obtener
en la teoria reducida al menos el lagrangiano de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones,* se
escoge 8 = —2a, obteniendose

1
£ - {R 6020, — 46—6a¢anan] dVyde (4.52)
finalmente vemos que para obtener el término cinético habitual es necesario fijar a? = 1/12
1 1
Loy = [R — 50mg0" ) — e ﬁFm”an}dwdg. (4.53)

Cabe destacar que a partir de una teoria puramente gravitacional en cinco dimensiones, se
a obtenido la teoria de Einstein-Hilbert habitual en cuatro dimensiones, mas una teoria escalar
y la teoria electromagnética acoplada no minimalmente al campo escalar.

4.3. Compactificacién de Lovelock en una S!

A continuacion, con el fin de entender el mecanismo de las reduciones dimensionales, se
estudiard la teoria de Lovelock en (D + 1) dimensiones compactificando una dimensién en un

4Esta fijacién especial de los pardmetros se conoce como el “frame de Einstein”.
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circulo. Se considerara que la 2-forma torsién no es identicamente igual a cero, de modo que
el estudio sea lo més general posible. Ademaés se consideraran solo los modos ceros de la torre
de Kaluza-Klein. Por simplicidad en la escritura, se omitiran los productos cuna A entre las
formas diferenciales.

Las componentes de la métrica mas general posible, como se vi6 en la Sec. 4.1.1, son:

g,u,u - 62a¢gp,u + 625¢AuAl/’ (454)
Jue = €77 A, (4.55)
Jec = €. (4.56)

Con esta eleccion de la métrica, el elemento de linea queda
ds? = e*%g,, da"dz” + e2P?(A + d¢)?, (4.57)

donde A = A,dx*. De aqui se identifican facilmente los vielbein:

A0 __ apa

~A e =c¢c e
4.58

© {é* = P(A + de). (4.58)

Como se considera que la torsion es distinta de cero, la conexién es independiente de los
vielbein, entonces se propone el siguiente ansatz

AB (bab — wab + 77Z)abé*
W =9 . 0 ans (4.59)
w" ="+ x%e’".
Antes de proceder con el caculo de las 2-forma curvatura y 2-forma torsién, se hara un
estudio méas detallado de las simetras de los campos reducidos propuestos para el ansatz de la
1-forma conexion de Lorentz. Para esto se estudia la derivada de Lie de estos campos, tal como
se vio en la Sec. 4.1.1, imponiendo que la conexion de Lorentz en cinco dimensiones transforme
como tal.

4.3.1. Derivada de Lie de los campos heredados de la 1-forma conexién

La derivada de Lie para la conexién de Lorentz, requiere un poco mas de trabajo que la
calculada para la métrica, ya que la conexién de Lorentz tiene parte de sus indices en el espacio
tangente, esto es (&?5)s, donde recordemos que &5 = (@*p)sdz?. Se necesita pasar de los
indices del espacio tangente al manifold, lo cual se hace con la ayuda de los vielbein:

(©45)s = (@F)s64 1 BB,

donde E3” son los vielbein inversos. Para encontrar a los vielbein inersos, se puede utilizar la
condicién (3.36)
A_AA Pl _ AA F AA T
53 =e ﬂEB” =€ ME'B‘u +é 5EB§.

Ademés desde (4.58), se tiene que las componentes de los vielbein son

Aalt — eo«i)ea'u

“e=0 (4.60)
5% LB :
e, =e"A,

é*g = 6'8(1).
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Para el caso A = a y B = a se obtiene la ecuacion
_ Lo a op
1 =¢e"%", B,

desde la cual se extrae R
B = e ™ E,M (4.61)

Para el caso A = a y B = * se obtiene la ecuacion
ap_a T op o
et B =0,

desde la cual se extrae A
EF=0. (4.62)

Para el caso A = x y B = a se obtiene la ecuacién
eﬁ‘ﬁAﬂe*O“z’Ea“ + e E S = 0,

desde la cual se extrae

Ef = —e*A,E" (4.63)
Y finalmente para el caso A = % y B = % se obtiene la ecuacién
1= €5¢E*§’
desde donde se extrae al componente
Ef =P (4.64)

Con todas las componentes de los vielbein inversos calculadas, se presenta la derivada de
Lie para la conexion de Lorentz, la cual es dada por

5(0F5)s = XPOH(OFy)s + 05 XP (1) + Oy XP(OF )5 — D, X (0M°3) 5 4 0505 X, (4.65)

donde los vectores de Lie X” son los mismos encontrados para la métrica g, mostrados en las
Ecs. (4.20). Al igual como se ha procedido con la métrica, los campos reducidos de la conexién
de Lorentz, no dependen de la coordenada de la dimension extra, ni sus variaciones, esto es

(@"5)s = (@"5)s() (4.66)
0(@"5)s = 0(@"5)s (). (4.67)

Para comenzar a calcular la derivada de Lie de cada componente, es necesario que estas
tengan los indices curvos:

e
Yy = ()\a)a + 66¢XaAU N (@“g)a — e(—a+ﬂ)¢[()\u)a + eWX“AO]
e

'B(bX s (@#5)5 — e(faJr2B)¢>Xu7

donde se han utilizados los vielbein y sus inversos. Con todos los ingredientes sobre la mesa,
se procede a calcular la derivada de Lie para cada componente de la conexién de espin, y se
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compara con la variacién explicita, tal como se realizd con la métrica en la Sec. 4.1.1. Se en-
cuentra, para cada campo heredado desde la conexion cinco-dimensional, que sus componentes
transforman segin

cx

B = XD = 0, X1+ (4.72)
S(AN), = XP0,(A\"), + 0, XP(N), — 0,X"(N), + Cﬁa(/\“)y (4.73)
6¢Mu = Xﬂ@p¢ﬂy + aVXPpr - 8pX'u77Z)pV (474)

S(why)oe = XPO,(WH))o + 0, XP (W) o + 0 XP (W), — 0,XH (W) + 0,0, X" (4.75)

Lo primero que se debe decir acerca de estos campos es que, a excepcién de la 1-forma
conexion cuatro-dimensional, estos poseen un caracter tensorial. Por su parte la conexién de
espin del manifold reducido (w*,),, transforma efectivamente como una conexién. Adicional-
mente los campos x* y (M), poseen una simetria aparte relacionada a un cambio lineal de
tales campos, similar a la simetria adicional de la métrica en (4.29).

4.3.2. Calculo de la serie de Lovelock reducida

Usando las ecuaciones de estructura de Cartan se tiene

A A
T  =Deé" = de* + wge”, (4.76)

R = doB + oAals, (4.77)

donde se pueden calcular las 2-forma curvatura y 2-forma torsién. Por simplicidad a la hora
de hacer los céalculos, la 2-forma curvatura y la 2-forma torsion se escriben como

iy (4.78)

AP R" = M® 1 Nve*
R =K+ L%

4 [T T Ve
e (4.79)
T =W"+ Ze’,
respectivamente. Si se hacen los calculos se encuentra que
M® = R™ — XX\ + POy F, (4.80)
N® = Dy® + Bp®de + 2y N\, (4.81)
K* = -D) — ?\F, (4.82)
L = —Dx“* — Bxdo + YoAe, (4.83)

donde d denota la derivada exterior y F = dA. Y para la 2-forma torsién
T" = adge’ + e*?de” + we’, (
Vo= —gte’ + A", (

W* = F — \.e°, (4.86
Z = x.e° + pdo. (
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Con todos los objetos necesarios definidos, se procede a calcular los terminos de Lovelock.
Desde la Ec. (3.65), vemos que el Lagrangiano para la reduccién dimensional deseada es de la
forma

D+1 b1/ b/ ~ A1 A2 ~ Agp_1A2
ﬁ(L ) = Z Clpﬁp - Z ap€A1-~-AD+1R R péAQPH T éADH- (488)
p=0 p=0

Se vera termino a termino hasta poder hacer una generalizacion de como quedaria un término
arbitrario. El término cero o sin curvatura es dado por

Q ~ N
apLoy = (Diﬁly%l---ADHeAl el
D+1
= e e (4.89)
= %e(DO‘%)‘beal“.aDe“l ...ePde.

El término lineal en la curvatura es

a LA A, .
. al(D— 1) £0102 , o Aap Ax a12 2KA1 L g0 ~ap
= WEQI...GD* e”...e"e + WG*al...QDR e . (4 90)
C O MO gy M Lue*e™ .. e '
(D —2)i ‘e (D — 1)1 e
e((D*2)a+B)¢M 26((D*1)a+6)¢L 1
= ai€q,an | ——— M1 %" . P — ————L[Me™ .. . e"? )
Mear-ap | 7H )] (D—1)! ¢
El segundo término que es cuadratico en la curvatura es dado por
a L AjAs o A3A
wls = gyp g e BRI et
as(D — 3) . ajaz paszas, A% day £KA1 20203 5 g, 20D
= L€ ap . R €Y. ePe + ————€p0p, B R
2(D — 3)! “rrar o —3) e
as car A 2ay
= ——— €4 apy M M®BME" e — ——¢€, 0y (| L M2
2(D — 4)l“rep (D — 3)I°™ o
+ KU N™®)ete™ e
e((D_4)a+ﬂ)(b 26((D_3)a+ﬂ)¢
= Q2€q;-ap {2(1344)'.Z\40L10L2.Z\d—agaélea5 ...e? — (l)_g)l(IJUH_Z\40L2OL3
+ KU N™%)e™ . e |de.
(4.91)
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Y el término de orden tres en la curvatura es

as A A1As A A3As & AsAs , 4 ~A
a3£3 - mEAI"'ADHR R R er...em
. (D—5)a3 £50102 20304 £ 0506 4 g, AQp A%
= mﬁar-amR R R e"...e"%e
6(13 £ %A1 20203 20405 A g ~ap
+ 3'<D7— 5)!€*a1...aDR R R e ...e (492)
((D=6)a+B)¢

— aa Ma1a2Ma3a4Ma5a6 ar . ap

3t D[6(D—6)! e

((D=5)a+B)¢

(L% M™% M 4 2K N™ M™% e . e?

- d¢.

(D—5)! ¢
Luego de haber calculado estos cuatro términos, es facil darse cuenta de que el p-ésimo término
seré proporcional al polinomio de formas diferenciales (se omiten los indices por simplicidad):

[M + Ne&'P 'K+ Le'] = [(M)" '+ (p—1)(M)" °Né&'|[K + Le*], (4.93)

puesto que los términos que contengan mas de un & son cero o donde se tengan mas de D
indices reducidos, entonces

[M + Ne'PU K + Le’] = Le"(M)P' + (p— 1) KNe&* (M)P2. (4.94)

Teniendo esto en mente, es posible deducir el p-ésimo término de Lovelock como sigue:

r e((D—2p)a+B)¢ g "
= - ez a2p—1a2p ,A2p+1 o ap
ap P apeal'“aD p'(D _ 2p>' e e
2pe((D_2p+l)O‘+ﬁ)¢
- (L‘“M“?“S L MOz (4.95)
(D —2p+1)

+(p— HET N M©S M)e S e“D] d¢.

De manera explicita, se presentan los términos £y y Ls:
((D-2)atB)6

(D —2)!

9e((D-1)a+6)é
(D—l)'( — Dx* — px“do + wsw) e@} e’ ... e dg,

(RalaQ A2\ eﬁ¢¢a1a2F)

CL1£1 = A1€q4;-ap [

(4.96)

y
(D-D)atp)e

2(D —4)!
AT N2\ )\ _ 2€5¢wa1a2 ABAUF 625¢wa1a2wa3a4FF)
2e((D=3)a+p)é
(D —3)!
_ €5¢D(Xa1 22938) F + D (Y A2 — 2Xa1wa2a3D€B¢F _ 26ﬁ¢xalx[az A\

(Ralaz R34 _ QRM192 \@3 \% 265¢1/)a1a2 R

(12/;2 = A2€q;.--ap [

(( _ 6—5¢D(65¢Xa1) + ¢31 Ac) R _ 6—B¢D>\a1D(eﬂ¢,¢)aza3) (497)

+ (e7POx D™ — PIAT A=A + e%ﬁlxww%F) e““] e’ ... e de.
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Es muy importante notar como va surgiendo la serie de Lovelock D-dimensional, lo cual es
un buen indicio puesto que luego de reducir la teoria, al menos se esperaria recuperar la teoria
en D-dimensiones. Y es en esta serie D-dimensional, que se va codificando la informacién del
espaciotiempo reducido, es decir, todo lo referente a su geometria.

4.4. Lovelock-Cartan en cinco dimensiones

Lo novedoso de este trabajo, es tomar la accién de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones
compactificando en un circulo la dimension extra, para luego imponer la métrica de FLRW
con el fin de estudiar soluciones cosmolégicas para este modelo. De esta forma, se presenta la
accion de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones dada por °

~ AB ~ AB ~CD
Sros) = /EABCDE H0a1BeCePeE | U RMWeCeDeP | o, R R 6P
o 3 (4.98)
A A A
+ 5 [ TaR' pe”,

donde se tiene la serie de Lovelock en cinco dimensiones mas un término que viene de la teoria
de Lovelock-Cartan. En lo siguiente, se mostrara el calculo de las ecuaciones diferenciales
reducidas a cuatro dimensiones.

Sin embargo, el ansatz de la métrica no sera igual al utilizado en la Sec. 4.3, sino el siguiente,
el cual solo constituye una reparametrizacién de los campos

g/w = G T ¢A,U,AV7 (499)
Jue = QA (4.100)
Jee = 0, (4.101)

de modo que los 1-forma vielbein quedan dados por

~A éa =e°
et ={", (4.102)
{e = V(A +df).
Por otra parte, el ansatz de la 1-forma conexion sera
AB _ ‘;Jab — wab + aabé* (4 103)
W™ = B+ ~"e*

Desde aqui pueden ser calculas las 2-forma curvatura y 2-forma torsiéon, como es habitual,
a partir de las ecuaciones de estructura de Cartan en cinco dimensiones. Se encuentran las
siguientes componentes

v 1
B = R 4\ /6a™F — B A 8" + (Da“b +ading 23[%5}) s (4.104)
A xq a a a b a 1 a o*

i :—<DB + /oy F>+(ab5 ~Dy' - 5 dlngb)/\e (4.105)
T =T°+ (ﬁ“ — ageb) NCh (4.106)
- 1
T = \JoF — B, e’ + <2dln¢ + »y,,eb) ne (4.107)

5 Notar que se han utilizado otros coeficientes, esto es, o; en vez de a;, los cuales reabsorven parte de los factoriales.
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donde F = dA, y tanto R = dw® + w? A w® como T® = de® + w®. A e corresponden a
las 2-forma curvatura y 2-forma torsion del manifold reducido cuatro-dimensional.

A modo de simplicidad al efectuar los célculos, se utilizan las definiciones (4.78) y (4.79).
Al mirar las componentes de la 2-forma curvatura y la 2-forma torsién, se encuentra que

M® = R® + \/¢pa®F — g° A B (4.108)
1
N® = Da® + ia“bdlngb —2p04Y (4.109)
K®=_-DB%— \/%“F (4.110)
L =a!B" — Dy — 7“d1nqz5 (4.111)
T =T (4.112)
Ve =p8"—afe’ (4.113)
W = \/oF — B, \ & (4.114)
1
Z = 5dlnqwrfy,,eb. (4.115)
4.4.1. Ecuaciones de campo de Lovelock-Cartan
Considerando la accién de Lovelock-Cartan en cinco dimensiones
SLC’(E)) = /EABCDE [éAeB e D6E+ RABAC el e E+a2RABRCD€
5 (4.116)
LA A
+8 / TR ze?

la cual depende de dos campos fundamentales € y @, se obtienen dos ecuaciones, las cuales
luego deben ser reducidas.®

Se varia con respecto a €. Al variar la serie de Lovelock en la Ec. (4.116) se obtiene

AB ~AB ~CD ,
6é {/EABCDElC; eA ebe C€D€E+§R éc el e E"—OQR R e ]}

) 3
/GABCDE [%5@1 BeCePe E+ﬂRAB5AC e E+a2RABRCD5 1 (4.117)

C’DE

—I—aR

~ BC ~ DFE
AD E—f-OéQR R ]

—/56 €ABCDE [aoe e

6De la misma forma, primero se puede reducir la accién para luego variar con respecto de los campos heredados de la reduccién
dimensional.
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Variando el término explicito en la torsion se obtiene

5 {5 / TARABéB} — 53 [ [5e(de, + wace®) R pe” + TARABaéB]

_3 / (d6e, + Gacoe”) R pe” + TAﬁABééB]

A

~ 5 [| (Do) R se” + 5éBTAﬁAB]

_3 / D(6e,R" pe”) + 6e, DR’ pe® + oe, R sDe” + 5éBTARAB]
= 8 [ D(oe i se") + 5 [ 52" [RABTB - RABTB]

(4.118)
donde se ha realizado integraciéon por parte en la cuarta linea, de modo que el término que
incluye la derivada total es cero en su integracion, pues en los bordes se considera que éé = 0,
y también se utilizé la segunda identidad de Bianchi (3.51). Vemos que este segundo término

no contribuye a las ecuaciones de movimiento, pues constituye un término topolégico. De esta
forma desde la Ec. (4.117) se obtiene

~C~DAE ABC ~ BC DE} 0

€ABCDE OzUéBe e'e”+aR +OégR R (4.119)

Variando con respecto a la conexién, para el término de la serie de Lovelock se obtiene

0 {/ €ABCDE [0;)1 R'e%ePe” + a,RRT 6" ] }

[« ) ) R R .CD .
:/GABCDE 31 a,(deB—l—wAMw ) eCele E—|—2a25 (deB+wAMwMB)R eE]

~ C
- / €ABCDE %(déwAB+25QAM P)eCele” + 205 (o™ + 260" oM P R DéE]

C
:/GABCDE 2 —Diw*PeePe” 1 20,DIP R DAE]

(071 3y ~C AD A
_/[ D(GABCDDE(SLO BeCele E) _'_TEABCDE‘aw Bpetele”

~ CD
—|—2a2D(6ABCDE(5w R AE) +2a2€ABCDE(5w BDR —l—(SAABR DAE)‘|

a ~ABACAD . ~CD
= /éD(eABCDDEéwABeCeDeE) +2/052D(€ABCDE(5WABR eE)

.C
+ /EABCDE&;JAB [mDéCéDéE +2R DDéE]

~ AC A ACD | o E
:/EABCDE(;LUAB laleCeD+2a2R ]T s

(4.120)
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donde nuevamente se utilizé integracion por partes y la segunda identidad de Bianchi. Variando
el término explicito en la torsién de la Ec. (4.116), se obtiene

5 {5 / TARABéB} _ 3 / B (dey +@ace”) R pe” + T4 (50313{43)@3]

_3 / s acelCRY 6P 4 T[AD(SGJABéB}]

- p A
=5 [ |s@1c R se%e” + D (5045T"e™) + 5045 DT"

_3 / D (54T ") + 5 / l(saACR[ABéC]éB +o@apR

~[A ~ [A ~A[A A
_ 3 / 5@ 15 lR[ cePel — R ePeC 7! TB]]

~[A.B
— 3 / YAV st it
(4.121)
donde los paréntesis de corchete indican que solo sobrevive la parte antisimétrica, puesto que
aquellos indices estan contraidos con los indices de la conexién de Lorentz. Sin embargo, vemos
que este término es cero de todos modos

~[A Bl

AP = (TATB—TBTA)

(

(4.122)

N>

ATB _ TATB>

=N ORI R

Por consiguiente, vemos que el término explicito en la torsién en la Ec. (4.116), no contribuye
de ninguna forma en las ecuaciones de movimiento, ni al variar los vilebein, ni al variar la
conexion de Lorentz. Asi, la ecuacién diferencial para la conexién se obtiene solo desde (4.120)

~C A
€ABCDE [OqéCéD + 2R D] T =0, (4.123)

El siguiente paso, es tomar estas ecuaciones diferenciales y expandir los indices segtin sean
del manifold base o de la dimensién extra. Esto serd determinado por la cantidad de indices
libres y contraidos en cada ecuacion.

Desde la Ec. (4.119) se fija el indice de la dimensién extra en el indice libre de esta ecuacion:
A = %, donde se obtiene

€aped | o€ €€ + Oy (M“beced + Nabecede*) + (M“bMCd + 2M“bNCde*>} =0, (4.124)
esta ecuacion puede ser separada en dos direcciones: una direccion donde todos los indices

estan en el manfold base o en la direccion donde un indice pertenece a la dimension extra, de
lo cual se concluyen dos ecuaciones

€abed

ape’e’ee’ + a; M™e‘e’ + agMabMCd} =0, (4.125)
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4. TEORiA DE KALUZA-KLEIN

y
€abed {alN“becede* + QOQM“bNCde*} = 0. (4.126)

Por otra parte, se puede escoger el indice libre A = a en la Ec. (4.119)

€abed | 200€’€ el + 0y (Mbcede*—Kbeced—LbeCede*) —20 (Kchd+ (Kchd+LbMCd)e*)

(4.127)
donde nuevamente resultan dos ecuaciones independientes debido a sus direcciones
€abed |:051Kbeced + 20&2KbMCd] = 0, (4128)
y
€abed [2aoebeced + o (M™e! — L'e‘e”) — 20 ( K"N“ + L”M“l)} = 0. (4.129)

Luego se repite el procedimiento para la Ec. (4.123), con el indice de la dimensién extra en un
indice libre A = *

€abed [al (T'ece’ + V'eele”) + 20z M*T" + M*V'e + N*Te")| =0,  (4.130)

la cual se expande en las dos ecuaciones independientes que siguen a continuacion

€abed [alT”eCed + 20T M “‘] =0, (4.131)

€abed {alv”eced + 2a2(VbMCd + NbCTd>] =0. (4.132)

Finalmente, al fijar el indice libre A = a de la Ec. (4.123), se obtiene
€abed [041 (Weced +2T°e"e* + Zecede*)

(4.133)

+ 200 (WM™ + (ZM + WN* + 2KV + 2L°T")e" + 2 KCTd)] 0

que es separada en

Eabed {mWeced + 20( WM™ + QKCTd)] — 0, (4.134)

€abed [al (Zete! + 2T°€e") + 20(ZM* + WN' 4 2( KV + LCTd))} =0.  (4.135)
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En recuento, se tienen las siguientes ecuaciones de campo:

€abed -aoeaebeced + oy M®eed + agM“bMCd} =0 (4.136)
€abed _alN“beced + 2a2MabNCd] =0 (4.137)
€abed —aleeced + ZaQKbMCd} =0 (4.138)
€abed -2aoebeced + oy (Mbced — Lbeced) — 2009 (KbNCd + LbMCd)] =0 (4.139)
€abed -alTbeced + 2a2Tchd] =0 (4.140)
€aed| 01 VPee? + 201, (VM 4 NbCTd)} =0 (4.141)
Cued| 01 Wee! + 20, (WM + QKCTd)} —0 (4.142)
€ated| 1 (Zee! +2T°€") + 205(ZM* + WN* + 2( KV + LCTd))} =0.  (4.143)

En el Cap. 5 se tomaran estas ecuaciones para imponer sobre sus campos constituyentes el
ansatz cosmoldgico, dado en la Sec. 3.4.1. De esta forma se procedera a su resolucion.
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Capitulo 5

Enfoque Cosmolégico

Este capitulo consiste en tomar las Ecs. (4.136)-(4.143) que se obtuvieron de la teoria
Lovelock-Cartan en cinco dimensiones reducidas en un circulo, para imponer sobre estas el an-
satz cosmolégico y resolverlas, encontrando asi posibles escenarios de la evolucién del universo.

5.1. Ansatz cosmolégico sobre los campos reducidos

En esta seccion se encontraran las componentes de la 1-forma conexion reducida al imponerle
el ansatz cosmoldgico. Ademas considerando los vielbein (3.91)-(3.94) despejados a partir de la
métrica de FRW, también se encontraran los demas campos heredados desde la métrica cinco
dimensional: A, y ¢. Finalmente, se calculardn las componentes de la 2-forma curvatura y la
2-forma tosion.

5.1.1. Derivada de Lie a lo largo de los vectores de Killing cosmolégicos

Si bien en la Sec. 3.4.2 ya se han presentado los “vectores de Killing” que generan las
isometrias cosmolégicas, es importante aclarar que (3.75) y (3.76) son solo la parte espacial de
los vectores de Killing que viven en el espaciotiempo. En realidad estos son el conjunto { X/}
donde [ =1, ...,6 es la etiqueta de los seis generadores, y p = 0,7 es el indice que va contraido
en la ecuaciéon de Killing. De manera explicita se tiene

{le} = {j1p7j2p7j3p77)1p7732p?73§}7 (51)

donde explicitamente cada uno de los vectores son

J¢=(0,0,-2y) (5.2)
52:(0z0 ZL’) (5.3)
T = (0.=y2,0) (5.4)
Pl =V1-kr?(0,1,0,0) (5.5)
Py = V1 —kr?(0,0,1,0) (5.6)
Py =V1-kr2(0,0,0,1). (5.7)
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5. ENFOQUE COSMOLOGICO

Sin embargo, es conveniente trabajar en coordenadas esféricas (en favor de la simetria) de
modo que los vectores de Killing quedan como

Jl = (0,0,singo,cotecosgp> (5.8)

JY = (0,0,COS ©, — cot fsin go) (5.9)

J{ = (0,0,0,1) (5.10)
0 :

PP =v1—kr? (O,sin&cos ©, €O COS@, - SH,MO ) (5.11)
r rsin 6

P =v1—kr? (O,sin&sin ©, COSHSIH(’O, CO,SSO > (5.12)
r rsin 6

in 0
PL=1— kr? (O,Cos 0, —%, 0), (5.13)
donde se tiene la base coordenada 0y, 0, g, O,.

Campos heredados desde la métrica

Se necesita saber como el campo escalar ¢ y la 1-forma A = A, dz* quedan al imponerles el
ansatz cosmolégico. Para esto se debe calcular la ecuacion de Killing de cada campo, destacando
que esta es sutilmente diferente a su derivada de Lie, ya que la ecuacion de Killing es la derivada
de Lie pero igualada a cero, siendo desde esta condicion que se obtiene la forma de cada campo.
Por otra parte, no se consideraran las simetrias adicionales que involucran las constantes ¢, «
y B, que aparecen en las Ecs. (4.23) y (4.26), ya que siempre es posible ajustarlas para que
estas piezas adicionales desaparezcan de la derivada de Lie.

Las seis ecuaciones de Killing para el campo escalar ¢ son entonces

X[ 0,6 = 0. (5.14)

Para | = 1 se encuentra
It 0,0 =0

1
sin ¢y + cot 0 cos pd,¢ = 0. (5.15)

Del mismo modo para [ = 2 se encuentra

0,0 =0
_ T2 0p0 (5.16)
cos Oy — cot O sin p0,¢ = 0.
Para | = 3 se encuentra
0,6 =0
J50p0 (5.17)
0,0 =0,

desde la cual se deduce que ¢ no depende de . Al tener esto en cuenta en las dos primeras
ecuaiones de Killing, se encuentra también que ¢ no depende de 6.
Para [ = 4 se tiene, tomando en cuenta lo anterior

PLO, =0

5.18
V1 — kr?sinfcos pd,¢ =0, (5.18)
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desde la cual se deduce que ¢ tampoco depende de r. Para los otros casos [ = 5, 6 se encuentra
la misma dependencia, por lo tanto ¢ solo depende del tiempo

¢ = o(t), (5.19)
siendo este campo el que se interpreta como el factor de escala de la dimension extra.
Para el caso del campo A, se tienen veinticuatro ecuaciones, seis por cada una de las cuatro
componentes. Estas son en su forma genérica
X[0,A, + 0,X[ A, =0. (5.20)

Para p = 0 (recordar que p = 0,1, 2, 3) se obtienen las mismas ecuaciones que para ¢, de modo
que se extrae que la componente cero solo depende del tiempo

Ay = A(t). (5.21)

Las ecuaciones para las otras componentes indican que estas deben ser cero, de modo que la
1-forma A es entonces

A = A(t)e’. (5.22)
Desde esta definicién vemos que la 2-forma F' = dA es cero
F=dA
= dA(t) A e’
Gnet (5.23)
= 0/ A(t)e” Ne

por lo cual, sin pérdida de generalidad, el potencial vectorial electromagnético puede ser fijado
a cero, como se usara en el resto de este capitulo.
Campos heredados desde la 1-forma conexién

De la misma forma que la seccién anterior, se procede a calcular la ecuacién de Killing para
cada campo que se obtiene de reducir la 1-forma conexién.
Las ecuaciones de Killing para la 1-forma conexién cuatro-dimensional son dadas por

X[0p(w))o + 0, X[ (W) + 0 X[ (")), — 0,X[ (W))s + 0,0, X = 0. (5.24)

La conexion (w,), tiene veinticuatro componentes independientes en total son 144 ecuaciones,
las cuales fueron calculadas en [34] dadas en formas diferenciales por

w” = w(t)e' (5.25)
w'? = —W& — f(t)e? (5.26)
wh = —Weg’ + f(t)e? (5.27)
W — _COt(e)e:s _ el

() f(t)e'. (5.28)
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Vemos que dos nuevas funciones del tiempo han sido anadidas, adicional a la funcién a(t) que
se encontrd en la métrica de FRW y al dilatén ¢, estas son w(t) y f(1).
Para el campo a*, se tienen las ecuaciones de Killing

X{0,0t, + 0, X[t , — 0,X['a’, = 0. (5.29)

Como o, es antisimétrico en los indices, esta posee seis componentes independientes, lo que
resulta en treintaiséis ecuaciones. Al resolverlas se encuentra el campo a”, es cero en cada
una de sus componentes, que en el lenguaje de las formas direfenciales es

a® = 0. (5.30)

En el caso del campo (5*), se tienen dieciséis componentes independientes, que por cada
vector de Killing resultan en noventaiséis ecuaciones generadas a partir de

X70,(8"), + 0,XP ("), — 0,X{(6°), = 0. (5.31)

Al resolver este sistema de ecuaciones se encuentra que
B = —b(t)e’ (5.32)
B = B(t)e'. (5.33)

Las cuales agregan dos nuevos campos en funcién del tiempo: b(t) y 5(t).
Finalmente el campo 4" agrega también un nuevo campo dependiente del tiempo. De sus
veinticuatro ecuaciones de Killing

X{07" = 9, X" =0, (5.34)
se obtiene que solo la parte temporal sobrevive

7" = (—(t),0). (5.35)

5.1.2. 2-forma curvatura y 2-forma torsién cosmoldégicas

Ya definidas todas las componentes de los campos reducidos, se procede a encontrar las
componentes de la 2-forma curvatura y la 2-forma torsion. A partir de las Ecs. (4.108)-(4.115)
se tiene

R = R — gog — 2gle- Ml (5.36)
R = _Dp" — (Dv“ + gdlog ¢> & (5.37)
T =T° + poe* (5.38)
T = (;dln o+ %e“) e’ (5.39)

Las 2-formas diferenciales R® y T corresponden respectivamente a la curvatura y torsién
del espaciotiempo, estas son dadas por

R = dw® + w* w (5.40)
T = de® + w”.€e". (5.41)
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Al imporner la 1-forma conexién y el 1-forma vielbein cosmoldgicos, se tiene

R = [W(t) + H(t)w(t)]e% + f(t)w(t)€e me™e”

"= - .. .
R" = RV — {uﬂ(t) + c;(t) — f2(t)|e'ed — [f(t) + H(t)f(t)]e,,e’e™ (5.42)
a __ TO =0
T = {Ti = —[w(t) — H(t)]eoei 4 f(t)eimneme”, (5.43)

t
con H(t) = a(t) conocida como la funcién de Hubble, donde - sobre los campos denota la
a

derivada con respecto del tiempo.
Por la forma en que estdn dadas las Ecs. (4.136)-(4.143), conviene dejar explicita cada parte,
esto es

w | M% =R +b(t)B(t)e’e
M® — {Mij — R + B2 (t)eled, (5.44)
b — {N?%‘ = —(B(D)e’ 1o

NY =0
a __ KO =0
o {K T=—[B(6) + H(6)B(E) + w(t)b(t)]e’e’ — 26(1)¢! e e (5-46)
Lo L? = [‘y(t) - 7;’5)@ In ¢| e 57
L' =w(t)y(t)e’
= {TO o (5.48)
T =T
a __ VO = —b<t>€0

Vo= {VZ' = 6(t) (5.49)
w=0 (5.50)
7 {&t 12n¢ —i—’y(t) el (5'51)

5.2. Ecuaciones de campo de la cosmologia de Lovelock-Cartan

Esta seccion consiste en tomar las ecuaciones reducidas de la teoria de Lovelock-Cartan,
reemplazando los campos bajo el ansatz cosmoldgico. Veamos entonces cada ecuacion.
Desde la Ec. (4.136), cuyos indices estan todos contraidos, se obtiene

260ijk[2aoeoeiejek + o (Ml e + M7ee’) 4 20, M M7*] = 0. (5.52)
Desde la Ec. (4.137) se obtiene
2¢0ijr]an N el e + 20, M N*] = 0. (5.53)
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La Ec. (4.138) tiene un indice libre por lo cual se extraen dos ecuaciones, una para a = 0
eol-jk[alKiejek + QOngiMjk] = O, (554)

y otra para a =i
2¢qijk[ar K7 eer + 2a, K7 M) = 0. (5.55)

La Ec. (4.139) también tiene un indice libre, asi para a = 0 se tiene
EOijk[Qozoeiejek + Oél(Mijek - Liejek) — 2062LiMjk] =0 (556)
y para a =1

—GOijk[6ozonejek + 041(2M0jek — L%/ef + 2L7e%" + Mjkeo)

—2a,(L°M* — 2K N — 2L M)] = 0. (5:57)
Desde la Ec. (4.140) se obtiene para a =0
coijrlan T e’ e + 20, T M7*] = 0, (5.58)
y para a = i se obtiene
2¢0ijr[on TV ee” 4+ 20, TV M) = 0. (5.59)
Desde la Ec. (4.141) se tiene para a = 0
coijrlar Vieler + 20, VIMI*] = 0, (5.60)
y para a =1
— eoiplan (VO0eler 4+ 2Vieler) 4 2a,(VOMI* + 2NYTH — 2V M)] = 0. (5.61)

La Ec. (4.142) tiene dos indices libres, pero tanto para a = 0 o b = 0 se obtiene la misma
ecuacion, esta es

40&260iijka = O, (562)
y para a =i, b = j (que da lo mismo para a = j y b = i) se obtiene
0=0. (5.63)

Finalmente desde la Ec. (4.143) se obtiene para a =0y b =i (0 lo que es lo mismo a =iy
b = 0) se obtiene

coijrlon (Zel et + 2T er) 4 2a0(ZMF + 2KIVF + 2L7T")] = 0, (5.64)
y con a = i, b = j se obtiene la ecuacién
2eijrlai(Ze’e — T*e") + 20,(ZM ™ + L'T* — K*V?)] = 0. (5.65)

De estas trece ecuaciones, solo nueve son linealmente independientes y distintas de cero. Al
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reemplazar cada uno de los campo desde las Ecs. (5.44)-(5.51), se obtienen

5(a1 + 20, [wz + C’; . 52D =0 (5.66)

—B(ay + 20[r + Hw + b)) + g(o‘l + 20y [aﬂ - 52 — f7 = 62D (5.67)
+20587(w — H) =0

(w— H)(oq +2a2[w2 + Z; — - 52]) +doof[f+ Hf] =0 (5.68)

(3 + HBbw) <a1 + 20, [wQ + fz e 52}) ~SasfBlf +Hf] =0 (5.69)

200 + 1 <w + HubBw? + 52 - 62> (5.70)

+2(x2<[w+Hw+bﬁ][w2+fl—f2 —52} —2fw[f+Hf]> —0
oq([;@t In ¢ + v] — 2w — H)) + 2a2<[w2 + Z; -2 52} B&t In ¢+ 7] (5.71)
+2vw(w — H) —28[3 + HB + bw]) =0
2a2<fw Bat 1n¢+7} _ 2fb5> _ f<a1 ~ 20, Eat 1n¢+7]> —0 (5.72)
200 + oy <w2 + 52 g w) ~ dayyw <w2 + :2 P 52> 0 (5.73)
6ao + (2[@ + Huw + bBlw? + C]:; — B %at Ing— 4 — 2w) (5.74)

k .
—2042([;@ In¢+ 7} [aﬂ + i - ﬁz} + 2yw[w + Hw + bp] — 2676+ HS + bw]) =0,
donde se ha omitido la dependencia temporal de los campos.

5.2.1. Solucion de la rama 5 =0

De las ecuaciones obtenidas en la seccion anterior, la primera (5.66) es la mas sencilla de
todas, ya que presenta dos posibilidades o dos ramas de soluciones. Estas son, la rama uno
dada por

B(1) =0, (5.75)
y la rama dos dada por

k
oy + 20 |w? + i f2=p =o. (5.76)

Esta tesis esta abocada al estudio de la rama uno puesto que tiene soluciéon. En cambio la
rama dos genera un conjunto de ecuaciones donde se tienen mas incognitas que ecuaciones, de
modo que esta no puede ser resuelta. Pero cabe mencionar, que dentro de las ecuaciones se
encuentra
of

(5.77)

Qg =

4&2 ’
es decir que para una superficie del espacio de pardmetros se cumple esta simetria especial
donde algunas de las ecuaciones son linealmente dependientes. Adicionalmente, ocurre que si
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a; = 2as, la Ec. (4.119) es la derivada covariante de la Ec. (4.123), siendo esta una curva en
el espacio de pardmetros contenida en la superficie (5.77), conocida como “punto de Chern-

Simons” [35, 36].

Cuando 5(t) = 0, inmediatamente desde la Ec. (5.67) se deduce que b(t) = 0, pues en esta

rama o + 2a; {wZ + — — f* = *| #0. Al reemplazar 3,b = 0 en el resto de las ecuaciones y
a

manipulandolas con un poco de dlgebra se obtienen

(w—H)(oc1+2oz2:w2+52—f2D +danf(f+Hf) =0
2a0+a1<w—|—2w—|—f2—f2> +2a2[w+w2][w2+52—f2} =0

2a2f<;8tln¢—l—7>(f—l—Hf)+(w—H)2(a1 —2a9yw) =0

1
w(6t1n¢+7) +i4 Lome— 2~
2 2 209

k
(w2 + = - f2> (061 - 2042’%0) —ayw +2a0 =0
a
o2
(o'J + w2> (041 — 2a27w> — apyw + 3o — —L —0.
40[2

(5.78)
(5.79)
(5.80)
(5.81)
(5.82)

(5.83)

Para resolver este sistema, es conveniente poner atencion a las Ecs. (5.79), (5.82) y (5.83).

Primero se renombran los siguientes términos
X =w+w?
k
Y=+ = -2
a2
Z = yw,
que al reemplazar en las ecuaciones mencionadas quedan respectivamente

2@0+O[1(X+Y) +20é2XY =0

2040 + Y(Oél — 20&22) — alZ =0
i

30[0 + X(O[l — 20[22) — 04 — =0.

40(2
Desde la Ec. 5.85 se puede despejar Y en funciéon de Z

Y — O./lZ — 20./0'
a1 — 2(1/2Z

Y desde la Ec. (5.86) se puede despejar X en funcién de Z

2
a1Z+%—3a0
X = =2

a1 — 20(22

(5.87)

(5.88)
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Luego al reemplazar X y Y en la Ec. (5.84), se obtiene una ecuacién cuadrética para Z

3 2 3
O{;leg + % — 10aga3 |+

);
27* {4@2(a0 +a) + 2a1a2 + Z[ 200 g —

Saganan + apal + 12080y — % =0, (5.89)

201 + V61/a? — dapas
Z. = = . (5.90)
Al reemplazar este resultado en la Ec. (5.83), se obtiene la siguiente ecuacién para w(t)

20, + VA
R R el e e (5.91)
40&2

cuya solucién es

con A = a? — dagas, lo cual restrige el espacio de pardmetros si es que se quieren encon-
trar soluciones reales, siendo esta ultima opcion considerada en la investigacién. Entonces se
estudiaran las soluciones en el espacio de parametro donde se cumpla

_ 2
- - 0 ) :
A = aj —dagas >0 (5.92)

donde se considararda que «; > 0 de modo que pueda ser interpretada como la constante
gravitacional de Newton. Para el caso A < 0 véase [37] y [38]. Adicionalmente, se renombra el

término
2011 £ V6A
— = Uy,
4042

a modo de simplicidad puesto que recurrentemente aparece en las soluciones. Al resolver la
Ec. (5.91) para distintos valores de u.y, se encuentra

—/ux tan[/ux(t — to)], ux >0
w(t) =< (t—to)™1, ugr =0 (5.93)
Uz tanh[/—ui (t — to)], us <0,

donde ?; es una constante de integracion.
El resto de los campos se encuentran en funciéon de w, estos son

w) = (5.94)
W { TV6A }
o) = |w? + uy| P dop(w? + uy) (5.95)
alw) = ——2—exp | =v6a (5.96)
w2 + | 240 (w? + uy)
k FVO6A 31 £ V6A

200N |2 r 2
Flw) =lw+ uila% P [12&2(002 +uy) i 6ag (5.97)

con ¢y y ag constantes de integracion.
A continuacion se presentan las soluciones explicitas en el tiempo para distintos valores de
U4 .
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Soluciones para uy > 0

Para el caso uq > 0 se necesita establecer el espacio de parametros oy — as donde esto es
permitido, como se presenta respectivamente para u, y u_ en la Fig. 5.1.
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Ficura 5.1: El grafico de la izquierda representa la regién del espacio de parametros permitida para uy > 0,
y el de la derecha para u_ > 0.

En este espacio se encuentran las siguientes soluciones
() = —/iz oty (t — to)) (5.98)
: V6A
(1) = o sin® (VAL (t — to)) exp BE cos? (\/iE(t — to))} (5.99)

QU4
. ag +v6A
alt) = 1| cos( /i (t — to)] exp [24;2%

cos?(v/az(t — to))] (5.100)
(1) = us s sec?(JTZ(t — to) exp FV6A cos?(\/uz(t — to))} (5.101)

ag [12a2ui

3aq £ V6A
+ uy tan®(\/ux (t — 1)) + S =vos

60&2

De estos campos nos interesa el comportamiento de a(t) y ¢(t), porque estos modulan el
tamano del espaciotiempo y de la dimensién extra, respectivamente. En la Fig. 5.2 se muestra
el comportamiento para a(t) en el cual vemos que el universo es siempre oscilante, partiendo
de un tamano finito se contrae hasta a cero, para luego volver a ser expandido hasta su tamano
inicial y asi sucesivamente. Se destaca entre las curvas, la perteneciente a u_ > 0 en la region
del espacio de pardmetros ag > 0, puesto que en las zonas de maxima expansion del universo,
este tiene una pequenia contracciéon y expansion (sin un colapso) antes de volver a ser contraido

1En todos los gréficos el pardmetro oy se ha normalizado a uno.

68



5.2. ECUACIONES DE CAMPO DE LA COSMOLOGIA DE LOVELOCK-CARTAN

hasta su tamano minimo. Y en la Fig. 5.3 se muestra el comportamiento del dilaton, el cual
indica que el tamano de la dimension extra también oscila, pero que al comparar con la Fig. 5.2
va a la inversa de a(t).
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FIGURA 5.2: Gréfico de la evolucién temporal de a para u+ > 0, el cual representa el tamaiio del universo.

FIGURA 5.3: Gréfico de ¢(t) para ux > 0, el cual nos da una idea de la evolucién del tamaiio la dimensién

extra.
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Soluciones para u_ =0

Para que u+ = u_ = 0 se necesita que ay = ——,
]_20[0
siguientes soluciones explicitas en el tiempo

Y(t) =0

6(t) = dpexp [WG_A

%)

(t — t0)?]

30(1 + V 6A

TE—to) (i%e
2

entonces en esta region se tienen las

(5.102)

(5.103)
(5.104)

(5.105)

Los factores de escala a(t) y ¢(t) son mostrados respectivamente en las Figs. 5.4 y 5.5. Para
este caso, el escenario es diferente del anterior, porque cuando u_ = 0 el universo desarrolla, o
una expansion eterna mientras la dimensién extra se contrae hasta cero como se muestra en las
curvas punteadas verdes (ay < 0), o desarrolla un expansion inicial seguida de una contraccién
hasta su colapso mientras la dimension extra se expande eternamente como se muestra en las

curvas azules de los gréaficos (s > 0).

_— >0
100 == as <0

FIGURA 5.4: Comportamiento del factor de escala a(t) cuando u_ = 0.

Soluciones para u4 < 0

Para el caso uy+ < 0 el espacio de pardmetros oy — e permitido es mostrado en la Fig. 5.6.
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FIGURA 5.5: Comportamiento del tamafio de la dimensién extra ¢(t) cuando u— = 0.
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FIGURA 5.6: El gréfico de la izquierda representa la region del espacio de pardmetros permitida para u4 < 0
y el de la derecha para u_ < 0.
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Las soluciones obtenidas son

2(t) = —y/ =tz coth(yuz(t — t)) (5.106)
(1) = o sinh?®(v/=uz(t — ty)) exp DF%_A cosh? (v/—ar(f — to))} (5.107)

QU+
a(t) = \/(_l(;_j: cosh(y/—ux(t — o)) exp {;a\/iz coshQ(\/—ui(t - to))] (5.108)

P21 = —k;%i cosh™2(v/=tz (t — to)) exp [f’;ﬁ cosh?(y/ =tz (t — t@)} (5.100)
s tanb® (VUL — ) + 3“162/6_4

De manera similar al caso u_ = 0, el universo desarrolla un fase de expansién eterna, como se
muestra en la curva punteada negra (u_ < 0 A ap > 0) donde el universo comienza desde un
tamano muy pequeno, o en la curva continua azul (uy < 0) donde el universo parte desde un
tamano finito, como se muestra en la Fig. 5.7. Ademés cuando u_ < 0 A s < 0 el universo
desarrolla un contracion hasta su colapso, como se muestra en la linea punteada verde. Al igual
que en los casos anteriores, el factor de escala de la dimension extra realiza la dindmica inversa

a a(t) como se muestra en la Fig. 5.8.
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F1GURA 5.7: Comportamiento del factor de escala a(t) cuando u4+ < 0.

5.2.2. 3-forma energia-momentum reducida

Teniendo en cuenta que dentro de las soluciones encontradas en la rama g = 0, se han
hallado escenarios donde el universo desarrolla un fase de expansién acelerada, seria interesante
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FIGURA 5.8: Comportamiento del tamafio de la dimensién extra ¢(t) cuando u+ < 0.

estudiar lo que ocurre con la ecuacion de Einstein que se obtiene en este marco, es decir, luego
de haber reducido la teoria de Lovelock-Cartan cinco-dimensional en un circulo y aplicar a
esto el ansatz cosmoldgico. Al recordar la Sec. 3.2.10 vemos que, en el lenguaje de las formas
diferenciales, necesitamos buscar el término que aparece en la Ec. (3.56) dentro del conjunto
de Ecs. (4.136)-(4.143). La tinica que contiene este término es la Ec. (4.139), que al considerar
la cosmologia se obtiene

€aped | 0E €CEL + % (RbC — Lbec) e’ — a,L"R| = 0, (5.110)

donde M = R® N = (0 y K® = (. Sin embargo la 2-forma curvatura que aparece en
esta ecuacion no es Riemanniana, pues la 1-forma conexién posee una pieza adicional que no
depende de los vielbein. Pero se puede descomponer de la siguiente forma, primero se escribe
la 1-forma conexion como la parte dependiente de los vielbein mas la contorsion

" L (5.111)

donde @ denota la 1-forma conexién Riemanniana que satisface la ecuacién

De" = de” + &"e’ = 0, (5.112)
y donde k® = —k’ denota la contorsién. De esta manera, la 2-forma curvatura puede ser
escrita como sigue
R™ = R™ + Dk + r,, k™. (5.113)
Al reemplazar esto en la Ec. (5.110) y teniendo en cuenta (4.111), se obtiene
b
€abed aoebeced + %(Rbc + DI‘LbC + Iﬁ',me,mc>€d + %(D'Yb + %dlngb)eced

. (5.114)
+a (Dyb + %dln gb)RCd} =0.
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De un lado de esta ecuacién se desea obtener el dual de Hodge? del tensor de Einstein (véase la
Sec. 3.2.1) con constante cosmologica, y del otro lado todo lo que sobra perteneciendo al dual
de Hodge del tensor de energia-momentum. Para esto se redefinen las siguientes constantes

de modo que la Ec. (5.114) se puede escribir como

1 ~bc A
_§€abcd l:Rb — gebec

K o/~
d G 1 b b d
el = 5 €abed [2 (DF{, ‘+ K mnmc)e

) (5.115)
«

+(ny’) + %dln ¢> (;eced + achd)} .

El lado derecho de esta ecuacion, sin la constante k¢, es un 3-forma cuyo dual de Hodge es el

tensor de energia-momentum? efectivo que sale de la teorfa reducida, esto es

1 -
TZH = §eabcd [O; (Dl-cbc + l@bmnm) e’
(5.116)

’Yb a1 d
+ (Dvb +Ldln ¢) <Zeced + R )}

Considerando que el contenido de energia y materia del universo se comporta como fluido
perfecto, el tensor de energia-momentum tiene la forma 7, = diag(—p, p) (donde 7= (p, p,p)
en virtud del principio cosmolégico) y considerando la definicién del dual de Hodge, vemos que
a través de las siguientes identidades

o 1 i i
ot — — 3y Coiske e’e” (5.117)
1 ,
’T?ff — —§p60ijk€0€jek7 (5118)

se pueden extraer las componentes del tensor de energia-momentum. Al comparar la 3-forma
energla-momentum (5.116) con la identidad (5.117), se encuentra que la densidad de energia
es

3 3 k
p=—3m [wQ — H? - f2] + WY {al + 2a2(w2 + i fQ)], (5.119)
para simplificar un poco esta expresién se puede utilizar la Ec. (5.82), resultando en
3 k
p=5m <H2 + a2> + 3. (5.120)

Del mismo modo al comparar el tensor de energia-momentum (5.116) con la identidad (5.118)
se encuentra que la presiéon es

. 3 2
P =y w—H—2H2+w2+Hw—f} —2w7[m+a2(w+w2—Hw)]

2 2
T ! 2, K 2
+[V+23tln(b][2+a2(w +(12_f):|’

2Recordar que el dual de Hodge establece un mapeo lineal uno-a-uno entre ambos espacio, generando asf un isomorfismo.

(5.121)

3Es decir Tq = ——€mnpgTa™eePed. Donde se ha utilizado la letra T en vez de T (que se usé para definir el tensor de
31 pq

energia-momentum en la Sec. 3.2.1) para que no se confunda con la 2-tosién que también posee un indice.
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esta expresion requiere un poco mas de trabajo, pero usando las Ecs. (5.78), (5.80) y (5.81) se
puede simplificar resultando en

by 3 2 k
Al observar el tensor de energia-momentum completo:
m . 3Oél 2 k . 3H2 k'
7. = — diag <2 [H + E} + 3ay, [al(H + @) + 3040} (1, 1, 1) , (5.123)

vemos que este no es definido-positivo. Esto es muy importante porque nos permite interpretar
que esta densidad de energia y presion efectivas, que proviene de los grados de libertad genera-
dos por la dimensién extra y la 2-forma torsion, son el causal de la fase de expansién acelerada
encontrada en las soluciones, sin tener que introducir adicionalmente energia oscura.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se exploran teorias gravitacionales que sean lo més generales posibles, construi-
das con las mismas premisas que la teoria de la Relatividad General. En este sentido, la teoria
de Lovelock-Cartan cumple todos los requisitos necesarios para ser una correcta generalizacién
del modelo de Einstein-Hilbert a dimensiones arbitrarias, conservando todas las virtudes que
esta posee, pero ademas incluyendo a la torsiéon como parte fundamental de la teoria, al consi-
derar incluso términos explicitos de esta. Este punto es clave, ya que implica que las nociones
de metricidad y paralelismo son independientes, de modo que en vez de tener un campo funda-
mental, esto es el tensor métrico, se tiene dos campos fundamentales: una conexién adicional
al tensor métrico (o su equivalente que son los vielbein). De esta forma, se puede trabajar
con el formalismo de primer orden que, en el lenguaje de las formas diferenciales, permiten un
desarrollo claro del calculo. Ademas, la independencia de la conexién permite que se tengan
grados de libertad adicionales que afectan el contenido de energia y materia del universo. Los
términos generados en la accion de Lovelock-Cartan, donde cabe destacar que el operador dual
de Hodge no es usado, tienen la ventaja de generar ecuaciones de campo hasta de primer orden
en las derivadas para cualquier orden en la curvatura y la torsién, lo cual no es asi en la mayoria
de los modelos gravitacionales.

El estudio de teorias gravitacionales en mas que cuatro dimensiones, esta bien motivado
por el uso fenomenologico que se ha hecho de dimensiones extras como posibles soluciones al
problema de jerarquia en el modelo estandar. En particular, se ha considerado la adiciéon de una
dimensién espacial al espaciotiempo con topologia S*, porque es el caso més sencillo de estudiar.
Ademas, este caso puede ser visto como un primer paso que podria ser facilmente generalizable
en trabajos futuros. Bajo esta topologia, la reduccién dimensional introduce en el modelo siete
campos adicionales al vielbein y la conexién de Lorentz. Desde la compactificacion de los
vielbein, se tienen al dilatén (escalar) y al campo vectorial abeliano de espin 1 (normalmente
identificado como el potencial electromagnético). Y desde la conexién de Lorentz, se tienen
dos campos de espin 1: a® y 4%, y ademds se tiene la 1-forma B la cual se conforma por un
campo de espin 2, uno de espin 1 y uno escalar (espin 0), donde todos estos campos son de
caracter tensorial, es decir, que transforman como tensores bajo el grupo de Lorentz local y
bajo difeomorfismo.

Con el fin de estudiar el universo a grandes escalas, se ha impuesto el ansatz cosmoldgico
sobre los campos reducidos, el cual respeta las simetrias del universo a grandes escalas: isotropia
y homogeneidad. Se encuentra que el dilaton ¢, el cual es interpretado como el factor de escala
de la dimensiéon extra, es una funcién que solo depende del tiempo, como es de esperar bajo
el principio cosmoldgico. Por su parte el potencial vectorial electromagnético A,, posee solo
la componente en la direccién del tiempo distinta de cero que solo depende del tiempo, es
decir A, = (Ay(t),0), lo cual nos dice que a escalas comoldgicas el electromagnetismo es trivial
(Fa = 0); cabe destacar que esto no es cierto a todas las escalas, por ejemplo a escalas menores
se comienza a apreciar la inhomogeneidad propia de la radiacién de microndas de fondo (CMB),
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pero a escalas del orden de los 200[Mgpc| (cosmologia) esto es despreciable. Desde la conexion
de espin, se tiene que la conexién reducida w? introduce dos nuevas funciones que dependen
del tiempo: w(t) y f(t), el campo de espin uno a® queda reducido a cero bajo este ansatz,
mientras 7% queda similar al potencial vectorial electromagnético: v* = (—v(t),0) y la 1-forma
B queda dependiendo solo del tiempo en todas sus componentes adicionando dos grados de
libertad: B = —b(t)e’ y B* = B(t)e’.

Al estudiar las ecuaciones de movimiento bajo el ansatz cosmoldgico, se encuentra que
existen dos ramas de soluciones. Una donde se encuentra que, para una superficie en el espacio

de parametros ay = %, algunas de las ecuaciones son dependientes entre si de modo que no
pueden ser resueltas, pero en el caso en que oy = 2a5 se tiene un punto de Chern-Simons;
como es sabido [24] en dimensiones impares existe una combinacién tunica de los pardmetros
(donde todo queda dependiendo de un solo pardmetro) que permite englobar a la accién en
una simetria de gauge ampliada, donde la conexion de espin y los vielbein forman juntos una
conexion mayor correspondiente al grupo (A)dSs. Esta rama, permite toda una nueva linea de
estudios correspodiente a teorias gravitacionales de Chern-Simons, donde incluso podria ser
estudiada su cuantizacién [39]. La otra rama de soluciones, cuando §(t) = 0, permite generar
un conjunto de ecuaciones consistentes cuyas soluciones son encontradas. Aqui se encuentra
que la funcién b(t) es también igual a cero, de modo que la 1-forma B* proveniente de la
reduccién de la conexion de espin es trivial. Al manipular las ecuaciones, se encuentra el
discriminante A = o? — 4apay (cuya igualdad a cero deriva en el punto de Chern-Simons)
que restringe el espacio de parametros si es que se desea encontrar soluciones reales, como se
hizo en esta investigacion. Entonces para A > 0, se encuentran las soluciones para los campos
w(t), f(t), o(t), vy a(t), los cuales dependen de los tres posibles valores de u.. Para cada valor
de ug (si es mayor, menor o igual a cero) se muestran los gaficos respectivos para cada zona
permitida en el espacio de parametros, donde los valores deseados de u+ se cumplen. Por medio
de la evolucion temporal del factor de escala a(t), se encuentran distintios comportamientos:
a) universos oscilantes que comienzan desde un tamano finito, b) universos que se expanden
eternamente, c¢) universos que se contraen eternamente, y d) el caso donde el universo parte
con una expansion inicial para llegar a un valor critico y ser contraido asintoticamente. Entre
los distintos escenarios, cabe destacar que no es un comportamiento recurrente el comienzo del
universo desde una singularidad; es més, al mirar la publicacién [40], la cual regulariza posibles
singularidades futuras en modelos cosmoldgicos, se ha encontrado que en nuestros resultados
no hay tales singularidades futuras.

Un aspecto importante que se debe mencionar acerca del dilatén, es que modula una dinami-
ca aproximadamente inversa a la del factor de escala del espaciotiempo, lo cual es compatible
con un mecanismo dindmico de reduccién dimensional. Con respecto al factor de escala del
espaciotiempo, a(t), cabe destacar que no es sensible al pardmetro kK = —1,0,1 bajo ningin
escenario, lo cual implica que con la evidencia cosmoldgica de la expansion acelerada del uni-
verso no es posible detectar el tipo de curvatura que este posee (plano, abierto o cerrado). El
unico campo que depende de k es la parte completamente antisimétrica de la torsién cuatro-
dimensional: f(t). Por su parte, f(¢) se vuelve imaginaria en ciertos periodos de tiempo (vease
la Ec. (5.97)), lo cual restringe aun maés el espacio de parametros con tal de imporner una
condicion de realidad sobre f. Esto nos permite establecer un criterio para distinguir entre
universos abiertos, planos y cerrados. Sin embargo, la evidencia experimental [41] nos dice que
el universo es plano, de modo que es vélido restringirse al caso cuando k£ = 0 y asi encontrar
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la condicién de realidad sobre f(t), esto es,

3&1iV6AZO y g >0

3a; E VA <0 vy ay <0,

siendo estas condiciones anadidas a las ya estudiadas en cada caso. En tal caso, k = 0, se aprecia
que el comportamiento que méas se asemeja a nuestro universo, es decir, una singularidad inicial
seguida de una expansion acelerada, es el caso cuando u_ = 0 con ay < 0 (vease la Fig. 5.4).
De esta forma, se puede concluir que la consideracion de una dimension espacial extra y de la
torsion, es clave en estos resultados, de forma que se pueda prescindir a priori de la energia
oscura y tener a la vez una fase de expansion acelerada. Ademas, este resultado es respaldado
por la interpretacién que se le da a la Ec. (5.110), cuyo dual de Hodge nos entrega la ecuacion
de Einstein. De esta forma, al considerar el contenido de materia y energia como un fluido
perfecto, la 3-forma de energia-materia (sin duda inducida por los grados de libertad que
vienen de la dimension extra y la torsién) nos entrega una presién y densidad de energias no
definidas positivas, tal como se espera de un universo con fase de expansion acelerada.

Una de las principales virtudes de haber considerado la teoria de Lovelock-Cartan como
base, es dar la posibilidad que investigaciones futuras sean construcciones correctamente gene-
ralizadas de la Relatividad General. De esta forma, proximas investigaciones que resultarian
interesantes son, por ejemplo, el estudio en mas dimensiones con topologias isomorfas al circu-
lo (donde se podria estudiar como el espectro de campos va apareciendo), considerar otros
tipos de ansatz para la métrica cuatro-dimensional (como agujeros negros, o bien donde la
condicién de isotropia y homogeneidad es relajada), o el estudio de la teoria en el punto de
Chern-Simons que deja paso a una gama de posibilidades. Incluso el estudio de la accién de
Lovelock-Cartan con el fin de hacer fenomenologia, en la cual puedan ser incluidos fermiones
en cinco dimensiones, podria ser un area muy nutrida en fisica.
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Apéndice A
Vectores de Lie para la Métrica
cinco-dimensional

El presente apéndice es dedicado al caculo de los vectores de Lie, es decir, aquellos vectores
en cuyas direcciones la derivada de Lie preserva la estructura métrica deseada. Recordemos
que se desea que los campos reducidos no dependan de las coordenadas de la dimensién extra,
ni por ende su variacién. Esto queda plasmado en las Ecs. (4.17)

Jpo = Jpn ()

5§ﬂ9 = (5§ﬂf,(x)
Para encontrar los vectores que manifiesten esta independencia de la coordenada de la
dimensién extra, se toma la Ec. (4.19)

0Gu0 = Xﬁaﬁgﬂﬁ + 3,1Xﬁ§lﬁﬁ + 8,;)2’357,1,3

y se expande en los indices i = p, £ y © = 1, €. De esto se extraen tres ecuaciones independien-
tes, la primera es para il =puy v =v

5?7#1/(55) = Xpapguv + Xgaégw + aungpv + auf(&g&v + aVngup + &,ngug

. R o “ A oo (A.1)
= (Xpapguz/>(x) + (aﬂngPV)<x) + auX§9§V(x) + (avngup) (I> + angguf(x)a

donde el segundo término en la primera linea ha sido cancelado debido a que los campos
reducidos no dependen de las coordenadas de la dimension extra. Como esta variacion solo
depende de las coordenadas del manifold base, entonces cada término debe hacerlo también, y
vemos que en la segunda linea se cumple explicitamente para cada término, a excepciion del
tercero y cuarto, pues en ellos se tiene 9, X ¢, Es facil notar que los vectores X¢ deben tener la
forma genérica

X = M) + ch(6), (A.2)

con tal de que su derivada con respecto a las coordenadas del manifold base a lo mas dependa
de estas ultimas.
Un segunda ecuacion se extrae de la eleccion i =py 0 =¢

5%&@) = Xpapguﬁ + Xf&&@tf + aungpﬁ + ('LX%& + 35ngup + 05)25@“5

o Te - ne (A.3)
= (X?0p0ue) (x) 4+ (8, X Gpe) (2) + 0, X Gee () + 0e X Gue (),

donde nuevamente en la primera linea se han cancelado el segundo y quinto término, puesto
que los campos reducidos no dependen de la coordenada de la dimensién extra. En la segunda
linea, el tercer término impone la misma condicién que la encontrada en la Ec. (A.1), es decir, la
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condicién (A.2). Sin embargo, en el dltimo término se tiene 85)2' ¢ que a lo més puede depender
de las coordenadas del manifold base, para esto solo se necesita que la funcion 0(§) = £. Luego
la condicién (A.2) queda aun mas restringida

X = \ax) + . (A.4)

Finalmante, la ultima ecuacién aparece al elegir ji,7 = &, pero como se verd de ella no se
extrae alguna restriccion adicional

0dee () = XPOpee + X 0chee + 0: X Gpe + 0 X Gee + 0: X e, + 0: X Gee

N . A5
= (X"9,gec) (x) + 206X * gee (), —

donde en la primera linea el segundo, tercer y quinto término, son cero debido nuevamente a
que los campos reducidos no dependen de la coordenada de la dimensién extra.
Como ninguna otra restriccién aparece sobre los vectores, vemos que su forma més general

es dada por
. P = XP
g0 = [ X =X) (A.6)
X& =c&+ \x).

Estos seran llamados los vectores de Lie.
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