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Resumen

Resumen

Las redes neuronales profundas han demostrado ser una herramienta poderosa para resolver
problemas de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), permitiendo aproximar soluciones a
diferentes escenarios donde los métodos tradicionales presentan grandes desafios. Sin embargo
su principal limitacién es el alto costo computacional asociado a su entrenamiento y uso, junto

a su baja capacidad de generalizacion.

Con el fin solventar este inconveniente, en este trabajo se propone un nuevo enfoque para
resolver la ecuacion de Poisson mediante el uso de redes neuronales convolucionales (CNNs) con
el fin de generar un método maés eficiente que el utilizado por las redes neuronales informadas
por fisica (PINNs). El modelo propuesto consiste en entrenar una red CNN para un dominio
con condiciones de frontera especificos el cual pueda ser utilizado para resolver diferentes casos

de la ecuacion de Poisson dentro del dominio establecido.

Los resultados obtenidos muestran que el modelo propuesto es capaz de aproximar la solucién
de la ecuacion de Poisson para diferentes escenarios de dominios bidimensionales y tridimensio-
nales, junto con condiciones de frontera variadas e incluso con dominios que incluyen interfaces
con un buen grado de generalizacién, alcanzando errores promedios menores al 5 % en la mayoria

de los casos.

Sin embargo, el modelo presenta limitaciones en cuanto a la generalizacion de dominios con
geometrias complejas, en donde se observd que no es capaz de generalizar adecuadamente
casos tridimensionales con interfaces si no se cuenta con datos de entrenamiento previamente
resueltos, ademas de presentar una clara deficiencia en aproximar cargas puntuales, llegando a

errores puntuales de sobre el 90 % en algunos casos.

Esto deja abierto un camino para futuras investigaciones, donde se invita a explorar el uso
de redes neuronales convolucionales para resolver diferentes problemas de EDPs, asi como la

posibilidad de mejorar el modelo propuesto.

Palabras claves: Ecuacién de Poisson, PINNs, Redes Neuronales Convolucionales
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Abstract

Abstract

Deep neural networks have proven to be a powerful tool for solving partial differential equations
(PDEs), allowing for the approximation of solutions to different scenarios where traditional
methods face significant challenges. However, their main limitation is the hight computational

cost associated with their training and usage, along with their poor generalization capabilities.

To solve this inconvenience, this work proposes a new approach to solve the Poisson equation
using convolutional neural networks (CNNs) to create a more efficient method than that used
by physics-informed neural networks (PINNs). The proposed model consists of training a CNN
for a domain with specific boundary conditions that can be used to solve different cases of the

Poisson equation within the established domain.

The results obtained show that the proposed model is capable of approximating the solution of
the Poisson equation for different scenarios of two-dimensional and three-dimensional domains,
along with varied boundary conditions and even domains that include interfaces, achieving

average errors below 5% in most cases.

However, the model has limitations regarding the generalization of domains with complex geo-
metries, where it was observed that it is not able to adequately generalize three-dimensional
cases with interfaces unless previously solved training data is available. Additionally, it shows a
clear deficiency in approximating point loads, resulting in point errors exceeding 90 % in some

cases.

This opens a path for future research, inviting exploration of the use of convolutional neural
networks to solve different PDE problems, as well as the possibility of improving the proposed

model.

Keywords: Poisson Equation, PINNs, Convolutional Neural Networks

III



Indice general

ndice general

Agradecimientos

Resumen

Abstract

1.

2.

Introduccion
1.1. Objetivo General . . . . . . . . . .
1.2. Objetivos Especificos . . . . . . . . . .o

Marco Teodrico

2.1. El Perceptron . . . . . . . .
2.2. Redes Neuronales Artificiales . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... .
2.2.1. Universal Approximation Theorem . . . . . . .. ... ... ... ....
2.3. Funciones de activacion . . . . . . . . ..o
2.4. Funcién de Perdida . . . . . . . . ...
2.5. Métodos de optimizacion . . . . . . . . ...
2.5.1. Descenso de gradiente . . . . . . . ... Lo
2.5.2. Descenso de gradiente estocastico (SGD) . . . . .. ... ... ...
2.5.3. Descenso de gradiente estocastico con momento . . . . . . .. ... ...
2.5.4. RMSprop . . . . .
2.5.5. Adam . . ...
2.6. Back propagation . . . . . ...
2.7. Arquitecturas . . . . . .. ..
2.7.1. Multi Layer Perceptron . . . . . . . .. .. ..
2.7.2. Residual Neural Network . . . . . . . . . ... ... ... ... . .....
2.7.3. Convolutional Neural Networks . . . . .. ... ... ... ... .....

II

II1

v



Indice general

2.7.3.1. Campo Receptivo. . . . . . . . ... ... 23

2.7.3.2. Regularizacion de una CNN . . . . . .. ... ... ... ... 24

2.7.3.3. Tipos de arquitecturas de CNN . . . . . . ... ... ... ... 26

2.7.3.4. Encoder-Decoder . . . . . . .. ... ... ... . ... ..., 27

2.8. Physics Informed Neural Networks . . . . . . . ... .. ... ... ... ..., 28
2.8.1. Métodos Basados en Puntos de Colocacién . . . . . . . . . .. ... ... 30
2.8.1.1. Descomposicién de Dominios . . . . . .. ... ... ... ... 31

2.8.2. Physics Informed Neural Networks en base a Redes Convolucionales . . . 32

2.9. Ecuacion de Poisson . . . . . ... 33
2.9.1. Solucién integral de la ecuacion de Poisson mediante la funcién de Green 34
2.9.2. Ecuacién de Poisson para dominios con regiones . . . . . . . . .. .. .. 35

. Metodologia 37
3.1. Utilizacién de PINNs basadas en CNN para resolver la ecuacion de Poisson . . . 37
3.2. Funcién de Pérdida . . . . . . . . ... 38
3.3. Arquitecturasde Red . . . . . . . . ... 39
3.3.1. Arquitectura MSNet . . . . . . . . .. ... 39
3.3.2. Arquitectura UNet . . . . . . . . . ... . 40

3.4. Normalizacidn . . . . . . . . . . . e 41
3.5. Datos para el entrenamiento . . . . . . . .. ... 43
3.6. Ecuacion de Poisson con Interfaces . . . . . . . . . .. ... L. 44
3.6.1. Caso 1D . . . . . . . e 44
3.6.2. Configuracién del problema . . . . . . . .. ... L 46
3.6.3. Funcién de perdida . . . . . . ..o 47
3.6.4. Arquitecturade Red . . . . . . . ... ... 48

3.7. Validacion de Resultados . . . . . . . . . .o 49
3.8. Codigo Implementado . . . . . . . ... 50
. Resultados y Analisis 54
4.1. Pruebas realizadas . . . . . . . ... o4
4.2. Carga Puntual Centrada con Condiciones de Borde Homogéneas en 2D . . . . . 55
4.3. Estudio del Modelo y del Entrenamiento con Cargas Puntuales . . . . . . . . .. 56
4.3.1. Estudio de Arquitecturas . . . . . . . . . . . ... 56
4.3.1.1. Profundidad dela Red . . . . . . . .. ... ... ... ..... 56

4.3.1.2. Numerodeescalas . . .. .. ... ... . ... ... ...... 62

4.3.1.3. Variacion en el tamano del kernel . . . . . . .. ... ... ... 64

v



Indice general

4.3.2. Estudio de parametros de entrenamiento . . . . . .. . ... ... ... 67
4.3.2.1. Cantidad de epochs . . . . .. .. ... 67

4.3.2.2. Tasa de aprendizaje . . . . .. .. .. ... ... 69

4.3.2.3. Normalizacién . . . . . . . . . ... ... 72

4.3.2.4. Pesos en la funcién de pérdida . . . . . . . ..o 74

4.3.3. Estudio del dominio de entrenamiento . . . . . .. ... ... ... ... 75
4.3.3.1. Variacion en tamano del dominio . . . . . . .. ... ... ... 75

4.3.3.2. Variacion en nodos de entrenamiento . . . . . . . . .. ... .. 7

4.3.4. Generalizacion en el modelo . . . . . . . ... ... .. L. 78
4.3.4.1. Cargas puntuales en diferentes localizaciones . . . . . . . . . .. 79

4.3.4.2. Casos con multiples cargas puntuales . . . . . . ... ... ... 81

4.4. Dominios 2D con interfaces . . . . . . .. .. Lo 83
4.4.1. Estudio de arquitecturas . . . . . . . .. ... oL 84

4.5. Condiciones de Borde No Homogéneasen 2D . . . . . . . ... .. .. ... ... 87
4.5.1. Normalizacién del las Condiciones de Borde . . . . . . ... ... . ... 87
4.5.2. Arquitecturas . . . . .. ... 89
4.5.3. Estudio de Parametros de Funciones de Borde . . . . . . . . ... .. .. 90

4.6. Extension a 3D . . . . ... e 91
4.6.1. Condiciones de Borde No Homogéneas . . . . . ... ... ... . .... 92
4.6.2. Carga Puntual Centrada con Condiciones de Borde Homogéneas . . . . . 93
4.6.3. Dominios 3D con Interfaces . . . . . . ... ... ... .. 95
4.6.3.1. Caso No Regularizado . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 97

4.6.3.2. Caso Regularizado . . . . ... .. ... ... ... ... .. .. 98

5. Conclusiones 101
Bibliografia 103
Anexos 109
A.  Derivacién Ecuacion de la solucién de Poisson con teorema de Green. . . . . . . 109
A.  Derivacién Laplaciano Coordenadas Polares . . . . . . . ... .. ... .. ... 110
B. Derivacién Ecuacion de Poisson carga puntual centrada en 2D con Interfaz . . . 112
C. Resultados de Casos 2D Funciones de Perdida . . . . . . . . ... .. ... ... 114
D. Resultados de Casos 2D Variacién de Nimero de nodos . . . . . . . . . . . . .. 116
E. Resultados de Casos 2D Cargas puntuales Aleatorias . . . . . ... ... .. .. 119
F. Resultados de Casos 2D Cargas Puntuales Distribuidas Aleatorias . . . . . . . . 126

VI



Indice general

—

Resultados de Casos 2D Cargas Distribuidas Condiciones de Contorno No Ho-

MOZENCAS .« o« v o v e e e e e e e e 137
Resultados de Casos 3D Cargas Puntuales . . . . ... ... ... ... ..... 142
Resultados de Casos 3D Interfaces No regularizado . . . . . . .. ... ... .. 152
Resultados de Casos 3D Interfaces Regularizadas . . . . . . ... ... ... .. 157

VII



Indice de figuras

indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

Esquema de un perceptron . . . . . . ...
Diagrama de una Red Neuronal Feed Forward . . . . . ... ... ... ... ..
Esquema de momento [1] . . . . . . . . ...
Esquema de una MLP . . . . . . . . .. ...
Diagrama de una red ResNet . . . . . . . .. . ... oL
Esquema de una red neuronal convolucional [2]. . . . . . . . ... ... ... ..
Representacion visual de la operacién de convolucion de los Kernels . . . . . . .
Esquema visual de pooling . . . . . . . .. ..o
Visualizacion del campo receptivo en la propagacién de informacién [3] . . . . .
Regularizaciéon de una CNN [4] . . . . ... .o oo

Esquema de arquitectura de clasificaciéon de una CNN . . . . . . . ... ... ..

Esquema de PINNs con arquitectura de CNN [6] . . . . . . ... ... ... ...

Esquema de un dominio con dos regiones con distintas propiedades fisicas . . . .

Diagrama de una arquitectura MSNet conng =3 . . . . .. . . ... ... ...
Diagrama de una arquitectura UNet conng =3 . . . . . . . ... .. ... ...
Campo de valores aleatorios . . . . . . . . .. ... ... .
Dominio con dos regiones con interface > . . . . . . . .. ...
Esquema de dos submodelos para un dominio con interfaz . . . . . ... .. ..

Estructura de archivos para el cédigo implementado . . . . . . .. .. ... ...

Solucién analitica al caso de una carga puntual centrada en el dominio . . . . .
Resultados obtenidos para MSNet4-rf50 . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
Resultados obtenidos para MSNet4-rf100 . . . . . . . . . .. ... .. ... ...
Resultados obtenidos para MSNet4-rf200 . . . . . . . . . .. ... ... .....

VIII



Indice de figuras

4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.

4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.
4.17.
4.18.
4.19.
4.20.

4.21.
4.22.
4.23.
4.24.
4.25.
4.26.

4.27.
4.28.
4.29.
4.30.
4.31.

4.32.
4.33.

4.34.

Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf50 . . . . . . . ... ... .. ... ... 59
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf100 . . . . . . . . . . . ... ... .. .. 59
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 60
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf300 . . . . . . . . .. ... ... ... .. 60
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf400 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 60
Resultados obtenidos para MSNetb-ks3-rf200 . . . . . . . . . ... .. ... ... 62
Resultados obtenidos para UNet5-ks3-rf100 . . . . . . . . . . .. ... .. .. .. 63
Resultados obtenidos para UNetb-ks3-rf200 . . . . . . . . .. ... .. ... ... 63
Resultados obtenidos para UNet6-ks3-rf200 . . . . . . . . .. ... .. ... ... 63
Resultados obtenidos para UNet4-ks5-rf200 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 65
Resultados obtenidos para UNet4-ks7-rf200 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 65
Resultados obtenidos para UNet4-ks5-rf300 . . . . . . . . . . ... ... .. ... 66
Resultados obtenidos para UNet4-ks7-rf300 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 66
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con 10 epochs de entrenamiento . . 68
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con 100 epochs de entrenamiento . . 68
Funciones de perdida obtenidas para UNet4-ks3-rf200 con 100 epochs de entre-

namiento . . . . ... Lo 69
UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizajede 1 e™ . . . . . . . ... ... .... 70
UNet4-ks3-1f200 con tasa de aprendizajede 1e™ . . . . . ... ... ... ... 70
UNet4-ks3-1f200 con tasa de aprendizajede 1e™ . . . . ... ... ... . ... 70
UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizaje de 0.01 . . . . . . . . .. ... ... .. 71
UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizaje de 0.1 . . . . . . . . . . .. ... ... 71
Funciones de perdida obtenidas para UNet4-ks3-rf200 con diferentes tasas de

aprendizaje . . .. .. Lo 72
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 sin normalizacion . . . . . . . . . .. 73
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con « = 0.01 . . . . . . . . . .. .. 73
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con « =0.5. . . . . . . . . . .. .. 73
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 conaw=1.0. . . . . . . . .. .. .. 74
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con dominio de 0.1 unidades de lon-

gitud . . .. 76
Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con dominio de 1 unidad de longitud 76

Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con dominio de 100 unidades de lon-
gitud . . .. 7
Resultados obtenidos para cargas puntuales ubicadas a lo largo del borde del

dominio . . . . . L, 81




Indice de figuras

4.35. Caso de estudio: Carga puntual centrada con interfaz circular . . . . . . . . .. 85
4.36. Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con interfaz . . . . . . . . . . .. .. 85
4.37. Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf300 con interfaz . . . . . . . . . .. . .. 85
4.38. Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf400 con interfaz . . . . . . . . . . . . .. 86
4.39. Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con condiciones de borde no norma-

lizadas . . . . . . L 88
4.40. Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con condiciones de borde normalizadas 88
4.41. Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 en 3D . . . . . . .. . . ... ... 93
4.42. Resultados obtenidos para una carga puntual centrada en un dominio de 12 x 12

x 12 unidades de longitud . . . . . . ... 95
4.43. Distribucién de potencial predicha tras el Entrenamiento . . . . . . . . . . . .. 100
C.1. Resultados del Caso 1 Funciones de Perdida . . . . . .. .. ... .. ... ... 114
C.2. Resultados del Caso 2 Funciones de Perdida . . . . . .. .. ... ... ..... 114
C.3. Resultados del Caso 3 Funciones de Perdida . . . . . .. .. ... .. ... ... 114
C.4. Resultados del Caso 4 Funciones de Perdida . . . . . .. ... ... ... .... 115
C.5. Resultados del Caso 5 Funciones de Perdida . . . . . .. .. ... .. ... ... 115
C.6. Resultados del Caso 6 Funciones de Perdida . . . . . .. ... .. .. ... ... 115
D.1. Resultados del Caso 1 Variacion de Nimero de Nodos . . . . . . . . .. ... .. 116
D.2. Resultados del Caso 2 Variaciéon de Numero de Nodos . . . . . . . .. . .. ... 116
D.3. Resultados del Caso 3 Variacion de Nimero de Nodos . . . . . . . . . . ... .. 116
D.4. Resultados del Caso 4 Variaciéon de Numero de Nodos . . . . . . . . . . .. ... 117
D.5. Resultados del Caso 5 Variacion de Numero de Nodos . . . . . . . . . . . .. .. 117
D.6. Resultados del Caso 6 Variaciéon de Nimero de Nodos . . . . . . . . . . .. ... 117
D.7. Resultados del Caso 7 Variaciéon de Numero de Nodos . . . . . . . . . . .. ... 118
D.8. Resultados del Caso 8 Variacion de Nimero de Nodos . . . . . . . . . . ... .. 118
E.1. Resultados del Caso 1 Carga Puntual Aleatoria . . . . . ... ... ... .. .. 119
E.2. Resultados del Caso 2 Carga Puntual Aleatoria . . . . . ... ... ... .... 119
E.3. Resultados del Caso 3 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... .. ... .... 119
E.4. Resultados del Caso 4 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... ... ... ... 120
E.5. Resultados del Caso 5 Carga Puntual Aleatoria . . . . .. .. ... ... .... 120
E.6. Resultados del Caso 6 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . .. .. ... .. ... 120
E.7. Resultados del Caso 7 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... ... ... ... 120
E.8. Resultados del Caso 8 Carga Puntual Aleatoria . . . . . ... .. ... .. ... 121
E.9. Resultados del Caso 9 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... ... ... ... 121
E.10.Resultados del Caso 10 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . . .. .. ... ... 121

X



Indice de figuras

E.11.Resultados del Caso 11 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . .. . ... ... ... 121
E.12.Resultados del Caso 12 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... ... ... ... 122
E.13.Resultados del Caso 13 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . . . ... ... ... 122
E.14.Resultados del Caso 14 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . . . ... ... ... 122
E.15.Resultados del Caso 15 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . . .. ... .. ... 122
E.16.Resultados del Caso 16 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . .. ... ... ... 123
E.17.Resultados del Caso 17 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . .. ... ... ... 123
E.18.Resultados del Caso 18 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . .. ... ... ... 123
E.19.Resultados del Caso 19 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . .. ... ... ... 123
E.20.Resultados del Caso 20 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... ... ... ... 124
E.21.Resultados del Caso 21 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . ... .. ... ... 124
E.22.Resultados del Caso 22 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . ... ... ... ... 124
E.23.Resultados del Caso 23 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . ... .. ... ... 124
E.24.Resultados del Caso 24 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . ... .. ... ... 125
E.25.Resultados del Caso 25 Carga Puntual Aleatoria . . . . . . . ... .. ... ... 125
F.1. Resultados del Caso 1 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... ... .... 126
F.2. Resultados del Caso 2 para cargas aleatorias . . . . . . .. .. ... ... .... 126
F.3. Resultados del Caso 3 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... ... .... 126
F.4. Resultados del Caso 4 para cargas aleatorias . . . . . . . . .. ... ... .... 127
F.5. Resultados del Caso 5 para cargas aleatorias . . . . . . .. .. ... ... .... 127
F.6. Resultados del Caso 6 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... ... .... 127
F.7. Resultados del Caso 7 para cargas aleatorias . . . . . . ... ... .. ... ... 127
F.8. Resultados del Caso 8 para cargas aleatorias . . . . . . . . .. ... ... .... 128
F.9. Resultados del Caso 9 para cargas aleatorias . . . . . . . . .. ... ... .... 128
F.10.Resultados del Caso 10 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. .. ... ... 128
F.11.Resultados del Caso 11 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... ... ... 128
F.12.Resultados del Caso 12 para cargas aleatorias . . . . . . . .. .. .. ... ... 129
F.13.Resultados del Caso 13 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. .. ... ... 129
F.14.Resultados del Caso 14 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... ... ... 129
F.15.Resultados del Caso 15 para cargas aleatorias . . . . . . . .. .. .. ... ... 130
F.16.Resultados del Caso 16 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. ... .. ... 130
F.17.Resultados del Caso 17 para cargas aleatorias . . . . . . . .. .. ... .. ... 130
F.18.Resultados del Caso 18 para cargas aleatorias . . . . . . . .. .. .. ... ... 130
F.19.Resultados del Caso 19 para cargas aleatorias . . . . . . . .. .. .. ... ... 131
F.20.Resultados del Caso 20 para cargas aleatorias . . . . . . ... .. .. ... ... 131

XI



Indice de figuras

F.21.Resultados del Caso 21 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. .. ... ... 131
F.22.Resultados del Caso 22 para cargas aleatorias . . . . . . ... ... ... .... 131
F.23.Resultados del Caso 23 para cargas aleatorias . . . . . . ... .. .. ... ... 132
F.24.Resultados del Caso 24 para cargas aleatorias . . . . . . . .. ... ... .... 132
F.25.Resultados del Caso 25 para cargas aleatorias . . . . . .. .. ... ... .... 132
F.26.Resultados del Caso 26 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. .. ... ... 132
F.27.Resultados del Caso 27 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... ... ... 133
F.28.Resultados del Caso 28 para cargas aleatorias . . . . . . ... .. .. ... ... 133
F.29.Resultados del Caso 29 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. .. ... ... 133
F.30.Resultados del Caso 30 para cargas aleatorias . . . . . . . .. ... ... .... 134
F.31.Resultados del Caso 31 para cargas aleatorias . . . . . .. .. ... ... .... 134
F.32.Resultados del Caso 32 para cargas aleatorias . . . . . . ... ... ... .... 134
F.33.Resultados del Caso 33 para cargas aleatorias . . . . . . . ... .. ... .... 135
F.34.Resultados del Caso 34 para cargas aleatorias . . . . . . ... .. .. ... ... 135
F.35.Resultados del Caso 35 para cargas aleatorias . . . . . . . .. .. .. ... ... 135
F.36.Resultados del Caso 36 para cargas aleatorias . . . . . . . ... ... .. .... 135
F.37.Resultados del Caso 37 para cargas aleatorias . . . . . .. .. .. .. ... ... 136
F.38.Resultados del Caso 38 para cargas aleatorias . . . . . . . .. ... ... .... 136
G.1. Resultados del Caso 1 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . . 137
G.2. Resultados del Caso 2 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . .. 137
G.3. Resultados del Caso 3 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . .. 137
G.4. Resultados del Caso 4 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . . 138
G.5. Resultados del Caso 5 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . .. 138
G.6. Resultados del Caso 6 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . . 138
G.7. Resultados del Caso 7 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . .. 138
G.8. Resultados del Caso 8 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . .. 139
G.9. Resultados del Caso 9 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . .. 139
G.10.Resultados del Caso 10 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 139
G.11.Resultados del Caso 11 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 139
G.12.Resultados del Caso 12 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 140
G.13.Resultados del Caso 13 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 140
G.14.Resultados del Caso 14 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 140
G.15.Resultados del Caso 15 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 140
G.16.Resultados del Caso 16 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 141
G.17.Resultados del Caso 17 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 141

XII



Indice de figuras

G.18.Resultados del Caso 18 Condiciones de Contorno No Homogéneas . . . . . . . . 141
H.1. Resultados del Caso 1 Carga Puntual 3D . . . . .. ... ... .. ... . .... 142
H.2. Resultados del Caso 2 Carga Puntual 3D . . . . . . ... ... ... ... .... 143
H.3. Resultados del Caso 3 Carga Puntual 3D . . . . . . ... ... ... ... .... 144
H.4. Resultados del Caso 4 Carga Puntual 3D . . . . .. ... ... ... ... .... 145
H.5. Resultados del Caso 5 Carga Puntual 3D . . . . .. .. ... ... ... . .... 146
H.6. Resultados del Caso 6 Carga Puntual 3D . . . . . . . ... ... .. ... .... 147
H.7. Resultados del Caso 7 Carga Puntual 3D . . . . . . ... ... ... ... .... 148
H.8. Resultados del Caso 8 Carga Puntual 3D . . . . . .. ... .. ... ... .... 149
H.9. Resultados del Caso 9 Carga Puntual 3D . . . . .. ... ... ... ... .... 150
H.10.Resultados del Caso 10 Carga Puntual 3D . . . . . . . ... ... ... .. ... 151
[.1. Resultados del Caso 1 Interfaces 3D No Regularizado . . . . . .. .. ... ... 152
[.2. Resultados del Caso 2 Interfaces 3D No Regularizado . . . . . .. ... ... .. 153
[.3. Resultados del Caso 3 Interfaces 3D No Regularizado . . . . . .. .. ... ... 154
[.4. Resultados del Caso 4 Interfaces 3D No Regularizado . . . . . . ... ... ... 155
[.5. Resultados del Caso 5 Interfaces 3D No Regularizado . . . . . .. .. ... ... 156
J.1. Resultados del Caso 1 Interfaces 3D . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 157
J.2. Resultados del Caso 2 Interfaces 3D . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 158
J.3. Resultados del Caso 3 Interfaces 3D . . . . . . . . .. .. ... . ... 159
J.4. Resultados del Caso 4 Interfaces 3D . . . . . . . . .. .. .. L. 160
J.5. Resultados del Caso 5 Interfaces 3D . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... . 161

XIII



Indice de cuadros

Indice de cuadros

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

4.6.
4.7.
4.8.
4.9.

4.10.
4.11.

4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.
4.17.
4.18.
4.19.
4.20.
4.21.

Errores promedios, méximos y varianza obtenidos para las diferentes arquitecturas 61
Arquitecturas utilizadas para el estudio del nimero de escalas . . . . . . . . .. 62
Tabla de errores para diferentes escalas de arquitectura, . . . . . . . ... .. .. 64
Errores promedios, méximos y varianza obtenidos para las diferentes arquitecturas 67

Evolucién del error y R? para Unet4-ks3-rf200 con diferentes epochs de entrena-

miento . . . . . . e e 67
Comparacién del error y R? Para diferentes valores de o . . . . . . . . ... .. 74
Comparacion del error y R? ajustando el peso laplacian weight (1w) . . . . . 75
Comparacién del error y R? con diferente tamafio de dominio . . . . . . . . . .. 76
Comparacion del error y R? con diferente nimero de nodos . . . . . . . . .. .. 78

Errores promedios y maximos para cargas puntuales en diferentes localizaciones 79

Errores promedios y maximos para cargas puntuales ubicadas a lo largo del borde

del dominio . . . . . . . .. 80
Errores de prediccién por ntimero de cargas . . . . . . . ... 82
Errores de prediccién para pares de cargas gaussianas . . . . . . . . . . . .. .. 83
Comparacién de arquitecturas por errores y varianza R . . . . . ... ... .. 84
Comparaciéon del efecto de normalizacién en la prediccion . . . . . . . . . . . .. 89
Comparacién de arquitecturas por errores y varianza R> . . . . . . . . .. ... 89
Comparacién de errores y varianza R? segtin pesos de funciones de pérdida . . . 91
Resultados obtenidos para cargas puntualesen 3D . . . . . . .. ... ... ... 94
Resultados obtenidos para cargas puntuales en 3D con interfaz no regularizada . 98
Configuraciones de cargas puntuales evaluadasen 3D. . . . . . .. ... ... .. 99
Errores obtenidos con inside loss en 3D. . . . . . ... .o 99

X1V



List of Algoritmos

List of Algoritmos

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
3.1.
3.2.
3.3.

Algoritmo de Descenso Estocéstico por Gradiente (SGD) . . . . ... ... ... 12
Algoritmo de SGD + momento . . . . .. ... 13
Algoritmo de RMSprop . . . . . . . . ... 14
Algoritmo de Adam . . . . . . ... 14
Algoritmo de Forward propagation . . . . . . . ... 15
Algoritmo de Back propagation . . . . . . . .. 16
Algoritmo de para generar datos de entrenamiento . . . . . . .. ... ... ... 51
Algoritmo de entrenamiento . . . . .. ..o 51
Algoritmo de resolucion . . . . ..o Lo 51

XV



Listings

Listings

3.1. Ejemplo de uso bésico del codigo PoissonSolverCNN

XVI



1. Introduccién

Capitulo 1
Introduccion

La ecuacién de Poisson constituye un pilar de la modelacion fisica y la ingenieria: describe
potenciales electrostaticos, campos de presion en fluidos incompresibles, difusion de calor y fe-
noémenos gravitacionales, entre otros. Su caracter eliptico implica que la solucién depende de
todo el dominio, lo que acarrea elevados costos computacionales en problemas de gran esca-
la o cuando se requieren evaluaciones paramétricas multiples. Los métodos numeéricos clasi-
cos—diferencias/elementos finitos y esquemas analiticos—siguen siendo la referencia en preci-
sion, pero su costo crece rapidamente con la resolucién y deben reejecutarse por completo ante

cualquier modificacion de las condiciones de contorno o de los parametros fisicos.

El avance de la capacidad computacional ha impulsado el empleo de redes neuronales en cien-
cias e ingenieria. Entre ellas destacan las Physics-Informed Neural Networks (PINN) [7], que
incorporan las leyes fisicas como parte de la funcion de pérdida, aprendiendo la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) sin necesidad de grandes conjuntos de datos. No obs-
tante, al igual que los esquemas numéricos tradicionales, las PINN convencionales requieren un
reentrenamiento completo cuando cambian las condiciones de contorno o los parametros fisicos,

lo que limita su eficiencia practica.

Para superar estas limitaciones se ha propuesto combinar PINN con arquitecturas convoluciona-
les (CNN) [3], con el objeto de entrenar una tnica red capaz de resolver multiples configuraciones
del problema de Poisson. Esta estrategia pretende combinar la capacidad de generalizacion de
las PINN con la rapidez de inferencia de las CNN, que han demostrado gran eficacia en visién
por computador y procesamiento de imagenes, pero que aun se exploran de forma incipiente en

el contexto de EDPs elipticas.

Sin embargo, existen pocos estudios en esta area y no se han realizado alguno que apliquen este
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enfoque a dominios con geometrias complejas, condiciones de contorno mixtas o interfaces con
permitividades discontinuas. Por lo tanto, se necesita un modelo que combine la flexibilidad
fisica de las PINN con la eficiencia computacional de las CNN, ofreciendo una alternativa a los

métodos numéricos tradicionales y a las PINN puramente fully—connected.

En este trabajo se presenta un analisis exhaustivo de un modelo PINN basado en CNN para
resolver la ecuacion de Poisson en distintos casos de estudio. La metodologia se valida en
dominios 2D y 3D que incluyen condiciones de contorno mixtas e permitividades discontinuas.
Asimismo, se discuten la importancia de la regularizacion, la seleccién de pesos en la funcién
de pérdida y la alineacion de cargas puntuales con la malla, proporcionando pautas précticas

para extender el enfoque a geometrias mas complejas y a EDPs no lineales.

Todo el cédigo implementado en este trabajo se encuentra disponible en el repositorio de GitHub
8], facilitando el uso de este modelo a nuevos usuarios y contribuyendo al avance de la inves-

tigacién en este campo.
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1.1. Objetivo General

En este estudio se busca disenar, implementar y validar un modelo de Physics-Informed Neural
Network (PINN) basado en redes neuronales convolucionales (CNN) que resuelva la ecuacion
de Poisson en dominios bidimensionales y tridimensionales con condiciones de contorno mixtas
e interfaces de permitividad discontinua, alcanzando precisiones razonables para aplicaciones
practicas y que permita la generalizacién para resolver multiples configuraciones del problema

sin necesidad de reentrenamiento.

1.2. Objetivos Especificos

» Implementar el modelo CNN-PINN y cuantificar su capacidad resolutiva y de generali-

zacion frente a variaciones en geometria, fuentes y condiciones de borde.

» Explorar distintas arquitecturas (receptive field, capas y escalas) y combinaciones de tér-

minos en la funciéon de pérdida para optimizar la precision y la estabilidad.
= Comparar el rendimiento del modelo con soluciones analiticas.

» Analizar la sensibilidad del modelo a los hiperpardmetros de entrenamiento (tasa de
aprendizaje, nimero de épocas, pesos de la funciones de pérdida) e investigar técnicas

de regularizacién para mejorar la convergencia y la precision.
» Estudiar el efecto de la resolucién de la malla.

= Proponer lineamientos para extender el enfoque a EDPs elipticas no lineales y a dominios

con topologias mas complejas.

= Facilitar el uso del modelo a nuevos usuarios mediante la publicacién del cédigo en un

repositorio de GitHub, incluyendo documentacién y ejemplos de uso.
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Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. El Perceptron

El perceptrén es la unidad mas béasica y fundamental del campo de redes neuronales artificiales.
Introducido por Rosenblatt en 1958 [9], el perceptrén fue concebido como un modelo matema-
tico inspirado en la forma en que las neuronas bioldgicas procesan la informacion. A pesar de
su simplicidad, el perceptron permitié sentar las bases para el desarrollo de redes neuronales

complejas, utilizadas hoy en dia en una amplia gama de aplicaciones.

Figura 2.1: Esquema de un perceptréon

En esencia, el perceptron es un clasificador lineal el cual recibe entradas, realiza una serie de
operaciones aritméticas y produce una salida, la cual intenta predecir a qué clase pertenece la
entrada. La operaciéon basica del perceptron puede describirse matematicamente mediante la

siguiente ecuacion:

y=fQ_wwi+b) (2.1)

4
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Donde y es la salida del perceptrén, x; son las entradas y w; los pesos asociados a cada una de
estas, b se conoce como término de sesgo (bias) y f es una funcién de activacién que introduce

no linealidad al modelo.

El término de sesgo, es un parametro adicional que se introduce en el perceptrén para permitir
que la funcion de activacién se desplace a lo largo del eje de entrada. Este desplazamiento es
crucial, ya que permite que el perceptrén tome decisiones mas flexibles. En términos simples,
el bias actiia como un valor constante que se suma al total ponderado de las entradas antes de
que la funciéon de activacién procese la informacién. Sin este valor, la tinica forma de ajustar
la salida de la red seria mediante los pesos de las entradas, lo cual puede no ser suficiente para

capturar relaciones complejas de algunos datos

2.2. Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales (ANNs) corresponde a una agrupacién de funciones no lineales
las cuales van operando sobre un conjunto de pardmetros 6 (conocidos como hiperparametros),
especificamente, se refiere a un conjunto de perceptrones los cuales forman capas y que operan
sobre los pesos y sesgos de los mismos. Existen distintas arquitecturas que se pueden formar
dependiendo de como se agrupen las neuronas y su cantidad de parametros.

Capa de
Capas ocultas salida

Capa de
entrada

ho hy oo hr_

Figura 2.2: Diagrama de una Red Neuronal Feed Forward

En esencia, lo que busca una red neuronal es resolver ug por medio de la red neuronal N para

aproximar la funcién u

u = ug = N(x;0) (2.2)
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La unidad base de una red neuronal artificial es el perceptron previamente explicado, estos se
agrupan formando capas, las cuales se encargan de procesar la informacién en la red. Cada
ANN consta de al menos 3 capas de neuronas: una capa de entrada, una o mas capas ocultas
y una capa de salida. Cada neurona esta conectada con todas las neuronas de la siguiente capa

a través de conexiones ponderadas.

» Capa de entrada: La capa de entrada es la que recibe las senales externas que alimentan
la red. Cada neurona de esta capa corresponde a una caracteristica de un conjunto de

datos.

= Capas ocultas: Estas estdn compuestas por un conjunto de perceptrones y procesan la in-
formacion. El nimero de neuronas y capas se conoce como hiperparametro y esta asociado

a la arquitectura de la red.
= Capa de salida: Esta produce el resultado final de la red.

En general, una ANN con L capas ocultas se puede escribir como el siguiente conjunto de

ecuaciones matematicas:

hl) — f(i)(h(ifl)W(i) + b(i))
y = g(h'"U +¢) (2.3)
O =g

En donde = es un vector con los pardmetros de entrada de dimension (F), W es una matriz
con los pesos de los perceptrones de dimension (F,7), b es un vector con los bias de dimension

(r) v h es un vector de dimension (r).

Para que una ANN reproduzca una funcion esperada es sometida a un proceso de entrenamiento
o aprendizaje. Para esto se plantea una funcién de perdida L la cual determina que tan alejado
esta el resultado predicho por la red del real. De esta manera, para entrenar la red se busca
minimizar el valor de la funcién de perdida variando los parametros 6* hasta encontrar los

optimos.
0" = argmin L(60) (2.4)
6

Este proceso se suele realizar mediante métodos de optimizacion tales como descenso de gra-

diente, ADAM o BFGS y la funcién de perdida puede variar dependiendo del contexto en el
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cual se este utilizando la red neuronal.

Cabe mencionar que las redes neuronales artificiales pueden ser utilizadas en diversos contextos
tales como: procesamiento de texto, andlisis de imagenes y videos, campos de la medicina,

resolucién de ecuaciones diferenciales parciales (PDE’s por sus siglas en inglés), entre otros.

2.2.1. Universal Approximation Theorem

El Universal Approzimation Theorem (UAT) establece que:

Sea f continua [0, 1]* — [0, 1], para todo € > 0 existen W, b, U tal que:
F(z) = sig(aW + b)U
|f(z) — F(2)| < eVz € 0,1

Este teorema es de gran peso para las redes neuronales, ya que implica que independiente de
que funcién se busca entrenar, existe una ANN lo suficientemente grande que sea capaz de
reproducirla. A pesar de que este teorema demuestra que ANN puede representar una funcién,
no esta garantizado que lo haga, esto debido a que el entrenamiento puede fallar, especificamente
de dos formas distintas: Primero, el algoritmo de optimizacion utilizado para el entrenamiento
puede no ser capaz de encontrar el valor de los parametros que corresponde a la funcién deseada.

Segundo, el algoritmo de entrenamiento podria elegir la funcién incorrecta debido al sobreajuste

1].

2.3. Funciones de activacion

Las funciones de activacién son componentes esenciales del funcionamiento del perceptrdn,
y por ende, de las redes neuronales artificiales. Estas funciones determinan si una neurona
debe o no activarse, basandose en el valor de la suma ponderada de las entradas y el sesgo.
Originalmente, se utilizaba la funcién escaldén, la cual tenia una salida binaria (0 o 1). Sin
embargo, con el avance de las redes neuronales, se han desarrollado funciones de activacién més
sofisticadas que permiten a las redes aprender relaciones no lineales complejas. Algunas de estas

funciones son [10]:

= Funciones Sigmoide: Esta es una funcion que genera una curva en forma de “S” la cual ha
sido de gran importancia dentro de la historia de redes neuronales artificiales. Una de sus

motivaciones son los patrones de activacién observados en neurociencia. A continuacion
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se detallan las funciones mas importantes de esta categoria:
e Sigmoid: La ecuacién es la siguiente:

1

z— —
1+ e %

(2.5)

Esta funcién se inspira en el concepto bioldgico de “grado de activaciéon neuronal”
y tiene un rango de salida continuo entre (0, 1), a diferencia de la funcién escalén.

Puede considerarse una version suavizada de esta ultima.

e Arctan: La ecuacién es la siguiente:
z — arctan(z) (2.6)

A diferencia de la funcién anterior, esta tiene una salida entre (-7/2, 7/2) y no tiene
una motivacién bioldgica. Dentro de las caracteristicas principales de esta funcion,
esta su simetria respecto al origen, lo cual la hace conveniente desde una perspectiva

matematica y algoritmica, ademas es diferenciable en todo su dominio

e Tanh: Esta funcion se define como:
z — tanh(z) (2.7)

La tangente hiperbodlica puede interpretarse como una version escalada y desplazada
de la funcién sigmoide. Ademas, se ha comprobado que con esta funcién resulta una

optimizacién mas sencilla con descenso de gradiente estocdstico. [11]
e Softsign: La ecuacién es la siguiente:

1

[ —
1+ |z

(2.8)
Igual que las funciones vistas previamente, esta esta centrada en el origen. La ventaja
de esta, es su simplicidad computacional, al no tener términos expotenciales, hace

que el costo computacional de su evaluacion sea bajo.

= Funciones lineales por partes: Estas funciones estan compuestas por segmentos lineales.
Similar a las funciones Sigmoide, estas se motivaron en sus inicios por observaciones
neurobiologicas. Hoy en dia, estas son las mas populares para las redes neuronales, esto

debido a su bajo costo computacional tanto de la misma funcién como de sus derivadas.
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Otra propiedad interesante de estas funciones es que son homogéneamente no negativas,

lo cual ha sido util para la teoria y metodologia del Deep Learning [12]

e Lineal: Esta es la mas sencilla de las funciones y se define como:
z— 2 (2.9)

Se aprecia que la funcién deja la entrada intacta, debido a esto, por lo general esta
se utiliza unicamente en algunas capas de la red neuronal (por ejemplo, en la capa
de salida). Ademas, esta suele ser utilizada para analizar y probar algoritmos de

optimizacion.

e RelLu: La ecuacién es:
z — maz(0, z) (2.10)

Esta funcién consta de dos partes, la primera es su parte positiva la cual es equi-
valente a la funcién lineal y su parte constante con valor cero. Similar a la funcion
lineal, esta tiene un bajo costo computacional tanto la funcién misma como su deri-
vada. Esta tiene un problema conocido como “dying relu phenomenon”; el cual sucede
cuando muchos nodos de una red neuronal estan inactivos durante largos periodos
del entrenamiento lo cual dificulta el aprendizaje de modelos complejos. A pesar de
esta dificultad, actualmente esta es la funcién méas popular de las redes neuronales.

de las redes neuronales artificiales.

e Leakyrelu: Dato un pardmetro a € [0, 00|, esta funcién se define como
z — max(0, z) + min(0, az) (2.11)

El objetivo de esta funcion es replicar el comportamiento de ReLLU, evitando el pro-
blema conocido como “dying ReLU phenomenon” [13]. Sin embargo, aunque el mé-
todo es prometedor, seleccionar un valor adecuado para el pardametro a es desafiante,

ya que no existe una metodologia establecida para hacerlo.

= Aprendizaje de funciones de activacion: Por lo general, las funciones de activacion se
mantienen constantes durante el entrenamiento de una red neuronal, pero existen trabajos
en los cuales se ha propuesto que durante el entrenamiento de la red se vaya seleccionando

una funcién de un set predeterminado [14].
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2.4. Funcion de Perdida

La funcién de perdida es la componente que mide la discrepancia entre el resultado predicho por
la red y la solucién real. Esto sirve como guia durante el proceso de aprendizaje para ajustar los
parametros mediante un proceso de optimizacion con le objetivo de minimizar esta diferencia.
Para esto, la funcién de perdida se evalia en batches (conjuntos de datos de entrenamiento)

para asi encontrar los parametros de red 6 6ptimos.

En ciertos casos, la funcion de perdida puede estar compuesta en varios términos los cuales se

ponderan por pesos wy para regular la influencia de cada uno en el entrenamiento:

L(0;S) = wely(6; S) (2.12)

k=1

En donde L corresponde a la funcion de perdida, Ly el termino k de la funcion de perdida, Sy,
es el batch asociado a la funcion de perdida y w; es el peso asociado a la misma. El batch de

entrenamiento S corresponde a la union de los subconjuntos Sk

S=Js, (2.13)

Existen distintos tipos de funcion de pérdida, a continuacién se presentan los mas utilizados:

» Perdida de entropia cruzada: Mide la diferencia entre la distribucién de probabilidad
predicha y la distribucion real. Esta se utiliza principalmente en problemas de clasificacién
[15]. Se define como:

L(y,§)=— Z yilog(yi) (2.14)

= Error cuadratico medio: Mide el promedio cuadrado de los errores y es utilizado en pro-

blemas de regresién [16]. Su formula es:

n

MSE= 3 (i~ ) (215)

=1

= Error absoluto medio: Mide el promedio absoluto de los errores y se utiliza en casos

similares a MSE, con la ventaja de que este no amplifica los errores al no tener un termino

10
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cuadrado. Su formula es:

1 n
="y — il (2.16)

i=1

s Perdida Huber: Es una combinacién entre MSE y MFEA, en donde se utiliza la funcién
absoluta cuando los errores son grandes y cuadratica cuando son pequenos. Su formula
es:

Lo 52 ey — ] <
Loly.g) = 2% W) St lys =il <0 (2.17)
Olyi — i) — 30 sily; — G| > 6

Donde ¢ es un umbral de transicién entre ambos modelos.

2.5. Métodos de optimizacion

Los métodos de optimizacion son algoritmos iterativos empleados para ajustar los parametros
de la red (6) con el fin de minimizar la funcién de pérdida £. Existen dos categorias principales
de algoritmos: los métodos basados en gradiente y los métodos con tasas de aprendizaje adap-
tativas. Ademads, es habitual incorporar técnicas estocasticas y de momento para evitar caer en

minimos locales y mejorar la eficiencia del modelo. [1]

A continuacién se presentan los modelos mas populares:

2.5.1. Descenso de gradiente

Este es el modelo mas simple y consiste en actualizar los parametros de red # un pequeno paso

en la direccion contraria a la derivada de la funcién de pérdida.

En donde X es la tasa de aprendizaje, el cual define de que tamano sera el paso de la iteracién.

Debido a lo simple del método, se presentan varios problemas tales como caer en minimos

locales.

2.5.2. Descenso de gradiente estocastico (SGD)

Este es uno de los modelos mas utilizados en la actualidad. Es muy similar al modelo de descenso

por gradiente, pero con la particularidad de que utiliza una estimacion estocastica del gradiente

11
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para actualizar los parametros . Esto reduce la probabilidad de que el modelo quede atrapado
en minimos locales. En el contexto del Machine Learning, esto se implementa muestreando un
pequeno grupo de m muestras del conjunto de entrenamiento y calculando su gradiente, como

se muestra en el algoritmo 2.1.

Algoritmo 2.1 Algoritmo de Descenso Estocastico por Gradiente (SGD)

Require: Tasa de aprendizaje global A
Require: Parametros iniciales 6
while No se cumple el criterio de parada do
Muestrear un minibatch de m ejemplos del conjunto de entrenamiento {x1, s, ..., x;,}
Establecer g = 0
for : = 0 hasta m do
Calcular el gradiente: gx1 = gr + VoL(0) : S)/m
end for
Aplicar la actualizacion: 01 = 6 — Agri1
end while

Cabe destacar que para utilizar este algoritmo de forma eficiente, es crucial disminuir la tasa
de aprendizaje durante el entrenamiento si se busca converger a un minimo. Esto debido a que
el modelo introduce ruido al gradiente, por lo cual, este no serd 0 aunque se encuentre en el

minimo.

2.5.3. Descenso de gradiente estocastico con momento

A pesar de la gran eficacia de SGD, el modelo puede hacer que el aprendizaje sea lento, espe-

cialmente en situaciones donde el gradiente es pequeno.

El modelo de momentum [17] busca acelerar el proceso de entrenamiento en situaciones donde
el gradiente es pequenio y constante. Este método se inspira en un fenémeno fisico: imagina una
pelota colocada en una superficie con una ligera inclinacién y sin friccién. Al principio, una
fuerza débil empuja la pelota cuesta abajo, haciendo que se mueva lentamente. Sin embargo,
con el tiempo, la pelota gana velocidad y acelera. El algoritmo de momentum esta disenado

para incorporar este efecto de aceleracién en el proceso de descenso de gradiente.

Formalmente, se introduce la variable que cumple la funcion de la velocidad que se acumula en

el gradiente en la ecuacion 2.19.

12
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[\ C— —> Gradients
( \ ——= - - Velocity
\ —_

Figura 2.3: Esquema de momento [1]

1 m
Vpy1 = o + AV — ZE
e (2.19)

Orp1 =0 — v

El algoritmo 2.2 muestra como funciona este modelo dentro de una iteracion.

Algoritmo 2.2 Algoritmo de SGD + momento

Require: Tasa de aprendizaje global A\, pardmetro de momento «
Require: Parametros iniciales 6, velocidad inicial v
while No se cumple el criterio de parada do
Muestrear un minibatch de m ejemplos del conjunto de entrenamiento {zy, 2, ..., T}
Establecer g = 0
for 7 = 0 hasta m do
Calcular el gradiente: gx1 = gr + VoL(0y : S)
end for
Calcular la actualizacion de la velocidad: vgy1 = av — Agxy1
Aplicar la actualizacion: 01 = 6 — vy
end while

2.5.4. RMSprop

Este algoritmo ajusta de manera individual las tasas de aprendizaje de todos los parametros del
modelo, escalandolas de forma inversamente proporcional a la suma acumulada de las derivadas
parciales al cuadrado, que se encuentran ponderadas por un factor de amortiguacion, a lo largo
de todas las iteraciones del entrenamiento [18]. Este modelo viene representado por el algoritmo

2.3
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Algoritmo 2.3 Algoritmo de RMSprop

Require: Tasa de aprendizaje global A, tasa de decaimiento p
Require: Parametros iniciales
Inicializar la variable de acumulacion r = 0
while No se cumple el criterio de parada do
Muestrear un minibatch de m ejemplos del conjunto de entrenamiento {zy, 2, ..., Zm}
Establecer g = 0
for i = 0 hasta m do
Calcular el gradiente: gx.1 = gk + VoL(0k : S)
end for
Acumular el gradiente: 41 = pri, + (1 — p)gisy
Calcular actualizacién de parametros: VO, = —
Aplicar la actualizacion: 0,1 = 6, — Vb,
end while

“ Qg+l D \/L; aplicado a cada elemento

S

r

2.5.5. Adam

Este modelo combina los principios de RMSprop y momentum. Su algoritmo calcula una tasa de
aprendizaje adaptativa para cada parametro, incorporando correcciones basadas en el primer
y segundo momento de los gradientes, con el fin de ajustar el escalamiento de manera mas

eficiente. Este procedimiento se presenta en el algoritmo 2.4.

Algoritmo 2.4 Algoritmo de Adam

Require: Tasa de aprendizaje global A, tasa de decaimiento p, coeficiente de momento «
Require: Parametros iniciales 6, velocidad inicial v
Inicializar la variable de acumulacion r = 0
while No se cumple el criterio de parada do
Muestrear un minibatch de m ejemplos del conjunto de entrenamiento {z1, 2, ..., Tp}
Establecer g = 0
for + = 0 hasta m do
Calcular el gradiente: gg11 = gr + VoL(0y : S)
end for
Acumular el gradiente: rpy1 = pry + (1 — p)gisy
Calcular actualizacion de velocidad: vgy; = av — \/l; g D % aplicado a cada elemento
Aplicar actualizacion: Oy = 0 — Vg1
end while

2.6. Back propagation

Como se vio en la seccion anterior, para entrenar la red neuronal se debe calcular las derivadas
de la funcién de perdida £ con respecto a los hiperparametros 6, por esta razén, es importante

generar un algoritmo eficiente que realice este proceso. La técnica mas utilizada para lograr
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este objetivo es back propagation, el cual corresponde a un caso especial de la diferenciacion
automadtica [19], método reconocido por su eficiencia y bajo costo computacional. La idea basica
de este algoritmo es utilizar la regla de la cadena para calcular la derivada parcial de la funcion de
pérdida J con respecto a cualquier parametro 6. Esto se logra a través de los valores intermedios
que conectan # con la funciéon de perdida J. Para entender de mejor forma el algoritmo, a

continuacion se detallara el mismo considerando una red de la siguiente forma:

L
() _ 0 (k) (k1)
a" = b+ Wih
j=1 (2.20)

hY = fa®)o

Para esto, primero se debe realizar forward propagation, el cual es pasar una entrada x por la
red y calcular la funcién de perdida de la salida de la misma. Tal como se detalla en el algoritmo
2.5.

Algoritmo 2.5 Algoritmo de Forward propagation

Require: Conjunto de datos x, objetivo y, tasa de aprendizaje A
h() =T
for £ =1 hasta L do
a®) = pF) k) pk=1)

B = f(a)
end for

g = h"
J=L(J;y) A

Una vez realizado el forward propagation, es necesario conocer cuanto contribuye cada parame-
tro del set € a la funcion de perdida, por lo cual se calculan las derivadas para luego ajustarlas
segun el método de optimizacion seleccionado. Para esto, se aplica el algoritmo de back propa-

gation, detallado en 2.6

2.7. Arquitecturas

2.7.1. Multi Layer Perceptron

Las arquitecturas de Multi Layer Perceptron (MLPs) consisten en conectar L capas de r; per-
ceptores de forma tal, que todos los perceptores de la capa L; quedan conectados con todos los

perceptrones de la capa L;i. De esta forma, cada perceptron r; realiza la siguiente transfor-
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Algoritmo 2.6 Algoritmo de Back propagation

Después del calculo hacia adelante, calcular el gradiente en la capa de salida:
9 VyJ =ViL(Gy) - A
for £ = L hasta 1 do
g+~ V,mJ=g- f’(a(’“))
Vb(k)J =4g
VW(k)J = gh(kfl)
g Viyw-nJ =Whkyg
end for

macién asociada a la eq. 2.21

Pi—1)

i i i—1)y (i—1 i—1

hj:fj(§:w,§ TRl il (2.21)
k=1

Un esquema de la arquitectura de MLP se observa en la Fig. 2.4

br

S

Figura 2.4: Esquema de una MLP

En donde la entrada de la red es el vector x y la salida es el vector y. Ademas, los parametros

internos de la red se pueden agrupar en el conjunto de pardametros 6 como:

0 = (Wi, by, Wa, b, ... Wr, b} (2.22)

El detalle del forward propagation de la red se muestra a continuacion:
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y = fr(Wrhg +bz) (2.23)

]’L():J]

Esta arquitectura es una de las méas sencillas de ANNSs, esto permite que se pueda utilizar
en una gran variedad de aplicaciones. Ademas, esta arquitectura sirve como base para otras

arquitecturas mas complejas.

2.7.2. Residual Neural Network

La arquitectura de residual neural network (ResNet) [20] nace bajo la necesidad de utilizar redes
con arquitecturas de MLP en problemas complejos, lo cual lleva a usar un ntimero elevado de
capas y se produce un fenémeno conocido como vanishing gradient [21] [22], el cual consiste
en una cantidad de parametros # mayor a los necesarios para obtener la solucién del problema

planteado, por lo cual, en el entrenamiento las primeras capas de la red se quedan sin entrenar.

Para evitar este fendmeno, la arquitectura se construye con conexiones residuales, lo que permite

pasar informacion directamente entre capas, como se muestra en el esquema de la Fig. 2.5

X
Yy
[ Layer ]
Identity B(x)
y
[ Layer ]
y B(x)+x

Figura 2.5: Diagrama de una red ResNet

A modo de ejemplo, se detallara como aplicar estas conexiones tomado como referencia una
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arquitectura MLP. En este caso, se consideraran bloques de dos capas cada uno, como se muestra

a continuacion:

ho =x

9i = filwihi—1 +b;)

hi = hi—y + fi(Wigi + b;)
y = fr(Wrhr +bz)

(2.24)

Lo que hace este modelo, es crear mas “caminos” para calcular el gradiente de algin parametro
de la red durante el proceso de back propagation, por lo cual el entrenamiento llega de forma

mas eficiente a los parametros de las primeras capas ocultas.

2.7.3. Convolutional Neural Networks

Las redes neuronales convolucionales (CNNs) son un tipo de arquitectura derivada de las redes
neuronales multicapa (MLPs), diseniada especificamente para reconocer, identificar y clasificar

objetos en imdgenes [23].

En la actualidad, las CNNs se utilizan ampliamente en tareas de identificacion, analisis y seg-
mentacién de imédgenes, ademas de otras aplicaciones que involucran el procesamiento de datos
en 2D y 3D. Su efectividad radica en su arquitectura, optimizada para detectar caracteristicas
clave en las entradas, lo que las hace especialmente adecuadas para estos tipos de problemas. En
Fig. 2.6, se observa un esquema de la arquitectura de una CNN, la cual opera sobre operadores

lineales W;, y operadores no lineales predefinidos [24].

z(u) xo(u, kg) zy(u, k)

Figura 2.6: Esquema de una red neuronal convolucional [2]

Una red convolucional recibe una senal de entrada en dos dimensiones x(u), en una capa interna,

denotada como z;(u*7), la profundidad j esta indexada por la misma variable de traslacién u,
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aunque usualmente se aplica un muestreo reducido y por un indice de canal k;. Para calcular
la capa x;, se considera la capa x;_; sobre la cual se aplica un operador lineal W, seguido por

uno no lineal p

z; = p(Wjzj-1) (2.25)

En la arquitectura de una CNN, W, representa los pesos de las convoluciones, mientras que p
denota la funcién de activacién, que suele ser ReLU (2.10) o sigmoid (2.5). Es til interpretar
W, como un conjunto de filtros convolucionales apilados. De esta manera, cada capa se puede
visualizar como un mapa de caracteristicas generado por estos filtros. Cada capa se construye

a partir de la suma de las convoluciones aplicadas sobre la salida de la capa anterior:

2i(u,ky) = P (25-1( k) % Wi, (- ) (w)) (2.26)

k

Donde * corresponde al operador de convolucién:

+00

(fxg)(x)= > flwg(z—u) (2.27)

u=—o0

El problema de optimizacién definido por una CNN es altamente no convexo. La no convexidad
implica que la funcién de pérdida asociada al entrenamiento de la red tiene una superficie
compleja con miultiples minimos locales, picos y puntos de silla. En otras palabras, no posee
una forma simple, como una parabola, donde el minimo global pueda identificarse facilmente.
Esto se debe a la alta dimensionalidad del espacio de parametros y a las interacciones no
lineales entre las capas de la red, lo que dificulta que el optimizador alcance la solucién éptima
global. Para enfrentar esta complejidad, se utiliza el descenso de gradiente estocastico [25] para
entrenar los parametros de red W;. Este método, al calcular el gradiente en subconjuntos de
datos (mini-lotes), introduce aleatoriedad, lo que permite explorar de manera mas eficiente el

espacio de soluciones y superar minimos locales y puntos criticos.
Una arquitectura de CNN se puede subdividir en las siguientes capas:

1. Capa convolucional: La capa convolucional es el ntcleo de las arquitecturas de las re-
des neuronales convolucionales (CNN). Esta capa se compone de un conjunto de filtros,
también conocidos como kernels, que operan sobre los datos de entrada. Cada kernel se

caracteriza por tres parametros: ancho (w), alto (h) y pesos (W ;). Mientras que el ancho
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y el alto se definen al diseniar la arquitectura y permanecen fijos, los pesos se inicializan

de forma aleatoria y se ajustan durante el proceso de entrenamiento.

Los filtros son matrices de tamano (h X w) que se desplazan horizontal y verticalmente
a lo largo de la informacién de entrada, realizando la operacion de convolucién entre los
valores de la regién actual de la entrada (z;) y los pesos del kernel (W, ;). Esta operacién

se ilustra en la Fig. 2.7.

1 0 -2 0
-1
1 0 1 1 0 1
0 2 2 1 * 1 0
1 0 1 2
1 0 2 0
1| -2
1 0 1 1 0 1
0 2 2 1 >x< 1 0
1 0 1 2
1 0 -2 0
1| 2 | 1
1 0 1 1 0 1
0 2 2 1 * 1 0
1 0 1 2
1 0 -2 0
1| 2| 1
1 0 1 1 0 1
%k :
0 2 2 1 1 0
1 0 1 2

Figura 2.7: Representacion visual de la operacién de convolucién de los Kernels

Cabe mencionar que el tamano de la salida de una convolucién viene dada por la siguiente

formula:

(2.28)
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En donde, O representa el tamano de la salida, N el tamano de los datos de entrada, y
K las dimensiones del filtro. S y P se refieren al stride y al padding, respectivamente,

conceptos que se explicaran a continuacién.
Existen otros conceptos clave que caracterizan la arquitectura de las CNNs:

= Pesos compartidos: Este concepto distingue a las CNNs de otras arquitecturas como
las redes completamente conectadas (fully connected). Esta directamente relaciona-
do con el uso de kernels, ya que en una CNN se utiliza el mismo kernel, con sus
respectivos pesos, para procesar toda la informacion de entrada. A diferencia de las
redes completamente conectadas, donde cada neurona estd conectada a la siguiente
con un peso especifico, en las CNNs se comparte un conjunto reducido de pesos a lo
largo de toda la entrada. Esto reduce significativamente el nimero de parametros de

entrenamiento, disminuyendo asi el costo computacional.

= Stride: El stride se refiere al avance del kernel a través de la informacién de entrada,
es decir, cuantos pixeles se desplaza el filtro entre cada operacion de convolucién. Este
parametro suele ajustarse segin el tamano del kernel. Si se utilizan filtros de gran
dimensién, es posible que muchos nodos se solapen entre capas, lo que podria causar
problemas durante el entrenamiento. Como referencia, en la Fig. 2.7 se muestra un

stride de 1.

= Padding: Una de las principales desventajas de las CNNs es la posible pérdida de
detalle en los bordes de los datos de entrada, ya que estos se procesan una sola vez
y solo con los bordes del filtro, lo que puede llevar a que no se consideren adecua-
damente durante el entrenamiento. Para solucionar este inconveniente, se utiliza el
padding, que consiste en extender los bordes de la entrada con ceros. Esto permi-
te que el kernel se posicione de manera mas centrada en los bordes, mejorando la

captura de la informacion en esas dreas.

2. Capa de Pooling: La capa de polling, también conocida como capa down-sampling se
utiliza para reducir la dimensién de la salida en comparacion con la entrada, manteniendo
al mismo tiempo la informaciéon mas relevante. En esta capa, se aplica una operacion de
pooling, de la cual existen tres tipos: max polling, min polling y avg pooling. De estos, maz

pooling es el mas utilizado.

La esencia de esta operacion consiste en dividir la informaciéon de entrada en regiones
rectangulares predefinidas y, dentro de cada regién, se selecciona un valor representativo.

En el caso de max pooling, la salida corresponde al valor maximo de la regién; en min
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pooling, el valor minimo; y en awvg pooling, se calcula el promedio de todos los valores

involucrados.
12 20 25 15
8 15 8 12 21 15 20 25
8 12 12 8 25 10 20 25
Min pooling 12 20 2 12 Max pooling
4

13 19

13 17

Avg poaling

Figura 2.8: Esquema visual de pooling

En la Fig. 2.8, se muestra una representacion de los distintos tipos de pooling. En este

ejemplo, se utilizé una regién de 2x2 que se desplaza con un stride de 2.

3. Capa de funcion de activacion: Esta es la capa que sigue a al convoluciéon. Como se detalld
en secciones anteriores, las funciones de activacion cumplen el rol de cambiar el valor de la
salida acorde a ciertos parametros, ademas le entrega una no linealidad al modelo, la cual

es fundamental para el modelo para que este sea capaz de resolver problemas complejos.

Dentro de las funciones de activacion, la mas popular para la arquitectura de CNN es Relu,
esto debido a que este tipo de funcion es mas sencilla comparada a otras como sigmoide
y tanh lo que da ventajas para reducir costos computacional. Ademas, funciones como
las ya mencionadas suelen tener problemas con back propagation por el ya mencionado
vanishing gradient. Finalmente, Relu genera una representaciéon mas dispersa porque un
gradiente cero produce un valor completamente nulo, caso contrario para sigmoide tanh,

lo que puede ser contraproducente durante el entrenamiento.

4. Capa fully connected: Como se vio en secciones anteriores, una capa fully connected
representa que cada neurona de la capa 7 esta conectada con todas las neuronas de la capa
1+ 1. Esta capa no se encuentra en todas las arquitecturas de CNN debido a que aumenta
drasticamente el costo computacional de esta, sino que por lo general, se encuentra en los

problemas relacionados a clasificacion.
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2.7.3.1. Campo Receptivo

El campo receptivo (receptive field) se define como la regiéon de la entrada original que influye
en una neurona particular de una capa en la red. En otras palabras, es el area de la imagen que

“ve” una neurona y que afecta directamente su activacién en la red.

En una CNN, las capas convolucionales aplican filtros (o kernels) que procesan pequenas areas
locales de la entrada. Inicialmente, en la primera capa convolucional, el tamano del campo
receptivo de una neurona es equivalente al tamano del filtro utilizado. Por ejemplo, si el filtro es
de 3x3 pixeles, el campo receptivo inicial sera de 3x3. Sin embargo, a medida que la informacién
se propaga a través de capas sucesivas, el campo receptivo de las neuronas en capas mas
profundas se expande, abarcando regiones mas grandes de la imagen original. Este crecimiento
ocurre porque cada neurona en una capa posterior recopila informacién procesada por varias
neuronas de capas anteriores, las cuales, a su vez, han sido influenciadas por diferentes partes

de la imagen.

En el caso de redes con muiltiples ramas convolucionales, como el caso de las arquitecturas
MSNet (Fig. 3.1), el campo receptivo total (RF) se puede calcular como la suma de los campos

receptivos individuales de cada rama (RF},). Esto se expresa en la siguiente ecuacion:

np—1
RF =Y RF, (2.29)

b=0

Donde n; representa el nimero total de ramas. El campo receptivo para cada rama (RFy) esta

definido de la siguiente manera:

1+ dy(ks —1)2° sib=0
RF, = o ) (2.30)
dy(ks —1)2°  sib#£0

En esta férmula, k, representa el tamano del kernel de las capa convolucionales que se supone
constante para todas las capas de la red, d; indica el factor de dilatacion asociado a la rama b
y el término 2° refleja el crecimiento exponencial del campo receptivo a medida que la red se

profundiza.

El campo receptivo es crucial en el diseno de CNN, ya que su tamano determina la cantidad
de informacién que una neurona puede procesar de la imagen original. Un campo receptivo

muy pequeno en las capas profundas podria limitar la capacidad de la red para captar patrones
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Mb=1 dp=2 k=3

Figura 2.9: Visualizacién del campo receptivo en la propagacién de informacién [3]

globales, mientras que un campo receptivo demasiado grande en las capas superficiales podria
diluir la especificidad de las caracteristicas locales que la red debe aprender. Por lo tanto, la
correcta configuracion del campo receptivo a través del uso adecuado de filtros, stride y capas
de pooling es esencial para garantizar que la red capture tanto detalles locales como patrones

globales.

2.7.3.2. Regularizacion de una CNN

Cuando se entrena un modelo de red neuronal convolucional (CNN), uno de los principales
desafios es encontrar el equilibrio adecuado entre la capacidad del modelo y la complejidad de
los datos. En este contexto, los conceptos de subajuste (underfitting) y sobreajuste (overfitting)

son fundamentales para entender el rendimiento del modelo.

El sobreajuste ocurre cuando el modelo logra ajustar perfectamente los datos de entrenamiento,
incluyendo el ruido y las variaciones irrelevantes. Aunque esto puede parecer positivo a primera
vista, en realidad significa que el modelo no generaliza bien y falla al aplicarse a datos nuevos
o de prueba. En CNN, esto suele suceder cuando se utilizan redes excesivamente profundas
o complejas, o cuando no se aplican técnicas de regularizacion adecuadas. En contraste, el
subajuste se presenta cuando el modelo es incapaz de capturar los patrones subyacentes en
los datos de entrenamiento. Esto da lugar a un rendimiento deficiente tanto en el conjunto de
entrenamiento como en el de prueba. En CNN, esto puede deberse a una arquitectura muy

simple, insuficiente niimero de capas o filtros, o a un entrenamiento incompleto.

La Fig.2.10 ilustra graficamente los tres escenarios, en donde la primera grafica (underfitting)
el modelo es demasiado simple y no logra ajustarse a las tendencias principales. En la grafica

central (balanced) se alcanza un ajuste adecuado, donde el modelo capta la estructura de los
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datos omitiendo el ruido de los datos. En la iltima, el modelo es demasiado complejo lo que

genera que se adapte excesivamente a los datos, perdiendo la capacidad de generalizacion.
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Figura 2.10: Regularizacién de una CNN [4]

Existen diversos métodos para mitigar tanto el sobreajuste como el subajuste. A continuacién,

se detallan algunos de los mas utilizados:

= Dropout: Este método consiste en desactivar de manera aleatoria ciertas neuronas durante
el proceso de entrenamiento. Como resultado, estas neuronas no participan en las fases
de forward propagation ni backpropagation, lo que ayuda a evitar la dependencia excesiva

del modelo en un conjunto reducido de neuronas [26].

= Drop-weight: Este método funciona de manera similar al dropout, pero en lugar de des-
activar neuronas, se eliminan aleatoriamente las conexiones (pesos) entre ellas durante el

entrenamiento.

= Batch-normalization: Este método normaliza las activaciones de una capa de la red para
que tengan una media cercana a ( y una varianza cercana a 1 antes de ser transmitidas
a la siguiente capa [27]. La normalizacién ocurre en pequetios lotes (batches) de datos y

puede describirse en los siguientes pasos:
1. Calculo de la media y la varianza del batch que pasa por una capa de la red.
2. Normalizacion de los datos del batch utilizando los valores obtenidos.

3. Aplicacién de una escala y un desplazamiento (entrenables) para que el modelo

conserve su capacidad de representacién del problema.
Las ventajas del uso del método incluyen:

e Acelera el entrenamiento al permitir el uso de tasas de aprendizaje mas altas, lo que

mejora la convergencia del modelo.
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e Mejora la estabilidad del modelo, mitigando el problema del vanishing gradient.

e Reduce la sensibilidad a la inicializacion de los pesos, evitando problemas relaciona-

dos con una mala eleccion de los mismos.

2.7.3.3. Tipos de arquitecturas de CNN

Las redes neuronales convolucionales (CNN) pueden subdividirse en tres categorias principales,
las cuales se diferencian segiin la forma en que se construye su arquitectura y la funcion especifica

que cumplen:

1. Clasificacion: Este tipo de arquitectura esta disenada principalmente para tareas de cla-
sificacién de imagenes, donde el objetivo es asignar una etiqueta o clase a una imagen
dada, como se observa en Fig. 2.11. Estas arquitecturas son fundamentales en aplicaciones
de inteligencia artificial que requieren identificar y clasificar objetos dentro de imagenes,
como la recuperacion de informacion visual, el seguimiento de objetivos en tiempo real,
y el analisis médico para el diagnéstico de enfermedades a partir de iméagenes. Entre las

arquitecturas més reconocidas de este tipo se encuentran VGG-16 [28] y ResNet [20].
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Figura 2.11: Esquema de arquitectura de clasificacién de una CNN

2. Deteccion: Las arquitecturas de deteccion se centran en identificar la ubicacién de objetos
especificos dentro de una imagen, ademas de clasificarlos. Esto implica no solo predecir qué
objeto estd presente, sino también su posicién mediante el uso de bounding bozes (cajas
delimitadoras). Este enfoque es crucial en aplicaciones como la conduccién auténoma,
vigilancia, y la deteccion de objetos en tiempo real. Ejemplos conocidos de arquitecturas
de deteccién son YOLO (You Only Look Once) [29] y Faster R-CNN [30], que destacan por
su capacidad de realizar deteccion rapida y precisa.te tipo de arquitectura esta disenada
principalmente para las tareas de clasificacién de objetos en imagenes y su localizacion

en esta misma.

26



2. Marco Teérico

3. Segmentacion: Las arquitecturas de segmentacion buscan clasificar cada pixel de una
imagen en una categoria especifica, lo que resulta en una representacion mucho més
detallada que la deteccion por cajas delimitadoras. La segmentacion es especialmente
util en tareas como la segmentacion de imégenes médicas, la visiéon por computadora
para vehiculos auténomos y la segmentacion semantica en imégenes de alta resolucion.
Arquitecturas populares en este campo incluyen UNet [31], MSNet [32] y Mask R-CNN
[33], las cuales son ampliamente utilizadas por su capacidad de realizar segmentacion
precisa y detallada. Cabe mencionar que este tipo de arquitecturas suelen utilizar un

modelo conocido como encoder-decoder, el cual se detallara en las préximas secciones.

Convolutional Encoder-Decoder

Ouitput

Pooling Indices

«<»

RGE Image

Segmentation

® Conv + Batch Nomalisation + RelU ® Pooling @ Upsampling Softmax

Figura 2.12: Esquema de arquitectura de segmentacién de una CNN [5]

2.7.3.4. Encoder-Decoder

La arquitectura Encoder-Decoder es ampliamente utilizada en tareas de segmentacién de imé-
genes y otras aplicaciones de visién por computadora. Se compone de dos partes principales
[34]:

1. Encoder: Es la primera parte de la red, encargada de recibir la entrada y procesarla
mediante operaciones de convolucion y pooling, previamente detalladas. El objetivo de
esta etapa es extraer las caracteristicas mas relevantes de la entrada, comprimiendo la
informacion en un espacio de menor dimensionalidad. Es decir, el encoder reduce la di-

mensionalidad de la entrada al capturar su esencia sin perder informacién crucial.

2. Decoder: La segunda etapa de la arquitectura recibe la representacion comprimida del
encoder y la expande hasta alcanzar una dimensionalidad especifica. Durante este proceso,
la informacion es procesada para resolver un problema particular, como la segmentacién

de una imagen. El decoder utiliza principalmente la convolucién transpuesta, un operador
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que, al igual que la convolucién normal, emplea un kernel. Sin embargo, a diferencia
de la convolucién estandar, que reduce la dimensionalidad, la convolucién transpuesta
incrementa el tamano de la representacion, permitiendo la reconstruccion de la imagen

original o la generacién de una salida a mayor escala.

Este enfoque permite que la red aprenda a mapear entradas complejas a salidas detalladas,

manteniendo la estructura espacial necesaria para tareas de precisién como la segmentacion.

2.8. Physics Informed Neural Networks

Las redes Physics Informed Neural Networks PINNs, son un tipo de redes neuronales artificiales
disenada para resolver ecuaciones diferenciales parciales (PDEs) mediante la incorporacién de
principios fisicos directamente en el entrenamiento del modelo. Mientras una arquitectura de red
tradicional se entrena mediante datos de entrada y salida especificos [7, 35], PINNs incorpora
conocimiento de las leyes fisicas caracteristicas del problema en la funcion de perdida, lo que
permite resolver problemas en donde los datos de entrenamiento son escasos o caros de obtener.
Este método ha ganado bastante popularidad en estos tultimos anos, siendo utilizado para
resolver problemas en diversas areas de la ingenieria y la fisica, tales como dindmica de fluidos,
mecéanica de sélidos, transferencia de calor, y electromagnetismo [36, 37, 38, 3], ademé&s de
trabajos tedricos en los que se estudia la convergencia y errores del método [39, 40, 41, 42]. A
pesar de los grandes avances de estos ultimos anos, al ser un tema nuevo aun queda mucho por
investigar para lograr una estandarizacion de este modelo [43]. A continuacidn, se detallara en

que consiste el método de PIINs.

Generalmente, se considera que una PDEs tiene la siguiente forma [44]:

u+Nu] =0, te [0,t], z € Q (2.31)

con las condiciones iniciales y de contorno de:

Dlu] = f(x), z € Q

(2.32)
Blu] = g(x), z € 09

En donde A[-] es un operador lineal o no lineal, B[] es el operador de borde que puede corres-

ponder a Dirichlet, Neumann, Robin o condicién de borde periddico. Adicionalmente, u describe
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la solucién desconocida de la PDE.

De forma general, se procede a buscar una representacion de la solucion real del problema u(t, x)
utilizando una red neuronal para asi obtener una aproximacion wuy(t, z), en donde 6, como se
vio en secciones anteriores, denota todos los hiperparametros de la red (pesos y sesgos). Esto

permite definir el residual de una PDE como:

Ro(t ) — %(m, 22) + Nugl(t, ) (2.33)

&

-

Figura 2.13: Esquema de método PINNs [45]

El método de PINNs se puede diferenciar en distintos modelos: primero tenemos los relacio-
nados a la arquitectura de la red neuronal, en donde el mas utilizado es MLP [44], aunque
existe literatura del uso de PINNs con arquitecturas de CNN [46]. Por el otro lado, se puede
caracterizar el modelo segtin como este adopta la funcion de perdida £ y la integra en la red

neuronal. Algunos de estos modelos se detallan a continuacion:

= Métodos basados en puntos de colocacion: Utilizan los residuales de la ecuacién 2.32 en
puntos del dominio para formar una funcion de pérdida. Este es uno de los mas utilizados
debido a su sencilla implementacién y buenos resultados [7, 35]. Adicionalmente, se han
realizado avances con la descomposicion de dominios para la resolucion de problemas de
dominios complejos (por ejemplo con una interfaz y dos medios con propiedades fisicas
distintas) utilizando una subred neuronal por cada subdominio. Entre estos se encuentra:
Conservative Physics Informed Neural Networks (CPINNSs) [47], Extended Physics In-
formed Neural Networks (XPINNSs) [48], Augmented Physics Informed Neural Networks
(APINNGS) [49] y Distributed Physics Informed Neural Networks (DPINNs) [50].
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» Métodos basados en la formulacién variacional: Utilizan una formulacién variacional de

la ecuacién 2.32 para formar una funciéon de perdida. Este método dio origen a una rama
de PINNS llamada Variational Physics Informed Neural Networks (VPINNSs) [45] y Deep
Ritz Method [51]

= Métodos basados en la formulacién integral: Utilizan la formulacion integral en la frontera
de la ecuacién 2.32 para formar la funcién de pérdida. Gracias a este modelo se formo
Boundary Integral Neural Networks (BINet) [52].

= Métodos basados en el aprendizaje de operadores: Este método consiste en generar un
modelo de red neuronal como un aproximador de operadores no lineales con el objetivo

de resolver PDEs. Una arquitectura clasica de este modelo es Deep Operator Network
(DeepONet) [53]

2.8.1. Msétodos Basados en Puntos de Colocacion

Este método es uno de los mas comunes para PINNS debido a su simplicidad. Este consiste en

utilizar el residual de la ecuacién diferencial directamente en la funcién a minimizar.

Con esto, la funcién de perdida puede ser descrita como:

‘C(e) = waﬂﬁag(e) + U)Qﬁg(@) + wdata‘cdata(e) (234)

En donde:

£0(6) = = 3 I1Dua(a) — £ (a)|P

z, €Q
1
Loq(t) = oo > [1Bug(x;) — g(:)|? (2.35)
;€000
1
Edata(9> = Nd . Z ||U9(Iz) - udata(xi)||2
ata iedata

En el conjunto de ecuaciones 2.35, L corresponde al componente que calcula la perdida en
el dominio de la ecuacion diferencial, Ly es el término asociado a las condiciones de borde y
Laata €8 un termino que se incluye para considerar los datos disponibles w44, caracteristicos

del problema. Cabe mencionar que este iltimo término no es estrictamente necesario para la
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convergencia del modelo pero permite anadir de forma directa informacion experimental del
problema. Ademas, en la ecuacién 2.34, se observan los términos wyq, wWaq, Wyee l0os cuales
corresponden a los pesos de cada funcion de perdida. Estos son utilizados para modificar la
dominancia de cada funcion de perdida en el problema, asi se puede establecer que parametros
generan mas importancia durante el entrenamiento. Cabe mencionar que una buena eleccién
de estos es fundamental para la convergencia del modelo y que a pesar de que por lo general

son fijos, existe la posibilidad de que puedan ser aprendidos durante el entrenamiento [54].

2.8.1.1. Descomposicion de Dominios

Los métodos basados en puntos de colocacién permiten una descomposicién de dominios en
regiones, a las cuales se les asocia diferentes redes neuronales para representar la solucién en

cada subdominio. De forma esquematica para dos dominios se tiene lo siguiente:

Ni(z,0Y); v ey
No(x,0?%); & € Qy

Cada red neuronal N; y A3 proporciona una aproximacién de la solucién u} y u2 de sus respec-
tivos subdominios €; y Q5. Cada red tiene sus propios conjuntos de hiperparametros ' y 6% que
se aprenden simultdneamente durante el entrenamiento en conjunto. Es importante destacar
que a la funcién de perdida 2.34 se le anade el término Lr que corresponde a la condicién de
contorno en la interfaz. Por lo tanto, la funcién de pérdida para un caso con j subdominios se

expresa como:

L(0) = waa Ll (0) + walh(0) + Waaa Ly, (0) + wr L3(6) (2.37)

En donde la el término de L se descompone como:

) 1 . _ )
Lr0) =+~ > lICjuj(:) — Cuglay)]| (2.38)
r z, €l
En este término se aplica el operador C sobre uy en la interfaz de todos los subdominios. Este
operador puede entregar continuidad en la funcién, su gradiente o su residual, esto acorde a las
caracteristicas propias del problema a resolver. La solucién de cada region en su interfaz puede

aproximarse al promedio entre las redes que comparten esa interfaz Cuyg.
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Este método tiene la ventaja de que puede ser aplicado en problemas mas complejos que re-
quieran la separacion entre dos o mas medios aplicando una red especialmente entrenada para

cada region sin la necesidad de aumentar drasticamente el costo computacional.

2.8.2. Physics Informed Neural Networks en base a Redes Convolucionales

Como se menciono en anteriormente, las arquitecturas clasicas para el método de PINNS suelen
ser las fully connected lo cual puede representar una dificultad para problemas a gran escala
debido a que aumenta considerablemente el costo computacional. Una de las alternativas que
ha surgido ha sido utilizar como base las redes neuronales convolucionales para formar la ar-
quitectura de PINNs. Esto trae grandes ventajas ya que permite el aprendizaje de extremo a
extremo basado en iméagenes y pueden generar directamente campos de solucién sobre todo
el dominio en lugar de producir salidas puntuales [55]. Especificamente, el campo de solucién

u(z, p(z)) de un dominio rectangular puede ser aproximado como:

w(X, p(X)) = u™™ (X, u(X);T) (2.39)

Donde X representa un conjunto de puntos de tamano n,, distribuidos de manera uniforme,
y I' = 742, es el conjunto de filtros entrenables de la red. En la entrada de la red, ademas
de la informacion de la malla, se incluyen los parametros correspondientes, denotados como
p(X). Para obtener la representacién de la solucién, se aplican miltiples capas convolucionales
utilizando los filtros I" y un operador no lineal ¢(-) (en este caso, las funciones de activacién

previamente mencionadas). La siguiente ecuacién describe la operacién en la capa [ de la red:

g'(z) = 6((g' * 1) (), v € X' (2.40)

En donde * representa la operacion de la convolucién vista en la ecuacion 2.27

Este tipo de arquitecturas suelen entrenarse utilizando datos de entrenamiento, por lo cual la

dataMd
A =1

funcién de perdida consistiria en minimizar el siguiente conjunto de datos: {u;; u

nq

min = 3 [ (X, 15 T) — o' (X)] o, (2.41)

i=1

data

Para un correcto entrenamiento de la red se necesita un conjunto de datos u muy grande

para evitar problemas de ajuste, lo cual suele ser muy costoso de obtener, por lo cual de
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forma alternativa se incluyen funciones de perdida en relacién a las ecuaciones que gobiernan

el problema fisico y sus condiciones de borde:

nd
min = D IF @™ (X, i T), Vur™ (X, i T), V2™ (X, 13 T), ) e,

=1

. (2.42)
min = > B (X, s T), Vu™ (X, i T), V2u™ (X, 13 T), ) o,

i=1
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Figura 2.14: Esquema de PINNs con arquitectura de CNN [6]

Este método ha demostrado resultados prometedores para resolver EDPs sin la necesidad de
grandes conjuntos de datos de entrenamiento [3, 6, 56|, generando modelos que, una vez entre-
nados, pueden resolver diversas situaciones que compartan las mismas condiciones de dominio
y de frontera utilizadas en el entrenamiento [3]. Ademds, existen trabajos que extienden este
modelo para su aplicaciéon en mallados no uniformes, lo cual permite abordar problemas de

mayor complejidad [57]

2.9. Ecuacion de Poisson

La ecuaciéon de Poisson es una ecuacién diferencial parcial eliptica ampliamente utilizada para
describir diversos fenémenos fisicos en campos como la difusién, electrostatica, la gravitacion,
la mecanica de fluidos, y la teoria del potencial, entre otros. Esta establece una relacion entre

un potencial escalar y una fuente distribuidora y su forma general es:

~A¢ = o(X) (2.43)
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En donde A representa el operador Laplaciano descrito por la ecuacién 2.44, ¢ es la incognita

que describe el potencial y o(X) es el término fuente o distribucién de cargas de dicho potencial.

n 82
Af:VQZZa—x]; (2.44)
=1 ¢

Esta ecuacion se manifiesta como un modelo fundamental en multiples fenémenos fisicos, por
ejemplo, en el contexto de la difusién, describe el comportamiento estacionario de una cantidad
escalar ¢(x), como la concentracién de un soluto, en presencia de una fuente externa S(x), dando
lugar a la forma V2¢ = —S(z)/k, donde k representa la difusividad del medio. En electrostatica,
a partir de la formulacién diferencial de la Ley de Gauss y considerando un campo magnético
estacionario, se obtiene la relaciéon V¢ = —p/ey, con p denotando la densidad volumétrica de
carga eléctrica. De modo analogo, en el ambito gravitacional, el potencial generado por una
distribucién de masa p(z) se rige por la ecuacién V¢ = 471G p(z), derivada de la ley de Gauss
para la gravitacion. Estos tres ejemplos evidencian el cardcter unificador de la ecuacién de

Poisson en la modelacion de sistemas fisicos gobernados por interacciones a distancia.

Existen diversos métodos para resolver la ecuacion de Poisson dependiendo del dominio y las
condiciones de contorno. Estos métodos pueden clasificarse en dos grupos principales: métodos
analiticos y métodos numéricos. Los métodos analiticos son aquellos que buscan una solucién
exacta a la ecuacion, mientras que los métodos numéricos son aproximaciones a la solucién de
la ecuacion utilizando técnicas computacionales. Los principales métodos analiticos incluyen la
separacién de variables, transformada de Fourier y la funcién de Green. Obtener los resultados
de estos métodos suele representar un gran desafio, especialmente para dominios de geome-
trias complejas y condiciones de borde no homogéneas. Por otro lado, los métodos numéricos
principales son diferencias finitas, elementos finitos y volimenes finitos. Estos métodos son mas
flexibles y su implementacién es mas sencilla, aunque representan un mayor costo computacional

ademas de estar sometidos a problemas de convergencia y estabilidad para casos complejos.

2.9.1. Solucion integral de la ecuacion de Poisson mediante la funcion de

Green

El teorema de Green establece que, para cualquier par de funciones suaves ¢ y v, la identidad

es la siguiente [58]:
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_ gy 99
/V (oV*) — pV2@)dPx = yé [qb% - %} da (2.45)

Por otro lado, el teorema de la divergencia nos dice que:

/ V~A,d3x:§1§A-n,da (2.46)
1% s

Utilizando estos dos teoremas, se puede demostrar la siguiente identidad:

1

47eg

®(x)

/ 3,0 i% /8_(1)_ N 0G(z, 2') /
/V PGl ) + - |Glaa) T — o) (247)

La cual sera utilizada para regularizar el entrenamiento de la red neuronal. Para mayor detalle

de la derivacion, revisar anexo A.

2.9.2. Ecuacion de Poisson para dominios con regiones

Algunos problemas fisicos requieren resolver potenciales para dominios que presentan regio-
nes con diferentes propiedades fisicas (por ejemplo, diferentes permitividades para el caso de
electrostética), por lo cual es necesario considerar las interacciones que existen entre las subre-

giones.

Figura 2.15: Esquema de un dominio con dos regiones con distintas propiedades fisicas

A modo de ejemplo, se considerara un problema de electrostatica con un dominio con dos

regiones las cuales tienen distintas permitividad, denotadas como €; y €5. El problema general

35



2. Marco Tedrico

se puede plantear como:

_V2(z) =Pz e
‘1 (2.48)

—V2pa(z) =2z e

€2
Para que existan una solucion coherente, es necesario considerar las interacciones entre ambas

regiones en la interfaz (). Estas condiciones pueden ser derivadas de la ley de Gauss e indica

lo siguiente:

1. Continuidad del potencial: El potencias debe ser continuo a lo largo de la interfaz, es

decir:
O1(z) = ¢o(x);x € 2 (2.49)

2. Continuidad en el desplazamiento eléctrico: La derivada normal del potencial debe ser

continua en la interfaz, es decir:

99

A
L on

_ 2.50
. € on ( )

2
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Utilizacion de PINNs basadas en CNN para resolver la
ecuacion de Poisson

En esta seccion se describe la construccion de un modelo de PINNs que emplea una arquitectura
basada en CNN, capaz de reproducir las soluciones a la ecuacién de Poisson para distintos
dominios. Este enfoque se inspira en el trabajo desarrollado por Lionel Cheng et al. [3]. El
objetivo es disefiar una red neuronal A que reciba informacién sobre el término del lado derecho
de la ecuacion de Poisson, asociado al caso R;, y que genere una salida ¢.,, la cual es una

aproximacion de la solucion real ¢sqpget:

¢ta7‘get ~ gbout = N(Rzn) (31)

Para este modelo, es necesario definir parametros relacionados con la geometria del dominio,
especificamente sus dimensiones L; y la cantidad de nodos a considerar en cada direccién n;.
Esto se debe a que, al ser una arquitectura de CNN (inicialmente disenada para procesar

imégenes), se requiere trabajar con mallas discretas en lugar de datos puntuales como en las
MLP.

En general, el problema a resolver se plantea como:

~V?¢ = f(R) enQ

¢ =g(R) en o9 82)
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3.2. Funcion de Pérdida

Para el entrenamiento de la red, se pueden utilizar dos tipos de funciones de pérdida para los
puntos del interior del dominio €2, mientras que para el contorno se emplea una funcién de
pérdida asociada a las condiciones de frontera. De manera general, la funcion de pérdida se

puede escribir como:

donde L;, v w;, representan, respectivamente, la funcién de pérdida y el peso asociado para
los puntos internos del dominio. De manera andloga L. y wy., corresponden a la funcién de

pérdida y el peso para la frontera.

En las redes CNN, se utiliza cominmente una funcién de pérdida denominada inside loss, la
cual evalia nodo a nodo la diferencia entre la salida del modelo y una solucién de referencia
previamente conocida. Esta comparacion requiere contar de antemano con los datos objetivo
Gtarget; que pueden provenir de soluciones numéricas, resultados experimentales o de una solu-
cién analitica, si estd disponible. En el contexto del presente trabajo, esta funcién de pérdida
viene definida por la Ecuacién 3.5, donde se compara la salida de la red ¢,,; con la solucién de
referencia ¢sqrqet, 10 cual puede interpretarse como una medida del residuo del modelo con res-
pecto a la ecuacion de Poisson discretizada. Sin embargo, en problemas de resolucion de PDEs
no siempre se dispone de conjuntos de ejemplos de gran tamano, por lo que se propone usar
la Laplacian loss, que utiliza el residual de la ecuacion 3.2. Para las fronteras del dominio, se
introducen la Dirichlet loss (cuando se conoce el valor del potencial en el borde) y la Neumann
loss (en caso de que se conozca la derivada normal en el borde). A continuacién, se presentan

las funciones de pérdida para el caso tridimensional:

= Laplacian Loss:

L2122 . N2
_ YTz 2 ,bk,j,i b,k,],z 4
Y b.kjyi
= [nside Loss:
_ 1 S (gt — ghieas 2
£1(¢outa ¢target) - bs(nx _ 1)(ny . 1)(nz _ 1) (qbout ¢ta7‘get> (35)

b7k7j7i
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n Dirichlet Loss:

2
ED(Qbouta bec) = (2n T on. + 2n Z (¢2ft’j it b k,j 1) (36)
x y z

bk,jz

n Neumann Loss:

Lx6os) = : 5 3 (et a) (37)

bs(2ny + 2ny + 2n, — T

En estas expresiones by es el batch size, n,, n,, n. son el nimero de nodos en cada direccién, y

b, 1, 7, k representan los indices para batch y nodos en z, y, z respectivamente.

Cabe destacar que se pueden emplear diversas combinaciones de estas funciones de pérdida, por
ejemplo, Laplacian - Dirichlet loss, Inside - Dirichlet loss, Laplacian - Neumann loss o Inside
- Neumann loss. Ademas, es posible asignar diferentes fronteras del dominio a condiciones de
borde de tipo Neumann o Dirichlet. Para un correcto entrenamiento de la red, se agregan los
pesos correspondientes a cada funcion de pérdida, los cuales permiten la ponderacion de cada
componente de la funcién de pérdida total para agregar o reducir la importancia de cada una

de ellas en el entrenamiento de la red.

3.3. Arquitecturas de Red

La eleccién de la arquitectura CNN adecuada es fundamental para la resolucién de este proble-
ma, ya que debe procesar cada pizel (o nodo, en este caso) con cuidado. Asimismo, la naturaleza
de la ecuacion de Poisson hace que el escalado espacial sea importante en la red. Con estas con-
sideraciones, se seleccionan las arquitecturas UNet [31] y MSNet [32], ampliamente utilizadas

en tareas de segmentacion.

3.3.1. Arquitectura MSNet

MSNet se propuso originalmente para el analisis y la prediccién de secuencias de video [32], y
destaca por procesar grandes cantidades de datos sin divergir. Ha sido utilizada previamente en
la resolucién de PDEs en flujos de plasma, flujos turbulentos y ondas actsticas [3, 59, 60]. En
general, se describe como un flujo paralelo de n, canales, donde cada canal procesa una escala

distinta de la informacion. Por lo general, se utilizan 3 canales:

= High scale: Procesa la informacién de entrada original y se optimiza para capturar detalles
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finos.

= Medium scale: Procesa la informacién tras un proceso de downsampling moderado, cap-

turando detalles de nivel medio.

= Low scale: Procesa la informacion después de un downsampling mas intenso, capturando

las caracteristicas mas generales.

Cada canal realiza convoluciones y aplica funciones de activacién. La Fig. 3.1 muestra un
diagrama de la arquitectura con ny = 3 Se observa que el canal superior condensa la informacién
a un cuarto de la resolucién original, el canal medio a la mitad y el inferior emplea la informaciéon

completa.

/
e
E
N
T

/
w ¥

=
~
T

1xn} 2x 2 2a x 132 1xn3/2 1xnd

{ \\ Max Pooling
/ Upsamplig
e
sk Convolution Layer

2xn; daxn} Ixn2

=%
R

R ReLu Function

Figura 3.1: Diagrama de una arquitectura MSNet con ng = 3

3.3.2. Arquitectura UNet

UNet se introdujo para la segmentacién de imégenes en biomedicina [31], pero ha sido amplia-
mente adoptada por la comunidad de ML-CFD [61, 62]. Su nombre proviene de la forma en “U”
de la arquitectura, que facilita la captura efectiva tanto del ontexto global como de los detalles
espaciales. Similar a MSNet, consta de n, etapas que reducen o aumentan la resolucion de la

informacion.

Pertenece a la familia encoder-decoder. El encoder comprime la informacion entrante para ex-
traer el contexto global, mientras que el decoder recupera progresivamente los detalles que se
perdieron durante la compresion. Ademas, se anaden skip connections entre capas homologas

del encoder y el decoder, lo que mejora sustancialmente la capacidad de recuperacion de detalles
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finos.

La Fig. 3.2 muestra un ejemplo de UNet con ng = 3. Puede verse como un valle con cuatro

partes:
» Descenso (encoder): Se comprime gradualmente la informacién.
» Fondo del valle (bottleneck): Punto de mayor compresién.
= Ascenso (decoder): Se recupera la resolucién y los detalles perdidos.
» Puentes (skip connections): Vinculos entre capas del encoder y del decoder.

] J

1xn} axn} 3axn; 3axn} axnl

Y t/

axni/2 axn3/2 3axn/2 2a x n3/2

\ l / \{ Max Pooling
Jg g / Upsamplig

= %

= *
= %

%k Convolution Layer

R ReLu Function

axn}ld ax n%,/4

Figura 3.2: Diagrama de una arquitectura UNet con ny = 3

La eficacia de ambas arquitecturas depende no solo de su estructura, sino también de la seleccién
y el ajuste de hiperparametros, tales como el tamano del kernel, nimero de capas, nimero de
convoluciones por etapa, etc. El ajuste se realiza generalmente por experimentacion, buscando

un equilibrio entre la capacidad de la red y la eficiencia computacional.

Un ejemplo de aruitectura que demostrd ser efectiva en la resolucion de problemas de Poisson
es la denominada como UNet4 rf200 ks3, la cual consta de 200 filtros en la primera capa, un

tamano de kernel de 3x3 y 4 escalas.

3.4. Normalizacion

Para entrenar una red neuronal es importante que los valores de entrada y salida tengan mag-
nitudes similares [63]. Por ejemplo, en el caso de prediccién de imagenes, se suelen normalizar

los datos en el rango [0, 1] [64].

En el presente trabajo, no se conoce a prior: el orden de magnitud del potencial a resolver,
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pero si el de la informacion de entrada. Por ello, se normaliza la entrada a la red de la siguiente

manera:

(bout
Rin

¢Out - \ donde Rm = Ri, X (38)

max

Puesto que el valor maximo del potencial es desconocido, se propone emplear una aproximacion
analitica para obtener una cota razonable. La solucién general de la ecuacién de Poisson con

condiciones de frontera de Dirichlet esta relacionada con la funcién de Green G-

b(x) = — / ()G, o dV’+—/( a§> ds’ (3.9)

4meg

Asumiendo un dominio cuadrado L? con fronteras de Dirichlet iguales a 0, la funcién de Green

es:

16 <8 &= sm(L—)sm("gx )szn(’fy)sm(”gj’ )
G(z,y, 2, y) = —— Ny T (3.10)
7Y n=1 m=1 2

Sustituyendo en la solucién analitica:

Para obtener una relacién aproximada de ¢ respecto a R, se considera un potencial constante
y solo el primer término de la sumatoria. Usando la propiedad de las funciones seno entre [-1,

1], se llega a:

(3.12)

Definiendo o < 1, se propone:
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- a (3.13)

max (%2) <LL§ + %)

Para el caso de un dominio en tres dimensiones, considerando que la funcién de Green es:

32
G(x,2') = X
’ nLl,L,L,
+oo  sin (T—:) sin (%) Sin (T—j) sin (%) sin (T—j) sin (%) (3.14)
Z 12 m? n2
l,mn=1 %3 + L_%J + z

(3.15)

(07
mee () (B ++

2
Y

)

Durante el entrenamiento, esta relacién (llamada ratio maz) se utiliza para normalizar los

~
NMH

datos de entrenamiento. Para esto, antes de pasar los datos por el modelo, se normalizan
multiplicando por el factor, y al finalizar, se divide por el mismo factor para obtener la solucién

desnormalizada.

3.5. Datos para el entrenamiento

Para entrenar el modelo, se requiere un conjunto de datos que, en general, puede ser costoso
de generar si se buscan soluciones exactas de la ecuacién de Poisson. Por ello, se propone la
técnica utilizada por Ali Ozbay [65], que consiste en generar distribuciones aleatorias en [-1,
1], sobre una malla uniforme, para luego interpolarlas mediante splines cibicos y asi obtener

campos aleatorios suaves. Un ejemplo se ilustra en la figura siguiente:

Para evitar el overfitting, se recomienda emplear un gran ntimero de ejemplos aleatorios y
suficiente dispersion de los puntos de colocacion iniciales. Con pocos puntos de colocacion, la

red podria memorizar patrones de entrenamiento, perjudicando su capacidad de generalizacién.
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Figura 3.3: Campo de valores aleatorios

3.6. Ecuacion de Poisson con Interfaces

Entre los casos abordados, se contempla la ecuacién de Poisson en dominios que presentan
regiones con diferentes propiedades fisicas [66, 67]. Por ejemplo, en electrostatica podrian existir

regiones con distinta permitividade.

La ecuacién a resolver es:

V- (e((2)Ve(x))) = f(x) (3.16)

Al discretizar con diferencias finitas (o volumenes finitos), la dificultad surge cuando e discon-

tinuidades, pues el término V - (eV¢) incluye la variacién tanto de ¢ como de e.

3.6.1. Caso 1D

El problema de permitividad variable puede generar dificultades de convergencia en la red,
especialmente cuando se presentan grandes variaciones en este parametro fisico. Para enfrentar
este desafio, se propone una técnica de discretizacion disenada para manejar discontinuidades
en la permitividad e. Esta técnica se fundamenta en el caso unidimensional sobre el eje z y

luego se generaliza a dimensiones superiores.

En el nodo ¢, la discretizacién del operador V - (eV¢) se expresa como:

(V- (V6)i % 5 ((€V0)iey — (V0),_, ) (317
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El flujo en la superficie ¢ —i— 5, se define como:

(€V¢)Z+% _ 6i+§ (¢2+1Ax ¢2)

(3.18)

Asumiendo ¢ lineal entre nodos i e i + 1 y que € cambia abruptamente en i + %:

o) = oty + (252 ) (o)

Con Az = z;41 — x;, Ademas, se establece:

€; para r; < x < I, 1
e(z) = :

€it1 para ;1 <z <z

Tal que ¢(x) es lineal entre los nodos i e i + 1:

d(b ¢2+1 ¢z
dr Az

Considerando los flujos en ambas superficies adyacentes al punto, se obtiene:

Gir1 — i
Ji:_6i< Az /2 )

¢z’ - ¢z+%
Jiy1 = —€in1 T/Q

Aplicando condicién de continuidad J; = J;11 = J en el nodo i + %, se obtiene:
€ (¢i+l — Cbz') = €11 <¢i+1 — ¢i+%>
Despejando el potencial ¢, 1

€it1Pit1 + €0;
€ t €11

Wl

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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Reemplazando este término en el flujo J:

B 2€i11(div1 — di)\ Dit1 — Pi
J=-a ( Ax(e; + €41) ) R ( Az ) (3:29)

En donde e.f; es la permitividad efectiva, concepto que se utilizard para definir la funcién de

pérdida de la red y definida como:

2€;€i41

(€i€i+1)

€eff = (3.26)

3.6.2. Configuracion del problema

Esta investigacion se centro en la resolucion de la ecuacion de Poisson para un dominio con dos

regiones con diferente permitividad.

Figura 3.4: Dominio con dos regiones con interface >

Sea (21 la region con permitividad €; y €2y la region con permitividad e; y X la interfaz entre

ambas regiones. La ecuacion de Poisson a resolver es:
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~V2¢1(x) = Plenxe O

€1
—V2py(x) = P2 en x €Oy
€2
¢ = g(x) en 09 (3.27)
¢1 = ¢ en X

€1'V¢1:€2'V¢2€H2

Para resolverlo, se utiliza descomposicion de dominios: se definen submodelos de red, uno por

cada regién §2; y 2. Asi la solucion total ¢ se compone como:

up = Ni(x,0') en x €
o |t =M= 1 (3.28)
u3 = Na(x,0%) en x €

En esta notacién, el término wu, representa la solucién entregada por la red neuronal N; del
subdominio €2; compuesta por los hiperparametros #;. Para entrenar la red, se puede formular
una funcién de pérdida a partir de la descomposicion de dominios definida en 2.8.1.1, en donde
0 =06, U6bs.

L(Q) = U)Qlﬁgl ((91) + wQ2£Q2 (92) -+ wagﬁag(eg) -+ wzﬁz(el, 92) (329)

Cabe destacar que es importante que cada subdominio incluya el borde de interfaz para asi

determinar el error en estos puntos.

3.6.3. Funcion de perdida

Para el entrenamiento de este modelo es necesario agregar una nueva componente a la funcién
de perdida, el cual aplicara el residual de las condiciones de interfaz a la red. Con esto en

consideracién, se puede escribir que la funcién de perdida para el modelo:

E(Q) = wmﬁm(e) + waEbC(O) + wibﬁib(H) (330)

Siendo L;;, la funcién de perdida de la interfaz y w;, su respectivo peso.

Para construir la funcién de perdida de interfaz, se tienen que considerar las condiciones de
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continuidad y de derivada de la misma. Ademas, es necesario redefinir Laplacial loss, ya que
para este caso, la permitividad no es constante, por lo cual se debe ajustar este parametro fisico

en la ecuacion.

= Laplacian Loss:

L2L2L2 y .
zHyz k.j.i b.k,j,t

En donde €5y es la permitividad efectiva definida en la ecuacién 3.26.

» Interface Loss:

[212[2 )
'Cf(gboutu ¢out2) = Ty Z 11)72 . g,E +
bs(ny —1)(ny, — 1)(n, — 1) s ( > 3.3

<€eff VT — gy V¢3’E>2

En donde ¥ corresponde a los puntos de colocacién asociados a la interfaz entre regiones

de diferente e.

Cabe mencionar que para casos en los que se cuenta con data experimental o analitica, se puede

utilizar la funcion de perdida Inside Loss en lugar de Interface Loss.

E(H) = wmﬁ(e) + WpeLpe (333)

En donde L;, corresponde a la funciéon de perdida definida en la ecuacién 3.5. Este cambio se
debe a que los datos objetivos ya contienen informacién sobre la interfaz, por lo que se vuelve

redundante para el modelo contener ambas funciones de perdida.

3.6.4. Arquitectura de Red

Inspirado en el modelo de XPINNSs, se generan n submodelos que corresponden a la canti-
dad de regiones que tiene el dominio. Para ello, lo primero que se debe realizar es generar la
malla regular que define el dominio completo y determinar los nodos que corresponden a las
fronteras entre regiones. A continuacion, se asignan los submodelos a cada regién. Es decir, al
proporcionar informacién del dominio al modelo, existiran varios submodelos, cada uno con sus
hiperparametros 6;, encargados de procesar dicha informacién. Es importante destacar que, pa-

ra este método, los nodos de interfaz deben pertenecer a ambos modelos asociados a las regiones
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adyacentes. Esto es crucial para calcular correctamente la funcién de pérdida en la interfaz.

Con este método el entrenamiento de los distintos subdominos se realiza en paralelo, utilizando
una de las combinaciones de funciones de perdida descritas previamente. Cabe mencionar que se
realiza una tnica optimizacién para ambas redes. Una vez entrenado el modelo, este puede ser
utilizado, lo que entregara informacion separada asociada a las distintas regiones del dominio,

la cual puede acoplarse nuevamente para formar el dominio completo.

Para este trabajo se utilizaron submodelos idénticos entre si, de modo que todos tengan la misma
capacidad computacional para poder representar cada region del problema dado, aunque esto se
puede modificar para entregar a cada submodelo una cantidad de diferente de hiperparametros

acorde a la importancia o complejidad asociada a una region en especifico.

Optimizer—0 6,

Ni(61) |

—

ain

Automatic

Input 1 - Ouiput T differentation
CNN Layers
B —
Operations Loss Function
N2(62) —
J’
Automatic
Input 2 ’ Output2 differentation

CNN Layers

Figura 3.5: Esquema de dos submodelos para un dominio con interfaz

3.7. Validacion de Resultados

Para validar los resultados obtenidos por la red neuronal existen diferentes parametros que se
pueden considerar. Uno de ellos es medir la funcién de pérdida durante el entrenamiento de
la red. Esto va a permitir determinar si se estdn minimizando los residuales del Laplaciano y
las condiciones de borde ademas de que es un buen indicador de cuando la red ha convergido.
Sin embargo, este no puede ser el inico parametro a considerar, es necesario contar con una
métrica adicional que permita evaluar la precisién del modelo. Una opcién es calcular el error
relativo entre la solucion obtenida por la red y la solucién analitica o numérica. Este error se

puede definir como:
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H¢out - ¢target H 2

|| Cbtarget | | 2

(3.34)

Error Relativo =

donde || - ||2 representa la norma Ls.

Otra métrica 1til es el coeficiente de determinacién R?, que mide la proporcién de la varianza
en la variable dependiente que es predecible a partir de la variable independiente. Se define

CO1MoO:

Zi (gbiarget - iut)Z

R=1- , _
Zi(gbllfarget - ¢target)2

(3.35)

donde ¢yq4rger €5 €l valor medio de @rgrget-

Estas métricas permiten evaluar de manera cuantitativa la precisiéon del modelo y su capacidad

de generalizacién a nuevos casos.

3.8. Coédigo Implementado

Se desarroll6 el cédigo PoissonSolverCNN en Python [68], con el fin de facilitar la resolucién de
la ecuacién de Poisson en dominios 2D y 3D, con o sin interfaces. El repositorio completo esta

disponible en [8]. Se distinguen tres etapas principales, configuradas mediante archivos .yml:

= Generacion de datos: Se definen las dimensiones del dominio, la cantidad de nodos y
la cantidad de puntos de colocacién para generar datos aleatorios, u opcionalmente se

ingresa una solucién analitica o datos experimentales en un archivo .npy.

» Entrenamiento: Se elige la arquitectura (MSNet o UNet), las funciones de pérdida y sus

pesos, v se especifica si existe interfaz. El modelo resultante se guarda como .pth.

= Resolucién: Se carga el modelo entrenado, se le entrega un nuevo caso a resolver y se

obtiene

Todas las funciones y clases utilizadas en el cédigo se encuentran en archivos separados. A

continuacién, se presentan los algoritmos de los principales codigos:

Como se visualiza en los algoritmos, el cédigo se entrena un modelo de red neuronal convolu-
cional que es capaz de predecir campos en diferentes casos que comparten condiciones de borde
y dominio. Es importante destacar que en todo el proceso de entrenamiento y resolucién, los

pardmetros acorde al dominio y a la red deben coincidir para evitar errores en la resolucion del
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Algoritmo 3.1 Algoritmo de para generar datos de entrenamiento

Require: Archivo .yaml con dominio, niimero de nodos, puntos de colocacion y datos n.
for i = 0 hasta n do
Generar la malla regular del dominio.
Asignar a los puntos de colocacién datos aleatorios.
Interpolar cubicamente el campo de datos.
end for
Guardar datos en archivo .npy.

Algoritmo 3.2 Algoritmo de entrenamiento

Require: Archivo .yaml con arquitectura, funciones de perdida y pesos.
Require: Archivo .npy con datos de entrenamiento.
Cargar datos de entrenamiento.
Generar modelo con arquitectura definida e hiperparametros iniciales aleatorios.
for + = 0 hasta n do
Calcular salida de la red ¢ous = N (Ryiy)
Calcular 0, 0out, Voour, Vi con diferencia automatica.
Calcular funcién de perdida L(¢, R;,)
Actualizar los hiperparametros del modelo 8, — 0,1 con método de optimizacion
end for
Guardar modelo en archivo .pth.

Algoritmo 3.3 Algoritmo de resolucion

Require: Archivo .pth con modelo entrenado.
Require: Archivo .yaml con problema a resolver.
Cargar modelo entrenado.
Generar dominio con problema a resolver.
Calcular salida de la red ¢ous = N (Riy)
Archivo .npy ¢out
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problema.

El uso del cédigo es bastante sencillo, un ejemplo se observa a continuacion:

Cddigo 3.1: Ejemplo de uso basico del codigo PoissonSolverCNN

cd ./folder/to/dataset

python random_data.py -c dataset.yml
cd ./folder/to/train

python train.py -c train.yml

cd ./folder/to/solve

python solve.py -c solve.yml

Para correr el cédigo, es necesario modificar los archivos .yml de cada directorio para mantener
acorde los parametros del dominio y de la red, ademas de especificar rutas de directorio como

de los datos del entrenamiento o el modelo entrenado.
El codigo utiliza las siguientes librerias:

» Pytorch [69]: Corresponde a una interfaz para programar y optimizar redes neuronales.
Esta libreria permite customizar la red y la funcién de pérdida dependiendo del problema.

Ademas viene con el algoritmo de diferenciacién automatica y de back propagation.

= Scipy [70]:Se utiliza esta libreria por los algoritmos y expresiones de computacién cientifica

que tiene implementado.
= Matplotlib [71]: Se utiliza para la visualizacién de los resultados obtenidos.

» Numpy [72]: Se utiliza para la manipulacién de arreglos y matrices.
PoissonSolverCNN/
LoD Clases para resolver problemas en 2D
dataset ........... il Clases para generar datos de entrenamiento
generated
dataset.yml
random_data.py
training ..o e Clases para entrenar el modelo
trained_models
models.py
operators.py
train.yml
train_interface.yml
train.py
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lg,train_interface.py
L SOLVEr e e Clases para resolver casos
solver.yml
solver_interface.yml
solver.py
solver_interface.py
L 3D e Clases para resolver problemas en 3D
. _dataset ...... Clases para generar datos de entrenamiento en 3 dimensiones
generated
dataset.yml
random_data.py
. _training ......... ...l Clases para entrenar el modelo en 3 dimensiones
trained_models
models.py
operators.py
train.yml
train_interface.yml
train.py
train_interface.py
L _solver ... Clases para resolver casos en 3 dimensiones

solver.yml
solver_interface.yml

solver.py
solver_interface.py
L Archs Clases con arquitecturas de red

Figura 3.6: Estructura de archivos para el cdédigo implementado
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Capitulo 4
Resultados y Analisis

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos en la implementacion del modelo propuesto

para diferentes arquitecturas y problemas sobre la ecuacién de Poisson.

4.1. Pruebas realizadas

A continuacién, se entrega un resumen de las pruebas realizadas para la validacién del modelo
propuesto.

» Variacion de arquitectura: Para estas pruebas, se entrenaron varias arquitecturas con-
servando los hiperparametros para luego comparar los desempenos. El proposito de esta
prueba fue identificar la arquitectura mas adecuada para resolver distintos casos de la
ecuacién de Poisson, tanto en 2D como en 3D. Los ensayos abarcaron problemas de car-
gas puntuales en el dominio y funciones fuente suaves acompanadas de condiciones de
frontera no homogéneas. Se consideraron dos tipos de arquitecturas:

e Arquitecturas de tipo UNet, las cuales se caracterizan por su estructura de codifica-
cion y decodificacion.
e Arquitecturas de tipo MSNet, que se basan en la idea de multiples escalas para
capturar mejor las caracteristicas del campo.
A estas se les agregaron variaciones en el numero de escalas y el campo receptivo.

= Variacion de hiperparametros: Tomando como punto de partida las arquitecturas con me-
jor desempeno en la prueba anterior, se exploro el efecto de ajustar sus hiperparametros.
Asimismo, se entrenaron redes que inicialmente arrojaron resultados pobres, con la expec-
tativa de que una calibraciéon adecuada mejorara su rendimiento. Al igual que antes, los
experimentos se replicaron en 2D y 3D, cubriendo casos con cargas puntuales y funciones

fuente suaves. Los hiperparametros que se ajustaron incluyen:
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Tasa de aprendizaje.
Cantidad de epochs.

Tamano del kernel.

Normalizacién de los datos.

Pesos de las funciones de perdida.

» Variacion en los dominios: Estas pruebas evaltian la sensibilidad del modelo frente a cam-
bios en la definiciéon del dominio y en la densidad de la malla. Para ello, se entren6 una
arquitectura con los hiperpardmetros optimos sobre distintas combinaciones de domi-
nio—malla. Primero se trabajé en 2D con el fin de identificar el tamano de malla minimo
que garantice la convergencia. Este resultado sirve de referencia para las simulaciones en
3D, donde se busca emplear la malla mas pequena posible y asi reducir el elevado costo
computacional.

= Dominios con interfaces: El objetivo es entrenar al modelo en problemas que incluyen
discontinuidades materiales. Para ello se ensayaron varias arquitecturas y conjuntos de
hiperparametros, junto con tres esquemas de entrenamiento:

e Pérdida combinada: laplacian loss + interface loss + dirichlet loss.
e Pérdida combinada: inside loss + dirichlet loss.
e Pérdida combinada: laplacian loss + inside loss + dirichlet loss.
Estas pruebas permiten evaluar la capacidad del modelo para resolver configuraciones con
interfaces y, al mismo tiempo, identificar la combinaciéon de hiperparametros que asegure
un entrenamiento estable y preciso.
Por simplicidad, se trabajara con la nomenclatura de UNetX-ksY-rfZ para las arquitecturas de
tipo UNet y MSNetX-ksY-rfZ para las arquitecturas de tipo MSNet, en donde X representa el
numero de escalas, Y representa el Tamano del kernel, el cual es constante para todas las capas

en este caso, y Z representa el campo receptivo de la red.

4.2. Carga Puntual Centrada con Condiciones de Borde Homo-
géneas en 2D

Como primera validacion de resultados, se buscé resolver el caso de una carga puntual centrada
en un dominio de dos dimensiones con condiciones de borde homogéneas iguales a cero. Este
modelo es util debido a su sencillez y que se conoce la solucion analitica del caso, presentada

en la siguiente ecuacion:
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Br) =Y 5= In(lr —ri) (4.1)

P
En donde N es el nimero de cargas, ¢; es el valor de la carga i, |[r — r;| es la distancia entre la
posicion de la carga y el punto de evaluacién r y ry es una constante arbitraria.

En las siguientes secciones, se resolvera el problema planteado para diferentes casos con el
objetivo de validar el modelo propuesto, dentro de estos, se realizaran estudios con respecto a las
arquitecturas planteadas en secciones anteriores, variando los hiperparametros y parametros del
entrenamiento, esto con el fin de estudiar el alcance del modelo, su capacidad de generalizacién,
que parametros son importantes y los ideales para el entrenamiento del modelo para luego

aplicar estos resultados en problemas mas complejos.

4.3. Estudio del Modelo y del Entrenamiento con Cargas Pun-
tuales

En esta seccién se estudia como distintos aspectos de la arquitectura del modelo y de los
parametros de entrenamiento influyen en el desempeno general de la red para resolver la ecuaciéon

de Poisson.

4.3.1. Estudio de Arquitecturas

4.3.1.1. Profundidad de la Red

Como primera prueba, se evalud el efecto de la profundidad de la red en el desempeno del
modelo, a través del entrenamiento de diferentes arquitecturas bajo condiciones y parametros
uniformes, los cuales se detallan a continuacién:

» Cantidad de nodos: 101 x 101 en un dominio de 5 x 5 unidades de longitud.

= Cantidad de epochs: 250.

= Tasa de aprendizaje: 0.0001.

= Normalizacién: a = 0.1.

» Pesos de las funciones de perdida: laplacian loss = 8 x 10° y dirichlet loss = 8 x 10%.

= Tamano del kernel: 3 x 3.

= Tamano del batch: 64.
En cuanto a las arquitecturas, se entrenaron variantes de MSNet y UNet, manteniendo constante

el nimero de escalas en 4, pero variando el campo receptivo. A continuacién, se presentan las
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arquitecturas entrenadas:

Arquitectura | Campo Receptivo
MSNet 50
MSNet 100
MSNet 200
UNet 50
UNet 100
UNet 200
UNet 300
UNet 400

Para definir la calidad de los resultados obtenidos, se utilizé como referencia la solucién analitica
para el caso de una carga puntual centrada en el dominio, con magnitud de 18 unidades, la cual

se presenta a continuacion:

8(r) = 5o In |r) (1.2

La Figura 4.1 muestra la solucién analitica al caso de una carga puntual centrada en el dominio.

5 35
3.0
2.5
2.0
15
1.0
0.5
0 0.0
0 1 2 3 4 5

Figura 4.1: Solucién analitica al caso de una carga puntual centrada en el dominio

w B
Magnitude

[N]

-

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las arquitecturas entre-

nadas:
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NN Output Relative Error (%)
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Figura 4.2: Resultados obtenidos para MSNet4-rf50
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Figura 4.3: Resultados obtenidos para MSNet4-rf100
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Figura 4.4: Resultados obtenidos para MSNet4-rf200
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NN Output Relative Error (%)
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Figura 4.5: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf50
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Figura 4.6: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf100
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Figura 4.7: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200
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Figura 4.8: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf300
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Cuadro 4.1: Errores promedios, maximos y varianza obtenidos para las diferentes arquitecturas

Caso Error Méax. (%) | Error Prom. (%) | Varianza R?

MSNet4_rf50 72.85 3.02 -1.3467

MSNet4_rf200 72.43 3.44 -2.9486

Unet4_rf50 270.79 14.36 -182.2912

Unet4_rf100 169.87 15.12 -163.9440

Unet4_rf200 89.81 3.58 -1.4360

Unet4_rf300 88.87 3.83 -1.6911

Unet4_rf400 88.83 3.52 -1.3648

Los resultados obtenidos muestran que las arquitecturas MSNet (Figuras 4.2 a 4.4)tienen un
desempeno deficiente independientemente de su profundidad. Esto podria deberse a que, a
diferencia de las redes UNet, MSNet procesa la informacién en caminos paralelos sin una inte-
gracion efectiva entre niveles de resolucion, lo que dificulta la conservacion de las propiedades
fisicas del problema. A pesar de este resultado, se planifican pruebas adicionales con la ar-
quitectura MSNet4-rf200 —Ila que mostro el resultado mas cercano a la solucion analitica—,
variando el nimero de escalas y algunos hiperparametros para determinar si es posible mejorar
su desempeno.

Por otra parte, las aruitecturas UNet alcanzan un buen desempeno a partir de un campo
receptivo de 200, es decir, para la arquitectura UNet4-ks3-rf200, la cual logra aproximar el
campo potencial de la soluciéon analitica como se muestra en la Figura 4.7. En este resultado, se
aprecia que el error se concentra en la zona de la carga puntual, lo cual se puede explicar por la
naturaleza del problema, donde la solucién analitica presenta una singularidad en el punto de la
carga, lo que dificulta la aproximacién del modelo en esa regién. Sin embargo, el error promedio
y méaximo de la arquitectura UNet4-ks3-rf200 es 3.58 % y 89.81 % respectivamente, lo que es un
buen resultado considerando que el error maximo de la arquitectura es un punto singular en el
espacio, mientras que el error promedio es aceptable. Para confirmar esta hipotesis, se recalculd
el error méaximo omitiendo el nodo central asociado a la carga puntual, obteniéndose un error
maéximo reducido de 4.52 %, lo que evidencia que la mayor parte del dominio estd bien resuelta
por la red y que la singularidad localizada es la principal responsable del error extremo.

La Tabla 4.1 muestra que el error promedio y maximo de las arquitecturas UNet con campos
receptivos de 300 y 400 son similares, lo que indica que el campo receptivo no es un factor
determinante en el desempeno del modelo una vez que se alcanza una profundidad adecuada.
Esto es favorable ya que permite entrenar con campos receptivos mas pequenos, lo que reduce

el costo computacional del entrenamiento.
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4.3.1.2. Numero de escalas

Para esta prueba, se busca evaluar cémo influye el nimero de escalas en el desempeno del
modelo, asi como determinar si las arquitecturas de tipo MSNet son capaces de representar
adecuadamente la solucién al aumentar dicho parametro. Con este objetivo, se entrenaron los

siguientes modelos, manteniendo constante los hiperparametros de la prueba anterior:

Cuadro 4.2: Arquitecturas utilizadas para el estudio del nimero de escalas

Arquitectura | Numero de Escalas | Campo Receptivo
MSNet 5 200
UNet 5 100
UNet 5 200
UNet 6 200

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las arquitecturas entre-

nadas:
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Figura 4.10: Resultados obtenidos para MSNet5-ks3-rf200
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NN OQutput Relative Error (%)
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Cuadro 4.3: Tabla de errores para diferentes escalas de arquitectura

Caso Error Max. (%) | Error Prom. (%) R?

MSNetb_ks3_rf200 225.12 3.39 -9.4758
Unet5_ks3_rf100 60.83 6.03 -8.2389
Unetb_ks3_rf200 54.37 5.97 -5.6317
Unet6_ks3_rf200 82.61 17.51 -76.5044

En la Figura 4.10 se observa que el modelo MSNet con mayor niimero de escalas y alta pro-
fundidad logra aproximarse a la solucién analitica, sin embargo, su desempeno continua siendo
considerablemente inferior al de las arquitecturas UNet, en particular, esta alcanza un error
méaximo del 225 %, lo que es més del doble que el obtenido con UNet. Ademés, la varianza R?
del error es significativamente mayor (9.47 % en MSNet frente a 1.34 % en UNet), lo que indica
una mayor dispersién del error y la presencia de mas puntos con desviaciones elevadas. Sumado
a lo anterior, el mayor tamano de la arquitectura MSNet implica tiempos de entrenamiento
notablemente superiores, se descarta el uso de esta red para futuras pruebas relacionadas con
cargas puntuales debido a su pobre desempeno y alto costo computacional.

Con respecto a las arquitecturas UNet, se observa en la Tabla 4.3 que el aumento en el nimero
de escalas reduce el error maximo de campo predichos, aunque a su vez, también se incrementa
el error promedio y la varianza R2. Esto sugiere que, si bien el modelo con mayor ntimero de
escalas logra representar de manera aproximada el campo potencial —tal como se aprecia en la
Figura 4.12 a 4.13—, el aumento de complejidad no se traduce en una mejora del desempeno del
modelo, razon por la cual por la cual se recomienda utilizar una arquitectura UNet4-ks3-rf200
para este tipo de problemas de forma general.

En sintesis, se concluye que para este tipo de problemas, las arquitecturas UNet son mas
efectivas que las MSNet, las cuales logras predecir el campo potencial de manera adecuada
cuando esta tiene un campo receptivo de 200 y 4 escalas. Ademds, se observa que el nimero
de escalas no es un factor determinante en el desempeno del modelo, al igual que el aumento
del campo receptivo, por lo que se recomienda utilizar una arquitectura UNet4-ks3-rf200 para
este tipo de problemas, ya que es la que logra el mejor desempeno con un costo computacional

razonable.

4.3.1.3. Variacion en el tamano del kernel

Para esta prueba, se busca analizar como el tamano del kernel influye en el desempeno del
modelo. Con este objetivo, se entrenaron las arquitecturas UNet4-ks3-rf200 y UNet4-ks3-rf300,

variando unicamente el tamano del kernel entre 5 x 5 y 7 x 7 unidades. Los hiperparametros
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empleados en el entrenamiento son los utilizados en la Seccién 4.3.1.1 a excepcién del tamano

del kernel. A continuacion, se presentan los resultados obtenidos:
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Figura 4.14: Resultados obtenidos para UNet4-ks5-rf200
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Figura 4.15: Resultados obtenidos para UNet4-ks7-rf200
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NN Output Relative Error (%)

5 20.0
17.5
15.0
5
125
ol 10.0
7.5
2
5.0
2.5
0 0.0

Figura 4.16: Resultados obtenidos para UNet4-ks5-rf300
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Figura 4.17: Resultados obtenidos para UNet4-ks7-rf300
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De los resultados obtenidos, se observa que el tamarno del kernel no tiene un impacto significativo
en la prediccion del campo potencial, esto se evidencia en las Figuras 4.14-4.17, donde se aprecia
que el modelo logra representar adecuadamente el campo, manteniendo un comportamiento
similar al de la arquitectura UNet4-ks3-rf200. Por otra parte, la Tabla 4.4 muestra que los
errores promedio se mantienen en rangos comparables a los del caso UNet con campo receptivo
de 200, aunque se registra un leve aumento en el error maximo, asimismo, se observa una ligera
disminucién en la varianza R?,

En consecuencia, si bien el tamano del kernel introduce una variaciéon marginal en el rendimiento
del modelo, esta no es lo suficientemente relevante como para justificar un cambio. Ademas, el
costo computacional no presenta diferencias significativas. Por lo tanto, se recomienda utilizar

un tamano de kernel de 3 x 3 unidades.
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Cuadro 4.4: Errores promedios, maximos y varianza obtenidos para las diferentes arquitecturas

Arquitectura Error Méax. (%) | Error Prom. (%) | Varianza R?
Unet4-ks3-rf200 89.81 3.58 -1.4360
Unet4-ks5-rf200 96.24 3.12 -1.0690
Unet4-ks7-rf200 96.17 3.14 -1.0859
Unet4-ks3-rf300 88.87 3.83 -1.6911
Unet4-ks5-r£300 96.19 3.16 -1.1021
Unet4-ks7-rf300 96.09 3.17 -1.1079

4.3.2. Estudio de parametros de entrenamiento

4.3.2.1. Cantidad de epochs

Este estudio tiene como objetivo evaluar la capacidad resolutiva del modelo a medida que
se incrementa la cantidad de epochs de entrenamiento, asi como identificar el punto en que
el aprendizaje comienza a estancarse. Este andlisis es especialmente relevante para futuras
implementaciones, ya que permite determinar el niimero 6ptimo de iteraciones, evitando tiempos
de entrenamiento innecesarios y posibles efectos negativos asociados al sobreentrenamiento.

Para ello, se entrend la arquitectura UNet4-ks3-rf200 utilizando los mismos parametros de
entrenamiento que en la Secciéon 4.3.1.1 con excepcién del nimero de epochs, y se registraron
los resultados cada 10 epochs, los cuales seran analizados en conjunto con las curvas de las

funciones de pérdida. A continuacién, se presentan los resultados obtenidos:

Cuadro 4.5: Evolucién del error y R? para Unet4-ks3-1f200 con diferentes epochs de entrena-
miento

Caso Cantidad de epochs | Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?

Caso 1 10 90.43 3.07 -1.0047
Caso 2 20 91.97 2.91 -0.8662
Caso 3 30 92.87 2.86 -0.8313
Caso 4 40 93.66 2.83 -0.8121
Caso 5 50 93.44 2.84 -0.8163
Caso 6 60 93.10 2.80 -0.7849
Caso 7 70 92.60 2.85 -0.8297
Caso 8 80 92.30 2.89 -0.8637
Caso 9 90 92.04 2.91 -0.8804
Caso 10 100 92.53 2.45 -0.8726
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Relative Error (%)
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Figura 4.18: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con 10 epochs de entrenamiento
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Figura 4.19: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con 100 epochs de entrenamiento
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A partir de los resultados obtenidos, se observa en la Tabla 4.5 que los errores promedio y
méximo, junto con la varianza R?, presentan una tendencia decreciente a medida que aumenta
el nimero de epochs de entrenamiento, hasta alcanzar un minimo en los 70 epochs, con valores
de 2.80 %, 93.10 % y 0.7849, respectivamente. Sin embargo, al continuar el entrenamiento mas
alla de este punto, se evidencia un aumento en los tres indicadores, lo que sugiere posibles
signos de sobreentrenamiento. Otra explicacion posible es que el modelo ha alcanzado su punto
de convergencia y ya no es capaz de mejorar su desempeno, lo que lo lleva a explorar regiones
del espacio de soluciones con mayor error.

De la Figura 4.20, se aprecia que el modelo tiene una tendencia a estabilizarse en torno a
las 30.000 iteraciones (lo que equivale a aproximadamente 25 epochs), lo que coincide con lo
observado previamente en la Tabla 4.5. Por esta razon, se recomienda entrenar el modelo con

un minimo de 30 epochs, ya que a partir de este punto el modelo se estabiliza, y un maximo de
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Figura 4.20: Funciones de perdida obtenidas para UNet4-ks3-rf200 con 100 epochs de entrena-
miento

70 epochs, ya que a partir de este punto los resultados comienzan a empeorar.

De forma general, se puede afirmar que el modelo propuesto no requiere de un gran nimero
de epochs para converger, lo que es una ventaja significativa en términos de tiempo de entre-
namiento y recursos computacionales. Ademas, se observa que grafica las funciones de perdida
permite identificar el punto de convergencia del modelo y esta puede ser utilizada como recurso

para determinar el nimero éptimo de epochs de entrenamiento.

4.3.2.2. Tasa de aprendizaje

Para el siguiente estudio, se busca determinar como la tasa de aprendizaje afecta en el desempe-
no del modelo, especialmente en la convergencia del mismo, ademas de determinar si se puede
mejorar la convergencia para poder obtener resultados empleando menores costos computacio-
nales. Para esto, se entrend la arquitectura UNet4-ks3-rf200 con diferentes tasas de aprendizaje,
variando entre 1 e~% y 0.1, manteniendo constante el resto de los hiperpardmetros utilizados en

la Seccion 4.3.1.1. A continuacion, se presentan los resultados obtenidos:
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Figura 4.21: UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizaje de 1 e=°
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Figura 4.22: UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizaje de 1 e=*
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Figura 4.24: UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizaje de 0.01
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Figura 4.25: UNet4-ks3-rf200 con tasa de aprendizaje de 0.1

Como se observa en las Figuras 4.21 a 4.25, el modelo es sensible a la tasa de aprendizaje,
mostrando que esta tiene un impacto significativo en la convergencia y estabilidad del mismo.
En particular, se aprecia que tasas de aprendizaje de bajo valor (1 x 107°, 1 x 107* y 1 x
1073) permiten que el modelo converja correctamente y predicen el campo de manera correcta,
mientras que a partir de una tasa de 0.01, el entrenamiento comienza a divergir, generando
inestabilidad en el dominio, generando un campo potencial que no es capaz de representar
adecuadamente la solucién analitica, como se observa en las Figuras 4.24 y 4.25.

Ademas, la Figura 4.26 muestra que no existen diferencias sustanciales en la convergencia entre
las tasas del x 107° y 1 x 1073, lo que sugiere que es preferible optar por una tasa de aprendizaje
baja para evitar inestabilidad durante el entrenamiento.

Por estos motivos, se recomienda utilizar una tasa de aprendizaje de 1 x 107> para el entre-

namiento del modelo, ya que permite una convergencia estable, con un margen de error para
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Figura 4.26: Funciones de perdida obtenidas para UNet4-ks3-rf200 con diferentes tasas de apren-
dizaje

evitar problemas de inestabilidad, ademas de ser un valor que permite un entrenamiento rapido

y eficiente.

4.3.2.3. Normalizacion

En este estudio se pretende evaluar, por un lado, la necesidad de normalizar los datos y, por
otro, el efecto del parametro « en el desempeno del modelo. Para ello se entrend inicialmente
la arquitectura UNet4-ks3-rf200 sin aplicar normalizacién. Posteriormente, se repitié el entre-
namiento con datos normalizados, variando « en tres niveles: 0.01, 0.5 y 1.0, siendo este tltimo
el valor maximo tedrico admitido por el esquema de normalizacién. Los conjuntos de datos
utilizados para todos los experimentos fueron:
» Cantidad de nodos: 101 x 101 en un dominio de 5 x 5 unidades de longitud.

Cantidad de epochs: 40.

Tasa de aprendizaje: 1 x 1075,

» Pesos de las funciones de perdida: laplacian loss = 8 x 10° y dirichlet loss = 8 x 10!,

= Tamano del kernel: 3 x 3.

= Tamano del batch: 64.
A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para cada una de las configuraciones
entrenadas:
Los resultados, mostrados en la Figura 4.27, confirman que la normalizacién es indispensable

para lograr la convergencia del modelo: sin ella, la red no converge y el campo potencial re-
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Figura 4.30: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con o« = 1.0
Cuadro 4.6: Comparacién del error y R? Para diferentes valores de o
Caso Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?
Unet 200 sin normalizar 99.25 2.98 -0.9777
unet 200 o = 0.01 103.19 3.02 -1.1008
unet 200 « = 0.5 101.02 2.82 -0.8446
unet 200 a = 1.0 99.51 3.16 -1.1805

sultante es inestable. Una vez normalizados los datos, el modelo reproduce correctamente el
campo potencial para todos los valores de o evaluados, con errores promedio y maximos prac-
ticamente idénticos. Esto permite seleccionar un valor de a que no comprometa el rendimiento
independientemente del problema. Por consiguiente, en los trabajos posteriores se mantendra

a = 0.1, tal como se adoptd en las secciones anteriores.

4.3.2.4. Pesos en la funcion de pérdida

Este estudio evalia la influencia de los pesos de cada término en la funcién de pérdida y busca
una relacién 6ptima para el aprendizaje del modelo. Para ello se entrené la arquitectura UNet4-
ks3-rf200 variando solo el peso del término Laplaciano, wiplacian, mientras se fijé el peso de las
condiciones de borde en wy, = 1. El valor de wiaplacian S€ increment6 de 1 a 10° en saltos de
una orden de magnitud, manteniendo intactos todos los demas hiperparametros descritos en la
Seccion 4.3.2.3.

Los campos de potencial generados para cada configuracién se incluyen en el Anexo C; los
resultados correspondientes se presentan a continuacion.

A partir de los resultados presentados en la Tabla 4.7, se infiere que el peso del término La-

placiano no tiene un impacto significativo en los errores globales. Sin embargo, al analizar los
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Cuadro 4.7: Comparacién del error y R? ajustando el peso laplacian weight (1w)

Caso | Peso Laplaciano | Error Max. (%) | Error Prom. (%) R*

Caso 1 1x10° 98.81 2.97 -0.9685
Caso 2 1 x 10! 98.77 3.01 -0.9969
Caso 3 1 x 102 99.30 2.95 -0.9557
Caso 4 1x 103 97.78 3.24 -1.1905
Caso b 1 x 104 96.09 3.38 -1.2790
Caso 6 1x10° 98.72 2.98 -0.9562

campos de potencial obtenidos, se observa que el modelo solo converge adecuadamente en los
casos con pesos mayores a 1 x 10* (véanse las figuras C.5 y C.6), en contraste, para valores me-
nores, se presentan problemas de estabilidad en las soluciones. Esto se explica por la influencia
dominante del término asociado a las condiciones de frontera en la funcién de pérdida cuando
el peso del Laplaciano es bajo. Al aumentar dicho peso, el término del Laplaciano comienza a
prevalecer, guiando correctamente la optimizacién y permitiendo una mejor convergencia.
Cabe destacar que no se evidencian diferencias relevantes entre los resultados obtenidos con
pesos superiores a 1 x 10%, lo que sugiere que el modelo es robusto ante variaciones dentro de
ese rango, siempre que el peso del Laplaciano sea suficientemente elevado.

Es importante mencionar que, en este caso, se utilizaron condiciones de frontera homogéneas
e iguales a cero, lo cual justifica que el término Laplaciano deba tener mayor influencia. Sin
embargo, en escenarios futuros con condiciones de borde no homogéneas, se anticipa que sera
necesario reducir el peso del Laplaciano para que el modelo pueda interpretar correctamente la

informacion de frontera y su efecto en el campo de potencial.

4.3.3. Estudio del dominio de entrenamiento

En las siguientes pruebas se analiza cémo influyen el tamano del dominio y la cantidad de nodos
en el desempeno del modelo. Para ello, se entrené la arquitectura UNet4-ks3-rf200 considerando
distintas combinaciones de tamano de dominio y resolucién espacial. El problema considerado
es el mismo que en las secciones anteriores: una carga puntual centrada en el dominio, con

condiciones de borde homogéneas igual a cero.

4.3.3.1. Variacion en tamano del dominio

En el presente estudio, se evalta si la definicion del tamano del dominio tiene un impacto
significativo en el desempeno del modelo. Para ello, se entrené la arquitectura UNet4-ks3-rf200

utilizando dominios de 0.1, 1 y 100 unidades de longitud, manteniendo constantes todos los
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demads pardametros de entrenamiento descritos en la Seccién 4.3.1.1. A continuacién, se presentan

los resultados obtenidos:
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Figura 4.31: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con dominio de 0.1 unidades de longi-
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Figura 4.32: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con dominio de 1 unidad de longitud

Cuadro 4.8: Comparacioén del error y R? con diferente tamaio de dominio

Caso | Tamano de Dominio (unidades) | Error Max. (%) | Error Prom. (%) R*

Caso 1 0.1 87.58 13.77 -33.1165
Caso 2 1.0 85.33 2.16 -0.8052
Caso 3 100.0 99.58 15.48 -38.5621
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Los resultados obtenidos en la Tabla 4.8 muestran que el tamano del dominio tiene un impacto
significativo en el desempeno del modelo. En particular, para un dominio de 0.1 unidades de
longitud (Figura 4.31), el modelo logra converger, pero presenta un error promedio de 13.77 %
y un error maximo de 87.58 %, lo que indica una gran deficiencia en la prediccién del campo
potencial. Caso similar ocurre para un dominio de 100 unidades (Figura 4.33), donde el modelo
no logra predecir la soluciéon del potencial, generando un campo inestable ademas de un error
promedio de 15.48 % y un error maximo de 99.58 %. En contraste, cuando se utiliza un dominio
de 1 unidad de longitud (Figura 4.32), el modelo logra converger correctamente, con un error
promedio de 2.16 % y un error maximo de 85.33 %, lo que indica una prediccién mds precisa
del campo potencial y se acopla a los resultados obtenidos en secciones anteriores.

Con los resultados observados, se recomienda entrenar el modelo utilizando dominios de tamano
cercano a 1 unidad de longitud —lo cual puede lograrse mediante escalamiento o normaliza-
cion—, en coherencia con la estrategia de normalizacién de datos aplicada en las secciones

anteriores.

4.3.3.2. Variaciéon en nodos de entrenamiento

Para las siguientes pruebas, se tiene como objetivo determinar si el niimero de nodos de malla
afecta el desempeno del modelo. Para ello, se entrend la arquitectura UNet4-ks3-rf200 con
diferentes cantidades de nodos, variando entre 61 y 141 nodos, manteniendo constante los
demads parametros de entrenamiento utilizados en la Seccién 4.3.1.1.

Este rango de nodos se eligié para evaluar el impacto de la resolucién espacial en la capacidad

del modelo para aprender y generalizar, considerando que un ntimero excesivo de nodos eleva

7
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considerablemente el costo computacional y el tiempo de entrenamiento, especialmente para
problemas en casos de tres dimensiones, por lo que es importante determinar el nimero minimo
de nodos necesario para lograr una convergencia adecuada del modelo. Los campos de potencial
obtenidos para cada configuracion se presentan en el Anexo D, y a continuacién se muestran

los resultados correspondientes:

Cuadro 4.9: Comparacion del error y R? con diferente ntimero de nodos

Caso | # Nodos | Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?

Caso 1 61 94.72 3.36 -0.9021
Caso 2 71 85.13 3.87 -0.6479
Caso 3 81 92.94 2.90 -0.6748
Caso 4 91 94.23 3.31 -1.1357
Caso 5 111 90.92 3.57 -1.4623
Caso 6 121 103.70 2.67 -1.1529
Caso 7 131 91.22 3.25 -1.3877
Caso 8 141 91.35 3.38 -0.8842

Los resultados presentados en la Tabla 4.9 muestran que el ntimero de nodos en la malla
no afecta de manera significativa el desempeno global del modelo, ya que tanto los errores
como el coeficiente de determinacién R? se mantienen dentro de rangos similares en todas las
configuraciones evaluadas.

Sin embargo, al examinar los campos de potencial —particularmente en la Figura D.1— se evi-
dencia que el modelo no converge adecuadamente con 61 nodos, generando un campo potencial
no uniforme. A partir de 71 nodos, en cambio, el modelo predice correctamente el campo, sin
observarse diferencias significativas ni en la distribucién del potencial ni en los errores asociados.
Por lo tanto, se concluye que el modelo es capaz de converger adecuadamente con un ntmero
minimo de nodos de 71, lo que permite reducir el costo computacional y el tiempo de entrena-

miento, sin comprometer la calidad de la solucién.

4.3.4. Generalizacion en el modelo

Para el siguiente estudio, se busca determinar la capacidad de generalizacion del modelo. Para
lo cual, se utilizara la arquitectura Unet4-ks3-rf200, previamente entrenada, para resolver dife-
rentes casos de problemas de carga puntual, variando la cantidad, amplitud y localizacién de
estas. A continuacion se presentan los parametros de entrenamiento utilizados:

= Arquitectura: Unet4-ks3-rf200

= Cantidad de nodos: 101 x 101

= Cantidad de epochs: 50
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Tasa de aprendizaje: 0.001

Normalizacion: o = 0.1

Pesos de las funciones de perdida: laplacian loss = 1 x 10° y dirichlet loss = 1.0

Rango de ampltud de cargas puntuales: [-1, 1]

4.3.4.1. Cargas puntuales en diferentes localizaciones

Para este estudio, se busca determinar si el modelo mantiene su capacidad de resolucién cuando
la carga puntual no se encuentra centrada, para esto, se utilizara el modelo para resolver una
carga puntual localizada en diferentes puntos del dominio y variando su amplitud de manera
aleatoria. A continuacién, se presentan los resultados obtenidos, mientras que los campos de

potencial generados se incluyen en el Anexo E.

Cuadro 4.10: Errores promedios y méaximos para cargas puntuales en diferentes localizaciones

Caso Posicién (z1,y:) | Amplitud A; | Error Méx. (%) | Error Prom. (%) R*

Caso 1 (2.23, 4.08) 13.22 55.86 28.72 -2.2884
Caso 2 (0.71, 4.59) 10.92 66.91 31.51 -3.5776
Caso 3 (3.76, 0.86) 12.83 63.15 26.70 -2.4716
Casod | (1.93, 4.38) 3.51 68.49 45.71 -6.2008
Caso5 |  (3.92, 2.25) 0.32 56.16 27.50 12,7354
Caso 6 (2.74, 0.58) -3.18 109.57 10.75 0.2239
Caso 7 (3.08, 3.64) 14.83 56.69 25.68 -2.0696
Caso8 |  (4.57, 4.23) 0.64 171.96 143.91 -60.6859
Caso9 | (.16, 2.35) 13.35 67.18 19.91 12,2338
Caso 10 (0.98, 3.31) -8.69 98.17 17.07 -0.4579
Caso 11 (2.25, 4.10) 13.22 93.18 4.43 -1.9909
Caso 12 (0.70, 4.60) 10.92 93.97 5.67 -3.1819
Caso 13 (3.75, 0.85) 12.83 93.38 4.79 -2.1807
Caso 14 | (1.95, 4.40) 3.51 90.45 7.06 -5.4660
Caso 15 | (3.90, 2.25) 0.32 92.47 4.66 12,3568

Los resultados obtenidos en la Tabla 4.10 muestran que el modelo es capaz de resolver cargas
puntuales ubicadas en diferentes posiciones del dominio, sin embargo, se observan comporta-
mientos inesperados en algunos casos. Para los primeros 10 casos, se nota que se obtienen
valores de error promedio mayores de lo esperado, mientras que los errores maximos son signifi-
cativamente menores, tras un analisis, se observa que esto se debe a que la posicion de la carga
puntual no se encuentra ubicada en nodo de malla, lo que podria explicar este comportamiento
anémalo por dos motivos: el primero es que al colocar la Gausseana fuera de un nodo, esta
se reparte dentro de los cuatro nodos mas cercanos, lo que “reparte” la cumbre de la misma

y disminuye su amplitud entre un 10 % y 15 % (debido a las dimensiones de celda utilizados),
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lo que genera un error promedio mayor. El segundo motivo viene dado por el factor de que la
solucion analitica del problema es calculada de forma continua en el dominio, lo que conlleva
que el punto de mayor error (justo ubicada en el centro de la carga) no se considera dentro del
calculo del error, por lo que el error maximo es menor al esperado. Adicionalmente, se observa
que para el caso 8 el modelo presenta un error promedio y maximo muy elevados, lo cual se
puede deber a que la carga puntual se encuentra localizada muy cerca del borde del dominio,
lo que genera que exista un ruido en el campo por la los hiperparametros entrenados utilizan-
do las condiciones de borde. Para confirmar esta hipdtesis, se dara solucién a distintas cargas
puntuales con amplitud aleatoria ubicadas a lo largo del borde del dominio y si analizaran sus
errores. Cabe mencionar que los campos de potencial generados muestran buena estabilidad, lo

que es un buen indicador de la capacidad de generalizacion del modelo.

Cuadro 4.11: Errores promedios y maximos para cargas puntuales ubicadas a lo largo del borde
del dominio

Caso Posicién (z1,y:) | Amplitud A; | Error Méx. (%) | Error Prom. (%) R*

Caso 16 (0.22, 4.93) 10.92 78.96 40.65 -6.0187
Caso 17 (0.49, 0.38) 13.58 69.15 34.58 -3.7283
Caso 18 (4.73, 0.19) 17.80 77.26 37.63 -4.5370
Caso 19 (4.91, 4.72) -3.18 118.30 16.01 -0.4248
Caso 20 (0.03, 4.91) 8.95 83.93 40.36 -7.5263
Caso 21 (0.18, 4.99) 16.79 86.16 38.41 -5.8921
Caso 22 (4.60, 4.73) -8.69 100.70 22.75 -1.6345
Caso 23 (4.84, 0.37) 19.03 77.46 35.21 -4.2960
Caso 24 (0.19, 0.23) -4.32 107.10 18.50 -0.7742
Caso 25 (0.24, 0.11) 10.09 81.87 36.35 -5.8858

En la Tabla 4.11 se presentan los resultados obtenidos al evaluar el modelo con cargas puntuales
ubicadas a lo largo del borde del dominio. Si bien los errores maximos y promedio se mantie-
nen dentro de un rango aceptable, la inspeccion visual de los campos de potencial generados
—como se muestra en la Figura 4.34— revela una marcada inestabilidad, particularmente en
las proximidades de las cargas. Esto evidencia que el modelo no logra representar de manera
adecuada las cargas puntuales situadas cerca del borde del dominio.

De este modo, se puede afirmar que el modelo representa correctamente las cargas puntuales,
aunque se recomienda que estas se encuentren ubicadas en nodos de malla y en las lejanias del
borde (al menos 10 veces el valor de o) para evitar problemas de estabilidad en el campo y en

los errores.
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Figura 4.34: Resultados obtenidos para cargas puntuales ubicadas a lo largo del borde del
dominio

4.3.4.2. Casos con multiples cargas puntuales

En los casos siguientes se analiza el desempeno del modelo al predecir campos de potencial
generados por multiples cargas distribuidas dentro del dominio, variando tanto su amplitud
como su localizacion. Para ello, se resuelven distintos escenarios aleatorios, siguiendo las reco-
mendaciones establecidas en la seccién anterior, considerando configuraciones con un nimero
de cargas que varia entre 2 y 10. Los campos de potencial obtenidos para cada caso se presentan
en el Anexo F, y a continuacién se detallan los resultados cuantitativos correspondientes:

A partir de los resultados obtenidos, se observa que el modelo logra resolver adecuadamente los
distintos casos con multiples cargas puntuales, manteniendo los errores promedio y méaximos
dentro de un orden aceptable. No obstante, se identifican ciertos casos anémalos, como los casos
11 (Fig. F.11), 16 (Fig. F.16) y 20 (Fig. F.20), en los cuales los errores promedio son significati-
vamente mayores en comparacién con el resto; 12.78 %, 13.24 % y 20.07 % respectivamente. El
analisis de los campos de potencial generados, revela que dichos casos corresponden a configu-
raciones con cargas puntuales de alta amplitud, ubicadas a grandes distancias entre si dentro
del dominio. Esta disposiciéon puede inducir la presencia de multiples singularidades separadas
espacialmente, lo cual puede comprometer la estabilidad del modelo y explicar el incremento
en los errores promedio.

Para validar esta hipdtesis, se propone estudiar casos con cargas puntuales ubicadas muy pro-
ximas entre si, y posteriormente aumentar gradualmente la distancia entre ellas, evaluando el
impacto en el error. Ademas, se analizara como influye la amplitud de las cargas en funcién
de su separacion. En este experimento, se fijara la coordenada vertical de ambas cargas en 2.5
unidades, variando tinicamente su posicién horizontal para controlar la distancia relativa.

Los resultados presentados en la Tabla 4.13 evidencian que, a medida que dos cargas puntuales

de gran magnitud se separan dentro del dominio, el error promedio tiende a incrementarse. Esto
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Cuadro 4.12: Errores de predicciéon por nimero de cargas

Caso # Cargas | Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?

Caso 1 2 101.64 1.52 -0.1925
Caso 2 2 92.26 6.91 -4.3307
Caso 3 3 93.58 2.79 -1.0688
Caso 4 3 90.76 5.38 -0.5424
Caso b5 3 90.07 9.86 -2.8407
Caso 6 4 92.97 6.05 -3.3347
Caso 7 ) 100.43 1.75 -0.0236
Caso 8 5 92.24 2.46 0.0970
Caso 9 5) 90.36 5.45 -0.9872
Caso 10 6 92.95 3.08 -1.2397
Caso 11 6 91.61 12.78 -3.1663
Caso 12 7 93.44 4.30 -2.7283
Caso 13 7 92.04 9.69 -2.7029
Caso 14 8 92.35 10.87 -4.8255
Caso 15 8 91.48 3.13 -0.4263
Caso 16 8 90.80 13.24 -4.1862
Caso 17 9 92.95 3.93 0.1328
Caso 18 9 92.04 7.21 -2.7568
Caso 19 10 90.87 3.64 0.0796
Caso 20 10 88.79 20.07 -6.7223

se observa desde el caso 21, donde las cargas se encuentran a una distancia de 0.5 unidades y el
error promedio alcanza un 6.99 %, hasta el caso 26, con una separacién de 3.5 unidades y un error
promedio de 12.49 %. Complementariamente, se aprecia que los errores promedio y méximos
son considerablemente mayores cuando las cargas presentan una amplitud reducida. En los
casos 27 a 30, los errores promedio superan el 10 %, mientras que los errores maximos alcanzan
valores por sobre el 100 %. Este comportamiento sugiere que el modelo presenta dificultades
para representar cargas de baja amplitud, posiblemente debido a una limitada capacidad de la
red para aprender las caracteristicas sutiles asociadas a estas configuraciones.

Por otro lado, en los casos 31 a 34, donde se consideran cargas de igual magnitud pero con
signos opuestos, se observa una reducciéon en los errores promedio y una menor sensibilidad
respecto a la distancia entre las cargas. Esto indica que el modelo logra representar con mayor
eficacia configuraciones con simetria de signo, posiblemente debido a una mejor cancelacion de
efectos singulares en el campo.

En sintesis, los resultados muestran que el desempenio del modelo se ve afectado significativa-
mente por la magnitud, separacién y polaridad relativa de las cargas puntuales. Mientras las
cargas de gran magnitud y cercanas entre si son representadas con mayor precision, aquellas de

baja amplitud o altamente separadas generan mayor inestabilidad. En contraste, la presencia
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Cuadro 4.13: Errores de prediccion para pares de cargas gaussianas

Caso Amp. 1 | Amp. 2 | x01 | x02 | Error Méx. (%) | Error Prom. (%) R?
Caso 21 10 10 20| 25 90.52 6.99 -1.9066
Caso 22 10 10 2.0 | 3.0 91.29 7.25 -2.3472
Caso 23 10 10 20| 35 91.61 8.54 -2.9444
Caso 24 10 10 1.5 ] 3.5 91.98 9.80 -3.8116
Caso 25 10 10 1.0 | 3.5 92.18 10.15 -4.8404
Caso 26 10 10 1.0 | 4.0 92.26 12.49 -6.1306
Caso 27 1 1 20| 25 79.27 16.87 -13.9718
Caso 28 1 1 20| 2.0 87.28 8.74 -11.8297
Caso 29 1 1 1.5 ] 3.0 80.75 17.90 -19.0952
Caso 30 1 1 1.0 | 3.0 81.04 18.38 -22.1691
Caso 31 1 -1 20| 25 111.15 11.91 -39.2932
Caso 32 1 -1 2.0 | 3.0 108.64 11.45 -19.4106
Caso 33 1 -1 20 | 3.5 107.87 11.09 -11.8693
Caso 34 1 -1 1.5 3.5 107.36 11.10 -8.6702
Caso 35 10 -10 1.5 3.5 99.78 2.53 0.1208
Caso 36 10 -10 1.5 3.0 100.17 2.27 -0.0001
Caso 37 10 -10 20| 3.0 100.67 1.76 -0.1137
Caso 38 10 -10 25| 3.0 102.36 1.58 -0.6018

de cargas opuestas mejora la estabilidad del campo, lo que sugiere una capacidad del modelo

para capturar simetrias estructurales del problema.

4.4. Dominios 2D con interfaces

Para validar los resultados obtenidos en los casos bidimensionales con interfaces, se desarrolld
una solucion analitica correspondiente a un dominio con una interfaz circular y una carga
puntual ubicada en el origen. El objetivo es evaluar la capacidad del modelo para resolver
problemas en presencia de discontinuidades en la permitividad del medio, lo cual introduce un
desafio adicional en la resolucién de la ecuacién de Poisson.

Como primer paso, se obtuvo la solucion de la ecuacién de Laplace en dos dimensiones utilizando
coordenadas polares (ver detalles de la derivacion en el Anexo [A]). A partir de esta formulacién,
se deduce la expresién del potencial electrostatico para un dominio circular con una interfaz

concéntrica y una carga puntual centrada, la cual se expresa como:
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6 = —In <5>— 9 n(R)

2meq T

o (4.3)

2meq

In(r)

En donde R es el radio de la interfaz, g es el valor de la carga, €; y €5 son la permitividad de la
region interior y exterior respectivamente. Para més detalles de la derivacién revisar Anexo [B].
En las siguientes secciones, se resolver el problema de una carga puntual centrada en un dominio
con interfaces considerando diferentes casos, variando pardmetros como la amplitud de la carga,
el radio de la interfaz y la permitividad de las regiones para determinar la capacidad del modelo

de resolver este tipo de problemas.

4.4.1. Estudio de arquitecturas

Como primer estudio, se busca determinar que arquitecturas son capaces de resolver este tipo
de problemas mas complejos que los anteriores. Para esto, se entrenaron diferentes arquitecturas
con los siguientes parametros de entrenamiento:

» Arquitectura: UNet4-ks3-rf200, UNet4-ks3-rf300, UNet4-ks3-rf400.

» Cantidad de nodos: 101 x 101 en un dominio de 1 x 1 unidades de longitud.

= Cantidad de epochs: 30.

» Tasa de aprendizaje: 1 x 1075,

= Normalizacién: a = 0.1.

» Pesos de las funciones de perdida laplacian loss = 1.0 x 10°, dirichlet loss = 1.0 y interface

loss = 1.0 x 105.

El caso a resolver sera el siguiente, el cual se presenta en la Figura 4.35:

= Carga puntual centrada en el origen con valor ¢ = 18.0.

= Radio de la interfaz R = 0.3.

= Permitividad de la regién interior ¢; = 1.0.

» Permitividad de la region exterior e; = 80.0.

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos.

Cuadro 4.14: Comparacién de arquitecturas por errores y varianza R?

Arquitectura Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?

UNet4-ks3-rf200 15.61 1.98 0.8572
UNet4-ks3-rf300 37.78 2.24 0.8109
UNet4-ks3-rf400 60.76 2.14 0.7481
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Los resultados muestran que, para la configuraciéon UNet4-ks3-rf200, el modelo resuelve satisfac-
toriamente el problema propuesto, alcanzando un error promedio de 1.98 % y un error maximo
de 15.61 %, ambos valores mejoran lo reportado en las secciones anteriores. Este desempeno se
explica por la arquitectura bifurcada empleada. La primera sub-red convolucional se especializa
en capturar el pronunciado gradiente que genera la carga puntual, reproduciendo con mayor
fidelidad el comportamiento tipo delta de Dirac en la region interna del dominio, donde antes
se concentraba la mayor parte del error. En paralelo, la segunda sub-red genera un campo de
potencial suave en la region externa, evitando que los efectos de suavizado alteren la solucién
cerca de la carga. La combinacion de ambas contribuciones permite al modelo representar simul-
taneamente las singularidades locales y la variacion suave global, reduciendo de forma notable
los errores globales y locales.

Para la configuraciéon UNet4-ks3-rf300, se observa que el modelo logra una solucién aceptable,
con un error promedio de 2.24% y un error méximo de 37.78 %. No obstante, el campo de
potencial resultante presenta una asimetria significativa, lo que indica una falta de estabilidad
en la solucién. Esta inestabilidad explica el aumento considerable del error maximo en compa-
racion con el caso anterior. El problema se acentia en la configuracion UNet4-ks3-rf400, donde,
si bien el error promedio disminuye levemente a 2.14 %, el error méximo se incrementa de forma
considerable alcanzando un 60.76 %. Ademads, el campo de potencial generado es marcadamente
inestable, como se evidencia en la Figura 4.38. Estos resultados sugieren que para este tipo de
problemas, redes con mayor cantidad de parametros genera problemas de estabilidad, posible-
mente debido a el modelo trabaja en espacios de menor dimension (menor nimero de nodos) y
por lo tanto, la cantidad de pardmetros es excesiva para el problema a resolver, generando un
sobreajuste de los datos de prediccién.

De esta manera, se concluye que la arquitectura UNet4-ks3-rf200 es la méas adecuada para

resolver problemas con interfaces en 2D, ya que logra un equilibrio entre la capacidad de modelar
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singularidades locales y la variaciéon suave del campo, ademas se observa que la eleccion de
parametros para el entrenamiento es la indicada, ya que la red predice correctamente cada

region del dominio, sin generar problemas de estabilidad en el campo de potencial.

4.5. Condiciones de Borde No Homogéneas en 2D

En las pruebas siguientes se evalia la capacidad del modelo para representar soluciones con
condiciones de borde no homogéneas. Para ello, se considera un caso en el que el campo escalar
se define de manera explicita, lo que permite calcular de forma directa el término fuente al
aplicar el operador Laplaciano sobre la funcién conocida. La funcién de potencial utilizada en

este experimento es la siguiente:

¢=a’+y’
V3¢ = 6z + 6y (4.4)
f=06x+6y

A partir de esta funcion, se determinan tanto los valores del campo como las condiciones de
borde necesarias para el entrenamiento. El modelo se entrena utilizando una combinacion de
funciones de pérdida: Laplacian loss, que evalia el cumplimiento de la ecuacién en el dominio,
y Dirichlet loss, aplicada sobre los nodos de frontera definidos por la solucién analitica.

Adicionalmente, este caso permite analizar la capacidad del modelo para aproximar funciones
suaves, lo cual resulta relevante dado que en las pruebas anteriores se evidenciaron dificultades
al representar campos generados por cargas puntuales, debido a la presencia de singularidades
con valores extremos. Evaluar el desempeno del modelo ante funciones suaves constituye, por
tanto, un paso clave para entender sus limitaciones y fortalezas en diferentes regimenes de

solucién

4.5.1. Normalizacion del las Condiciones de Borde

Como primera prueba, se busca determinar si la normalizacion de las condiciones de borde
es necesaria para el correcto funcionamiento del modelo. En la seccién anterior, las redes fue-
ron entrenadas sin aplicar normalizacién en los valores de frontera; sin embargo, dado que en
este caso las condiciones de borde no son homogéneas (es decir, no estdn igualadas a cero),
surge la interrogante de si dicha normalizacién podria mejorar la estabilidad y precision del

entrenamiento.

87



4. Resultados y Analisis

Para abordar esta cuestién, se entrend una red bajo dos escenarios: con y sin normalizacion

de las condiciones de borde. A continuacién, se detallan las condiciones utilizadas en ambos

entrenamientos:

» Arquitectura: UNet4-ks3-rf200.

Cantidad de epochs: 30.

Normalizacion: o = 0.1.

Tasa de aprendizaje: 1 x 107°.

Cantidad de nodos: 101 x 101 en un dominio de 5 x 5 unidades de longitud.

» Pesos de las funciones de perdida laplacian loss = 8.0 x 10° y dirichlet loss = 8.0

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos.
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Figura 4.39: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con condiciones de borde no normali-

zadas

250
NN Output
5
200
4
3 150
>
2
100
1
50
o
0 1 2 3 4 5
X

o

Analytical Solution (Poisson)

250

0

5
4
3
-
2
1
0

Relative Error (%!

20.0
)
r— 17.5
15.0
12,5
K
100 5
g
&
7.5
‘ 5.0
2.5
[ 1 2 3 4 5
x

Figura 4.40: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 con condiciones de borde normalizadas

De los resultados obtenidos, se observa que el modelo entrenado con condiciones de borde

normalizadas representadas en la Figura 4.40 logra converger a la solucién esperada, con un

error promedio de 3.96 % y un error maximo de 17.61 %. En contraste, el modelo entrenado sin

normalizar las condiciones de borde, como se muestra en la Figura 4.39, representa el campo
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Cuadro 4.15: Comparacion del efecto de normalizacion en la prediccion

Caso Error Max. (%) | Error Prom. (%) R*
Con normalizar 17.61 3.96 0.9322
Sin normalizar 6284.28 1460.65 -8068.9112

del potencial pero la magnitud de los valores se aleja significativamente de la solucion esperada,
con un error promedio de 1460.65 % y un error méximo de 6284.28 %, lo cual indica que el
modelo necesita de una normalizacion de las condiciones de borde para poder converger a la
solucion esperada situaciones que no se tengan condiciones de frontera homogéneas.

Es relevante destacar que el error maximo se concentra principalmente en los bordes del dominio,
mientras que la regién central del campo presenta errores bajos y una distribucién estable.
Este comportamiento sugiere que el modelo ha logrado aprender y representar adecuadamente
la funciéon suave en el interior del dominio, aunque persisten dificultades para reproducir con
precision las condiciones de frontera no homogéneas. A pesar de estas limitaciones en la zona de
frontera, se observa una mejora significativa en el desempeno del modelo al tratar con funciones
suaves. En particular, el error maximo se reduce considerablemente en comparaciéon con los
casos analizados previamente, donde la presencia de cargas puntuales introducia singularidades

que afectaban negativamente la precisién del modelo.

4.5.2. Arquitecturas

A continuacién, se realiza un comparativo de diferentes arquitecturas para evaluar el desempeno
de estas en este nuevo tipo de problemas. En este caso, se entrenaron diversas redes mante-
niendo los parametros de entrenamiento de la secciéon anterior, con el fin de determinar cual
arquitectura es mas adecuada para resolver problemas con condiciones de borde no homogéneas.
A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para cada caso, los campos generados por

cada modelo se presentan en el Anexo G:

Cuadro 4.16: Comparacién de arquitecturas por errores y varianza R?

Caso Arquitectura | Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?

Caso 1 | Unet4 - rf100 19.45 6.78 0.8315
Caso 2 | UNetb - rf200 19.35 5.47 0.8710
Caso 3 | UNet4 - rf300 21.50 7.62 0.7744
Caso 4 | UNet5 - rf300 15.56 6.80 0.8388
Caso 5 | UNet4 - rf400 27.57 9.52 0.6327
Caso 6 | UNet5 - rf400 26.63 6.29 0.8155
Caso 7 | MSNet4 - rf200 49.02 14.57 0.2187
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De los resultados presentados en la Tabla 4.16, se puede observar que la arquitectura MSNet4-
ks3-rf200 presenta un desempeno significativamente inferior en comparaciéon con las variantes
UNet, obteniendo errores promedio y maximos mucho mayores, ademds de una varianza R? muy
baja, lo que indica que el campo generado presenta tasa de errores altos en todo el dominio.
Esto se confirma al observar la Figura G.7, donde se aprecia un campo de potencial inestable,
con valores que se alejan considerablemente de la solucion esperada. Por esta razon, se descarta
su uso en estudios posteriores.

Entre las variantes UNet, se aprecia que la que obtuvo mejores resultados fue la UNet5-ks3-rf200
(Fig. G.2), con un error promedio de 5.47 % y un error maximo de 19.35 %, seguida de cerca por
la UNet4-ks3-rf200 (Fig. G.1), que obtuvo un error promedio de 6.78 % y un error maximo de
19.45 %. Esto indica que, similar a lo observado en los casos con cargas puntuales, incrementar el
tamano de la red no necesariamente mejora la precisiéon del modelo. La razén de esto podria ser
que el problema no requiere una red tan compleja para capturar las caracteristicas del campo,
y al tener una mayor cantidad de hiperparametros, la red puede tender a sobreajustar los datos
de entrenamiento generando ruido en los datos que se procesan.

Es destacable que la arquitectura UNet4-ks3-rf200 presenta los errores més altos localizados en
dos esquinas del dominio, mientras que para las otras configuraciones —Figs. G.3 a G.6—, los

errores maximos se concentran en una region proxima al centro del dominio.

4.5.3. Estudio de Parametros de Funciones de Borde

Este estudio evalua la influencia de los pesos de cada término de la funcién de pérdida en la
capacidad del modelo para resolver problemas con condiciones de borde no homogéneas. Para
ello, se entrend una red neuronal variando los pesos asignados a las pérdidas de Dirichlet y del
operador de Laplace. La metodologia consistié en entrenar distintos casos, manteniendo cons-
tante uno de los pesos mientras se variaba el otro, a fin de aislar su efecto en el desempeno del
modelo. Los parametros de entrenamiento empleados en cada experimento fueron los siguientes:

s Arquitectura: UNet4-ks3-rf200.

= Cantidad de nodos: 101 x 101 en un dominio de 5 x 5 unidades de longitud.

= Cantidad de epochs: 30.

» Tasa de aprendizaje: 1 x 1075,

= Normalizacién: a = 0.1.

= Pesos de las funciones de perdida laplacian loss y dirichlet loss.

= Rango de pesos de funciones de perdida: [1.0, 1.0 x 10°]

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para cada caso, los campos generados por
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cada modelo se presentan en el Anexo G.

Cuadro 4.17: Comparacién de errores y varianza R? segtin pesos de funciones de pérdida

Caso Peso usado | Error Max. (%) | Error Prom. (%) R?

Caso 8 | LW: 1 x 10! 62.74 8.50 0.6498
Caso 9 | LW: 1 x 102 83.39 16.95 -0.0383
Caso 10 | LW: 1 x 103 99.95 25.61 -1.5869
Caso 11 | LW: 1 x 104 99.97 25.15 -1.5309
Caso 12 | LW: 1 x 10° 99.97 25.72 -1.6011
Caso 13 | BW: 1 x 10° 23.70 4.27 0.9131
Caso 14 | BW: 1 x 10! 22.89 8.14 0.7704
Caso 15 | BW: 1 x 102 31.26 7.42 0.7318
Caso 16 | BW: 1 x 10® 23.93 5.86 0.8412
Caso 17 | BW: 1 x 10* 20.25 4.54 0.9071
Caso 18 | BW: 1 x 10° 28.72 4.70 0.8742

Los resultados presentados en la Tabla 4.17 evidencian que el modelo requiere una adecuada
eleccién de los pesos en la funcion de pérdida para poder resolver correctamente problemas con
condiciones de borde no homogéneas. En particular, cuando el peso del término Laplaciano
es elevado, el modelo tiende a generar campos de potencial inestables, como se observa en las
Figuras G.8 a G.12. Esto ocurre ya que la red prioriza la minimizaciéon del error asociado al
término Laplaciano, descuidando la influencia del termino de las condiciones de frontera. En
contraste, cuando los pesos de ambos términos en la funcion de pérdida son iguales, el modelo
logra generar campos de potencial estables, con errores y valores de varianza R? aceptables,
tal como se aprecia en la Figura G.13. Ademas, se observa que incrementar el peso del tér-
mino correspondiente a las condiciones de Dirichlet no mejora significativamente la estabilidad
del campo. Por lo tanto, con base en los resultados obtenidos, se recomienda utilizar pesos
iguales para todos los términos de la funcién de pérdida al enfrentar condiciones de borde no

homogéneas.

4.6. Extension a 3D

En base a los resultados y a lo aprendido en los casos bidimensionales, se busca extender el
modelo a tres dimensiones. Para esto, se resolveran los problemas equivalentes de los casos en
dos dimensiones considerando que los parametros de entrenamiento, arquitecturas y funciones

de perdida fueron las 6ptimas para estudiar el caso en 3D.
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4.6.1. Condiciones de Borde No Homogéneas

En la seccién presente, se tiene como objetivo determinar el comportamiento del modelo al
resolver problemas con condiciones de borde no homogéneas y funciones fuente suaves en 3D.
Para esto, se utilizara la siguiente funcion para determinar las condiciones de borde y a su vez,

el potencial del campo:

b= 2% + 4 + 25
V3¢ = 67 + 6y + 62 (4.5)
f =6z + 6y + 62

Los parametros de entrenamiento utilizados fueron los siguientes:

= Arquitectura: UNet4-ks3-rf200.
Cantidad de nodos: 71 x 71 x 71 en un dominio de 5 x 5 x 5 unidades de longitud.
Cantidad de epochs: 30.

» Tasa de aprendizaje: 1 x 1075,

= Normalizacién: a = 0.1.

» Pesos de las funciones de perdida laplacian loss = 1.0, dirichlet loss = 1.0 x 10°.
De los resultados que se observan en la Figura 4.41, se confirma la capacidad predictiva del
modelo para el caso con condiciones de borde no homogéneas en tres dimensiones. El error
promedio se mantiene en 4.66 %, mientras que el error maximo es de 23.20 %; ambos valores son
coherentes con el caso de condiciones de borde no homogéneas en 2D. Asimismo, el coeficiente
de determinacién R? = 0.8706 revela una baja dispersién de los errores. Ademas se aprecia que
la red reproduce un campo de potencial suave y consistente en la mayor parte del dominio. El
mapa de errores puntual muestra que las desviaciones se concentran en una unica zona préxima
al contorno, especificamente en la esquina inferior derecha del corte en z, donde se aprecia el
maximo error en un punto, el cual disminuye rapidamente. Este comportamiento es similar al
caso en 2D, donde el modelo también presenta los errores méaximos en los bordes del dominio.
En resumen, se afirma que el modelo es capaz de resolver problemas con condiciones de borde
no homogéneas en tres dimensiones de forma similar a como lo hace en dos dimensiones. Pre-
sentando errores del mismo orden de magnitud y con un comportamiento similar en cuanto a

la distribucién del mismo.
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Figura 4.41: Resultados obtenidos para UNet4-ks3-rf200 en 3D

4.6.2. Carga Puntual Centrada con Condiciones de Borde Homogéneas

Para esta primera prueba en 3D, se busca determinar si el modelo es capaz de resolver los pro-
blemas de cargas puntuales en un dominio de tres dimensiones. Con este objetivo, se considera

la solucion de cargas puntuales colocadas en un dominio, la cual es la siguiente:

N

o) =Y —

— dme |r — 1

(4.6)

En donde g; es la carga puntual, € es la permitividad del medio y r; es la posiciéon de la carga.

Los parametros de entrenamiento utilizados fueron los siguientes:
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= Arquitectura: UNet4-ks3-rf200.

» Cantidad de nodos: 71 x 71 x 71 en un dominio de 5 x 5 x 5 unidades de longitud.

» Cantidad de epochs: 30.

» Tasa de aprendizaje: 1 x 107°.

» Normalizacién: a = 0.1.

= Pesos de las funciones de perdida laplacian loss = 1.0 x 10° y

= Permitividad = 1.0. dirichlet loss = 1.0.
A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para diferentes casos de cargas ubicadas
en el dominio, variando la cantidad de cargas, su amplitud y su posicién. Los campos generados

por cada modelo se presentan en el Anexo H.

Cuadro 4.18: Resultados obtenidos para cargas puntuales en 3D

Caso Cargas | Error Méx. (%) | Error Prom. (%) | R?

Caso 1 1 90.35 16.43 0.5910
Caso 2 2 92.32 17.75 0.6347
Caso 3 3 96.45 17.97 0.5877
Caso 4 4 96.62 18.12 0.6392
Caso b D 96.51 18.53 0.5916
Caso 6 6 97.64 20.17 0.7671
Caso 7 7 98.19 20.31 1.0238
Caso 8 8 99.41 21.69 0.8031
Caso 9 9 100.14 21.71 0.7638
Caso 10 10 101.07 21.82 0.7042

De los resultados obtenidos, se observa que el modelo presenta un desempeno desfavorable al
resolver problemas de cargas puntuales en 3D. En la Tabla 4.21 se aprecia que el error maximo
conserva el mismo orden de magnitud observado en 2D, mientras que el error promedio es
significativamente mayor. El analisis de las figuras revela zonas con errores elevados proximas
a las fronteras del dominio (véase la Figura H.1). Esta discrepancia podria atribuirse a que la
prediccion del modelo se anula con demasiada rapidez en los bordes, mientras que en la solucién
analitica el potencial tiende a infinito.

Para comprobar esta hipdtesis se evalué el modelo en un dominio de mayor tamano, con la
expectativa de obtener un potencial mas estable. En este caso, se consideré un dominio de 12
x 12 x 12 unidades de longitud, manteniendo las demés condiciones constantes.

En la Figura 4.42 se observa que el modelo reproduce el potencial con mayor estabilidad: el
error promedio disminuye al 4.23 % y el error maximo se mantiene en 96.34 %. Estos resultados
sugieren que el modelo puede resolver adecuadamente el problema de cargas puntuales en 3D,

siempre que el dominio sea lo suficientemente grande para capturar la atenuacién del potencial.
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Figura 4.42: Resultados obtenidos para una carga puntual centrada en un dominio de 12 x 12
x 12 unidades de longitud

NN Output

Analytical

Error Relativo (%)

Este comportamiento concuerda con la naturaleza del potencial de una carga puntual en tres

dimensiones, que decrece como 1/r, mientras que en dos dimensiones lo hace como 1/In(r).

4.6.3. Dominios 3D con Interfaces

Para la validacion de resultados del caso en 3 dimensiones con interfaz se utilizé la teoria de
los arménicos esféricos y la expansién multipolar para resolver la ecuacién de Poisson en un
sistema con geometria esférica. La ecuacién principal es una solucion aproximada del potencial

o(r) , derivada de la expansion en series de arménicos esféricos:

$(r,0) =D > (Apar™ + Bupr™"TV) Y (6,6) (4.7)

n=0 m=—n
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En donde:
= Y™ (¢,0) son los arménicos esféricos
s A, v By, son los coeficientes de la expansién que dependen de las cargas ¢; y de las
constantes dieléctricas ;.
= 7, 0, ¢ son las coordenadas esféricas del punto de evaluacién
El célculo de los coeficientes A,,,,, v B,,, incorpora las condiciones de continuidad del potencial

y del desplazamiento eléctrico en la interfaz dieléctrica (radio R):

B, 2n+1
Am e "R ((e1 — €2))nKy(kR) + €2(2n + 1) K11 (kR)

1 —kR Einn
— K, (kR)A,.,, —
e () A - )

Amn -
(4.8)
an =

Siendo F,,, los coeficientes de la expansion multipolar de la carga y K,, la funcién de Bessel

modificada, definidos como:

k

n

2°n!(2n — s)! (4.9)

Kn(kR) = Z s!(2n)!(n — 3)'$S

s=0 ’

Para la validacion de resultados, se resolvid numéricamente esta expansion para obtener el
potencial dentro del dominio. Adicionalmente, se considera la solucién regularizada del potencial

en coordenadas esféricas, dada por el siguiente sistema:

Vim(x) =0 x€Qp
— V2 (x) + k2™ (x) =0 x € Q,

V() + 0.0 = 6 (x) xET (4.10)
€m (O™ (X) + 0n9e(x)) = €00,0")(x) x €T
™ (x = 0) =0

En este sistema:
= ) representa el potencial regularizado.
= g. es el potencial de Coulomb.

= (), corresponde al dominio interno de la molécula.
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= (), es la regién del solvente.

= [ es la interfaz entre ambas regiones.

® ¢, V €, son las permitividades del medio molecular y del solvente, respectivamente.
Esta formulacion surge del problema de Poisson-Boltzmann aplicado a sistemas con cargas
en una molécula inmersa en un solvente. La razén de emplear la versién regularizada es que
produce una solucién més suave, lo cual facilita el aprendizaje del campo por parte del modelo
y evita la aparicién de picos de error, como se evidencié en la seccién anterior.
Para abordar este problema, se entrend el modelo UNet4-ks3-rf200 utilizando los siguientes
parametros:

= Arquitectura: UNet4-ks3-rf300.
Cantidad de nodos: 71 x 71 x 71 en un dominio de 5 x 5 x 5 unidades de longitud.
Cantidad de epochs: 30.

Tasa de aprendizaje: 1 x 107°.

Normalizacion: o = 0.1.
Permitividad: €; = 1.0 y €5 = 80.0.
» Radio de la interfaz: R = 1.0.

Dado que este caso cuenta con una solucion analitica del potencial, es posible generar facilmente

los datos de entrenamiento, por lo cual, en una primera etapa, se entrena el modelo empleando
unicamente la funcion de pérdida de interfaz interface loss, con el objetivo de evaluar su capaci-
dad para ajustarse a este tipo de problemas. Posteriormente, se entrena el modelo incorporando
tanto la funcién de pérdida (laplacian loss) como la funcién de pérdida de dirichlet loss, segin
corresponda al sistema de ecuaciones considerado —ya sea la formulacién no regularizada o la

regularizada, respectivamente.

4.6.3.1. Caso No Regularizado

En el primer caso, se entreno la red considerando la solucién no regularizada del potencial,
buscando replicar los resultados obtenidos para el caso en dos dimensiones y utilizando estos
mismos como base para este nuevo desafié. Para esto, se utilizaron los siguientes pesos en las
funciones de pérdida:

» interface loss = 1.0 x 10°.

» laplacian loss = 1.0 x 10°.

= dirichlet loss = 1.0.
A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para el difernetes casos de cargas pun-
tuales ubicadas en el dominio, variando la cantidad de cargas, su amplitud y su posicion. Los

campos generados por cada modelo se presentan en el Anexo I:
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Cuadro 4.19: Resultados obtenidos para cargas puntuales en 3D con interfaz no regularizada

Caso | Cargas | Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R?

Caso 1 1 16.80 2.58 0.9492
Caso 2 1 15.08 2.39 1.3959
Caso 3 2 17.38 1.93 0.9115
Caso 4 3 17.96 1.91 1.1796
Caso 5 4 18.18 1.92 0.9461

Los resultados obtenidos en la Tabla 4.19 demuestran que el modelo es capaz de resolver pro-
blemas con cargas puntuales en 3D, logrando un error promedio de 2.58 % y un error méaximo
de 16.80 % en el caso con una sola carga. Estos valores son comparables a los obtenidos en 2D,
lo que sugiere que el modelo mantiene un desempeno similar al resolver problemas con cargas
puntuales en tres dimensiones, manteniendo una capacidad predictiva adecuada.

Sin embargo, una inspeccién a los campos de potencial generados (Figuras 1.1 al 1.5) revela que
el modelo presenta un grado de inestabilidad en algunos casos, especialmente en las condiciones
de borde y de interfaz, zonas en donde el error es considerablemente mayor que en el resto del
dominio. Esto se puede deber a diversos factores como la complejidad del problema, arquitectura
utilizada, falta de entrenamiento o pobre eleccién de parametros de entrenamiento. Un hipdtesis
plausible es la falta de nodos en el dominio, lo que podria estar limitando la capacidad del
modelo para capturar adecuadamente las variaciones del campo de potencial, especialmente en
las zonas cercanas a la interfaz y a las condiciones de borde. Lamentablemente, debido a las
limitaciones de hardware, no fue posible aumentar la cantidad de nodos en el dominio, lo que
podria haber mejorado la capacidad del modelo para resolver este tipo de problemas.

En resumen, se concluye que el modelo es capaz de resolver problemas con cargas puntuales
aunque presenta gran margen de mejora, especialmente en las zonas cercanas a la interfaz y a
las condiciones de borde. Se espera que el uso de una formulacion regularizada del potencial
mejore la capacidad del modelo para resolver este tipo de problemas debido a la suavidad de

la formulacion.

4.6.3.2. Caso Regularizado

Para estudiar el desempeno del modelo en el caso de la ecuaciéon regularizada, se realizaron
dos entrenamientos distintos, con variaciones en las funciones de pérdida utilizadas. Se buscé
evaluar si la suavidad de esta formulacién facilita el aprendizaje del modelo.
1. Entrenamiento 1 — inside loss.
El modelo se entrend exclusivamente con la funcion de pérdida inside loss, empleando

10.000 pares de datos entrada-objetivo generados a partir de la solucién analitica. El
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proposito fue verificar si la arquitectura puede reproducir el potencial regularizado pena-
lizando tnicamente el error en la regién interior del dominio.

2. Entrenamiento 2 — pérdidas combinadas.
El segundo experimento utilizé6 una combinacién de laplacian loss (adaptada al nuevo
sistema de ecuaciones), dirichlet loss e interface loss. Esta configuraciéon busca evaluar la
robustez del modelo frente a formulaciones mas generales y, posteriormente, transferir el

aprendizaje a problemas donde no se dispone de una solucién analitica del potencial.

Cuadro 4.20: Configuraciones de cargas puntuales evaluadas en 3D.

Caso # Cargas Amplitud Ubicacion

Caso 1 1 [+1.0] (0.1, 0.1, 0.0)

Caso 2 2 [+5.0, +6.0] (0.4, 0.0, 0.3), (0.3, —0.2, —0.1)

Caso 3 3 [+2.0, +1.0, +3.0] | (0.1, 0.3, 0.2), (—0.2, 0.4, —0.1), (0.0, —0.4, 0.0)
Caso 4 2 [+8.0, +6.0] (—0.6, 0.1, 0.0), (0.2, —0.3, 0.5)

Caso b 3 [+1.0, +2.0, +5.0] | (0.4, —0.1, 0.5), (—0.3, 0.0, —0.4), (0.0, 0.5, 0.1)

Cuadro 4.21: Errores obtenidos con inside loss en 3D.

Caso | Error Max. (%) | Error Prom. (%) | R®

Caso 1 40.90 0.53 0.9987
Caso 2 56.05 1.02 0.8395
Caso 3 43.66 1.77 0.9687
Caso 4 50.41 1.53 0.9639
Caso 5 51.88 1.74 0.9574

Los resultados de la Tabla 4.21 demuestran que la red reproduce el potencial regularizado con
elevada precisién: el error promedio se mantiene por debajo del 2% en todos los casos y el
coeficiente de determinacién R? supera el 0.95 en la mayoria de ellos. Como era previsible,
los errores maximos se concentran en las proximidades de la interfaz, donde el gradiente del
potencial cambia abruptamente debido a la discontinuidad en la permitividad dieléctrica. Las
distribuciones de potencial predichas se encuentran en el Anexo J.

Siguiendo los hiperparametros indicados en la Seccién 4.6.3.2, se llevé a cabo el Entrenamiento 2
y se evalud inicialmente el Caso 1. La Figura 4.43 presenta la distribucion de potencial obtenida

tras utilizar la combinacion de pérdidas.
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Figura 4.43: Distribuciéon de potencial predicha tras el Entrenamiento

En este escenario, el modelo no logré representar adecuadamente el potencial: el error maximo
alcanzo el 127.23 % y el error promedio el 60.24 %. La red tiende a anular el campo en todo el

dominio, lo que revela que el término laplaciano domina la funcién de pérdida, arrastrando la

solucién hacia un minimo trivial.

En sintesis, se demuestra que el modelo es capaz de reproducir con éxito el potencial regularizado
en 3D cuando se dispone de una solucién analitica. Sin embargo, el pobre desempenio del caso
que se entrena utilizando la funcion de perdida laplacian loss pone de manifiesto la necesidad

de refinar la combinacién de ecuaciones o del mismo modelo para abordar problemas carentes

de solucién explicita.
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Capitulo 5
Conclusiones

En el presente trabajo se implemento y aplicé un modelo PINNs con arquitectura convolucional
tipo UNet para resolver la ecuacién de Poisson. La implementacion detallada permitié abordar
casos bidimensionales y tridimensionales, incorporar condiciones de frontera no homogéneas
e incluir dominios con interfaces que presentan parametros fisicos discontinuos. Las solucio-
nes numeéricas se contrastaron con las correspondientes soluciones analiticas, obteniéndose una
concordancia robusta: los errores relativos promedio se situaron entre 3% y 5%. Aun cuando
los errores maximos superaron el 90 %, se verificé que éstos se localizan exclusivamente en los
nodos que contienen cargas puntuales o en puntos aislados de las fronteras no homogéneas; al
excluirlos, los errores maximos descienden por debajo del 6 %.
Las pruebas demuestran que un modelo entrenado puede resolver multiples configuraciones
de la ecuacién de Poisson siempre que se mantengan constantes las dimensiones del dominio
y las condiciones de borde. Esto confirma la versatilidad y eficiencia del enfoque: una sola
red neuronal es capaz de generalizar a un abanico de escenarios similares sin necesidad de
reentrenamiento exhaustivo. Durante la implementacién se evidencio que:
= La regularizacion adecuada de la red es esencial para la convergencia y la estabilidad
numérica.
= La arquitectura UNet con campos receptivos intermedios ofrece el mejor equilibrio entre
precision y costo computacional.
= Se requieren al menos 71 nodos por dimensién para garantizar la convergencia; incremen-
tar significativamente la densidad de nodos no mejora proporcionalmente la precisién,
salvo en presencia de cargas puntuales, las cuales deben alinearse con nodos de la malla.
= La normalizacién de los datos de entrada y salida es critica para evitar inestabilidades
durante el entrenamiento.

= La selecciéon adecuada de los pesos en la funcion de pérdida es crucial; se recomienda
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ajustarlos segun la fisica del problema y utilizar tasas de aprendizaje bajas para evitar
oscilaciones sin penalizar excesivamente el tiempo de entrenamiento.
Entre los desafios mas relevantes destaca la seleccién de los pesos de cada término en la funcién
de pérdida. Se recomienda afinarlos segun la fisica del problema y adoptar tasas de aprendi-
zaje bajas para evitar oscilaciones de la solucion sin penalizar de forma notable el tiempo de
entrenamiento.
En problemas 3D con interfaces regularizadas, el uso de una pérdida interna (inside loss)
permite capturar discontinuidades en los pardametros fisicos. Futuros trabajos podrian explorar
el uso exclusivo de pérdidas de Laplaciano (laplacian loss), lo que eliminarfa la necesidad de
datos de referencia y simplificaria la implementacion, facilitando el tratamiento de geometrias
mas complejas.
En sintesis, este estudio valida la viabilidad de las CNN-PINNs como herramienta eficiente
para resolver la ecuacion de Poisson y sienta una metodologia replicable para otras ecuaciones
diferenciales parciales. Pese a los desafios identificados, los resultados son prometedores y abren
el camino a investigaciones mas amplias en fisica computacional basada en redes neuronales.
El cédigo elaborado esta disponible en el repositorio de GitHub del autor [8], el cual permite

al usuario resolver la ecuacion de Poisson para diferentes escenarios.
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Anexos

A. Derivacion Ecuacion de la solucion de Poisson con teorema
de Green

Partiendo de los teoremas de Green 2.45 y de la divergencia 2.46 se debe considera una funcién

v particular, la cual es:

1 1

= Al
R |z — 2| (A1)
donde x es el punto de referencia y x’ es la variable de integracién. Al tomar ¢ = —p/eq, y
utilizando la ecuacion 2.46, se obtiene:
2 (1 /
\% (}—%> = —4no(z — a') (A.2)

De esta manera, la ecuacion 2.45 puede reescribirse como:

1 o (1 1 0¢
—4 No(x — 2" + —=p(a’ d3’:§1§ — (= —==|dd A3
/V{ mo(v')o(z x)+eoRp($)] J on’ (R) Ran/] ¢ (A.3)
Si el punto = se encuentra dentro del volumen V', se obtiene:

LY G0 BN O A (R
¢(x)_47reo/‘/ R dx+47r S[R@n’ d)@n’ (R)] da (A4)

La funcién de Green en la ecuacion A.1 satisface el teorema de la divergencia 2.46. En general,

se puede escribir:

V%G (z,7") = —4né(z — o) (A.5)

donde:

+ F(z,2") (A.6)

|z — |
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Aqui, F' es una funcion que satisface la ecuacién de Laplace dentro del volumen V:

V2F(2,2') =0 (A7)

Usando el teorema de Green 2.45, tomando ¢ = ® y 1) = G(z,2’), junto con la propiedad de la

ecuacién A.5, se puede generalizar la soluciéon de A.4 como:

O(z) = ! /Vp(w’)G(m,x’)dgx’ + i&é [G(w,m’)g—@ — <I>(9c')M da’ (A.8)

 47e 47 on/ on/

A. Derivacion Laplaciano Coordenadas Polares

Partiendo de la ecuacion de Laplace en coordenadas cartesianas y la transformaciéon a coorde-

nadas polares:

Pu  O%*u
2 _ -
Vou = 92 + B
x = rcos(f) (A.9)
y = rsin(0)
Se aplica la regla de la cadena para du/du:
ou Oudr Oudl
e STl Al
gr  Orow | 000x (4.10)
Sabiendo que r = /22 = y? y que 0 = tan"!(y/z):
or 1 x
— = ———=21 = — = cos(f)
ox ) 2 r
VY | (A.11)
a0 1 -y -y -y _—sinf
or 1+ (4222 22+ 2 7
Sustituyendo en la ecuacién (A.10):
ou  Ou Ou sin(0)
= _ = R A12
or o "G (4.12)
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Aplicando la misma regla de la cadena para du/dy:

or = ;Qy - sin(0)

dy 20/ + P r

00 1 1 x x  cosd
dy 1+ (D2x 2242 2 v
ou  Ou Ou cos(0)

a—y—gsm(e)—l—@ .

Aplicando la regla de la cadena para 0%*u/0x?:

Pu 0 (Ou) _ 0 (Ou (9)_3_“Sm<9)
022 or\oz) oz \or® 90 1

Aplicando nuevamente regla de la cadena se obtiene:

d (Ou d ou ou 0 Pu Ou sin?(0)
B <§ cos(@)) = (%E cos(f) + 3 5 Cos(@)) = 5,3 008 (0) + R
0 (Ousin(f)\ 0?u 90 sin(6) 10u 0 ou . o1
s (% ; )—— (Wa_ o) T raear )~ ggsn@)g s =
Pusin®(0) N Ju 25sin(f) cos(0)
00%?  r? 00 72
Por lo tanto, la derivada de segundo en x es:
Pu  Pu Ousin®(0)  d*usin®(0)  Ou2sin(f) cos(d)
gr_“" 0) - 22 ghas b)) PO
ox2 oz (6) + ar r * 00% 2 * 06 72

De forma similar, se obtiene la derivada de segundo orden en y:

or r + 002 r2 90 72

Juntando ambos resultados y simplificando, se obtiene:

Fu dou 1o
o2 ror r2062

Oucos®(f)  D*ucos?(f)  Ou2sin(f) cos(h)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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B. Derivacion Ecuacion de Poisson carga puntual centrada en

2D con Interfaz

Partiendo de la configuracién del problema que es:

V26, = —L5(r) en r<R
€1
V4 =0 en r>R

En donde, la soluciéon para el caso axisimétrico es:

—q
2mey

A
po=—+B en r>R
r

b1 = In(r)+C en r<R

Utilizando condiciones de contorno en la interfaz r = R:

» Continuidad en la derivada:

0o oo
or'"" or "~
i
2mel R R
A=—1
2mey

(B.19)

(B.20)

(B.21)

= Considerando que cuando r — oo, la region interna se puede considerar como una carga

puntual, por lo cual el termino B debe ser cero, se obtiene:

¢po = Aln(r)
= Continuidad en el potencial:
¢1|7’=R = ¢2‘7":R
Aln(R) = —L I(R) + C
2mey
q q
= 1 — 1

¢ 2mey n(R) 2mey n(R)

Con lo cual, la solucién general es:

(B.22)

(B.23)

112



Anexos

b1 = 2(] In (§> — 2q In(R) en r<R

o = 1 In(r) en r>R

2meq
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C. Resultados de Casos 2D Funciones de Perdida
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D. Resultados de Casos 2D Variacion de Numero de nodos
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Figura D.1: Resultados del Caso 1 Variaciéon de Numero de Nodos

NN Output Relative Error (%)

5 20.0
17.5
4 4
15.0
3 3 12,5
&
> 10.0 E
2
2 7.5
5.0
1 1
25
0 0 0.0
0 1 2 3 4 5

Figura D.2: Resultados del Caso 2 Variacion de Nimero de Nodos

Potential

NN Output Relative Error (%)

5 20.0
2.0 17.5
4
15.0
3 12.5
. £
- 10.0 5
: £
w
2 75
0.5 50
1
25
0.0
0
0 1 2 3 4 5

0.0

=
wn

,_.
(=)
Potential

Figura D.3: Resultados del Caso 3 Variaciéon de Nimero de Nodos

116



Anexos

S

W

N

-

0

S

W

N

-

0

NN Output

3.0
2.5
2.0
15
1.0
0.5
0.0
0 1 2 3 4 5

Potential

Relative Error (%)

0.0

Figura D.4: Resultados del Caso 4 Variacion de Nimero de Nodos

NN Output

3.0
2.5
2.0
15
1.0
0.5
0.0
0 1 2 3 4 5

Potential

S

W

N

,,_.

0

Relative Error (%)

20.0
17.5
15.0
12.5

ES
10.0 ‘g‘
(W)
7.5
5.0
2.5
0.0

Figura D.5: Resultados del Caso 5 Variacion de Nimero de Nodos

NN Output

-
o
Potential

-~

w

[¥]

-

Relative Error (%)

]

0.0

Figura D.6: Resultados del Caso 6 Variacion de Nimero de Nodos

117



Anexos

=

w

]

-

0

NN Output Relative Error (%)

5 20.0
17.5
1.2
15.0
10 12.5
0.8 - 10.0
7.5
0.6
5.0
0.4 25
0 0.0
0 1 2 3 4 5

Figura D.7: Resultados del Caso 7 Variaciéon de Numero de Nodos

S

Potential
w
Error %

]

-

NN Output Relative Error (%)

20.0
25 17.5
15.0
2.0
12.5
= 10.0
L5
75
10 50
25
0.5
0 0.0

Figura D.8: Resultados del Caso 8 Variaciéon de Numero de Nodos

S

L

Potential
Error %

8]

.

118



Anexos

Resultados de Casos 2D Cargas puntuales Aleatorias
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Figura G.18: Resultados del Caso 18 Condiciones de Contorno No Homogéneas
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H. Resultados de Casos 3D Cargas Puntuales
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144



Anexos

NN Output - Z Slice (XY) NN Output - Y Slice (XZ) NN Output - X Slice (YZ)

14 14 14
12 12 12
10 10 10
5
=3
3 0.8 0.8 0.8
z
z
0.6 0.6 0.6
04 0.4 04
02 02 02
10 20 30 4 50 60 70 0 10 20 3 4 50 60 70 © 10 20 30 4 50 60 70
Analytical - Z Slice (XY) Analytical - Y Slice (XZ) Analytical - X Slice (YZ)
14 14 14
12 12 12
10 10 10
g
= 08 0.8 08
s
2
0.6 0.6 0.6
04 0.4 04
02 02 02
0 10 20 30 40 50 60 70
Error Relativo (%) - Z Slice (XY) Error Relativo (%) - Y Slice (XZ) Error Relativo (%) - X Slice (YZ)
% % %
80
= 80
g 80
p 70
2
k:}
& 60 70 7
B
&
50
60 60
a0
L._ 50 50
0 20 30 40 50 60 70
XvsY XvsZ Yvsz

Figura H.4: Resultados del Caso 4 Carga Puntual 3D

145



Anexos

NN Output

Analytical

Error Relativo (%)

NN Output - Z Slice (XY)

25

2.0

15

10

05
10 20 30 4 50 60 70

Analytical - Z Slice (XY) Analytical - Y Slice (X2)

25 25

2.0 2.0

15 15

10 10

05 0.5
0 10 20 30 40 50 60 70

Error Relativo (%) - Z Slice (XY) Error Relativo (%) - Y Slice (XZ)

NN Output - Y Slice (XZ)

25

2.0

15

10

0.5
0 10 20 30 40 S0 60 70

NN Output - X Slice (YZ)

0 10 20 30 4 50 60 70

Analytical - X Slice (YZ)

A

Error Relativo (%) - X Slice (YZ)

%0 %0
80 80
70 70
60 60
50 50
40 40
30 30

YvsZ

XvsY
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I. Resultados de Casos 3D Interfaces No regularizado
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J. Resultados de Casos 3D Interfaces Regularizadas
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