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Ciencias Mención Matemática y al t́ıtulo profesional de Ingeniero Civil Matemático de la
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Resumen

En este trabajo se considera el problema inverso de corrosión discretizado mediante

diferencias finitas. A diferencia del caso continuo, el operador laplaciano discreto no satisface

en general una propiedad de continuación única, lo que impide esperar resultados de unicidad

y estabilidad clásicos para un parámetro de malla fijo. En este contexto, se obtiene un

resultado de estabilidad logaŕıtmica en el marco discreto, válido de manera asintótica respecto

del parámetro de malla h. Para ello, se demuestra una desigualdad de Carleman discreta en

dos dimensiones, a partir de la cual se deduce un principio de continuación única cuantificado

para funciones discretas, que permite establecer el resultado de estabilidad. Hasta donde

sabemos, este constituye el primer resultado de estabilidad para el problema de corrosión

discreto, aśı como de continuación única cuantificada en el marco discreto, que no impone

condiciones de borde.
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Abstract

In this work, we consider the inverse corrosion problem discretized by finite differences.

Unlike the continuous case, the discrete Laplacian operator does not generally satisfy a unique

continuation property, which prevents one from expecting classical uniqueness and stability

results for a fixed mesh parameter. In this context, we obtain a logarithmic stability result in

the discrete setting, valid asymptotically with respect to the mesh parameter h. To this end,

we establish a discrete Carleman inequality in two dimensions, from which a quantified unique

continuation principle for discrete functions is derived, allowing us to prove the stability

result. To the best of our knowledge, this constitutes the first stability result for the discrete

corrosion problem, as well as the first quantified unique continuation result in the discrete

framework that does not impose boundary conditions.
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Lista de śımbolos

Variables F́ısicas

u Potencial electrostático (solución continua o discreta según el contexto)

q Coeficiente de corrosión (parámetro continuo o discreto según el contexto)

f Flujo de corriente (parámetro continuo o discreto según el contexto)

Geometŕıa y Mallas

Ω Dominio continuo (cuerpo metálico)

Wh Malla primal discreta de paso h
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(Wh)
◦
k Malla dual interior en la dirección k

∂Wh Frontera discreta completa

(∂Wh)
∗
τ Frontera dual tangencial

(∂Wh)
◦
τ Frontera dual tangencial interior

γh Frontera discreta accesible (observación)

Γ0,h Frontera discreta inaccesible (corrosión)

Operadores Discretos

∆h Laplaciano discreto

Dk,h Operador de diferencia finita en dirección k

Ak,h Operador promedio en dirección k

Dν,h Derivada normal discreta

Dτ,h Derivada tangencial discreta

tkr,h Operador traza discreto en dirección k

M Operador de medición

Análisis de Carleman

s Parámetro de Carleman

φ0, φ1, φ Funciones de peso para la desigualdad de Carleman
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el estudio de los problemas inversos, una cuestión fundamental radica en determinar

si las propiedades de estabilidad y unicidad obtenidas en el marco continuo se preservan

tras la discretización numérica. Si bien en diversos contextos se espera una transferencia

natural de estas propiedades, la literatura especializada advierte que esta transición puede

presentar patoloǵıas cŕıticas [8]. En particular, propiedades finas como la continuación única

o la estabilidad del problema inverso suelen verse comprometidas en el marco discreto si no

se consideran esquemas adecuados. Este desaf́ıo motiva el desarrollo de análisis que aseguren

un comportamiento asintótico uniforme respecto al parámetro de discretización, tal como se

ha abordado recientemente en el estudio de problemas de tipo Calderón con datos parciales

[14].

Esta observación subraya la necesidad de analizar con rigor la adaptación de las

herramientas anaĺıticas al entorno discreto. En este sentido, las desigualdades de Carleman

—fundamentales para establecer resultados de estabilidad en el continuo— requieren una

formulación y un alcance espećıficos en el marco de las diferencias finitas, donde la estructura

del operador discreto altera profundamente la propagación de la información y el control de

los errores de aproximación.

1.1. Problema inverso de corrosión

En esta tesis estudiamos un problema inverso de corrosión, el cual consiste en determinar

un coeficiente de impedancia definido sobre una parte inaccesible de la frontera a partir de

mediciones electrostáticas realizadas en una región accesible. Este tipo de problemas surge

naturalmente en aplicaciones donde el acceso directo al material es limitado, lo que motiva

9



el desarrollo de herramientas anaĺıticas robustas tanto en el marco continuo como en su

discretización.

Más precisamente, consideramos el modelo expuesto en Inglese [13]: sea Ω ⊂ R2 un dominio

que representa un cuerpo metálico. En la sección accesible de la frontera, γ ⊂ ∂Ω, se impone

un flujo de corriente f conocido, mientras que en la frontera inaccesible, Γ0 := ∂Ω \ γ, actúa
un coeficiente de corrosión q desconocido. Bajo estas condiciones, el potencial electrostático

u satisface la siguiente ecuación diferencial parcial:
∆u = 0, en Ω,

∂νu = f, en γ,

∂νu+ qu = 0, en Γ0.

(1.1.1)

En la Figura 1.1 se muestra un esquema del problema f́ısico.

∆u = 0Γ0 : ∂νu+ qu = 0 γ : ∂νu = f

(Frontera accesible)

Figura 1.1: Esquema del sistema (1.1.1) con frontera accesible γ reducida.

El problema inverso consiste en determinar q en Γ0 a partir de las mediciones de u y ∂νu

en γ. Más precisamente, sea M el operador de medición que asocia a cada coeficiente de

corrosión q el par de datos de frontera:

M(q) :=
(
u|γ, ∂νu|γ

)
,

donde u es la solución del problema directo correspondiente.

Se dice que el problema inverso presenta:

Unicidad : si M(q1) = M(q2) implica q1 = q2;

Estabilidad : si pequeñas perturbaciones en los datos de frontera inducen variaciones

controladas en el coeficiente q, en un sentido cuantitativo que depende de la topoloǵıa

considerada.
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En particular, la estabilidad se expresa mediante estimaciones del tipo:

∥q1 − q2∥ ≤ Ψ
(
∥M(q1)−M(q2)∥

)
,

donde Ψ es una función de módulo de continuidad.

Este trabajo se centra en la noción de estabilidad para la discretización de este problema

inverso y no en su resolución computacional. Aún aśı, es importante destacar los diversos

métodos numéricos desarrollados para este problema [9, 4, 3, 5, 15] y un art́ıculo reciente [10]

sobre el análisis de un problema de corrosión entre dos materiales.

1.2. Unicidad y estabilidad en el modelo continuo

En [13], Inglese demuestra la unicidad del problema inverso utilizando el siguiente principio

de continuación única para el operador laplaciano:
∆u = 0, en Ω,

∂νu = 0, en γ,

u = 0, en γ,

=⇒ u = 0, en Ω, (1.2.1)

donde Ω ⊂ R2 es un dominio suave y γ ⊂ ∂Ω es una sección de la frontera.

Posterior a los trabajos de Inglese [13, 9], se desarrollaron diversos resultados en torno a

la estabilidad del problema inverso de corrosión. En particular, Alessandrini [1] considera el

caso bidimensional con frontera suave a trozos y obtiene una estabilidad de tipo logaŕıtmico.

Posteriormente, Choulli [6] establece una estabilidad logaŕıtmica en el sentido presentado

en la sección anterior, también en dos dimensiones, bajo la hipótesis de frontera suave.

En la Figura 1.2 se presenta el flujo lógico de [6, 7] respecto a la estabilidad logaŕıtmica.

Finalmente, Yamamoto [12] obtiene un resultado de estabilidad de tipo Hölder, asumiendo

que la geometŕıa de la frontera corróıda es plana o circular y que la corrosión es anaĺıtica o

constante a trozos.

Cabe destacar que, en los trabajos [1, 12], la presencia de esquinas en la frontera corróıda

introduce una limitación geométrica natural: las estimaciones de estabilidad son uniformes

únicamente en la parte de la frontera inaccesible que se encuentra a una distancia δ > 0 de

los vértices.

Mientras que la unicidad puede obtenerse a partir de principios cualitativos de continuación

única, la estabilidad requiere estimaciones cuantitativas —t́ıpicamente de tipo Carleman—,

lo que introduce una dificultad anaĺıtica sustancial adicional.
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Desigualdad de Carleman (2D)

Continuación única cuantificada

Estabilidad Logaŕıtmica

Figura 1.2: Flujo lógico presentado en [6, 7].

Estos resultados, sin embargo, dependen de manera crucial de propiedades anaĺıticas del

operador continuo, lo que plantea la cuestión de su validez al considerar discretizaciones del

problema.

1.3. Motivación para el análisis discreto

En el estudio de problemas inversos discretizados, argumentos que eran válidos en el marco

continuo no necesariamente se pueden aplicar en el marco discreto. En particular, para la

discretización del problema inverso de corrosión se tiene el siguiente ejemplo que revela una

obstrucción propia del esquema discreto:

Consideremos una malla uniforme

Wh = (0, 1)2 ∩ hZ2, h = (N + 1)−1, N ∈ N.

Construimos una familia de funciones discretas ud = (ud(xi,j))i,j, parametrizada por d ∈ R,
de la siguiente forma:

En primer lugar, se prescribe

ui,j = 0 para todo i ≥ j,

es decir, la función se anula en la región triangular inferior de la malla, incluida la diagonal

principal.

A partir de esta región nula, se define la función en la primera diagonal superior,

correspondiente a i = j − 1, introduciendo una oscilación alternante dada por

ui,j = (−1)id.
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Adicionalmente, se fija

u0,j = 0 para todo j > 1,

con el fin de eliminar grados de libertad adicionales no esenciales para el mecanismo que se

desea exhibir.

Finalmente, los valores de ud en el resto del dominio, es decir, en los nodos que satisfacen

i < j−1 y i ≥ 1, se determinan de manera inductiva imponiendo la condición de armonicidad

discreta
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
+

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
= 0.

Este procedimiento produce, para todo d ∈ R, una función armónica discreta bien definida

en todos los nodos interiores de la malla.

En particular, la Figura 1.3 muestra el caso N = 3.

i

j

d

0

0

0

0

−d

−4d

−16d

0

0

0

d

8d

0

0

0

0

−d

0

0

0

γh

Figura 1.3: Esquema de la malla para el contraejemplo. Los nodos negros satisfacen ui,j = 0

para i ≥ j. Los nodos azules representan la zona donde la solución se bifurca según el

parámetro d.

Denotando por

γh := (0, 1)× {0} ∩ hZ2

la frontera discreta de observación, se verifica además que estas funciones satisfacen

condiciones de borde discretas homogéneas de tipo Dirichlet y Neumann sobre γh, esto es,

ui,0 = 0,
ui,0 − ui,1

h
= 0, 0 < i < N.
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La existencia de esta familia no trivial de soluciones armónicas discretas, parametrizada por

d, muestra que no puede existir un análogo exacto del principio de continuación única en

el marco de diferencias finitas para la frontera γh. En particular, los datos nulos sobre la

frontera no determinan de manera única la solución en el interior del dominio.

Esta falta de continuación única tiene consecuencias directas en el problema inverso

discreto. En efecto, dado un coeficiente de corrosión discreto q y su solución asociada v,

consideramos la medición

M(q) :=
(
{vi,0}i,

{vi,0−vi,1
h

}
i

)
.

Dado que ud satisface condiciones de borde homogéneas en γh, la medición asociada a v

coincide con la de wd := v + ud. Por la linealidad del laplaciano discreto, wd también es

armónica, aunque corresponde a un coeficiente de corrosión distinto. Esto implica que el

problema inverso no verifica unicidad en esta configuración.

Cabe destacar que, en ausencia de unicidad para un parámetro de malla h fijo, tampoco

puede esperarse estabilidad en el sentido clásico

∥q1 − q2∥ ≤ CΨ(∥M(q1)−M(q2)∥),

pues esta desigualdad implica la unicidad del problema inverso.

Por esta razón, trabajos recientes sobre problemas inversos discretos [14, 8, 16] se centran

en nociones de estabilidad asintótica con respecto al parámetro de malla. Más precisamente,

se obtienen desigualdades del tipo

∥q1 − q2∥ ≤ C
(
Ψ(∥M(q1)−M(q2)∥) + E(h)

)
,

donde E(h) es un término de error asociado a la discretización, tal que

ĺım
h→0

E(h) = 0.

Este término cuantifica la pérdida de información introducida por el marco discreto. En

particular, la estimación obtenida es consistente con la correspondiente desigualdad continua,

sin afirmar una convergencia del problema inverso discreto hacia el continuo.

Esta observación motiva el enfoque adoptado en esta tesis. En lugar de buscar condiciones

sobre γh que impliquen resultados de continuación única y/o unicidad del problema inverso

discreto, se desarrolla un resultado de estabilidad asintótica bajo hipótesis de acotamiento

uniforme.
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1.4. Objetivos y contribuciones de la tesis

Objetivos

El objetivo principal de esta tesis consiste en estudiar la estabilidad del problema inverso

de corrosión discretizado. Este estudio se realiza mediante la adaptación de técnicas del

caso continuo expuestas en [6, 7], apoyándose en la literatura de desigualdades de Carleman

discretas [2, 14, 8, 16]. De manera espećıfica, se plantean los siguientes objetivos:

Establecer una desigualdad de Carleman discreta para el operador laplaciano discreto

bidimensional y sin condiciones de frontera.

Deducir un principio de continuación única cuantificado para diferencias finitas,

localizado en una sección de la frontera.

Formular una noción de estabilidad para el problema inverso discretizado.

Contribuciones

Los aportes de este trabajo se pueden apreciar mediante tres ejes principales.

En primer lugar, este trabajo puede entenderse como una adaptación al marco discreto

de técnicas y resultados utilizados en [6, 7] para el estudio de la estabilidad del problema

inverso de corrosión. Dicha adaptación no es directa, debido a la pérdida de propiedades

fundamentales al discretizar, en particular la propiedad de continuación única.

En segundo lugar, los trabajos más cercanos en el marco discreto corresponden a resultados

de estabilidad asintótica para el problema de Calderón discretizado [8, 14, 16]. Sin embargo,

los resultados de continuación única cuantificada que alĺı se obtienen se deducen bajo la

hipótesis de condiciones de Dirichlet homogéneas en toda la frontera discreta.

En tercer lugar, la desigualdad de Carleman presentada en este trabajo sigue un

procedimiento de estimación de tipo adjunto–conmutador aplicado a un operador discreto de

primer orden y complejo, análogo a ∂x + i∂y, junto con un análisis por casos. En contraste,

las desigualdades de Carleman discretas existentes en la literatura [2, 8, 14, 16] se obtienen

a partir de la conjugación del operador y la estimación de términos cruzados.

En este contexto, las principales contribuciones de este trabajo son las siguientes:
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Obtención de una desigualdad de Carleman para el operador laplaciano discretizado

mediante diferencias finitas en dos dimensiones, sin imponer condiciones de borde sobre

la solución y con un control cuantificado bajo la condición de pequeño parámetro s2h

y regularidad en norma discreta fuerte C2.

Deducción de un principio de continuación única cuantificado para esquemas de

diferencias finitas, localizado en la frontera y con una dependencia asintótica expĺıcita

respecto al tamaño de malla.

Formulación de una estabilidad logaŕıtmica para el problema inverso de corrosión

discretizado bajo hipótesis de regularidad, con validez asintótica respecto al parámetro

h.

1.5. Estructura del trabajo

El Caṕıtulo 2 introduce definiciones y resultados preliminares del cálculo discreto y

desigualdades de Carleman. Se detalla un procedimiento de extensión de funciones discretas

en mallas refinadas y se analizan las propiedades de la función peso utilizada. El Caṕıtulo

3 se dedica ı́ntegramente a la demostración de la desigualdad de Carleman para el operador

laplaciano discreto. En el Caṕıtulo 4 se deducen los resultados de continuación única

cuantificada y estabilidad logaŕıtmica. Finalmente, el Caṕıtulo 5 presenta las conclusiones y

una discusión sobre los resultados obtenidos.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo se introducen las bases geométricas y anaĺıticas del trabajo. Se define

la discretización del dominio y sus componentes, los operadores de diferencias finitas y las

herramientas de cálculo discreto, junto con un procedimiento de extensión de soluciones

propio de esta investigación. Finalmente, se presenta la función peso, sus propiedades

asintóticas y la formulación del problema inverso discretizado.

Cabe destacar que la mayoŕıa de las definiciones y resultados de este caṕıtulo son estándar

en el análisis de diferencias finitas para desigualdades de Carleman discretas. Sin embargo,

otros elementos, en particular lo expuesto en la Sección 2.5, son propios de este trabajo y

surgen debido a que la desigualdad de Carleman de referencia se basa en una técnica de

demostración distinta a la utilizada en [2, 8, 14, 16].

2.1. Mallas discretas

Consideramos como dominio Ω := (0, 1)2 y el espaciado de malla h := (N + 1)−1 con

N ∈ N. Definimos la malla primal de la siguiente forma:

Wh := hZ2 ∩ (0, 1)2.

La elección de dominio cuadrado con mallado uniforme se debe al uso de diferencias finitas.

La extensión de este enfoque a métodos de elementos finitos queda fuera del alcance de este

trabajo; sin embargo, destacamos que el uso de operadores de diferencias finitas permanece

estándar en desigualdades de Carleman discretas [2, 8, 14, 16].

En lo siguiente se definen distintas nociones geométricas, tales como malla dual, cerradura,

frontera, frontera dual, etc. Estas responden a diversas necesidades: su aparición en
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integraciones por partes discretas, la definición del dominio de operadores discretos y el

dominio de las integrales en la desigualdad de Carleman discreta.

Considerando las direcciones canónicas e1 = (1, 0) y e2 = (0, 1), definimos el operador de

traslación discreto τ±k,h(x) = x ± h
2
ek para x ∈ R2. Mediante este operador de traslación

podemos definir todos los conjuntos discretos a utilizar.

Dada una dirección ek, definimos dos dualizaciones de la malla Wh de la siguiente forma:

(Wh)
∗
k := τ−k,h(Wh) ∪ τ+k,h(Wh),

(Wh)
◦
k := τ−k,h(Wh) ∩ τ+k,h(Wh).

En particular, la dualización (Wh)
∗
k es expansiva, mientras que la otra (Wh)

◦
k es contractiva.

En términos de notación se utiliza W∗
h,k en vez de (Wh)

∗
k siempre y cuando no lleve a

confusiones.

Wh

(a) Malla discreta Wh.

Wh

W∗
h,1

W∗
h,2

(b) Malla primal y dualizaciones W∗
h,1 y

W∗
h,2.

Figura 2.1: Representación del dominio discreto y dualizaciones.

Los procedimiento de dualizacion (·)∗k y (·)◦k se consideran aplicables en mallas generales y

no solamente para Wh. Por tanto, podemos definir la doble dualizacion mediante (Wh)
∗∗
kj =

((Wh)
∗
k)

∗
j aplicando las traslaciones y uniones correspondientes.

Con esto, podemos definir la cerradura de Wh mediante

Wh := (Wh)
∗∗
11 ∪ (Wh)

∗∗
22.
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Observación 2.1.1. Si bien la cerradura se define usando (Wh)
∗∗
kk, esto es solamente formal,

pues (Wh)
∗∗
kk es básicamente la malla primal Wh en unión a los nodos frontera de la dirección

correspondiente.

Siguiendo la observación anterior, definimos los conjuntos frontera en la dirección k y

frontera completa de la siguiente forma:

∂kWh := (Wh)
∗∗
kk \Wh, ∂Wh := ∂1Wh ∪ ∂2Wh.

Wh

W∗
h,1

W∗
h,2

∂1Wh

∂2Wh

+

+

+

+

+

+

+

+

+ + + +

+ + + +

(a) Malla discreta, dualizaciones y nodos

frontera.

Wh

+

+

+

+

+

+

+

+

+ + + +

+ + + +

(b) Cerradura de la malla primal.

Figura 2.2: Representación del dominio discreto (continuación).

Junto con la noción de frontera, definimos la frontera dual tangencial

(∂Wh)
∗
τ = (∂1Wh)

∗
2 ∪ (∂2Wh)

∗
1,

y la frontera dual tangencial interior

(∂Wh)
◦
τ = (∂1Wh)

◦
2 ∪ (∂2Wh)

◦
1.
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(∂Wh)
∗
τ

+

+

+

+

+

+

+

+

+ + + +

+ + + +

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

(a) Frontera dual tangencial.

(∂Wh)
◦
τ

+

+

+

+

+

+

+

+

+ + + +

+ + + +

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

(b) Frontera dual tangencial interior.

Figura 2.3: Representación del dominio discreto (continuación).

2.2. Funciones y operadores discretos

Sea W un conjunto discreto entonces denotamos por C(W ;K) al conjunto de funciones

definidas en W a valores en K, donde K ∈ {R,C}. Consideramos que el operador traslación

τ±k,h puede actuar en funciones f que tengan dominio contenido en R2 mediante la fórmula

τ±k,h(f)(x) := f(x± h

2
ek),

con x ∈ D ⊆ τ∓k,h(dom(f)).

En particular, si u ∈ C(Wh;K) entonces τ±k,h(u) ∈ C((Wh)
∗
k;K) y si u ∈ C((Wh)

∗
k;K)

entonces τ±k,h(u) ∈ C(Wh;K).

Con esta noción del operador traslación se definen las siguientes operaciones discretas:

Ak,h(u)(x) :=
τ+k,hu+ τ−k,hu

2
, Dk,h(u)(x) :=

τ+k,hu− τ−k,hu

h
,

donde el dominio a considerar corresponde a la intersección del dominio de las traslaciones

τ+k,hu y τ−k,hu, es decir,

dom(Ak,hu) = dom(Dk,hu) = τ+k,h(dom(u)) ∩ τ−k,h(dom(u)).

Por tanto, śı dom(u) = Wh entonces dom(Ak,hu) = dom(Dk,hu) = (Wh)
◦
k = W∗

h,k.

Respecto al significado de estos operadores, notemos que Dk,h corresponde a la diferencia

finita central en la dirección k pero con desplazamiento h/2 en ambos sentidos. En cambio,
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Ak,h corresponde a un promedio en la dirección k con desplazamiento h/2. Estas definiciones

particulares se deben a las repetidas apariciones de estos operadores durante la demostración

de la desigualdad de Carleman discreta y son estándar en las referencias [2, 8, 14, 16].

Respecto a otros trabajos en desigualdades de Carleman discretas [2, 8, 14, 16], se deja

la dependencia de h expĺıcita pues se trabajará con Wh y Wh/2 usando operadores discretos

con distinto múltiplo de h.

Considerando las definiciones previas, se tiene la siguiente identidad para el operador

laplaciano discreto en dos dimensiones por diferencias finitas y esquema de 5 puntos:

∆hu(x) :=
2∑

k=1

u(x+ hek)− 2u(x) + u(x− hek)

h2
= (D2

1,h +D2
2,h)(u)(x), x ∈ Wh. (2.2.1)

Si Mh corresponde a una malla bidimensional uniforme de espaciado h (por ejemplo

Wh,W∗
h,1,W∗

h,2 ) y f es una función a valores en K tal que Mh ⊂ dom(f), entonces definimos

la integral discreta de f en Mh mediante∫
Mh

f := h2
∑

x∈Mh

f(x),

y si ∂Mh corresponde a una malla frontera de espaciado h (por ejemplo,

∂Wh, (∂Wh)
◦
τ , (∂Wh)

∗
τ ), entonces la integración discreta en la frontera se define mediante∫

∂Mh

f := h
∑

x∈∂Mh

f(x).

Para estimaciones de integrales de borde, definimos el operador traza discreto en la

dirección k de la siguiente forma: śı x = (x1, x2) ∈ R2, entonces

tkr,h(u)(x) :=

τ+k,h(u), si xk = 0,

τ−k,h(u), si xk = 1.

Este operador traslada la evaluación en la frontera hacia el interior en la dirección k. Notar que

con esta definición también se consideran las esquinas del dominio. Con el fin de simplificar

la notación, definimos el operador tr,h mediante tr,h = tkr,h siempre que x esté en la frontera

en dirección k, es decir, x ∈ ∂kΩ.

De forma similar, se define el operador bilineal de traza

Trkh(u, v) :=
1

2

(
utkr,h(v) + tkr,h(u)v

)
,
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cuya aparición esta motivada por la fórmula de integración por partes (Teorema 2.4.1), el

cual es espećıfico del marco desarrollado en este trabajo. Al igual que para el operador traza

discreto, consideramos la extensión Trh = Trkh solamente si x ∈ ∂kΩ.

En la frontera, considerando a νk la k-ésima componente de la normal del dominio (0, 1)2,

se define la siguiente derivada normal discreta:

Dν,h(u)(x) := νkt
k
r,hDk,h(u)(x), x ∈ ∂kWh, k = 1, 2. (2.2.2)

y la siguiente derivada tangencial discreta:

Dτ,h(u)(x) := Dj,h(u)(x), x ∈ (∂kWh)
∗
j , k = 1, 2; j = 1, 2; j ̸= k.

Estas definiciones de derivadas discretas aparecen de forma natural al realizar integraciones

por partes discretas y durante el desarrollo de la desigualdad de Carleman. Su formulación

resulta particularmente relevante en la estimación de términos de borde.

2.3. Normas discretas

A partir del contra-ejemplo de unicidad discreta mostrado en la Sección 1.3, se observa la

existencia de funciones discretas altamente oscilatorias. En este contexto, la imposición de

una hipótesis de acotamiento en norma C2 discreta permite controlar de manera indirecta

estas oscilaciones.

Asimismo, la introducción de las normas discretas que se definen a continuación responde

a los requisitos mı́nimos para formular estimaciones de estabilidad análogas a las del caso

continuo [6, 7]. En particular, se necesita una hipótesis de acotamiento sobre la norma C2 y

la definición de la norma L2 del borde para la cuantificación de continuación única.

Dada una función discreta f cuyo dominio contiene a Wh, definimos el análogo discreto

de la norma de tipo C mediante

∥f∥C(Wh)
:= máx

x∈Wh

|f(x)|.

Sin embargo, para las normas tipo C1, C2 consideramos definiciones distintas según el tipo

de función discreta. Esta distinción resulta necesaria para mantener un control uniforme de

la regularidad discreta tras la extensión de malla, lo cual será esencial en la desigualdad de

Carleman.

Sean f ∈ C(Wh;K) y f̃ una extensión que también está definida en las esquinas del

dominio (por ejemplo f̃ ∈ C(Wh;K)) entonces se define el análogo de la norma C1 mediante:
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∥f∥C1(Wh)
:= ∥f∥C(Wh)

+ máx
x∈(Wh)

◦
1

|D1,hf(x)|+ máx
x∈(Wh)

◦
2

|D2,hf(x)|,

∥f̃∥C1(Wh)
:= ∥f̃∥C(Wh∪∂1∂2Wh)

+ máx
x∈W∗

h,1∪(∂2Wh)
∗
1

|D1,hf̃(x)|+ máx
x∈W∗

h,2∪(∂1Wh)
∗
2

|D2,hf̃(x)|.

Notar que la única diferencia es que para la extensión f̃ también se considera el nodo frontera

en la cuantificación. De forma similar, definimos un análogo discreto de la norma C2 mediante

∥f∥C2(Wh)
:= ∥f∥C1(Wh)

+ máx
x∈(Wh)

◦∗
12∪(Wh)

◦∗
21

|D1,hD2,hf(x)|

+ máx
x∈Wh∪(∂1Wh)

◦◦
22

|D2,hD2,hf(x)|+ máx
x∈Wh∪(∂2Wh)

◦◦
11

|D1,hD1,hf(x)|.

∥f̃∥C2(Wh)
:= ∥f̃∥C1(Wh)

+ máx
x∈(Wh)

∗∗
12

|D1,hD2,hf̃(x)|

+ máx
x∈(Wh)

∗∗
11

|D2,hD2,hf̃(x)|+ máx
x∈(Wh)

∗∗
22

|D1,hD1,hf̃(x)|.

Notar que las normas para la extensión f̃ cuantifican el comportamiento de la extensión en

las esquinas del dominio. En particular, se mostrará que la extensión de funciones discretas

utilizada en este trabajo mantiene acotada estas normas.

Finalmente, se define norma L2 discreta en una malla frontera ∂Mh de la siguiente forma:

∥f∥L2(∂Mh) :=

√∫
∂Mh

|f |2.

2.4. Cálculo discreto

En esta sección se recopilan resultados sobre operadores discretos que serán necesarios para

el desarrollo de la desigualdad de Carleman discreta. En comparación con la literatura reciente

sobre desigualdades de Carleman discretas [14, 8, 16], en este trabajo también se utilizan

operadores discretos de mayor paso, como Dk,2h y Ak,2h, los cuales llamaremos operadores con

paso 2h. Esto se debe principalmente al método empleado para la obtención de la desigualdad

de Carleman. No obstante, mediante una técnica de refinamiento, la desigualdad final quedará

expresada en términos de los operadores estándar presentes en la literatura, por lo que el uso

de operadores con paso 2h cumple un rol meramente instrumental.

El siguiente resultado recopila identidades algebraicas básicas que permiten manipular la

diferencia finita y promedio de productos de funciones de manera análoga al caso continuo.

Estas identidades serán utilizadas de forma sistemática en las pruebas posteriores.
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Corolario 2.4.1. Sean u, v ∈ C(Wh;K) entonces se tienen las siguientes identidades

Dk,2h(uv) = Dk,2h(u)Ak,2h(v) + Ak,2h(u)Dk,2h(v), en Wh,

Ak,2h(uv) = Ak,2h(u)Ak,2h(v) + h2Dk,2h(u)Dk,2h(v), en Wh.

Además, para u ∈ C(Wh;K) se cumple:

u = A2
k,2h(u)− h2D2

k,2h(u), en Wh.

Demostración. Las primeras dos identidades son análogas a las del Lema 2.1 de [14]

cambiando h por 2h, lo cual cambia el factor h2/4 a h2 en la segunda identidad. Por otra

parte, la tercera identidad corresponde a un análogo del Lema 2.3 de [2], bajo el mismo

cambio de h a 2h.

La integración por partes es una herramienta fundamental en el marco continuo. En

particular, el uso de operadores discretos con paso 2h permite obtener identidades de

integración por partes discretas sin cambiar de malla. Dichos resultados son análogos a los

presentados en [14] para los operadores Dk,h y Ak,h. Sin embargo, no se obtienen como una

consecuencia directa del simple reemplazo de h por 2h.

Teorema 2.4.1 (Integración por partes discreta del operador Dk,2h). Sean u, v ∈ C(Wh;K),

entonces ∫
Wh

Dk,2hu · v = −
∫
Wh

uDk,2hv +

∫
∂kWh

Trk2h(u, v)νk.

Demostración. Aplicando la identidad Dk,2h = Ak,hDk,h = Dk,hAk,h y la integración por

partes para Dk = Dk,h mediante malla dual (véase [14, Lema 2.2]), se tiene∫
Wh

Dk,2hu · v =

∫
Wh

Dk,hAk,h(u) · v = −
∫
(Wh)

∗
k

Ak,h(u)Dk,h(v) +

∫
∂kWh

vtkr(Ak,hu)νk.

Aplicando nuevamente la integración por partes para Ak = Ak,h, se obtiene∫
Wh

Dk,2hu · v = −
∫
Wh

uAk,hDk,h(v)−
h

2

∫
∂kWh

utkr(Dk,h(v)) +

∫
∂kWh

vtkr(Ak,hu)νk.

Por otro lado, la identidad

tkrDk,hv = νk
v − tkr,2hv

h

implica

−h

2
utkr(Dk,h(v)) + vtkr(Ak,hu)νk = −1

2
νku(v − tr,2hv) +

1

2
v(u+ tr,2hu)νk = Trk2h(u, v)νk.
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Reemplazando en el desarrollo anterior, se concluye∫
Wh

Dk,2hu · v = −
∫
Wh

uDk,2hv +

∫
∂kWh

Trk2h(u, v)νk.

Teorema 2.4.2 (Integración por partes discreta del operador Ak,2h). Sean u, v ∈ C(Wh;K),

entonces ∫
Wh

Ak,2hu · v =

∫
Wh

uAk,2hv +
h

2

∫
∂kWh

utkr,2hv −
h

2

∫
∂kWh

tkr,2h(u)v.

Demostración. Por definición∫
Wh

Ak,2hu · v =
h2

2

∑
Wh

τ+k,2h(u)v +
h2

2

∑
Wh

τ−k,2h(u)v.

Realizando una traslación en los dominios de las sumas,∫
Wh

Ak,2hu · v =
h2

2

∑
τ+k,2hWh

uτ−k,2hv +
h2

2

∑
τ−k,2hWh

uτ+k,2hv.

Mediante una descomposición de τ±k,2hWh en la unión disjunta de nodos de frontera y nodos

interiores, y posteriormente una incorporación de los nodos interiores restantes mediante un

cero conveniente, se tiene∫
Wh

Ak,2hu · v =
h2

2

∑
Wh

uτ−k,2hv +
h2

2

∑
∂+
k Wh

uτ−k,2hv −
h2

2

∑
τ+k,2h∂

−
k Wh

uτ−k,2hv

+
h2

2

∑
Wh

uτ+k,2hv +
h2

2

∑
∂−
k Wh

uτ+k,2hv −
h2

2

∑
τ−k,2h∂

+
k Wh

uτ+k,2hv.

Escribiendo las sumas como integrales discretas,∫
Wh

Ak,2hu · v =

∫
Wh

1

2
uτ−k,2hv +

h

2

∫
∂+
k Wh

uτ−k,2hv −
h

2

∫
∂−
k Wh

τ+k,2h(u)v

+

∫
Wh

1

2
uτ+k,2hv +

h

2

∫
∂−
k Wh

uτ+k,2hv −
h

2

∫
∂+
k Wh

τ−k,2h(u)v.

Finalmente, agrupando términos y usando el operador traza tr se concluye∫
Wh

Ak,2hu · v =

∫
Wh

uAk,2hv +
h

2

∫
∂kWh

utkr,2hv −
h

2

∫
∂kWh

tkr,2h(u)v.
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2.5. Refinamiento de malla y operador de extensión

Para el desarrollo de la desigualdad de Carleman discreta es necesario analizar el siguiente

operador discreto:

Ph := D1,h + iD2,h.

Este operador no es estándar en la literatura de desigualdades de Carleman discreta [2, 8, 14,

16], pues si u ∈ C(Wh;R) entonces Dk,hu tiene como dominio la malla (Wh)
◦
k y por tanto,

Ph(u) estaŕıa definido en (Wh)
◦
1 ∩ (Wh)

◦
2 = ∅ lo cual resulta inconsistente.

Lo anterior nos lleva al objetivo de esta sección: introducir un operador Π que extienda

las funciones definidas en Wh tal que al considerar la evaluación PhΠu esté bien definida,

preserve propiedades de la función original y permita, bajo estimaciones integrales, volver a

la variable original u.

Definimos el siguiente operador de extensión:

Π : u ∈ C(Wh;R) −→ Π(u) ∈ C

(
Wh/2;R

)
,

mediante la ecuación (2.5.1). En este contexto, la triple cerradura garantiza que Π(u) esté

bien definida en todos los nodos que intervienen en el desarrollo posterior de la desigualdad

de Carleman.

Notamos que por definición, el conjunto ∂1∂2Wh corresponde a las esquinas de Ω. También,

se recuerda que la operación de frontera ∂ de una malla, es relativa al espaciado de la malla.

Π(u) :=



u, en Wh,

0, en Wh/2 \Wh,

t1r,2hu+ t2r,2hu− t1r,2ht
2
r,2hu, en ∂1∂2Wh,

2tr,2hu− tr,4hu, en ∂(Wh) \ ∂1∂2Wh,

0, en
(
∂(Wh/2) \ ∂1∂2Wh

)
∪
(
∂(Wh/2) \ ∂(Wh)

)
.

(2.5.1)

Respecto a la definición de Π(u), en la Figura 2.4 se muestran los nodos donde la extensión

es no nula. Estos nodos corresponden a los nodos originales, las esquinas del dominio y a los

nodos fuera del dominio pero que están alineados con la malla. En el resto de los nodos

la función se extiende por cero, los cuales se muestran en la Figura 2.5 y juntos forman el

conjunto Wh/2.
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Wh

∂1∂2Wh

∂(Wh) \ ∂1∂2Wh

Figura 2.4: Esquema de nodos donde el operador de extensión Π es no nula.

Wh \Wh/2

∂(Wh/2) \ ∂1∂2Wh

∂(Wh/2) \ ∂(Wh)

Figura 2.5: Esquema de nodos utilizados en el operador Π, los nuevos nodos descritos (en

comparación con la Figura 2.4) son los nodos donde la extensión es nula.

De las definiciones de mallas discretas y las Figuras 2.4 y 2.5, se tiene la siguiente

descomposición:
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Proposición 2.5.1. Śı h = (N + 1)−1, con N ∈ N, entonces

Wh/2 = Wh ⊔W∗
h,1 ⊔W∗

h,2 ⊔W∗∗
h,12. (2.5.2)

Aqúı, ⊔ denota la unión disjunta.

Para el desarrollo de la desigualdad de Carleman discreta es necesario analizar el siguiente

operador discreto,

Ph := D1,h + iD2,h.

El cual, debido a la extensión por cero en el interior de la malla y a la descomposición de

malla admite la siguiente caracterización al ser aplicado a Π(u):

Proposición 2.5.2. Sea u ∈ C(Wh;R), entonces

PhΠ(u)(x) =



0, en Wh,

0, en W∗∗
h,12,

D1,hu, en W∗
h,1,

iD2,hu, en W∗
h,2.

(2.5.3)

Asimismo, al considerar la composición PhPh, que da lugar al operador laplaciano discreto

∆h, se obtiene:

PhPhΠ(u)(x) =



∆hu, en Wh,

0, en W∗∗
h,12,

0, en W∗
h,1,

0, en W∗
h,2.

(2.5.4)

Por otro lado, en la frontera se satisfacen las siguientes propiedades para la extensión Π(u):

Proposición 2.5.3. Sea u ∈ C(Wh;R), entonces se satisfacen las siguientes identidades en

la frontera:

D2
k,hΠ(u) = 0 y Ak,hDk,hΠ(u) = tkr,hDk,hu en ∂kWh, (2.5.5)

mientras que en las esquinas del dominio se verifican las identidades

t1r,hD1,hΠ(u) = t2r,2ht
1
r,hD1,hu, en ∂1∂2Wh, (2.5.6)

t2r,hD2,hΠ(u) = t1r,2ht
2
r,hD2,hu, en ∂1∂2Wh. (2.5.7)
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Estas identidades se verifican directamente a partir de la definición de Π(u) en los nodos

de la frontera y en las esquinas del dominio.

La siguiente proposición muestra que la norma discreta C2 de la extensión se mantiene

controlada como consecuencia de las identidades de esquina anteriores.

Proposición 2.5.4. Si u ∈ C(Wh;K) es tal que ∥u∥C2(Wh)
≤ M , entonces ∥Π(u)∥C2(Wh)

≤
3M

Demostración. La única diferencia entre las dos normas es que la correspondiente a Π(u)

cuantifica sus valores en la esquina extendida. Por ende, es necesario estimar cada término

que utilice el valor extendido de Π(u). Debido a la simetŕıa, analizaremos solo el caso de la

esquina x = (1, 1). Utilizando la definición de Π(u) en la esquina y las propiedades (2.5.6) y

(2.5.7), se tiene:

Π(u)(x) = u(x− he1) + u(x− he2)− u(x− he2 − he1),

t2r,hD2,hΠ(u)(x) = t2r,hD2,hu(x− he1),

t1r,hD1,hΠ(u)(x) = t1r,hD1,hu(x− he2),

t1r,ht
2
r,hD1,hD2,hΠ(u)(x) = 0.

Para las segundas derivadas puras, se obtienen las relaciones:

D2,hD2,hΠ(u)(x− he2) = τ−1,2hD2,hD2,hu(x− he2)− τ−2,hτ−1,hD1,hD2,hu(x− he2),

D1,hD1,hΠ(u)(x− he1) = τ−2,2hD1,hD1,hu(x− he1)− τ−1,hτ−2,hD1,hD2,hu(x− he1).

Aplicando la definición de la norma y acotando los términos del lado derecho por el máximo

de u y sus derivadas enWh (usando la desigualdad triangular donde corresponda), se concluye

el resultado.

Esta estimación garantiza que la extensión no introduce un crecimiento no controlado de

la regularidad discreta, lo cual es esencial para mantener el control uniforme de los términos

de borde en las estimaciones posteriores.

La siguiente propiedad, formulada como proposición, se usa durante el desarrollo de la

desigualdad de Carleman discreta para cambiar el dominio de integración de Wh/2 a Wh.

Proposición 2.5.5. Sea f una función discreta tal que Wh/2 ⊆ dom(f) y sop(f) ⊆ Wh ,

entonces ∫
Wh/2

f =
1

4

∫
Wh

f.

29



Demostración. Por definición, ∫
Wh/2

f =
h2

4

∑
x∈Wh/2

f(x).

Utilizando sop(f) ⊆ Wh, se tiene que∫
Wh/2

f =
h2

4

∑
x∈Wh

f(x) =
1

4

∫
Wh

f.

De manera análoga, al cambiar el dominio de integración de ∂kWh/2 a ∂kWh aparece un

factor 1/2. Dado que la demostración es completamente similar, se omiten el enunciado y la

prueba correspondientes.

Estas propiedades permiten transferir estimaciones obtenidas en la malla refinada Wh/2 a

la malla original Wh, lo que será fundamental en la obtención de la desigualdad de Carleman

discreta del Caṕıtulo 3.

2.6. Función peso

Sea γ ⊂ ∂Ω un subconjunto relativamente cerrado con interior no vaćıo tal que Γ0 :=

∂Ω\γ ̸= ∅. A lo largo de este trabajo, Γ0 representará la porción de la frontera con corrosión,

mientras que γ corresponderá a la parte accesible de la frontera.

2.6.1. Definición y regularidad

Se considera una función peso de la forma

φ = φ1 + sφ0.

donde s > 0 es el llamado parámetro de Carleman y φ0, φ1 ∈ C∞(Ω). Esta regularidad es

necesaria para la aplicación del teorema de Taylor en análisis discreto posterior.

Siguiendo el análogo continuo desarrollado en [6, 7], introducimos la función φ0 dada por

el Lema 2.6.1, que puede considerarse como un análogo del Lema 2.6 de [7] en el contexto de

un dominio cuadrado.

Lema 2.6.1. Existe φ0 ∈ C∞(Ω) tal que

∆φ0 = 0 en Ω, φ0 = 0 en Γ0, ∂νφ0 < 0 en (Γ0) \ (∂1∂2Ω), φ0 ≥ 0 en γ.
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Demostración. Consideramos χ ∈ C∞([0, 1]2) tal que χ = 0 en Γ0, χ ≥ 0 en γ, χ ̸≡ 0 en γ,

y χ idénticamente constante en una vecindad de cada esquina del dominio.

Se define φ0 como la solución del siguiente problema eĺıptico:∆φ0 = 0, en Ω,

φ0 = χ, en ∂Ω.

Mediante el cambio de variables v = φ0 − χ, se llega al siguiente problema eĺıptico∆v = −∆χ, en Ω,

v = 0, en ∂Ω.

Debido a las hipótesis sobre χ en las esquinas del dominio, todas las derivadas de f := −∆χ

se anulan en dichos puntos. En consecuencia, se satisfacen las condiciones de compatibilidad

consideradas en [11] para todo k ∈ N, implicando φ0 ∈ Hk(Ω) para todo k ∈ N. Mediante

inyecciones de Sobolev en dominios Lipschitz se concluye que φ0 ∈ C∞(Ω).

Finalmente, siguiendo la demostración [7, Lema 2.6], el principio del máximo implica φ0 > 0

en Ω y del lema de Hopf se tiene ∂νφ0 < 0 en (Γ0) \ (∂1∂2Ω). Esta ultima restricción se debe

a que en las esquinas no se cumple la propiedad de la bola interior.

Observación 2.6.1. Debido a la hipótesis sobre χ en las esquinas, se tiene que ∇φ0 = 0 en

las esquinas de Ω.

En [6] y de forma similar en [7], se define φ1 como solución del problema∆φ1 = λ, en Ω,

φ1 = 0, en ∂Ω,

para algún λ > 0. Sin embargo, el problema anterior no admite soluciones C∞(Ω), pues la

condición de borde junto con la continuidad de las derivadas en las esquinas contradicen la

condición ∆φ = λ en estas.

Por esta razón, en este trabajo se considera una función φ1 ∈ C∞(Ω) que satisface ∆φ1 ≥ 2

en Ω sin imponer condiciones de borde.

2.6.2. Relación con operadores discretos

El análisis de desigualdades de Carleman discretas requiere relacionar la acción de los

operadores discretos sobre eφ con los operadores diferenciales continuos correspondientes,
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junto con términos de error controlados. Esta relación se establece mediante desarrollos de

Taylor, lo que conduce a términos de error controlados en función de h y del parámetro de

Carleman s.

En particular, utilizamos la notación O(sh) para denotar una función acotada por una

constante multiplicada por sh. En el siguiente resultado se recopilan diversas estimaciones

asintóticas; las constantes impĺıcitas en los términos O(·) dependen únicamente de las normas

∥φ0∥Cm(Ω) y ∥φ1∥Cm(Ω), para algún m ∈ N suficientemente grande.

Teorema 2.6.1. Sean φ0, φ1 ∈ C∞(Ω) y definamos φ := φ1+sφ0. Bajo los supuestos h ≤ 1,

s ≥ 1 y sh ≤ ε0, se tienen las siguientes estimaciones:

Para la traslación y el promedio:

τ±k,h(Dk,he
φ) = ∂kφe

φ + sO(sh)eφ,

τ±k,h(e
φ) = eφ +O(sh)eφ,

Ak,2h(e
φ) = eφ +O((sh)2)eφ,

Aj,2hAk,2h(e
φ) = eφ +O((sh)2)eφ,

Aj,2h(∂k(φ)) = ∂k(φ) + sO(h2).

Para las primeras diferencias finitas centradas:

Dk,2h(e
φ) = ∂kφe

φ + sO((sh)2)eφ,

Aj,2hDk,2h(e
φ) = ∂kφe

φ + sO((sh)2)eφ.

Para las segundas diferencias finitas centradas:

Dj,2hDk,2h(e
φ) = ∂jk(e

φ) + s2O((sh)2)eφ,

Dj,2h(∂kφ) = ∂jkφ+ sO(h2).

Observación 2.6.2. Estas estimaciones asintóticas siguen siendo válidas al cambiar 2h por

h o por algún múltiplo de este.

Demostración. Para la primera estimación, mediante la expansión de Taylor con resto de

Lagrange, se tiene

eφ(x+hek) − eφ(x) = ∂kφ(x)e
φ(x)h+ (∂kkφ(ξ) + ∂kφ(ξ)

2)eφ(ξ)
h2

2
,
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para algún ξ entre x y x+ hek. Reescribiendo la expresión anterior, se tiene

τ+k,hDk,h(e
φ)(x) = ∂kφ(x)e

φ(x) +

(
(∂kkφ(ξ) + ∂kφ(ξ)

2)eφ(ξ)−φ(x)h

2

)
eφ(x).

Por otro lado, expandiendo φ(ξ)− φ(x) mediante Taylor, se tiene

φ(ξ)− φ(x) = ∂kφ(ξ2)(ξ − x) = O(sh),

para algún ξ2 entre x y ξ, y la constante de la notación O depende de la norma C1 de φ0 y

φ1 y es uniforme en espacio. Utilizando la identidad de la función exponencial como serie de

potencia y eligiendo ε0 tal que sh < ε0 implique O(sh) < 1, se tiene

eφ(ξ)−φ(x) = 1 +
∞∑
k=1

(O(sh))k

k!
= 1 +O(sh),

en notación O. Con lo anterior se deduce(
(∂kkφ(ξ) + ∂kφ(ξ)

2)eφ(ξ)−φ(x)h

2

)
= sO(sh)(1 +O(sh)) = sO(sh).

Concluyendo la siguiente estimación asintótica:

τ+k,hDk,h(e
φ)(x) = ∂kφ(x)e

φ(x) + sO(sh)eφ(x).

Las demás estimaciones siguen un procedimiento análogo basado en las mismas herramientas

y pueden encontrarse en la Sección 2.2 de [2].

2.7. Problema inverso discretizado

2.7.1. Problema directo

Sean γ,Γ0 ⊂ ∂Ω como en la Sección 2.6. Consideramos sus versiones discretas γh := γ∩∂Wh

y Γ0,h := Γ0 ∩ ∂Wh, las cuales representan la frontera accesible e inaccesible.

Consideramos los coeficientes de corrosión q ∈ C(Γ0,h;R) tal que sean no-negativos y

exista α > 0, q ≥ α > 0 en algún subconjunto de medida positiva de Γ0. El flujo de corriente

f ∈ C(γh;R), se considera como dato en el problema inverso.

Dados q y f definidos en el párrafo anterior, y utilizando el operador laplaciano discreto

(2.2.1) junto con la derivada normal discreta (2.2.2), consideramos el siguiente sistema, el
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cual modela el problema directo discreto:
∆hu = 0, en Wh,

Dν,hu = f, en γh,

Dν,hu+ qu = 0, en Γ0,h.

(2.7.1)

Este sistema constituye un análogo completamente discreto del modelo continuo de corrosión

(1.1.1) presentado en la Sección 1.1.

La existencia y unicidad de la solución del problema directo discreto pueden establecerse

mediante un desarrollo detallado del marco funcional discreto asociado, incluyendo resultados

de traza y coercividad de la forma bilineal. Si bien este análisis es relevante, su inclusión

desviaŕıa el foco principal de este trabajo, centrado en el estudio del problema inverso y

en la obtención de estimaciones de tipo Carleman. Por esta razón, se introduce la siguiente

hipótesis:

Hipótesis (Existencia y unicidad). Para todo coeficiente de corrosión q y todo flujo de

corriente f considerados, se supone que el sistema (2.7.1) admite una única solución u.

2.7.2. Problema inverso

Mediante la hipótesis de existencia y unicidad, fijando un flujo de corriente f , se tiene que

el mapeo

q 7→ M(q) :=
(
u|γh , Dν,hu|γh

)
,

donde u es solución de (2.7.1), está bien definido.

El problema inverso asociado consiste en recuperar el coeficiente de corrosión q ∈ C(Γ0,h;R)
a partir de la medición M(q).

En particular, como se menciono en la Sección 1.3, en el caso discreto, la unicidad depende

de la geometŕıa de γh y se mostró un caso donde no hay unicidad. Por esta razón, estamos

interesados en mostrar una noción de estabilidad compatible con la falta de unicidad, es

decir, mostrar una estimación del estilo

∥q1 − q2∥X ≤ C(Ψ(∥M(q1)−M(q2)∥Y ) + E(h)),

donde ∥ · ∥X , ∥ · ∥Y corresponden a normas discretas en espacios adecuados.
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2.7.3. Propiedades conservadas del continuo

Este sistema mantiene algunas propiedades análogas a las del marco continuo; en particular,

satisface un principio del máximo discreto y un resultado de positividad.

Teorema 2.7.1 (Principio del máximo discreto). Sea u ∈ C(Wh;R) tal que ∆hu = 0 en

Wh. Entonces

mı́n
y∈∂Wh

u(y) ≤ u(x) ≤ máx
y∈∂Wh

u(y), ∀x ∈ Wh.

Demostración. Probamos primero la desigualdad superior. Si el máximo de u se alcanza en

la frontera ∂Wh, la afirmación es inmediata. Supongamos entonces que el máximo se alcanza

en un punto interior x ∈ Wh.

Por la definición de máximo discreto, se tiene

u(x)− u(x± hek) ≥ 0, k = 1, 2.

Sumando estas desigualdades y utilizando la definición del operador laplaciano discreto, se

obtiene

∆hu(x) ≤ 0.

Como por hipótesis ∆hu(x) = 0, se concluye que

u(x) = u(x± hek), k = 1, 2.

En consecuencia, u toma el mismo valor en x y en todos sus nodos vecinos. Repitiendo este

argumento de manera iterativa sobre la malla conexa Wh, se deduce que u es constante en

Wh. En particular, el valor máximo de u en Wh coincide con su valor en la frontera.

La desigualdad inferior se demuestra de forma completamente análoga considerando el

mı́nimo.

Corolario 2.7.1 (Positividad del sistema discreto). Sea u ∈ C(Wh;R) una solución del

problema 
∆hu = 0, en Wh,

Dν,hu = f, en γh,

Dν,hu+ qu = 0, en Γ0,h,

donde f ∈ C(γh;R) y q ∈ C(Γ0,h;R) satisfacen f ≥ 0, q ≥ 0, con f ̸≡ 0. Entonces,

u > 0 en Wh.
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Demostración. Por el principio del máximo discreto, u alcanza su mı́nimo en algún punto

x ∈ ∂Wh. En particular,

Dν,hu(x) ≤ 0.

Supongamos primero que Dν,hu(x) = 0. Entonces u coincide en x con su nodo vecino

interior y ∈ Wh. Como x es un punto de mı́nimo, y también lo es. Usando la ecuación

∆hu = 0 en y, se concluye que u coincide con todos sus nodos vecinos. Repitiendo este

razonamiento de forma iterativa, se deduce que u es constante en Wh.

Esto contradice las condiciones de borde, pues implicaŕıa Dν,hu ≡ 0 en ∂Wh, mientras que

por hipótesis f ̸≡ 0. Por lo tanto,

Dν,hu(x) < 0.

Si x ∈ γh, entonces Dν,hu(x) = f(x) ≥ 0, lo cual contradice la desigualdad anterior. Por

consiguiente, el punto de mı́nimo debe pertenecer a Γ0,h.

En ese caso, usando la condición de Robin discreta,

Dν,hu(x) + q(x)u(x) = 0,

y como Dν,hu(x) < 0, se tiene que q(x) > 0. Utilizando esto se deduce u(x) > 0.

Finalmente, dado que u(x) es el mı́nimo de u en Wh, se concluye que

u > 0 en Wh.

Cabe destacar que estas propiedades —el principio del máximo discreto y la positividad—

constituyen resultados de tipo cualitativo que reflejan la naturaleza eĺıptica del operador

discreto y garantizan un comportamiento controlado de las soluciones. Sin embargo, estas

propiedades no implican, por śı solas, unicidad ni estabilidad del problema inverso asociado.

En particular, como se mostró en la sección 1.3, el esquema discreto puede admitir múltiples

soluciones o coeficientes compatibles con los mismos datos de Cauchy, lo que pone de

manifiesto una obstrucción estructural propia del marco discreto. Esta coexistencia de

propiedades locales bien comportadas con la pérdida de continuación única motiva la

necesidad de herramientas más finas, capaces de capturar información cuantitativa del

problema conforme la malla se refina.

Con este marco teórico establecido, las herramientas desarrolladas se combinan para

obtener una desigualdad de Carleman discreta (Teorema 3.1.1) adaptada a este modelo.
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Dicha desigualdad, inspirada en el marco continuo desarrollado por Choulli [6, 7], constituye

el primer paso fundamental en la demostración de estabilidad. En este contexto, en el caṕıtulo

siguiente se ponen de manifiesto las primeras diferencias estructurales entre los resultados

del marco continuo y sus análogos discretos.
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Caṕıtulo 3

Desigualdad de Carleman discreta en

2D

El objetivo de este caṕıtulo es establecer una desigualdad de Carleman para el operador

laplaciano discreto en dos dimensiones definido en (2.2.1). Como se discutió en el Caṕıtulo 1,

este tipo de desigualdades constituye una herramienta fundamental para deducir un principio

de continuación única cuantificado asintótico y, en consecuencia, obtener resultados sobre la

estabilidad del problema inverso de corrosión en el marco discreto.

La desigualdad obtenida puede entenderse como una versión discreta de la Proposición 2.3

de [7], correspondiente al caso continuo, la cual se presenta a continuación:

Teorema 3.0.1 (Desigualdad de Carleman del marco continuo). Para cualquier función real

u ∈ C2(Ω), se satisface la estimación:∫
Ω

(∆φ)|u|2eφdx+

∫
Ω

(∆φ− 1)|∇u|2eφdx

≤
∫
Ω

|∆u|2eφdx+

∫
∂Ω

∂νφ(|u|2 + |∇u|2)eφdσ

+ 2

∫
∂Ω

(∂νu∆u− (∂2
12u)J∇u · ν)eφdσ,

(3.0.1)

donde J =

[
0 1

1 0

]
.

En el marco continuo, mediante una hipótesis de acotamiento en norma C2, es posible

estimar los términos de borde de (3.0.1) que no dependen de la derivada normal ∂νφ.

Siguiendo esta ĺınea, en este trabajo se busca demostrar la desigualdad bajo el supuesto
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de que la función u posee una regularidad discreta acotada; espećıficamente, se asume que

∥u∥C2(Wh)
≤ M para una constante M > 0 fija.

Esta elección permite demostrar una versión de la desigualdad de Carleman donde dichos

términos de frontera ya aparecen estimados por M , lo cual resulta suficiente para los

fines de cuantificación de la continuación única discreta. Además, este enfoque simplifica

el tratamiento de los términos de error adicionales que la discretización introduce sobre la

función peso cuyo control exige imponer una relación cŕıtica entre el parámetro de Carleman

s y el espaciado de la malla h.

La demostración se basa en la identidad para el operador laplaciano ∆ = (∂x+i∂y)(∂x−i∂y).

Dado el marco teórico introducido, contamos con la descomposición discreta ∆hΠ(u) =

(D1,h + iD2,h)(D1,h − iD2,h)Π(u), válida en Wh/2. Utilizando esta estructura, la obtención

de la desigualdad de Carleman se divide en tres etapas: en primer lugar, se establece

una desigualdad para el operador de primer orden en la malla Wh (Lema 3.2.1); a

continuación, mediante refinamiento, se aplica a los casos de Π(u) y (D1,h − iD2,h)Π(u)

en Wh/2 (Proposiciones 3.3.1 y 3.3.2 respectivamente); finalmente, se estiman y absorben los

términos de error, lo que permite concluir la desigualdad principal presentada en la sección

siguiente. El la figura 3.1 se presenta el flujo de la demostración expuesto en este párrafo.

Lema Fundamental

(Lema 3.2.1)

Estimación

pesada tipo H1

(Proposición 3.3.1)

Estimación

pesada tipo H2

(Proposición 3.3.2)

Estimación de

términos de error

(Sección 3.4)

Estimación de

Carleman discreta

(Teorema 3.1.1)

Figura 3.1: Flujo de demostración de la desigualdad de Carleman
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3.1. Resultado principal

Realizando la metodoloǵıa expuesta en el párrafo anterior, se obtiene el siguiente teorema,

el cual constituye el resultado central de este caṕıtulo:

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de Carleman discreta). Existen constantes ε > 0 y C > 0 tales

que para todo h ≤ 1 y s ≥ 1 que satisfagan sh1/2 < ε, se tiene que para cualquier función

discreta u ∈ C(Wh;R) que verifique ∥u∥C2(Wh)
≤ M , se satisface:∫

Wh

(∆φ− Cs4h2)|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− Cs4h2)|Dk,hu|2eφ

≤ (1 + Cs2h2)

∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ

+ CM
(∫

∂Wh

(|u|+ |Dν,hu|)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ
)
.

(3.1.1)

El lado izquierdo de la desigualdad corresponde a una enerǵıa discreta ponderada de

u y sus primeras diferencias finitas, ajustadas por términos de error asintóticos. El lado

derecho se descompone en tres componentes principales: una norma L2 discreta ponderada

del operador laplaciano discreto ∆hu, una serie de términos de borde ponderados por la

derivada normal ∂νφ —lo cual permite localizar las estimaciones en los nodos discretos de la

región de observación γ— y, finalmente, un término de estabilidad condicional proporcional

a la cota a priori M que controla los errores de truncamiento en la frontera.

3.2. Desigualdad para D1,2h + iD2,2h

Considerando a1 = 1 y a2 = i, definimos el operador discreto de primer orden

P2h = D1,2h + iD2,2h, (3.2.1)

aśı como la siguiente función auxiliar en la frontera,

Q(x) :=
∑
k

akνk(x). (3.2.2)

Con estas definiciones, se obtiene una desigualdad para P2h, la cual se formula en el

siguiente teorema. Aqúı, φ denota la función de peso considerada en la Sección 2.6.
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Lema 3.2.1. Dado h ≤ 1, s ≥ 1 y sh < ε0, para todo u ∈ C(Wh;C) se tiene:

E(u;Wh) + e(u;Wh) +

∫
Wh

∆φ|u|2eφ ≤
∫
Wh

|P2hu|2eφ +B(u,Wh) (3.2.3)

Con término de borde dado por:

B(u,Wh) := Re
∑
k

∫
∂Wh

(
Trj2h(uAk,2he

φ, akDk,2hū) + Trj2h(uDk,2he
φ, akAk,2hū)

)
Q

−Re

∫
∂Wh

Trk2h(u,QP2hue
φ)

(3.2.4)

y términos de error dados por:

E(u;Wh) = Re
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huDk,2hūσk,j,2h + Aj,2huDk,2hūξk,j,2h

+Dj,2huAk,2hūξj,k,2h + Aj,2huAk,2hūηk,j,2h) ,

(3.2.5)

e(u;Wh) :=
∑
k

∫
Wh

|u|2 (Ak,2h(∂kkφe
φ)− ∂kkφe

φ)−
∑
k

∫
Wh

h2|Dk,2hu|2∂kkφeφ

+
h

2

∑
k

∫
∂kWh

|u|2tr,2h(∂kkφeφ)−
h

2

∑
k

∫
∂kWh

tr,2h(|u|2)∂kkφeφ

+ 2

∫
Wh

Im(A2,2huA1,2hu)∂12φe
φ,

(3.2.6)

donde σ, ξ, η se definen en (3.2.7).

Demostración. Sea u ∈ C(Wh;C), v ∈ C(Wh;C), aplicando la fórmula de integración por

partes discretas (Teorema 2.4.1) y propiedades de operadores discretos (Corolario 2.4.1) se

tiene∫
Wh

P2huve
φ =

2∑
k=1

∫
Wh

akDk,2huve
φ,

=
2∑

k=1

(
−
∫
Wh

akuDk,2h(ve
φ) +

∫
∂kWh

ak Tr
k
2h(u, ve

φ)νk

)
,

=
2∑

k=1

(
−
∫
Wh

aku(Dk,2hvAk,2h(e
φ) + Ak,2hvDk,2h(e

φ)) +

∫
∂kWh

ak Tr
k
2h(u, ve

φ)νk

)
.

Reemplazando v por P2hu, se obtiene∫
Wh

|P2hu|2eφ =
∑
k

∫
∂kWh

(akνk) Tr
k
2h(u, P2hue

φ)

+
∑
k,j

−akaj

∫
Wh

u (Dk,2hDj,2hūAk,2he
φ + Ak,2hDj,2hūDk,2he

φ)︸ ︷︷ ︸
=:X1

.
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Luego, desarrollamos el término X1 mediante una integración por partes respecto al ı́ndice

j, obteniendo la siguiente igualdad:

X1 =
∑
k,j

−akaj

∫
∂jWh

(
Trj2h(uAk,2he

φ, Dk,2hū) + Trj2h(uDk,2he
φ, Ak,2hū)

)
νj

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2h(uAk,2he
φ)Dk,2hū+Dj,2h(uDk,2he

φ)Ak,2hū) ,

de la cual podemos expandir el integrando de la última ĺınea, obteniendo aśı

X1 =
∑
k,j

−akaj

∫
∂jWh

(
Trj2h(uAk,2he

φ, Dk,2hū) + Trj2h(uDk,2he
φ, Ak,2hū)

)
νj

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huAj,2hAk,2he
φDk,2hū+ Aj,2huAk,2hDj,2he

φDk,2hū)

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huAj,2hDk,2he
φAk,2hū+ Aj,2huDj,2hDk,2he

φAk,2hū) .

Con el fin de simplificar la notación, se definen las siguientes cantidades:

σk,j,2h := Aj,2hAk,2he
φ − eφ = O((sh)2)eφ,

ξk,j,2h := Ak,2hDj,2he
φ − ∂jφe

φ = sO((sh)2)eφ,

ηk,j,2h := Dj,2hDk,2he
φ − ∂jkφe

φ − ∂jφ∂kφe
φ = s2O((sh)2)eφ.

(3.2.7)

donde los términos asintóticos O se deducen del Teorema 2.6.1. Con estas definiciones,

podemos escribir el término X1 de la siguiente forma:

X1 =
∑
k,j

−akaj

∫
∂jWh

(
Trj2h(uAk,2he

φ, Dk,2hū) + Trj2h(uDk,2he
φ, Ak,2hū)

)
νj

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huDk,2hūe
φ + Aj,2huDk,2hū∂jφe

φ)

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huAk,2hū∂kφe
φ + Aj,2huAk,2hū∂kφ∂jφe

φ)

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

Aj,2huAk,2hū∂jkφe
φ

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huDk,2hūσk,j,2h + Aj,2huDk,2hūξk,j,2h)

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huAk,2hūξj,k,2h + Aj,2huAk,2hūηk,j,2h) .

Notamos que los términos de la segunda y tercera ĺınea se completan en un cuadrado, con
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esto se obtiene

X1 =
∑
k,j

−akaj

∫
∂jWh

(
Trj2h(uAk,2he

φ, Dk,2hū) + Trj2h(uDk,2he
φ, Ak,2hū)

)
νj

+

∫
Wh

∣∣∣∣∣∑
j

(ajDj,2hu+ aj∂jφAj,2hu)

∣∣∣∣∣
2

eφ

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

Aj,2huAk,2hū∂jkφe
φ

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huDk,2hūσk,j,2h + Aj,2huDk,2hūξk,j,2h)

+
∑
k,j

akaj

∫
Wh

(Dj,2huAk,2hūξj,k,2h + Aj,2huAk,2hūηk,j,2h) .

Las ultimas dos ĺıneas corresponden al término de error E(u;Wh), el cual se define en (3.2.5).

Volviendo a la estimación general y despreciando el término cuadrático no negativo de X1,

se deduce la siguiente desigualdad:

E(u;Wh) + Re
∑
k,j

akaj

∫
Wh

Aj,2huAk,2hū∂jkφe
φ

≤
∫
Wh

|P2hu|2eφ +Re
∑
k,j

akaj

∫
∂jWh

(
Trj2h(uAk,2he

φ, Dk,2hū) + Trj2h(uDk,2he
φ, Ak,2hū)

)
νj

− Re
∑
k

∫
∂kWh

(akνk) Tr
k
2h(u, P2hue

φ).

Desarrollando el segundo término de la primera ĺınea en la desigualdad anterior, se tiene

Re
2∑

k,j=1

akaj

∫
Wh

Aj,2huAk,2hū∂jkφe
φ =

2∑
k=1

∫
Wh

|Ak,2hu|2∂kkφeφ+2

∫
Wh

Im(A2,2huA1,2hu)∂12φe
φ,

aplicando las identidades discretas del Corolario 2.4.1 y, posteriormente, la fórmula de

integración por partes para el promedio (Teorema 2.4.2), se deduce∫
Wh

|Ak,2hu|2∂kkφeφ =

∫
Wh

(
Ak,2h(|u|2)− h2|Dk,2hu|2

)
∂kkφe

φ

=

∫
Wh

(|u|2Ak,2h(∂kkφe
φ)− h2|Dk,2hu|2∂kkφeφ)

+
h

2

∫
∂kWh

|u|2tr,2h(∂kkφeφ)−
h

2

∫
∂kWh

tr,2h(|u|2)∂kkφeφ,

obteniendo aśı la siguiente estimación:

Re
2∑

k,j=1

akaj

∫
Wh

Aj,2huAk,2hū∂jkφe
φ =

∫
Wh

|u|2∆φeφ + e(u;Wh),
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donde e(u;Wh) es definido en (3.2.6). Finalmente, utilizando la estimación anterior en la

desigualdad general, se concluye

E(u;Wh) +

∫
Wh

∆φ|u|2eφ + e(u;Wh) ≤
∫
Wh

|P2hu|2eφ +B(u,Wh), (3.2.8)

con B(u,Wh) definido en (3.2.4).

3.3. Formulación preliminar del Carleman

Primera desigualdad

Proposición 3.3.1. Dado h ≤ 1, s ≥ 1 y sh < ε0, para todo u ∈ C(Wh;C), se tiene

4E(Π(u);Wh/2) + 4e(Π(u);Wh/2) +

∫
Wh

∆φ|u|2eφ

≤
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ +
(
O(sh) + sO((sh)2)

) ∫
∂Wh

|u|2eφ

+O(sh)

∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ.

(3.3.1)

Demostración. Aplicamos el Lema 3.2.1 a la función discreta Π(u) en la malla Wh/2,

obteniendo

E(Π(u);Wh/2) + e(Π(u);Wh/2) +

∫
Wh/2

∆φ|Π(u)|2eφ ≤
∫
Wh/2

|PhΠ(u)|2eφ +B(Π(u),Wh/2).

Usando la propiedad de extensión (2.5.3) y el cambio de integral de la Proposición 2.5.5 se

tiene

E(Π(u);Wh/2) + e(Π(u);Wh/2) +
1

4

∫
Wh

∆φ|u|2eφ ≤ 1

4

∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ +B(Π(u),Wh/2).

Ahora estimamos los términos de borde. Al desarrollar la parte real, se tiene

B(Π(u),Wh/2) = −
∫
∂Wh/2

Trh(Π(u), (D1,hΠ(u)ν1 +D2,hΠ(u)ν2)e
φ)

+

∫
∂Wh/2

(Trh(Π(u)A1,he
φ, D1,hΠ(u)) + Trh(Π(u)D1,he

φ, A1,hΠ(u)))ν1

+

∫
∂Wh/2

(Trh(Π(u)A2,he
φ, D2,hΠ(u)) + Trh(Π(u)D2,he

φ, A2,hΠ(u)))ν2.
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Usando el hecho de que tr,hΠ(u) ≡ 0 en la frontera, consecuencia de las propiedades de la

extensión Π(u), se tiene

2B(Π(u),Wh/2) =

∫
∂Wh/2

Π(u)tr,hD1,hΠ(u)ν1(A1,he
φ − tr,he

φ)

+

∫
∂Wh/2

Π(u)tr,hD2,hΠ(u)ν2(A2,he
φ − tr,he

φ)

+

∫
∂Wh/2

Π(u)tr,hA1,hΠ(u)D1,he
φν1 +Π(u)tr,hA2,hΠ(u)D2,he

φν2.

Mediante las identidades (A − tr,h)e
φ = (O(sh) + O((sh)3))eφ, tkr,hAk,hΠ(u) = Π(u) −

h
2
Dν,hΠ(u) y Dk,he

φ = ∂kφe
φ + sO((sh)2)eφ, podemos estimar las integrales anteriores,

obteniendo

2B(Π(u),Wh/2) ≤ (O(sh) +O((sh)3))

∫
∂M(h)

(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ

+

∫
∂Wh/2

∂nφ|Π(u)|2eφ +O((sh)3)

∫
∂Wh

(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ

+ sO((sh)2)

∫
∂Wh

|u|2eφ.

Por tanto, juntando las anteriores estimaciones, se tiene la siguiente desigualdad, válida para

s ≥ 1, h < 1 y sh < ε0:

4E(Π(u);Wh/2) + 4e(Π(u);Wh/2) +

∫
Wh

∆φ|u|2eφ

≤
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ + (O(sh) +O((sh)3) + sO((sh)2))

∫
∂Wh

|u|2eφ

+ (O(sh) +O((sh)3))

∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ.

Absorbiendo O((sh)3) por O(sh) se concluye.
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Segunda desigualdad

Proposición 3.3.2. Dado h ≤ 1, s ≥ 1 y sh < ε0, para todo u ∈ C(Wh;C) tal que

∥u∥C2(Wh)
≤ M , se tiene

4E(P hΠ(u);Wh/2) + 4e(P hΠ(u);Wh/2) +
∑
k

∫
W∗

h,k

∆φ|Dk,hu|2eφ

≤
∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|2∂nφeφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2∂nφeφ

+ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)

+
1

4
(2 +O(sh) +O((sh)2) +O((sh)4))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+
1

4
(2 +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|eφ + |Z1|.

(3.3.2)

donde Z1 se define en (3.3.5).

Demostración. Aplicamos el Lema 3.2.1 a la función discreta P hΠ(u) en la malla Wh/2,

obteniendo

E(P hΠ(u);Wh/2) + e(P hΠ(u);Wh/2) +

∫
Wh/2

∆φ|P hΠ(u)|2eφ

≤
∫
Wh/2

|PhP hΠ(u)|2eφ +B(P hΠ(u),Wh/2).

Utilizando (2.5.4) y un cambio de integral (ver proposición 2.5.5) se deduce∫
Wh/2

|PhPhΠ(u)|2eφ =
1

4

∫
Wh

|∆hu|2eφ. (3.3.3)

De forma similar, debido a la propiedad (2.5.3), se tiene∫
Wh/2

∆φ|PhΠ(u)|2eφ =
1

4

∑
k

∫
W∗

h,k

∆φ|Dk,hu|2eφ. (3.3.4)

Estimamos el término de bordeB(PhΠ(u),Wh/2) por partes, para esto se definen los siguientes

términos:

Y1 = −Re

∫
∂Wh/2

Trh(PhΠ(u), QPhPhΠ(u)e
φ),

Y2 =
∑
k

Re

∫
∂Wh/2

Trh(QPhΠ(u)Ak,he
φ, akDk,hPhΠ(u)),

46



Y3 =
∑
k

Re

∫
∂Wh/2

Trh(QPhΠ(u)Dk,he
φ, akAk,hPhΠ(u)).

Desarrollando la parte real en el término Y1, se tiene

Y1 = −1

4

∫
∂Wh

Dν,hΠ(u)Dττ,hΠ(u)tr,he
φ.

Debido a la desigualdad ∥Π(u)∥C2(Wh)
≤ M y a la expansión asintótica de tr,he

φ , tenemos

la siguiente estimación para Y1:

Y1 ≤
1

4
(1 +O(sh))M

∫
Wh

|Dν,hu|eφ.

Observación 3.3.1. Debido a la Proposición 2.5.4, ∥u∥C2(Wh)
≤ M/3 implica

∥Π(u)∥C2(Wh)
≤ M.

Desarrollando la parte real del término Y2, se tiene

Y2 =

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν1 −D2,hΠ(u)ν2)A1,he
φ, D11,hΠ(u))

+

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)A1,he
φ, D12,hΠ(u))

+

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν1 −D2,hΠ(u)ν2)A2,he
φ,−D22,hΠ(u))

+

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)A2,he
φ, D12,hΠ(u)).

Por propiedades de la extensión, ciertas trazas son nulas, obteniendo aśı

Y2 =

∫
∂Wh/2

−1

2
tr,hD2,hΠ(u)ν2D11,hΠ(u)tr,hA1,he

φ

+

∫
∂Wh/2

1

2
(D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)tr,hD12,hΠ(u)A1,he

φ

+

∫
∂Wh/2

−1

2
tr,hD1,hΠ(u)ν1D22,hΠ(u)tr,hA2,he

φ

+

∫
∂Wh/2

1

2
(D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)tr,hD12,hΠ(u)A2,he

φ.

Agrupando las integrales, podemos escribir la estimación anterior de la siguiente forma:

Y2 = −1

4

∫
∂Wh

Dν,huDττ,hΠ(u)tr,hAτ,he
φ

+
1

2

∫
∂Wh/2

(D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)tr,hD12,hΠ(u)(A2,he
φ + A1,he

φ).
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Debido a las identidades tr,hAτ,he
φ = eφ(1 +O((sh))), A2,he

φ + A1,he
φ = 2eφ(1 +O((sh)2))

y ∥Π(u)∥C2(Wh)
≤ M , podemos acotar las integrales anteriores, obteniendo

Y2 ≤
1

4
(1 +O(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ +
1

4
2(1 +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ.

Desarrollando la parte real del término Y3, se tiene

Y3 =

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν1 −D2,hΠ(u)ν2)D1,he
φ, A1,hD1,hΠ(u))

+

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)D1,he
φ, A1,hD2,hΠ(u))

+

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν1 −D2,hΠ(u)ν2)D2,he
φ,−A2,hD2,hΠ(u))

+

∫
∂Wh/2

Trh((D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)D2,he
φ, A2,hD1,hΠ(u)).

Por propiedades de la extensión, ciertas trazas son nulas, obteniendo aśı

Y3 =

∫
∂Wh/2

1

2
tr,h(D1,hΠ(u)ν1 −D2,hΠ(u)ν2)A1,hD1,hΠ(u)tr,hD1,he

φ

+
1

2

∫
∂Wh/2

(D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φ

−
∫
∂Wh/2

1

2
tr,h(D1,hΠ(u)ν1 −D2,hΠ(u)ν2)A2,hD2,hΠ(u)tr,hD2,he

φ

+

∫
∂Wh/2

1

2
(D1,hΠ(u)ν2 +D2,hΠ(u)ν1)tr,hA2,hD1,hΠ(u)D2,he

φ.

Aplicando, propiedades de extensión por cero y cambios de malla en el dominio de las

integrales, se tiene

Y3 =
1

4

∫
∂1Wh

|Dν,hu|2tr,hD1,he
φν1 +

1

4

∫
(∂1Wh)

∗
2

D2,hΠ(u)tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φν1

+
1

4

∫
∂2W∗

h

D1,hΠ(u)ν2tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φ

− 1

4

∫
∂2Wh

tr,hD2,hΠ(u)ν2A1,hD1,hΠ(u)tr,hD1,he
φ

+
1

4

∫
∂2Wh

|Dν,hu|2tr,hD2,he
φν2 +

1

4

∫
(∂2Wh)

∗
1

D1,hΠ(u)tr,hA2,hD1,hΠ(u)D2,he
φν2

+
1

4

∫
∂1W∗

h

D2,hΠ(u)ν1tr,hA2,hD1,hΠ(u)D2,he
φ

− 1

4

∫
∂1Wh

tr,hD1,hΠ(u)ν1A2,hD2,hΠ(u)tr,hD2,he
φ.
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Por otro lado, mediante la fórmula de integraciones por partes en la frontera para el operador

promedio (ver Lema A.0.1), se tiene∫
∂2W∗

h

D1,hΠ(u)ν2tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φ

=

∫
∂2Wh

A1,h(D1,hΠ(u)D1,he
φ)tr,hD2,hΠ(u)ν2 +

h

2

∑
∂1∂2Wh

t2r,hD2,hΠ(u)t
1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2,

para estimar la segunda integral utilizamos la siguiente expansión asintótica:

A1,h(D1,hΠ(u)D1,he
φ) = A1,hD1,hΠ(u)A1,hD1,he

φ +
h2

4
D11,hΠ(u)D11,he

φ

= A1,hD1,hΠ(u)(∂1φe
φ + sO((sh)2)eφ) +

h2

4
D11,hΠ(u)(∂11e

φ + s2O((sh)2)eφ)

y tr,hD1,he
φ = ∂1φe

φ + sO(sh)eφ, obteniendo

1

4

∫
∂2W∗

h

D1,hΠ(u)ν2tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φ − 1

4

∫
∂2Wh

tr,hD2,hΠ(u)ν2A1,hD1,hΠ(u)tr,hD1,he
φ

=

∫
∂2Wh

tr,hD2,hΠ(u)ν2A1,hD1,hΠ(u)(sO((sh)2)− sO(sh))eφ

+
h2

4

∫
∂2Wh

tr,hD2,hΠ(u)ν2D11,hΠ(u)(∂11e
φ + s2O((sh)2)eφ)

+
h

2

∑
∂1∂2Wh

t2r,hD2,hΠ(u)t
1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2.

Acotando el lado derecho en la estimación anterior, se tiene

1

4

∫
∂2W∗

h

D1,hΠ(u)ν2tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φ − 1

4

∫
∂2Wh

tr,hD2,hΠ(u)ν2A1,hD1,hΠ(u)tr,hD1,he
φ

≤ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂2Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
∂2W∗

h

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)

+ (O((sh)2) +O((sh)4))

∫
∂2Wh

|tr,hD2,hΠ(u)ν2||D11,hΠ(u)|eφ

+
h

2

∑
∂1∂2Wh

t2r,hD2,hΠ(u)t
1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2.

Debido a la simetŕıa en los ı́ndices 1 y 2 del procedimiento previo, la siguiente estimación

también es válida:

1

4

∫
∂1W∗

h

D2,hΠ(u)ν1tr,hA2,hD1,hΠ(u)D2,he
φ − 1

4

∫
∂1Wh

tr,hD1,hΠ(u)ν1A2,hD2,hΠ(u)tr,hD2,he
φ

≤ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂1Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
∂1W∗

h

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)
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+ (O((sh)2) +O((sh)4))

∫
∂1Wh

|tr,hD1,hΠ(u)ν1||D22,hΠ(u)|eφ

+
h

2

∑
∂2∂1Wh

t1r,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)D2,he

φ)ν1.

Con el fin de simplificar notación se define:

Z1 : =
h

2

∑
∂1∂2Wh

t2r,hD2,hΠ(u)t
1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2

+
h

2

∑
∂2∂1Wh

t1r,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)D2,he

φ)ν1.

(3.3.5)

Por tanto, con las estimaciones anteriores, se deduce la siguiente desigualdad para el

término Y3:

Y3 ≤
1

4

∫
∂1Wh

|Dν,hu|2tr,hD1,he
φν1 +

1

4

∫
(∂1Wh)

∗
2

D2,hΠ(u)tr,hA1,hD2,hΠ(u)D1,he
φν1

+
1

4

∫
∂2Wh

|Dν,hu|2tr,hD2,he
φν2 +

1

4

∫
(∂2Wh)

∗
1

D1,hΠ(u)tr,hA2,hD1,hΠ(u)D2,he
φν2

+ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)

+ (O((sh)2) +O((sh)4))

∫
∂Wh

|Dν,hu||Dττ,hΠ(u)|eφ + Z1.

Aplicando las identidades tr,hAν,hDτ,hΠ(u) = Dτ,hΠ(u) − h
2
Dν,hDτ,hΠ(u) y ∥u∥C2(Wh)

≤ M ,

se tiene

Y3 ≤
1

4

∫
∂Wh

|Dν,hu|2∂nφeφ +
1

4

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2∂nφeφ

+ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)

+ (O(sh) +O((sh)2) +O((sh)4))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ + Z1.

Finalmente, se estima el término frontera B(P hΠ(u),Wh/2) utilizando las estimaciones

para Y1, Y2 y Y3, obteniéndose aśı

|B(P hΠ(u),Wh/2)| ≤
1

4

∫
∂Wh

|Dν,hu|2∂nφeφ +
1

4

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2∂nφeφ

+ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)

+
1

4
(2 +O(sh) +O((sh)2) +O((sh)4))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+
1

4
(2 +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|eφ + |Z1|.
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Por ende, se concluye la siguiente desigualdad:

4E(P hΠ(u);Wh/2) + 4e(P hΠ(u);Wh/2) +
∑
k

∫
W∗

h,k

∆φ|Dk,hu|2eφ

≤
∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|2∂nφeφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2∂nφeφ

+ (sO((sh)2) + sO(sh))(

∫
∂Wh

|Dν,hΠ(u)|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ)

+
1

4
(2 +O(sh) +O((sh)2) +O((sh)4))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+
1

4
(2 +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|eφ + |Z1|.

Desigualdad pre-estimaciones de error

Sumando las desigualdades (3.3.1) y (3.3.2) se obtiene la siguiente desigualdad de Carleman

preliminar:

4E(Π(u);Wh/2) + 4e(Π(u);Wh/2) + 4E(P hΠ(u);Wh/2) + 4e(P hΠ(u);Wh/2)

+

∫
Wh

∆φ|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1)|Dk,hu|2eφ

≤
∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|2∂nφeφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2∂nφeφ

+ (O(sh) + sO((sh)2))M

∫
∂Wh

|u|eφ + (2 +O(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+ (2 +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|eφ + |Z1|.

(3.3.6)

Para poder cerrar esta desigualdad es necesario obtener estimaciones de los términos

de error. En particular, la siguiente sección se dedica a estimar los términos

E(Π(u);Wh/2), e(Π(u);Wh/2),E(P hΠ(u);Wh/2) y e(P hΠ(u);Wh/2).

3.4. Estimaciones de error

En esta sección se estiman los diversos términos de error que aparecen en las proposiciones

3.3.1 y 3.3.2.
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Estimación de E(Π(u);Wh/2): Como Π(u) es real, los términos con j ̸= k se anulan,

al ser imaginarios puros. De este modo,

E(Π(u);Wh/2) =
1

4

∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2σk,k,h + 2Ak,huDk,huξk,k,h + |Ak,hu|2ηk,k,h.

Usando la expansión asintótica de σ, ξ y η vista en (3.2.7), se tiene

|E(Π(u);Wh/2)| ≤
1

4

∑
k

O((sh)2)

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ +O((sh)2)

∫
W∗

h,k

s|Ak,hu||Dk,hu|eφ

+ s2O((sh)2)

∫
W∗

h,k

|Ak,hu|2eφ.

Aplicando la desigualdad s|Ak,hu||Dk,hu| ≤ s2|Ak,hu|2 + |Dk,hu|2 en la estimación

anterior, se deduce

|E(Π(u);Wh/2)| ≤
1

4

∑
k

O((sh)2)

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ + s2O((sh)2)

∫
W∗

h,k

|Ak,hu|2eφ.

Utilizando la desigualdad del operador promedio |Ak,h(v)|2 ≤ Ak,h(|v|2) y la fórmula de

integración por partes, se tiene∫
W∗

h,k

|Ak,hu|2eφ ≤
∫
W∗

h,k

Ak,h(|u|2)eφ =

∫
Wh

|u|2Ak,he
φ +

h

2

∫
∂kWh

|u|2tkr,heφ,

desde el cual, mediante estimaciones asintóticas, obtenemos∫
W∗

h,k

|Ak,hu|2eφ ≤ (1 +O((sh)2))

∫
Wh

|u|2eφ +
h

2
(1 +O(sh))

∫
∂kWh

|u|2eφ.

Por tanto, volviendo al término de error, se tiene la siguiente estimación:

|E(Π(u);Wh/2)| ≤ O((sh)2)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ + s2O((sh)2)(1 +O((sh)2))

∫
Wh

|u|2eφ

+ s2hO((sh)2)(1 +O(sh))
∑
k

∫
∂kWh

|u|2eφ.

Finalmente, debido a la notación O, la estimación anterior puede escribirse como

|E(Π(u);Wh/2)| ≤ O((sh)2)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ + s2O((sh)2)

∫
Wh

|u|2eφ

+ sO((sh)3)
∑
k

∫
∂kWh

|u|2eφ.

Estimación de e(Π(u);Wh/2): Debido a que Π(u) es real, se tiene

Im(A2,hΠ(u)A1,hΠ(u)) = 0.
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Por otro lado, debido a la extensión por ceros, se cumple que tr,hΠ(u) = 0 en ∂Wh/2.

En consecuencia, se obtiene

e(Π(u);Wh/2) =
∑
k

1

4

∫
Wh

|u|2(Ak,h(∂kkφe
φ)− ∂kkφe

φ)− 1

4

∫
W∗

h,k

h2|Dk,2hu|2∂kkφeφ

+
h

4

∫
∂kWh

|u|2tr,h(∂kkφeφ).

Aplicando la expansión asintótica (Ak,h(∂kkφe
φ)− ∂kkφe

φ) = sO((sh)2)eφ y acotando

|e(Π(u);Wh/2)| ≤ sO((sh)2)

∫
Wh

|u|2eφ + hO(sh)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,2hu|2eφ

+O(sh)
∑
k

∫
∂kWh

|u|2eφ.

Estimación de E(PhΠ(u);Wh/2): Por definición,

E(PhΠ(u);Wh/2) =Re
∑
k,j,i,ℓ

akajaiaℓ

∫
Wh/2

(Dj,hDi,hΠ(u)Dk,hDℓ,hΠ(u)σk,j,h

+ Aj,hDi,hΠ(u)Dk,hDℓ,hΠ(u)ξk,j,h +Dj,hDi,hΠ(u)Ak,hDℓ,hΠ(u)ξj,k,h

+ Aj,hDi,hΠ(u)Ak,hDℓ,hΠ(u)ηk,j,h)

Aplicando desigualdad de Young y la expansión asintótica de σ, ξ y η (3.2.7):

|E(PhΠ(u);Wh/2)|

≤
∫
Wh/2

[
O((sh)2)|H(Π(u))|2eφ +O((sh)2)(s2

∑
k,j

|Ak,hDj,hΠ(u)|2 + |H(Π(u))|2)eφ

+ s2O((sh)2)
∑
k,j

|Ak,hDj,hΠ(u)|2eφ
]

donde H(Π(u)) es el análogo discreto de la matriz Hessiana, es decir,

|H(Π(u))| =
2∑

k,j=1

|Dk,hDj,hΠ(u)|2.

Juntando términos, se obtiene:

|E(PhΠ(u);Wh/2)| ≤ O((sh)2)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

+ s2O((sh)2)
∑
k,j

∫
Wh/2

|Ak,hDj,hΠ(u)|2eφ
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Utilizando la desigualdad del promedio |Ak,h(v)|2 ≤ Ak,h(|v|2), la fórmula de integración

por partes del promedio junto con el hecho de que una integral de borde resultante es

negativa y la otra se anula, se tiene:∫
Wh/2

|Ak,hDk,hΠ(u)|2eφ ≤ (1 +O((sh)2))

∫
Wh/2

|Dk,hΠ(u)|2eφ (3.4.1)

Mientras que para k ̸= j se obtiene:∫
Wh/2

|Ak,hDj,hΠ(u)|2eφ ≤ (1 +O((sh)2))

∫
Wh/2

|Dj,hΠ(u)|2eφ

+
(h
2
+ hO(sh)

)∫
∂kWh/2

|Dj.hΠ(u)|2eφ

Juntando las estimaciones anteriores y, cuando es posible, cambiando el dominio de las

integrales de h/2 a h se tiene:

|E(PhΠ(u);Wh/2)| ≤O((sh)2)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ + s2O((sh)2)
2∑

k=1

∫
W∗

h,k

|Dk,hΠ(u)|2eφ

+ sO((sh)3)

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ

Estimación de e(PhΠ(u);Wh/2): Debido a que la norma dentro de los integrando es

la norma compleja, se tiene:

e(PhΠ(u);Wh/2) =
2∑

k=1

1

4

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2
∑
j

(Aj,2h(∂jjφe
φ)− ∂jjφe

φ)

−
2∑

k,j=1
k ̸=j

∫
Wh

h2(|Dk,hDk,hu|2 + |Dk,hDj,hu|2)∂kkφeφ

+
h

4

2∑
k,j=1
k ̸=j

∫
(∂kWh)

∗
j

|Dτu|2tr,h(∂kkφeφ)

− h

4

2∑
k=1

∫
∂kWh

|Dν,hu|2∂kkφeφ

+ 2

∫
Wh/2

Im(A2,hP hΠ(u)A1,hPhΠ(u))∂12φe
φ.
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Acotando integrales mediante estimaciones asintóticas, excepto la última integral, se

tiene:

|e(PhΠ(u);Wh/2)| ≤sO((sh)2)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ + hO(sh)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

+O(sh)(

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|2eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ)

+ 2
∣∣∣ ∫

Wh/2

Im(A2,hP hΠ(u)A1,hPhΠ(u))∂12φe
φ
∣∣∣.

Ahora estimamos la última integral, debido a la parte imaginaria se tiene:∫
Wh/2

Im(A2,hP hΠ(u)A1,hPhΠ(u))∂12φe
φ =

∫
Wh/2

A2,hD1,hΠ(u)A1,hD2,hΠ(u)∂12φe
φ

−
∫
Wh/2

A2,hD2,hΠ(u)A1,hD1,hΠ(u)∂12φe
φ.

Aplicando la fórmula de integración por partes para el operador promedio discreto,

junto con identidades del Cálculo discreto y la anulación de las integrales de borde

debida a la extensión nula, se deduce:∫
Wh/2

A2,hD1,hΠ(u)A1,hD2,hΠ(u)∂12φe
φ

=

∫
Wh/2

A1,hD1,hΠ(u)A2,hD2,hΠ(u)A1,hA2,h(∂12φe
φ)

+
h2

4

∫
Wh/2

D2,hΠ(u)A2,hD1,hD1,hΠ(u)D1,h(∂12φe
φ)

+
h2

4

∫
Wh/2

A1,hD1,hΠ(u)D2,hD2,hΠ(u)A1,hD2,h(∂12φe
φ)

+
h

2

∫
∂1Wh/2

D2,hΠ(u)t
1
r,h(A2,hD1,hΠ(u)∂12φe

φ)

+
h

2

∫
∂2Wh/2

A1,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)A1,h(∂12φe

φ)).

Para balancear términos, integramos por partes el operador promedio en

D2,hΠ(u)A2,hD1,hD1,hΠ(u)D1,h(∂12φe
φ) donde una integral de borde resultante se anula
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por extensión por cero, obteniendo:∫
Wh/2

A2,hD1,hΠ(u)A1,hD2,hΠ(u)∂12φe
φ

=

∫
Wh/2

A1,hD1,hΠ(u)A2,hD2,hΠ(u)A1,hA2,h(∂12φe
φ)

+
h2

4

∫
Wh/2

A2,hD2,hΠ(u)D1,hD1,hΠ(u)A2,hD1,h(∂12φe
φ)

+
h2

4

∫
Wh/2

A1,hD1,hΠ(u)D2,hD2,hΠ(u)A1,hD2,h(∂12φe
φ)

+
h4

16

∫
Wh/2

D1,hD1,hΠ(u)D2,hD2,hΠ(u)D1,hD2,h(∂12φe
φ)

+
h3

8

∫
∂2Wh/2

D1,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)D1,h(∂12φe

φ))

+
h

2

∫
∂1Wh/2

D2,hΠ(u)t
1
r,h(A2,hD1,hΠ(u)∂12φe

φ)

+
h

2

∫
∂2Wh/2

A1,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)A1,h(∂12φe

φ)).

Utilizando las siguientes expansiones asintóticas

A1,hA2,h(∂12φe
φ) = ∂12φe

φ + sO((sh)2)eφ,

A2,hD1,h(∂12φe
φ) = ∂1(∂12φe

φ) + s2O((sh)2)eφ,

A1,hD2,h(∂12φe
φ) = ∂2(∂12φe

φ) + s2O((sh)2)eφ,

D1,hD2,h(∂12φe
φ) = ∂12(∂12φe

φ) + s3O((sh)2)eφ,

t1r,h(∂12φe
φ) = ∂12φe

φ + sO((sh))eφ,

t2r,hA1,h(∂12φe
φ) = ∂12φe

φ + sO((sh))eφ,

t2r,hD1,h(∂12φe
φ) = ∂1(∂12φe

φ) + s2O(sh)eφ.
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Se obtiene la siguiente estimación de la integral con parte imaginaria

2
∣∣∣ ∫

Wh/2

Im(A2,hP hΠ(u)A1,hPhΠ(u))∂12φe
φ
∣∣∣

≤ sO((sh)2)

∫
Wh/2

|A1,hD1,hΠ(u)||A2,hD2,hΠ(u)|eφ

+O((sh)2)

∫
Wh/2

|A2,hD2,hΠ(u)||D1,hD1,hΠ(u)|eφ

+O((sh)2)

∫
Wh/2

|A1,hD1,hΠ(u)||D2,hD2,hΠ(u)|eφ

+ hO((sh)3)

∫
Wh/2

|D1,hD1,hΠ(u)||D2,hD2,hΠ(u)|eφ

+ hO((sh)2)

∫
∂2Wh/2

|D1,hD1,hΠ(u)||t2r,hD2,hΠ(u)|eφ

+O(sh)

∫
∂1Wh/2

|D2,hΠ(u)||A2,ht
1
r,hD1,hΠ(u)|eφ

+O(sh)

∫
∂2Wh/2

|A1,hD1,hΠ(u)||t2r,hD2,hΠ(u)|eφ.

Para las integrales de borde utilizamos ∥Π(u)∥C2(Wh)
≤ M , la primera y cuarta integral

se estima con desigualdad de Young, mientras que para la segunda y tercera se aplica

Young quitando un factor s a la segunda diferencia finita, obteniendo:

2
∣∣∣ ∫

Wh/2

Im(A2,hP hΠ(u)A1,hPhΠ(u))∂12φe
φ
∣∣∣

≤ sO((sh)2)
2∑

k=1

∫
Wh/2

|Ak,hDk,hΠ(u)|2eφ

+ hO((sh))

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

+ hO((sh)3)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

+MhO((sh)2)

∫
∂2Wh/2

|t2r,hD2,hΠ(u)|eφ

+MO(sh)

∫
∂1Wh/2

|D2,hΠ(u)|eφ

+MO(sh)

∫
∂2Wh/2

|t2r,hD2,hΠ(u)|eφ.
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Para estimar las integrales con Ak,hDk,hΠ(u), podemos utilizar (3.4.1), obteniendo:

2
∣∣∣ ∫

Wh/2

Im(A2,hP hΠ(u)A1,hPhΠ(u))∂12φe
φ
∣∣∣ ≤ sO((sh)2)

2∑
k=1

∫
Wh/2

|Dk,hΠ(u)|2eφ

+ hO((sh))

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

+MO(sh)

∫
∂1Wh/2

|D2,hΠ(u)|eφ

+MO(sh)

∫
∂2Wh/2

|t2r,hD2,hΠ(u)|eφ.

Por ende, se concluye la siguiente estimación:

|e(PhΠ(u);Wh/2)| ≤sO((sh)2)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ + hO(sh)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

+O(sh)(

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|2eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ)

+MO(sh)(

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hu|2eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ).

3.5. Conclusión de la desigualdad

En esta sección se realiza la demostración de la desigualdad de Carleman Teorema 3.1.1.

Demostración Teorema 3.1.1. Definimos el siguiente término:

I1 := 4E(Π(u);Wh/2) + 4e(Π(u);Wh/2) + 4E(P hΠ(u);Wh/2) + 4e(P hΠ(u);Wh/2).

Debido a las estimaciones de la sección anterior, se tiene la siguiente estimación inferior para

el término I1:

I1 ≥− (s2O((sh)2) + sO((sh)2))

∫
Wh

|u|2eφ

− (O((sh)2) + hO(sh) + s2O((sh)2) + sO((sh)3) + sO(sh)2)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ

− (O((sh)2) + hO(sh))

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

− (sO((sh)3) +O(sh))

∫
∂Wh

|u|2eφ

− (sO((sh)3) +O(sh))

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ

−O(sh)

∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ.
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En particular, estas estimaciones inferiores se entienden como estrictamente negativas.

Volviendo a la desigualdad (3.3.6) y considerando la jerarqúıa entre los O, se tiene∫
Wh

(∆φ− s2O((sh)2))|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− sO((sh)3)− s2O((sh)2))|Dk,hu|2eφ

≤
∫
Wh

|∆hu|2eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ

+

∫
∂Wh

∂nφ|Dν,hu|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ

+ (O(sh) + sO((sh)2))M

∫
∂Wh

|u|eφ + (2 +O(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+
1

4
(2 + sO((sh)3) +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ + |Z1|.

(3.5.1)

Acotando el término Z1 con el resultado auxiliar Lema A.0.4, se deduce

∫
Wh

(∆φ− s2O((sh)2))|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− sO((sh)3)− s2O((sh)2))|Dk,hu|2eφ

≤
∫
Wh

|∆hu|2eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ

+

∫
∂Wh

∂nφ|Dν,hu|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ

+ (O(sh) + sO((sh)2))M

∫
∂Wh

|u|eφ + (O(1) + sO(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+ (2 + sO((sh)3) +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ.

(3.5.2)

Utilizando la estimación auxiliar del Hessiano expuesto en el Lema A.0.3, se elige εH tal que,

se tenga la siguiente desigualdad para sh < εH :

1

4

∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ ≤s2O(1)
∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ +
1

4

∫
Wh

|∆hu|2eφ

+
1

2
M(1 +O(sh))

(∫
∂Wh

|Dν,hu|2eφ +

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|2eφ
)
.

(3.5.3)
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Aplicamos la estimación anterior en la desigualdad (3.5.2), deduciendo∫
Wh

(∆φ− s2O((sh)2))|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− sO((sh)3)− s2O((sh)2))|Dk,hu|2eφ

≤ (1 +O((sh)2))

∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|Dν,hu|2eφ

+

∫
(∂Wh)∗τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ + (O(sh) + sO((sh)2))M

∫
∂Wh

|u|eφ

+ (O(1) + sO(sh) +O((sh)2))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+ (2 + sO((sh)3) +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ.

(3.5.4)

Aplicando el resultado auxiliar Lema A.0.5, podemos quitar la dependencia de la extensión

Π(u) de las integral de borde con término Dτ,hΠ(u), obteniéndose la siguiente desigualdad:∫
Wh

(∆φ− s2O((sh)2))|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− sO((sh)3)− s2O((sh)2))|Dk,hu|2eφ

≤ (1 +O((sh)2))

∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|u|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ|Dν,hu|2eφ

+

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ + (O(sh) + sO((sh)2))M

∫
∂Wh

|u|eφ

+ (O(1) + sO(sh) +O((sh)2) +O(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ

+ (2 + sO((sh)3) +O((sh)2))M

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ.

(3.5.5)

Finalmente, además de la condición sh < mı́n{ε0, εH}, se impone sh1/2 < ε1, tal que los

términos de error asintóticos de la desigualdad anterior colapsen de la siguiente forma:

∫
Wh

(∆φ− s2|O((sh)2)|)|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− s2|O((sh)2)|)|Dk,hu|2eφ

≤ (1 + |O((sh)2)|)
∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ
(
|u|2 + |Dν,hu|2

)
eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ

+O(1)M
(∫

∂Wh

|u|eφ +

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ
)
.

(3.5.6)

Donde O(1) es una constante que solo depende de φ0 y φ1. Debido a las hipótesis s > 1 y h <

1, la condición sh1/2 < mı́n{ε0, ε1, εH} implican las demás condiciones sobre sh. Finalmente,

para obtener la forma final de la desigualdad presentada en el Teorema 3.1.1 existe una
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constante universal C > 0 que domina las constantes escondidas en los términos asintóticos

s2O((sh)2), O((sh)2) y la constante O(1), donde la constante C depende únicamente de las

normas de las funciones peso φ0 y φ1.

La desigualdad de Carleman establecida en el Teorema 3.1.1 permite controlar la norma de

la solución en términos de los datos de frontera, incorporando términos de error propios del

esquema discreto. Bajo la restricción natural que vincula el parámetro de Carleman con el

tamaño de la malla, este resultado proporciona la herramienta clave para derivar estimaciones

de continuación única cuantificadas y, en consecuencia, establecer la estabilidad del problema

inverso de corrosión en el marco discreto, lo cual se desarrolla en el caṕıtulo siguiente.
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Caṕıtulo 4

Estabilidad del problema inverso de

corrosión discretizado

En este caṕıtulo establecemos el resultado principal de esta tesis: la estabilidad del

problema inverso de corrosión en el ámbito discreto.

Recordando el sistema definido en el Caṕıtulo 2 ecuación (2.7.1)


∆hu = 0, en Wh,

Dν,hu = f, en γh,

Dν,hu+ qu = 0, en Γ0,h.

Buscamos recuperar q a partir de las mediciones discretas M(q) =
(
u|γh , Dν,hu|γh

)
. Como

se discutió en la Introducción, en el caso continuo tenemos las siguientes referencias de

estabilidad [1, 6, 12, 7], en las cuales se demuestra que el operador M admite un módulo de

continuidad al menos de tipo logaŕıtmico; excepcionalmente, en [12] se obtiene un módulo de

continuidad de tipo Hölder. En particular, en la referencia del continuo más cercana a este

trabajo [6, 7] se demuestra, bajo ciertas hipótesis a priori, la siguiente estimación

∥q1 − q2∥ ≤ CΨ(∥M(q1)−M(q2)∥),

con Ψ(ρ) := | ln ρ|−1/2 + ρ.

Sin embargo, a diferencia de [6, 7], el dominio en consideración no tiene frontera suave, lo

que afecta la construcción de la función peso φ0 en las esquinas y, consecuentemente, impide

obtener estimaciones de estabilidad uniformes en dichos puntos.
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Esta pérdida de control en los vértices de la frontera inaccesible es coincidente con los

resultados de estabilidad expuestos en [1, 12]. Cabe destacar que este fenómeno no es una

consecuencia de la discretización, sino que ya está presente en el marco continuo.

Como se analizó en la Introducción, la discretización rompe la unicidad exacta. Por tanto,

nuestro objetivo aqúı es demostrar que, a pesar de esta obstrucción, existe una noción de

estabilidad condicional en la que el error de reconstrucción queda acotado por una función

logaŕıtmica de las observaciones, sumada a un término que se desvanece con el refinamiento

de la malla.

4.1. Definiciones y normas de borde

Para escribir los resultados y demostraciones del caṕıtulo, se definen los siguientes

conjuntos discretos:

γ◦
h := (∂Wh)

◦
τ ∩ γ; Γ◦

0,h := (∂Wh)
◦
τ ∩ Γ0. (4.1.1)

Los cuales corresponden a dualizaciones interiores de conjuntos frontera.

Para δ > 0 consideramos la frontera corróıda a distancia mayor a δ de los vértices de la

siguiente forma:

Γδ
0 := {x ∈ Γ0 : dist(x, ∂1∂2Ω) > δ}.

A partir de este, se define su versión discreta en la frontera primal y en la frontera dual

tangencial interior mediante

Γδ
0,h := Γδ

0 ∩ ∂Wh y Γδ,◦
0,h := Γδ

0 ∩ (∂Wh)
◦
τ .

Por otro lado, consideramos el resto entre Γ0 y Γδ
0 como la frontera singular Γsing

0 := Γ0 \ Γδ
0.

De forma similar a Γδ
0, definimos las siguientes versiones discretas para la parte singular del

conjunto:

Γsing
0,h := Γsing

0 ∩ ∂Wh y Γsing,◦
0,h := Γsing

0 ∩ (∂Wh)
◦
τ .

En estos tipos de conjuntos frontera se definen las siguientes normas H1 tangenciales

discretas:

∥u∥H1(∂Wh) = ∥u∥L2(∂Wh) + ∥Dτ,hu∥L2((∂Wh)◦τ ), (4.1.2)

∥u∥H1(γh) = ∥u∥L2(γh) + ∥Dτ,hu∥L2(γ◦
h)
. (4.1.3)

Notar que debido al uso de dualización interior —refiriéndonos a la operación (·)◦τ— estas

normas no utilizan información adicional (por ejemplo, las esquinas). Estas normas discretas
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de borde permiten controlar simultáneamente el valor de la función y su variación tangencial

a lo largo de la frontera. Dicho control es fundamental en la cuantificación de continuación

única, donde los términos de borde juegan un rol central.

4.2. Propiedad de continuación única cuantificada

discreta

Siguiendo la estrategia de Choulli [7, 6] adaptada al entorno discreto, el primer paso consiste

en cuantificar la propagación de información desde la frontera accesible hacia el resto del

dominio. Para ello, aplicamos la desigualdad de Carleman discreta (Teorema 3.1.1) obtenida

en el caṕıtulo anterior, la cual constituye la herramienta técnica fundamental de esta sección.

El siguiente resultado actúa como un puente que permite controlar la norma de la solución

discreta en toda la frontera mediante mediciones locales. Esta cuantificación es clave, pues

establece el módulo de continuidad necesario para abordar, posteriormente, la estabilidad del

problema inverso de corrosión.

Teorema 4.2.1 (Cuantificación de continuación única discreta). Existe un umbral h0(γ) > 0

tal que, para cada M > 0, δ > 0, es posible hallar una constante C = C(M, δ,Ω, γ) > 0

tal que, para todo 0 < h < h0 y toda función u ∈ C(Wh) que satisfaga ∥u∥C2(Wh)
≤ M y

∆hu = 0 en Wh, se verifica:

∥u∥H1(Γδ
0,h∪γh)

+ ∥Dν,hu∥L2(Γδ
0,h∪γh)

≤ C
[
Ψ
(
∥u∥H1(γh) + ∥Dν,hu∥L2(γh)

)
+ h1/4

]
.

Remark 4.2.1. La dependencia de la constante C respecto a γ es consecuencia de la

construcción de la función peso φ0 y ya aparece en el marco continuo. El umbral h0, que

no tiene análogo en el caso continuo, surge en el marco discreto como consecuencia de la

relación cŕıtica entre el parámetro de Carleman y el tamaño de la malla; su dependencia

respecto a γ se hereda de la elección de la función peso.

Demostración. Utilizando la desigualdad de Carleman discreta demostrada en la sección

anterior (Teorema 3.1.1). Existe un ε > 0 y C > 0 tal que para h ≤ 1, s ≥ 1, sh1/2 < ε se
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tiene∫
Wh

(∆φ− Cs4h2)|u|2eφ +
∑
k

∫
W∗

h,k

(∆φ− 1− Cs4h2)|Dk,hu|2eφ

≤ (1 + Cs2h2)

∫
Wh

|∆hu|2eφ +

∫
∂Wh

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ

+ CM
(∫

∂Wh

(|u|+ |Dν,hu|)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ
)
.

.

Debido a que la función peso satisface ∆φ = 2, se puede elegir ε > 0 tal que; además de lo

anterior, se tenga

∆φ− Cs4h2 >
1

2
,∆φ− 1− Cs4h2 >

1

2
.

Por ende, utilizando estas estimaciones y ∆hu = 0 en Wh, se tiene

1

2

∫
Wh

|u|2eφ +
1

2

∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ

≤
∫
∂Wh

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ

+ CM
(∫

∂Wh

(|u|+ |Dν,hu|)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ
)
.

.

La cual implica la siguiente desigualdad para integrales de borde:

0 ≤
∫
∂Wh

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ

+ CM
(∫

∂Wh

(|u|+ |Dν,hu|)eφ +

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ
)
.

(4.2.1)

Con el fin de simplificar la notación, se definen las siguientes cantidades integrales:

I :=

∫
γh

(|u|2 + |Dν,hu|2) +
∫
γ◦
h

|Dτ,hu|2,

J :=

∫
Γδ
0,h

(|u|2 + |Dν,hu|2) +
∫
Γδ,◦
0,h

|Dτ,hu|2.

Además de las siguientes cantidades escalares

θδ := mı́n
Γδ
0

|∂νφ0|, c := máx
Ω

|φ0|, c̃ := máx
Ω

|φ1|,

c0 :=máx
∂Ω

|∂νφ0|, c1 := máx
∂Ω

|∂νφ1|.

Recordando las propiedades de φ0 del Lema 2.6.1, procedemos a estimar cada integral en

la desigualdad (4.2.1).
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Para las integrales localizadas, usamos el siguiente procedimiento: Separamos el dominio

y localizamos el signo de ∂νφ0. Posteriormente se analizamos el comportamiento de la

exponencial con peso. En particular, en la región de corrosión se comporta de forma

independiente de s. Finalmente, en la región singular de Γ0 acotamos usando la hipótesis

∥u∥C2(Wh)
≤ M .∫

∂Wh

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ =

∫
γh

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ +

∫
Γδ
0,h

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ

+

∫
Γsing
0,h

∂nφ(|u|2 + |Dν,hu|2)eφ,

≤(sc0 + c1)e
sc+c̃

∫
γh

(|u|2 + |Dν,hu|2)

+ (−sθδe
−c̃ + c1e

c̃)

∫
Γ0,h

(|u|2 + |Dν,hu|2) + 2c1e
c̃M2h|Γsing

0,h |.

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hu|2eφ =

∫
γ◦
h

∂nφ|Dτ,hu|2eφ +

∫
Γδ,◦
0,h

∂nφ|Dτ,hu|2eφ +

∫
Γsing,◦
0,h

∂nφ|Dτ,hu|2eφ,

≤ (sc0 + c1)e
sc+c̃

∫
γ◦
h

|Dτ,hu|2 + (−sθδe
−c̃ + c1e

c̃)

∫
Γδ,◦
0,h

|Dτ,hu|2

+ c1e
c̃h|Γsing,◦

0,h |.

Para las integrales no localizadas se sigue un acotamiento similar, con la diferencia que en

Γ0 acotamos directamente con ∥u∥C2(Wh)
≤ M .∫

∂Wh

(|u|+ |Dν,hu|)eφ ≤ ecs+c̃

∫
γh

(|u|+ |Dν,hu|) + 2Mec̃
∫
Γ0,h

1,

≤ ecs+c̃

√∫
γh

1

(√∫
γh

|u|2 +

√∫
γh

|Dν,hu|2
)

+ 2Mec̃h|Γ0,h|,

≤ ecs+c̃
√

h|γh|
√
2

√∫
γh

(|u|2 + |Dν,hu|2) + 2Mec̃h|Γ0,h|.

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hu|eφ ≤ ecs+c̃
√

h|γ◦
h|
√∫

γ◦
h

|Dτ,hu|2 +Mec̃h|Γ◦
0,h|.

Obteniendo

0 ≤ (−sθδe
−c̃ + c1e

c̃)J + (sc0 + c1)e
cs+c̃I + CMecs+c̃Cγ

√
I + CM2CΓ0e

c̃,

donde las constantes Cγ y CΓ0 solo dependen de la medida de Lebesgue uno dimensional de

los conjuntos. Por tanto, estas constantes se pueden acotar en función del peŕımetro de Ω.
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(sθδe
−2c̃ − c1)J ≤ (sc0 + c1)e

csI + CMecsCΩ

√
I + CM2CΩ,

Notemos que √
I ≤

√
2(∥u∥H1(γh) + ∥Dν,hu∥L2(γh)).

Por tanto, definiendo

B := ∥u∥H1(γh) + ∥Dν,hu∥L2(γh)

se tiene que B ≤ 1 implica I ≤ B. Por tanto, B ≤ 1 implica

(sθδe
−2c̃ − c1)J ≤ (sc0 + c1)e

csB +
√
2CMecsCΩB + CM2CΩ,

considerando s0 := máx{2c1/(θδe−2c̃), 1}, s > s0 y se tiene

sθδ
2
e−2c̃J ≤ (sc0 + c1 +

√
2CMCΩ)e

csB + CM2CΩ.

Multiplicando por (CM2CΩs)
−1, se tiene

θδ
2CM2CΩ

e−2c̃J ≤ 1

CM2CΩ

(c0 + c1s
−1
0 + CMCΩs

−1
0 )ecsB +

1

s
,

como s−1
0 ≤ 1, la desigualdad anterior queda

θδ
2CM2CΩ

e−2c̃J ≤ 1

CM2CΩ

(c0 + c1 + CMCΩ)e
csB +

1

s
.

Por tanto, existen constantes C0, C1 > 0 tales que

C1J ≤ C0e
csB +

1

s
, ∀s > s0, ∀h < 1 : sh1/2 < ε.

Estimamos el lado derecho por conveniencia, nótese las siguientes estimaciones:

1

s
<

1

s− s0
,

C0e
csB = C0e

cs0ec(s−s0)B,

Por tanto, existe C > 0 tal que

CJ ≤ ec(s−s0)B +
1

s− s0
, ∀s > s0, ∀h < 1 : sh1/2 < ε,

Con el fin de aplicar el Lema A.0.6 con las funciones u(s) = ec(s−s0)B y v(s) = 1/(s− s0)

en el intervalo [s0, εh
−1/2], se tiene la condición necesaria s0 < εh−1/2 para tener un intervalo

no vaćıo. Por tanto, considerando un parámetro de malla máximo h0 > 0 tal que h0 <
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mı́n{εs0, 1}, se tiene que h < h0 implica s0 < εh−1/2, dado lo anterior del Lema A.0.6 se

obtiene:

CJ ≤ 2máx{ε−1h1/2,
√
I, 1

s∗ − s0
}, ∀h < h0,

donde s∗ > s0 es tal que ec(s
∗−s0)B = 1

s∗−s0
.

Utilizando

B ≤ ec(s
∗−s0)B =

1

s∗ − s0
,

la desigualdad se transforma en

CJ ≤ 2máx{ε−1h1/2,
1

s∗ − s0
}, ∀h < h0.

Aplicando logaritmo en la identidad ec(s
∗−s0)B = 1

s∗−s0
se deduce la siguiente identidad

para s∗ − s0:

ln(s∗ − s0) + c(s∗ − s0) = − ln(B).

Debido a que ln(x) ≤ x y − ln(B) = | ln(B)|, se tiene

(1 + c)(s∗ − s0) ≥ | ln(B)|,

1

s∗ − s0
≤ (1 + c)| ln(

√
I)|−1.

Por ende, para B ≤ 1 se deduce la siguiente estimación:

CJ ≤ 2ε−1h1/2 + 2(1 + c)| ln(B)|−1,

Mientras que para B ≥ 1, se tiene

√
J ≤ MC

1/2
Γ0

≤ MC
1/2
Γ0

B.

Juntando estos casos, se tiene

√
J + B ≤ MC

1/2
Γ0

B +
√
2C−1/2ε−1/2h1/4 + C−1/2

√
2(1 + c)| ln(B)|−1/2 + B. (4.2.2)

Notando que por equivalencia de normas

∥u∥H1(Γδ
0,h∪γh)

+ ∥Dν,hu∥L2(Γδ
0,h∪γh)

≤
√
2
√
J + B.

Entonces, existe una constante C > 0, la cual proviene de equivalencia de normas y la mayor

constante en la desigualdad (4.2.2), tal que se tiene la siguiente estimación:

∥u∥H1(Γδ
0,h∪γh)

+ ∥Dν,hu∥L2(Γδ
0,h∪γh)

≤ C[Ψ(∥u∥H1(γh) + ∥Dν,hu∥L2(γh)) + h1/4].
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Observación 4.2.1. Debido a que el resultado es válido para fronteras γ generales, la

aparición de un termino de cuantificación de ruido discreto (en este caso h1/4) es totalmente

esperable en vista del ejemplo de perdida de unicidad y continuación única visto en la

Introducción.

Con este resultado de propagación establecido, estamos en condiciones de probar la

estabilidad del coeficiente q, lo que se desarrolla en la siguiente sección.

4.3. Estabilidad del problema de corrosión

Para establecer la estabilidad del problema inverso, consideremos dos coeficientes de

corrosión q1, q2 ∈ C(Γ0,h;R) y dos fuentes f1, f2 ∈ C(γh;R), denotamos por u1 y u2 a las

respectivas soluciones del sistema discreto (2.7.1). Entonces, consideramos la siguiente norma

para la diferencia de operador de medición:

∥M(q1)−M(q2)∥ := ∥u1 − u2∥H1(γh) + ∥Dν,hu1 −Dν,hu2∥L2(γh).

El siguiente teorema establece una estimación de estabilidad que relaciona la diferencia

entre dos coeficientes de corrosión con la diferencia de las soluciones medidas en una parte

accesible de la frontera. Esta estabilidad está condicionada a que dos coeficientes de corrosión

tengan soluciones discretas bajo cierto umbral en norma C2 discreta. La estabilidad es de

tipo logaŕıtmico, lo cual es caracteŕıstico de problemas inversos eĺıpticos, y a medida que el

parámetro de malla tiende a cero, la desigualdad tiende al análogo continuo.

Teorema 4.3.1 (Estabilidad condicional del problema inverso). Sea h0(γ) > 0 el umbral

de malla definido en el Teorema 4.2.1. Para cada M > 0, existe una constante C > 0 tal

que para todo par de potenciales q1, q2 ∈ C(Γ0,h;R) y sus respectivas soluciones u1, u2 que

satisfacen la hipótesis de acotamiento ∥u1∥, ∥u2∥C2(Wh)
≤ M , se cumple:

∥q1 − q2∥L2(K) ≤ C
[
Ψ
(
∥u1 − u2∥H1(γh) + ∥Dν,hu1 −Dν,hu2∥L2(γh)

)
+ h1/4

]
,

para todo subconjunto K ⊂ {x ∈ Γδ
0,h : u1(x) ̸= 0}. La constante C depende de M ,

∥u−1
1 ∥L∞(K), ∥q2∥L∞(K), γ, δ y la geometŕıa del dominio.

Observación 4.3.1. De manera análoga al caso continuo, utilizando la positividad del

sistema (Corolario 2.7.1), es posible reemplazar el conjunto K por Γδ
0,h bajo las hipótesis

a priori f1, q1 ≥ 0 y f1, q1 ̸≡ 0.
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Demostración del Teorema 4.3.1. Considerando w := u1 − u2. Entonces w satisface
∆hw = 0, en Wh,

Dν,hw = 0, en γh,

−Dν,hw − q2w = (q1 − q2)u1, en Γ0,h.

Por tanto, debido a la condición en Γ0,h se tiene

∀x ∈ Γ0,h, |q1 − q2|2 = |(q1 − q2)u1|2
1

|u1|2
=

1

|u1|2
|Dν,hw + q2w|2

≤ 1

|u1|2
2(1 + |q2|2)(|Dν,hw|2 + |w|2).

Por tanto, utilizando normas L2 discretas y L∞ discretas, se tiene

∥q1 − q2∥L2(K) ≤ ∥u−1
1 ∥L∞(K)(1 + ∥q2∥L∞(K))(∥Dν,hw∥L2(K) + ∥w∥L2(K)). (4.3.1)

Del Teorema 4.2.1 aplicado a w se tiene la siguiente desigualdad:

∥w∥H1(∂Wh) + ∥Dν,hw∥L2(∂Wh) ≤ C[Ψ(∥w∥H1(γh) + ∥Dν,hw∥L2(γh)) + h1/4].

Por tanto, volviendo a (4.3.1), se obtiene

∥q1 − q2∥L2(K) ≤ ∥u−1
1 ∥L∞(K)(1 + ∥q2∥L∞(K))C[Ψ(∥Dν,hw∥L2(γh) + ∥w∥H1(γh)) + h1/4],

y dado que ∥Dν,hw∥L2(γh) = 0, la desigualdad anterior se reduce a

∥q1 − q2∥L2(K) ≤ ∥u−1
1 ∥L∞(K)(1 + ∥q2∥L∞(K))C[Ψ(∥u1 − u2∥H1(γh)) + h1/4],

se concluye el resultado.

Observación 4.3.2 (Hipótesis de continuidad del problema directo discreto). Los teoremas

de estabilidad en problemas inversos suelen aplicar la continuidad del problema continuo para

trasladar condiciones de acotamiento sobre uq hacia acotamiento de q.

Por tanto, si se asumiera la validez de una estimación de regularidad discreta del tipo

∥uq∥C2(Wh)
≤ C(R), para todo q ∈ C1,α(Γ0,h), ∥q∥C1,α ≤ R,

entonces la estimación de estabilidad del Teorema 4.3.1 seguiŕıa siendo válida sin imponer

hipótesis adicionales sobre las soluciones.

Siguiendo las observaciones 4.3.2 y 4.3.1, se puede obtener el siguiente resultado a partir

de la estabilidad condicional.

70



Proposición 4.3.1. Suponiendo la continuidad expuesta en la Observación 4.3.2. Sea

h0(γ) > 0 el umbral de malla definido en el Teorema 4.2.1. Consideremos una fuente de

corriente f ∈ C(γh;R) no negativa y no idénticamente nula. Fijando un coeficiente de

corrosión q1 y considerando el sistema de corrosión discreto (2.7.1) (se considera f fijo),

existe una constante C(R, u1, γ, δ) > 0 tal que

∥q1 − q2∥L2(Γδ
0,h)

≤ C
[
Ψ
(
∥u1 − u2∥H1(γh)

)
+ h1/4

]
, ∀∥q2∥C1,α(Γ0,h) ≤ R, ∀0 < h < h0(γ).

4.4. Discusión del resultado

El resultado de continuación única cuantificado (Teorema 4.2.1) es de naturaleza distinta

a los disponibles en la literatura sobre el problema de Calderón discreto [8, 14, 16].

En particular, el trabajo más reciente [16] (preprint) obtiene y emplea un principio de

continuación única cuantificado de tipo tres esferas.

La principal ventaja de nuestro enfoque frente a [14, 16] es la ausencia de restricciones

sobre las condiciones de frontera. En contraste, sus principales limitaciones son la hipótesis

de acotamiento C2 discreto y la restricción al caso bidimensional.

La estimación de estabilidad obtenida es uniforme siempre que se excluyan las esquinas

de la frontera inaccesible. Esto se debe a que la función peso φ0 presenta gradiente nulo en

dichas esquinas, lo que impide la aplicación del lema de Hopf. Este fenómeno es consistente

con lo observado en el marco continuo para dominios con fronteras no globalmente suaves

[1, 12].

En el marco discreto, este resultado impone un comportamiento de error asintótico de orden

a lo más h1/4. Hasta donde alcanza nuestro conocimiento, esta corresponde a la primera tasa

de estabilidad obtenida para el problema inverso de corrosión discretizado en dos dimensiones.

Este exponente es consecuencia directa de la restricción sh1/2 < ε impuesta por la desigualdad

de Carleman (Teorema 3.1.1), la cual resulta necesaria para absorber términos de error. Cabe

destacar que la optimalidad de esta restricción no ha sido establecida en este trabajo, por lo

que la posibilidad de mejorar esta tasa con un análisis más fino permanece pendiente.

Finalmente, cabe destacar que en el marco continuo las referencias [6, 7] se apoyan

adicionalmente en estimaciones de continuidad en normas fuertes del mapeo q 7→ uq. Hasta

donde sabemos, la validez de este tipo de estimaciones en el contexto discreto no ha sido

establecida. La obtención de dichas propiedades podŕıa considerarse una dirección natural

de trabajo futuro, pues permitiŕıa reforzar las estimaciones de estabilidad obtenidas en este

trabajo.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y discusión

Este trabajo se enmarca en el estudio del problema inverso de determinar un coeficiente de

tipo Robin para una ecuación armónica discreta, el cual constituye un análogo completamente

discreto del problema inverso de corrosión considerado en el marco continuo. Como resultado

principal, se establece una noción de estabilidad adaptada al contexto discreto, la cual tiene

en cuenta las particularidades estructurales del problema discretizado y, en particular, la

pérdida de unicidad que no está presente en el caso continuo, tal como se discutió en la

introducción.

El análisis directo del problema discretizado está estrechamente relacionado con su

resolución computacional. En este contexto, la pérdida de propiedades fundamentales del

problema continuo, como la unicidad, sugiere que las herramientas desarrolladas en el marco

continuo no pueden ser trasladadas de manera directa para estudiar la estabilidad. Esto

motiva el desarrollo de un enfoque espećıfico para el caso discreto, capaz de capturar los

efectos propios de la discretización y de describir con precisión su impacto en la estabilidad

del problema inverso.

Para la obtención del resultado de estabilidad fue necesario desarrollar previamente una

desigualdad de Carleman discreta, cuya demostración difiere de las construcciones usuales

presentes en la literatura sobre Carleman discretas [2, 8, 14, 16]. A partir de esta desigualdad

se dedujo un principio de continuación única cuantificado en el marco discreto. En particular,

este resultado no impone condiciones adicionales sobre la frontera y constituye un aporte de

interés independiente para el análisis discreto en dos dimensiones, ya que puede ser aplicado

al estudio de esquemas discretizados de otros problemas inversos eĺıpticos.

El resultado de estabilidad obtenido es válido únicamente cuando la malla es

suficientemente fina. El tamaño umbral de la malla depende de manera indirecta de la frontera
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de observación a través de la construcción de la función de peso. Es importante notar que,

en consonancia con los resultados conocidos en el marco continuo [1, 12], la estabilidad

obtenida no es uniforme en las cercańıas de las esquinas de la frontera de corrosión, debido

a la anulación del gradiente de la función peso en dichos puntos. Este fenómeno, sumado a

la pérdida de unicidad originada en la localidad del operador laplaciano discreto, conduce a

una estabilidad de carácter asintótico donde el error está acotado por un término de orden a

lo más h1/4.

La hipótesis de regularidad C2 discreta requerida en el resultado de estabilidad es heredada

del enfoque continuo seguido [6, 7] y constituye una de las principales limitaciones del

método. Una posible dirección de mejora consistiŕıa en reemplazar esta hipótesis por un

acotamiento en términos de normas integrales de segundas derivadas sobre la frontera. Para

ello seŕıa necesario sustituir los acotamientos en norma C2 utilizados a lo largo del análisis por

estimaciones basadas en la desigualdad de Cauchy–Schwarz asociadas a la nueva hipótesis.

Alternativamente, podŕıa investigarse la obtención de resultados de regularidad discreta del

tipo H3, que permitiŕıan satisfacer las hipótesis impuestas. No obstante, estos desarrollos

exceden los objetivos de este trabajo..

Una extensión natural y de gran interés de los resultados obtenidos seŕıa su generalización a

mallas no uniformes mediante una formulación en elementos finitos. Sin embargo, el desarrollo

presentado se apoya en técnicas que no se trasladan de manera directa a mallas triangulares

no uniformes. En particular, se requieren integraciones por partes discretas que no dependan

fuertemente de la regularidad de las funciones, dificultad que aparece de forma inherente en

el contexto de elementos finitos. Esto sugiere la necesidad de introducir formulaciones sobre

mallas duales. Cabe destacar que, hasta donde conocemos, la literatura sobre desigualdades

de Carleman discretas aún no se ha extendido a este nivel de generalidad.

En conjunto, este trabajo ilustra que la adaptación de técnicas del análisis continuo al

marco discreto permite identificar cómo la discretización afecta propiedades fundamentales

del problema inverso. Si bien el enfoque se basa en la extensión de métodos conocidos, el

análisis permite explicar por qué ciertas propiedades se pierden y bajo qué condiciones de

refinamiento de malla es posible recuperar una propagación de la información consistente.

Este estudio contribuye aśı a la comprensión de los efectos numéricos que surgen

inherentemente al tratar problemas inversos desde una perspectiva completamente discreta.
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Apéndice A

Resultados auxiliares

Lema A.0.1 (Integración por partes en la frontera). Sea u ∈ C(Wh;C), v ∈ C(Wh/2;C),
k, ℓ ∈ {1, 2} : k ̸= ℓ, entonces∫

(∂kWh)
∗
ℓ

Aℓ,h(u)v =

∫
∂kWh

uAℓ,hv +
h

2

∑
∂ℓ∂kWh

utℓr,h(v).

Demostración. Por definición de la integral discreta sobre la frontera dual y del operador

promedio Aℓ,h, se tiene∫
(∂kWh)

∗
ℓ

Aℓ,h(u) v =
h

2

∑
(∂kWh)

∗
ℓ

(
τ+ℓ,hu+ τ−ℓ,hu

)
v.

A continuación, se separa la suma anterior y se reescribe cada término mediante un cambio

de ı́ndice, se obtiene

h

2

∑
(∂kWh)

∗
ℓ

(
τ+ℓ,hu+ τ−ℓ,hu

)
v =

h

2

∑
∂kWh⊔((τ+ℓ,2h∂kWh)\∂kWh)

u τ−ℓ,hv +
h

2

∑
∂kWh⊔((τ−ℓ,2h∂kWh)\∂kWh)

u τℓ,hv.

La contribución correspondiente a los nodos interiores de ∂kWh se identifica exactamente

con la integral discreta ∫
∂kWh

uAℓ,h(v).

Por otra parte, los nodos extremos, aquellos pertenecientes a ∂ℓ∂kWh = ((τ−ℓ,2h∂kWh) \
∂kWh) ⊔ ((τ+ℓ,2h∂kWh) \ ∂kWh), generan un término adicional, que da lugar a

h

2

∑
∂ℓ∂kWh

u tℓr,h(v).

Combinando ambas contribuciones se obtiene la identidad deseada, lo que concluye la

prueba.
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Lema A.0.2 (Estimación del operador tkr,hAk,h). En nodos frontera se cumple:

tkr,hAk,h(u) = u− νk
h

2
tkr,hDk,hu.

Demostración. Denotando por (tkr,h)
−1 el operador desplazamiento en la dirección contraria

de tkr,h, podemos escribir el promedio en la frontera de la siguiente forma

Ak,h =
1

2
(tkr,h)

−1 +
1

2
tkr,h.

Usando un cero conveniente y desarrollando se tiene:

Ak,h =
1

2
(tkr,h)

−1 +
1

2
tkr,h + (

1

2
(tkr,h)

−1 − 1

2
(tkr,h)

−1)

= (tkr,h)
−1 +

h

2

tkr,h − (tkr,h)
−1

h

= (tkr,h)
−1 − νk

h

2
Dk,h

Aplicando la identidad anterior a tkr,hu en la frontera y usando la conmutación de operadores:

tkr,hAk,h(u) = u− νk
h

2
tkr,hDk,hu.

Lema A.0.3 (Estimación del Hessiano discreto). Para sh < ε0, ∥u∥C2(Wh)
≤ M se tiene,(

1

2
−O((sh)2)

)∫
Wh/2

|H(Π(u))|2eφ

≤ 1

4

∫
Wh

|∆hu|2eφ +
1

2
M(1 +O(sh))

2∑
k,j=1
k ̸=j

(∫
∂kWh

|Dν,hu|eφ +

∫
∂kW∗

h,j

|Dj,hΠ(u)|eφ
)

+ s2O(1)

(
1

4
+O((sh)2)

)∑
k

∫
W∗

h,k

|Dk,hu|2eφ.

Demostración. Para simplificar la notación, todos los operadores discretos omiten el

parámetro h, es decir,D1,h = D1. Asimismo, la composición de operadores se denota mediante

la concatenación de ı́ndices, por ejemplo,D112 = D1D1D2. Además, se adoptará la convención

ũ := Π(u) para denotar la proyección de u
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El primer paso es transformar el integrando |D12ũ|2 en D11ũD22ũ mediante integraciones

por partes:∫
Wh/2

|D12ũ|2eφ =

∫
∂1Wh/2

Trh(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 −

∫
Wh/2

D2ũD1(D12ũe
φ),

=

∫
∂1Wh/2

Trh(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 −

∫
Wh/2

D2ũD112ũA1e
φ

−
∫
Wh/2

D2ũA1D12ũD1e
φ,

=

∫
∂1Wh/2

Trh(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 −

∫
∂2Wh/2

Trh(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2

+

∫
Wh/2

D2(D2ũA1e
φ)D11ũ−

∫
Wh/2

D2ũA1D12ũD1e
φ,

=

∫
Wh/2

D22ũD11ũA12e
φ +

∫
∂1Wh/2

Trh(D2ũ, D12ũe
φ)ν1

−
∫
∂2Wh/2

Trh(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2

+

∫
Wh/2

A2D2ũD11ũA1D2e
φ −

∫
Wh/2

D2ũA1D12ũD1e
φ.

Por simetŕıa, podemos usar la identidad anterior más la identidad anterior con indices 1 y

2 intercambiados para obtener:∫
Wh/2

|D12ũ|2eφ =

∫
Wh/2

D22ũD11ũA12e
φ +

1

2

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

1

2

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

− 1

2

∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

1

2

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+
1

2

∫
Wh/2

A2D2ũD11ũA1D2e
φ +

1

2

∫
Wh/2

A1D1ũD22ũA2D1e
φ

− 1

2

∫
Wh/2

D2ũA1D12ũD1e
φ − 1

2

∫
Wh/2

D1ũA2D12ũD2e
φ.

Luego, considerando la expansión asintótica de A12e
φ (sh < ε0) y la formula anterior, se
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deduce la siguiente identidad para el Hessiano con peso Carleman∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ =

∫
Wh/2

(|D11ũ|2 + 2|D12ũ|2 + |D22ũ|2)eφ,

=

∫
Wh/2

(|D11ũ|2 + 2D11ũD22ũ+ |D22ũ|2)eφ

+ 2

∫
Wh/2

D22ũD11ũO((sh)2)eφ

+

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

−
∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+

∫
Wh/2

A2D2ũD11ũA1D2e
φ +

∫
Wh/2

A1D1ũD22ũA2D1e
φ

−
∫
Wh/2

D2ũA1D12ũD1e
φ −

∫
Wh/2

D1ũA2D12ũD2e
φ.

Acotando de forma usual y con expansión asintótica∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ ≤
∫
Wh/2

|∆hũ|2eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

(|D22ũ|2 + |D11ũ|2)eφ

+

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

−
∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+

∫
Wh/2

A2D2ũD11ũe
φ(∂2φ+ sO((sh)2))

+

∫
Wh/2

A1D1ũD22ũe
φ(∂1φ+ sO((sh)2))

−
∫
Wh/2

D2ũA1D12ũe
φ(∂1φ+ sO((sh)2))

−
∫
Wh/2

D1ũA2D12ũe
φ(∂2φ+ sO((sh)2)).
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∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ

≤
∫
Wh/2

|∆hũ|2eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

(|D22ũ|2 + |D11ũ|2)eφ +

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1

+

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2 −

∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+
1

2

∫
Wh/2

(|A2D2ũ∂2φ|2 + |D11ũ|2)eφ +
1

2

∫
Wh/2

(|A1D1ũ∂1φ|2 + |D22ũ|2)eφ

+
1

2
O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|A2D2ũ|2 + |D11ũ|2)eφ +
1

2
O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|A1D1ũ|2 + |D22ũ|2)eφ

+
1

2

∫
Wh/2

(|D2ũ∂1φ|2 + |A1D12ũ|2)eφ +
1

2

∫
Wh/2

(|D1ũ∂2φ|2 + |A2D12ũ|2)eφ

+
1

2
O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|D2ũ|2 + |A1D12ũ|2)eφ +
1

2
O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|D1ũ|2 + |A2D12ũ|2)eφ.

Usando |A(v)|2 ≤ A(|v|2) y el Teorema 2.4.2, se deduce∫
Wh/2

|A2D12ũ|2eφ ≤
∫
Wh/2

A2(|D12ũ|2)eφ,

=

∫
Wh/2

|D12ũ|2A2(e
φ) +

h

2

∫
∂2Wh/2

|D12ũ|2tr,heφ − h

2

∫
∂2Wh/2

tr,h|D12ũ|2eφ,

=

∫
Wh/2

|D12ũ|2A2(e
φ) + 0− h

2

∫
∂2Wh/2

tr,h|D12ũ|2eφ,

≤
∫
Wh/2

|D12ũ|2A2(e
φ),

=

∫
Wh/2

|D12ũ|2eφ(1 +O((sh)2)).
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Volviendo a la estimación del Hessiano∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ

≤
∫
Wh/2

|∆hũ|2eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

(|D22ũ|2 + |D11ũ|2)eφ

+

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

−
∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+
1

2

∫
Wh/2

(|A2D2ũ∂2φ|2 + |D11ũ|2)eφ +
1

2

∫
Wh/2

(|A1D1ũ∂1φ|2 + |D22ũ|2)eφ

+O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|A2D2ũ|2 + |D11ũ|2)eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|A1D1ũ|2 + |D22ũ|2)eφ

+
1

2

∫
Wh/2

(|D2ũ∂1φ|2 + |D12ũ|2)eφ +
1

2

∫
Wh/2

(|D1ũ∂2φ|2 + |D12ũ|2)eφ

+O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|D2ũ|2 + |D12ũ|2)eφ +O((sh)2)

∫
Wh/2

(s2|D1ũ|2 + |D12ũ|2)eφ.

∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ

≤
∫
Wh/2

|∆hũ|2eφ +

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

−
∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+

(
1

2
+O((sh)2)

)∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ +
1

2

∫
Wh/2

(|A2D2ũ∂2φ|2 + |A1D1ũ∂1φ|2)eφ

+ s2O((sh)2)

∫
Wh/2

(|A2D2ũ|2 + |A1D1ũ|2)eφ

+
1

2

∫
Wh/2

(|D2ũ∂1φ|2 + |D1ũ∂2φ|2)eφ

+ s2O((sh)2)

∫
Wh/2

(|D2ũ|2 + |D1ũ|2)eφ.

usando∫
Wh/2

|A2D2ũ∂2φ|2eφ ≤ O(1)s2
∫
Wh/2

A2|D2ũ|2eφ,

= O(1)s2

(∫
Wh/2

|D2ũ|2A2e
φ +

h

2

∫
∂2Wh/2

|D2ũ|2treφ − h

2

∫
∂2Wh/2

tr|D2ũ|2eφ
)
,
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= O(1)s2

(∫
Wh/2

|D2ũ|2A2e
φ + 0− h

2

∫
∂2Wh/2

tr|D2ũ|2eφ
)
,

≤ O(1)s2
∫
Wh/2

|D2ũ|2eφ(1 +O((sh)2)).

donde O(1) es una constante que depende de φ0 y φ1, se obtiene∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ ≤
∫
Wh/2

|∆hũ|2eφ +

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

−
∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+

(
1

2
+O((sh)2)

)∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ +
O(1)s2

2

∫
Wh/2

(|D2ũ|2 + |D1ũ|2)eφ

+ s2O((sh)2)

∫
Wh/2

(|D2ũ|2 + |D1ũ|2)eφ

+
O(1)s2

2

∫
Wh/2

(|D2ũ|2 + |D1ũ|2)eφ + s2O((sh)2)

∫
Wh/2

(|D2ũ|2 + |D1ũ|2)eφ.

Por tanto,(
1

2
−O((sh)2)

)∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ

≤
∫
Wh/2

|∆hũ|2eφ +

∫
∂1Wh/2

Tr(D2ũ, D12ũe
φ)ν1 +

∫
∂2Wh/2

Tr(D1ũ, D12ũe
φ)ν2

−
∫
∂2Wh/2

Tr(D2ũA1e
φ, D11ũ)ν2 −

∫
∂1Wh/2

Tr(D1ũA2e
φ, D22ũ)ν1

+O(1)s2(1 +O((sh)2))

∫
Wh/2

(|D2ũ|2 + |D1ũ|2)eφ.

Para estimar los términos de borde, se usan propiedades de la extensión por cero ũ y

∥u∥C2(Wh)
≤ M para obtener:(

1

2
−O((sh)2)

)∫
Wh/2

|H(ũ)|2eφ

≤ 1

4

∫
Wh

|∆hu|2eφ +
1

2
M(1 +O(sh))

2∑
k,j=1
k ̸=j

(∫
∂kWh

|tkrDku|eφ +

∫
∂kW∗

h,j

|Djũ|eφ
)

+O(1)s2
(
1

4
+O((sh)2)

)∑
k

∫
W∗

h,k

|Dku|2eφ.
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Lema A.0.4. Para ∥u∥C2(Wh)
≤ M , sh < ε0

|Z1| ≤ M(O(1) + sO(sh))

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ.

Demostración. Recordando la definición

Z1 : =
h

2

∑
∂1∂2Wh

t2r,hD2,hΠ(u)t
1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2

+
h

2

∑
∂2∂1Wh

t1r,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)D2,he

φ)ν1.

Acotaremos el término ∂+
2 ∂

+
1 Wh del primer sumando, pues los demás son análogos.

Debido a la observación 2.6.1 (∇φ0 = 0 en las esquinas de Ω), junto con ∥u∥C2(Wh)
≤ M

y expansiones asintóticas (sh < ε0):

|h
2
t2r,hD2,hΠ(u)t

1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2|(∂+
2 ∂

+
1 Wh)

≤ M
h

2
|t1r,hD1,hΠ(u)|(|∂1φ|+ sO(sh))eφ

∣∣∣
∂+
2 ∂+

1 Wh

,

= M
h

2
|t1r,hD1,hΠ(u)|(|∂1φ0|+ sO(sh))eφ

∣∣∣
∂+
2 ∂+

1 Wh

,

= M
h

2
|t1r,hD1,hΠ(u)|(O(1) + sO(sh))eφ

∣∣∣
∂+
2 ∂+

1 Wh

,

debido a la propiedad de extensión (2.5.6) y (2.5.7) podemos trasladar la derivada discreta

de Π(u) a una que solo depende de u

|h
2
t2r,hD2,hΠ(u)t

1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2|(∂+
2 ∂

+
1 Wh)

≤ M
h

2
|t1r,hD1,hu|(O(1) + sO(sh))τ+2,2he

φ
∣∣∣
τ−2,2h∂

+
2 ∂+

1 Wh

,

= M
h

2
|t1r,hD1,hu|(O(1) + sO(sh))(1 +O(sh))eφ

∣∣∣
τ−2,2h∂

+
2 ∂+

1 Wh

,

≤ M(O(1) + sO(sh))

∫
∂+
1 Wh

|Dν,hu|eφ.

Por tanto, repitiendo este argumento

|h
2

∑
∂1∂2Wh

t2r,hD2,hΠ(u)t
1
r,h(D1,hΠ(u)D1,he

φ)ν2| ≤ M(O(1) + sO(sh))

∫
∂1Wh

|Dν,hu|eφ,

y para el otro sumando

|h
2

∑
∂2∂1Wh

t1r,hD1,hΠ(u)t
2
r,h(D2,hΠ(u)D2,he

φ)ν1| ≤ M(O(1) + sO(sh))

∫
∂2Wh

|Dν,hu|eφ.
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Concluyendo aśı

|Z1| ≤ M(O(1) + sO(sh))

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ.

Lema A.0.5. Dado u ∈ C(Wh;R) y Π(u) su extensión presentada en (2.5.1), si sh < ε0

entonces se tienen las siguientes estimaciones:∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ ≤
∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ + (1 +O(sh))

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ, (A.0.1)

∫
(∂Wh)∗τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ ≤
∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ + (O(1) +O(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ.

(A.0.2)

Demostración. Para demostrar (A.0.1) notar la siguiente descomposición:

(∂Wh)
∗
τ = (∂Wh)

◦
τ ∪ ((∂Wh)

∗
τ \ (∂Wh)

◦
τ )

donde el conjunto ((∂Wh)
∗
τ \ (∂Wh)

◦
τ ) consiste en 8 nodos a h/2 de las esquinas. Por tanto,

en lo siguiente se separa la integral discreta, se acotan los términos correspondientes a estos

nodos y se elimina la dependencia de Π(u) usando la propiedad de extensión (2.5.6) y (2.5.7)∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ

=

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ + h
∑

∂1∂2Wh

|t1r,hD1,hΠ(u)|t1r,heφ + h
∑

∂1∂2Wh

|t2r,hD2,hΠ(u)|t2r,heφ,

=

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ + h
∑

∂1∂2Wh

t2r,h|t1r,hD1,hΠ(u)|t1r,heφ + h
∑

∂1∂2Wh

t1r,h|t2r,hD2,hΠ(u)|t2r,heφ,

=

∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ + h
∑

∂1∂2Wh

t2r,h|t1r,hD1,hΠ(u)|t2r,heφ(1 +O(sh))

+ h
∑

∂1∂2Wh

t1r,h|t2r,hD2,hΠ(u)|t1r,heφ(1 +O(sh)).

Notar que los términos de las esquinas corresponden a la derivada normal discreta. Por

consiguiente, si sh < ε0 con ε0 del Teorema 2.6.1∫
(∂Wh)∗τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ ≤
∫
(∂Wh)◦τ

|Dτ,hΠ(u)|eφ + (1 +O(sh))

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ.

Para demostrar (A.0.2), notar que debido a que φ0 es localmente constante en las esquinas,
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se tiene∫
(∂Wh)∗τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ

=

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ + h
∑

∂1∂2Wh

t1r,h(∂nφ|D1,hΠ(u)|2eφ) + t2r,h(∂nφ|D2,hΠ(u)|2eφ),

=

∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ + h
∑

∂1∂2Wh

(O(1) +O(sh))t2r,h(|t1r,hD1,hu|2)t2r,heφ(1 +O(sh))

+ h
∑

∂1∂2Wh

(O(1) +O(sh))t1r,h(|t2r,hD2,hu|2)t1r,heφ(1 +O(sh)).

donde se usó ∂nφ = ∂nφ1 + s∂nφ0 en las esquinas y por tanto tkr,h∂nφ = O(1)+O(sh). Notar

que el término en el sumando corresponde a la derivada normal y acotando se concluye la

ultima desigualdad∫
(∂Wh)∗τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ ≤
∫
(∂Wh)◦τ

∂nφ|Dτ,hΠ(u)|2eφ + (O(1) +O(sh))M

∫
∂Wh

|Dν,hu|eφ.

Lema A.0.6. Sean, 0 < a < b, y u, v : R+ → R+, donde u es estrictamente decreciente y v

estrictamente creciente, tales que existe un único x ∈ R+, u(x) = v(x).

Entonces, para todo x∗ ≤ x,

mı́n
x∈[a,b]

(u(x) + v(x)) ≤ 2máx {u(b), v(a), u(x∗)} .

Demostración. Lema 3.9 de [14]
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