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Resumen

En este trabajo se considera el problema inverso de corrosion discretizado mediante
diferencias finitas. A diferencia del caso continuo, el operador laplaciano discreto no satisface
en general una propiedad de continuaciéon unica, lo que impide esperar resultados de unicidad
y estabilidad clasicos para un parametro de malla fijo. En este contexto, se obtiene un
resultado de estabilidad logaritmica en el marco discreto, valido de manera asintotica respecto
del parametro de malla h. Para ello, se demuestra una desigualdad de Carleman discreta en
dos dimensiones, a partir de la cual se deduce un principio de continuacion uinica cuantificado
para funciones discretas, que permite establecer el resultado de estabilidad. Hasta donde
sabemos, este constituye el primer resultado de estabilidad para el problema de corrosion
discreto, asi como de continuaciéon unica cuantificada en el marco discreto, que no impone

condiciones de borde.



Abstract

In this work, we consider the inverse corrosion problem discretized by finite differences.
Unlike the continuous case, the discrete Laplacian operator does not generally satisfy a unique
continuation property, which prevents one from expecting classical uniqueness and stability
results for a fixed mesh parameter. In this context, we obtain a logarithmic stability result in
the discrete setting, valid asymptotically with respect to the mesh parameter h. To this end,
we establish a discrete Carleman inequality in two dimensions, from which a quantified unique
continuation principle for discrete functions is derived, allowing us to prove the stability
result. To the best of our knowledge, this constitutes the first stability result for the discrete
corrosion problem, as well as the first quantified unique continuation result in the discrete

framework that does not impose boundary conditions.
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Lista de simbolos

Variables Fisicas

u Potencial electrostatico (solucién continua o discreta segin el contexto)
q Coeficiente de corrosién (pardmetro continuo o discreto segin el contexto)
f Flujo de corriente (parametro continuo o discreto segun el contexto)

Geometria y Mallas

Q Dominio continuo (cuerpo metalico)

Wi, Malla primal discreta de paso h

Wik Malla dual en la direccion k

W5, Malla dual interior en la direccién k
oW, Frontera discreta completa

(OWh)s Frontera dual tangencial

(OWh)s3 Frontera dual tangencial interior

Vh Frontera discreta accesible (observacién)
Con Frontera discreta inaccesible (corrosion)

Operadores Discretos

Ay, Laplaciano discreto

Dy, 1, Operador de diferencia finita en direccion k

Ak Operador promedio en direccién k

Dy, Derivada normal discreta

D,y Derivada tangencial discreta

th Operador traza discreto en direccion k

M Operador de medicién

Analisis de Carleman

s Parametro de Carleman

Vo, P1, P Funciones de peso para la desigualdad de Carleman



Capitulo 1
Introduccion

En el estudio de los problemas inversos, una cuestiéon fundamental radica en determinar
si las propiedades de estabilidad y unicidad obtenidas en el marco continuo se preservan
tras la discretizacion numérica. Si bien en diversos contextos se espera una transferencia
natural de estas propiedades, la literatura especializada advierte que esta transicion puede
presentar patologias criticas [¢]. En particular, propiedades finas como la continuacién tinica
o la estabilidad del problema inverso suelen verse comprometidas en el marco discreto si no
se consideran esquemas adecuados. Este desafio motiva el desarrollo de analisis que aseguren
un comportamiento asintético uniforme respecto al parametro de discretizaciéon, tal como se

ha abordado recientemente en el estudio de problemas de tipo Calderén con datos parciales
[14].

Esta observacién subraya la necesidad de analizar con rigor la adaptacién de las
herramientas analiticas al entorno discreto. En este sentido, las desigualdades de Carleman
—fundamentales para establecer resultados de estabilidad en el continuo— requieren una
formulacién y un alcance especificos en el marco de las diferencias finitas, donde la estructura
del operador discreto altera profundamente la propagacion de la informacion y el control de

los errores de aproximacién.

1.1. Problema inverso de corrosion

En esta tesis estudiamos un problema inverso de corrosion, el cual consiste en determinar
un coeficiente de impedancia definido sobre una parte inaccesible de la frontera a partir de
mediciones electrostaticas realizadas en una regién accesible. Este tipo de problemas surge

naturalmente en aplicaciones donde el acceso directo al material es limitado, lo que motiva



el desarrollo de herramientas analiticas robustas tanto en el marco continuo como en su

discretizacion.

M4s precisamente, consideramos el modelo expuesto en Inglese [13]: sea 2 C R? un dominio
que representa un cuerpo metalico. En la seccion accesible de la frontera, v C 0, se impone
un flujo de corriente f conocido, mientras que en la frontera inaccesible, T'y := 0Q \ 7, actiia
un coeficiente de corrosion g desconocido. Bajo estas condiciones, el potencial electrostatico

u satisface la siguiente ecuacién diferencial parcial:

Au =0, en (,
Jyu=f, enr, (1.1.1)

d,u~+ qu =0, en I'y.

En la Figura 1.1 se muestra un esquema del problema fisico.

(Frontera accesible)

Iy: du+qu=20 v: Ou=f

Figura 1.1: Esquema del sistema (1.1.1) con frontera accesible v reducida.

El problema inverso consiste en determinar ¢ en I'y a partir de las mediciones de u y d,u
en . Mas precisamente, sea M el operador de medicion que asocia a cada coeficiente de

corrosion ¢ el par de datos de frontera:
M(q) = (u]v,&,ulv),
donde u es la solucién del problema directo correspondiente.
Se dice que el problema inverso presenta:
» Unicidad: si M(q1) = M(qe) implica ¢ = g¢o;

s Fstabilidad: si pequenas perturbaciones en los datos de frontera inducen variaciones
controladas en el coeficiente ¢, en un sentido cuantitativo que depende de la topologia

considerada.
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En particular, la estabilidad se expresa mediante estimaciones del tipo:

g1 — q2ll < W([[M(q1) — M(g2)ll),

donde ¥ es una funcién de modulo de continuidad.

Este trabajo se centra en la nocién de estabilidad para la discretizacion de este problema
inverso y no en su resolucién computacional. Aun asi, es importante destacar los diversos
métodos numéricos desarrollados para este problema [9, 4, 3, 5, 15] y un articulo reciente [10]

sobre el analisis de un problema de corrosion entre dos materiales.

1.2. Unicidad y estabilidad en el modelo continuo

En [13], Inglese demuestra la unicidad del problema inverso utilizando el siguiente principio

de continuacién unica para el operador laplaciano:

Au =0, en Q,
du=0,eny, = u=0, en (), (1.2.1)
u=0, en 7,

donde © C R? es un dominio suave y v C 9 es una seccién de la frontera.

Posterior a los trabajos de Inglese [13, 9], se desarrollaron diversos resultados en torno a
la estabilidad del problema inverso de corrosién. En particular, Alessandrini [1] considera el
caso bidimensional con frontera suave a trozos y obtiene una estabilidad de tipo logaritmico.
Posteriormente, Choulli [0] establece una estabilidad logaritmica en el sentido presentado
en la seccién anterior, también en dos dimensiones, bajo la hipotesis de frontera suave.
En la Figura 1.2 se presenta el flujo légico de [, 7] respecto a la estabilidad logaritmica.
Finalmente, Yamamoto [12] obtiene un resultado de estabilidad de tipo Holder, asumiendo
que la geometria de la frontera corroida es plana o circular y que la corrosiéon es analitica o

constante a trozos.

Cabe destacar que, en los trabajos [, 12], la presencia de esquinas en la frontera corroida
introduce una limitaciéon geométrica natural: las estimaciones de estabilidad son uniformes
unicamente en la parte de la frontera inaccesible que se encuentra a una distancia 6 > 0 de

los vértices.

Mientras que la unicidad puede obtenerse a partir de principios cualitativos de continuacién
unica, la estabilidad requiere estimaciones cuantitativas —tipicamente de tipo Carleman—,

lo que introduce una dificultad analitica sustancial adicional.

11



Desigualdad de Carleman (2D)

i

Continuacién unica cuantificada

i

Estabilidad Logaritmica

Figura 1.2: Flujo 16gico presentado en [0, 7].

Estos resultados, sin embargo, dependen de manera crucial de propiedades analiticas del
operador continuo, lo que plantea la cuestién de su validez al considerar discretizaciones del

problema.

1.3. Motivacion para el analisis discreto

En el estudio de problemas inversos discretizados, argumentos que eran validos en el marco
continuo no necesariamente se pueden aplicar en el marco discreto. En particular, para la
discretizacion del problema inverso de corrosion se tiene el siguiente ejemplo que revela una

obstruccién propia del esquema discreto:

Consideremos una malla uniforme
Wi = (0,1)> N hZ?, h=(N+1)"' NcN.

Construimos una familia de funciones discretas ug = (uq(z;;)):;, parametrizada por d € R,

de la siguiente forma:

En primer lugar, se prescribe
u;; =0 para todo i > 7,

es decir, la funcion se anula en la regién triangular inferior de la malla, incluida la diagonal

principal.

A partir de esta regiéon nula, se define la funcién en la primera diagonal superior,

correspondiente a ¢ = j — 1, introduciendo una oscilacion alternante dada por

12



Adicionalmente, se fija

up,; = 0 para todo j > 1,

con el fin de eliminar grados de libertad adicionales no esenciales para el mecanismo que se

desea exhibir.

Finalmente, los valores de u4 en el resto del dominio, es decir, en los nodos que satisfacen
1t < j—1yi>1,sedeterminan de manera inductiva imponiendo la condicién de armonicidad

discreta
Uiprj — 2Wij + Wisrj | Uigpr — 2Ui5 + Uiy
+
h? h?
Este procedimiento produce, para todo d € R, una funcién arménica discreta bien definida

= 0.

en todos los nodos interiores de la malla.

En particular, la Figura 1.3 muestra el caso N = 3.

J
—16d 8d —d
(]
0 —4d d
o () () ®
‘ 0 0
® °’
) ° o
0 0 0
'Y ° ) ° °
0 0 0 0
O O - 1
0 0 0
Yh

Figura 1.3: Esquema de la malla para el contraejemplo. Los nodos negros satisfacen u; ; = 0
para ¢ > j. Los nodos azules representan la zona donde la solucién se bifurca segin el

parametro d.

Denotando por
= (0,1) x {0} N hZ?
la frontera discreta de observacion, se verifica ademas que estas funciones satisfacen
condiciones de borde discretas homogéneas de tipo Dirichlet y Neumann sobre -y, esto es,
Ui 0 — Ui

u; 0 =0, 7h — =0, 0<?2<N.

)

13



La existencia de esta familia no trivial de soluciones arménicas discretas, parametrizada por
d, muestra que no puede existir un andlogo exacto del principio de continuacién tnica en
el marco de diferencias finitas para la frontera ~,. En particular, los datos nulos sobre la

frontera no determinan de manera tnica la solucién en el interior del dominio.

Esta falta de continuacion tunica tiene consecuencias directas en el problema inverso
discreto. En efecto, dado un coeficiente de corrosion discreto ¢ y su solucion asociada v,

consideramos la medicion

M(q) = ({Uz‘,o}ia {=5 }z)
Dado que uy satisface condiciones de borde homogéneas en v, la medicién asociada a v
coincide con la de wy := v + uy. Por la linealidad del laplaciano discreto, wy también es
armonica, aunque corresponde a un coeficiente de corrosion distinto. Esto implica que el

problema inverso no verifica unicidad en esta configuracion.

Cabe destacar que, en ausencia de unicidad para un parametro de malla h fijo, tampoco

puede esperarse estabilidad en el sentido clasico
lar = g2|| < CU([M(q1) — M(a2)]),

pues esta desigualdad implica la unicidad del problema inverso.

Por esta razdn, trabajos recientes sobre problemas inversos discretos [14, 8, 16] se centran
en nociones de estabilidad asintotica con respecto al parametro de malla. Mas precisamente,

se obtienen desigualdades del tipo

lgr = @2l < C(E([M(ar) — M) + E(R)),

donde &(h) es un término de error asociado a la discretizacion, tal que

1tm &(h) = 0.

h—0

Este término cuantifica la pérdida de informacién introducida por el marco discreto. En
particular, la estimacion obtenida es consistente con la correspondiente desigualdad continua,

sin afirmar una convergencia del problema inverso discreto hacia el continuo.

Esta observacién motiva el enfoque adoptado en esta tesis. En lugar de buscar condiciones
sobre 7, que impliquen resultados de continuacién tnica y/o unicidad del problema inverso
discreto, se desarrolla un resultado de estabilidad asintética bajo hipdtesis de acotamiento

uniforme.

14



1.4. Objetivos y contribuciones de la tesis

Objetivos

El objetivo principal de esta tesis consiste en estudiar la estabilidad del problema inverso
de corrosion discretizado. Este estudio se realiza mediante la adaptacion de técnicas del
caso continuo expuestas en [0, 7], apoydndose en la literatura de desigualdades de Carleman

discretas [2, 14, 8, 16]. De manera especifica, se plantean los siguientes objetivos:

= Establecer una desigualdad de Carleman discreta para el operador laplaciano discreto

bidimensional y sin condiciones de frontera.

s Deducir un principio de continuacién unica cuantificado para diferencias finitas,

localizado en una seccién de la frontera.

= Formular una nocién de estabilidad para el problema inverso discretizado.

Contribuciones

Los aportes de este trabajo se pueden apreciar mediante tres ejes principales.

En primer lugar, este trabajo puede entenderse como una adaptacion al marco discreto
de técnicas y resultados utilizados en [0, 7] para el estudio de la estabilidad del problema
inverso de corrosion. Dicha adaptacion no es directa, debido a la pérdida de propiedades

fundamentales al discretizar, en particular la propiedad de continuacién tnica.

En segundo lugar, los trabajos méas cercanos en el marco discreto corresponden a resultados
de estabilidad asintética para el problema de Calderén discretizado [3, 14, 16]. Sin embargo,
los resultados de continuacién unica cuantificada que alli se obtienen se deducen bajo la

hipétesis de condiciones de Dirichlet homogéneas en toda la frontera discreta.

En tercer lugar, la desigualdad de Carleman presentada en este trabajo sigue un
procedimiento de estimacién de tipo adjunto—conmutador aplicado a un operador discreto de
primer orden y complejo, andlogo a 0, + i0,, junto con un analisis por casos. En contraste,
las desigualdades de Carleman discretas existentes en la literatura [2, 8, 14, 16] se obtienen

a partir de la conjugacién del operador y la estimacion de términos cruzados.

En este contexto, las principales contribuciones de este trabajo son las siguientes:

15



= Obtencién de una desigualdad de Carleman para el operador laplaciano discretizado
mediante diferencias finitas en dos dimensiones, sin imponer condiciones de borde sobre
la solucién y con un control cuantificado bajo la condicién de pequeno pardmetro s2h

y regularidad en norma discreta fuerte C2.

= Deducciéon de un principio de continuaciéon tunica cuantificado para esquemas de
diferencias finitas, localizado en la frontera y con una dependencia asintotica explicita

respecto al tamano de malla.

= Formulacion de una estabilidad logaritmica para el problema inverso de corrosion
discretizado bajo hipotesis de regularidad, con validez asintética respecto al pardmetro
h.

1.5. Estructura del trabajo

El Capitulo 2 introduce definiciones y resultados preliminares del calculo discreto y
desigualdades de Carleman. Se detalla un procedimiento de extensién de funciones discretas
en mallas refinadas y se analizan las propiedades de la funcién peso utilizada. El Capitulo
3 se dedica integramente a la demostracién de la desigualdad de Carleman para el operador
laplaciano discreto. En el Capitulo 4 se deducen los resultados de continuacién unica
cuantificada y estabilidad logaritmica. Finalmente, el Capitulo 5 presenta las conclusiones y

una discusion sobre los resultados obtenidos.

16



Capitulo 2
Marco teorico

En este capitulo se introducen las bases geométricas y analiticas del trabajo. Se define
la discretizacion del dominio y sus componentes, los operadores de diferencias finitas y las
herramientas de calculo discreto, junto con un procedimiento de extension de soluciones
propio de esta investigacién. Finalmente, se presenta la funcion peso, sus propiedades

asintéticas y la formulacién del problema inverso discretizado.

Cabe destacar que la mayoria de las definiciones y resultados de este capitulo son estandar
en el andlisis de diferencias finitas para desigualdades de Carleman discretas. Sin embargo,
otros elementos, en particular lo expuesto en la Seccién 2.5, son propios de este trabajo y
surgen debido a que la desigualdad de Carleman de referencia se basa en una técnica de

demostracién distinta a la utilizada en [2, 8, 11, 16].

2.1. Mallas discretas

Consideramos como dominio Q := (0,1)? y el espaciado de malla h := (N 4+ 1)~! con

N € N. Definimos la malla primal de la siguiente forma:
Wi, := hZ* N (0,1)

La eleccién de dominio cuadrado con mallado uniforme se debe al uso de diferencias finitas.
La extensién de este enfoque a métodos de elementos finitos queda fuera del alcance de este
trabajo; sin embargo, destacamos que el uso de operadores de diferencias finitas permanece

estandar en desigualdades de Carleman discretas [2, 8, 14, 16].

En lo siguiente se definen distintas nociones geométricas, tales como malla dual, cerradura,

frontera, frontera dual, etc. Estas responden a diversas necesidades: su aparicién en

17



integraciones por partes discretas, la definicién del dominio de operadores discretos y el

dominio de las integrales en la desigualdad de Carleman discreta.

Considerando las direcciones canénicas e; = (1,0) y e = (0, 1), definimos el operador de
traslacion discreto 7oy p(x) = x + %ek para z € R?. Mediante este operador de traslacién

podemos definir todos los conjuntos discretos a utilizar.

Dada una direccién ey, definimos dos dualizaciones de la malla W, de la siguiente forma:

Wh)p = Tk hWh) U T n(Wh),
(Wh)z = Tfk,h(Wh) N T+k,h(Wh)-

En particular, la dualizacién (W, ); es expansiva, mientras que la otra (V)5 es contractiva.

En términos de notacién se utiliza W}, en vez de (W),); siempre y cuando no lleve a

confusiones.
L] L] [ ] [ ] [ ] [ ] L] L] L] L] L] [ ] *
[ ] L] L] L] W}L72
Wh . . . . Wh
L] L] [ ] L] *
Wi
(a) Malla discreta W,. (b) Malla primal y dualizaciones Whi Vv

*
Wi o-

Figura 2.1: Representacion del dominio discreto y dualizaciones.

Los procedimiento de dualizacion (-); y (+)5 se consideran aplicables en mallas generales y
no solamente para W,. Por tanto, podemos definir la doble dualizacion mediante (W)5; =

((Whn)%); aplicando las traslaciones y uniones correspondientes.

Con esto, podemos definir la cerradura de W), mediante

Wi = W)t U Wh)ss.
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Observacién 2.1.1. Si bien la cerradura se define usando (Wy)jy., esto es solamente formal,
pues (W), es basicamente la malla primal W, en union a los nodos frontera de la direccion

correspondiente.

Siguiendo la observacién anterior, definimos los conjuntos frontera en la direccién k y

frontera completa de la siguiente forma:

GkWh = (Wh)]tz \ Wh, GWh = 81Wh U 82Wh.

+ o+ o+ o+ + o+ o+ o+
L] L] L] L] aZW}L
—|— L] L] L] L] L] L] L] L] L] —"— * —"— L] L] L] L] —"—
L] L] L] L] Wh72
—|— L] L] L] L] L] L] L] L] L] —"— —"— L] L] L] L] —l—
L] L] L] L] Wh -
—|— L] L] L] L] L] L] L] L] L] + + L] L] L] L] + Wh
L] L] L] L] W;;’l
+ L] L] L] L] L] L] L] L] L] —"— —"— L] L] L] L] —"—

5,047

+++ + + ++

(a) Malla discreta, dualizaciones y nodos (b) Cerradura de la malla primal.

frontera.

Figura 2.2: Representacién del dominio discreto (continuacion).

Junto con la nocién de frontera, definimos la frontera dual tangencial
(OWh)7 = (O )3 U (2 W1,
y la frontera dual tangencial interior

(OWh)7 = (01WWh)5 U (02W1)3.
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o 4+ o 4+ o 4+ o 4+ o +-o0o 4o +4+—o+

o 0]

+ ° ° ° . + + ° ° ° ° +
0] 0] o 0]

+ L] L] L] L] + + L] L] L] L] +
o o . o o

+ ° ° ° ° —|—<aWh)T + ° ° ° ° —|—<
0] 0] 0] @)

+ ° ° ° ° + + ° ° ° ° +

o (0]

o + o 4+ o + o 4 o 4+ o 4+ o 4+ o +4
(a) Frontera dual tangencial. (b) Frontera dual tangencial interior.

Figura 2.3: Representacion del dominio discreto (continuacion).

2.2. Funciones y operadores discretos

Sea W un conjunto discreto entonces denotamos por C'(W;K) al conjunto de funciones
definidas en W a valores en K, donde K € {R, C}. Consideramos que el operador traslacién
Tyk,n puede actuar en funciones f que tengan dominio contenido en R? mediante la férmula

ren(F)(r) = f + ver),

con & € D C 7oy p(dom(f)).

En particular, si u € C(Wy;K) entonces 7up(u) € C(Wh)5K) v si u € C(Wh);;K)
entonces 7oy p(u) € C(Whp; K).

Con esta nocién del operador traslacién se definen las siguientes operaciones discretas:

T U+ T pu T U — T_p U
+k,h : k,h : th(u)(l‘) — +k,h k.h

Ahh(u)(a:) = h s

donde el dominio a considerar corresponde a la interseccion del dominio de las traslaciones

THepU Y T—kpU, €s decir,
dom(Ag pu) = dom(Dy pu) = Topp(dom(u)) N 7_g p(dom(u)).

Por tanto, si dom(u) = W, entonces dom(Agpu) = dom(Dypu) = (Wh)g = Wi,

Respecto al significado de estos operadores, notemos que Dy, j, corresponde a la diferencia

finita central en la direccién k pero con desplazamiento h/2 en ambos sentidos. En cambio,
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Ay, corresponde a un promedio en la direccién k con desplazamiento h/2. Estas definiciones
particulares se deben a las repetidas apariciones de estos operadores durante la demostracion

de la desigualdad de Carleman discreta y son estandar en las referencias [2, 8, 14, 16].

Respecto a otros trabajos en desigualdades de Carleman discretas [2, 8, 14, 16], se deja
la dependencia de h explicita pues se trabajara con Wj, y W2 usando operadores discretos

con distinto multiplo de h.

Considerando las definiciones previas, se tiene la siguiente identidad para el operador

laplaciano discreto en dos dimensiones por diferencias finitas y esquema de 5 puntos:

Apu(z) =3 u(w + hee) = 212(;5) Tulehe) _pp 4Dz (@), xeWh (221)

Si My, corresponde a una malla bidimensional uniforme de espaciado h (por ejemplo
Wh, Wi 1, Wi 5 ) y f es una funcién a valores en K tal que M;, C dom(f), entonces definimos

la integral discreta de f en M, mediante
f = h’ Z f(l'),
My, zEMy,

y si OM,; corresponde a una malla frontera de espaciado h (por ejemplo,

OWh, (OWh)2, (0Wp,)E), entonces la integracion discreta en la frontera se define mediante

f=h Y fla).

oMy, T€OMy,

Para estimaciones de integrales de borde, definimos el operador traza discreto en la

direccién k de la siguiente forma: si x = (z1,z2) € R?, entonces

T+k7h(u), Si T — 0,
T,kyh(u), si T = 1.
Este operador traslada la evaluacion en la frontera hacia el interior en la direccién k. Notar que
con esta definicién también se consideran las esquinas del dominio. Con el fin de simplificar

la notacién, definimos el operador t,, mediante ¢, = tfh siempre que x esté en la frontera

en direccion k, es decir, x € 0xf).

De forma similar, se define el operador bilineal de traza

1
Tk (u,v) := 5 (utﬁh(v) + tﬁh(u)v) ,
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cuya aparicién esta motivada por la férmula de integracién por partes (Teorema 2.4.1), el
cual es especifico del marco desarrollado en este trabajo. Al igual que para el operador traza

discreto, consideramos la extensién Try, = Trﬁ solamente si z € 0,).

En la frontera, considerando a v la k-ésima componente de la normal del dominio (0, 1)?,

se define la siguiente derivada normal discreta:
D, n(u)(x) == thf’thﬁ(u)(x), r € O Wh, k=1,2. (2.2.2)
y la siguiente derivada tangencial discreta:
Dop(u)(x) i= Dyn(u)(x), x € (OWa)k=1,25 = 1,2 £ k.

Estas definiciones de derivadas discretas aparecen de forma natural al realizar integraciones
por partes discretas y durante el desarrollo de la desigualdad de Carleman. Su formulacién

resulta particularmente relevante en la estimacién de términos de borde.

2.3. Normas discretas

A partir del contra-ejemplo de unicidad discreta mostrado en la Seccién 1.3, se observa la

existencia de funciones discretas altamente oscilatorias. En este contexto, la imposicién de
hipdtesis d tamient C? discret it trolar d indirect

una hipétesis de acotamiento en norma iscreta permite controlar de manera indirecta

estas oscilaciones.

Asimismo, la introduccion de las normas discretas que se definen a continuacion responde
a los requisitos minimos para formular estimaciones de estabilidad analogas a las del caso
continuo [0, 7]. En particular, se necesita una hipétesis de acotamiento sobre la norma C? y

la definicién de la norma L? del borde para la cuantificacién de continuacién tnica.

Dada una funcién discreta f cuyo dominio contiene a W), definimos el andlogo discreto

de la norma de tipo C' mediante
[/ lleew,) == max [f(z)]
zeEW)

Sin embargo, para las normas tipo C!, C? consideramos definiciones distintas segin el tipo
de funcién discreta. Esta distincion resulta necesaria para mantener un control uniforme de
la regularidad discreta tras la extension de malla, lo cual serd esencial en la desigualdad de

Carleman.

Sean f € COWy;K) y f una extensién que también estd definida en las esquinas del

dominio (por ejemplo f € C (Wh; K)) entonces se define el andlogo de la norma C* mediante:
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| fllerom,) = I fllegm,) + méx |[Dipf(2)]+ max Doy f(x)],
z€(Wh)3 z€(Wh)3

F ooy FIl o + max Dy f(z) + max
Fllorgmy = W leosmamy + o mix D@+ mix

D27hf~($)|.

Notar que la tnica diferencia es que para la extensién f también se considera el nodo frontera

en la cuantificacién. De forma similar, definimos un analogo discreto de la norma C? mediante

7 leagmy = 1 Flexgmy +_,mix  |DuDanf (@)
+ max Dy D )| + max Dy, D ).
;UEWhU((%Wh);S 2h 27hf( )| $€WhU(82Wh)(1x1] Lh 17hf( )|
”f”c?(Wh) = Hf”cl(wh) + méx** | Dy p Do f ()|
z€(Wh)i5
4+ max Dgthth(fﬂ)‘—i— max DlththT(x)’.
z€(Wr)i1 z€(Wh)35

Notar que las normas para la extension f cuantifican el comportamiento de la extension en
las esquinas del dominio. En particular, se mostrara que la extension de funciones discretas

utilizada en este trabajo mantiene acotada estas normas.

Finalmente, se define norma L? discreta en una malla frontera M, de la siguiente forma:

1l zonan) = 1 /a e

2.4. C(Calculo discreto

En esta seccién se recopilan resultados sobre operadores discretos que seran necesarios para
el desarrollo de la desigualdad de Carleman discreta. En comparacion con la literatura reciente
sobre desigualdades de Carleman discretas [14, &, 16], en este trabajo también se utilizan
operadores discretos de mayor paso, como Dy, o1, ¥ Ag 21, los cuales llamaremos operadores con
paso 2h. Esto se debe principalmente al método empleado para la obtencion de la desigualdad
de Carleman. No obstante, mediante una técnica de refinamiento, la desigualdad final quedara
expresada en términos de los operadores estandar presentes en la literatura, por lo que el uso

de operadores con paso 2h cumple un rol meramente instrumental.

El siguiente resultado recopila identidades algebraicas bésicas que permiten manipular la
diferencia finita y promedio de productos de funciones de manera andloga al caso continuo.

Estas identidades seran utilizadas de forma sistemética en las pruebas posteriores.
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Corolario 2.4.1. Sean u,v € C(W,;K) entonces se tienen las siguientes identidades

Dy on(uv) = Dy op(u) Ak 2n(v) + Agon(w) Dy on(v), en Wh,
Ak,zh(uv) = Ak72h(u)Ak72h(v) + thk72h(u)Dk72h(v), en Wh.

Ademds, para u € C(Wh; K) se cumple:
U= Ai@h(u) - hQDigh(u), en Wh.

Demostracion. Las primeras dos identidades son andlogas a las del Lema 2.1 de [11]
cambiando h por 2h, lo cual cambia el factor h?/4 a h? en la segunda identidad. Por otra
parte, la tercera identidad corresponde a un andlogo del Lema 2.3 de [2], bajo el mismo
cambio de h a 2h. O

La integracién por partes es una herramienta fundamental en el marco continuo. En
particular, el uso de operadores discretos con paso 2h permite obtener identidades de
integracion por partes discretas sin cambiar de malla. Dichos resultados son andlogos a los
presentados en [11] para los operadores Dy, y Ay . Sin embargo, no se obtienen como una

consecuencia directa del simple reemplazo de h por 2h.

Teorema 2.4.1 (Integracién por partes discreta del operador Dy o). Sean u,v € C(Wy,; K),

k
Dmhu U= — / UDkvghU + / TrQh(u, U)Vk.
Wi, Wh, O Wh

Demostracion. Aplicando la identidad Dyop = Ak pDikn = DipAgp y la integracién por

entonces

partes para Dy, = Dy, ;, mediante malla dual (véase [14, Lema 2.2]), se tiene

Dk,ghu U = / Dk7hAk7h(u) U = —/ Ak,h(u)th(v) +/ Utf(Ak,hu)Vk.
Wh Wh Wh)i, O WWh
Aplicando nuevamente la integracién por partes para Ay = Ay, se obtiene
h k k
Dk72hu U= — uAthk,h(v) — 5 utr (Dkﬁ(U)) + Utr (A]ﬁhu)l/k.
Wi Wh Wi

O Wy,

Por otro lado, la identidad
v tff,zhv

thk,hU =V A

implica

h 1 1
—Eutf(Dkﬁ(v)) + oth (Appu)vy = —él/ku(v — tyronv) + §v(u + tropu) vy = Toky (u, v)v.
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Reemplazando en el desarrollo anterior, se concluye

k
Dmhu U= — / uDk,ghv + / TrQh(u, U)Vk.
Wh Wh, 8kwh
O

Teorema 2.4.2 (Integracion por partes discreta del operador Ay o). Sean u,v € C(Wy; K),

entonces

h h
/ Apopu - v = / UAg opv + = / utf%v — = / tf’f%(u)v.
Wy, Wh 2 W, ' 2 HWi

Demostracion. Por definicion

h? h?
/M;h Ak’ghu U = ? Z T+k72h(u)1) -+ 5 Z T_k’gh(u)l}.
Wh Wh

Realizando una traslacion en los dominios de las sumas,
h? h?
/ Amhu SV = ? E UT_f 2pV + 5 g UT 4 k2R
Wh T4k,2hWh T—k,2hWh

Mediante una descomposicion de 74y 2,V en la unién disjunta de nodos de frontera y nodos
interiores, y posteriormente una incorporacion de los nodos interiores restantes mediante un

cero conveniente, se tiene

h? h? h?
Apoptt -0 =— UT_opV + — UT_f opV — — UT_ g opU
/Wh k2h 5 WE T_k2nV + 5 E T_k2h 5 E T_k2h
h

Wy, Tik,2h 0 Wh
h? h? h?
+ B UT 1 k,2n0 + > E UT ik 2hV = o E UT 1k, 2n0-
Wh O Wy, T_k,2n 0 Wh,

Escribiendo las sumas como integrales discretas,

1 h h
Agopu - v = §u7:k72hv + 3 UT_j 2nV — B) Tipon(w)v
Wi, Wi, EARYYS 9, Wh

1 h h
+ —UT4op¥ + = UT 4k on¥U — = T_g.on(W)v.
Wh 2 2 8,;Wh 2 8,jWh

Finalmente, agrupando términos y usando el operador traza ¢, se concluye

h h
/ Agopu-v = / uAgopv + = / ut,’f%v — = / tfzh(u)v.
Wy, Wy, 2 O Wh ' 2 O Wh 7
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2.5. Refinamiento de malla y operador de extensién

Para el desarrollo de la desigualdad de Carleman discreta es necesario analizar el siguiente

operador discreto:
Ph = Dl,h + Z.D27h.

Este operador no es estandar en la literatura de desigualdades de Carleman discreta [2, 8, 11,
], pues si u € C(Wp;R) entonces Dy, ,u tiene como dominio la malla (W)},)% v por tanto,

Py (u) estarfa definido en (W;,)5 N (W) = 0 lo cual resulta inconsistente.

Lo anterior nos lleva al objetivo de esta seccién: introducir un operador II que extienda
las funciones definidas en W), tal que al considerar la evaluacién P,Ilu esté bien definida,
preserve propiedades de la funcién original y permita, bajo estimaciones integrales, volver a

la variable original wu.

Definimos el siguiente operador de extension:
M:ue COWyR) — (u) € C (Wh/g;R> ,

mediante la ecuacién (2.5.1). En este contexto, la triple cerradura garantiza que II(u) esté
bien definida en todos los nodos que intervienen en el desarrollo posterior de la desigualdad

de Carleman.

Notamos que por definicién, el conjunto 0,9, W,, corresponde a las esquinas de 2. También,

se recuerda que la operacion de frontera 0 de una malla, es relativa al espaciado de la malla.

(u, en W,
0, en Wh/z \ Wh,
I(u) == Q thoypu+ 25,0 — by o t2 5w, en D19y,
2ty ont — traptt, en OOWy) \ 010V,
0, en (0(Why2) \ 9105W,) U (a@m \ a(Wh)) .

(2.5.1)

Respecto a la definicién de II(u), en la Figura 2.4 se muestran los nodos donde la extensién
es no nula. Estos nodos corresponden a los nodos originales, las esquinas del dominio y a los
nodos fuera del dominio pero que estan alineados con la malla. En el resto de los nodos

la funcién se extiende por cero, los cuales se muestran en la Figura 2.5 y juntos forman el

conjunto Wy, s.

26



Wy,
a162)/Vh
L o)\ 0o,

Figura 2.4: Esquema de nodos donde el operador de extension II es no nula.

R N S AN
...............mﬁh/Q)\a(Wh)

Figura 2.5: Esquema de nodos utilizados en el operador II, los nuevos nodos descritos (en

comparacién con la Figura 2.4) son los nodos donde la extensién es nula.

De las definiciones de mallas discretas y las Figuras 2.4 y 2.5, se tiene la siguiente

descomposicién:
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Proposicién 2.5.1. Sih = (N + 1)1, con N € N, entonces
Whyz = Wh UW,  UW; o, UW,. (2.5.2)
Aqui, U denota la union disjunta.

Para el desarrollo de la desigualdad de Carleman discreta es necesario analizar el siguiente

operador discreto,
Ph = Dl,h + Z.D27h.

El cual, debido a la extension por cero en el interior de la malla y a la descomposicién de

malla admite la siguiente caracterizacién al ser aplicado a IT(u):

Proposicién 2.5.2. Sea u € C(Wy;R), entonces

0, en Wh,

07 en W/;,k,*127
PI(u)(z) = (2.5.3)
Dy pu,  en Wi 4,

; *
(iDapu, en Wi ,.

Asimismo, al considerar la composicion P, Py, que da lugar al operador laplaciano discreto

Ay, se obtiene:

Apu, en Wh,
_ 0, en Wi,
0, en W;;l,
W en W o.

Por otro lado, en la frontera se satisfacen las siguientes propiedades para la extension I1(u):

Proposicién 2.5.3. Sea u € C(W,;R), entonces se satisfacen las siguientes identidades en
la frontera:
D,ihl'[(u) =0 Y Ak7th7hH(u) = t:ith:,hU en 8kWh, (255)

mientras que en las esquinas del dominio se verifican las identidades
t;th,hH(u) = tithi,hDLhu, en 81821/\/;“ (256)

t72~7hD2,hH<u> = ti72ht27hD27hu, en 8182Wh. (257)
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Estas identidades se verifican directamente a partir de la definicién de II(u) en los nodos

de la frontera y en las esquinas del dominio.

La siguiente proposicién muestra que la norma discreta C? de la extensién se mantiene

controlada como consecuencia de las identidades de esquina anteriores.

Proposicién 2.5.4. Si u € COWy;K) es tal que [[ul| c2y,) < M, entonces ||[T1(u)c2qy,) <
3M

Demostracion. La tnica diferencia entre las dos normas es que la correspondiente a IT(u)
cuantifica sus valores en la esquina extendida. Por ende, es necesario estimar cada término
que utilice el valor extendido de II(u). Debido a la simetria, analizaremos solo el caso de la
esquina x = (1,1). Utilizando la definicién de II(u) en la esquina y las propiedades (2.5.6) y
(2.5.7), se tiene:

II(u)(z) = u(z — hey) + u(x — hey) — u(x — hey — hey),
t2 Do pIl(u)(x) = t2, Dy pu(z — hey),
tithLhH(u)(az) = t}"’th,hu(x — hey),
tinte D1 Do pll(u)(z) = 0.

Para las segundas derivadas puras, se obtienen las relaciones:

Dy, Dy pI1(w)(x — heg) = 71 20 Do p Do pu(x — hes) — 7o n7—1.n D1 p Do pu(x — hes),
Dl,th,hH(u) (LL’ — hel) = T_272hD17hD1’hu<I — hel) — T_1’hT_2,hD17hD2,hu(l’ — hel).

Aplicando la definicién de la norma y acotando los términos del lado derecho por el maximo
de u y sus derivadas en W), (usando la desigualdad triangular donde corresponda), se concluye

el resultado. []

Esta estimacién garantiza que la extensién no introduce un crecimiento no controlado de
la regularidad discreta, lo cual es esencial para mantener el control uniforme de los términos

de borde en las estimaciones posteriores.

La siguiente propiedad, formulada como proposicion, se usa durante el desarrollo de la

desigualdad de Carleman discreta para cambiar el dominio de integracion de Wj, 2 a Wh,.

Proposicién 2.5.5. Sea f una funcion discreta tal que Wyo C dom(f) y sop(f) € Wh ,

entonces

i=3/ s
Wh,

Wh 2 4
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Demostracion. Por definicion,
h2
f= 1 Z f(@).
Why2 zeEW,
h/2

Utilizando sop(f) C W, se tiene que

]

De manera andloga, al cambiar el dominio de integracién de W}, 2 a 9V, aparece un
factor 1/2. Dado que la demostracién es completamente similar, se omiten el enunciado y la

prueba correspondientes.

Estas propiedades permiten transferir estimaciones obtenidas en la malla refinada W, a
la malla original W), lo que sera fundamental en la obtencion de la desigualdad de Carleman

discreta del Capitulo 3.

2.6. Funcién peso

Sea v C 0f) un subconjunto relativamente cerrado con interior no vacio tal que I'y :=
00\ v # 0. A lo largo de este trabajo, Iy representard la porcién de la frontera con corrosion,

mientras que 7y correspondera a la parte accesible de la frontera.

2.6.1. Definicion y regularidad

Se considera una funcién peso de la forma

Y = @1 + SPp.

donde s > 0 es el llamado pardmetro de Carleman y g, p; € C°(Q2). Esta regularidad es

necesaria para la aplicacion del teorema de Taylor en andlisis discreto posterior.

Siguiendo el andlogo continuo desarrollado en [0, 7], introducimos la funcién ¢, dada por
el Lema 2.6.1, que puede considerarse como un andlogo del Lema 2.6 de [7] en el contexto de

un dominio cuadrado.

Lema 2.6.1. Eziste oy € C=(Q) tal que
Apg=0enQ, wo=0enTy 0Oy <0en (L) \ (010:), g >0 en .
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Demostracién. Consideramos x € C°°([0,1]?) tal que y =0 en Iy, x > 0 en vy, x #Z 0 en 7,

y x idénticamente constante en una vecindad de cada esquina del dominio.

Se define ¢, como la solucién del siguiente problema eliptico:

Agpy =0, en €,
wo = X, en Ofd.

Mediante el cambio de variables v = g — ¥, se llega al siguiente problema eliptico

Av = —Ay, en €,
v =0, en 0f.

Debido a las hipétesis sobre y en las esquinas del dominio, todas las derivadas de f := —Ay
se anulan en dichos puntos. En consecuencia, se satisfacen las condiciones de compatibilidad
consideradas en [11] para todo k € N, implicando ¢y € H*(2) para todo k € N. Mediante

inyecciones de Sobolev en dominios Lipschitz se concluye que ¢q € C(€).

Finalmente, siguiendo la demostracion [7, Lema 2.6], el principio del méximo implica ¢q > 0
en ) y del lema de Hopf se tiene 9,9 < 0 en (Ty) \ (910:92). Esta ultima restriccién se debe

a que en las esquinas no se cumple la propiedad de la bola interior. O

Observaciéon 2.6.1. Debido a la hipdtesis sobre x en las esquinas, se tiene que Vo = 0 en

las esquinas de €.

En [0] y de forma similar en [7], se define ¢; como solucién del problema
Ap; = A, en (),
w1 =0, en 09,

para algin A > 0. Sin embargo, el problema anterior no admite soluciones C*°(€2), pues la
condicién de borde junto con la continuidad de las derivadas en las esquinas contradicen la

condicién Ap = X en estas.

Por esta razon, en este trabajo se considera una funcién p; € C* (ﬁ) que satisface Agp; > 2

en () sin imponer condiciones de borde.

2.6.2. Relacion con operadores discretos

El analisis de desigualdades de Carleman discretas requiere relacionar la acciéon de los

operadores discretos sobre e? con los operadores diferenciales continuos correspondientes,
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junto con términos de error controlados. Esta relacion se establece mediante desarrollos de
Taylor, lo que conduce a términos de error controlados en funcién de h y del pardametro de

Carleman s.

En particular, utilizamos la notacién O(sh) para denotar una funcién acotada por una
constante multiplicada por sh. En el siguiente resultado se recopilan diversas estimaciones
asintoticas; las constantes implicitas en los términos O(+) dependen tinicamente de las normas

[eollom@) ¥ ll¢1llem@y, para algiin m € N suficientemente grande.

Teorema 2.6.1. Sean ¢g, p1 € C®(Q) y definamos ¢ := @+ s@q. Bajo los supuestos h < 1,

s> 1y sh <egq, se tienen las siguientes estimaciones:

Para la traslacion y el promedio:

Tikn(Dipe?) = Oppe? + sO(sh)e?
Tepn(€?) = e? + O(sh)e?,
Agon(e¥) = €% + (9(( h)?)e?,

AjonAran(€?) = O((sh)?)e,
Ajon(Ok(#)) = k() + sO(h?).

Para las primeras diferencias finitas centradas:

Dy, on(€¥) = Oppe? + sO((sh)?)e?,
AjonDian(e?) = Oppe? + sO((sh)?)e?.

Para las sequndas diferencias finitas centradas:

DjonDyon(e?) = 0jx(e?) + s*O((sh)?)e?
Djon(Orp) = Ojpip + sO(h?).

Observacion 2.6.2. Estas estimaciones asintoticas siguen siendo vdlidas al cambiar 2h por

h o por algin multiplo de este.

Demostracion. Para la primera estimacion, mediante la expansién de Taylor con resto de

Lagrange, se tiene

h2
ep(ather) _ o) 8kg0(x)e‘ﬁ(a’)h + (@;W(S) + 8kgo(§)2)e‘9(5)§,
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para algun & entre xz y x + hey. Reescribiendo la expresiéon anterior, se tiene

h

e Dua(e?)(a) = Dugle)e? + (Bl + Oplf)er 9+ ) e

Por otro lado, expandiendo ¢(£) — ¢(x) mediante Taylor, se tiene

(&) — p(x) = Opp(&2)(§ — ) = O(sh),

para algin & entre z y £, y la constante de la notacién O depende de la norma C! de g y
1 y es uniforme en espacio. Utilizando la identidad de la funcién exponencial como serie de

potencia y eligiendo &g tal que sh < gq implique O(sh) < 1, se tiene

o0 k
eP©—w(@) — 1 4 Z % =14 O(sh),
k=1 ’

en notacion O. Con lo anterior se deduce
(119 + up(e)e 1) = 5O(sh)1 + O(sh) = sO(sh).
Concluyendo la siguiente estimacién asintodtica:
TeknDin(€?)(x) = Opp(x)e?™ + sO(sh)e?t™).

Las demas estimaciones siguen un procedimiento andlogo basado en las mismas herramientas

y pueden encontrarse en la Seccién 2.2 de [2].

2.7. Problema inverso discretizado

2.7.1. Problema directo

Sean 7, 'y C 02 como en la Seccion 2.6. Consideramos sus versiones discretas vy, := yNOW),

y Lo :=To N OWj, las cuales representan la frontera accesible e inaccesible.

Consideramos los coeficientes de corrosién ¢ € C(I'g,;R) tal que sean no-negativos y
exista a > 0, ¢ > a > 0 en algin subconjunto de medida positiva de I'y. El flujo de corriente

f € C(v; R), se considera como dato en el problema inverso.

Dados ¢ y f definidos en el parrafo anterior, y utilizando el operador laplaciano discreto

(2.2.1) junto con la derivada normal discreta (2.2.2), consideramos el siguiente sistema, el
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cual modela el problema directo discreto:

Apu =0, en W,
Dypu=f, en vy, (2.7.1)
Dypu+qu=0, enTIqyy.

Este sistema constituye un andlogo completamente discreto del modelo continuo de corrosion

(1.1.1) presentado en la Seccién 1.1.

La existencia y unicidad de la solucién del problema directo discreto pueden establecerse
mediante un desarrollo detallado del marco funcional discreto asociado, incluyendo resultados
de traza y coercividad de la forma bilineal. Si bien este andlisis es relevante, su inclusién
desviaria el foco principal de este trabajo, centrado en el estudio del problema inverso y
en la obtencién de estimaciones de tipo Carleman. Por esta razén, se introduce la siguiente
hipotesis:

Hipétesis (Existencia y unicidad). Para todo coeficiente de corrosion q y todo flujo de

corriente f considerados, se supone que el sistema (2.7.1) admite una dnica solucidn u.

2.7.2. Problema inverso

Mediante la hipdtesis de existencia y unicidad, fijando un flujo de corriente f, se tiene que

el mapeo
q— M(q) = <u|’Yh’ D’/,hul’Yh)’

donde u es solucién de (2.7.1), estd bien definido.

El problema inverso asociado consiste en recuperar el coeficiente de corrosion ¢ € C(I'g 5; R)

a partir de la medicién M(q).

En particular, como se menciono en la Seccion 1.3, en el caso discreto, la unicidad depende
de la geometria de v; y se mostré un caso donde no hay unicidad. Por esta razon, estamos
interesados en mostrar una nocién de estabilidad compatible con la falta de unicidad, es

decir, mostrar una estimacién del estilo

a1 = q2llx < COU([[M(q1) = Mg2)lly) + E(h)),

donde || - ||x, || - [[y corresponden a normas discretas en espacios adecuados.
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2.7.3. Propiedades conservadas del continuo

Este sistema mantiene algunas propiedades analogas a las del marco continuo; en particular,

satisface un principio del maximo discreto y un resultado de positividad.

Teorema 2.7.1 (Principio del méaximo discreto). Sea u € C(W,;R) tal que Ayu = 0 en
W,,. Entonces

’ < < mi Vo € Wy,
yé%%hu(y) <u(x) < éx u(y), VzeWw,

Demostracion. Probamos primero la desigualdad superior. Si el méaximo de u se alcanza en
la frontera OW),, la afirmacion es inmediata. Supongamos entonces que el maximo se alcanza

en un punto interior x € W,.

Por la definicién de maximo discreto, se tiene
u(x) —u(x £ hey) >0, k=1,2.

Sumando estas desigualdades y utilizando la definicién del operador laplaciano discreto, se

obtiene
Apu(z) < 0.

Como por hipétesis Apu(z) = 0, se concluye que
u(z) = u(x + hey), k=1,2.

En consecuencia, u toma el mismo valor en x y en todos sus nodos vecinos. Repitiendo este
argumento de manera iterativa sobre la malla conexa W), se deduce que u es constante en

W;,. En particular, el valor maximo de u en W), coincide con su valor en la frontera.
La desigualdad inferior se demuestra de forma completamente analoga considerando el

minimo. O

Corolario 2.7.1 (Positividad del sistema discreto). Sea u € C(Wp;R) una solucion del

problema
Apu=0, en Wy,

Du,hu - fa €N Yn,
D,pu+qu=0, enDyp,
donde f € C(yn;R) y g € C(Top;R) satisfacen f >0, ¢ >0, con f # 0. Entonces,

u>0 enW,.
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Demostracion. Por el principio del maximo discreto, u alcanza su minimo en algiin punto
x € OW,. En particular,
D, pu(x) <0.

Supongamos primero que D, u(x) = 0. Entonces u coincide en z con su nodo vecino
interior y € W,. Como x es un punto de minimo, y también lo es. Usando la ecuacién
Apu = 0 en y, se concluye que u coincide con todos sus nodos vecinos. Repitiendo este

razonamiento de forma iterativa, se deduce que u es constante en W,

Esto contradice las condiciones de borde, pues implicaria D, ,u = 0 en W}, mientras que
por hipétesis f # 0. Por lo tanto,
D, nu(z) < 0.

Si x € 7y, entonces D, u(z) = f(z) > 0, lo cual contradice la desigualdad anterior. Por

consiguiente, el punto de minimo debe pertenecer a L'y 5.

En ese caso, usando la condicién de Robin discreta,
D, pu(z) + q(x)u(x) = 0,

y como D, ,u(x) < 0, se tiene que ¢(x) > 0. Utilizando esto se deduce u(z) > 0.

Finalmente, dado que u(z) es el minimo de u en W, se concluye que
u>0 en W,

[]

Cabe destacar que estas propiedades —el principio del maximo discreto y la positividad—
constituyen resultados de tipo cualitativo que reflejan la naturaleza eliptica del operador
discreto y garantizan un comportamiento controlado de las soluciones. Sin embargo, estas
propiedades no implican, por si solas, unicidad ni estabilidad del problema inverso asociado.
En particular, como se mostré en la seccién 1.3, el esquema discreto puede admitir multiples
soluciones o coeficientes compatibles con los mismos datos de Cauchy, lo que pone de
manifiesto una obstruccion estructural propia del marco discreto. Esta coexistencia de
propiedades locales bien comportadas con la pérdida de continuacién unica motiva la
necesidad de herramientas mas finas, capaces de capturar informacién cuantitativa del

problema conforme la malla se refina.

Con este marco tedrico establecido, las herramientas desarrolladas se combinan para

obtener una desigualdad de Carleman discreta (Teorema 3.1.1) adaptada a este modelo.
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Dicha desigualdad, inspirada en el marco continuo desarrollado por Choulli [0, 7], constituye
el primer paso fundamental en la demostracién de estabilidad. En este contexto, en el capitulo
siguiente se ponen de manifiesto las primeras diferencias estructurales entre los resultados

del marco continuo y sus analogos discretos.
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Capitulo 3

Desigualdad de Carleman discreta en
2D

El objetivo de este capitulo es establecer una desigualdad de Carleman para el operador
laplaciano discreto en dos dimensiones definido en (2.2.1). Como se discuti6 en el Capitulo 1,
este tipo de desigualdades constituye una herramienta fundamental para deducir un principio
de continuacién unica cuantificado asintético y, en consecuencia, obtener resultados sobre la

estabilidad del problema inverso de corrosién en el marco discreto.

La desigualdad obtenida puede entenderse como una versién discreta de la Proposicién 2.3

de [7], correspondiente al caso continuo, la cual se presenta a continuacién:

Teorema 3.0.1 (Desigualdad de Carleman del marco continuo). Para cualquier funcion real

u € C%(Q), se satisface la estimacion:
/(Ago)|u]26“’d:c n /(Agp —1)[Vulerds
Q Q
S/ |Aul?e?dx —|—/ Oyo([ul* + |Vul?)efdo (3.0.1)
Q o)

+ 2/ (O, ulu — (03yu)JVu - v)efdo,
)

01
donde J = .
10

En el marco continuo, mediante una hipétesis de acotamiento en norma C?, es posible
estimar los términos de borde de (3.0.1) que no dependen de la derivada normal 9,¢.

Siguiendo esta linea, en este trabajo se busca demostrar la desigualdad bajo el supuesto
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de que la funcién u posee una regularidad discreta acotada; especificamente, se asume que

lull c2gw,) < M para una constante M > 0 fija.

Esta eleccion permite demostrar una version de la desigualdad de Carleman donde dichos
términos de frontera ya aparecen estimados por M, lo cual resulta suficiente para los
fines de cuantificaciéon de la continuacién tunica discreta. Ademas, este enfoque simplifica
el tratamiento de los términos de error adicionales que la discretizacién introduce sobre la
funcion peso cuyo control exige imponer una relacion critica entre el pardmetro de Carleman

s y el espaciado de la malla h.

La demostracién se basa en la identidad para el operador laplaciano A = (0,+10,)(0,—10,).
Dado el marco tedrico introducido, contamos con la descomposicién discreta ApIl(u) =
(D1 + Dy p)(Dyp — iDop)(u), valida en W o. Utilizando esta estructura, la obtencion
de la desigualdad de Carleman se divide en tres etapas: en primer lugar, se establece
una desigualdad para el operador de primer orden en la malla W, (Lema 3.2.1); a
continuacién, mediante refinamiento, se aplica a los casos de II(u) y (D1 — iDop)I(u)
en Wi,2 (Proposiciones 3.3.1 y 3.3.2 respectivamente); finalmente, se estiman y absorben los
términos de error, lo que permite concluir la desigualdad principal presentada en la seccion

siguiente. El la figura 3.1 se presenta el flujo de la demostracion expuesto en este parrafo.

[ Lema Fundamental ]

l (Lema 3.2.1) J
Estimacion Estimacion
pesada tipo H! pesada tipo H?
(Proposicién 3.3.1) (Proposicién 3.3.2)
[ Estimacion de

—_—

l términos de error

(Seccién 3.4)

Estimaciéon de
Carleman discreta

(Teorema 3.1.1)

Figura 3.1: Flujo de demostracion de la desigualdad de Carleman
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3.1. Resultado principal

Realizando la metodologia expuesta en el parrafo anterior, se obtiene el siguiente teorema,

el cual constituye el resultado central de este capitulo:

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de Carleman discreta). Ezisten constantese > 0 y C > 0 tales
que para todo h < 1 y s > 1 que satisfagan sh'/?> < ¢, se tiene que para cualquier funcion

discreta u € C(Wh;R) que verifique [ull 2w,y < M, se satisface:
/ UM%—C#WNM%“+§:/Q (Ap — 1 — Cs'h?)| Dy, pul?e?
Wh Wik

< (1 +Cs*h?) /

14Y%

+0M(/'(mquwmpw+/‘ D, ule?)).
oW (OWh)2

|Ahu|269" + / 8ng0(|u\2 + |Dy7hu|2)e“” + / 8n<,0|DT7hu|Qe“0
h owp, (OWh)2

(3.1.1)

El lado izquierdo de la desigualdad corresponde a una energia discreta ponderada de
u y sus primeras diferencias finitas, ajustadas por términos de error asintéticos. El lado
derecho se descompone en tres componentes principales: una norma L? discreta ponderada
del operador laplaciano discreto Aju, una serie de términos de borde ponderados por la
derivada normal 0, —lo cual permite localizar las estimaciones en los nodos discretos de la
regién de observacion y— vy, finalmente, un término de estabilidad condicional proporcional

a la cota a priori M que controla los errores de truncamiento en la frontera.

3.2. Desigualdad para D + 1D 9,

Considerando a; = 1 y as = 7, definimos el operador discreto de primer orden
Poy, = D1 o, + Do op, (3.2.1)

asi como la siguiente funcion auxiliar en la frontera,

Qz) = Zakyk(x). (3.2.2)

k

Con estas definiciones, se obtiene una desigualdad para P, la cual se formula en el

siguiente teorema. Aqui, ¢ denota la funcion de peso considerada en la Seccion 2.6.
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Lema 3.2.1. Dado h <1,s > 1 y sh < g, para todo u € C’(Wh;(C) se tiene:

E(u;Wh)+e(U;Wh)+/ Apluf’e? S/ | Ponul*e? + B(u, W) (3.2.3)
Wh Wh

Con término de borde dado por:

B(u, Wh) = Re Z / (Tréh(uAk72h€¢, aka,gh’EL) + Tl"gh(’LLDthe(p, CLkAthﬂ)) @
OWp,

(3.2.4)
- Re/ ek, (u, QPapue?)
Wy,
y términos de error dados por:
E(u; W),) = Re Z Clka_j/ (DjonuDy optuoy, jon + AjontuDy on Uy j2n
k,j Wh (3.2.5)

+D; onuAy 20U k2 + Ajon WAL 2n Uk jon) 5

e(u; Wh) = Z /VV |U|2 (Ak,gh(ﬁkkgoe“’) — 8kkgoe@) — Z /VV h2|Dk’2hu|2akaO€<P
k h h

+z/

O Wh

|ul*tr2n (Oppe?) — —Z/ tron([ul?)Orpe?  (3.2.6)
O Wh,

_|-2/ Im( Ay opuAy 2p1)0120€%,
Wh,

donde o,&,m se definen en (3.2.7).

Demostracion. Sea u € C’(Wh; C),v € C(Wy;C), aplicando la férmula de integracién por
partes discretas (Teorema 2.4.1) y propiedades de operadores discretos (Corolario 2.4.1) se

tiene

2
/ PQhuve“” = E / aka,ghuﬁew,
W = I W
2
_ k _
= E (—/ akquh(ve“")—i-/ ay TrQh(u,ve“")yk),
k=1 Wh 8kWh

2
= Z (—/ akU(Dk,QhﬁAk,Zh(ecp> + Ak,2h5Dk,2h(€¢)) + /
k=1

ag Trgh(u,ﬁe“”)yk) :
Wh O Wh

Reemplazando v por Py,u, se obtiene

/ | Popule? = Z/ (axvy) Trh, (u, Popue?)
W,

+ Z —aga; / (DgonDjontAyane? + Ak onDjontuDy ope?) .

J/

NV
=:X1
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Luego, desarrollamos el término X; mediante una integraciéon por partes respecto al indice

j, obteniendo la siguiente igualdad:

X = Z —aga; Tr2h uAk Qh(i(p D, Qhu) + TI"Qh(UDk one? Ak 2hu))
Wy,

+ Z ara; / D on(wAk 21,67 ) Dy ot + Dj o (uDj 2n€7 ) Ag 2p)
k,j

de la cual podemos expandir el integrando de la ultima linea, obteniendo asi

X, = Z akaj/ Tr2h (uAg 2n€%, Dy optt) + TrQh(uD;€ one? Akghﬁ)) v
Wy,

+ E aka_j/ (DjonuAjonAg.one? Dy ot + Aj op Ay on D on€¥ Dy o)
- Wh,
+ E aka_j/ (DjonwA; o Dy one? Ag ontt + AjopuD;op D ope? Ay opii)
, w
k,j h

Con el fin de simplificar la notacién, se definen las siguientes cantidades:
Okjon = AjonArane? — e = O((sh)?)e?
Ehjon = ApanDjane? — 0jpe = sO((sh)*)e?, (3.2.7)
Mesen = Dy Dyanc? — Dipe? — Dypdpe? = 2O((sh)?)e?

donde los términos asintéticos O se deducen del Teorema 2.6.1. Con estas definiciones,

podemos escribir el término X; de la siguiente forma:

X1 Z akaj / Tr%(uAk Qhe Dk Qhu) —+ TrQh(uDk 2h6 Ak ghu)) Vi

k,j

+ Z a,ka_]/ (nghuDthﬂew + AﬂhuDk,zhﬂajapeW)
, Wi,

+ Z aia; / D onuAg 20nu0ppe? + Ajont Ay 2n U0k p0;0e%)
k,j

+ E aka_]/ AjyghuAthﬂajk(,Oe(p
, Wh
+ g apl; / D onuDy on U0, jon + Ajontu Dy ontéy jon)
k,j

+ E aka_j/ (DjonuAy 2nt€) e on + Aj2ntAg on Uk jon) -
: Wh

Notamos que los términos de la segunda y tercera linea se completan en un cuadrado, con
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esto se obtiene
X = Z —aga; / TrQh(uAk one?, Dy, Qhu) + TI"Qh(UDk one?, Ag ghu))
> (@ Djonu + T050A500u)| €

°)
Wh j

+ g aka_j/ Ajonu Ay 20107
k.j W

2

+ E aka_j/ (DjonuDy oo, jon + AjonuDy opé jon)
- Wh,

+ E aka_j/ (DjonuAy 2ntE on + AjontAg o Uk jon) -
k.j Wh

Las ultimas dos lineas corresponden al término de error E(u; W,), el cual se define en (3.2.5).
Volviendo a la estimacion general y despreciando el término cuadratico no negativo de Xj,

se deduce la siguiente desigualdad:

E(u; Wy,) + Re Z aka_j/ A opu Ay 2n U007

k,j Wh

< / | Popul®e? + Rez axa; / (Trgh(uAMhe‘p, Dy.oni) + Trh, (uDy one?, Ap2n)) v
Wh

k.j 8jWh

—ReZ/ (axvy) Trh, (u, Popue?).

O Wh,
Desarrollando el segundo término de la primera linea en la desigualdad anterior, se tiene

Re Z aka]/ AjopuAy op 0, pe? = Z/ |Ak72hu|28kkgoe‘p+2/ Im( A 9puA; o) 0120,

k,j=1 Wh

aplicando las identidades discretas del Corolario 2.4.1 y, posteriormente, la féormula de

integracion por partes para el promedio (Teorema 2.4.2), se deduce

[ ranaPouee = [ (A (o) - 21 Deanal?) dpe?
Wh Wh
:/ (Ju* Ak (Orrpe?) — B?| Dy, anul*Opripe?)
Wh

h h
LR / 2t o (Fppe?) — / boon([ul?)Decge?,
2 8kWh 2 8kwh

obteniendo asi la siguiente estimacion:

Re Z ak.aj/ A opuAyg op 0 0e¥ = / |u|2A<,06‘p + e(u; Wh),

k,j=1 Wh
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donde e(u; W,) es definido en (3.2.6). Finalmente, utilizando la estimacién anterior en la

desigualdad general, se concluye

E(u; W) + / Agplul’e? + e(u; W) < / | Ponul*e? + B(u, Wh), (3.2.8)
Wh Wh
con B(u, W),) definido en (3.2.4). O

3.3. Formulacién preliminar del Carleman

Primera desigualdad

Proposicién 3.3.1. Dado h < 1,5 > 1 y sh < &q, para todo u € C(Wy;C), se tiene

AE(TL(w); Why2) + 4e(I1(w); Wh)2) +/ Aplul?e?
W,

<3 / | Dpul’e? + / Ouplul?e? + (O(sh) + sO((sh)?)) / ul?e”  (3.3.1)
k i,k Wy,

oW,

+ O(sh) / |D, pul*e?.
Wy,

Demostracion. Aplicamos el Lema 3.2.1 a la funcién discreta II(u) en la malla W} /s,

obteniendo

E(II(u); Wh2) + e(I1(w); Wh/2) + Ap|(u)2e? < / | PuII(u)[*e? + B(I1(u), Wi)2).
Wh 2 Why2

Usando la propiedad de extension (2.5.3) y el cambio de integral de la Proposicién 2.5.5 se

tiene
1 1

E(IT(u); Wh2) + e(IL(u); Wh)2) + = / Aplul?e? < =~ Z/ | Dy, pul*e? + B(IL(w), Wh2).
4 Wh 4 kY Wik

Ahora estimamos los términos de borde. Al desarrollar la parte real, se tiene

B(IL(w), Wh)2) = — /d T, (D1 + Doy (u)ra)e?)
h/2
+ / (Trp,(I(w) Ay pe?, Dy pIl(w)) + Trp (I(w) Dy pe?, Ay pI1(w)) )
8Wh/2

+ / (Trp,(I(w) Ao pe?, Dy pI1(w)) + Trp (IL(w) Do pe?, A pI1(w)) ) vs.
BWh/2
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Usando el hecho de que t,,II(u) = 0 en la frontera, consecuencia de las propiedades de la

extension I1(u), se tiene

2B(I1(u), Wh2) = / I(w)t, Dy pI1(w) vy (Ag pe? — t,. pe¥)

+ / (w)t, p Do pIl(u)ve( Az pe? — t,.pe?)
MWh 2
+ / H(U)tr,hA17hH(u)D1,h€<pl/1 + H(U)tnhAg,hH(U)DQ’he@Vg.
Wy 2

Mediante las identidades (A — t.5)e? = (O(sh) + O((sh)?))e?, t&, Appll(u) = II(u) —
%D,,,hl'[(u) v Dyne? = Oppe? + sO((sh)?)e?, podemos estimar las integrales anteriores,
obteniendo

2B(I(u), Why2) < (O(sh) + O((sh)?)) /aM(h)(\UI2 +[Dyul*)e?

+/ OnspT(w)[*e? +0((Sh)3)/ ([ul® + [ Dypul*)e?
BWh/g oWy,

+ s(’)((sh)2)/ |u|?e?.

1224%%

Por tanto, juntando las anteriores estimaciones, se tiene la siguiente desigualdad, vélida para

s>1,h<1lysh<eg:

AE(II(w); Why2) + 4e(I1(u); Wh/2) +/ Ap|ul?e?
Wh,

< ;/;k | Dy pul e¢+/8Wh Ontplul“e? 4 (O(sh) + O((sh)”) + sO((sh) ))/ e

oWy,

+(O(sh) + O((sh)")) /8 D

Absorbiendo O((sh)?) por O(sh) se concluye. O
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Segunda desigualdad

Proposicién 3.3.2. Dado h < 1,5 > 1 y sh < &, para todo v € C(Wy;C) tal que

lullc2m,) < M, se tiene
4E(PII(u); Wi2) + 4e(PyII(u); Wh2) + Z/ A80|Dk,hU|2e‘P
k Wi k

§/ |Ahu|26@+/ |Dy,hu|28ngoe“’+/ |DT’hH(u)|28ngpe“’
Wy, oWy, (8Wh):—

+ (sO((sh)?) + sO(sh))( /

Dy TT() 267 + / IDATI(W)2e?)  (3.3.2)
oW

(OWn)%

(24 O(sh) + O((sh)?) + O((sh)*)) M - | D, pule?

1
+3@+O(MDM [ Dgule” + 12
4 (@Wh)z

o |

+

donde Z; se define en (3.3.5).

Demostracion. Aplicamos el Lema 3.2.1 a la funcién discreta ?hH(u) en la malla Wi/,

obteniendo

E(Fhﬂ(u), Wh/z) + e(?hﬂ(u); Wh/g) + / Ag0|ﬁhﬂ(u)|2@@
Wh 2
S / ]Phﬁhﬂ(u)|26“‘7 + B(?hﬂ(u), Wh/g).
Wh 2
Utilizando (2.5.4) y un cambio de integral (ver proposicién 2.5.5) se deduce
— 1

/ | P P Il(u)]?e? = —/ |Apul?e?. (3.3.3)
Wh2 4 Wh,
De forma similar, debido a la propiedad (2.5.3), se tiene

— 1
/ Ap|PyI1(u)|?e? = 1 E / Ap| Dy, pul?e?. (3.3.4)
Why2 k ok

Estimamos el término de borde B(P,II(u), Wj/2) por partes, para esto se definen los siguientes

términos:

Yi = — Re / Ty (BiTI(w), QP PATT(w)e?),
W2

Yé = ZRG/ Trh(QPhH(u)Ak,he“’, CLkaJLPhH(U)),
k Wh /2
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YE)’ = ZRG/ TI‘h<QPhH<U>Dk’h€Lp, akAkJLPhH(u)).
k W2

Desarrollando la parte real en el término Y7, se tiene

1

Yl = ——/ DV’hH(U)DTT’hH(U)tT’hew.
4 [224%3

Debido a la desigualdad [|TI(u)|c2qw,) < M y a la expansién asintética de ¢, ,e? , tenemos

la siguiente estimacién para Y;:

Y1 < -(1+0O(sh)M | D, nule?.

W

NH

Observacién 3.3.1. Debido a la Proposicion 2.5.4, |[ullcepy,) < M/3 implica
L) 02w,y < M-

Desarrollando la parte real del término Y5, se tiene
Y, — / T (DyaTI(w)r — DaTI(w)v) Ay ne?, Din hT1(w))
MWh /2

+ / Trh((DLhH(U)VQ -+ DQ?}LH<U>V1)AL}L€@, D12’hH<u>>
MWh /2

+ / TI‘h DLhH(u)Vl — D27hH(U)V2)A2’h€<p, —D227hH(u))
MWh 2

—|— / Tl"h Dlth(U>l/2 + D27hH(u)V1)A27he“", Dlzhl_[(u)).
BW}L/Q

Por propiedades de la extension, ciertas trazas son nulas, obteniendo asi

1
Y, = / ——tT,hDQJLH(U)V2D11,hH(u)tT,hA17he4p
MWh 2 2

1
—+ / 5 (DLhH(U)UQ + DQJLH('U,)Vl)tr’thg’hH(U)ALhe(P
MWh 2
1
+/ _§tr,hD1 pI1(w)vy Dog pI1(w)t, , As pe?
OWh /2

1
+ / —(DLhH(U)I/Q + D2 hH(U)I/l) Tthg hH( >A2,h€¢-
OWh 2

}/2 = —— Dl,,hUDq—ﬂhH(U)tr,hAT,he(p
4 oWy,

+ 5 / (DLhH(U)I/Q + Dgth(u)Vl)trthu’hH(u)(A27he“’ + ALhe(p).
MWh 2
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Debido a las identidades t,., A, ne? = €?(1 + O((sh))), Agpe? + Appe? = 2e9(1 4+ O((sh)?))

vy IT(w) || c2gw,) < M, podemos acotar las integrales anteriores, obteniendo

1 1
Yy < = (14 O(sh))M |D, pule? + =2(1 4+ O((sh)?*)) M | Dy pI1(u) e?.
4 W 4 (@)

Desarrollando la parte real del término Y3, se tiene

Y, = / o (DupTl(w)r — DogT1(u)vs) Dy e, Arp Dy aTL())
MWh 2
-+ / Trh((Dl’hH(u)I/z -+ DQJLH(U)Vl)DLh@@, Al,thth(u))
8W}L/2
+ / Trh((Dl,hH<u)V1 - Dgth(u)l/g)Dlhe@, —A27hD27hH(u))
8Wh/2

+ / TI‘h((DLhH(U,)I/Q + D27hH(U)V1)D27h€¢, AQJZDL}LH(U)).
MWh /2

Por propiedades de la extension, ciertas trazas son nulas, obteniendo asi

1
¥y = / Sten(DuaTi(ups — DapTl(u)) Ay Dy T (u)t Dy e
MWh 2
1
=+ 5 / (DL}LH(U)I/Q + DZ,hH(U)Vl)tr,hAl,hD2,hH(u)Dl,hego
W 2

1
— / étr,h(Dl,hH(u)Vl — DQﬁH(U)VQ)AQﬁDQ’hH(U)tr’hDg,he@
6Wh/2

1
+ / i(DLhH(U)V2 -+ D27hH(u)I/I)tnhAQ,hDLhH(u)Dg,he“’.
MWh /2

Aplicando, propiedades de extensién por cero y cambios de malla en el dominio de las

integrales, se tiene

1 1
Y; = 4_1/ | Dy w5 Dy pefrn + 1/ Dy nTI(u)t .y Ay Do T1(u) Dy ey
81Wh (alwh)g

1
+ - Dl,hH(u)ygtr7hA1,hD27hH(u)Dl,he‘p

4 W}
1

1 / trn Do pI1(uw)vo Ay p Dy pI1(w)t, , Dy pe?
8Wh

1
+ —/ | Dy wu|*t,n Do pefrn + —/ Dy pII(w)t, A p D1 pI1(w) Do pef vy
4 92 Wh, 4 (B2Wh)}

1
+ 1 / Dy pI1(w)nt, p Ag Dy p11(w) Do pe?
W}

1

— 4—1 / tr,hDl,hH(u)V1A2,hD2,hH<u)tr,hD2,hew-
"W
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Por otro lado, mediante la férmula de integraciones por partes en la frontera para el operador

promedio (ver Lema A.0.1), se tiene

DLhH(u)Vgtr7hA17hD27hH(u)D17h€<p
O2Wy

h
. Aup(DyT1(u) Dy e )t Do p 1wz + 5 > 2, DapI(u)t), (Dy pT1(w) Dy pe? s,
02V 01020V,
para estimar la segunda integral utilizamos la siguiente expansion asintética:

2

h
Ay (D pI1(w) Dy pe?) = Ay p Dy pll(u) Ay Dy pe? + ZDll,hH(U)Dll,hew

2

= Ay p Dy pI1(u) (01pe? + sO((sh)?)e?) + %Dll’hﬂ(u)(ane“’ + 520((sh)?)e?)

y tynD1pe? = O1pe? + sO(sh)e?, obteniendo

1 1
— Dy pI(w)vot, Ay p Do pI1(w) Dy pe? — Z/ trn Do pIL(w)vo Aq p Dy pI1(w)t, 1, Dy pe?

4 Jo,w; 92 W,

_ /8 D) Ay D) (sO(5h)) = sO(sh)e”

h2
+ Z tr,thhH(U)I/lel,hH(U) (811@0 + 520((8}02)6@)
O Wy,

h
+3 > 12Dy 1wt} (D 1) Dy pe? s
0102Wy,

Acotando el lado derecho en la estimacion anterior, se tiene

1 1
1 Dy pI(w)vot, A1 p Do pI1(w) Dy pe? — —/ trn Do pI1(w)vo Aq . Dy pI1(w) ., Dy pe?
Wi DWW,
< (GO((sh) + 50| 1Duall@Pe+ [ DyTI(w)Pe?
02Wh, 02W;

+(O((sh)?) + O((sh)")) / [tr Do p Tl ()| Diy pll(w)]e”
0aWp,
+— Z t hD2hH Th(DLhH(U,)DLhBSO)I/Q‘
8182Wh

Debido a la simetria en los indices 1 y 2 del procedimiento previo, la siguiente estimacion

también es valida:

1 1
1 Dy b I1(w) 1ty Ag p Dy p11(w) Do pe¥ — Z/ trn D1 pI1(w)vy Ag p Do pI1(w)t,. , Do pe?
81W;; N Wh
< (GO((sh?) + 50| IDaall@Pe+ [ DyHI(w)Per
01 Wh, Wy
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+(O((sh)*) + O((sh)")) /8 " [rp Dipll (s || Dog p11(w)]e”

h
+5 >t Dipll(w)t?, (D T1(u) Dy e ).
agalwh
Con el fin de simplificar notacion se define:
h
Zi= > 12Dy 1wt (D1 pTI(w) Dy e? s
KO (3.3.5)
h 1 2 ©
+§ Z tr7hD17hH(u)tr7h(DQ,hH(u)DZhe )Vl.
6231Wh
Por tanto, con las estimaciones anteriores, se deduce la siguiente desigualdad para el

término Yj:

1 1
Y; < —/ | D, wult, Dy pefry + —/ Dy p(w)t, n A1 p Do pI1(w) Dy pe?1y
01 Wh, 4 (01 Wh)3

1 1
+ —/ | Dy wul*ts Do pefrn + =~ / Dy p(w)t, A p D1 pI1(w) Do pefry
4 W, 4 (02Wh)3

DuallwPer + [ D)
(OWn):

+ (s0((sh)2) + sO(sh))( /

OWy,

+(O((sh)?) + O((sh)")) /8W | Dy ]| Der p1l(u)[€? + 21

Aplicando las identidades ¢, , A, D; pIl(u) = D, pIl(u) — %Du,hDﬂhH(u) y HUHCQ(Wh) < M,

se tiene

1 1
Y; < —/ |Dl,,hu|28ngoe“0 + —/ |DT,hH(u)|28ncpe“"
4 oW, 4 (GWh):

Duall@Per+ [ Do) e
(OWh)x

+ (sO((sh)?) + sO(sh))( /

oWy,

+(O(sh) + O((sh)?) + O((sh)))M | IDupule + 2,

Finalmente, se estima el término frontera B(PpIl(u), Wy 2) utilizando las estimaciones

para Y7, Y5 v Y3, obteniéndose asi

— 1 1
|B(PhH(U), Wh/Z)l SZ/ |Dy,hu|28n806‘p + Z/ |DT7hH(u)‘28n(,0€‘P
oWy, (OWh)x

+ (sO((sh)?) + s(’)(sh))(/ | D, nI1(u)[*e? + / | D pI1(u) [2e?)

W (OWh)x
1
+ 1—1(2 + O(sh) + O((sh)?) + O((sh)"))M | D, pule?
Wy,
1
+ = (2+ O((sh)*))M | D, pule? + | Z4).
4 (@)
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Por ende, se concluye la siguiente desigualdad:

4E(ﬁhﬂ(u), Wh/2) + 46(?111—[(’&); Wh/Q) + Z / A90|Dk;7hu|2€@
k h.,k

= / |Ahu|2ew +/ |Du,hu|2a”(’pelp +/ |DT,hH<u)|26n90€¢
Wh Wy, (OWn)x

+ (sO((sh)?) + sO(sh))(/

1D, aTI(w) % + / 1D, (TT(u)|2e?)
OWh

(OWh)x

+ =(24 O(sh) + O((sh)?) + O((sh)*)) M | D, pule?

OWy,

-

1
+ = (24 O((sh)*))M |D, pule? + |2,
4 (@Wn)z

Desigualdad pre-estimaciones de error

Sumando las desigualdades (3.3.1) y (3.3.2) se obtiene la siguiente desigualdad de Carleman

preliminar:
AE(TI(w); Whya) + 4e(I1(w); Why2) + AE(PrI1(w); Why2) + 4e(PyI1(w); Wi 2)

[ apluPer+ S [ (B - DD
Wh, k Wik

S/ |Ahu|26”—|—/ 8ngo|u]2e“’—|—/ ]Dl,,hu|2(9ngoe“’+/ | Dy pI1(u) 20, pe?
Wh, W, oWy, (8Wh):—

+ (O(sh) + sO((sh)?*)) M \ule? + (24 O(sh))M | D, pule?
OWy, oWy,

+(2+O((sh)*))M |D, pule? + | Z4).
(OWn)x
(3.3.6)

Para poder cerrar esta desigualdad es necesario obtener estimaciones de los términos

de error. En particular, la siguiente seccion se dedica a estimar los términos

E(II(w); Why2), e(I1(w); Wiy2), E(PIL(w); Why2) y e(PrIL(w); Wh2).

3.4. Estimaciones de error

En esta seccion se estiman los diversos términos de error que aparecen en las proposiciones

3.3.1y 3.3.2.
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Estimacién de E(II(u); Wj,/2): Como II(u) es real, los términos con j # k se anulan,

al ser imaginarios puros. De este modo,
E(T1(w); Wh)s) = Dy pul? 2A; yuD Appul?
(IL(u); Why2) = 7 > | Dipul" oo + 2Ak 0t Dy n e en + [ Ak nul ne g p-
k Z,k
Usando la expansién asintética de o, y n vista en (3.2.7), se tiene

B0 W) < 3 2O [ (Pusufer + 0k [ slAusa Dusae

*
h,k Wh,k

+ 82(9((Sh)2)/ | Ag pul®e?.

*
Wh,k

Aplicando la desigualdad s|Aypul|Depu| < s?|Agpul* + |Dyjpul*> en la estimacion

anterior, se deduce

|E(H(u);Wh/2)| < ig@((shf)/* |Dk,hu|269"+82@((3h)2)/ |Ak’hu|2@‘ﬂ.

*
h,k Wh,k

Utilizando la desigualdad del operador promedio |Ag 4 (v)[* < A p(Jvf?) v la férmula de

integracion por partes, se tiene

/ |Ak,hu|26@g/ Ak,h(|u|2)ew:/
w

Wi Wi,
desde el cual, mediante estimaciones asintéticas, obtenemos

J,

Por tanto, volviendo al término de error, se tiene la siguiente estimacién:

E((); Wis)| < O((sh)*) 3 /  IDguuPe? + O((sh)(1 + O((sh)?) /W uf?e?

h

*
h,k O Wh,

Agpul?e? < (14 O((sh)?) /

Wh

lul?e? + g(l + O(sh)) / lu|?e?.

bk O Wh

+ 2hO((sh)?)(1 + O(sh)) Z/ fuf2e.
— Joow,
Finalmente, debido a la notacion O, la estimacion anterior puede escribirse como
B Wi < O(h) S [ 1Desaler +20((s)?) [ Jufe
k ;,k Wh,
4+ sO((sh)®) / fuf2e.
Zk: O Wh
Estimacién de e(II(u); Wj/2): Debido a que II(u) es real, se tiene
Im (A pII(uw) Ay pII(uw)) = 0.
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Por otro lado, debido a la extensién por ceros, se cumple que t, ,II(u) = 0 en OWy/s.

En consecuencia, se obtiene

1 1
e(Il(u); Whyo) = Z 1 /W |ul? (A n (Orripe?) — Ope?) — 1 /W h?| Dy, o ul* Opwpe?
I h bk

h
+ Z / \u]%nh(akk(pe“”).
Ok Wh

Aplicando la expansién asintética (Ay p(Opepe?) — Orrppe?) = sO((sh)?)e? y acotando
; ¥ ¥ y

e(TT(u): Why)| < sO((sh)?) / [uf?e? + hO(sh) S / | Dioant]2e?
k h,k
+ O(sh) Z/ uf2e?.

O Wn
= Estimacién de E(P,I1(u); Wj,2): Por definicién,

E(EH(U), Wh/g) =Re Z aka_jaia_g/ (DjJLDi,hH(U)Dk,hD&hH(U)O'k’j’h
k.jyi Wh2

+ A; 1D p11(w) Dy, Dy p I1(w) €k 1+ Dj D pI(w) Ag p Do p IL(w)E; k1
+ A D; pI1(w) Ay Do p II(w) e .1

Aplicando desigualdad de Young y la expansién asintética de o,& y n (3.2.7):
[E(PIT(w); Whys)]
< [ [OUmPI @) e + O((sh))s* 3 1Aus Dyl () + [H (T )e”
h/2

k,j

+$20((sh)2) 3 A Dsall(w) 27

k7j
donde H (II(u)) es el andlogo discreto de la matriz Hessiana, es decir,
2
[H(II(w))| = Y [DaDsall(w).
k,j=1

Juntando términos, se obtiene:

[B(BTI(u): Why2)| < O((sh)?) / |H(TL(u) e

Wh 2

+S2O Sh Z/ |Ath]hH )|26<p

Why2
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Utilizando la desigualdad del promedio |Ay 5 (v)|* < Agn(|v]?), la férmula de integracién
por partes del promedio junto con el hecho de que una integral de borde resultante es

negativa y la otra se anula, se tiene:

/ |Ak7th7hH(u)|2€<p S (1 + O((Sh)2))/ |Dk7hH(u)|2€(’" (341)
Wh/? Wh/2
Mientras que para k # j se obtiene:

[ 1AwDanPe < @+ 0(sh?) | |DatlwPe
W}L/Q Wh/2

+ (g +hO(sh)) /8 |D; T1(u) 2

s Wh2

Juntando las estimaciones anteriores y, cuando es posible, cambiando el dominio de las

integrales de h/2 a h se tiene:

E(PTI(w); Wayo)| <O((sh)?) /

Wh 2

H(TI(w) 26 + $20((sh)?) S /W  Dall(n) e

+ SO((Sh)3)/ | Dy nI1(u)|*e?
(OWh)x

s Estimacion de e(FhH(u); Wi,2): Debido a que la norma dentro de los integrando es

la norma compleja, se tiene:
1
e(Pull(u); Why2) = ; 4 /w;: . [ Dl %:(Aj,zh(ajjsﬁe‘p) — 0jj0€%)

2
- Z / h2(|Dk7th7hu|2 + |Dk,hDj,hu|2)8kk<pe”
Wh

kj=1
k#j
2
T Z/ | Drul?t, 5 (npe?)
k,j=1" (OWh)]
i

2
h / 9
- = | Dy, pu|”Okrpe?
4 k‘z:; 8kWh

2 / (s PuTT() Ay 5 PuTT(1))Ohoipe”.
Whya
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Acotando integrales mediante estimaciones asintéticas, excepto la ultima integral, se
tiene:

(Pt Wiy <sO((s0) Y [ Dusaler +hO(sh) [ H(0)Per
L ok Wh2

|DT7hu’2€L’0 -+ / |Dl,,hu]26“’)
oWy,

+ O(sh)( /

(8Wh):—

+ 2‘ / Im(AQ,hﬁhH(u)AlyhPhH(u))812906“".
Why2
Ahora estimamos la ultima integral, debido a la parte imaginaria se tiene:

/ Im(AQ,h?hH(U)ALhPhH(u))81%06@ = / AQ,th,hH(u)Al,hDg,hH(u)(?ngoe‘P
Wh/g Wh/2

— A27hD2,hH(u)ALhD1,hH(u)6’12goe“”.
Wh 2

Aplicando la féormula de integracion por partes para el operador promedio discreto,
junto con identidades del Célculo discreto y la anulacién de las integrales de borde

debida a la extensiéon nula, se deduce:

/ A2,hD1,hH(U)ALth,hH(U)@mﬁP@@
Why2

= / Al,hDl,hH(u)AZ,hDZ,hH(u)Al,hA2,h(aIQSOQSO)
Wh/2

h2
+ v Do p11(w) Ag p D1y D1 pI1(w) Dy, (O120€% )
Why2
h2
+ T Ay D1 pI1(w) Do j, Do pI1(w) Ay, Do p (O120€%)
Why2
h
+ 5/ DQﬁH(U)tih(AQ’hDLhH(U)alQSOQSD)
01 Wh 2
h
+ 5/ Al’th,hH(u)tih(D27hH(u)A1,h(812gpe“’)).
02Wh /2

Para balancear términos, integramos por partes el operador promedio en

Dy pI1(w) Ag , Dy 5, Dy pI1(w) Dy, (O120€%) donde una integral de borde resultante se anula

%)



por extensién por cero, obteniendo:

/ Ag Dy pII(w) Ay Do p I1(w
Wh 2

h2
T
h2
Ly
h4
16

Wh 2

Wh 2

Wh 2

3

L
2

b
2

02Wh /2

)812()061’0

/ Ay Dy pII(w) Ao p Do pI1(0) Ay Ao (O120€%)
Why2
Ag Do p11(w) Dy j, Dy p11(w) Ag . D1 (O120€%)
Ay, Dy p11(w) Do j, Do p11(w) Ay p Do 1, (O120€%)
Dl,th,hH(u)D2,hD2,hH(u)Dl,hDQ,h<81290€w>
DlthLhH(u)tih(DQ,hH(u)DLh(@lggoe‘P))
/ nghﬂ(u)t;h(AgﬁDl,hH(u)am(pe‘p)
W2

/ Al,th,hH(u)t?»,h(DQ,hH(U)Al,h(alQSpe@))-
02Wh /2

Utilizando las siguientes expansiones asintoticas

Ay As (Or20€¥) =
h(Or2pe?) =
h(O12pe”) =

Dy Dy, (012p€?) =

tyn(Orope?) =
trnAiL(Orope?) =
) =

r, th h(81290€¢

Dape? + sO((sh)?)e?,

01 (O12€?) + s°O((sh)?)e?
Do (O120€?) + s°O((sh)?)e?
D12(D12pe?) + s> O((sh)?)e?
O120e? + sO((sh))e?
O1ape? + sO((sh))e?,

D1 (0120€?) + s*O(sh)e?
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Se obtiene la siguiente estimacién de la integral con parte imaginaria

2‘/ Im(AQ’hFhH(u)ALhPhH(u))812@e‘p
Wh 2
< sO((sh)?) / Ay p DT ()| As Do pTT(w) [
Why2
+O((sh)?) / | Ag p D hTT(w)|| Dy p DyTI(w)|e#
Wh 2
+O<<Sh)2>/ |A1’hD17hH(u)"DQJLDQ’]LH('LLHG(‘O
W}L/Z
+ hO((sh)?) / | D13, D1y X1()|| Dg j, Do 11 () |€?

Wh2

+hO((sh)?) / Dy Doy T1(w) |82, Dy TT ()]
02Wh /2

+O(sh) [ 1DaaTl(w)|Asathy Dealln)le?
01Wh 2

+O(sh) [ A DI, Dasl(0)fe”
02Wh /2

Para las integrales de borde utilizamos ||II(u)|c235,) < M, la primera y cuarta integral
se estima con desigualdad de Young, mientras que para la segunda y tercera se aplica

Young quitando un factor s a la segunda diferencia finita, obteniendo:

2‘ / Im(AZ,hth(u)ALhPhH(u))812g06“’
Wh2

< SO Sh Z/ ‘Ak th hH(u)\ze‘p

Wh 2

+hO((sh) [ H@O)Pe

Wh2

hO((sh)?) / (H(T(u)) ?

Wh 2

+ MhO((sh)?) / |t72¢7hD27hH(u)|e“’
02 Wh /2

+ MO(sh) / | Do p 11 (w)|e?
01 Wh 2

+ MO(sh) / 12, Do T1(w) 7.

02Wh /2
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Para estimar las integrales con Ay, Dy n11(u), podemos utilizar (3.4.1), obteniendo:

2‘ / Im(As, Poll(w) Ay PI1(w))0hape?| < sO((sh)? Z / | Dysll(u
Wh/2 w

h/2

+hO((sh)) / (H(T(w)) Pe?

Wh 2

+ MO(sh) / | Do I1(w)|e?
01 Wh 2

+ MO(sh) / 12, Do T1(w) 7.
02Wh /2

Por ende, se concluye la siguiente estimacién:

(P W] <sO((sh) Y [ Dusaer +hO(sh) [ H(0)Per

Wh 2

+ O(sh)( / D, puf2e? + / 1D, puf2e%)
(OWh)x Wy,

+ MO(Sh)(/ |DT7hu|2€‘p +/ |D,,7hu|2690).
(OWh)% W,

3.5. Conclusiéon de la desigualdad

En esta seccion se realiza la demostracion de la desigualdad de Carleman Teorema 3.1.1.

Demostracion Teorema 3.1.1. Definimos el siguiente término:
I = AE(IL(u); Why2) + 4e(I1(u); Wiy2) + AE(PyIL(u); Why2) + 4e(PrIl(w); Wh2).

Debido a las estimaciones de la seccion anterior, se tiene la siguiente estimacion inferior para

el término I;:

I > — (0((sh)?) + sO((sh)?)) / Juf?e?

Wh,

— (O((sh)?) + hO(sh) + s*O((sh)?) 4+ sO((sh)?) 4+ sO(sh)?) Z/ ) | Dy nul?e?

- (0((Sh)2)+h0(sh))/ | H(I1(u))[*e?

Wh 2

— (sO((sh)?) + O(sh)) / |u|?e?

oWy,

— (sO((sh)*) + O(sh)) / Do TT() [26%

(OWh )%

— O(sh) / |D, pul*e?.
W,
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En particular, estas estimaciones inferiores se entienden como estrictamente negativas.

Volviendo a la desigualdad (3.3.6) y considerando la jerarquia entre los O, se tiene
| @p=2oshppluier + Y [ (=1 50((sh)") = LO(shP) Dusale”
Wy, k W}t,k
< [ idwpe s oshp) [ @@+ [ oufuper
Wh Wh/2 oWy,

+/ 87L90|Du,hu|2€<p—|—/ 8n90’DT,hH<u)|2ew
W, (OWh )%

+ (O(sh) + sO((sh)?*)) M - lule? + (24 O(sh))M - | D, pule?

+ %(2 +50((sh)?) + O((sh)*))M | D, (u)|e? + | Z4].
(OWnh )%
(3.5.1)

Acotando el término Z; con el resultado auxiliar Lema A.0.4, se deduce

/W (@ = O+ /W (= 1= 50((h)) = LO(sh I Drsl’e
< /W [8vafte” + O((sh)) /W BLETIES: /  Ouglulte

+ / Dol D269 + / Dol Do TI(u) 2e?
8Wh (8Wh)

*
T

+ (O(sh) + sO((sh)?*))M lule? + (O(1) 4+ sO(sh)) M |D,, pule?
122475 122475

+ (24 sO((sh)?) + O((sh)2) M Do),
(OWh)x
(3.5.2)

Utilizando la estimacion auxiliar del Hessiano expuesto en el Lema A.0.3, se elige ey tal que,
se tenga la siguiente desigualdad para sh < ep:

1 1
Z/ | (TT(w) 2 gﬁomZ/ |Dk,hu|2ew+1/ |Apul2e?
Why2 k Z,k

Wh

|D,,7hu|26"° + /

(OWn)x

(3.5.3)
+%M(1 + O(sh))(/

Do) Pe?).
oW,
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Aplicamos la estimacién anterior en la desigualdad (3.5.2), deduciendo

/W (Ap — SO((sh)?)ul2e? + 3 /W (A~ 1 sO((sh)?) — LO((sh))| Dy pul’e?

< (1+0((sh)?) /

Wh,

" / Onp| Drpll(u)e? + (O(sh) + sO((sh)*)) M |ule?
(OWh )% W

|Apule? +/ Ono|ule? +/ Ono| Dy pule?
BW}L 8Wh

+(O(1) + 50(sh) + O((sh)*))M - | D, pule?

+(2+ SO((Sh)g) + O((Sh)Q))M | D pI1(u)|e?.
(OWh)z
(3.5.4)

Aplicando el resultado auxiliar Lema A.0.5, podemos quitar la dependencia de la extension

II(u) de las integral de borde con término D, ,II(u), obteniéndose la siguiente desigualdad:
/ (Ap — s2O((sh)*))|ule? + Z/ (Ap — 1= 50((sh)’) — s*O((sh)*))| D pul*e?
Wy, k W}t,k

< (1+0((sh)?) /

| Apul*e? + / Onplul®e? + / Onp| Dy jyul*e?
Wh oWy, [224%3

+ /(awh): Onp| Dr pul“e? + (O(sh) + sO((sh) ))M/awh |ule?
+ (O(1) + 50(sh) + O((sh)?) + O(sh))M - |D,, hule?
+ (2 + sO((sh)?*) + O((sh)*)) M | D, pule?.

(OWh)2
(3.5.5)

Finalmente, ademés de la condicién sh < min{eg, ez}, se impone sh'/? < ¢;, tal que los

términos de error asintoticos de la desigualdad anterior colapsen de la siguiente forma:

/W (B =10l + 3 /W (e L= Ok Dl

< (14 |0((sh)?) / Aguf?e? + /

Wh 6Wh
co@u( [ ujer+ [ Doaler+ [
W, W (OWh)
(3.5.6)

Donde O(1) es una constante que solo depende de ¢q y 1. Debido a las hipdtesis s > 1y h <

8n90<|u|2 + |Dy7hu|2>e“" + / 8n<,0|Dthu|26“"
(OWh)2

|DT,hu\e“’> :

o
b

1, la condicién sh'/? < min{ey, e1, ey} implican las demds condiciones sobre sh. Finalmente,

para obtener la forma final de la desigualdad presentada en el Teorema 3.1.1 existe una
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constante universal C' > 0 que domina las constantes escondidas en los términos asintéticos
s20O((sh)?), O((sh)?) y la constante O(1), donde la constante C' depende tinicamente de las

normas de las funciones peso ¢ v ¢1. O

La desigualdad de Carleman establecida en el Teorema 3.1.1 permite controlar la norma de
la solucién en términos de los datos de frontera, incorporando términos de error propios del
esquema discreto. Bajo la restriccién natural que vincula el parametro de Carleman con el
tamano de la malla, este resultado proporciona la herramienta clave para derivar estimaciones
de continuacion tnica cuantificadas y, en consecuencia, establecer la estabilidad del problema

inverso de corrosién en el marco discreto, lo cual se desarrolla en el capitulo siguiente.
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Capitulo 4

Estabilidad del problema inverso de

corrosion discretizado

En este capitulo establecemos el resultado principal de esta tesis: la estabilidad del

problema inverso de corrosion en el ambito discreto.

Recordando el sistema definido en el Capitulo 2 ecuacién (2.7.1)

Apu =0, en Wy,
D,yu = f, en v,
D, pu+qu =0, en I'gp.

Buscamos recuperar ¢ a partir de las mediciones discretas M(q) = (u\%, Dl,,hu\%). Como
se discutié en la Introduccion, en el caso continuo tenemos las siguientes referencias de
estabilidad [1, 6, 12, 7], en las cuales se demuestra que el operador M admite un médulo de
continuidad al menos de tipo logaritmico; excepcionalmente, en [12] se obtiene un médulo de
continuidad de tipo Holder. En particular, en la referencia del continuo més cercana a este

trabajo [0, 7] se demuestra, bajo ciertas hipdtesis a priori, la siguiente estimacién

lar = @2ll < CU([M(qr) — M(g)l),

con U(p) := |Inp|~"/% + p.

Sin embargo, a diferencia de [0, 7], el dominio en consideracién no tiene frontera suave, lo
que afecta la construccién de la funcién peso ¢( en las esquinas y, consecuentemente, impide

obtener estimaciones de estabilidad uniformes en dichos puntos.
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Esta pérdida de control en los vértices de la frontera inaccesible es coincidente con los
resultados de estabilidad expuestos en [I, 12]. Cabe destacar que este fendmeno no es una

consecuencia de la discretizacion, sino que ya esta presente en el marco continuo.

Como se analizé en la Introduccién, la discretizacién rompe la unicidad exacta. Por tanto,
nuestro objetivo aqui es demostrar que, a pesar de esta obstrucciéon, existe una nocion de
estabilidad condicional en la que el error de reconstruccion queda acotado por una funcion
logaritmica de las observaciones, sumada a un término que se desvanece con el refinamiento

de la malla.

4.1. Definiciones y normas de borde

Para escribir los resultados y demostraciones del capitulo, se definen los siguientes
conjuntos discretos:
’yZ = (8Wh)§ ﬂ’y; Fg,h = (8Wh): N FO. (4.1.1)

Los cuales corresponden a dualizaciones interiores de conjuntos frontera.

Para 0 > 0 consideramos la frontera corroida a distancia mayor a 0 de los vértices de la
siguiente forma:

)= {z €Ty : dist(x,0,0,Q) > 6}

A partir de este, se define su version discreta en la frontera primal y en la frontera dual

tangencial interior mediante
To, =Tonow, v T¢5 :=T5n(@W):.

Por otro lado, consideramos el resto entre 'y y T’y como la frontera singular T'y™® := Ty \ T'J.
De forma similar a I'), definimos las siguientes versiones discretas para la parte singular del

conjunto:
Tohe =T N oW, vy Tore® =I5 N (0Wh)5.

En estos tipos de conjuntos frontera se definen las siguientes normas H'! tangenciales

discretas:

lull mr@wy) = vl 2w,y + | Drptel 2 owy)e), (4.1.2)

lullzrr oy = el 22y + 1Dl 2. (4.1.3)

o
T

Notar que debido al uso de dualizacién interior —refiriéndonos a la operacién (-)°— estas

normas no utilizan informacién adicional (por ejemplo, las esquinas). Estas normas discretas
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de borde permiten controlar simultaneamente el valor de la funcién y su variacién tangencial
a lo largo de la frontera. Dicho control es fundamental en la cuantificacién de continuacién

unica, donde los términos de borde juegan un rol central.

4.2. Propiedad de continuacion unica cuantificada

discreta

Siguiendo la estrategia de Choulli [7, (] adaptada al entorno discreto, el primer paso consiste
en cuantificar la propagacién de informacién desde la frontera accesible hacia el resto del
dominio. Para ello, aplicamos la desigualdad de Carleman discreta (Teorema 3.1.1) obtenida

en el capitulo anterior, la cual constituye la herramienta técnica fundamental de esta seccién.

El siguiente resultado actia como un puente que permite controlar la norma de la solucién
discreta en toda la frontera mediante mediciones locales. Esta cuantificacién es clave, pues
establece el médulo de continuidad necesario para abordar, posteriormente, la estabilidad del

problema inverso de corrosion.

Teorema 4.2.1 (Cuantificacién de continuacién tnica discreta). Existe un umbral ho(y) > 0
tal que, para cada M > 0,6 > 0, es posible hallar una constante C' = C(M,6,€,v) > 0
tal que, para todo 0 < h < hg y toda funcion u € C(W),) que satisfaga lullc2gw,) < My

Apu =0 en Wy, se verifica:

letll 10y + 1 Dvptell g oy < C T (Null oy + 1 Dvntillz2ry ) + A7

Remark 4.2.1. La dependencia de la constante C respecto a v es consecuencia de la
construccion de la funcion peso @y y ya aparece en el marco continuo. El umbral hg, que
no tiene andlogo en el caso continuo, surge en el marco discreto como consecuencia de la
relacion critica entre el pardmetro de Carleman y el tamano de la malla; su dependencia

respecto a vy se hereda de la eleccion de la funcion peso.

Demostracion. Utilizando la desigualdad de Carleman discreta demostrada en la seccién

anterior (Teorema 3.1.1). Existe un ¢ > 0y C' > 0 tal que para h < 1,5 > 1,sh'/? < ¢ se
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tiene
/ (Ap — Cs*h?)|ul?e? + Z/ (Ap — 1 — Cs*h?)| Dy pul®e?

<(1+ C’sth)/

w
+CM(/‘(WH|DMMkW+/) [Dr e
W, (OWh)2

Debido a que la funcién peso satisface Ap = 2, se puede elegir € > 0 tal que; ademas de lo

|Apul®e? + / Oneo(ul?® + \Dmhu\Q)ew +/ &Lap\DT’hu\?ew.
h Wy, (OWh)2

anterior, se tenga

1 1
A@—C§W:>?A¢—1—Cb%2>§.

Por ende, utilizando estas estimaciones y Apu = 0 en W, se tiene

1 / 2 1 2
— |u|“e? + = / | Dy pu|“€?
2 Wh 2 zk: W}t,k

< / 8n<p(|u|2 + |Dl,7hu|2)e“” +/ 8ng0|DT7hu|Qe¢.
8Wh (awh)

+0M(/'(mqummﬁw+/‘ D, ule?)).
Wy, (OWh)2

La cual implica la siguiente desigualdad para integrales de borde:

0< / Ono(|ul? + |Dyyhu|2)e“” +/ 8ng0|DTyhu|269”
aVvh (aWh)g (421)

+CM(/‘(WHJDMMM¢+/‘ D, ule?).
oW (OWh)2

Con el fin de simplificar la notacién, se definen las siguientes cantidades integrales:

I::/
Y

7= / (Il + | Dysul?) + / 1D, .
Fg,h Fgl%

(luf? + | Dupul®) + / D, pul”.
h

1

Ademas de las siguientes cantidades escalares
05 := min|0,po|, c¢:=méx|po|, ¢&:= max|y],
I Q Q

co :=mdx |J,p0], ¢ = mdx |0, el
o9 0Q

Recordando las propiedades de ¢ del Lema 2.6.1, procedemos a estimar cada integral en
la desigualdad (4.2.1).
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Para las integrales localizadas, usamos el siguiente procedimiento: Separamos el dominio
y localizamos el signo de 0,¢,. Posteriormente se analizamos el comportamiento de la
exponencial con peso. En particular, en la region de corrosion se comporta de forma

independiente de s. Finalmente, en la region singular de I'y acotamos usando la hipotesis
[ull g,y < M.

/‘é%wWF+u)m4e“—/f%wMP+u>mde“ / Bup(|uf? + | Dy puf?)e?
oWy,
+/4@WW+WWﬁw
rie
ﬁm+mW”/WWHmwﬁ
Yh

+ (—sbse ¢ + 0165)/ (|u* + | Dy pul?) + 20166M2h|FSIHg :
Lo,n

/ an(p‘D‘r,huFe@:/ an(p’DT,huPe(P—i_/ an90|DT,hu’2€@+/, an@’DT,huFe(P?
(W2 " o

sing,o

0,h

< (sco+¢1)e* ™ | |Dypul® + (—sbse”C + c1ef) /5 |D- pul®
T oh

+ ey eth|TEmE).

Para las integrales no localizadas se sigue un acotamiento similar, con la diferencia que en

[y acotamos directamente con [|ul|cegy,) < M.

|l 1Dulyer <4 [ (ul + Dyga) 42016 [ 1,
oWy, Yh

Co,n

o5t /1 /|U|2+ /|Du,hu|2 +2M65h|110’h|’
Vh Th Th

ecs+6 /h|'7h|\/§\// (‘u’2—|—‘D,,,hUP)—i-QMeEh’FO,h’-
T

/ | Dy pule? < e\ /|yl / | Drul? + Me“h|TG |
(OWh)2 o/

Obteniendo
0 < (—slse™ 4 c1€°)T + (sco + ¢1)e“ T + C’Mec”éC’V\/f + CM?Cr, e,

donde las constantes C,, y Cr, solo dependen de la medida de Lebesgue uno dimensional de

los conjuntos. Por tanto, estas constantes se pueden acotar en funcion del perimetro de 2.
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(50572 — 1) T < (sco + ¢1)e™T + CMe“CoVT + CM?*Cq,

Notemos que
\/f < \/§(||u||H1("/h) + ”DV,huHLQ(’Yh))'

Por tanto, definiendo

B = HuHHl(Wh) + HDV,hu”LQ(%)

se tiene que B < 1 implica Z < B. Por tanto, B < 1 implica
(80572 — 1) T < (sco + c1)e“B + V20 Me®CoB + CM?*Cq,
considerando sy := méax{2c;/(0se7>°),1}, s > so y se tiene

876.66_26\7 < (SC() “+c1 + \/ECMCQ>€CSB + CMQCQ

Multiplicando por (C'M?Cqs)™!, se tiene

05

—2¢ 1 1
2¢ 1 N es
me J < m(co + 15 + CMCqs, )e”B + 3

como s;' < 1, la desigualdad anterior queda
—2¢ 1 cs 1
e T < ———(coy+c1+CMCq)e”B+ —.
s
Por tanto, existen constantes Cy, C'; > 0 tales que
1
ChJ < Coe’B+ -, Vs> sy, Vh < 1: sh'? < e
s

Estimamos el lado derecho por conveniencia, nétese las siguientes estimaciones:

1 1

Y

s  S— 5

Coe™B = Coet™0es 0,

Por tanto, existe C' > 0 tal que

1
CT < es=s0)B 4 . Vs> so,Vh<1:sh'/?<e,
S — 8o

Con el fin de aplicar el Lema A.0.6 con las funciones u(s) = e““=*0B y v(s) = 1/(s — sg)
en el intervalo [sq, ch /2], se tiene la condicién necesaria sy < ch~'/2? para tener un intervalo

no vacio. Por tanto, considerando un parametro de malla maximo hg > 0 tal que hy <
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1/2

min{esp, 1}, se tiene que h < hg implica sy < eh™"/?, dado lo anterior del Lema A.0.6 se

obtiene:
1
CJ < 2méx{e 'h* VI,———}, Vh < hy,
ST — 8o
donde s* > sy es tal que ecs™=s0) B = S*iSO.
Utilizando
B S ec(s*st)B — 1 ,
s* — 8o

la desigualdad se transforma en

1
CJ < 2méx{e 'ht?, ———}, Vh < hy.
s* — 8o
1

Aplicando logaritmo en la identidad e®*"—*0)B = s S€ deduce la siguiente identidad

para s* — sq:
In(s* — s9) + c(s* — s9) = — In(B).

Debido a que In(z) <z y —In(B) = | In(B)|, se tiene
(1 +¢)(s" = s0) = [In(B)],

< (1+¢)|In(vVI)|.

s* — S
Por ende, para B < 1 se deduce la siguiente estimacion:

CT <27 hY2 4+ 2(1 + ¢)|In(B)|
Mientras que para B > 1, se tiene
VI < MCH? < MCH?B.
Juntando estos casos, se tiene
VT +B < MCH?B+ V20 Y2 V2R 4 712, 2(1 + o) | In(B)| V2 + B, (4.2.2)
Notando que por equivalencia de normas
[llares o) + 1Dvnllp2grs oy < V2V T + B.

Entonces, existe una constante C' > 0, la cual proviene de equivalencia de normas y la mayor

constante en la desigualdad (4.2.2), tal que se tiene la siguiente estimacién:

HUHHI(Fg,hU%) + HD%’LUHB(F&;LU%) < O[\IJ(HUHHl(%) + HDVahuHLQ(Wh)) + h1/4]'

68



Observacion 4.2.1. Debido a que el resultado es wvdlido para fronteras v generales, la
aparicion de un termino de cuantificacion de ruido discreto (en este caso h'/*) es totalmente
esperable en wvista del ejemplo de perdida de unicidad y continuacion unica visto en la

Introduccion.

Con este resultado de propagacién establecido, estamos en condiciones de probar la

estabilidad del coeficiente ¢, lo que se desarrolla en la siguiente seccion.

4.3. Estabilidad del problema de corrosion

Para establecer la estabilidad del problema inverso, consideremos dos coeficientes de
corrosion ¢, g2 € C(Iop;R) v dos fuentes fi, fo € C(y4;R), denotamos por u; y us a las
respectivas soluciones del sistema discreto (2.7.1). Entonces, consideramos la siguiente norma

para la diferencia de operador de medicion:
[M(q1) = M(a2)|l = llur = w2l[m¢y,) + |1 Dvpun — Dypuzl|r2gy,).-

El siguiente teorema establece una estimacién de estabilidad que relaciona la diferencia
entre dos coeficientes de corrosién con la diferencia de las soluciones medidas en una parte
accesible de la frontera. Esta estabilidad esta condicionada a que dos coeficientes de corrosion
tengan soluciones discretas bajo cierto umbral en norma C? discreta. La estabilidad es de
tipo logaritmico, lo cual es caracteristico de problemas inversos elipticos, y a medida que el

pardmetro de malla tiende a cero, la desigualdad tiende al andlogo continuo.

Teorema 4.3.1 (Estabilidad condicional del problema inverso). Sea ho(y) > 0 el umbral
de malla definido en el Teorema 4.2.1. Para cada M > 0, existe una constante C > 0 tal
que para todo par de potenciales q1,q2 € C(Iop;R) y sus respectivas soluciones uy, us que

satisfacen la hipdtesis de acotamiento |[uil], |uzllcegm,) < M, se cumple:
lar — g2l r2arey < C (¥ ([Jur — uall gy + | Dvtis — Dypuallregy,) + 4],

para todo subconjunto K C {x € Tj, : ui(x) # 0}. La constante C depende de M,

lur |20y, @2l 2oy, 7,6 y la geometria del dominio.

Observacion 4.3.1. De manera andloga al caso continuo, utilizando la positividad del

sistema (Corolario 2.7.1), es posible reemplazar el conjunto K por ngh bajo las hipotesis

a priori fi,q1 >0y fi,q1 # 0.
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Demostracion del Teorema 4.3.1. Considerando w := u; — us. Entonces w satisface

Apw =0, en W,
D, yw =0, en v,
—D,pw — gw = <Q1 - QZ)uh en I'gp.

Por tanto, debido a la condicién en I'g, se tiene

: L

Ve €lon, |1 — gl =|(q — Q2)UI|2W | Dy pw + qawl?

Jua[?
1
< W2(1 + @) (| Dupwl* + Jwl?).

Por tanto, utilizando normas L? discretas y L™ discretas, se tiene

lgr = @2l o) < Nlug oo (1 + g2l e (I Dvpwll 2y + l[wllz2x))-

Del Teorema 4.2.1 aplicado a w se tiene la siguiente desigualdad:

[l @wi) + [1Dvnwll2owny < CI¥([wllm ) + [1Dynwllzayy) + Y.

Por tanto, volviendo a (4.3.1), se obtiene

(4.3.1)

a1 — ol z2erey < Nugpee iy (1 + g2l oo () CLE (| Dol 23y + [20] 1)) + B,

y dado que || Dy pw||r2(,) = 0, la desigualdad anterior se reduce a

lar — @oll 2y < Nlugpoo ) (1 + |golzoe () CT¥ (Jur — a1 py) + B4,

se concluye el resultado.

[]

Observacion 4.3.2 (Hipdtesis de continuidad del problema directo discreto). Los teoremas

de estabilidad en problemas inversos suelen aplicar la continuidad del problema continuo para

trasladar condiciones de acotamiento sobre u, hacia acotamiento de q.

Por tanto, si se asumiera la validez de una estimacion de reqularidad discreta del tipo

lugllc2gm,y < C(R),  para todo g € CH*(Top), llgcre < R,

entonces la estimacion de estabilidad del Teorema 4.5.1 sequiria siendo vdlida sin itmponer

hipotesis adicionales sobre las soluciones.

Siguiendo las observaciones 4.3.2 y 4.3.1, se puede obtener el siguiente resultado a partir

de la estabilidad condicional.
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Proposicion 4.3.1. Suponiendo la continuidad expuesta en la Observacion 4.53.2. Sea
ho(y) > 0 el umbral de malla definido en el Teorema 4.2.1. Consideremos una fuente de
corriente f € C(yn;R) no negativa y no idénticamente nula. Fijando un coeficiente de
corrosion g, y considerando el sistema de corrosion discreto (2.7.1) (se considera f fijo),

existe una constante C'(R,uy,v,d) > 0 tal que

||Q1 — q2”L2(Fg’h) < C [‘1/ (||u1 — U,QHHl(,Yh)) —+ h1/4] , V||q2||cl,a(1"0’h) < R,VO < h< ho(v).

4.4. Discusion del resultado

El resultado de continuacion tnica cuantificado (Teorema 4.2.1) es de naturaleza distinta
a los disponibles en la literatura sobre el problema de Calderén discreto [, 14, 16].
En particular, el trabajo més reciente [10] (preprint) obtiene y emplea un principio de

continuacion unica cuantificado de tipo tres esferas.

La principal ventaja de nuestro enfoque frente a [14, 1] es la ausencia de restricciones
sobre las condiciones de frontera. En contraste, sus principales limitaciones son la hipotesis

de acotamiento C? discreto y la restriccién al caso bidimensional.

La estimacion de estabilidad obtenida es uniforme siempre que se excluyan las esquinas
de la frontera inaccesible. Esto se debe a que la funciéon peso @, presenta gradiente nulo en
dichas esquinas, lo que impide la aplicacién del lema de Hopf. Este fenémeno es consistente

con lo observado en el marco continuo para dominios con fronteras no globalmente suaves
[1, 12].

En el marco discreto, este resultado impone un comportamiento de error asintético de orden
a lo més h'/%. Hasta donde alcanza nuestro conocimiento, esta corresponde a la primera tasa
de estabilidad obtenida para el problema inverso de corrosion discretizado en dos dimensiones.
Este exponente es consecuencia directa de la restriccién sh'/? < ¢ impuesta por la desigualdad
de Carleman (Teorema 3.1.1), la cual resulta necesaria para absorber términos de error. Cabe
destacar que la optimalidad de esta restriccion no ha sido establecida en este trabajo, por lo

que la posibilidad de mejorar esta tasa con un andlisis mas fino permanece pendiente.

Finalmente, cabe destacar que en el marco continuo las referencias [0, 7] se apoyan
adicionalmente en estimaciones de continuidad en normas fuertes del mapeo g — u,. Hasta
donde sabemos, la validez de este tipo de estimaciones en el contexto discreto no ha sido
establecida. La obtencién de dichas propiedades podria considerarse una direccion natural
de trabajo futuro, pues permitiria reforzar las estimaciones de estabilidad obtenidas en este

trabajo.
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Capitulo 5
Conclusiones y discusion

Este trabajo se enmarca en el estudio del problema inverso de determinar un coeficiente de
tipo Robin para una ecuacién armonica discreta, el cual constituye un analogo completamente
discreto del problema inverso de corrosién considerado en el marco continuo. Como resultado
principal, se establece una nocién de estabilidad adaptada al contexto discreto, la cual tiene
en cuenta las particularidades estructurales del problema discretizado y, en particular, la
pérdida de unicidad que no estd presente en el caso continuo, tal como se discutio en la

introduccidn.

El analisis directo del problema discretizado estd estrechamente relacionado con su
resolucion computacional. En este contexto, la pérdida de propiedades fundamentales del
problema continuo, como la unicidad, sugiere que las herramientas desarrolladas en el marco
continuo no pueden ser trasladadas de manera directa para estudiar la estabilidad. Esto
motiva el desarrollo de un enfoque especifico para el caso discreto, capaz de capturar los
efectos propios de la discretizacién y de describir con precisién su impacto en la estabilidad

del problema inverso.

Para la obtencion del resultado de estabilidad fue necesario desarrollar previamente una
desigualdad de Carleman discreta, cuya demostracion difiere de las construcciones usuales
presentes en la literatura sobre Carleman discretas [2, 8, 11, 16]. A partir de esta desigualdad
se dedujo un principio de continuacién tnica cuantificado en el marco discreto. En particular,
este resultado no impone condiciones adicionales sobre la frontera y constituye un aporte de
interés independiente para el andlisis discreto en dos dimensiones, ya que puede ser aplicado

al estudio de esquemas discretizados de otros problemas inversos elipticos.

El resultado de estabilidad obtenido es valido uUnicamente cuando la malla es

suficientemente fina. El tamano umbral de la malla depende de manera indirecta de la frontera
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de observacion a través de la construccién de la funcion de peso. Es importante notar que,
en consonancia con los resultados conocidos en el marco continuo [I, 12], la estabilidad
obtenida no es uniforme en las cercanias de las esquinas de la frontera de corrosion, debido
a la anulacion del gradiente de la funcion peso en dichos puntos. Este fenémeno, sumado a
la pérdida de unicidad originada en la localidad del operador laplaciano discreto, conduce a
una estabilidad de caracter asintético donde el error esta acotado por un término de orden a

lo méas h'/4.

La hipétesis de regularidad C? discreta requerida en el resultado de estabilidad es heredada
del enfoque continuo seguido [0, 7] y constituye una de las principales limitaciones del
método. Una posible direccién de mejora consistiria en reemplazar esta hipotesis por un
acotamiento en términos de normas integrales de segundas derivadas sobre la frontera. Para
ello serfa necesario sustituir los acotamientos en norma C? utilizados a lo largo del analisis por
estimaciones basadas en la desigualdad de Cauchy-Schwarz asociadas a la nueva hipotesis.
Alternativamente, podria investigarse la obtencién de resultados de regularidad discreta del
tipo H?, que permitirfan satisfacer las hipdtesis impuestas. No obstante, estos desarrollos

exceden los objetivos de este trabajo..

Una extension natural y de gran interés de los resultados obtenidos seria su generalizacién a
mallas no uniformes mediante una formulacién en elementos finitos. Sin embargo, el desarrollo
presentado se apoya en técnicas que no se trasladan de manera directa a mallas triangulares
no uniformes. En particular, se requieren integraciones por partes discretas que no dependan
fuertemente de la regularidad de las funciones, dificultad que aparece de forma inherente en
el contexto de elementos finitos. Esto sugiere la necesidad de introducir formulaciones sobre
mallas duales. Cabe destacar que, hasta donde conocemos, la literatura sobre desigualdades

de Carleman discretas atin no se ha extendido a este nivel de generalidad.

En conjunto, este trabajo ilustra que la adaptacion de técnicas del andlisis continuo al
marco discreto permite identificar cémo la discretizacion afecta propiedades fundamentales
del problema inverso. Si bien el enfoque se basa en la extensiéon de métodos conocidos, el
analisis permite explicar por qué ciertas propiedades se pierden y bajo qué condiciones de
refinamiento de malla es posible recuperar una propagacién de la informacién consistente.
Este estudio contribuye asi a la comprension de los efectos numéricos que surgen

inherentemente al tratar problemas inversos desde una perspectiva completamente discreta.
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Apéndice A
Resultados auxiliares

Lema A.0.1 (Integracién por partes en la frontera). Sea u € C(Wy;C),v € C(Wha;C),
k.0 €{1,2}: k #{, entonces

h
/ Ay p(u)v :/ uAp v+ = Z ut?h(v).
(OxWh); OWh 2

OgOpWh

Demostracion. Por definicién de la integral discreta sobre la frontera dual y del operador
promedio A, se tiene

h
App(u)v == (7’+Mu + T_gﬁu) .
/(ak,wh)z 2 2

(O Wn);
A continuacion, se separa la suma anterior y se reescribe cada término mediante un cambio
de indice, se obtiene
h h
5 E (7’+g,hu + T_gvhu) V= 5 E

UT_gpVU + § E U Ty pU.
(OxWh); OWrU((T 40,210 Wh)\ Ok Wh) O WnU((T— 2,200k Wp)\OKWh)

La contribucién correspondiente a los nodos interiores de 9,V se identifica exactamente

con la integral discreta
/ u Ag,h (’U) .
W,

Por otra parte, los nodos extremos, aquellos pertenecientes a JpOxWi, = ((T—2006WWn) \
OWn) U (7102006 WWn) \ OkWh), generan un término adicional, que da lugar a

h

9 Z Utﬁ,h(”)'

0O Wh

Combinando ambas contribuciones se obtiene la identidad deseada, lo que concluye la
prueba.

[l
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Lema A.0.2 (Estimacién del operador t’jthm). En nodos frontera se cumple:

h
tf,hAm(u) =Uu— Vk§t7]f7thvhu'

-1

Demostracion. Denotando por (t#,)~! el operador desplazamiento en la direccién contraria

de t'jvh, podemos escribir el promedio en la frontera de la siguiente forma

1 1
Agn = é(tfh) L4 §t§,h'
Usando un cero conveniente y desarrollando se tiene:
1 1 1 1
Apn = §(tf,h)_1 + §tf,h, + (§<tf,h>_l - §<tf,h)_l)
Rtk — (k)1
= @)t A )
’ 2 h
_ h
= (tf,h) t— V= Dy

2

Aplicando la identidad anterior a tff,hu en la frontera y usando la conmutacién de operadores:

tff,hAk,h(u) =Uu— Vkitﬁth,hu.

]

Lema A.0.3 (Estimacién del Hessiano discreto). Para sh < o, [|ullc2gy,) < M se tiene,

(5-owmn) [ mere

1 1
<7 / |Aul?e? + S M(1+O(sh)) ) / | Dy pule? + / | Djnll(u)]e?
4 Jw, 2 Wi W

k,j=1 KWV
#j

+ 5*0(1) G - O((sh)2)) ;/ . | Dynul?e?.

Demostracion. Para simplificar la notacion, todos los operadores discretos omiten el
pardmetro h, es decir, Dy j, = D;. Asimismo, la composicién de operadores se denota mediante
la concatenacién de indices, por ejemplo, D115 = DD D,. Ademas, se adoptara la convencién

@ := II(u) para denotar la proyeccién de u
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El primer paso es transformar el integrando |Dy»1|? en Di11Dgyti mediante integraciones

por partes:
/ |D121~L|2€¢ = / Tl"h(Dz'&, Dmﬁe”)yl — DQ&Dl (Dlgﬁew),
Wh 2 W2 Wh2
= / Tl"h(Dgﬂ, Dlgﬂe“")ul — DQ@DllQﬂAlew
01Wh 2 Wh2
— DgﬂAlDlgﬂDlew,
Wh 2
= / Trh(Dgﬂ, D1217L€<P>V1 — / Trh(DgﬂAle‘p, Duﬂ)VQ
01 Wh /2 02Wh /2
+ DQ(DQ{LAIEW)Dll’Zj - D2&A1D12QD16“’,
Wh/z Wh/Z
= ngfLDHﬁAme@ + / Trh(ngfL, Dlgﬂe@)yl
Wh2 01 W2

— / Trh(DgfLAle“”, Dll’&)l/g
02Wh 2

+ / AngfLDnﬂAnge“" — DQ&AlDlQﬂ,Dlegp.
Wh/2 Wh/2

Por simetria, podemos usar la identidad anterior més la identidad anterior con indices 1 y

2 intercambiados para obtener:

1 1
/ |D12’L~L|26@ = DQQ&DllﬂAlQ@w + —/ TI'(DQ@, Dlgﬂew)l/l + —/ TI'(leb, Dlgﬂe@)yg
Wh 2 Why2 I Wh 2 02Wh /2

1 1
— —/ Tr(DgﬂAle“’, Dllﬂ)VQ — —/ TI'(DﬂTLAQ@gO, Dggﬂ)yl
2 02Wh /2 01 Wh 2

1 1
+ = / AQDQ’&DllTTLAlDQev + = / AlDlﬂDgzﬁAlee“’
2 Wh 2 2 Wh 2

1 1
- = D2ﬂA1D12ﬂDle“" - = DlﬁAnggﬁDge“’.

2 Wh/2 Wh/2

Luego, considerando la expansién asintdtica de Aje¥ (sh < gp) y la formula anterior, se
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deduce la siguiente identidad para el Hessiano con peso Carleman
[ e = [ qDuil + 2Dl + Daif)e”,
Wh /2 Why2
= / (|D11ﬂ|2 + 2D111~LD22?1 —+ ’D221~L|2)6<p
Why2
+ 2 D22€L_D11'a0((3h)2)€@

Wh 2

+ / TI'(DQ?TL, D12'L~L€¢)V1 + / TI'(Dl’ZL, Dlg’ljew)l/g
01 Wh 2 02Wh /2

— / Tr(DgﬂAle“D, Dllfl])VQ - / Tr(DlﬁAge“", DQQ'EL)I/l
02Wh /2 01Wh, /2

+/ AngﬁDllﬂAlDzdp—{—/ AlDlaD22aA2D16‘P
Wh 2 w

/2

— D21~LA1D1211D16%0 — DlﬂAnggfLDgesp.
Wh/2 Wh/2

Acotando de forma usual y con expansion asintética

[ m@Pe < [ jawaPe s o(sh?) [ (DwaP + Dy
Wh2 Wh 2 Why2

+/ Tr( Dy, Dlgﬁe“")yl—{—/ Tr(Dy i, Digtie? )vy
01 Wh /2 02Wh, /2

— / TI'(DQ’[NLAlec'O, D11ﬁ>V2 - / Tr(DlﬁAze“’, DQQ{NL)I/l
02Wh 2 01 Wh 2

+ / AQDQ’(NLDHQG@((‘)QQD + SO((S]’L)Q))
Wh 2

+ / AlDlﬂDggﬂe‘p(ﬁlgp + SO((Sh)Z))
Wh 2

— DgﬂAlDlgﬂe“’(@lcp + 80((8h)2))

Wh 2

— DlﬁA2D12ﬂ€¢(82§0 + 80((8h)2))
Wh 2
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/ (H (@) Pe?
Wh2

S / |Ahl~b|26¢ + O((Sh)z) / (|D22ﬂ|2 + |D11ﬂ,|2)€w + / TI'(DQ’EL, Dlgﬂe“’)yl
Wh 2 Why2 I Wh 2

+ / TI"(Dlﬂ, D12ﬂ€<’0>yg — / Tr(DgﬂAle‘p, Dllﬂ)l/g — / TI'(DllNLAQBL’D7 Dgg’a)l/l
Wi /2 02Wh /2 I Wh 2

1 5 N 1 - 5
+ —/ (|A2D2u82<p\2 + |D11U|2)€<p + 5/ (|A1D1U3180|2 + ]D22u|2)e“’
Wh 2

o((shy) [ .

Why2

1
+ (82‘A2D2ﬂ‘2 + |D111~J,‘2)€<P + 50((8}1)2) / <S2|A1D11~L|2 + |D227jb|2>€<p

Wh 2

_ . 1 _ _
/ (|D2U81g0|2 + ’A1D12U|2)€¢ + 5/ (|D1u82<p]2 + ‘A2D12U,|2)€(’0
Wh 2

o(sh?) | .

Why2

+
N~ N~ NN

_ _ 1 _ _
+ (82‘D2U|2 + ]AlDlgu\z)e“’ + §O(<Sh)2) / (82’D1U’2 + ‘A2D12U|2)6¢.

Wh 2

Usando |A(v)]? < A(|v]?) y el Teorema 2.4.2, se deduce

/’pmmwws/ Ay(|Dagii?)e?,
Wh/2 Wh/2

h h
= / |D1217J|2A2<€<p) -+ —/ |D121~L|2t7«7h64p — —/ tr7h|D12ﬂ|2€¢,
Why2 2 02 Wh /2 2 02 Wh /2
h
= / |D121~L|2A2(6w> + 0 — —/ tr7h|D12ﬂ|2€@,
Why2 2 02Wh 2

< / | D1gii]* Ay (e?),
Wh 2

_ / |Duo2e? (1 + O((sh)?)).
Why2
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Volviendo a la estimacién del Hessiano

/ \H () e
Wh 2

;/ mm&wwmmﬂ/‘umﬂﬂﬂmmmw
Wh/g Wh/Q

+ / TI'(DQTTL, Dlgﬂe‘p)ul + / TI'(let, Dmﬂé’o)VQ
01 Wh 2 02Wh /2

— / TI'(DQ'&,Ale(P, Dllﬂ,)l/Q — / Tr(DlilAge‘p, DQQ’I])Vl
82Wh/2 61Wh/2

1 . N 1 . -
+ 5/ (lAQDQU@QQOF + ’D11U|2)€(p + 5/ (|A1D1'LL81(,0|2 + ‘DQQU’Q)@&
Wh 2

Wh 2

o) [

(s%| Ay Dyii|* + | D11ii)?)e? + O((sh)?) / (s*| Ay Dyaif* + | Dayii]*)e?
Wha

Wh/a

1 . . 1 - N
5 [ (Dutdel + Duayer + 5 [ (Diaduel + 1 Dii)er
Wh/2 Wh/Q

o) [

(s*| Dyti|? + | D1aii|®)e? + O((sh)?) / (8*| Dyaf* + | Diaii]?)e?.
Wh2

Why2

[ m@pe

Wh2

S/ ]Ah&\ze‘p—k/ Tr(Dya, Dlgﬁe“”)yl—l—/ Tr(D11, Distie? )y
Wh/2 81Wh/2 82Wh/2

— / TI'(DQ{NLAlew, Dllﬂ)yg - / TI'(D{&AQG"D, DQQQNL)I/l
02Wh /2 1 W2

1 1
+G+W@N0/ W@W“af (|42D5805p] + | A1 Dyidyp|)e?
Wh/2 VV}L/2

+ 520((sh)?) / (|AgDoti|? + | Ay Dyi]?)e?
W2

1

T3 / (ID2adro]” + | Dyadsp|)e?
2 Wh 2

+ 32(’)((sh)2)/ (IDyiif? + | Dyii[2)e¥.
Why2

usando

/ | Ay Dyiidop|?e? < 0(1)52/ As|Dyiif*e?,
Wh 2

Wh 2

h h
_0(1)s? / |D2ﬂ|2A26‘p+—/ |D2ﬂ|2tre@——/ 1| Dyiif2e? |
Why2 2 02Wh /2 2 02Wh /2
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h
_0(1)s? / | Dyii[2Aze? + 0 — §/ £ Dyiife | |
Wh/g aQVVh/2

< 0(1)52/ | Dati[*e?(1+ O((sh)?)).
Wh 2
donde O(1) es una constante que depende de ¢g y ¢1, se obtiene
/ H (@) 2% < / | Anil2e? + / Tr(Daii, Dygiie ) + / Tr(Dyii, Digiie? v
W2 Wh2 I Wh 2 2Wh /2

— / Tr(DQfLAle”, Dll’lj)l/g - / TI'(D{I]AQ@SO, DQQ&)I/l
02 Wh /2 01 W2

+ (% +O((sh)2)> /WW |H (@)% + %)Sszm(mza\? + | Dyii[?)e?

+ 820((Sh)2)/ (| Doai|* + | Dyai|?)e?
Wh 2

0(1)32 ~12 <12\ o 2 2 ~12 12\
+ 5 (|Dou|” + | Dya|*)e? + s2O((sh)*) (|Daal|* + | Dia|”)e?.
Wh/2 Wh/2

Por tanto,

(5-otm) [ 1

S / |Aha|2€§0 +/ TI'(DQ&, Dlgﬂe@)ul + / TI'(DﬂTL, D12’L~L6<’0)V2
Wh 2 1 Wh 2 02Wh /2

— / Tr(DQﬂAle“’, Dll'a)l/g — / Tr(DlﬁAQGLp, DQQ&)Vl
02Wh /2 01 Wh /2

+ o)1 +0((sh)2))/ (| Dol + | Dyii[2)e?.
Wh 2

Para estimar los términos de borde, se usan propiedades de la extensién por cero u y

lull c2w,) < M para obtener:

(5-0wmn) [ mre

1 1
< -/ |Apul?e? + M (1+O(sh)) Y / |t§Dku|ew+/ | D;ii]e?
4 Wh 2 oWy, oL W5

k,j=1 h.j
ki

+O(1)s? G + O((sh>2)) 3 /W | Deuf2e?.
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Lema A.0.4. Para |[ulczgy,) < M, sh < &g

|Z1| < M(O(1) + s(’)(sh))/ | D, pule?.
oW,

Demostracion. Recordando la definicién

=3 Z 2, Do pIL(w)t? ), (D1 TI(w) Dy pe? vy
8182Wh

h
+3 > 1 Dipl(u)t? ), (Do T1(w) Dy e
0201 W,

Acotaremos el término 95 9] W), del primer sumando, pues los demds son andlogos.

Debido a la observacién 2.6.1 (Vi = 0 en las esquinas de €2), junto con [|u|czgy,) < M

y expansiones asintéticas (sh < gg):
h
|§t2hD2 pI1(w)ty (D1 pT1(w) Dy e? )va| (95 OF W)

< M3 It wD1aIl(w)[([01p] 4 sO(sh))e?

oF o7 wy,
= M= |t wD1, pI1(w)|(|O1p0| + sO(sh))e? ——
o 1
= M§|tr,hD1,hH(u)|<O<1) + sO(sh))e? —

debido a la propiedad de extensién (2.5.6) y (2.5.7) podemos trasladar la derivada discreta

de TI(u) a una que solo depende de u
h
|5 tra Do)t (D1 pTl(u) Dy e )vs| (95 07 W)

h
S M§|ti7hD1,hU‘(0(1) + SO(Sh))T+272h€<p

)
T_2.2n05 07 Wy,

_ Mgu;th,huy(ou) 4 5O(sh))(1 + O(sh))e?

)
T_9.2n05 07 Wy,

< M(O(l)+s(9(sh))/ Dy ]
Wy,

Por tanto, repitiendo este argumento

h
|§ Z tihDg,hH(u)t,l,,h(D17hH(u)D1,he‘p)l/2| < M(O(1) + s@(sh))/ |D,, hule?,
3182Wh 8IVVh
y para el otro sumando

‘— Z t Dl hH rh(DZhH(U)DQ,heLp)l/l‘ S M(O(l) + SO(Sh))/ ’Dy,hU|€¢.
3231Wh D2Wh
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Concluyendo asi

A gM(O(1)+80(sh))/ Dy ]
8Wh
]

Lema A.0.5. Dado u € COWy;R) y Il(u) su extension presentada en (2.5.1), si sh < &g

entonces se tienen las siguientes estimaciones:

/ 1D, 1 T1(u)]e? < / 1D, T1(u)]e? + (1 + O(sh)) / Doule?,  (A0.1)
(OWh)3 (OWh)2 OWh,

/ Ono| Dy I1(u)]%e? < / Ono| Dy pI1(u)|?e? + (O(1) + O(sh))M |D,, pule?.
(OWh)x (OWh)2 [224%3
(A.0.2)

Demostracion. Para demostrar (A.0.1) notar la siguiente descomposicion:
(OWh)7 = (OWh)7 U ((OWR)7\ (OWL)7)

donde el conjunto ((OW,)%\ (OW},)2) consiste en 8 nodos a h/2 de las esquinas. Por tanto,
en lo siguiente se separa la integral discreta, se acotan los términos correspondientes a estos

nodos y se elimina la dependencia de I1(u) usando la propiedad de extensién (2.5.6) y (2.5.7)

/ Do T () e
(OWh)x

= [ Dan@le Y DTl Y el e
(OWh)$

6162Wh 8182Wh
=/ Do pIl(w)|e? +h Y 2]tk Dyadl(w)[th,e? +h Y 4|82, Do TI(u)[t] ,e%
(OWh)2 OOV, OOV,

- / Do l@)]e? +h S 2,088, Ddl(w)|2,e# (1 + O(sh)
(OWh)2 OOV,

Th S 2 Das i) el e (1 + O(sh).
010oWh,

Notar que los términos de las esquinas corresponden a la derivada normal discreta. Por

consiguiente, si sh < g9 con ¢y del Teorema 2.6.1

/ Do) e < / Do uTl(w)|e? + (1 + O(sh)) / Dy pt]e®.
(OWh)x (OWp)2

oWy,

Para demostrar (A.0.2), notar que debido a que ¢, es localmente constante en las esquinas,
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se tiene

/ Do | Do TI(w) 2%
(OWh)%

=/ Onp| DenTl(u)Pe? + b > 1], (Dnsp| Dy pTl(u)P€?) + 171, (Onp| Do T (w)|%e?),
(OWh)2

0102 Wh,
_ / g DeaTlW) e +h S (O1) + O(sh))E ([t Deptuf?)2,e2(1 + O(sh)
(aWh) 8182Wh
0 S (O01) + O(sh)EL (82, Do) e? (1 + O(sh)).
0102Wh,

donde se us6 0, = On¢1 + sO, o en las esquinas y por tanto tf‘f’hango = O(1)+ O(sh). Notar
que el término en el sumando corresponde a la derivada normal y acotando se concluye la

ultima desigualdad

/ On| Dy (u)]?e? < / On| Dy p T (u)]?e? + (O(1) + O(sh)) M |D,, nule?.
(OWh)x (OWh)$ Wy,

]

Lema A.0.6. Sean, 0 < a <b, yu,v:R" = R*", donde u es estrictamente decreciente y v

estrictamente creciente, tales que existe un unico T € RT, u(T) = v(T).

Entonces, para todo x* < T,

min (u(z) + v(x)) < 2méax {u(b),v(a), u(x*)}.

z€la,b]

Demostracion. Lema 3.9 de [11] O
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