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RESUMEN

El modelado de sistemas de tiempo continuo se destaca como un area de
gran interés en diversas disciplinas, incluyendo la identificacion de sistemas y
el control. En algunos escenarios, la estructura del modelo de tiempo continuo
de un sistema puede ser definida a priori mediante conocimientos especificos.
No obstante, existen aplicaciones en las cuales la estructura del modelo es
desconocida, y en tales casos, se recurre a funciones base para obtener una
aproximacién del sistema.

En esta tesis, se enfrenta el desafio de identificar un sistema estocéstico
de tiempo continuo. El enfoque propuesto implica la utilizaciéon de bases de
funciones ortonormales de tiempo continuo, con una preferencia especifica por
la base de funciones de Kautz para aproximar el sistema real. Es importan-
te destacar que, para el proceso de identificacion, solo se cuenta con datos
muestreados del sistema.

Para abordar el problema de estimacion, se ha adoptado un algoritmo de
identificacién en el dominio de frecuencia centrado en la funcién de verosimili-
tud de Whittle. A través de este algoritmo, se busca determinar los pardmetros
asociados a las funciones base de Kautz que son responsables de la aproxima-
cion del sistema.

Con el objetivo de demostrar la efectividad de esta propuesta, se presentan
resultados de simulaciones numéricas. Este algoritmo aprovecha datos mues-
treados derivados del sistema en tiempo continuo, destacandose por su capaci-
dad para identificar con precision los pardametros subyacentes relacionados con
las funciones base de Kautz. Ademas, se compara este método con la técnica
de maxima verosimilitud tradicional en el dominio de la frecuencia. Finalmen-
te, se ilustran los beneficios de esta propuesta mediante su aplicacién a un
sistema de Optica adaptativa.
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ABSTRACT

Continuous-time system modeling stands out as an area of great interest in
various disciplines, including system identification and control. In some scena-
rios, the structure of the continuous-time model of a system can be predefined
through specific knowledge. However, there are applications in which the mo-
del structure is unknown, and in such cases, basis functions are employed to
obtain an approximation of the system.

In this thesis, we tackle the challenge of identifying a continuous-time sto-
chastic system. Our proposed approach involves the use of continuous-time
orthonormal basis functions, with a specific preference for the Kautz basis
functions to approximate the real system. It is important to note that, for the
identification process, we rely exclusively on sampled data of the system.

To address the estimation problem, we have adopted a frequency domain
identification algorithm centered on the Whittle likelihood function. Through
this algorithm, we aim to determine the parameters associated with the Kautz
basis functions, responsible for the system’s approximation.

In order to demonstrate the effectiveness of our proposal, we present re-
sults from numerical simulations. This algorithm leverages sampled data deri-
ved from the continuous-time system, standing out for its ability to accurately
identify the underlying parameters related to the Kautz basis functions. Ad-
ditionally, this method is compared with the traditional maximum likelihood
technique in the frequency domain. Finally, we illustrate the benefits of our
proposal through its application to an adaptive optics system.



Capitulo 1

INTRODUCCION

Este capitulo situa el trabajo de tesis al exponer las motivaciones y ob-
jetivos que lo sustentan. En una primera instancia, se aborda el contexto del
problema que presenta la identificacion de sistemas estocasticos de tiempo con-
tinuo, destacando las complicaciones inherentes a este proceso. Se ilustra este
desafio mediante un ejemplo concreto que ejemplifica la presencia de este tipo
de sistemas. Luego, se exponen los objetivos y el marco de trabajo que rigen
este proyecto de investigacion. Como punto de cierre, se detallan las valiosas
contribuciones que este trabajo aporta al campo, ademas de ofrecer una breve
descripcion de los contenidos especificos de cada capitulo subsiguiente de la
tesis.

1.1. Motivacién

La identificacién de sistemas de tiempo continuo ha sido un &area de in-
terés constante en diversas ramas de investigacién. El principal objetivo de
esta disciplina es encontrar un modelo matematico que describa la dindmica
de un sistema a partir de mediciones de su respuesta ante ciertos tipos de en-
tradas [1]. Este tema esta presente en campos como estadistica matemética y
andlisis de series de tiempo [2], econometria y anélisis de series de tiempo [3],
[4], aprendizaje de maquina [5], [6], identificacién de sistemas [1], [7], ptica
adaptativa [8], [9], entre otros.

En la tarea de identificacion, existen principalmente dos métodos: identifi-
cacion indirecta e identificacién directa [10]

= El método indirecto utiliza las mediciones muestreadas de la salida
para identificar una versién discreta del sistema. Este enfoque resulta

1



2 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

ventajoso, ya que emplea técnicas de identificacién en tiempo discreto,
cuyo estudio estd ampliamente desarrollado.

» El método directo utiliza los parametros del modelo del sistema en
tiempo continuo para optimizar una funcion objetivo construida con las
senales muestreadas del sistema. Ambos métodos pueden subdividirse en
dos enfoques adicionales: dominio temporal y dominio de la frecuencia
[11].

Existen varios métodos de identificacion de sistemas, cada uno disenado
para abordar diferentes desafios y contextos especificos. A continuacion, se
destacan algunos de los enfoques més comunes:

» Minimos Cuadrados [1]: Este método busca minimizar la diferencia en-
tre las respuestas medidas y las respuestas predichas por el modelo. Se
ajusta un modelo a los datos experimentales al minimizar la suma de los
cuadrados de las diferencias entre las respuestas medidas y las respuestas
del modelo.

» Méxima Verosimilitud [1], [12]: La médxima verosimilitud busca encontrar
los parametros del modelo que maximizan la probabilidad de que los
datos observados sean generados por el modelo propuesto. Este enfoque
es particularmente 1til cuando se tiene informacién sobre la distribucién
de probabilidad de los errores en las mediciones.

» Expectation Maximization (EM) [13]: El algoritmo EM es 1itil en casos
donde hay variables no observadas o datos incompletos. Se utiliza para
estimar los parametros del modelo iterativamente, alternando entre los
pasos de expectativa y maximizacién.

» Minimos Cuadrados Recursivos (RLS) [14]: A diferencia de los minimos
cuadrados convencionales, el método RLS actualiza los parametros del
modelo de forma recursiva a medida que se reciben nuevos datos. Es par-
ticularmente 1til para sistemas que experimentan cambios en el tiempo
y requieren una adaptacion continua.

» Identificacién Bayesiana [12]: Este enfoque utiliza principios de inferencia
bayesiana para estimar los parametros del modelo. Combina informacion
previa con datos observados para obtener distribuciones de probabilidad
actualizadas, ofreciendo una forma robusta de abordar la incertidumbre
en los pardametros.



1.1. MOTIVACION 3

Estos métodos constituyen solo una muestra de las diversas técnicas dis-
ponibles en la identificacién de sistemas. La elecciéon del método adecuado
depende de la naturaleza del sistema, la disponibilidad de datos y las carac-
teristicas especificas del problema en cuestién. La identificacion efectiva de
sistemas es esencial para el diseno y la implementacién exitosa de estrategias
de control en una amplia gama de aplicaciones tecnolédgicas y cientificas.

Es evidente que estos métodos requieren un modelo del sistema real, cu-
ya estructura generalmente se considera conocida (ntimero de polos y ceros),
basandose en el conocimiento previo del sistema. Esto permite obtener de ma-
nera precisa el modelo de datos muestreados, teniendo en cuenta los ceros de
muestreo. Sin embargo, hay situaciones en las que el modelo del sistema es
desconocido [15]. En tales casos, se puede obtener un modelo aproximado del
sistema mediante el uso de bases de funciones ortonormales de tiempo continuo
[16], [17]. Esta idea se ha desarrollado recientemente en [18] y [15] para sis-
temas deterministicos, utilizando bases de Laguerre y Kautz respectivamente,
junto con versiones discretizadas de estas bases.

Adicionalmente, existen investigaciones donde la identificacion de sistemas
de tiempo continuo se ha llevado a cabo utilizando directamente diversas bases
ortonormales de tiempo continuo [19], [20], [21].

Es bien sabido que para sistemas de tiempo continuo cuya entrada es deter-
ministica existen multiples formas de obtener su modelo equivalente de datos
muestreados [22], es decir, para un sistema de tiempo continuo de la forma:

-
—~
~+
~—
I

Ax(t) + Bu(t),

cuya funcion de transferencia de tiempo continuo estéa dada por:

G(s) = C(sI — A)B. (1.1.3)

Si se asume que la sefial de entrada es generada por un retentor de orden
cero (ZOH):

u(t) = ug, te kA, (E+1)A], (1.1.4)

y la salida es muestreada de forma instantdnea con periodo de muestreo A, la
funcion de transferencia de datos muestreados puede ser obtenida usando la
Transformada de Laplace inversa de la respuesta a escalén de tiempo continuo
por medio de la transformada Z, y dividido por la transformada Z de un escaléon
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unitario de tiempo discreto, es decir:

Giz)=(1—-21HZ {51 {@}t:m}, (1.1.5)

S

| y4joo sA
Gl(z) = =7 / " Gy (1.1.6)
v

27] Ljeo Z— €A s

donde v € R es tal que todos los polos de G(s)/s tienen parte real menor que
~v. Es més, si el camino de integracién de (1.1.6) se cierra por un semi-circulo
por la derecha:

Gllz) = (1 - o) Y Gzt 2/ 8)

l=—00

Gi(e¥R) = % Z Hzon(jwi)G(jwi), (1.1.8)

[=—0

1.1.7
log z + 2mjl ’ ( )

conw; = w+(2w/A)l, y Hzou(s) es la transformada de Laplace de la respuesta
a impulso del retentor de orden cero:
1 — e—sA

Hion(s) = ———. (1.1.9)

Alternativamente, como se verda en el Capitulo 2, es posible obtener el
modelo para datos muestreados equivalente a través de la representacion en
espacio de estados, lo cual puede realizarse para sistemas deterministicos y
estocasticos.

Por otro lado, existen detalles en el proceso de muestreo de sistemas de
tiempo continuo cuya entrada es estocéstica. Para este caso, inicamente las
mediciones de la salida en los instantes de muestreo son usadas [23]. Esto di-
fiere del método de muestreo de sistemas deterministicos, en donde el proceso
de muestreo se caracteriza por mantener la entrada constante durante los in-
tervalos de muestreo. Esta diferencia dificulta en gran medida la obtencién de
la funcién de transferencia para datos muestreados G%(z) si es que el sistema
es estocastico, puesto que no existe un equivalente a las ecuaciones (1.1.5) y
(1.1.8), lo cual reduce significativamente las formas de abordar este tipo de
sistemas, limitandose a un analisis en espacio de estados, y obtener la funcién
de transferencia para datos muestreados a resolviendo ecuaciones de Riccati
23, p. 74].

El objetivo de este estudio es ampliar los resultados obtenidos en [15] para
sistemas estocasticos con estructuras desconocidas, utilizando directamente la



1.2. OBJETIVO Y MARCO DE TRABAJO 5

base de funciones de Kautz de tiempo continuo. Asi, mediante la utilizacién de
esta base, buscamos obtener un modelo aproximado del sistema real a través
de la identificaciéon de los pesos asociados a las funciones base, por medio de
las propiedades espectrales del sistema.

En [24] y [25], se evidencié que la funcién de maxima verosimilitud presenta
maximos locales al intentar identificar sistemas estocasticos. Este fenémeno se
debe al concepto de aliasing introducido en [26] para sistemas cuya entrada es
una senal estocastica. Este fenémeno complica la optimizacion de la funcién de
verosimilitud, especialmente cuando la tasa de muestreo es uniforme y lenta.
No obstante, en [15] se mostr6é que al emplear la base de funciones de Kautz,
este fendmeno no se manifiesta. Esto se debe a que la funcién de verosimilitud
resulta convexa para sistemas deterministicos de tiempo continuo.

Es crucial destacar que este aliasing no se corresponde con el aliasing
tipico que ocurre al muestrear sistemas de tiempo continuo; este término esta
definido especificamente para la funcién de verosimilitud y se utiliza en la
identificacién de sistemas, manifestandose cuando la funcién de verosimilitud
presenta maximos locales.

Una aplicacion destacada de la identificacion de sistemas se encuentra en los
trabajos realizados en [8] y [9], donde este enfoque se aborda en el campo de la
()ptica Adaptativa. Dado que estos sistemas son propensos a perturbaciones
como vibraciones mecénicas, turbulencia atmosférica y efectos de ruido, se
requiere un modelado preciso del sistema en general para compensar el impacto
de estas perturbaciones.

Este estudio se centrara principalmente en ampliar los resultados obtenidos
en [15] para sistemas estocésticos, con el propdsito de establecer el impacto que
conlleva la seleccion del periodo de muestreo en la identificacién del sistema.
Para esto, se identificara por un lado el sistema mediante la base de funciones
de Kautz, y por otro lado se identificara el sistema mediante el método de
maxima verosimilitud tradicional en el dominio de la frecuencia, en el cual se
asume la estructura del modelo como conocida. De esta forma se podra cuan-
tificar el error de modelado y asi definir cual método tiene mejor desempeno.

1.2. Objetivo y marco de trabajo

El propédsito principal de este trabajo es introducir una metodologia de
identificacién para sistemas estocdasticos de tiempo continuo cuya estructura
es desconocida. Esta metodologia se basa en el uso de una base de funciones
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ortonormales para aproximar la funcion de transferencia del sistema, teniendo
en cuenta que solo se dispone de datos muestreados de la respuesta del sistema.

A=ty —ty Es
; : : pectro
v(t) Sistema de y(®) : : Yn ®(2) = H(2)®,H(1/2)
Tiempo Continuo i : A i
Muestreo Factor Espectral

Figura 1.1. Diagrama de bloques del sistema estocéastico de tiempo continuo.

La Figura 1.1 ilustra en un diagrama de bloques los elementos necesarios
para llevar a cabo el proceso de identificacién, en donde se cuenta con un
sistema de tiempo continuo exitado por una senal estocdstica cuya salida y(t)
se muestrea para obtener los datos discretos y,,.

Se propone emplear la Transformada Discreta de Fourier (DFT) en la sa-
lida y,, para aprovechar las propiedades espectrales de esta senal. Ademas, se
plantea aproximar la funcién de transferencia del sistema mediante la base
de funciones ortonormales de Kautz. Posteriormente, se utilizara la Densidad
Espectral de Potencia (PSD) generada por estas funciones base para ajustar
el modelo a la respuesta del sistema.

La base de funciones de Kautz se encarga de aproximar la funcién de trans-
ferencia mediante una combinacién lineal de los elementos de esta base, lo cual
se vera en detalle en la seccién 4.4. Los parametros que definen esta combi-
nacion lineal se ajustaran mediante la funciéon de verosimilitud de Whittle,
permitiendo asi una identificacién en el dominio de la frecuencia.

Es fundamental destacar que la naturaleza estocastica del sistema abordado
en esta tesis estd determinada por la senal de entrada v(¢) (consultar la Figura
1.1). Esta senal corresponde a un ruido blanco gaussiano de tiempo continuo,
el cual se detalla en la seccién 2.2. Es crucial diferenciar este enfoque de otros
casos en los cuales se trabajan con sistemas estocéasticos cuyos parametros, que
definen la funcién de transferencia, presentan cierto grado de incertidumbre
[27], [28].

1.3. Contribucion de la Tesis

Las contribuciones principales de esta tesis se pueden resumir en los si-
guientes puntos:
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= Desarrollo de metodologias de identificacion de los pardmetros de un sis-
tema estocastico a partir de datos muestreados de la salida del sistema
mediante modelos aproximados. Se presentaron algoritmos de identifica-
cion tanto para el caso de un solo sistema como para el caso de multiples
sistemas en conjunto. Ademas, se aplico este método de identificacion a
datos obtenidos de la herramienta OOMAOQO para un sistema de éptica
adaptativa.

» Presentacion de una version generalizada de la funcién de verosimilitud
de Whittle que aprovecha las propiedades espectrales del sistema para
llevar a cabo el proceso de identificaciéon y considera condiciones iniciales.

» Extensién de los resultados previos mencionados en [15], demostrando
que el fenomeno de aliasing no se presenta al identificar sistemas es-
tocéasticos mediante el uso de la base de funciones de Kautz. Se eviden-
cia un tipo de quasi-convexidad en la funcién de log-verosimilitud de
Whittle, proporcionando una mayor comprension del proceso de identifi-
cacion en sistemas estocasticos mediante la base de funciones de Kautz.

1.4. Publicaciones por el Autor

Articulo en Conferencia:

= J. Cepeda, M. Coronel and J.C. Agiiero, “Identification of Continuous-
Time Stochastic System utilizing Orthonormal Basis Functions and Sam-
pled Data”, in IEEE CHILEAN Conference on Electrical, Electronics En-
gineering, Information and Communication Technologies (CHILECON),
Valdivia, Chile, 2023.

Abstract: In this paper, we address the identification problem of a
continuous-time stochastic system. We propose approximating the sys-
tem using orthonormal continuous basis functions, particularly the Kautz
basis functions. We assume that only discrete-time measurements are
available. The estimation problem is approached through a frequency do-
main identification algorithm based on the Whittle likelihood function.
We illustrate the benefits of our proposal with numerical simulations.

Articulo enviado a conferencia:
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= M. Coronel, R. Orellana, A. Cedeno, J. Cepeda and J.C. Agiiero, “A
Novel Identification Method for Continuous-Time Stochastic Systems
Utilizing Tsai’s Approximation and Sampled Data”

Abstract: In this paper, we address the system identification problem of
a continuous-time stochastic system. We propose an approach that invol-
ves approximating the continuous-time system through continuous-time
basis functions, utilizing sampled data. Furthermore, we assume access
only to discrete-time output measurements. The estimation problem is
formulated using the Maximum Likelihood approach in the frequency
domain, taking into account an approximation of the output power spec-
trum with basis functions, called Tsai’s approximation. The benefits of
our proposal are illustrated via numerical simulations.

1.5. Organizacion de la Tesis

A continuacion se presenta la organizacion de los capitulos que componen
el trabajo de tesis:

s Capitulo 2: El capitulo 2 presenta el sistema estocastico de tiempo
continuo de interés. A su vez, se presentan elementos preliminares pa-
ra la correcta compresion del trabajo de tesis, abordando conceptos de
representacion de sistemas en variables de estado, conceptos asociados
al proceso de muestreo y elementos necesarios del area de procesos es-
tocésticos.

s Capitulo 3: El capitulo 3 presenta el método tradicional de identifi-
cacion en el dominio del tiempo y de la frecuencia mediante la funcion
de méaxima verosimilitud. Adicionalmente, se expone la funciéon de vero-
similitud de Whittle tradicional, junto con el desarrollo de una version
generalizada de la funcién de verosimilitud de Whittle para datos mues-
treados, la cual considera las condiciones iniciales y la Densidad Espectral
de Potencia del sistema.

» Capitulo 4: El capitulo 4 se enfoca en presentar el método de apro-
ximacion del modelo del sistema a través de una base de funciones. Se
presenta de forma general y luego con la base de funciones de Kautz es-
pecificamente. Luego se presenta un teorema donde se aplica la version
generalizada de la funcién de verosimilitud de Whittle utilizando la base
de Kautz. Finalmente, se muestran ejemplos de aplicacion del teorema
propuesto bajo distintas condiciones.
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» Capitulo 5: El capitulo 5 presenta los resultados experimentales de
aplicar la metodologia de identificacion a datos provenientes de la herra-
mienta OOMAOQO, la cual es una herramienta dedicada para sistema de
optica adaptativa.

s Capitulo 6: El capitulo 6 presenta las conclusiones del trabajo y se
discuten posibles trabajos futuros.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1. Introduccidén

Este capitulo presenta la notacion, definiciones y propiedades necesarias
que se utilizan a lo largo del desarrollo de esta tesis. En primer lugar, se define el
sistema de tiempo continuo de interés junto con su representacion en variables
de estado. Posteriormente, se definen conceptos y elementos fundamentales en
el proceso de muestreo. Finalmente, se presentan definiciones y herramientas
asociadas a procesos estocasticos las cuales son necesarias para el desarrollo
del trabajo de tesis.

2.2. Sistema de tiempo continuo de interés

El sistema de interés sobre el cual se desarrolla este trabajo esta dado por
un sistema de tiempo continuo de la forma:

y(t) = He(s,0)i(t), (2.2.1)

donde y(t) es la salida del sistema continuo, (t) es ruido blanco Gaussiano
de tiempo continuo, de media cero y que satisface E{v(t)r(r)} = o26(t —
r) (Donde 4(-) es la funcién Delta de Dirac). H¢(s,6) denota la funcién de
transferencia de tiempo continuo, la cual lleva el ruido v(t) a la salida. Esta
funcién esta dada por:

bos™ + bys™ -+ by,

H¢(s,0) = K. , 2.2.2

(5,6) s"+ a4 +a, ( )

donde K. es la ganancia del sistema, by, ..., b,, son los coeficientes del numera-
dor, ay, ..., ay los coeficientes del denominador, 0 = [K,, by, ..., by, a1, .., ap)

10
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corresponde al vector de parametros que define la funcion de transferencia con-
tinua, m y n son los grados del numerador y denominador respectivamente, y
se asume que H(s,0) es estrictamente propia, es decir, n > m. Entiéndase el

argumento s como el operador derivada s = 7 o el argumento de la Transfor-
mada de Laplace (Es necesario recalcar que este abuso de notacién se utilizara

de forma transversal en el trabajo).

Por simplicidad, se normaliza la densidad espectral de potencia de () [22]
fijando o2 = 1.

2.3. Representacion en Variables de Estado

Usualmente, las funciones de transferencia se expresan en el espacio de
estados para facilitar los calculos. En términos generales, la formulacién del
sistema descrito en la ecuacién (2.2.1) en el espacio de estados se expresa de
la siguiente manera:

&(t) = A%(0)x(t) + k°(O)v (1), (2.3.1)
y(t) = C°x(t), (2.3.2)

donde A¢(f) € R™", k°(A) € R C° € R n es el orden de H(s,0), y la
matriz de covarianza del ruido es Q¢ = k°k° .

Es necesario resaltar que las matrices A°(0) y °(6) estdn en funcién del
parametro 6, sin embargo, la matriz C'° no depende de este pardmetro. Esto
se debe a que, sin pérdida de generalidad, el sistema (2.2.1) puede ser escrito
en espacio de estados utilizando su representacion canonica observable, dada
por:

0 0 0 —a, | bbm
1 0 0 —Ap—1 Tn'_l
PRI S ! (R
: : 1
0 6 I —a i
i C 1 ] nxn _O(n_(m+1))X1_ nx1
(2.3.3)
ce=[00 ... 01], . (2.3.4)

De esta forma, los parametros que definen la funcion de transferencia de
H¢(s,0) quedan concentrados en las matrices A%(#) y k°(0)
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2.4. Conceptos esenciales del proceso de muestreo

Con el fin de obtener una estimacién 6 del parametro # es necesario mues-
trear el sistema descrito en (2.3.1)-(2.3.2) a través de un muestreo instantaneo

y regular, con periodo A. El modelo muestreado equivalente esta dado por
[22]:

L1 = A%z, + v, (2.4.1)
Y = Ca,,, (2.4.2)

donde A? = 4“2, C? = (C°, y v, corresponde a una secuencia de ruido blan-
co Gaussiano de tiempo discreto con media cero y matriz de covarianza Q¢
definida por [29]:

A
Qd—/ Qe M du. (2.4.3)
0

Ahora bien, la integral presentada en (2.4.3) para obtener Q¢ se puede
calcular de una forma alternativa y eficiente a través del uso de la exponencial
matricial. Siguiendo los resultados del trabajo presentado en [30], se tiene que:

A
Q' = / e Qe dy = Pl P, (2.4.4)
0

donde Pj5 y P»s se obtienen mediante la matriz exponencial:
—A® Q) | Pu P
exp {[ 0 ACT} A} = [ 0 Pyl (2.4.5)

A su vez, el valor de A? se puede obtener de esta misma matriz exponencial
en (2.4.5), ya que A? = "4 = PL.

Ahora bien, MATLAB puede calcular directamente la matriz exponencial
a través de la funcién expm, sin embargo, es posible calcular una matriz expo-
nencial a través del teorema de Cayley-Hamilton, dado por:

Lema 2.4.1. Considere una matriz A € R™™ con ecuacidn caracteristica

det{s] — A} =s" +a;s" '+ +a, 15+ a, =0. (2.4.6)

Entonces, la matriz A satisface su propia ecuacion caracteristica, es decir

A"+ a A" a1 At a, = 0. (2.4.7)
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Por otro lado, si el polinomio caracteristico de una matriz A € R™*" est4
dado por:

det{\T — A} = JJ(A = ), (2.4.8)
i=1
es decir, con autovalores diferentes entre si, A\;, i = 1, ..., n. Es posible calcular
funciones aplicadas a la matriz A mediante:
f(A) = Bol + BiA+ -+ B A, (2.4.9)

donde las constantes [ son tales que satisfacen:
FOG) = Bo+ Bidi+ -+ Baa N (2.4.10)

para cada autovalor \; de la matriz A.

En caso de que los autovalores de la matriz A tengan multiplicidad n;, es
decir:

det{\] — A} = ﬁ()\ — )™, (2.4.11)

i=1

entonces se pueden encontrar ecuaciones extra para obtener los coeficientes [y,
usando la derivada de la funcién f(\).

@ O] n—1
d\® Ny A\ Ny
conl=0,...,n; — 1.

Por otro lado, la salida muestreada del sistema (2.4.2) puede ser descrita
por un modelo Auto-Regresivo de Media Mévil (ARMA). Este modelo incluye
los efectos de las condiciones iniciales en la respuesta del sistema [31]:

Yn = FU(2,0) 200k (n) + H(2,0)wy, (2.4.13)

donde y,, = y(nA) denota la senal de salida muestreada, x, es el estado inicial,
Sk (n) es la funcién delta de Kronecker, H%(z, 6) es la funcién de transferencia
de tiempo discreto del ruido. En este escenario, z puede ser interpretado como
el operador de adelanto o el argumento de la transformada Z. La secuencia w,
es ruido blanco Gaussiano de tiempo discreto con media cero y varianza o2, y
Fi(z,0) estd dado por:

FUz,0) = C%20 — Ad)—l\/iﬁ, (2.4.14)



14 CAP{TULO 2. PRELIMINARES

donde N es el largo de la secuencia de datos.

Durante el procedimiento de muestreo de senales de tiempo continuo, surge
un fenémeno conocido como folding o solapamiento. Este fenémeno se mani-
fiesta cuando se emplea una frecuencia de muestreo inferior a la establecida
por el criterio de Nyquist [32]. El folding resulta en la distorsién de la senal,
obstaculizando su precisa reconstruccion a partir de las muestras obtenidas.

Este fenémeno da paso a la caracterizacion de la relacién entre las trans-
formadas de Fourier de tiempo discreto y tiempo continuo, la cual esta dada
por:

Definicién 2.4.1. La transformada de Fourier de tiempo continuo (CTFT)
de la senal y(t) estd dada por:

Fly()} =Y (jw) = /_Oo y(t)e 7 dt, (2.4.15)
FHY (jw)} = ylt) = % /_Oo Y (jw)e dw. (2.4.16)

Definicién 2.4.2. La transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT) de
la secuencia yi estd dada por:

Flye} = YD) = A Y ype k2, (2.4.17)
k=—00
_ . 1 [m/A . .
FIHY 42} = g, = 5 V(IR kA gy, (2.4.18)
T J—n/A

con A el periodo con el que se muestrea de la senal y(t).

Lema 2.4.2. Sea y(t) una senal de tiempo continuo muestreada con periodo
de muestreo A resultando yy,. La relacion entre la transformada de Fourier de
tiempo discreto y la transformada de Fourier de tiempo continuo estd dada
por:

yier) = Sy <jw+j2£i> Lwe [%%) (2.4.19)

1=—00

con Y(e2) = FUy} la transformada de Fourier de tiempo discreto de
la secuencia yy, e Y (jw) = F{y(t)} la transformada de Fourier de tiempo
continuo de la senal y(t).
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Demostracion. Para llevar a cabo la demostracion, es necesario considerar que
la siguiente igualdad es cierta:
o

Y e =or i §(x — 2mi), (2.4.20)

k=—00 1=—00
cuya demostracién se puede revisar en el Lema 4.7 de [23].

Siguiendo un desarrollo analogo al presentado en [23, p. 88|, considere
la senal de tiempo continuo y(t), cuya Transformada de Fourier de Tiempo
Continuo y su inversa estan dadas por:

Y (jw) = /OO y(t)e 7“tdt, (2.4.21)
y(t) = % /OO Y (jw)e dw. (2.4.22)

Luego, si se muestrea la funcion y(t):
ye = y(kA), k=0,%1,..., (2.4.23)
cuya Transformada de Fourier de Tiempo Discreto estda dada por:
(72 = A Z ype IR, (2.4.24)
k=—o00
Aplicando la ecuacién (2.4.22) a y en la ecuacion (2.4.24):
Yi(e“R) = A Z kA __ / Y (juw' e AR du. (2.4.25)
k=—o00 2m o

Aplicando el teorema de Fubini-Tonelli [33, p. 188], se cambia el orden de
la integral y sumatoria, quedando:

A [ ST
Yie®) = o / Y(ju') Y e i@k (2.4.26)

k=—o00

Aplicando la ecuacién (2.4.20):

, A [ >
d wAY < / . ’
Y(ev2) = %/ Y (jw")2m Z I(Aw" — Aw — 2mi)dw’, (2.4.27)
Yi(elR) = / (jw") Z S(w —w— Q—Wz)dw' (2.4.28)
_ A

1=—00
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Por tltimo, recordando que [*°_&(z — a)g(x)dz = g(a), se obtiene

(72 Z Y (]wﬂ > (2.4.29)

i=—00

Finalizando asi la demostracion. O

2.5. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico x(t) es una familia de variables aleatorias {z(t)},
donde el tiempo t pertenece a un conjunto de indices. (Para tiempo discreto,
el conjunto de indices es mayoritariamente N, los niimeros naturales, o Z, los
nimeros enteros. )

A continuacién, se definen los momentos de primer y segundo orden:

Definicién 2.5.1. Sea z(t) e y(t) dos vectores de procesos estocdsticos.

La media de x(t) esta definida por:

p(t) = pa(t) = B{z(1)}, (2.5.1)
con E{-} el operador esperanza.

La funcion de covarianza de x(t) (funcion de autocovarianza) es:
r(ts) = ro(t,s) = E{[z(t) — pa(t)][2(s) — pa(s)]" }- (2.5.2)
La funcion de covarianza cruzada entre x(t) e y(t) es

oyt ) = E{[2(t) — ua(®)]l(s) — ()7} (25.3)

Para efectos de este trabajo de tesis, conviene definir ciertos procesos es-
tocasticos estacionarios, ya que corresponde a la naturaleza de las senales
estocasticas con las que se trabajaran. Dicho esto, se define lo siguiente:

Definicién 2.5.2. El proceso estocdstico x(t) es estrictamente estacionario
st su funcion de distribucion de probabilidad es invariante a desplazamientos
temporales, es decir:

Plx(ty+7)) <z1,...,P(x(t, + 7)) < 24, (2.5.4)

no depende de T.
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Definicién 2.5.3. El proceso estocdstico z(t) es débilmente estacionario si su
media y funcion de covarianza son invariantes a desplazamientos temporales,
es decir:

p(t+7) = ult), (2.5.5)
r(t+71,s+71)=r(ts). (2.5.6)

Definicién 2.5.4. El proceso estocdstico x(t) es estacionario en sentido am-

plio (WSS) si y solo si:

,um(t) = Mg,
re(t,s) =ry(t+7,t) = r(7),
con (1) =E{ [zt +7) — pa) [w(t) — pa]” } .

Ahora bien, para propositos de este trabajo, es necesario definir el concepto
de Espectro y Densidad Espectral de Potencia (PSD), los cuales estén definidos
por:

Definicién 2.5.5. Sea y(t) un proceso estocdstico de tiempo continuo con
media cero y funcion de covarianza (7). El espectro de y(t) estd definido por:

O(s) = / r(r)e *"dr, (2.5.9)
y su Densidad Espectral de Potencia estd dada por:

O°(jw) = /00 r(T)e T dr. (2.5.10)

[e.e]

Luego, si la senal y(t) es la salida del sistema definido en (2.2.1), es posible
realizar el proceso de factorizacién espectral [23], para obtener el espectro de
y(t), el cual estd dado por:

O°(s) = H(s)Py(s)H"(—s), (2.5.11)

con H*(s) el conjugado transpuesto de H(s), es decir H*(s) = H”(s). Para
este caso particular, definido en (2.2.1), la funcién H(s) es escalar, y dado
que (t) es ruido blanco Gaussiano de media cero y con funcién de covarianza
E{v(t)v(r)} = 020(t — r), con 02 = 1, se tiene que

O°(s) = H(s)H(—s). (2.5.12)

Andlogamente, para un proceso estocastico de tiempo discreto:
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Definicién 2.5.6. Sea y,, un proceso estocdstico de tiempo discreto con media
cero y funcion de covarianza r(T). El espectro de y, estd definido por:

l(z) = Y r(k)a (2.5.13)

k=—o00

con z el argumento de la transformada Z.

En caso de que ¥, provenga del muestreo de un sistema continuo, es con-
veniente hacer notar la influencia del periodo de muestreo en el calculo del
espectro [23]. Para este caso se tiene:

Definicién 2.5.7. Sea vy, un proceso estocdstico de tiempo discreto con media
cero y funcion de covarianza r(T) como resultado de muestrear un proceso
estocdstico de tiempo continuo y(t) con periodo de muestreo A. El espectro de
Yn estd definido por:

=A i r(Ak)z7F, (2.5.14)

k=—o0

y su Densidad FEspetral de Potencia estd dada por:

dIA) = A Z (Ak)eIwAk, (2.5.15)

k=—o00

Es claro que ®4(2) en (2.5.13) se obtiene reemplazando A = 1 en la ecuacién
(2.5.14).

Al analizar las definiciones de la Densidad Espectral de Potencia para
un sistema continuo y muestreado, en conjunto con las ecuaciones (2.4.15)
y (2.4.17), se evidencia que las Densidades Espectrales de Potencia en (2.5.10)
y (2.5.15) corresponden, respectivamente, a las transformadas de Fourier de
tiempo continuo y discreto de r(7). De este modo, al aplicar la relacién es-
tablecida entre la CTFT y la DTFT, segin lo expuesto en el Lema 2.4.2,
se concluye que la relacion entre la densidad espectral de potencia continua y
discreta (tras el muestreo de y(t)) se expresa como:

Pl = Z P° <jw+j2£m) , weE [0, QKW) (2.5.16)

Por otro lado, ya que para obtener ®¢(e/“2) a partir de ®¢(jw) se requiere
calcular una sumatoria infinita, como se muestra en la ecuacién (2.5.16), es
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posible aproximar ®¢(e/“2) como una sumatoria finita utilizando la aproxima-
cién de Tsai [34], tuncando |m| < M:

Nota 2.5.1. Sea ®°(jw) la densidad espectral de potencia de una senal. Ademds,
considere M finito. Una aprorimacion de la densidad espectral de potencia de
tiempo discreto estd dada por:

M

L CRa ESEN & (jw—l—j%m) , we {0,%). (2.5.17)

m=—M

En la practica, fijando M = 100 se logra suficiente precision en la aproxi-
macion [35].



Capitulo 3

ESTIMACION DE MAXIMA
VEROSIMILITUD EN EL
DOMINIO DE LA FRECUENCIA

3.1. Introduccidon

El proceso de establecer un modelo dinamico de un sistema a partir de
la medicién de datos, como su senal de entrada y salida, recibe el nombre de
identificacién de sistemas. Este proceso requiere distintos elementos necesarios,
tales como:

» Medicién de entrada y salida del sistema, ya sea en el dominio temporal
o de la frecuencia.

= Seleccionar una estructura del modelo, la cual puede ser determinada a
partir de conocimiento a priori del sistema o puede ser un modelo que
aproxima al sistema real.

= Emplear un método de identificaciéon para estimar los parametros de las
estructuras de modelos candidatos.

= Evaluar el modelo estimado para determinar si es adecuado a través de
criterios de desempeno.

Para este estudio, se considera que se cuenta tunicamente con mediciones
discretas de la salida, teniendo en cuenta que la entrada del sistema continuo
es una senal estocéastica de media cero y varianza 1.

En este capitulo se presenta el método clasico de identificacién de méaxima
verosimilitud en el dominio de la frecuencia. Adicionalmente, se establece una

20
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forma generalizada de la funciéon de verosimilitud de Whittle, la cual serd
utilizada en este trabajo para resolver el problema de identificacion.

3.2. Estimacion clasica de log-verosimilitud utilizando la fun-

cion de transferencia de tiempo discreto

El método de Maxima Verosimilitud (MLE por sus siglas en inglés) es una
poderosa herramienta estadistica utilizada para estimar los parametros de un
modelo probabilistico [1], [12]. Esta técnica se basa en encontrar los valores
de los parametros que maximizan la funcion de verosimilitud, que a su vez
representa la probabilidad de observar los datos dados esos parametros.

El problema de interés se resume en obtener un estimador 6 para los
pardmetros verdaderos 6 utilizando la secuencia de datos {yi,...,yn}. El
método de estimacion mediante méaxima verosimilitud se expresa de la si-
guiente forma:

f = arg mezix L(#), (3.2.1)

donde:

= y1.v es la secuencia de datos disponibles.

» Los datos provienen del mecanismo de generacién de datos p(y;.n|0)
parametrizado con el vector de parametros 6 a ser estimados.

» L(0) = p(y1.n|0) es evaluado en los datos disponibles, entonces se trans-
forma en una funcién de 6. No es funcién de probabilidad.

» Adicionalmente, es conveniente definir la funcién de log-verosimilitud,

dada por £(0) = log[L(0)].
Este método presenta diversas ventajas, entre las cuales destacan:

= Consistencia: Conforme el tamano de la muestra tiende a infinito, los
estimadores de maxima verosimilitud tienden a converger al valor ver-
dadero del pardametro.
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= Eficiencia asintdtica: Bajo ciertas condiciones, la varianza se va minimi-
zando a medida de que el tamano de la muestra tiende a infinito. En
otras palabras, estos estimadores tienden a mejorar a medida de que el
tamano de la muestra aumenta.

» Propiedades estadisticas bien conocias.
Por otro lado, algunas de las desventajas de este método se resumen en:

= Se necesita conocer el mecanismo de generacion de datos, es decir, la
estructura del sistema, la distribucion probabilistica de las senales, etc.

» Las propiedades del estimador para muestras pequenas debe ser anali-
zado caso a caso.

Para obtener las ecuaciones en el dominio temporal, se sigue el desarrollo
presentado en [31], donde se considera un sistema discreto de la forma:

Yn = G(2)u, + H(2)w,, (3.2.3)

con {u,} e {y,} las secuencias correspondientes a la entrada y salida del sis-
tema, {w,} es una secuencia de ruido Gaussiano con media cero y varianza
02. G(z) y H(z) son las funciones de transferencia de la entrada y del ruido
respectivamente, las cuales satisfacen:

» GG(2)y H(z) son funciones de transferencia racionales estables, sin polos
dentro del circulo unitario.

» H7'(2) es estable, es decir, H(z) es de fase minima, sin ceros dentro del
circulo unitario.

w lim, ,, H(z) = 1.
El sistema de la ecuacién (3.2.3) puede ser representado alternativamente
en espacio de estados mediante:
Tni1 = Axy, + Bu, + Kwy,
Yn = Cx, + Du, + w,,.

Las ecuaciones que definen la relacion entre ambas representaciones esta
dada por:

G(2)
H(z)

C(zI — A)7'B+ D,
C(zl —A)T'K +1.
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Para incluir el efecto de las condiciones iniciales, es posible re-escribir el
sistema descrito en (3.2.4)-(3.2.5) como:

Y = FU(2)z00k(n) + G(2)un + H(2)w,, (3.2.8)

Fi2)=C(zl — A)7 'z (3.2.9)

La funcién de log-verosimilitud esta definida como la funcién de densidad
de probabilidad condicionada de los datos medidos dados los parametros, es
decir:

00) = p (Yo, - -, yn-110) = p(ylo), (3.2.10)

donde y = {yo,...,yn_1} son los datos medidos en el dominio del tiempo,
y 6 contiene a los parametros a ser estimados, que para propdsitos de este
trabajo corresponden a: los pardmetros del sistema A, la varianza del ruido o2
y las condiciones iniciales xy. Es necesario hacer notar que la condicién inicial
puede ser considerada como un parametro deterministio a identificar, o puede
ser considerado como una variable aleatoria, en donde se necesita estimar su
media (1, y matriz de covarianza .

Para el caso en que la condicion inicial es un parametro deterministico a
ser identificado, la funcion de log-verosimilitud en el dominio del tiempo, para
el sistema dado en (3.2.8), esta dada por:

-1

N N, 1 ,
((0) = - log 2 + - log o, + %2 ; e, (3.2.11)

donde €, se conoce como el error de prediccion:

Yn — G(2)up, — F42)200K (n)
H(z)

(3.2.12)

€p —

Este método de identificacion se explora exhaustivamente en [31] para de-
terminar la equivalencia de este método en el dominio temporal y de la fre-
cuencia,

En el area de estimacién de maxima verosimilitud en el dominio de la
frecuencia, una de las metodologias propuestas en la literatura es considerar
la condicién inicial (y final), del sistema de tiempo continuo, como parametros
a ser estimados.
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Con el objetivo de obtener el estimador tradicional de maxima verosimili-
tud en el dominio de la frecuencia [31], [36], es necesario aplicar la Transfor-
mada Discreta de Fourier (DFT) a la salida de tiempo discreto, y,, en (3.2.5),
definida por:

N-1
1
Yi=—= > vzn" (3.2.13)
N n=0

donde 2z, = e/“**, con w, = 2rk/(NA), k = 0,...,N — 1, w;, € [O,QKW),
e Yy = Y(z). Notar que el periodo de muestreo se presenta explicitamente
en estas expresiones con el objetivo de facilitar la conexién entre el tiempo
discreto y los datos muestreados de tiempo continuo.

Es bien sabido que para senales Gaussianas, Y; dada en (3.2.13) es una
secuencia Gaussiana independiente, propia, de media cero, real-compleja, con
varianza 02, Y ~ N,_.(0,02), ver por ejemplo [31] y sus referencias.

Ahora bien, si se aplica la DFT definida en (3.2.13) al sistema en espacio
de estados definido en (3.2.4)-(3.2.5) se obtiene:

1
Zka—FZk\/—N(xN—ZEO) = AX, + BU, + KW,, (3214)

Y, = CXy + DU, + W, (3.2.15)

Si se define o = xg — x, es posible representar el sistema dado en espacio
de estados en (3.2.14)-(3.2.15) en términos de funciones de transferencia, de la
forma:

Y, = Fra+ GLU, + H Wy, (3216)
donde

Fp=C(zl — AL 25 3.2.17

Gy =C(xI — A)7'B+ D, (3.2.18)

Hy=C(zd — A)'K + 1. (3.2.19)

Dicho esto, la funcién de log-verosimilitud en el dominio de la frecuencia
para el sistema dado en (3.2.16), considerando que « es un pardmetro deter-
ministico a ser estimado, estda dada por [31]:

N—-1

1
((0) = —Lo — Nlogos, — > <log |Hy|* + U—QlEkF) , (3.2.20)

k=0



3.3. ESTIMACION POR MEDIO DE LA FUNCION DE VEROSIMILITUD DE WHITTLE 25

donde Ly agrupa constantes no importantes, Hj estda definido en (3.2.19) y
Ek = (Yk - GkUk - Fka)/Hk

En [31] se concluye que ambos enfoques, de identificaciéon de maxima ve-
rosimilitud en el dominio temporal y de la frecuencia, son equivalentes si se
realizan suposiciones consistentes con respecto a los parametros desconocidos
del problema. A su vez, se muestra que bajo ciertos escenarios, la estimacion
de los parametros entrega resultados similares si es que se considera como cero
el parametro adicional que incluye las condiciones iniciales del sistema.

De esta forma, la correspondiente funcién de log-verosimilitud en el dominio
de la frecuencia definida en (3.2.20), omitiendo algunas constantes, para el
sistema de interés de este trabajo, definido en (2.4.13), estd dada por:

— Y; — Flal’
0(0) == |log (a2 H{?) + W:HT;;P{ : (3.2.21)
k=0 w

donde « es la diferencia entre el valor inicial y el valor final de la respuesta
transciente, dada por a = xo—xy. Para mas detalles ver [31] y sus referencias.

Es preciso notar que, en la identificacion cldsica en el dominio de la fre-
cuencia, se estiman las funciones de transferencia discretas H?, y F?.

3.3. Estimacion por medio de la funciéon de verosimilitud de
Whittle

La densidad espectral de potencia emerge como una herramienta funda-
mental en la identificacién de sistemas de tiempo continuo a partir de datos
muestreados, destacando el uso de la funcién de verosimilitud de Whittle [37],
[38], [39], [26]. Esta funcién es una aproximacion, en el dominio de la frecuen-
cia, de la funcion de verosimilitud tradicional. Su uso se ha establecido como
un método estandar en el andlisis espectral paramétrico, reconocido por su
eficiencia computacional [40], [41].

De [31] se desprende que, para un vector de datos y = [yi1,...,¥yn]| pro-
veniente de (3.2.8) con G(z) = 0, de media cero y matriz de covarianza >,
cuyo estado inicial xg es un vector aleatorio, su funcién de log-verosimilitud
(omitiendo algunas constantes) en el dominio del tiempo, estda dada por:

1 1
0(0) = ¥ log det ¥y — NyTEg_ly. (3.3.1)
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La matriz de covarianza Xy € RV*N para procesos estacionarios es una

matriz de Toeplitz, ya que ¥y(i,k) = co(i — k), donde ¢y es la funcién de
autocovarianza de y. Ademds, para un N grande y creciente, la matriz de
covarianza es asintoticamente circulante. En este caso, la descomposicion de
valores propios puede aproximarse como:

Yo~ VDV, (3.3.2)

donde el k-ésimo elemento del autovector (la i-ésima columna de V') estd dado
por (1/v/N)e=2%% parak =0,...,N—1,y Dy es la matriz diagonal de auto-
valores [42]. Estos autovalores son la transformada de Fourier de ¢y, conocido
como el espectro de y [37, p. 9137]:

U R) = Y p(k)e M, (3.3.3)

k=—o00

Ya que el determinante de una matriz se puede obtener por medio de
la multiplicacién de sus autovalores, el primer término en (3.3.1) se puede
aproximar por [43]:

N
1 1 d( jwirA
Nlog det 3y ~ N kz;logCD (e?E2). (3.3.4)

Por otro lado, el segundo término en (3.3.1) se puede obtener utilizando la
diagonalizacion de ¥y [43]:

ejka>

1 1 <L I(
— iyl ~ — — 3.3.5

donde I(e/“*®) corresponde al periodograma, definido por:
2

(3.3.6)

N
I(e™2) = ‘— > e A
VN &

Luego, la simplificacién de la funcién de log-verosimilitud, conocida como
la funcion de verosimilitud de Whittle, esta dada por:

(o) = -~ il P2y — & i L) (3.3.7)
N — 8 € N = CI)d(eJWkA)’ o
N .
= _i d(piwkA M
0(0) = N 2 {logq) (e?F2) + i(cid) |- (3.3.8)
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Por otro lado, siguiendo los resultados de [23, p. 88] y lo mostrado en la
seccién 2.5, la relacion entre la densidad espectral de potencia de tiempo con-
tinuo ®¢(jw) y la densidad espectral de potencia de tiempo discreto ®¢(e/“2),
esta dado por la férmula de solapamiento:

[e.9]

‘ 2 2
Pl = Y @ (jw+j£m) , we {O,KW). (3.3.9)

m=—0Q

Adicionalmente, la densidad espectral de potencia de tiempo discreto puede
ser expresada como:

(W) :Ao—g|Hd(efwA)\2 , wE {0, %ﬂ) (3.3.10)

Luego, una version generalizada de la funcién de verosimilitud de Whittle
para datos muestreados (omitiendo algunas constantes) para el sistema en
(2.4.13) esta dada por:

N-1

MOEESY

k=0

A Yy - Flal’
5

log ®¢ + : (3.3.11)

donde ®¢ = ®4(ei“x2). De esta forma, el problema de estimacién asociado esta
dado por:

0 = arg min —((0). (3.3.12)

Notar que la versién generalizada de la funcién de log-verosimilitud de
Whittle presentada en (3.3.11) es equivalente a la funcién tradicional de log-
verosimilitud en el dominio de la frecuencia presentada en (3.2.21). Es més,
si a se asume como cero, lo que es equivalente a asumir periodicidad en los
estados, entonces la funcién de log-verosimilitud resultante es igual a la funcion
tradicional de log-verosimilitud de Whittle para un sistema de tiempo discreto
estocéstico [44], [45], [37].

Por otro lado, es preciso notar que la versién generalizada de la funcién
verosimilitud de Whittle dada en (3.3.11) estd desarrollada para un largo fi-
nito de datos, considerando la diferencia entre la condicién inicial y final del
estado como un parametro adicional a estimar. Por el contrario, la funcién de
verosimilitud de Whittle estda desarrollada tipicamente para un largo grande
de datos N, usando la férmula de Szegé [44, p. 137].
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Por ultimo, es necesario hacer notar que la diferencia principal entre la
ecuacion (3.3.11) y (3.2.21) radica en que la funcién generalizada de Whittle
utiliza la densidad espectral de potencia ®%(e/“2) en lugar de utilizar directa-
mente la funcién de transferencia H%(z).



Capitulo 4

IDENTIFICACION DE SISTEMAS
DE TIEMPO CONTINUO
MEDIANTE BASES
ORTONORMALES Y DATOS
MUESTREADOS

4.1. Introduccion

Este capitulo se enfoca en presentar el método de identificacion del sistema
a través de una base de funciones ortonormales y datos muestreados.

En una primera instancia, se describen los modelos tipicos utilizados para
el proceso de identificacion. Luego, se muestra la utilizacién de bases ortonor-
males para aproximar el sistema. Este ultimo método se presenta de forma
general y luego con la base de funciones de Kautz especificamente.

Luego se presenta un teorema donde se aplica la version generalizada de
la funcion de verosimilitud de Whittle utilizando la base de Kautz. Finalmen-
te, se muestran ejemplos de aplicacion del teorema propuesto bajo distintas
condiciones.

29
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4.2. Modelos tipicamente utilizados para identificar siste-

mas

El modelado de sistemas dinamicos es una disciplina que se ocupa de repre-
sentar matematicamente el comportamiento de sistemas que evolucionan con
el tiempo. Este campo tiene aplicaciones en diversas areas, como la ingenieria,
la fisica, la biologia, la economia y mas.

Es posible establecer un modelo matemético de un sistema a partir de
las ecuaciones fisicas que definen su dinamica. A su vez, existen multiples
estructuras de modelos dindmicos que son tipicamente usados en sistemas de
control, tales como:

Auto-regresivo con entrada exégena(ARX)

y(k) = %u(k‘) + ﬁe(k), (4.2.1)

con u(k) la entrada de la planta y e(k) ruido.

Auto-regresivo de Media Mévil y entrada exégena(ARMAX)

y(k) = %u(k) n %e(/@). (1.2.2)
» Box-Jenkins(BJ)
y(k) = %u( )+ %e(lﬁ). (4.2.3)

Error de salida (OE), Respuesta a Impulso finita (FIR), entre
otros.

La seleccion del modelo que se utilizara depende de distintos factores, sin
embargo, existen multiples casos en donde los sistemas son lo suficientemente
complejos como para no poder establecer un modelo a partir de un conoci-
miento fisico o conocimiento a priori del mismo. Para estos casos, cuando la
estructura del modelo del sistema es desconocida, uno de los métodos que se
pueden aplicar para abordar este problema es aproximar el modelo del siste-
ma mediante una base de funciones ortonormales, cuya utilizacién presenta
diversas ventajas por sobre los modelos lineales convencionales [46].
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Las bases de funciones de Laguerre y Kautz son cominmente las més uti-
lizadas para estos propositos. La primera de ellas conocida por su simplicidad,
permite definir las propiedades de las funciones de la base con solo un parame-
tro p. Es por esto que su simplicidad da paso a limitaciones, principalmente
para sistemas con polos complejos conjugados. En este contexto es donde la
base de funciones de Kautz toma fuerza permitiendo aproximar sistemas con
polos complejos conjugados.

4.3. Aproximaciéon mediante bases de funciones ortonorma-
les
La fundamentacion subyacente a la modelaciéon de sistemas dindmicos li-

neales mediante bases de funciones ortonormales se sustenta en la propiedad
de completitud del conjunto de funciones que conforman la base.

Una secuencia de funciones reales de tiempo continuo, B;(t), donde ¢ =
1,2,..., se considera un conjunto de funciones ortonormales en el intervalo
[0, 00) si satisface las condiciones:

/OO Bi(t)dt =1, (4.3.1)

0

/OO Bi(t)B;(t)dt =0, i#j. (4.3.2)

Adicionalmente, un conjunto de funciones ortonormales ;(t) se considera
completo [47] si la relacién

/OO f(&)B;(t)dt = 0, (4.3.3)

es valida para todos los valores de i siempre que el cuadrado de f(t) satisfaga
| repa=o (13.4)
0

Es conocido que si el conjunto de funciones B;(t), i = 1,2,..., que es orto-
normal y completo en el intervalo [0, 00), una funcién arbitraria f(¢) tiene una
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expansion formal mediante este conjunto de funciones, analoga a la expansion
en series de Fourier, dada por:

F£) =" NiBi(t), (4.3.5)
i=1
donde los coeficientes \;, 1 = 1,2, ..., estan dados por:

A = / T B (1. (4.3.6)

La expresion proporcionada en (4.3.5), en teoria, involucra un nimero in-
finito de coeficientes. No obstante, dado que se asume que el conjunto de
funciones B;(t), i = 1,2,..., es completo, se garantiza que cualquier funcién
f(t) perteneciente al espacio de Lebesgue L?[0,00), es decir,

/OO FA(t)dt < oo, (4.3.7)

y para cualquier > 0, existe un entero N tal que

/ N ( -3 AiBi(t)> dt < 6. (4.3.8)

Este hecho implica que la funcién f(t) puede aproximarse con precision
arbitraria mediante una combinacién lineal de funciones B;(t), dependiendo
del nimero de funciones utilizadas, N. Dado que, en este trabajo se desconoce
la funcién f(t) a aproximar, los coeficientes \; de la ecuacién (4.3.6) son los
parametros a estimar.

4.4. Bases ortonormales de Kautz

En el area de identificacién de sistemas es comin asumir que se conoce la
estructura de la funcion de transferencia del sistema de tiempo continuo. Sin
embargo, en la practica esta estructura es desconocida. Esto es particularmente
cierto en sistemas estocasticos.

Para cubrir este escenario, es posible aproximar la funciéon de transferencia
del ruido de tiempo continuo H¢(s,d) definida en (2.2.1) usando bases de
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funciones, mediante el resultado presentado en (4.3.8), como se muestra a
continuacion:

Np
He(s) = \iBi(s), (4.4.1)
i=1
donde \; son los pesos asociados a las funciones B;, 1 = 1,2, ..., Ng, de la base.

Esta base de funciones tiene estructura conocida, la cual esta definida por
sus polos. Con el objetivo de mejorar la comprension, estas funciones se utilizan
para obtener la densidad espectral de potencia de tiempo continuo y discreto.

En esta seccién, se presenta la densidad espectral de potencia de tiempo
discreto del modelo aproximado por funciones base, y una forma alternativa
de obtenerla mediante el uso de un sistema multivariable. El objetivo es, para
un conjunto de funciones base, estimar los correspondientes pesos, \;, y/o el
polo de las funciones base, por medio del espectro discreto asociado.

Especificamente, se trabajara con la base de funciones de Kautz, las cuales
son ampliamente usadas para describir sistemas con polos complejos [16], [48],
[49]. Las funciones asociadas a esta base se definen de la siguiente manera [16]:

V2bs(s? — bs + ¢)'

521—1(5) = (32 T bs + c)i ) (4-4~2)
Byi(s) = V2e(s? — bs + i (4.4.3)

(s2 4 bs + c)’

con b=2p; y c=p?+ ps, donde p; y py son la parte real e imaginaria de los
polos complejos (—p1 £ jp2), con p; > 0. Se puede suponer que el polo de la
funcion base es conocido. Sin embargo, en la mayoria de los casos, por ejemplo,
en sistemas estocasticos, el polo sera desconocido. En este 1ltimo caso, el polo
puede estimarse como un pardmetro adicional [17].

Usando (4.4.1) y la ecuacién (2.5.12), el espectro de tiempo continuo usando
la base de funciones esta dado por:

(s) = H(s)H (=), (4.4.4)
=D MBi()AeBy(—5). (4.4.5)

Luego, mediante la ecuacién (3.3.9), se obtiene la densidad espectral de
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potencia de tiempo discreto como:

N Np
o4 (ejWA) = Z Z AiAgXiq (ej“A) , (4.4.6)
i=1 g=1
con:
Xi (ej“’A) = i B; jw+j2—7rm B, | —jw —j2—7rm (4.4.7)
2,9 7 A q A . LA

m=—0Q

Para estimar los parametros del sistema de tiempo continuo, se usa el
siguiente resultado:

Teorema 4.4.1. Considere el vector de pardmetros a ser estimados como
0 ={X p1,p2}, A =[A, g, ... ,)\NB]T. Bajo estas suposiciones, la funcion de
verosimilitud de Whittle para el sistema descrito en (2.4.13), con H(s,0) en
(4.4.1), estd dada por:

A, AV - Flal’
00) = — ; [Iog (ATTN) + /\T‘I’Z; , (4.4.8)

donde WY es la densidad espectral de potencia de tiempo discreto de las fun-
ciones base, la cual esta dada por:

) e An— ) RN
Tl = O (F4D] — eM8) T (e‘kaA] e A) c’, (4.4.9)
X1,1 ---  X1,Ng
vi=| . : , (4.4.10)
XNp,1 -+ XNgp,Np

donde C3, A5 son las matrices de tiempo continuo del sistema multivariable:

51(8)
Xt =1 |#) (4.4.11)
BNB (S>
04 es la varianza del ruido discreto, y F(z) estd dado en (2.4.14) con las
siguientes matrices:

s Parai=1:

—(pi+p3) O
Cr=0C5=1[1 0]. (4.4.13)

A;:A;:{ ~2m 1], (4.4.12)
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s Parai> 2:
_AC* BC* O2><2 02><2-
02><2 AC* BC* o« o 02><2
A;Z—l = A;Z = : : ’ ’ : 5 (4.4.14)
O2x2 O2x2 ... . B*
_02><2 02><2 C . A* i
pim1 = O3 = [1 0 Oix2 ... 01x2] ) (4.4.15)
donde
" -2 1 " —4p; 0
AT = B* = . 4.4.16
[—(p? +p3) 0] ’ { 0 O] ( )

Demostracion. La densidad espectral de potencia en (4.4.6) se puede re escribir
como:

A1 X1,1 e X1,Ng A1
= | : : e (4.4.17)

/\NB XNg,1 S XNg,Ng /\NB
NG

v
Por otro lado, la densidad espectral de potencia de tiempo discreto de la

ecuacion (4.4.7) puede ser obtenida mediante el sistema multivariable x(t).

Sea:

Bl (S )
X =1+ [, (4.4.18)
B Np (S>
cuya representacion en espacio de estados se puede obtener mediante las ecua-

ciones (2.3.1) y (2.3.2). Su modelo muestreado equivalente por muestreo ins-
tantaneo estd determinado por las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2).

De esta forma, la representacion de entrada-salida del sistema multivariable
en tiempo discreto esta dada por:

Xn = C} (21 — eA;)il Vi1, (4.4.19)

donde 1,1 es una secuencia de ruido Gaussiano de tiempo discreto con media
cero y varianza Q7. Luego, la densidad espectral de potencia de tiempo discreto
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de x estd dada por [22]:

-1

. c — . CT
U — C; (eJWkA[ — 6AXA) ! 0 (e‘kaA[ — % A) C;T, (4.4.20)
X111 ---  X1,Np
e T (4.4.21)
XNg,1 -+ XNg,Np

De esta forma, se puede calcular la suma infinita de los x;, de la ecuacion
(4.4.7) a través de la representacién en espacio de estados en tiempo discreto
de las funciones B;(s), i = 1,..., Ng de la base de Kautz.

Finalmente, reemplazando la ecuacién (4.4.17), en forma matricial, en la
ecuacién (3.3.11) se obtiene la funcién de log-verosimilitud de Whittle cuando
utilizamos las funciones base para aproximar la funcién de transferencia de
tiempo continuo del ruido:

= AlY, — Fla|”
- _ T\yd k
00) = ;:0 log (ATTIN) + E70) : (4.4.22)

donde F'? estd dada por (2.4.14) con las matrices de representacion del espacio
de estados de las funciones base. [

El Teorema 4.4.1 muestra que, dada la base de funciones, se puede calcular
la densidad espectral de potencia de tiempo discreto ®¢ (ej“A) en términos de
los parametros de las funciones B;(t) de la base y sus pesos asociados. La ven-
taja de este método, es que no se requiere calcular la funcién de transferencia
de tiempo discreto H¢(z) del ruido, y el problema se reduce a calcular de forma
eficiente la densidad espectral de potencia de las funciones base ¥¢, lo cual se
puede realizar mediante la ecuacién (4.4.9) u obteniendo cada componente de
la matriz U¢ a través de la ecuacién (4.4.7) usando la aproximacién de Tsai
mostrada en la ecuacién (2.5.17).

En particular, para este trabajo se optd por utilizar la aproximacién de
Tsai, definida en la Nota 2.5.1, para obtener la densidad espectral de potencia
de tiempo discreto de las funciones base, ya que, al considerar un gran ntimero
de funciones base, las matrices AS y Q7 de la ecuacién (4.4.20) son de un
orden elevado, lo cual induce errores numéricos en MATLAB si se emplea
directamente esta ecuacion. Esta modificacién a la metodologia utilizada se
detalla a continuacién:
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Nota 4.4.1. Considere el vector de pardametros a ser estimados como € =
{Np1sp2), A=A, gy . .,)\NB]T. Ademds, considere periodicidad en los es-
tados, es decir « = 0. Bajo estas suposiciones, la funcion de verosimilitud de
Whittle para el sistema descrito en (2.2.1), con H%(s,0) en (4.4.1), estd dada

por:
N-1

AY)?
T NTwix

log (A"EIN) + (4.4.23)

k=0

donde W¢ es la densidad espectral de potencia de tiempo discreto de las fun-
ctones base, la cual estd dada por:

X1,1 -+ X1,Ng
e A (4.4.24)
XNB,I o XNB,NB
)
; M 27 27
Xi,q (erA) — mz_:M Bi <jw —I—jxm> Bq (—jw — jxm> , (4,4,25)

con B;(s) las funciones base de Kautz.

Para este trabajo de tesis se consideré una seleccién de M = 100 (ver
[34] vy [35]). Este método para abordar el problema fue el desarrollado en el
documento “A Novel Identification Method for Continuous-Time Stochastic
Systems Utilizing Tsai’s Approximation and Sampled Data”.

4.5. Ejemplos numéricos de simulacion

El presente trabajo desarrolla distintos entornos de simulacién. De forma
general, se considerara que el modelo de la funcién de transferencia del ruido de
tiempo continuo en (2.2.1) es un modelo de sistema de segundo orden, definido
por:

fy
He(s) = 4.5.1
() s2 4 2Cws + w?’ ( )
donde w > 0 [rad/s| es la frecuencia natural del sistema, ( es el coeficiente
de amortiguamiento (0 < ¢ < 1), y v = k@?, con x la ganancia del sistema.

Inicialmente, los valores verdaderos, pero desconocidos para ser estimados de
los parametros son: w = 27100, ( = 0,1, v = 10000, N = 10000.
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4.5.1. Identificacion de polos y pesos de las bases de Kautz

En primer lugar, se realizan pruebas sobre el sistema descrito en (4.5.1)
identificando alternadamente los pesos asociados a las funciones de la base y
el polo complejo conjugado de estas.

Bajo este escenario, es relevante notar que F¢ depende de las matrices C?
y A? (ver (2.4.14)). Estas matrices son constantes y no dependen de los pesos
asociados a las funciones base. Es por esto, que la funcién de log-verosimilitud
es mas sencilla de optimizar, puesto que se puede obtener una expresion cerrada
para estimar «, y luego optimizar tinicamente en términos de los pesos ;.

Dicho esto, por simplicidad se analizard la funcién de log-verosimilitud de
Whittle dada en (4.4.8) con o = 0. Los pardametros de simulacién son los

previamente indicados, y se utilizaran dos funciones base de Kautz (Ng = 2)
en (4.4.1).

Para estimar el vector de parametros, 8 = {1, \a, p1, p2} (recordando que
a = 0), se utiliza el siguiente procedimiento:

Algoritmo 1 Estimacion alternada de los parametros

1: Se escogen arbitrariamente los parametros iniciales del modelo 6

2: Se fijan los pesos asociados a las funciones base \;, y se resuelve el problema
de optimizacién en (3.3.12) para py, p2

3: Se fijan los valores de py, ps obtenidos en el paso anterior y se resuelve el
problema de optimizacién en (3.3.12) para A, Ay

4: Se fijan los valores de \; con los nuevos valores obtenidos en el punto
anterior y se vuelve al paso numero 2 hasta que [|0, — 05_1|| < 1075]|0]]

El objetivo de este escenario de simulacién es presentar potenciales dife-
rencias en la funcién de log-verosimilitud de Whittle en el proceso de identifi-
cacion de los pesos v en el proceso de identificacion de los polos. Se consideran
dos periodos de muestreo distintos, los cuales son: muestreo lento: 4 [ms],
muestreo rapido: 0.5 [ms].

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestra la funciéon de log-verosimilitud de
Whittle para los pasos 3 y 2 respectivamente del algoritmo 1.

1) Polo fijo: En la Figura 4.1, se muestra la funcién de log-verosimilitud
de Whittle en funcién de A\; y Ao para p; y po fijos, obtenido en el paso 3
del algoritmo 1, para dos periodos de muestreo distintos. En estos graficos se
aprecia que la funcién de log-verosimilitud de Whittle presenta dos maximos
globales. La Figura 4.1(a) es el resultado para un periodo de muestreo rapido
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Méximos

M aximos
Globales

Globales

£(6)

_9_o —2-2

(a) Muestreo rapido (b) Muestreo lento

Figura 4.1. Funcién de log-verosimilitud de Whittle con los pardmetros del
polo p; y po fijos, para (a) A = 0,5 [ms] y (b) A =4 [ms]

(a) Muestreo rapido (b) Muestreo lento

Figura 4.2. Funcién de log-verosimilitud de Whittle con pesos Ay y Aq fijos,
para (a) A =0,5 [ms] y (b) A =4 [ms]

(A = 0,5 [ms]) con unos maximos mucho més acentuados que la Figura 4.1(b),
la cual muestra el resultado de un periodo de muestreo lento (A = 4 [ms]).
Cabe senalar que estos dos maximos globales estan ubicados en combinaciones
de A1 y Ay que dan como resultado la representacién del mismo sistema H °(s)
con ganancia positiva o negativa, segiin el valor de A\y. Esto sugiere una forma
de cuasi-convexidad en el proceso de optimizacion de la funciéon de verosimi-
litud de Whittle al trabajar tiinicamente sobre los parametros \; en sistemas
estocasticos, recordando que, para sistemas deterministicos, la funciéon de ve-
rosimilitud de Whittle es cuadrética con respecto a los pesos cuando se utilizan
bases de funciones ortonormales [15], resultando en una optimizacién convexa.
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2) Pesos fijos: La Figura 4.2 presenta la funcién de log-verosimilitud
de Whittle en funciéon de p; y po, manteniendo A\; y Ay constantes. Estos
resultados corresponden al paso 2 del algoritmo 1, y se muestran para los
dos periodos de muestreo utilizados. En contraste con el escenario anterior, la
Figura 4.2(a) exhibe un tinico méximo global al utilizar un periodo de muestreo
rapido, mientras que la Figura 4.2(b) revela tanto un maximo global como
un maximo local al emplear un periodo de muestreo lento. Este fenémeno,
conocido como aliasing [26] en la funcién de verosimilitud de Whittle, complica
la identificacion del sistema, ya que se hace necesario recurrir a herramientas
de identificacion global para determinar de manera mé&s precisa el polo que
representa de forma optima el sistema real. No obstante, es importante senalar
que, debido a que la base de funciones de Kautz es un conjunto completo, no
es imprescindible identificar el polo de forma exacta, como se demostrara mas
adelante en este trabajo.

4.5.2. Identificacion de los pesos de las bases de Kautz con polos fijos

En esta seccién se presentan las condiciones del segundo escenario para
desarrollar un ejemplo numérico, utilizando datos muestreados provenientes
del sistema descrito en (4.5.1). En este caso, se identificardan dinicamente los
pesos \; de las funciones B;(s) de la base de Kautz, cuyo polo esta fijo.

Para la estimacién de los parametros del sistema se resuelve el proble-
ma de optimizacién en (3.3.12) aplicado a la funcién de log-verosimilitud de
Whittle (3.3.11), y aproximando la funcién de transferencia del sistema de
tiempo continuo dada en (4.5.1) mediante dos funciones base (Np = 2), junto
con 100 simulaciones de Monte Carlo. Cabe senalar que para este ejemplo se

utiliza un método de optimizacién local, especificamente la funcion fminunc
de MATLAB.

Se utiliza el polo identificado en la seccién anterior, de esta forma, las bases
de Kautz quedan fijas y se procede a optimizar inicamente en términos de los
pardmetros ;. Se simula con muestreo rédpido (A = 0,5 [ms]) y muestreo lento

(A =4 [ms]).

Adicionalmente, se establece un criterio de desempeno basado en la la nor-
ma 2 al cuadrado de la diferencia entre el sistema real y el modelo aproximado,
el cual se denomina error de modelado:

1 Nye 9

Sl ; He(s) — H:(s)

e : (4.5.2)

2
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donde Ny¢ es la cantidad de simulaciones de Monte Carlo, H¢(s) es la funcién
de transferencia del sistema real dada en (4.5.1), y H £(s) es la j-ésima funcién
de transferencia del modelo estimado para las realizaciones de Monte Carlo
(MC). A su vez, ambos resultados de esta seccién son comparados con los
resultados de la identificacién tradicional (ver ecuacién (3.2.21)), estimando
directamente los pardmetros de la ecuacién (4.5.1) asumiendo que la estructura
del modelo que define al sistema es conocida.
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Figura 4.3. Densidad espectral de potencia del sistema real (linea azul conti-
nua), y del promedio de las simulaciones de MC (linea discontinua roja) usando
la funcién de verosimilitud de Whittle y funciones base para A = 0,5 [ms]
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Figura 4.4. Densidad espectral de potencia del sistema real (linea azul conti-
nua), y del promedio de las simulaciones de MC (linea discontinua roja) usando
la funcién de verosimilitud de Whittle y funciones base para A = 4 [ms].

En las Figuras 4.3 y 4.4, se muestran los resultados de la estimacién de
las simulaciones Monte Carlo. Se presenta la densidad espectral te potencia
del sistema real (linea azul), junto con el promedio de los modelos estimados
(linea roja discontinua), para muestreo rapido y lento respectivamente. Adi-
cionalmente, ambas figuras presentan un area sombreada gris que representa
la desviacion maxima y minima de los modelos estimados en las simulaciones
de Monte Carlo.
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Figura 4.5. Densidad espectral de potencia del sistema real (linea azul conti-
nua), y del promedio de las simulaciones de MC (linea discontinua roja) usando
la funcién de verosimilitud tradicional para A = 0,5 [ms].
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Figura 4.6. Densidad espectral de potencia del sistema real (linea azul conti-
nua), y del promedio de las simulaciones de MC (linea discontinua roja) usando
la funcién de verosimilitud tradicional para A =4 [ms].

Por otro lado, las Figuras 4.5 y 4.6 muestran los resultados de la identifi-
cacion tradicional en el dominio de la frecuencia, asumiendo la estructura del
modelo como conocida, la cual corresponde a:

~

He(s,0) = 7 (4.5.3)

s2 4+ 2(is + &2

con 0 = {7, ¢, @} los pardmetros a identificar.

Comparando las Figuras 4.3 y 4.5 es evidente que la identificacién mediante
la funcién de verosimilitud de Whittle es més acertada, ya que la zona gris es
mas pequena en la Figura 4.3. Esto se hace aiin més notorio al comparar las
Figuras 4.4 y 4.6, donde se nota una clara desviacion si se utiliza el método
tradicional de identificacién en frecuencia.

Para demostrar lo analizado cualitativamente, el cuadro 4.1 muestra los
errores de modelado (ecuacién (4.5.2)) para cada uno de los casos, haciendo
evidente que el método presentado en este trabajo de tesis presenta ventajas
por sobre el método tradicional.

4.5.3. Identificacién con un polo arbitrario

Acorde a lo mencionado en la seccién 4.3, es posible aproximar cualquier
funcién de transferencia, perteneciente al espacio de Lebesgue L%[0,00), me-
diante un conjunto de bases que sea completo, y, ya que las funciones base
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Cuadro 4.1. Errores de modelado de los dos métodos y periodos de muestreo.

Muestreo Bases Estructura conocida
Rapido | 0,02 x 1072 0,42 x 1072
Lento 2,39 x 1072 173,98 x 1072

de Kautz son un conjunto de funciones base ortonormales y completo, teori-
camente se puede utilizar cualquier polo que define a esta base, con el costo
de tener que agregar mas funciones que aproximan al sistema. Esto da paso a
este tercer escenario de identificacién

Dado que la funcion de transferencia con la que se esta trabajando en este
entorno de simulacion es conocida y esta definida por la ecuacién (4.5.1), si se
reemplazan los valores de los parametros por los descritos en la seccién 4.5, se
obtiene:

10000

He(s) =
(5) s? + 40ms + (2007)?’

(4.5.4)

cuyo par de polos complejos conjugados son (—p; &+ jpo) =~ (—62,8319 +
j625,169).

A partir de este polo, se generan 3 escenarios de simulacién, los cuales son:

1. Identificacién de los pesos de las funciones base con Nz = {2,4,6,8}
y el polo sin desviaciones respecto al polo real, asumiendo que el polo
se identifico perfectamente con el procedimiento definido en la seccion

4.5.1, es decir

(—p1 + jpo) ~ (—62,8319 + j625,169)

2. Identificacién de los pesos de las funciones base con Ng = {2,4,6,8} y
el polo desviado un 5 % del polo real, es decir

(—p1 £ jips) ~ (—62,8319 - 0,95 + ;625,169 - 0,95)

3. Identificacién de los pesos de las funciones base con Ng = {2,4,6,8} y
el polo desviado un 20 % del polo real, es decir

(—p1 £ jp2) ~ (—62,8319 - 1,2 + 625,169 - 1,2)
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Para todos los casos descritos, se identificard bajo muestreo lento (A =
4 [ms|) y muestreo rapido (A = 0,5 [ms]). Esto con el fin de probar que
efectivamente se puede identificar un sistema si el polo utilizado no es el polo
real del sistema, pero con el costo de tener que aumentar el nimero de bases.
Ademas, acorde a lo mostrado en la ecuacién (4.3.8), se espera que un aumento
en la cantidad de funciones base muestre una mejor aproximacién del sistema.

El criterio de desempeno para este caso serd el valor de la funcién de -log-
verosimilitud de Whittle evaluada en el 6ptimo encontrado y el valor del error
de aproximaciéon del sistema definido en seccion anterior. Adicionalmente, se
anade un criterio de desempeno que es la norma 2 al cuadrado de la diferencia
del promedio entre las densidades espectrales de potencia, es decir:

d = ~ 2
vt = ||ot - o

N (4.5.5)

con ®¢ el promedio de las densidades espectrales de potencia del sistema real,

y @g el promedio de las densidades espectrales de potencia de los modelos
estimados, para las 100 simulaciones de Monte Carlo. Este criterio se introduce
puesto que en el ejemplo de aplicacion se desconoce la funcion de transferencia
H¢(s), por lo que no es posible calcular el error de modelado.

Las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9 exhiben los resultados derivados del proceso de
identificacién del sistema utilizando una tasa de muestreo de 0,5 [ms] (muestreo
rapido) y distintas cantidades de funciones base (Ng = {2,4,6,8}). Se observa
que a medida que el polo de la base de funciones se desplaza con respecto
al polo real del sistema, la estimacion experimenta alteraciones, desviandose
de manera pronunciada del sistema real, especialmente cuando la cantidad de
funciones base es pequena.

Esta desviacion se hace atin més evidente en la Figura 4.9, donde la linea
roja, que representa la aproximacién del sistema mediante solo 2 funciones
base de Kautz, presenta una desviacion considerable con respecto a la densidad
espectral de potencia real del sistema (linea azul). En contraste, al emplear 8
funciones base (linea verde), la aproximacién sigue de manera mas precisa la
dinamica del sistema real.

Por otro lado, las Figuras 4.10, 4.11 y 4.12 presentan los resultados obte-
nidos durante el proceso de identificacién del sistema utilizando una tasa de
muestreo de 4 [ms| (muestreo lento) y variadas cantidades de funciones base
(N = {2,4,6,8}). Similar al escenario previo con muestreo rapido, se aprecia
que a medida que el polo de la base de funciones se desplaza en relacién al
polo real del sistema, la estimacion de la densidad espectral de potencia del
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modelo difiere del sistema real, desviandose significativamente, especialmente
cuando la cantidad de funciones base es reducida.

Este fenémeno destaca la importancia de la cantidad de funciones base
en la precision de la identificacién del sistema, especialmente cuando el polo
escogido de la base de funciones difiere del polo real del sistema.

Los cuadros 4.2, 4.3, 4.4 muestran los resultados de los tres criterios de
desempeno utilizados en este trabajo de tesis bajo el contexto de muestreo
rapido. Estos cuadros evidencian cuantitativamente que al aproximar un sis-
tema mediante una suma finita de funciones base ortonormales se obtiene una
mejor precision al utilizar una mayor cantidad de estas, puesto que los tres
criterios obtienen un mejor resultado numérico.

A su vez, se aprecia que, en caso de que el polo de las funciones base no se
escoja perfectamente respecto del sistema real, el resultado de la identificacion
mejora a medida de que la cantidad de funciones base aumenta.

Este andlisis se replica para los cuadros 4.5, 4.6, 4.7, los cuales evidencian
los resultados cuantitativos para un periodo de muestreo lento, en donde los
tres criterios de desempeno mejoran a medida de que se aumenta la cantidad
de funciones base. Estos son resultados esperables dado lo mostrado en la
ecuacion (4.3.8).
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Figura 4.7. Densidad espectral de potencia del sistema real y del promedio
de las estimaciones usando muestreo réapido (A = 0,5 [ms]), Nz = {2,4,6, 8}
y el polo de las funciones base sin desviacién respecto del polo real.
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Figura 4.8. Densidad espectral de potencia del sistema real y del promedio
de las estimaciones usando muestreo répido (A = 0,5 [ms]), Nz = {2,4,6, 8}
y el polo de las funciones base desviado un 5% respecto del polo real.
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Figura 4.9. Densidad espectral de potencia del sistema real y del promedio
de las estimaciones usando muestreo réapido (A = 0,5 [ms]), Nz = {2,4,6, 8}
y el polo de las funciones base desviado un 20 % respecto del polo real.
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Figura 4.10. Densidad espectral de potencia del sistema real y del promedio
de las estimaciones usando muestreo lento (A =4 [ms|), Ng = {2,4,6,8} y el
polo de las funciones base sin desviacién respecto del polo real.
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Figura 4.11. Densidad espectral de potencia del sistema real y del promedio
de las estimaciones usando muestreo lento (A =4 [ms|), Ng = {2,4,6,8} y el
polo de las funciones base desviado un 5% respecto del polo real.
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Figura 4.12. Densidad espectral de potencia del sistema real y del promedio
de las estimaciones usando muestreo lento (A =4 [ms|), Ng = {2,4,6,8} y el
polo de las funciones base desviado un 20 % respecto del polo real.

Cuadro 4.2. Criterios de desempefio para muestreo rapido (A = 0,5 [ms]),
Np = {2,4,6,8} y el polo de las funciones base sin desviacién respecto del

polo real.

Cant. Bases

€

d
Cq)k

—£(6)

0.000282269118531465

99.4524878095977

-3.93525580092251

0.000244195128563008

95.0215784893237

-3.93551081525878

0.000180700834202563

93.0629562726715

-3.93569168608729

0 JJ NI NN

0.000119645078700078

86.1411829509697

-3.93591151508905

Cuadro 4.3. Criterios de desempefio para muestreo rapido (A = 0,5 [ms]),
Np ={2,4,6,8} y el polo de las funciones base desviado un 5% respecto del

polo real.
Cant. Bases € €% —£(6)
2 0.135286820341348 | 14953.4702153231 | -3.92762350489760
4 0.011939672072297 | 2222.40437937183 | -3.93498466851760
6 0.012322281537454 | 177.372718610939 | -3.93568087021638
8 0.008478652119359 | 99.2469520341925 | -3.93595124253073
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Cuadro 4.4. Criterios de desempenio para muestreo rapido (A = 0,5 [ms]),
N ={2,4,6,8} y el polo de las funciones base desviado un 20 % respecto del

polo real.
Cant. Bases € €% —£(6)
0.791681923439371 | 58888.3194023643 | -3.79625738128017
0.712079921013453 | 140736.335443485 | -3.89955371335922

0.243397630106090

43716.5029738328

-3.92236708502587

OIS =N

0.085985923944659

15553.3294979881

-3.93086085701494

Cuadro 4.5. Criterios de desempeno para muestreo lento (A = 4 [ms]), Nz =
{2,4,6,8} y el polo de las funciones base sin desviacién respecto del polo real.

Cant. Bases € i —£(0)
2 0.023900527290360 | 17.2371572651987 | 0.444731679300145
4 0.022742521423428 | 17.7776361439007 | 0.444509340183825
6 0.017353857174587 | 17.0893735597696 | 0.444274143118385
8 0.011005209433146 | 17.0607611772699 | 0.444047238178566

Cuadro 4.6. Criterios de desempeno para muestreo lento (A = 4 [ms]), Ng =
{2,4,6,8} y el polo de las funciones base desviado un 5% respecto del polo

real.

Cant. Bases

€

d
€Tk

—£(9)

0.358814569886975

1176.52307475140

0.463001718193386

0.249554844696486

78.5667551405873

0.445294878686815

0.068339660086119

21.8791265340425

0.444308217226909

SN

0.062148162506617

17.9954618866894

0.444025001155107

Cuadro 4.7. Criterios de desempenio para muestreo lento (A = 4 [ms]), Ng =
{2,4,6,8}y el polo de las funciones base desviado un 20 % respecto del polo

real.
Cant. Bases € €% —£(6)
2 1.18649341896064 | 20067.8987686681 | 0.624068038774993
4 1.25416061907907 | 2723.98351296745 | 0.526166464676132
6 1.12960280400368 | 2415.49719641386 | 0.488561312885686
8 1.10797188048905 | 827.912212237047 | 0.455814317534785
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4.5.4. Identificacion con multiples conjuntos de bases

Todos los ejemplos han sido desarrollados bajo la presencia de una tnica
funcién de transferencia H¢(s, 6), sin embargo, existen casos en donde la salida
del sistema es generada por multiples funciones de transferencia excitadas por
ruido blanco Gaussiano de tiempo continuo.

Dicho esto, los siguientes dos escenarios de simulacién estan desarrollados
bajo el siguiente sistema de generacién de datos:

y(t) = H{(s,0)in(t) + H5(s,0)in(t), (4.5.6)

donde y(t) es la salida del sistema continuo, ©1(t) y »(t) son ruido blanco
Gaussiano de tiempo continuo, de media cero y que satisface

E{v(t)i(r)} = 055%_” 055(?_7,) , (4.5.7)

donde §(+) es la funcién Delta de Diracy ©(t) = [i1(t) va(t)]?. Por simplicidad,
se normaliza la densidad espectral de potencia considerando o7 = o3 = 1.

Ahora bien, H{(s,6) y Hs(s,0) tienen la misma estructura definida en
(4.5.1), la diferencia esté dada por el valor de los pardmetros, siendo:

- ch(S, 9) {@17 Cla P)/l} = {27T20, 0705a 100}

» H(s,0): {@a, (2,72} = {2760, 0,05, 200}

Magnitud [dB]

g0 b . L . L . L
10° 10! 107 10°

Frecuencia [Hz]

Figura 4.13. Densidad espectral de potencia de tiempo discreto de la salida
y(t) descrita en (4.5.6).
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El problema de identificacién del sistema descrito en (4.5.6) se realizard
mediante una unica simulacién, con un periodo de muestreo A = 1 [ms],
N = 3000 datos y se abordara mediante 2 posibles soluciones.

La primera de ellas corresponde a utilizar solo un conjunto de funciones
base de Kautz, es decir, utilizar la ecuacion (4.4.1) con las funciones base
descritas en (4.4.2) y (4.4.3), las cuales poseen un tnico polo. Se prueba con
distinta cantidad de bases (Ns = {2,50, 100}) para identificar y aproximar el
sistema en (4.5.6).

Por otro lado, se emplea un método alternativo, el cual corresponde a
utilizar dos conjuntos de funciones base distintos, los cuales no comparten
polos, con el fin de centrar cada conjunto de bases en los picos de H{(s,0) y
HS(s,0) (ver Figura 4.13) a través de sus polos.

De esta forma, la aproximacién de las funciones de transferencia del ruido
de tiempo continuo H{(s,0) y HS(s,0) definidas en (4.5.6) usando dos conjun-
tos de funciones base de Kautz esta dada por:

Ng, Ns,

He(s) = Z NiBi(s) + Z \;B;(s), (4.5.8)

y los conjuntos de funciones base quedan definidos como:

2015(s* — bys+ )t
B, = : 4.5.9
2z—1(3) (82 + bls + Cl>z ) ( )

VvV 2b1€1(82 —bis+ Cl)iil

Bli(s) = R (4.5.10)
2b28(82 — b28 + Cg)i_l

B2 = : 4.5.11

21—1(8) (52 + bQS + C2>’L ) ( )
) 2 i—1

B (s) = Y2cals —has b o) (45,1

(82 4+ bys + c3)!

Asi, ambos conjuntos de funciones base poseen polos distintos, dados por
by =2p11yc = pil + pil, donde p11 y p2,1 son la parte real e imaginaria de
los polos complejos (—p11 £ jp21), y por otro lado by = 2p1 2y c2 = ,0%72 —I—,0§72,
donde p; 2 y p22 son la parte real e imaginaria de los polos complejos (—py 2 £
Jp22). Para este caso, se consideran Np, = Np, = {2,4,6}. Los resultados de
este método se compararan con los resultados del método anterior, utilizando
solo un conjunto de funciones bases.

Los resultados de simulacion para el escenario en el cual se emplea un tinico
conjunto de funciones base se presentan en la Figura 4.14, donde se llevé a cabo
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la identificacién del sistema utilizando diferentes valores de Ng = {2,32,100}.
Se evidencia claramente que al utilizar tinicamente 2 funciones base (linea
roja), la aproximacion al sistema resulta insuficiente. No obstante, conforme
se incrementa la cantidad de funciones base, la aproximacién del modelo del
sistema mejora progresivamente.

Es importante senalar que se requiere la utilizacion de un elevado nimero
de funciones base para lograr un nivel de error en las densidades espectrales
de potencia € que sea tolerable, como se indica en la ecuacién (4.5.5). Este
hecho sugiere la necesidad de considerar cuidadosamente la eleccion de Ng para
garantizar una representacion precisa y aceptable del sistema en el dominio de
la frecuencia.

50
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— @4 | €% = 2585.4927

dd,, € = 2976.6208
— &y, €% = 14.8166
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Figura 4.14. Densidad espectral de potencia de tiempo discreto de la salida
y(t) descrita en (4.5.6) comparada con el modelo aproximado usando: 2 fun-
ciones base (linea roja), 32 funciones base (linea amarilla), 100 funciones base
(linea morada).

El aumento significativo en la cantidad de funciones base conlleva un gran
aumento en el costo computacional del algoritmo de identificacion.

Para enfrentar estos problemas, tomando en cuenta el principio de que
la densidad espectral de potencia total puede obtenerse como la suma de sus
componentes, tal como se describe en [50], se aborda el problema utilizando dos
conjuntos de funciones de base para calcular el espectro de potencia estimado.
En cada conjunto de funciones de base de Kautz, se consideran Np, = Np, =
{2,4,6}. Los resultados de simulacién se muestran en la Figura 4.15.

Al comparar las Figuras 4.14 y 4.15, se evidencia claramente que esta ultima



CAP{TULO 4. IDENTIFICACION DE SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUO MEDIANTE BASES
54 ORTONORMALES Y DATOS MUESTREADOS

presenta una aproximacion sustancialmente mejor del sistema. Logra aproxi-
mar de manera mas precisa la densidad espectral de potencia real, lo que se
traduce en una mejora significativa en los resultados del algoritmo de iden-
tificacion. Esta mejora no solo se refleja en una representacién mas fiel del
comportamiento del sistema, sino que también conlleva la ventaja de reducir
considerablemente el costo computacional asociado al proceso de identificacion,
producto de reducir la cantidad de funciones base necesarias para el algoritmo
de identificacion.

El uso de dos conjuntos de funciones base mejora significativamente la
precisiéon en las densidades espectrales de potencia (eq’z) en comparacion con
el uso de un solo conjunto. Esta optimizacion en eficiencia y representacion
del sistema destaca la importancia de elegir adecuadamente la cantidad de
funciones base en el algoritmo de identificacién propuesto. Esto se puede lo-
grar considerando otro conjunto de funciones base para representar los picos
significativos de la densidad espectral de potencia del sistema real.

20

m' 20
S,
= -40
2 60— o4
S, w||— &7, €% = 12.6807
S oot c1>4, e®t = 36.1838
420 —<I>6, ¢® = 1.8545
140 L o N \
100 10" 102 103
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Figura 4.15. Densidad espectral de potencia de tiempo discreto de la salida
y(t) descrita en (4.5.6) comparada con el modelo aproximado usando 2 conjun-
tos de funciones base y: 2 funciones base (linea roja), 4 funciones base (linea
amarilla), 6 funciones base (linea morada) en cada conjunto de funciones base.

Adicionalmente, se presenta otro ejemplo donde se simula con 3 fuentes de
ruido, para mostrar que los resultados obtenidos no son tinicamente aplicables
a 2 fuentes de ruido. Para esto, se simula el siguiente sistema de generacién de
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datos:
y(t) = Z H(s,0)55(t), (4.5.13)

donde y(t) es la salida del sistema continuo, 24 (t), 5(t) y v3(t) son ruido blanco
Gaussiano de tiempo continuo, de media cero y que satisfacen:

o?6(t —r) 0 0
E{v(t)v(r)} = 0 o30(t —r) 0 : (4.5.14)
0 0 o30(t —r)

donde 4(-) es la funcién Delta de Dirac y v(t) = [1(t) va(t) vs3(t)]F. Por

simplicidad, se normaliza la densidad espectral de potencia considerando 0% =

2 _ 2 _
0y =03 = 1.

Al igual que en el caso anterior, H{(s,0), HS(s,0) y HS(s,0) tienen la
misma estructura definida en (4.5.1), la diferencia estd dada por el valor de
los parametros, siendo:

= Hf(s,0): {©01,¢,m} = {2720,0,05,100}
» H(s,0): {@2, G, 72} = {2760, 0,05, 200}

- H3C(Sa 9) {@37 C37 73} = {27T1007 Oa057 500}

Magnitud [dB]

qoo b . L . L . L
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Figura 4.16. Densidad espectral de potencia de tiempo discreto de la salida
y(t) descrita en (4.5.13).
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Para este escenario adicional, se abordara un método de identificacién a
través de 3 conjuntos de funciones base de Kautz, lo cual se expresa como:

N, Ng, Ng,

=D ABis) + D ABi(s) + ) MBi(s)- (4.5.15)

Estos conjuntos de funciones base poseen distintos polos, centrados en cada
uno de los peaks importantes de la figura 4.16, lo cual permite identificar al
sistema real sin la necesidad de una gran cantidad de funciones base.

Los resultados para este escenario se muestran en la figura 4.17, donde se
aprecia claramente que el sistema identificado se aproxima adecuadamente al
sistema real demostrandose graficamente. Adicionalmente, se muestra cuanti-
tativamente a través del error en las densidades espectrales de potencia (eq’z),
que una seleccion de mas funciones base conlleva una mejor identificacion del
sistema.
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Figura 4.17. Densidad espectral de potencia de tiempo discreto de la sali-
da y(t) descrita en (4.5.13) comparada con el modelo aproximado usando 3
conjuntos de funciones base y: 2 funciones base (linea roja), 4 funciones base
(linea amarilla), 6 funciones base (linea morada) en cada conjunto de funciones
base.



Capitulo 5

RESULTADOS
EXPERIMENTALES

En esta seccion se presentan los resultados de implementar las estrategias
de compensacion descritas anteriormente, en la plataforma experimental OO-
MAOQ. Primero, se realiza una descripcién general de la herramienta OOMAOQ y
sus capacidades. Luego, se describen brevemente las consideraciones necesarias
para adaptar las estrategias de identificacion descritas anteriormente, para que
estas puedan ser implementadas en la plataforma experimental. Finalmente,
se reportan los resultados de la estrategia de identificacién propuesta, aplicado
a un sistema de éptica adaptativa (AO).

5.1. Introduccidn

El diagrama de bloques tipico para un modelo de éptica adaptativa se
muestra en la Figura 5.1.

Este sistema en lazo cerrado esta compuesto por el sensor de frente de onda
(D(s)), el espejo deformable (M.(s)) y el controlador (K (z71)) [8]. La senal n,
representa un ruido blanco Gaussiano aditivo con media cero y varianza ag. Las
sefiales de tiempo discreto @™, " y o corresponden a las amplitudes de
la fase de perturbacién total (turbulencia + vibraciones), la fase de correccién
y la fase residual, respectivamente.

Se considera que la perturbacién total ™t de la Figura 5.1 esté dada por:
PON) = (1) 4+ 9T (E) + @R (E) + -+ 97 (1), (5.1.1)

con o' (t) el efecto de la turbulencia atmosférica y ¢V (¢), i = 1,...,r repre-
sentan distintas fuentes de vibracién. Ahora bien, una forma de modelar estas

57
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Sensor de frente M
de onda
res res

wT"t(t)g AR (5 | @ Un

= (t)

TN K I

Espejo deformable Controlador
(tip, tilt)

Figura 5.1. Diagrama de bloques del lazo cerrado de un sistema de 6ptica
adaptativa

perturbaciones esta dada por:

Tot _ - 6l .
o = ; s2 +4Qmags + (2may)? (), (5.1.2)

@1 (t) = Z b 7 (t), (5.1.3)

— $2 + 2Quis + w?

donde f; es la ganancia, a; [Hz] es la frecuencia natural del sistema, (; es el
coeficiente de amortiguamiento, y ;(t) es un ruido blanco Gaussiano de tiempo
continuo con media cero y varianza of = 1dp(t), con dp(t) la funcién delta de
Dirac.

En el contexto de los sistemas de AQO, las aberraciones del frente de onda
pueden expresarse mediante una combinacién lineal de elementos de base or-
togonales. Los polinomios de Zernike son unas de las funciones més utilizadas
para describir los frentes de onda aberrados en 6ptica [51]. Estos polinomios
son completamente ortogonales sobre el disco unitario, lo que los hace parti-
cularmente utiles cuando se trata de aberturas circulares. Ademas, describen
las principales aberraciones con las que operan los sistemas 6pticos.

El impacto de las vibraciones se centra en los modos Tip y Tilt (y desenfo-
que), que son los primeros polinomios de Zernike. Dado que estos modos son
ortogonales, la identificacién puede tratarse como sistemas independientes.
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5.2. Herramienta OOMAO

OOMAO, que significa “Object-Oriented Matlab Adaptive Optics” [52] es
una herramienta poderosa y versatil disenada para el andlisis y diseno de siste-
mas de dptica adaptativa en entornos de MATLAB. Desarrollada para abordar
desafios especificos en la correccion de aberraciones atmosféricas, OOMAOQO fa-
cilita la simulacion y evaluaciéon de sistemas de 6ptica adaptativa en tiempo
real.

OOMAOQO destaca por su capacidad para modelar y simular la propaga-
cién de la luz a través de la atmoésfera, teniendo en cuenta las aberraciones
introducidas por las variaciones atmosféricas. Puede simular la respuesta de
un sistema de 6ptica adaptativa, lo que permite evaluar su rendimiento bajo
condiciones diversas.

Entre las caracteristicas notables de OOMAO se incluye la capacidad de
incorporar diversos tipos de sensores y actuadores, permitiendo a los usuarios
explorar diferentes configuraciones y estrategias para optimizar la correccion de
aberraciones. Ademas, OOMAQO se integra eficientemente con las herramientas
y funciones de MATLAB, facilitando el anélisis de datos y la implementacion
de algoritmos personalizados.

En resumen, OOMAO es una herramienta esencial para investigadores y
profesionales que trabajan en el campo de la 6ptica adaptativa, ofreciendo una
plataforma flexible y robusta para la simulacién y evaluacién de sistemas en
tiempo real, lo que contribuye significativamente al avance en el diseno y la
optimizacién de sistemas de correccién de aberraciones opticas.

5.3. Consideraciones de implementacion

Para generar un modelo de perturbacién en el sistema de ()ptica Adapta-
tiva (AO), se empled la herramienta OOMAO con el objetivo de adquirir la
secuencia temporal de los primeros modos, especificamente los modos Tip y
Tilt. La informacion necesaria se derivd de la senal de salida proveniente del
sensor de frente de onda.

Para la simulacién, primero se definen las caracteristicas del telescopio [53]
: un didmetro de telescopio de 8.4 [m], una resolucién de 100 pixeles, un campo
de visién de 30 segundos de arco y un tiempo de muestreo de simulacién de
1 [ms]. Luego, se definié el sensor de frente de onda como Shack-Hartmann,
y una clase de espejo deformable. Finalmente, se establecieron condiciones
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promedio de la atmdsfera: las velocidades del viento a 15 [m/s], las direcciones
del viento a /3 [rad] y las altitudes de las capas de turbulencia a 5 x 10 [m].

En el proceso de andlisis, se implement6 la descomposicion en modos Zer-
nike, una técnica que permitié extraer los modos de Tip y Tilt. Estos modos
fueron posteriormente tratados como sistemas de entrada y salida tinicos, como
se ilustra en la Figura 5.1.

En el contexto de la identificacién del sistema, se asume que las senales es-
taban muestreadas con un periodo de muestreo A = 1 [ms], y se cuenta con un
total de N = 3000 muestras. Este enfoque de muestreo y la cantidad especifica
de datos fueron fundamentales para el analisis y la modelacién subsiguiente
de los modos Tip y Tilt en el sistema de ()ptica Adaptativa.

5.4. Resultados

La investigacion se centra en un comienzo en la obtencion de la densidad
espectral de potencia de las senales de los modos Tip y Tilt, aspectos cruciales
que afectan la calidad de las iméagenes en sistemas épticos. Los resultados
obtenidos se presentan de manera detallada en las Figuras 5.2 y 5.3.
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Figura 5.2. Densidad espectral de potencia de la senal Tip.

Al analizar ambas figuras, se observan claramente dos picos fundamenta-
les en la densidad espectral de potencia. El primero se sitiia en el rango de
frecuencias entre 10 [Hz] y 40 [Hz], mientras que el segundo se ubica entre los
40 [Hz] y 100 [Hz]. Este patrén se mantiene consistente para ambas senales de
Tip y Tilt.
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Figura 5.3. Densidad espectral de potencia de la senal Tilt.

Ante esta observacién, se plantea abordar el problema utilizando un en-
foque similar al implementado en la seccién 4.5.4. Se propone emplear dos
conjuntos de funciones base como estrategia para aproximar el sistema, co-
mo se muestra en la ecuacién 5.4.1. Este enfoque se sustenta en la premisa
de que la combinacién de funciones base especificas puede proporcionar una
representacion efectiva de las senales Tip y Tilt.

Ng, Ng,

Este andlisis detallado de la densidad espectral de potencia y la estrategia
de aproximacion mediante funciones base establece la base para la siguiente
fase de la investigacién, en donde se busca obtener un modelo que aproxime
el modelo para las senales Tip y Tilt.

Se analiza en una primera instancia la senal asociada al modo Tip. Se
consideran las siguientes combinaciones de niimeros de bases para aproximar
el sistema:

u N812N62:4
= Ng, =16, Ng, =4

= N, =32, Ny, = 16
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s N, =64, Ng, = 16

En la Figura 5.4, se exhiben los resultados correspondientes a estas confi-
guraciones. Se observa, en términos generales, una aproximacion adecuada del
sistema a través de los modelos obtenidos. No obstante, se detectan diferencias
notables en frecuencias bajas.
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Figura 5.4. Densidad espectral de potencia del modo Tip (azul) junto con
los 4 modelos obtenidos para aproximar el sistema utilizando 2 conjuntos de
funciones base.

Por otro lado, al identificar el modelo subyacente al modo Tilt, se obtienen
las gréficas presentadas en la Figura 5.5.

De manera analoga a los resultados obtenidos para el modo Tip, se aprecia
que al aproximar el sistema que entrega la salida Tilt se obtiene un buen
resultado. El modelo aproximado se ajusta a la densidad espectral de potencia
real en gran parte de las frecuencias. Sin embargo, también se manifiestan
diferencias notables a baja frecuencia.

Es relevante destacar que, en total, se utilizaron un maximo de 80 funciones
base para identificar las seniales Tip y Tilt, distribuidas en 64 para el primer
conjunto de funciones base y 16 para el segundo conjunto.

Dada la problematica surgida en baja frecuencia para identificar el modelo
subyacente a los modos Tip y Tilt, se propone la incorporaciéon de un nuevo
conjunto de funciones base, cuyo polo esta ubicado en baja frecuencia, como
se muestra en la ecuacién (5.4.2). Esto se plantea con el objetivo de reducir
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Figura 5.5. Densidad espectral de potencia del modo Tilt (azul) junto con
los 4 modelos obtenidos para aproximar el sistema utilizando 2 conjuntos de
funciones base.

la discrepancia entre las densidades espectrales de potencia de los modos y
los modelos aproximados en esa zona, a la par de disminuir la cantidad de
funciones base utilizadas.

Ng, Ng, Ng,

Ho(s) = AiBi(s)+ Y NBj(s) + Y MBr(s), (5.4.2)

Las Figuras 5.6 y 5.7 presentan los resultados de esta nueva configuracion.
Cabe destacar que, al emplear 16 funciones en cada uno de los conjuntos de
funciones base (Ng, = N, = N, = 16), se logra una mejora significativa en
la aproximacién a baja frecuencia usando un total de 48 funciones base.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

6.1. Conclusiones

En esta tesis, se abordd exhaustivamente el desafio de identificar sistemas
de tiempo continuo cuya entrada es una senal estocastica, empleando modelos
aproximados y datos muestreados. La estrategia adoptada implico la aproxi-
macién del sistema en tiempo continuo mediante el uso de bases ortonormales,
centrandose en la resolucién del problema de identificacién en el dominio de
la frecuencia.

Se introdujo una version generalizada de la funciéon de verosimilitud de
Whittle para aprovechar las propiedades espectrales del sistema, sobre la cual
se sustenta el método de identificacién. Este método se llevé a cabo a través
de la densidad espectral de potencia, utilizando la base de funciones de Kautz
como herramienta fundamental para aproximar el sistema y abordar el proble-
ma de identificacion. La aplicacion de la ecuacion de folding permitié obtener
la densidad espectral de potencia, de tiempo discreto, del modelo aproximado
con funciones base, facilitando asi la identificacién del sistema mediante la
funcion de verosimilitud de Whittle propuesta.

Dadas las evidentes dificultades para trabajar con datos muestreados de
sistemas de tiempo continuo cuya entrada es estocdastica, mencionadas en la
seccion 1.1, el método propuesto en este trabajo de tesis permite identificar
este tipo de sistemas mediante la funcién de verosimilitud de Whittle, la cual
utiliza directamente la densidad espectral de potencia asociada al modelo que
aproxima al sistema. Esta ventaja, en conjunto con la utilizacién de las funcio-
nes base, evita resolver ecuaciones de Riccati y factorizaciones espectrales para
obtener el espectro asociado. Ademas, el uso de la aproximacién de Tsai (ver
Nota 2.5.1) para la densidad espectral de potencia de tiempo discreto, permi-
te reducir el costo computacional ya que no es necesario calcular la integral
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asociada a la varianza de tiempo discreto.

Es importante destacar que se presento el fenémeno de aliasing en la fun-
cién de verosimilitud de Whittle propuesta si se incluye el polo que define las
funciones base en los parametros a identificar, y el periodo de muestreo no es lo
suficientemente rapido, lo cual requiere el uso de herramientas de optimizacién
global. No obstante, se demostro que si el polo permanece fijo y solo se iden-
tifican los pesos asociados a las funciones de la base, este fenémeno se evita.
Ademas, se mostré la existencia de cierta cuasi-convexidad en la funcién de log
verosimilitud de Whittle, indicando que los picos de las funciones representan
el mismo modelo, lo cual simplifica el proceso de identificacién al permitir el
uso de algoritmos de optimizacién local con respuesta en un éptimo global.

Adicionalmente, se destacaron las ventajas del método propuesto en com-
paracién con la identificacién tradicional en frecuencia, evidenciando mejoras
cuantitativas en la aproximacion del sistema mediante la reduccion del error
de modelado. Es crucial resaltar que el método propuesto prescinde de herra-
mientas de optimizacion global, a diferencia del método tradicional.

En relacion al proceso de identificacién del polo del sistema y los problemas
de aliasing, se exploraron los efectos en la identificacién del sistema cuando el
polo utilizado para las funciones base no coincide con el polo real del sistema.
Se demostré que en tal caso, es necesario aumentar la cantidad de funciones
base para lograr una aproximacion adecuada, aprovechando la propiedad de
completitud del conjunto de bases ortonormales de Kautz, que permite una
aproximacion arbitraria del sistema real mediante combinaciones lineales de
elementos de la base.

Se presentd un caso de estudio donde el sistema estaba representado por
mas de una funcion de transferencia, evaluando la cantidad de funciones base
necesarias para aproximar un sistema con estas caracteristicas. Se determiné
que, dado el elevado nimero de funciones base requeridas, resulta mas con-
veniente abordar este problema mediante la utilizacion de dos conjuntos de
funciones base. Esta estrategia, que implica ubicar los polos de cada conjunto
en las frecuencias de interés de la densidad espectral de potencia del sistema
a identificar, demostré ventajas numéricas y de costo computacional signifi-
cativas en comparacién con la utilizacién de un solo conjunto de funciones
base.

Finalmente, se aplico este ultimo método en la identificacién de los modos
Tip y Tilt de un sistema de éptica adaptativa, destacando que el proceso de
identificacién se ajusté de manera precisa al sistema real. Se hizo necesario
agregar un tercer conjunto de funciones base para modelar de manera mas
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precisa la respuesta en baja frecuencia en este caso particular. Estos resultados
respaldan la efectividad y versatilidad del enfoque propuesto en la tesis.

6.2. Trabajo futuro

Este trabajo abordoé el problema de aproximar e identificar sistemas de
tiempo continuo excitados por una senal estocastica. Se empled la base de
funciones ortonormales de Kautz y datos muestreados, junto con una version
generalizada de la funcién de verosimilitud de Whittle. Esto da paso a futuros
trabajos, enfocados a:

= Estudiar la propiedad de cuasi-convexidad en la funcién de log-verosimilitud
de Whittle al realizar la optimizacién de los pesos \; asociados a las
funciones B;(s) de la base, para determinar mateméticamente si esta
propiedad se cumple.

= Desarrollar una metodologia eficiente en MATLAB para calcular la den-
sidad espectral de potencia en el espacio de estados, especialmente para
sistemas de orden elevado.

= Ampliar la aproximaciéon mediante la inclusiéon de otras funciones, como
las bases ortonormales generalizadas a este tipo de sistemas.

= Extender la técnica de identificacion a sistemas con parametros inciertos,
utilizando bases de funciones ortonormales.
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