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RESUMEN

ARA el disefio de sistemas de control es usual utilizar modelos simplificados de la planta

que representen sus caracteristicas esenciales. Con el objetivo de entender el efecto que
tiene la presencia de polos y ceros con incertidumbre en el modelo de la planta es que en
esta Tesis se propone un modelo nominal de alta frecuencia. Este modelo nominal permitira
desacoplar el diseno del controlador con el del andlisis de estabilidad robusta de la planta
verdadera.

En esta Tesis se obtiene una ley de control estabilizante para plantas con incertidumbre
en la posicion de sus polos que quede determinada por el ancho de banda del lazo cerrado
nominal. Se considera el caso en que se utiliza el modelo de tiempo continuo y el caso en que
se utiliza el modelo de tiempo discreto equivalente. En ambos casos se obtienen cotas infimas
para el ancho de banda nominal que aseguran la estabilidad de lazo cerrado verdadero.

En el presente trabajo se propone abordar el control de plantas continuas con
incertidumbre, utilizando un modelo nominal basado en su respuesta a alta frecuencia.
Para el diseno del controlador se propone utilizar asignaciéon de polos lo que permite
parametrizarlo en términos del ancho de banda del lazo cerrado nominal. Ademds, se
utilizaran técnicas de control robusto para asegurar la estabilidad del polinomio de lazo
cerrado verdadero que corresponde a una familia de polinomios con incertidumbre. Se
trabaja en base a la hipdtesis de que al utilizar el modelo nominal y el controlador
propuesto, se conseguira la estabilidad del lazo cerrado al fijar el ancho de banda nominal
lo suficientemente répido.

En la Tesis se obtienen cotas infimas para la relacién entre el ancho de banda nominal y la
cota de los polos con incertidumbre. También se obtienen cotas infimas para una variante del
controlador en el que se incorporan polos en el origen con el fin de solucionar los problemas
que aparecen al considerar ceros inciertos en el modelo de la planta verdadera.

También se analiza el efecto de los polos con incertidumbre en sistemas de tiempo
discreto, por lo que primero se plantea el modelo de la planta discreta para sistemas de bajo
orden sin polos y se utiliza el modelo nominal de alta frecuencia el cual tiene el beneficio de
que su modelo discreto exacto se obtiene de forma directa por medio de los polinomios
de Euler-Frobenius. En este modelo nominal discreto aparecen explicitamente los ceros
asintéticos de muestreo, los que se consideran al momento del disenio del controlador y para
ilustrar su importancia al operar en alta frecuencia es que se considera un segundo modelo
nominal el cual no cuenta con los ceros de muestreo asintéticos. Ya con el modelo discreto
verdadero y los dos modelos nominales discretos es que se plantea utilizar un controlador
bipropio y el disefio del controlador se hace en funcién del ancho de banda nominal, bajo la
misma hipétesis que en el caso de tiempo continuo, en que se asegura la estabilidad del lazo
cerrado verdadero si el ancho de banda nominal es lo suficientemente rapido.
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Resumen iii

Finalmente, se pone a prueba la ley de control propuesta en esta Tesis en dos sistemas
fisicos: un servomotor y un levitador magnético. El primero corresponde a una planta de
segundo orden donde se busca controlar la posiciéon angular a través de un voltaje de
actuacién. El segundo sistema a controlar es un levitador magnético, donde se controla
la posicién de un rotor a partir de una corriente de actuacién. En el caso del levitador se
evidencian algunas limitantes del controlador, las cuales se analizan y se buscan soluciones
particulares para mejorar el control. Para ambos sistemas se obtienen datos experimentales
que evidencian la estabilidad del lazo cerrado al fijar el ancho de banda lo suficientemente
rapido. En estos experimentos se utiliza tanto el controlador continuo como el discreto y se
comparan los resultados.

Palabras Claves

Incertidumbre, Value Set, Control Robusto, Ceros de muestreo
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ABSTRACT

OR control system design, simplified models of the plant that represent its essential

characteristics are usually considered. To understand the effect of poles and zeros in
the plant model, a high frequency nominal model is proposed wich does not have such
uncertainties. This nominal model will allow to decouple the controller design from the
robust stability analysis of the true closed-loop.

In this thesis a stabilizing control law is obtained for plants with uncertainty in the
position of its poles, which is determined by the bandwidth of the nominal closed-loop.
Both continuous-time and discrete-time equivalent models are considered. In both cases,
lower bounds for the nominal bandwidth are obtained to ensure the stability of the true
closed-loop.

This work proposes addressing the control of continuous plants with uncertainty using
a nominal model based on its high-frequency response. Pole assignment is proposed for
controller design, allowing parameterization in terms of the nominal closed-loop bandwidth.
Additionally, robust control techniques will be used to ensure the stability of the true
closed-loop polynomial, which corresponds to a family of polynomials with uncertainty.
The hypothesis is that by using the nominal model and the proposed controller, closed-loop
stability will be achieved by sufficiently fast nominal bandwidth setting.

This thesis provides lower bounds for the relationship between the nominal bandwidth
and the bound of uncertain poles. Lower bounds are also obtained for a variant of the
controller that incorporates origin poles to solve the problems that arise when considering
uncertain zeros in the true plant model.

The effect of poles with uncertainty in discrete-time systems is also analyzed. First,
the discrete plant model is formulated for low-order systems without poles, and the
high-frequency nominal model is used, which benefits from its exact discrete model
obtained directly through Euler-Frobenius polynomials. In this discrete nominal model,
the asymptotic sampling zeros appear explicitly, and they are considered in the controller
design. To illustrate their importance when operating at high frequency, a second nominal
model is considered, which does not include the asymptotic sampling zeros. With the true
discrete model and the two nominal discrete models, a biproper controller is proposed and
the controller design is based on the nominal bandwidth. Under the same hypothesis as
in the continuous-time case, the stability of the true closed-loop is ensured if the nominal
bandwidth is sufficiently fast.

Finally, the proposed control law in this thesis is tested on two physical systems: a
servomotor and a magnetic levitator. The first corresponds to a second-order plant where
the aim is to control the angular position through an actuation voltage. The second system
to be controlled is a magnetic levitator, where the rotor position is controlled based on an
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Abstract v

actuation current. In the case of the levitator, some limitations of the controller are evident,
which are analyzed, and specific solutions are sought to improve control. Experimental data
is obtained for both systems, demonstrating closed-loop stability by setting the bandwidth
sufficiently fast. Both continuous and discrete controllers are used in these experiments, and
the results are compared.

Keywords

Pole uncertainties, Value Set, Robust Control, Sampling Zeros
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Por lo general, cuando se analiza un sistema dindmico, se aborda a través de un
modelo, lo que lleva consigo la inevitable presencia de errores de modelado. Este modelo
se puede obtener a partir de leyes fisicas que simplifican el fenémeno que describen, de
datos experimentales, utilizando herramientas de inferencia estadisticas o una combinacién
de ambos enfoques [1]. Ademds, con el avance de la tecnologia el poder de procesamiento
ha aumentado y las tasas de muestreo son mas rapidas, por lo que es de interés estudiar
el comportamiento de los sistemas a alta frecuencia y también disenar controladores que
contemplen estas condiciones.

El modelado de sistemas se suele hacer en baja frecuencia, ya que en la medida que se
cuente con la respuesta a escalén de una planta, es facil aproximar los datos a un modelo
de primer orden con tiempo muerto (FOPDT) [2] con lo que se puede disefiar un tipico
controlador PID [3]. Incluso se pueden utilizar modelos de segundo orden si es que el sistema
presenta un comportamiento oscilatorio amortiguado. En ambos casos se necesita realizar
un experimento y obtener la respuesta a escalén del sistema o proceso.

Ahora bien, si se considera operar en alta frecuencia, estd la propuesta de utilizar un
modelo de alta frecuencia [4], modelo que sintetiza la dindmica del sistema en base al grado
relativo y la ganancia de alta frecuencia del modelo de la planta. Al utilizar el modelo de
alta frecuencia el error de modelado se encontrara en baja frecuencia por lo que se debe
disenar un controlador que opere en alta frecuencia.

En el presente trabajo se considerara el estudio de casos de control discreto donde
se utilizan modelos muestreados de la planta. Dichos modelos muestreados incorporan
dindmicas propias del proceso de muestreo que se conocen como ceros de muestreo o
Sampling Zeros [5] y ya que se propone utilizar un modelo nominal de alta frecuencia junto
con un alto ancho de banda nominal de lazo cerrado, es que estds dindmicas incorporadas
se vuelven convenientes de incluir al momento de disenar el controlador.

Tanto para el caso de tiempo continuo como para el caso de tiempo discreto, se trabajara
con un modelo de alta frecuencia, donde los errores de modelado se pueden considerar como
incertidumbres en el modelo de la planta, pasando del estudio de una planta al de una familia
de polinomios con incertidumbre, cuyo objetivo ahora es la estabilidad robusta. Al trabajar
en estabilidad robusta una posibilidad es aplicar el teorema de Kharitonov, el cual asegura la

2



1.1. DEFINICION DE PROBLEMA 3

estabilidad de una familia de polinomios al estudiar solo cuatro polinomios caracteristicos de
esta familia. Sin embargo, el teorema requiere independencia en los coeficientes de la familia
de polinomios. En los ultimos anos se ha buscado generalizar el teorema de Kharitonov a
polinomios con determinadas dependencias en sus coeficientes [6], [7], [8] pero no existe aun
una generalizacion del teorema para dependencias arbitrarias de dichos coeficientes.

En [9] y [10] se estudia a fondo el control robusto desde un enfoque de polinomios con
incertidumbre, entregando herramientas de andlisis y de diseno que se utilizardn para dar
solucién al problema de esta Tesis.

1.1. Definicion de problema

Las plantas que se consideran son sistemas lineales e invariantes en el tiempo, cuya
funcién de transferencia tiene la estructura mostrada en (1.1).

B(s) _ bIIZi(s = 5))
A(s) H?:l(s — )

donde la posicién de cada polo {a;} € Ry cero {;} € R son desconocidos y la ganancia
b se le denominard ganancia de alta frecuencia.

El sistema continuo puede aproximarse por su modelo de alta frecuencia el cual queda
descrito por dos pardametros: el grado relativo y la ganancia de alta frecuencia.

Gels) = (L1)

Bols) _ b _ b (1.2)

Gols) = Ao(s) s g7

El modelo de alta frecuencia (1.2) serd considerado como el modelo nominal de la planta,
mientras que el modelo (1.1) original serd considerado como el modelo verdadero.

Para el diseno del sistema de control, se plantea un controlador bipropio y una estructura
de lazo cerrado de un grado de libertad. El controlador queda de grado 2r—1 que corresponde
al minimo grado con el que se puede hacer asignacién de polos.

P(s)  pos” ' +p1s" .. +pr_y
C = f— 1-3
(5) L(s) st st 2 (1.3)

Se escogen los parametros del controlador utilizando asignacién de polos, donde se
resuelve la ecuacién Diofantina correspondiente [11], y se obtiene el polinomio de lazo cerrado
nominal:

Aco(s) = Ao(s)L(s) + Bo(s)P(s)

=(s+a)*! (14

donde el pardmetro de disenio «, corresponde al ancho de banda del lazo cerrado nominal.
Los parametros {p;,l;} del controlador (1.3) quedan determinados por a y se pueden
calcular a partir de (1.4) obteniendo:

(1.5)
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4 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

Se aplica el controlador a la planta continua con incertidumbre obteniéndose el polinomio
de lazo cerrado ”verdadero”:

Aq(s) = A(s)L(s) + B(s)P(s)

m

H(s—ai)

i=1

(s" P lsTTE L)

(1.6)

b | [](s =8| (os™ " +p1s" >+ ... +pra)
j=1

El polinomio (1.6) corresponde a una familia de polinomios con incertidumbre y se busca
garantizar su estabilidad para un rango de valores {cy, §;}. El problema a resolver consiste
en determinar condiciones o un rango de valores para el parametro de diseno « de forma
que el controlador asociado estabilice todas las plantas dentro de la familia de polinomios.

La problematica se aborda desde el control robusto, el cual cuenta con herramientas
analiticas y graficas, como, por ejemplo, el Value Set [9] y [10], que corresponde a un mapeo
en el plano complejo del polinomio con incertidumbre evaluandolo en las frecuencias no
negativas, s = jw con w = [0,00[. Esta herramienta se utiliza junto con el Teorema de
Exclusién del Cero [9], el cual asegura la estabilidad de una familia de polinomios siempre
que el origen del plano complejo esté excluido del mapeo generado por el polinomio.

Una linea de trabajo complementaria es analizar el comportamiento del lazo cerrado
cuando el diseno del controlador se hace en tiempo discreto. La ventaja del modelo nominal
propuesto (1.2) es que puede obtenerse de manera simple su modelo discreto exacto:

A" B,(z)
= ——— 1.
en que B, (z) determina los ceros de muestreo [5]:
Br(2) = bjz" "t bor2" 2 4 L (1.8)

P = i(—l)’“—ll’“ (’,;*}) (1.9)

=1

Los ceros de muestreo son asintdticos para una planta arbitraria, pero como se ve en
(1.7) para este caso en particular los ceros aparecen de forma explicita y corresponden
a los polinomios de Euler-Frobenius, (ver demostracién en [5]). Estos ceros, si no son
considerados, pueden afectar la estabilidad del lazo, por lo que es conveniente tenerlos en
cuenta al momento de realizar el diseno del controlador en tiempo discreto.

1.2. Estado del Arte

Respecto al diseno de un control estabilizante basado en modelos de alta frecuencia,
un primer trabajo se realizé en [4] donde se acoté la ubicacién de los polos a una regién
conocida del plano complejo. En dicho articulo se aplica el Teorema de Ostrowski [12], el
cual se muestra como Teorema 1, para establecer una cota minima sobre el ancho de banda
nominal del lazo cerrado. Este enfoque fue el de andlisis de polinomios complejos, donde
el teorema utilizado entrega informacién de la maxima distancia entre las raices de dos
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polinomios, lo que permite disenar el ancho de banda nominal de tal forma que los polos
de lazo cerrado verdadero no se distancien de los polos de lazo cerrado nominales mas que
un valor determinado, y de esta forma todos queden en el semiplano izquierdo del plano
complejo. Se encontraron condiciones suficientes para la estabilidad del lazo cerrado para
una planta, como se muestra en (1.10), de segundo orden, sin ceros y cuyos polos estin
acotados en magnitud por una constante M tal que |aq 2| < M. Se utilizé un controlador
bipropio dado por (1.11) donde el pardmetro de disefio a corresponde al ancho de banda de
lazo cerrado nominal. El resultado que se obtuvo fue que el controlador estabiliza la planta
si se escoge un « mayor que, aproximadamente, 3000 veces la magnitud del polo mas rapido
de la planta (1.10).

b
G(s) = ———— 1.10
() (s —a1)(s — ag) (1.10)
3a?s + o

Cls) = —=— 1.11

(s) 5+ 3a ( )
Teorema 1 (Teorema de Ostrowski). Sean dos polinomios dados por (1.12) y (1.13) con
ag =1y by = 1. Las n raices de f(s) vienen dadas por 01 ,...,0/ y las raices de G(s) son

09,....0m.
f(s) = aos" +a15" "+ ...+ an = [[(s - 0)) (1.12)
i=1
g(s) =bos" +b1s" "+ ...+ by ZH(S—Hf) (1.13)

=1

Entonces se pueden ordenar las raices de cada polinomio de forma que se cumple la siguiente
inecuacion:

n 1/n
max;|0] — 09] < (2n— 1) {ka ka”k} , (1.14)
1=1
_ 1/k l/k)
T =2 max (|ak| by (1.15)
Demostracion. Ver demostracién en [12] O

En el mismo articulo [4], se aplicé el teorema de Ostrowski en el disefio de un controlador
discreto y se establecieron condiciones suficientes de estabilidad para una planta discreta de
segundo orden, obteniendo nuevamente una cota conservadora, del orden de 9000 veces la
relacién entre el ancho de banda del lazo nominal con el mayor polo de la planta.

Las demostraciones en [4] son para plantas de hasta segundo orden, mientras que en esta
propuesta se plantea abordar el problema como uno de control robusto en el que se podra
establecer una ley de control para sistemas de orden 2 y superiores, considerando de igual
forma el disenio en tiempo discreto y obteniendo condiciones para el ancho de banda nominal
menos conservadoras.

En el drea de control robusto se ha utilizado el teorema de Kharitonov, el cual toma gran
relevancia ya que establece condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de una
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6 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

familia de polinomios con incertidumbre solo al evaluar cuatro polinomios caracteristicos. El
desafio que tiene este teorema es que supone independencia en los coeficientes de la familia de
polinomios. Diversos investigadores han intentado generalizar este teorema: en [6] trabajan
sobre una familia de polinomios cuyos polos se restringen a un area sectorial del plano
complejo y mediante divisiéon de polinomios logran establecer condiciones la estabilidad de
la familia de polinomios. En [7] se trabajan familias de polinomios cuyos coeficientes se
relacionan multilinealmente entre si, testeando estabilidad robusta con ciertos polinomios
caracteristicos propios de los valores extremos de los parametros inciertos.

El teorema de Kharitonov y los trabajos que buscan generalizarlo, fija un ntimero finito
de polinomios a estudiar, por lo que se suele proceder a evaluar estabilidad mediante el
algoritmo de Routh. En esta area de investigacién se busca desarrollar condiciones suficientes
sobre un polinomio para lograr la estabilidad robusta, como se ve en [13].

1.3. Publicaciones asociadas
Parte del trabajo presentado en esta Tesis fue publicado en el articulo [14]:

= E. A. Elgueta and J. I. Yuz, “Robust control of continuous-time systems with pole
uncertainties,” in 2022 IEEE International Conference on Automation/XXV Congress
of the Chilean Association of Automatic Control (ICA-ACCA), 2022.

1.4. Estructura del documento

Este documento se divide en 5 Capitulos:

Capitulo 1 Una introduccién al problema de estudio. Presentando la hipétesis, el estado
del arte y la publicacién asociada.

Capitulo 2 Se revisan las herramientas y métodos relevantes de control robusto.

Capitulo 3 Se disefia el controlador y se analiza la estabilidad robusta del lazo cerrado
resultante para plantas de tiempo continuo.

Capitulo 4 Se disena el controlador y se analiza la estabilidad robusta del lazo cerrado
resultante para plantas de tiempo discreto.

Capitulo 5 Se implementa la ley de control propuesta en esta Tesis a dos sistemas fisi-
cos: un servomotor y un levitador magnético, mostrando los datos experimentales obtenidos.

Capitulo 6 Se presentan las conclusiones, aportes y una descripcién o aproximacién del
trabajo a futuro.

DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA



Capitulo 2

CONTROL ROBUSTO

L control robusto es una rama de control automaético en la que se busca disenar un

controlador que estabilice una planta la cual posee incertidumbre en su modelo. El
objetivo es disenar un controlador que mantenga la estabilidad del lazo cerrado incluso
cuando la planta verdadera difiera del modelo nominal que se utilizé en el diseno del
controlador. Dicha diferencia entre el modelo nominal y el modelo verdadero o de calibracion
no puede ser arbitrariamente grande, por lo que la incertidumbre tiene a su vez un modelo
y debe estar acotado de alguna manera.

A modo de ejemplo; sea una planta como se muestra en (2.1). Dicha planta posee dos
polos ubicados en s = a1 y s = aw, y si se considera que ambos polos no estdn fijos, sino
que yacen dentro de una regién del espacio de pardmetros, entonces la planta es un sistema
con incertidumbre.

Guls) = ’ S (2.1)

(s—a1)(s—az) s24ar1s+as

Las incertidumbres van a ser las componentes de un vector de incertidumbre ¢ el cual
debe estar contenido en un conjunto limite Q. Se tienen dos opciones para fijar los pardmetros
inciertos de la planta anterior: la primera y mas natural seria que cada coeficiente del
polinomio de segundo grado del denominador sea un pardmetro (¢ = [a1,az]), mientras
que la segunda opcién es que sean la posicién de los polos (¢ = [aq, as]). La ventaja de la
primera opcién es que el denominador de la funcién de transferencia queda con coeficientes
que dependen linealmente de ¢ pero estos no tienen una cota clara que los limite. Habria una
cota si la funcién de transferencia se hubiese obtenido de ecuaciones fisicas con pardmetros
inciertos, como lo son: masa, inercia, inductancia, resistencia, entre otros. Pero debido a que
se esta trabajando con una funcién de transferencia genérica, a; y as no se pueden atribuir
a ninguna constante fisica cuyo valor esté acotado por lo que no es conveniente fijarlos como
componentes de q. Por otro lado, si se escoge la posicién de los polos como las componentes
de ¢ entonces si se puede fijar una cota para estos, por ejemplo al limitar que los polos de la
planta sean menores en magnitud a una cota arbitraria M. Esta cota puede ser la magnitud
del polo més réapido o un valor mayor con el cual acote la magnitud de los polos de la planta.

El conjunto ) queda determinado por los valores que puede tomar el vector de
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8 CAP{TULO 2. CONTROL ROBUSTO

incertidumbres ¢. En el capitulo 3 se asumira que cada componente ¢; de ¢ estd acotada por:
—M < q; < M. Por lo que el conjunto @ vendra dado por un subconjunto de R™, donde n
es la dimension de ¢, el cual se denominard caja:

Q={q:qe[-M M]x...x[-M M|} (2.2)

Con el objetivo de disefiar un controlador que asegure estabilidad robusta, se necesitan
herramientas de control robusto que permitan analizar la estabilidad de polinomios con
incertidumbre. A continuacién se mostrardn las més usuales, discutiendo cuales se pueden
utilizar para resolver la problematica de la Tesis.

2.1. Teorema de estabilidad robusta

El teorema de Nyquist es el resultado mas conocido cuando se habla de este tema. Este
teorema entrega condiciones suficientes bajo las cuales se asegura la estabilidad de lazo
cerrado disefiando en base a un modelo nominal.

Teorema 2 (Teorema de estabilidad Robusta.). Considere una planta G.(s) y su modelo
nominal Go(s) el cual es estabilizado con un controlador C(s). Se asume que Go(s)C(s) y
G.(8)C(s) tienen el mismo nimero de polos inestables. Entonces una condicidn suficiente
para la estabilidad de lazo cerrado viene dado por:

To(Gw)l|Ga(jw)| =

Go(jw)C(jw) ‘ ‘Gc(jw) — Go(jw) <1, Vw (2.3)

1+ Go(jw)C(jw) Go(jw)

donde Ty (jw) es la funcion de sensibilidad complementaria nominal y Ga(jw) es la respuesta
en frecuencia del error de modelado multiplicativo.

Demostracion. Ver [11]. O

Este teorema entrega condiciones suficientes mas no necesarias, ya que por ejemplo, no
es concluyente si se utiliza para analizar el problema de estudio de esta tesis. En el Capitulo
3 se analiza la estabilidad de una planta de primer orden con un polo con incertidumbre, en
base al siguiente polinomio caracteristico:

Au(s,q) =s+a—a (2.4)

La funcién de sensibilidad complementaria nominal viene dada por (2.5) la cual tiene
ganancia unitaria para frecuencia w = 0.

To(s) = - jfa (2.5)

El error de modelado multiplicativo (2.6) tiene ganancia —1 para w = 0 por lo que no se
puede utilizar el teorema pues |ToGalw—0 = 1 y por tanto no garantiza estabilidad robusta
con el Teorema 2. Debido a esto se buscan otras herramientas de analisis de estabilidad de
polinomios.

—
GA(S7q) = 5 — ;1 (26)
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2.2. TEOREMA DE KHARITONOV 9

2.2. Teorema de Kharitonov

El teorema de Kharitonov es una herramienta muy importante en control robusto. El
teorema permite analizar la estabilidad de una familia de polinomios inciertos que estén
acotados por una caja @ al evaluar solo cuatro polinomios caracteristicos de la familia.

El Teorema fue desarrollado por Kharitonov, V.K quien demostré que una familia
infinita de polinomios puede ser caracterizada por solo cuatro polinomios caracteristicos.
Por lo complejo de la demostracion, por varios anos no se reconocio el teorema como una
herramienta 1til en el andlisis de estabilidad robusta. Por lo mismo varios investigadores
trataron de refutarla, sin embargo, terminaron demostrando el teorema por vias alternativas.
Lo anterior se menciona en [9] que a su vez destaca el trabajo de Dasgupta [15] quien
expuso la geometria rectangular de un polinomio incierto p(jw,@) y también el trabajo
de Minnichelli, Angnost y Desoer [16] quienes aprovecharon la geometria rectangular de la
familia de polinomios e incorporaron el Teorema de Exclusién del Cero, que se expone en
esta Tesis como el Teorema 14, para finalmente obtener una demostraciéon més sencilla del
teorema de Kharitonov.

Antes de enunciar el teorema de Kharitonov se requieren las siguientes definiciones:

Definicién 3 (Familia de polinomios inciertos). Una familia de polinomios inciertos se
refiere a un conjunto o coleccion de polinomios en el que algunos de sus coeficientes o
términos son desconocidos o variables, es decir, estin sujetos a incertidumbre. En lugar de
tener coeficientes fijos, estos coeficientes pueden tomar valores dentro de ciertos rangos.

Definicién 4 (Incertidumbres independientes). Una familia de polinomios se dice tener
incertidumbres independientes si cada coeficiente del polinomio tiene solo un componente g;
de q y este no se repite en otro coeficiente.

Definicién 5 (Familia de polinomios interval). Una familia de polinomios se dice interval
si tiene incertidumbres independientes, cada coeficiente varia continuamente con respecto a
q y el conjunto limite Q) es una caja.

Se agrega el argumento ¢ a la familia de polinomios para explicitar que tiene pardmetros
inciertos. Por tanto, una familia de polinomios interval se puede expresar como:

p(s,q) = Z gs' (2.7)

La familia de polinomios interval puede reescribirse en funcién de los valores maximos y
minimos de cada componente de g, siendo estos ¢/"'" < ¢; < ¢;**".
n
p(s,q) = [, g s’ (2.8)
i=0

Definicién 6 (Polinomios de Kharitonov). Los cuatro polinomios de Kharitonov se obtienen
al mazximizar y minimizar cada coeficiente de una familia de polinomios con incertidumbres
independientes, de forma intercalada como se muestra a continuacion:
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10 CAP{TULO 2. CONTROL ROBUSTO

Ki(s) =g + q""s + ¢§"*"s* + ¢§"*"s° + ... (2.9)
Ko(s) = qi"™ + q"** s+ ¢5"" s> + ¢5""" s + ... (2.10)
Ks3(s) = ¢ + q""s + q3""s* + 5" s + ... (2.11)
Ky(s) = ¢ + q"* s + q3"*"s* + ¢5"'"s” + ... (2.12)

Con las definiciones anteriores se puede enunciar el teorema de Kharitonov

Teorema 7 (Teorema de Kharitonov). Una familia de polinomios interval P de grado
invariante es robustamente estable si y solo si los cuatro polinomios de Kharitonov son
estables.

Demostracion. Ver [8] U

Para terminar el anélisis de estabilidad de los cuatro polinomios de Kharitonov, se puede
utilizar cualquier test de estabilidad como, por ejemplo, el algoritmo de Routh. El impacto
que tiene este teorema es que cualquier polinomio sin importar su grado, puede ser analizado
con solo 4 polinomios. Ademads, los cuatro polinomios de Kharitonov se obtienen facilmente
al evaluar el vector de incertidumbre ¢ en los valores extremos de cada componente, que
corresponden a los vértices de la caja Q.

Por ejemplo, se analiza una planta de primer orden cuya posicién del polo sea un
pardmetro incierto ¢ = o], acotado por un valor M propio de la caja Q = [-M, M].

b
S —

G.(s) = (2.13)

Hay que obtener el polinomio de lazo cerrado, para lo cual se necesita definir un
controlador. En el capitulo 3 se mostrard el diseno del controlador para este tipo de planta,
por lo que ahora se mostrara el polinomio de lazo cerrado al que se va a llegar donde « es
un parametro de diseno. El polinomio de lazo cerrado se muestra a continuacién:

Aa(s,q) =s—a1+a (2.14)

Se tiene que la familia de polinomios es de grado invariante y se cuenta solo con una
incertidumbre por lo que es independiente. Por tanto se satisfacen las condiciones del
Teorema de Kharitonov y se puede utilizar el teorema. Al ser un polinomio de primer orden,
se tiene que dos de los cuatro polinomios se repiten.

Ki(s)=s+a—-M (2.15)
Ky(s)=s+a+M (2.16)
K3(s) = Ka(s) (2.17)
Ky(s) = Ki(s) (2.18)

Se concluye que para que la familia de polinomios sea estable se necesita que el parametro
de disenio « sea mayor que la cota M. Si se define la cota M como la magnitud del polo mas
rapido, entonces se obtiene una relacion entre o y M. De forma que la razén entre ambos
parametros debe ser al menos 1 para que la familia sea robustamente estable.

Es importante observar que una limitacién del Teorema de Kharitonov es que requiere
que los coeficientes de la familia de polinomios tengan incertidumbres independientes con
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respecto al vector de incertidumbre. Debido a lo anterior, el tipo de problemas que se puede
resolver con el Teorema de Kharitonov queda limitado a la estructura que tenga la familia
de polinomios a analizar. Y generalmente se utiliza cuando el modelo de la planta proviene
de ecuaciones diferenciales lineales.

Para efectos de esta Tesis no sirve el Teormea de Kharitonov para plantas de orden dos o
superior, ya que los polinomios de lazo cerrado que se obtendran para estos casos no cumplen
con la condicién de incertidumbres independientes en sus coeficientes. Es por esto que en la
siguiente seccién se muestra la herramienta que se utilizard a lo largo del desarrollo de esta
Tesis.

2.3. Value Set

Una tercera posibilidad para analizar la estabilidad robusta de polinomios es el Value
Set, herramienta grafica en la que se evalia una familia de polinomios incierta para una
frecuencia dada y en todo el rango que pueden tomar sus parametros con incertidumbres.
Luego se puede utilizar en conjunto al Teorema 12 (Teorema del Mapeo) y el Teorema 14
(Teorema Exclusién del Cero) para determinar si la familia es robustamente estable o no.
La definicién del Value Set se muestra a continuacion:

Definicién 8 (Value Set). Dada una familia de polinomios incierta p(s,q), un conjunto
limite Q y una frecuencia dada w > 0. El Value Set p(jw, Q) corresponde a un subconjunto
del plano complejo, el cual se compone de todos los valores de p(s,q) al variar el vector de
incertidumbres q sobre Q.

p(jw, Q) = {p(jw,q) : ¢ € Q} (2.19)

Con el fin de esclarecer como se utiliza esta herramienta, se muestra un ejemplo a
continuacién para una planta de segundo orden.

Ejemplo 9. Considere el sistema de segundo orden dado por:

b

(s —a1)(s—ag)

Ge(s) = (2.20)

Al igual como se menciond en la Seccion 2.2 del Teorema de Kharitonov, la eleccion y
disenio del controlador se especificard en el Capitulo 3. Por ahora se muestra directamente
el polinomio de lazo cerrado (2.21), el que depende de dos pardmetros inciertos ¢ = [aq, as]
y del parametro de disenio a:

Au(s,q) = s + 5%(3a — a1 — ag) + 5(30% — 3a(a1 + o) + ) + o 4+ 3aajas  (2.21)

En la Figura 2.1 se grafica el Value Set, al fijar la frecuencia en w = 1, el pardmetro
de disenio o = 2,42 y variando el vector de incertidumbre q sobre Q = [—1,1] x [-1,1]. Se
puede observar como el Value Set es una region no convexa del plano complejo. Sin embargo,
pareciera que la region esta contenida por la envoltura convexa conformada por sus vértices,
lo cual se corrobora con el Teorema del Mapeo pero antes se necesita de algunas definiciones.

Definicién 10 (Estructura multilineal). Una estructura multilineal se da si cada coeficiente
ai(q) de una familia de polinomios incierta se puede escribir como una funcidn afin en
términos de las componentes q; del vector de incertidumbres q, es decir, al fijar una de sus
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12 CAP{TULO 2. CONTROL ROBUSTO

Value Set

a0

[

Real{ }

Figura 2.1: Value Set para familia de polinomios (9) considerando w =1y a = 2,42

incertidumbre q; y dejar libre el resto de componentes de q se puede reescribir el coeficiente
como se muestra a continuacion:

ai(q) = a1 f1(qz, -, @) + falaz, ... ) (2.22)

Por ejemplo, en el polinomio (2.21) el tercer coeficiente no es lineal debido al término
a1 pero si se fija a; se obtiene:

302 — 3a(a; + az) + ajag = aj(as — 3a) + 3az — 3aan (2.23)

Por tanto, el coeficiente se puede reescribir como una funcién afin de ¢;. De la misma forma
si se fija ap en el coeficiente se obtiene:

302 — 3a(ag + ag) + a1as = as(a; — 3a) + 31 — 3aan (2.24)

Por tanto, el tercer coeficiente del polinomio (2.21) se puede reescribir como una funcién afin
de go. Con lo anterior se puede afirmar que el coeficiente tiene una estructura multilineal
con respecto al vector de incertidumbres q.

Definicién 11. (Envoltura conveza) Dado un conjunto C € R* (no necesariamente es
convero), su envoltura convexa convC es el conjunto convero mds pequenio que contiene
a C. Si CT es la coleccion de todos los conjuntos converos que contienen al conjunto C,
entonces:

convC = ﬂ ct (2.25)

Teorema 12 (Teorema del Mapeo). Sea Q C R! una caja con 2! puntos extremos {q'} y
f:Q — RF es multilineal. Con

f(Q)={f(9): ¢ Q}
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el rango de f. Entonces se tiene que:

convf(Q) = conv{f(q")}

Demostracion. Ver [9] O

El teorema del Mapeo muestra que el Value Set estd contenido por la envoltura convexa
determinada por la imagen de f evaluada en los puntos extremos del conjunto limite, si es
que el polinomio tiene coeficientes con estructura multilineal.

Lo anterior ocurre con todos los coeficientes del polinomio A, (s, q) por lo que se puede
aplicar el teorema del Mapeo y por tanto, el Value Set es un subconjunto de la envoltura
convexa determinada por el mapeo A (s, q) de los vértices de Q). Esto se puede observar en
la Figura 2.2 en la que el Value Set (en negro) queda contenido por la envoltura convexa
(en azul), para el caso de la familia de polinomios (2.21) del ejemplo 9.

Value Set

30

Real{}

Figura 2.2: Value Set (en negro) y envoltura convexa (en azul) para la familia de polinomios
(9) considerando w =1y a = 2,42

Finalmente se puede exponer el Teorema de Exclusién del Cero, el que permite analizar
la estabilidad robusta de un polinomio al inspeccionar si el Value Set contiene o no el origen
del plano complejo.

Definicién 13. (Conjunto conexo) Un conjunto X € R™ es conezo si para dos elementos
cualquiera 2°, 21 € X hay una funcién continua ® : [0,1] — X tal que ®(0) = 2% y

O(1) = 2t

Teorema 14 (Teorema de Exclusién del Cero). Sea una familia de polinomios de grado
imwvariante, con un conjunto limite QQ conexo, con coeficientes que dependen continuamente
del vector de incertidumbre a;(q) y al menos un miembro de la familia estable p(s,q°).
Entonces la familia de polinomios es robustamente estable si y solo si el origen del plano
complejo z = 0 no estd contenido en el Value Set p(jw, Q) para toda frecuencia w > 0, es
decir, la familia de polinomios es robustamente estable si y solo si
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14 CAP{TULO 2. CONTROL ROBUSTO

0 ¢ p(jw,Q) (2.26)

para toda frecuencia w > 0.
Demostracion. Ver [9] O

El Teorema de Exclusion del cero se basa en el movimiento continuo de los polos de lazo
cerrado al variar continuamente los coeficientes del polinomio caracteristico. Al evaluar para
las frecuencias w > 0 se estd evaluando el polinomio en el eje imaginario y si no hay fre-
cuencia en la que el polinomio se haga cero, significa que el polinomio no tiene un polo de la
forma (s+ jw). Como existe al menos un miembro de la familia que tiene todos sus polos en
el semiplano izquierdo del plano complejo y los polos de lazo cerrado varian continuamente
al variar ¢, se tiene que todos los miembros de la familia deben ser estables ya que no hay
ningun cruce por el eje imaginario.

Ahora bien, si se trabaja con un problema en el que la familia de polinomios satisface
las condiciones del Teorema de Exclusién del Cero entonces lo que se debe hacer para lograr
la estabilidad robusta es que el Value Set para toda frecuencia w > 0 no contenga al origen
del plano complejo. Como los coeficientes tienen una estructura multilineal se tiene que el
Value Set es un subconjunto de la envoltura convexa de los puntos extremos ¢° de la caja Q.
Por tanto, si la envoltura convexa no contiene al origen tampoco el Value Set y por tanto
la familia de polinomios es robustamente estable.

Continuando con el ejemplo 9, los puntos extremos de la caja ( del polinomio
caracteristico (2.21) son:

¢ =[-1,-1] (2.27)
¢ =1,1] (2.28)
@ =[-1,1] (2.29)
¢t =1,-1] (2.30)

En base al Teorema del Mapeo, basta estudiar el polinomio evaluado en los puntos
extremos ¢*, de forma que se generan ramas en el plano complejo que son funciones de la
frecuencia w y del pardmetro de diseno «. Se busca el par (w, &) = (wo, Qeritico) que haga que
el Value Set contenga al origen en su frontera y de esta forma se obtiene el « infimo que hace
al polinomio robustamente estable. La envoltura convexa tiene cuatro vértices pero debido
a la simetria del modelo de la planta dos de estos vértices se mapean al mismo polinomio,
como se ve en (2.33) y (2.34).

p(jw,q") = (jw)? + (jw)?(Ba + 2) + (jw)(3a® + 6a + 1) + a® + 3« (2.31)
p(jw, ¢?) = (jw)? + (jw)?(Ba — 2) + (jw)(3a® — 6a + 1) + o + 3« (2.32)
p(jw,q°) = (jw)* + (jw)*(3a) + (jw)(3a® = 1) + @’ - 3a (2.33)
pjw,q") = (jw)® + (jw)?(3a) + (jw)(3a® = 1) +a® — 3a (2-34)

El caso de estudio de una plata de tiempo continuo de segundo orden se terminara en el
siguiente capitulo, donde se obtendra que se requiere que el parametro de disefio a sea mayor
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2.3. VALUE SET 15

a 2,42 veces la cota M que limita la magnitud de los polos inciertos del modelo verdadero
de la planta. Es importante destacar que con esta herramienta gréfica, se puede analizar la
estabilidad de un polinomio de orden arbitrario por lo que se utilizara el Value Set a lo largo
de esta Tesis para determinar si una familia de polinomios es robustamente estable.
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Capitulo 3

SISTEMAS CONTINUOS

Los procesos fisicos son sistemas dindmicos de tiempo continuo que pueden ser modelados
matematicamente con ecuaciones diferenciales, en su representacién de variables de estado
o en una funcién de transferencia. En este capitulo se propone disefiar un control robusto de
lazo cerrado para una planta arbitraria de grado relativo r, utilizando un modelo nominal
de alta frecuencia. Se realizard un estudio de casos para plantas de bajo orden.

3.1. Modelo de la planta

Con el objetivo de analizar un sistema continuo genérico, se trabaja con funciones de
transferencia de polos y ceros inciertos. De esta forma se considera un modelo de la planta
cuya posicién de polos y ceros son desconocidos mas su magnitud estd acotada. En (3.1) la
planta queda descrita por tres tipos de pardmetros: se cuenta con m ceros dados por {3;},
n polos dados por {«;} v la ganancia b que deja el numerador como un polinomio ménico.

. b H;n=1 (s = 55)
H?:l (s —a)
Para el andlisis a desarrollar en esta Tesis, se considera que los parametros inciertos del

modelo de la planta no pueden ser arbitrariamente grandes, es decir, se considera que tanto

los polos como los ceros, se encuentran dentro de una regiéon acotada del plano complejo.

Especificamente, se hard el supuesto que se encuentran dentro de un circulo de radio M

centrado en el origen del plano complejo. Lo anterior se puede ver reflejado en la Figura 3.1

donde los polos (x) y ceros (0) pueden estar en cualquier punto interior del circulo de radio

M, cuyo valor puede ser una estimacion del polo o cero de mayor magnitud.

Ge(s) (3.1)

3.2. Modelo nominal

Una vez que ya se cuenta con la funciéon de transferencia que describe un sistema
continuo genérico, queda decidir un modelo nominal en base al cual se realiza el diseno del
controlador. El modelo (3.1) de la planta se considera como el modelo verdadero que describe
el comportamiento del sistema, mientras que el modelo nominal es una simplificacién que
conserva las caracteristicas fundamentales bajo algin criterio.

16



3.2. MODELO NOMINAL 17

Figura 3.1: Disposicién de los polos y ceros de la planta dentro de un circulo de radio M en
el plano complejo

En este trabajo se considerara un modelo de alta frecuencia de la planta, el cual consiste
en un integrador multiple que queda descrito por dos parametros: su ganancia en alta
frecuencia b y su grado relativo r. De esta forma, el modelo nominal de la planta queda con
la siguiente estructura:

Go(s) = — (3.2)

Primero se tiene que el grado relativo r corresponde a la diferencia entre el nimero de
polos y el niimero de ceros del modelo de la planta. El grado relativo determinaré el orden
del integrador y al hacer un diagrama de Bode, determina la pendiente de la asintota de
magnitud en alta frecuencia, siendo la inclinacién de 20r[dB] por década.

Sea una planta de ejemplo dada por (3.3), esta tiene un grado relativo r = 2 por lo que
su modelo nominal corresponde a un integrador doble. Para ilustrar la importancia de la
ganancia b, en la Figura 3.2 se puede observar el diagrama de Bode del sistema (3.3) en azul
y el de un integrador doble (3.4) en naranjo, donde la inclinacién de 40[dB] por década es
igual en ambos casos. En la misma figura, se aprecia que se requiere ajustar la ganancia del
modelo nominal para que coincida la magnitud con la del modelo verdadero del sistema.

B 4(s+3)
Gels) = G D)6 =0) (33)
Gols) = S% (3.4)

La ganancia de alta frecuencia se obtiene al escribir el numerador y el denominador de
la funcién de transferencia como polinomios monicos, siendo la ganancia de alta frecuencia
la constante que queda al realizar la factorizacion. De hecho, la funcién de transferencia en
(3.1) puede reescribirse como (3.5), por tanto, para alta frecuencia el modelo nominal y el
modelo verdadero son indistinguibles, 1o que se ve reflejado al calcular el limite (3.6) cuando
la frecuencia tiende a infinito.
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18 CAP{TULO 3. SISTEMAS CONTINUOS

Bode Diagram
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Figura 3.2: Diagrama de Bode del sistema (3.3) en azul y de un doble integrador (3.4) en
naranjo

b IT, (1 - %)

Ge(s) = I, 0= (3.5)
wlirr;o ‘Gc(jw) - ﬁ =0 (3.6)

En el sistema (3.3) la ganancia de alta frecuencia es b = 4. Con este valor se llega a que
el modelo nominal es (3.7) y se puede graficar el diagrama de Bode para verificar que el
modelo nominal refleja el comportamiento de la planta en alta frecuencia (ver Figura 3.3).

4
De esta forma, se aprecia que el modelo nominal escogido aproxima adecuadamente el
modelo verdadero del sistema para alta frecuencia. Adicionalmente, este modelo nominal de
la planta considera toda una clase de funciones de transferencia cuyo modelo queda descrito
por solo dos parametros la ganancia b y el grado relativo 7 y no por los pardmetros inciertos
del modelo de la planta {«;, 8;}.

3.3. Diseno del controlador

Una vez que se cuenta con un modelo nominal de la planta, existen varias opciones
de controladores y métodos de diseno que se pueden elegir: PID, controlador bipropio,
retroalimentacién de estado, entre otras. En esta Tesis se trabaja con la funcién de
transferencia y se busca estabilizar plantas de orden alto, por tanto se decide utilizar un
controlador bipropio y se utiliza la arquitectura estandar de un grado de libertad para
control de lazo cerrado como se ve en la Figura 3.4.

El diseno del controlador viene dado por el siguiente Lema.

Lema 15. Sea un modelo nominal de alta frecuencia dado por (3.8). Se puede utilizar un
controlador bipropio dado por (3.9) el cual queda parametrizado en funcidn del ancho de
banda de lazo cerrado nominal o y sus coeficientes se calculan de acuerdo a (3.10)-(3.11).
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3.3. DISENO DEL CONTROLADOR 19

Bode Diagram
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Figura 3.3: Diagrama de Bode del modelo verdadero de la planta (3.3) en azul y del modelo
nominal (3.7) en naranja

Ri(s) E(s) Cle) U(s) Gyls) Y(s)

h 4

Y

Figura 3.4: Arquitectura de control de 1 grado de libertad

Bo(s) b
= = — 3.8
Ao(s) 8™ (38)
P(s) pos" ' +pis" P+ .. +pa
L(s) s l4Ds™ 24 .. 414

Go(s)

liz(%il)of i={1,...,r—1} (3.10)

2r —1\ ot
pi—(TJrZ.)b i={0,...,r—1} (3.11)

Demostracion. El polinomio caracteristico de lazo cerrado nominal que se obtiene al utilizar
el controlador (3.9) junto a la planta nominal (3.8) viene dado por:

Acio(s) = Ap(s)L(s) + Bo(s)P(s) (3.12)
=s"(s" T s A L) Fh(pos” T A pisTT R pel) (3.13)

=57 s s 4 bpos”  Fbprs" T 4 by (3.14)

Se propone utilizar asignacién de polos por lo que el polinomio (3.14) se iguala a

(s + a)?~L. Luego se utiliza el Teorema del Binomio el cual permite obtener una expresién
analitica para cada término del polinomio.
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20 CAP{TULO 3. SISTEMAS CONTINUOS

2r—1 — (2r—1 2r—1—k k
(s+ ) = Z 2 5 o (3.15)

k=0

Al hacer una igualacién de polinomios entre (3.14) y (3.15) se obtiene (3.10) y (3.11),
con lo que queda demostrado el lema. O

Utilizar un controlador bipropio junto a asignacién de polos permite que el lazo cerrado
nominal tenga una dinamica arbitrariamente disenada. Se fijaron los 2r — 1 polos de lazo
cerrado en s = —a siendo « el ancho de banda nominal de lazo cerrado y el pardmetro de
disenio con el cual se analizard la estabilidad del sistema.

3.4. Estabilidad del lazo verdadero

En la seccién anterior se consideré un modelo de la planta, un modelo nominal y un
controlador parametrizado en términos de la variable de diseno «. En esta seccién se
analizard la estabilidad del lazo cerrado verdadero, la cual se obtiene al implementar el
controlador disenado para el modelo nominal al modelo verdadero.

La hipdtesis que se tiene en esta tesis es que si se escoge un ancho de banda nominal « lo
suficientemente rapido, el controlador podra estabilizar la planta verdadera a pesar de tener
incertidumbre en la posicién de polos y ceros. Esta idea se estudié en primera instancia con
simulaciones en Matlab que mostraron que en la medida que o aumentaba, los polos de
lazo cerrado se desplazaban a la izquierda del plano complejo. Para evidenciar lo anterior se
retoma la planta de ejemplo (3.16), con modelo nominal (3.17) y un controlador dado por
(3.18):

§) = 4(s+3)
Gels) (s—=2)(s+1)(s—4) (3.16)
Gols) = (3.17)
Pos + p1
C(s) = ?s+7l1 (3.18)

Al hacer igualacién de polinomios del polinomio caracteristico de lazo cerrado nominal
con el polinomio de disefio (s + a)3 se obtiene que los pardmetros vienen dados por:
3a? al

I =3 - = — 3.19
1=3a, po=— 0 p= (3.19)

El polinomio de lazo cerrado verdadero se muestra a continuacion:

4(s +3)(3a?s + a?)
4

En la Figura 3.5 se grafican los cuatro polos de lazo cerrado de la planta para distintos

valores de ancho de banda nominal «, variando desde un o = 1 en azul hasta a = 25 en

rojo. Se observa que para un a = 1 el lazo cerrado es inestable ya que hay dos polos de

lazo cerrado en el semiplano derecho del plano complejo. Al aumentar el ancho de banda

a a = 10 se tiene que los polos de lazo cerrado se desplazaron al semiplano izquierdo del

Au(s) =(s=2)(s+1)(s —4)(s + 3a) + (3.20)
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3.4. ESTABILIDAD DEL LAZO VERDADERO 21

plano complejo por lo que el sistema de lazo cerrado es estable. Al seguir aumentando el
valor de a se observa que el lazo cerrado sigue siendo estable y que los polos de lazo cerrado
se desplazan mas hacia la izquierda, como se ve para el caso a = 25.

Pole-Zero Map
20 T T
Gura=25
. oy 5
ok :
f v a=10
2 g
: K
L8 B+ ] r=1
@ 0L 00000 00 0000 om o 2T
4 e
2 ‘o
2 £
b :
15 e :
& g
;

-50 -40 -30 -20 -10 o 10
Real Axis (seconds ™)

Figura 3.5: Polos de lazo cerrado para distintos valores de «

El objetivo es determinar condiciones sobre el ancho de banda nominal o de forma que
se garantice la estabilidad del lazo cerrado verdadero, es decir, que el diseno del controlador
en el Lema 15 garantice estabilidad robusta. Observando que al hacer més rdpido el ancho
de banda nominal se logra que el lazo cerrado verdadero sea estable, entonces se busca
generalizar este hecho. Primero se analizard el caso en que la planta solo cuenta con polos
inciertos (sin ceros) y se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 16. Sea una planta continua con la estructura de (3.21) con un modelo nominal
de alta frecuencia (3.22) y un controlador bipropio dado por (3.23) y bajo el supuesto de
que los polos se encuentran limitados por un circulo de radio M centrado en el origen.
Entonces existe un ancho de banda mominal o lo suficientemente grande tal que el lazo
cerrado verdadero es estable.

_ B(s) b
G = Ae) = a5 —aw) (3-21)
Go(s) = igg; = s% (3.22)

P(s) _pos" ' +... 4 paa
= = 2
Cls) L(s) s+l (3.23)

Demostracion. El polinomio de lazo cerrado viene dado por:
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22 CAP{TULO 3. SISTEMAS CONTINUOS

Aa(s) =A(s)L(s) + B(s)P(s),

n

H(s — ;)

=1
+ b(p08n71 + ... —|—pn_1).

(" ) (3.24)

Se reemplazan los coeficientes del controlador de acuerdo al Lema 15 en términos de la
variable de disefio o y se escala el polinomio por 1/a?™~1, se obtiene:

Aa(s) = [ﬁ(i - 2’)1 ((2)n_1 n (2n1 1) (z)m_%r

i=1 (3.25)
n 2m — 1 ) 2m — 1 i(f)m—l_f_ n 2m — 1
. m—1 " m by, T 2m—1) )"
Luego se aplica el cambio de variable t = s/« y se define §; = «; /v, resultando:
Aa(s) = [Tt - o] (=4 (27 D em2 g
¢ 11 i 1
=
n 2m — 1 n 2m — 1 =1y 2m — 1 N 2m — 1
m—1 m m+1 o 2m —1 '
(3.26)

Se observa que al escoger un « > M, recordando que M es la cota maxima para cada
polo de la planta, entonces los coeficientes §; tienden a cero §; — 0, quedando el polinomio
aproximadamente:

= (et (P Yo (). (3.27)

Reordenando los términos se obtiene que el polinomio de lazo cerrado es
aproximadamente:

= () —2m=1 (Zml— 1) p2m=2 (2721—11) oy <2mm— 1> 1y

L (Qm - 1) 7 (3.28)

2m — 1
=(t+ 1)1,
Con lo cual los 2m — 1 polos de lazo cerrado tienden a s = —a y por tanto el sistema
serd estable. O

El resultado anterior muestra que a pesar de que el lazo cerrado nominal es estable para
a > 0, el lazo cerrado es estable solo para valores suficientemente grandes de «. Entonces,
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3.5. ESTUDIO DE CASOS DE PLANTAS DE BAJO ORDEN 23

existe un infimo « que estabiliza el lazo cerrado y el objetivo entonces es encontrar este
valor. Otra acotaciéon importante es que, como se vio en el Teorema 16, el polinomio de lazo
cerrado es escalable por el parametro a. Por lo que, si se define la razén entre el ancho de

banda nominal y la cota M como:
@

K= o7 (3.29)

Entonces se busca el infimo valor para x que haga estable el lazo cerrado.

3.5. Estudio de casos de plantas de bajo orden

En esta seccién se analizan los casos de sistemas de bajo orden, buscando las herramientas
que permitan establecer las cotas infimas de . Se consideran distintos casos: plantas solo
con polos inciertos y plantas tanto con polos y ceros inciertos, en que £ = a/M es el cociente
entre el ancho de banda nominal « y la cota de la magnitud de los polos y ceros de la planta
verdadera.

3.5.1. Plantas con polos inciertos

Primer orden

Se analiza el caso de primer orden, que consta solo con un parametro incierto. Se define
el vector de incertidumbre ¢ = [a1] y el conjunto limite dado por @ = [-M, M]. La planta
verdadera viene dada por (3.30) y su modelo nominal es un integrador dado por (3.31):

Go(s) = igg = - _bal (3.30)
Gol) = 20 =2 (3:31)

El controlador en este caso es la ganancia pg y al plantear el polinomio caracteristico
nominal se puede dejar el controlador en términos del ancho de banda nominal «, como se
muestra a continuacion:

P(s)
= Do
L(s)

C(s) = (3.32)

Aco(s) =s+bpy = (s+ )
_a (3.33)
Po = E

El objetivo es encontrar el menor valor de « con el cual asegurar la estabilidad de la
planta ante la presencia del polo incierto aq, el cual puede tomar cualquier valor entre
[-M, M]. Para aquello se plantea el polinomio caracteristico, obteniéndose:

Ac(s,q) =s+a—oa (3.34)

Donde se observa que el lazo cerrado verdadero serd estable si el ancho de banda nominal
es mayor que el polo incierto, es decir, si @ > a;. Como el polinomio es escalable, se llega a
que la razoén x buscada en este caso es kK = 1. Este caso resulta sencillo pero refleja la idea
fuerza de que un ancho de banda nominal lo suficientemente rapido estabiliza la planta con
incertidumbre en su polo.
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24 CAP{TULO 3. SISTEMAS CONTINUOS

Al encontrar que la cota infima es k = 1, se tiene que el ancho de banda debe ser
al menos tan rapido como la cota sobre el polo incierto M. Por ejemplo, si se tiene un
sistema de primer orden con @ = [—3, 3] entonces la planta es robustamente estable para
a > 3. Lo anterior se puede ver en la Figura 3.6 donde se graficé la respuesta escalén de
la funcién de sensibilidad complementaria del lazo cerrado T'(s), ver (3.35), para cuatro
casos: con a = {3,3,1,10,100}. En los cuatro graficos se evalud el vector de pardmetros en
ap = {-3;-2,5;-2;—1,5;—1; —0,5; 0;0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3} para corroborar que el sistema es
estable Vq € @), donde la curva roja corresponde a a« = —3 y la azul corresponde a o = 3.

B(s)P(s) a

T = =
(S) S+a—aq

A(s)L(s) + B(s)P(s) (3.35)

Respuesta escalén de T(s) Respuesta escalén de T(s)

Amplitud [-]
Amplitud [-]

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 10 20 30 a0 50 60 70 80 20

Tiempo [s]

(a) Lazo cerrado con a = 3

Respuesta escalén de T(s)

Tiempo [s]

(b) Lazo cerrado con o = 3,1

Respuesta escalén de T(s)

o 0z o4 0 o8 1 12 14 o 001 002 ooz 004 o0s 008 007 o.o8
Tiempo [s] Tiempo [s]

(c) Lazo cerrado con a = 10 (d) Lazo cerrado con o = 100

Figura 3.6: Respuesta escalén de las funciones de sensibilidad complementaria T'(s)

La Figura 3.6a corresponde a la cota limite por lo que la familia de polinomios no
es robustamente estable, lo que concuerda con que hay un sistema criticamente estable,
correspondiente a a; = 3. En las Figuras 3.6b, 3.6¢ y 3.6d todos los sistemas son estables y
se puede observar como a medida que o aumenta, las respuestas escalones se estabilizan en
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un estado estacionario més cercano a 1. Lo anterior se debe a que la ganancia a continua de
T(s) con oo — oo tiende a 1.

lim T(05) = 1 (3.36)

a—r00

Segundo Orden

Para analizar el caso de segundo orden se comienza planteando el modelo de la planta
(3.37), el que tiene un vector de incertidumbre ¢ = [ay, 2] con un conjunto limite dado
por Q = [—M, M] x [-M, M]. Se resalta el hecho que los coeficientes del denominador del
modelo de la planta tienen una dependencia no lineal con respecto al vector de pardmetros
inciertos g pero si multilineal.

b b
Gels) = (s —a1)(s — ag) T2 s(a1 + ag) + aras (3.37)

El modelo nominal viene dado por (3.38), el controlador es (3.39) y sus pardmetros
quedan definidos en funcién del ancho de banda nominal de acuerdo al Lema 15, obteniéndose
(3.40).

Go(s) = (3.38)
_Postp
Cls) =7 I (3.39)
302 a?
l1 =3a, po= 77 pP1 = ? (3-40)

Para analizar la estabilidad del sistema se plantea el polinomio caracteristico de lazo
cerrado (3.41). Este polinomio tiene coeficientes multilineales con respecto al vector ¢ por
lo que se puede utilizar el Teorema del Mapeo ( Teorema 12).

Ay = 5%+ 5%(3a — a1 — az) + 5(30% — 3a(ar + a2) + 1) + o 4 3aaias (3.41)

El Teorema del Mapeo establece que la envoltura convexa de una familia de polinomios
con coeficientes multilineales es igual a la envoltura convexa de los puntos extremos de la
familia. Por lo que al graficar el Value Set, que es un mapeo de una familia de polinomios
para w > 0 evaluando los posibles g € @, este queda generado por los puntos extremos que
encierran al Value Set de la familia de polinomios. Los puntos extremos son: ¢! = [~ M, —M],
@ =[M,M], ¢ =[-M,M] y q¢* = [M,—M] destacando que, por simetria, en este caso de
segundo orden, A.(s,q%) = Au(s,q*) por lo que solo se trabaja con los primeros tres puntos
extremos.

La Figura 3.7 corresponde al Value Set de la familia de polinomios (3.41) para « = 1
donde los puntos azules son el mapeo de ¢', los puntos verdes son del punto ¢? y los puntos
rojos son del punto ¢3. Los tridngulos negros son la envoltura convexa de los puntos extremos
y como ya se dijo, los puntos extremos ¢* y ¢* se mapean a la misma imagen por lo que el
Value Set estd encerrado por tridngulos.

Ahora se puede utilizar el Teorema de Exclusién del Cero (Seccién 2.3) pero primero hay
que garantizar que se cumplen los supuestos del teorema. La familia de polinomios A (s, q)
es de grado invariante, el conjunto limite () es conexo, los coeficientes del polinomio son
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Value Set
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Figura 3.7: Value Set para el polinomio (3.41) con v =1

funciones continuas en ¢ y existe al menos un miembro de la familia estable, siendo este
Au(s,6%) con ¢° = [0,0] ya que corresponde al polinomio de lazo cerrado nominal el cual
es estable por construccién. Cumpliéndose todos los supuestos del teorema se tiene que la
familia de polinomios serd robustamente estable si y solo si el Value Set no contiene el origen
del plano complejo.

El Value Set de los puntos extremos A (s, ¢') forma ramas en el plano complejo que
dependen de la frecuencia w y del pardmetro de diseno a. Como la estabilidad robusta
depende de si el origen se encuentra dentro del Value Set de la familia de polinomios y
este estd contenido en la envoltura convexa del mapeo de los puntos extremos, entonces se
buscan puntos (o, w) que provoquen que estas ramas crucen el origen.

Se plantea la familia de polinomios separada en su parte real P(w) y su parte imaginaria
Q(w), ecuaciones (3.45)-(3.47), con el objetivo de encontrar un conjunto (o,w) con o > 0y
w > 0 que anule el polinomio.

Aa(jw, q) = P(w,q) + jQ(w, q) (3.42)
P(w,q) = —w*(3a — a1 — o) + ® + 3aa;az (3.43)
Q(w, q) = w(—w” +3a” — 3a(ay + az) + araz) (3.44)

Considerando w = 0 se tiene que Q(w) es cero y se busca el o que haga P(w) = 0. Por
el Teorema del Mapeo basta con evaluar en los puntos extremos. No obstante, solo el caso
de ¢? entrega un resultado real, como se muestra a continuacién:

P =0a%+3aaia0 =0 (3.45)
a=+v—-3a1a2 (3.46)
a=V3M - k=13 (3.47)
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El primer punto solucién entonces es (o, w) = (v/3M,0). Luego se tiene que considerar
el caso en que w > 0, si se despeja el término w? del paréntesis de (3.44) y se reemplaza en
(3.43) se obtiene:

—8a® 4+ 1202 (0 + az) — 3oy + a2)? + ajaz(a; +as) =0 (3.48)

Se evalia la expresion anterior en ¢!, se utiliza la sustitucién o = kM ya que se busca el
infimo de k, como se puede ver en (3.49). Al resolver la ecuacién se obtienen dos soluciones
complejas y una solucién real negativa, por ende no son soluciones tutiles.

0= —8a3 +12a%(—2M) — 3a(—2M)? + M?*(—2M)
0= —8a%—24a*M — 12aM? — 2M3

3.49
0= —8k*M3 — 24k*M> — 123 — 2M3 (3.49)
0= —8k% — 24K — 12K — 2
El segundo punto extremo ¢2 lleva a la siguiente ecuacién:
0=—a®+1202(2M) — 3a(2M)? + M*(2M
(20) — 3a(200)? + M*(201) 530)

0= —8k%+ 24K — 12k + 2

Al resolver numéricamente la ecuacion cibica se obtienen dos soluciones complejas y una
real positiva, siendo esta dltima x = 1+ 2/3 4+ 22/3 x~ 2 42 la solucién a utilizar.

Finalmente, el tercer punto ¢® anula los términos (a; + az) de (3.48). Llegando a una
solucién trivial k = 0, valor que no esté dentro del conjunto solucién, quedando descartado.

0 = —8a3 +12a%(0) — 3a(0) + 0
3 (3.51)
0= —-8a
En sintesis, se ha encontrado dos posibles soluciones (o, w) = {(v/3M,0), (2,42M,2,02)}.
La primera soluciéon hace que la rama verde cruce por el origen, como se ve en la Figura
3.8a, mientras que la segunda solucién hace que sea la rama roja la que cruce por el origen,
como se ve en la 3.8b. De las dos soluciones se escoge la que tenga un mayor « y si se
prueba que para valores mayores de « las ramas suben en el plano complejo, entonces se
puede asegurar que la familia de polinomios y, por tanto, el lazo cerrado verdadero son
robustamente estables.
Al calcular la derivada parcial de la parte imaginaria Q(w) con respecto a « se obtiene:

% = UJ(GOé — 3(0[1 + OZQ)) (352)

La derivada parcial anterior se evalda en los puntos extremos ¢* y se obtiene que si
a > M entonces g—g > 0, es decir, todo aumento positivo de a hace que las ramas suban en
el plano complejo obteniéndose entonces que el infimo de k es 2,42.

Tercer orden

Con el caso de tercer orden se procede de manera similar que en los casos anteriores.
El modelo de la planta viene dado por (3.53) y su modelo nominal de alta frecuencia por
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Figura 3.8: Value Set para el polinomio (3.41) para distintos valores de «

(3.54).
Ge(s) = b (3.53)
N (s —a1)(s — a9)(s — az) ’
Go(s) = 523 (3.54)

El controlador viene dado por (3.55) y sus pardmetros en funcién del ancho de banda
nominal o se muestran en (3.56) de acuerdo con el diseno en el Lema 15.

. pos® 4 p1s + ps

C(s) = 3.55
(8) 52+113+12 ( )
1003 5ot ab
h=50, b=10a% py=——, p1=-, P2=— (3.56)

El polinomio caracteristico de lazo cerrado viene dado por (3.57). Esta familia de
polinomios tiene un vector de incertidumbre ¢ = [ay, a2, a3] y un conjunto limite dado
por Q = [-M, M| x [-M, M] x [-M, M].

Au(s,q) = (s — a1)(s — a2) (s — a3)(s* + bas 4+ 10a?) + (10a*s* + 5a’s +a®)  (3.57)

Si se expande el polinomio caracteristico se observa que sus coeficientes son multilineales
en ¢ por lo que el Teorema del Mapeo es valido. Por tanto, se tiene que el Value Set del
polinomio estd contenido por la envoltura convexa del Value Set de los puntos extremos.
Como el conjunto limite @) es un cubo, se tienen ocho puntos extremos, uno por cada vértice,
pero debido a la simetria del modelo en que cada «; es intercambiable, solo cuatro de estos
vértices se deben analizar. Es decir, los puntos extremos a analizar son: ¢! = [-M, —M, —M],
¢° = (M, —M,—M], ¢ = [M,M,—M] y ¢t = [M, M, M].

En la Figura 3.9 se muestra el Value Set evaluado en « =4, w =2y M = 1. Los puntos
extremos ¢', ¢?, ¢> y ¢* son las marcas () azul, verde, magenta y roja respectivamente,
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mientras que las marcas (x) negras son valores intermedios que toma ¢ en Q. Ademds, se
graficé la envoltura convexa de los puntos extremos dada por el cuadrildtero que une los
puntos extremos.

Value Set
2800 T

2600

2400

2200

2000

3500 <3000 2500 -2000 -1500 -1000 -500 a 500

Figura 3.9: Value Set para el polinomio (3.57) paraun a =4y w = 2

Luego se verifica que se cumplan los supuestos del Teorema de Exclusiéon del Cero. La
familia de polinomios A.(s,q) es de grado invariante, el conjunto limite @ es conexo, los
coeficientes del polinomio son funciones continuas en ¢ y existe al menos un polinomio
estable, dado por ¢° = [0,0, 0] que corresponde al polinomio de lazo cerrado nominal el cual
es estable por construccion. Entonces la familia de polinomios es robustamente estable si y
solo si el Value Set no contiene al origen, por lo que se buscan los puntos (o, w) que hagan
que el polinomio se haga cero.

El polinomio caracteristico se separa en su parte real P(jw) y su parte imaginaria Q(jw),
se forma un sistema de ecuaciones al evaluar la parte real y la parte imaginara en los puntos
extremos ¢'.

Aa(jw,q) =P(w,q) + jQ(w, q) (3.58)
P(w,q) =w*(5a — a1 — ag — az) — w?(100® — 1002 (ay + ag + az)+ (3.59)
Sa(aias + ajas + asas) — ayasas) + o — 10a’aazas (3.60)

Q(w,q) =w® —w3(10a? — 5a(ag + as + az) + ayas + ajas + azasz)+ (3.61)
w(sat +10a%(aay + aras + azas) — baayasas) (3.62)

El sistema consta de dos ecuaciones que dependen de o y w pero son ecuaciones no
lineales que se resuelven numéricamente. De las posibles soluciones que se obtienen, se
descartan las soluciones complejas y las negativas, también se excluye la soluciéon a = 0.
Finalmente la solucién con un « mayor es la que entrega la cota infima de k = 5,5885, esta
cota corresponde al caso de evaluar el sistema de ecuaciones en el punto extremo ¢*. A modo
de ilustrar esta cota es que se presenta el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 17. Sea un sistema de tercer orden dado por En la Figura 3.10 se muestra el
Value Set para o = 5,5885 suponiendo un conjunto limite de @ = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1].
Se observa que con este valor de « la curva roja pasa justo por el origen del plano complejo,
por lo que se confirma que es la cota infima que asequra la estabilidad del lazo cerrado.

Value Set

Qfjev,a)

&

Figura 3.10: Value Set para el polinomio (3.57) con a = 5,5885

Planta de cuarto orden

Con una planta de cuarto orden se sigue un procedimiento similar al de los casos
anteriores. En este caso, el modelo de la planta es (3.63) y su respectivo modelo nominal es
(3.64).

b

Gels) = (s —a1)(s —az)(s — az)(s — ay) (3.63)
Go(s) = ;4 (3.64)

El controlador viene dado por (3.65) y los pardmetros definidos en (3.66) de acuerdo al
Lema 15.

_ pos® + p15% + pas +p3

C(S) 53 + l182 + ZQS + l3 (365)
35a 21a® 7a8 7
h=Taly =210 Iy = 350", pg = = p1 = ——pp = o= - (3.66)

El polinomio de lazo cerrado viene dado por (3.67) y se observa que se cumplen los supuestos
del Teorema del Mapeo y mediante el Teorema de Exclusién del Cero se puede buscar el
infimo de a que estabilice el lazo cerrado.

Ay = (s—al)(s—ag)(s—ag)(s—a4)(s3+1152+125+13)+b(p053 +p152+p25+p3) (3.67)
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En la Figura 3.11 se grafica el Value Set de los puntos extremos para el caso en que el
conjunto limite viene dado por @ = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1] x [-1,1]. El conjunto limite
@ tiene 32 vértices pero por simetria se tiene que solo 5 son los que se utilizan, el resto de
vértices son mapeados a alguno de estos 5.

gf Value Set

Qfjev,a)

Figura 3.11: Value Set para el polinomio (3.67) con a = 12,2644

Para encontrar el infimo « se debe plantear el sistema de ecuaciones al igualar la parte
real y la parte imaginaria del A.(s,q) a cero. En este caso se obtiene que la cota infima &
es 12,2644.

3.5.1.1. Metodologia general

Para plantas de orden superior puede aplicarse la metodologia trabajada en las secciones
anteriores para plantas de 1°" a 4% orden (sin ceros). Esta metodologia se resume a
continuacion:

= Se plantea el modelo nominal.
= Se calcula el controlador en base a la cantidad de polos del modelo de la planta.

= Se utiliza el polinomio de lazo cerrado y se plantea el sistema de ecuaciones de la parte
real e imaginaria del A, (s, q) igualadas a cero.

= Se verifican los supuestos del Teorema del Mapeo y de Exclusién del Cero.

= Se evalia el sistema de ecuaciones en los puntos extremos y se resuelve el sistemas de
ecuaciones.

= De las posibles soluciones se escoge el mayor « que serd la cota infima x para el ancho
de banda de diseno del lazo cerrado nominal.
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3.5.2. Plantas con polos y ceros inciertos

En las secciones anteriores se estudié el problema de una planta de tiempo continuo con
polos inciertos. En esta seccién se analiza el efecto que tiene sobre una planta genérica la
presencia de ceros con incertidumbre. Cabe destacar que el modelo nominal y el controlador
dependen del grado relativo de la planta, por lo que se consideran solo casos en que el
grado relativo sea al menos uno. Con el fin de ilustrar el efecto que tiene en la planta la
incorporacion de ceros inciertos, es que el primer caso de estudio corresponde a una planta
de segundo orden con un cero incierto.

Planta con un cero y dos polos

El modelo de una planta con dos polos y un cero viene dado por (3.68). El vector de
incertidumbre es ¢ = [B1, a1, 2] pero el conjunto limite @ no es simple de definir debido
a la presencia del cero. Por ejemplo, el cero podria tener el mismo valor que uno de los
polos y dependiendo del signo, darse una cancelacion inestable, resultando en que el lazo
cerrado sea inestable independiente del controlador que se elija. (Debido a lo anterior, no se
sabe si la incorporacién del cero incierto necesitard agregar un segundo supuesto sobre la
magnitud y posicién de este en el plano complejo). No obstante, el modelo nominal de alta
frecuencia es independiente de estas consideraciones sobre el cero, por lo que se plantea el
modelo nominal (3.69) y se continua con el disefio del controlador.

b(S — ,61)
(s —ai)(s —aa)
Go(s) = b (3.69)

S

Gols) = (3.68)

El modelo nominal es de primer orden por lo que el controlador queda como una ganancia pg
y al obtener el polinomio de lazo cerrado nominal (3.71) se puede parametrizar el controlador
en funcién del ancho de banda nominal a.

C(s) =po (3.70)
Aco(s) =s+bpo=s+a (3.71)
Po=7 (3.72)

Para analizar la estabilidad de la planta se obtiene el polinomio de lazo cerrado verdadero
(3.73). Este polinomio depende de los tres pardmetros con incertidumbre y del pardmetro de
disenio « pero en este caso, a diferencia de las plantas con solo polos inciertos, no todos los
coeficientes del polinomio tienen al menos un término exclusivamente con «. Esto implica
que no se podra manipular el coeficiente de grado cero si el cero 81 tiene magnitud cero.

Au(s,q) = s> +s(a—a; —a) + o — afy (3.73)

Considerando el hecho que el polinomio caracteristico es de segundo orden, para garantizar
estabilidad es necesario y suficiente que los coeficientes sean positivos. Debido a esto se
originan las siguientes inecuaciones:

a > o+ Qo (374)
a0 > Oéﬂl (375)
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De la primera inecuacién se tiene que « debe ser mayor que la suma de los polos inciertos, y
como estan limitados por la cota M, es suficiente que o > 2M . La segunda inecuacion indica
que la cota sobre oo depende del inverso multiplicativo de 31, marcando una cota superior o
inferior dependiendo de si es un cero de fase no minima o de fase minima. También muestra
que el cero de la planta no puede estar en el origen pues, en ese caso, desaparece la variable de
diseno en ese coeficiente. Para visualizar el efecto que tiene el cero 8, se plantea el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 18. Se considera una planta dada por (3.76), se fija la cota M =1 con lo que
g € [-1,1] x [-1,1] x [-1,1] y un ancho de banda nominal fijo de o = 3 por lo que el
controlador viene dado por C(s) = 3.

1(8 — 51)

(s —a1)(s — az)

G(s) = (3.76)
Luego se grafica la parte real del polo dominante del polinomio caracteristico verdadero en
funcion de 8. En la Figura 8.12 se consideran los 3 puntos extremos (evaluando c; = £ M ):
en azul el caso de los dos polos estables, en verde el caso de un polo estable y el otro inestable
y en rojo el caso de los dos polos inestables. De esta figura se puede observar que para
B1 > 0 al menos hay un polinomio de la familia que es inestable, por lo que se concluye que
para consequir la estabilidad robusta el cero By debe ser al menos de fase minima. En este
caso particular se obtiene que la familia de polinomios es robustamente estable si y solo si
b1 < —%. Lo anterior concuerda con la inecuacion (3.75) donde al despejar o y considerando

el caso del cero estable 51 < 0, se llega a que o > 0‘1—?2

Planta 2 polos 1 cero
1 T T T T T

o8 b [4\1,{\2]=[—1,—1] |
[nl,nz]=[—1,1]
06 [nl,nz]=[1,1] B

o4 r i

cl

02 b

-02

04 | | g

Polo dominante del A _ (s)

-06 4

Figura 3.12: Polo dominante del A, vs 1

Destacando el caso en que el cero sea de fase minima, la inecuacion (3.75) entrega una
cota minima para «, cota que tiende a infinito en la medida que el cero se acerca al origen.
Lo anterior muestra que, para cualquier ancho de banda nominal escogido, se puede tomar
un (1 lo suficientemente cerca del origen que hace que el lazo cerrado verdadero sea inestable.
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Para solucionar el problema asociado a la presencia de ceros cercanos al origen es que se
propone forzar integracién en el controlador, por lo que la nueva estructura de controlador
es (3.77). Este cambio hace que al momento de obtener el polinomio caracteristico de lazo
cerrado, al multiplicar los polinomio A(s) de (3.76) y L(s) de (3.77) no se obtenga un término
independiente de s, por lo que el término constante del polinomio de lazo cerrado verdadero
dependerd solo de a y (1.

C(s) = 1%*?1 (3.77)

Como se aument6 el orden del controlador, el polinomio caracteristico de lazo cerrado
nominal también aumenta de grado y se debe recalcular los coeficientes del controlador por
igualaciéon de polinomios, como se muestra a continuacién:

Aco(s) = s? 4+ b(pos +p1) = (s+ a)2 (3.78)
2 a?
Do = ? b1 = ? (3~79)

Para analizar la estabilidad del lazo cerrado verdadero se plantea el polinomio caracteristico:

Ay =8+ 5220 — a; — ag) + s(a? — 2af) + ayan) — By (3.80)

Como primera observacién se tiene que el coeficiente de grado cero restringe la posicién
del cero, ya que el polinomio solo podria ser estable si el cero es de fase minima. Una segunda
observacién es que con este nuevo controlador, el coeficiente constante del polinomio (3.80)
se mantiene positivo en la medida que el cero 31 se acerca al origen desde el semiplano
izquierdo del plano complejo, eliminando asi la dependencia inversamente proporcional entre
a'y 1 que se observé en (3.73). Se ilustra este resultado continuando el Ejemplo 18 pero
considerando el controlador (3.77).

Ejemplo 19. Se considera la planta (3.76) y la estructura del controlador dada por (3.77),

se fija el ancho de banda nominal en o = 3 con lo que el controlador resultante es:

_6s+9
s

C(s)

(3.81)

Se procede a graficar el polo dominante de lazo cerrado en funcion del cero B, como se
observa en la Figura 3.13. Del grdfico se deduce que el lazo cerrado verdadero es estable si
B1 < 0 para los tres casos de puntos extremos, en contraste con la Figura 3.12 en que la
familia de polinomios es robustamente estable para B < %1 Por tanto, ambos controladores
requieren que el cero By sea de fase minima y al considerar integracion en el controlador, se
puede obtener una cota para o que garantice estabilidad robusta para la familia de polinomios
sin importar que tan cercano al origen se encuentre el cero [31.

Ahora queda obtener la cota para el ancho de banda nominal, entonces se separa la
parte real e imaginaria del polinomio (3.80) de lazo cerrado verdadero y se igualan a cero
de manera andloga a las secciones anteriores y como se muestra a continuacién:

Aa(jw) = P(w) +jQ(w) (3.82)
P(w) = —w?(2a —a; —az) —a?B; =0 (3.83)
QW) = w(—w? +a? —2af; + aja) =0 (3.84)
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Planta 2 polos 1 cero y controlador con integracion

1 T T T T T T T T
5
[nl,nz]=[—1 ~1] //
g eagl=l-1,1] /,/

05 y i
. [{\I,nz]:['l,'l] //
-.“_".[_J o
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E
G ]
o
[s]
©
o

15 . . . . L . . .

-1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 02 04 08 [iF:] 1

Figura 3.13: Polo dominante del A, vs 1

El sistema de ecuaciones anterior se debe evaluar en los puntos extremos dado por los
vértices de la caja Q = [—M,0[x[—M, M| x [-M, M]. Se descartan los vértices en que
£1 = 0 ya que por la Figura 3.13 se observa que la familia de polinomios se mantiene estable
en la medida que el cero 5, se acerca al origen.

Al evaluar el sistema de ecuaciones en oy = ag = —31 = M en el sistemas de ecuaciones
(3.83)-(3.84) se obtiene la ecuacion (3.86) que tiene por solucién x = 1,1421. Este es el valor
de la cota infima de la razén entre el ancho de banda nominal « y la cota sobre la magnitud
de los ceros y polos del modelo verdadero M.

—20% — o®M 4+ 2aM? +2M3 =0 (3.85)
253 — K24+ 26 +2=0 (3.86)
k= 1,1421 (3.87)

En la Figura 3.14 se grafica el Value Set para la planta (3.76) del Ejemplo 18 pero con el
nuevo controlador y considerando un ancho de banda nominal o« = 1,1421. Ya que la familia
de polinomios cumple con los supuestos del Teorema de Exclusiéon del Cero, se corrobora
que el lazo cerrado verdadero es robustamente estable.

Ahora bien, falta analizar si forzar integracién en el controlador es suficiente para casos
en que se cuente con mas de un cero con incertidumbre, por lo que a continuacién se procede
a analizar el caso de una planta con tres polos inciertos y 2 ceros inciertos.

Planta dos ceros y tres polos

Con el caso de una planta de tercer orden con dos ceros inciertos se procede de
forma similar al caso anterior. El modelo verdadero viene dado por (3.88) y el vector
de incertidumbre es ¢ = [B1,02,01,a2,a3] y se mantiene el supuesto que los ceros
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Value Set

Q(jw,q)

B
&
8
th
=}
o

P(.q)
Figura 3.14: Value Set para la plata (3.76) con el controlador con integracién (3.77) y un
o =1,1421
inciertos son de fase minima, por lo que el conjunto limite vienen dado por @ =
[—M,0[x[-M,0[x[-M, M] x [-M, M] x [-M, M].

b(s — B1)(s — B2)

(s —a1)(s—ag)(s — as)

Ge(s) = (3.88)
El modelo nominal de alta frecuencia viene dado por (3.89) y el controlador obtenido
con el Lema 15 es (3.90):

b
Go(s) = - (3.89)

S

@
Cls)=p =5 (3.90)
Para analizar la estabilidad robusta se plantea el polinomio de lazo cerrado verdadero
dado por (3.91) y se puede observar en este polinomio que el coeficiente constante tiene
el mismo problema que el caso anterior (un cero y dos polos), es decir, hay un término
independiente de a y el término a3 B2 puede desaparecer en la medida que los ceros 51 y/o
(B2 se acercan al origen del plano complejo.

Ag =(s—a1)(s —a2)(s — as) + bpo(s — B1)(s — B2) (3.91)
=52+ 5% (a—a; —ay —az) + s(—a(B1 + B2) + a1as + ayaz + azas) (3.92)
+apfifz — arazas (3.93)

Lo anterior queda ilustrado en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 20. Sea una planta dada por (3.94) en que se b = 3, M = 1 y por ende
q = [P1, B2, a1, a2, 3] € [-M,0[x[-M,0[x[—M, M| x [-M, M| x [-M, M]. Se fija el ancho
de banda nominal en a =3 con lo que el controlador queda C(s) = 1.

G(S): 3(8_51)(8_ﬁ2)
(s —o1)(s —a2)(s — a3)
Se procede a graficar la parte real del polo dominante del polinomio de lazo cerrado en
funcion del valor de los ceros de la planta, donde , por simplicidad, se considera By = Bs.
En la Figura 3.15 se muestra el polo dominante para los 4 casos de interés que corresponde
a evaluar los polos inciertos en sus valores extremos, o; = M. De esta figura se concluye
que el controlador no estabiliza el lazo cerrado para ningun valor de B, ya que al menos hay

un caso (curva roja correspondiente a [y, ag, as] = [M, M, M]) que tiene el polo dominante
siempre en el semiplano derecho del plano complejo.

(3.94)

Planta 3 polos 2 ceros
15 T T T T
b
© —
< 7 =
© g5l . =
£ 1
IS o
[} —
] )
o a
©
o
a5 —r~—
./
.".
/
L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 i) 02 04 08 [iE:] 1

4,

Figura 3.15: Polo dominante del A, vs 1
Ahora bien, al igual que en el caso de un cero y dos polos, se considera a continuacién

la variante de controlador que incorpora integracién (3.95) y el polinomio de lazo cerrado

nominal se muestra en (3.96) con lo que los pardmetros del controlador quedan determinados
por (3.97).

C(s) = PosS + D1

- (3.95)

Aco(s) = 82 + b(pos +p1) = (s +a)? (3.96)
200 o?

po=" =y (3.97)

Al utilizar el controlador (3.95) se obtiene un polinomio caracteristico de lazo cerrado
dado por (3.98) donde se puede observar que el coeficiente de grado cero solo depende de
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«, B1 vy B2 por lo que se puede manipular dicho coeficiente a través de «. Sin embargo,
el coeficiente que presenta dificultades ahora es el que acompana a la variable s. En dicho
coeficiente hay un término independiente de « el cual no se puede manipular ya que el
término que si tiene « estd multiplicado por 81 y/o B2 por lo que si los ceros inciertos son
pequenos no se puede asignar arbitrariamente ese coeficiente. Por lo anterior se concluye
que no basta con que el controlador tenga integraciéon y se debe buscar un controlador que
permita que cada coeficiente del polinomio caracteristico se pueda manipular a través de a.

Aq(s) = st + 53(2a —a; —as —ag) + 52((12 —2a(fBy + B2) + aras + a1as + asag)+
s(=a®(B1 + B2) + 261 fea — crazas) + a1 B (3.98)

Analizando el polinomio (3.98) se concluye que si el controlador tiene dos polos en el
origen, entonces al momento de formar el polinomio de lazo cerrado cada coeficiente tendra
un término independiente a 6 términos que dependen solo de « y los ceros 81 y B2. Lo
anterior se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 21. Se continua con el ejemplo 20 pero se utiliza el controlador dado por (3.99)
cuyos pardmetros se determinan por (3.100).

_ pos® + p1s+ po
52
3a 30?2 o?

Po= 77 L= s P2 0 (3.100)

O(s) (3.99)

El polinomio de lazo cerrado verdadero viene dado por (3.101) donde se observa que
cumple con que los coeficientes de grado cero y uno solo tienen términos que dependen de
a, B1 y Ba. Mientras que los coeficientes de grado dos, tres y cuatro tienen los términos o,
30?2 y 3a respectivamente. Por lo que cada coeficiente del polinomio se puede manipular a

través del parametro de diseno o.

Au(s) = 8"+ s*(Ba— g — ag — a3) + 53(3a® — 3a(fy + Ba) + ar1as + ajas + asas)+

s*(@® = 3a2(B1 + B2) + 3aB1 B2 — arasas) + s(—a (81 + B2) + 3a?B182) + a1 B2
(3.101)

En la Figura 3.16 se grafica el polo dominante de lazo cerrado en funcion de la magnitud
de los ceros B1 = Pa. A comparacion de la Figura 3.15 se observa que al incluir los dos polos
en el origen en el controlador, se obtiene que para un ancho de banda nominal fijo de a = 3
el lazo cerrado se mantiene estable si los ceros son de fase minima.

Del analisis del Ejemplo 21 se obtiene la conjetura de que para lidiar con la presencia de
ceros inciertos en la planta, basta con incluir tantos polos en s = 0 como cantidad de ceros
inciertos.

Ya con la estructura del controlador elegida, se procede a utilizar el Teorema del Mapeo
y ya que se satisfacen los supuestos se tiene que el Value Set estd limitado por los valores
extremos de los polos inciertos. Asi que se plantea el polinomio de lazo cerrado separado
en su parte real e imaginaria y cada parte se iguala a cero, como se muestra en (3.102)-
(3.104). Se forma un sistema de ecuaciones que, al evaluar en los puntos extremos, dard
como solucién el minimo a que consiga la estabilidad robusta de la familia de polinomios.
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Planta 2 polos 1 cero
T T

cl

Polo dominante A
°

Figura 3.16: Polo dominante del A, vs 1

Al evaluar el sistema de ecuaciones en [f1, f2, a1, a0, a3] = [—1,—1,1,1,1] se procede a
resolver numéricamente el sistema, donde se limitan el conjunto solucién a w >0y a > 0
obteniéndose como solucién (a;w) = (1,34;3,97).

Au(s) = P(w) +jQ(w) (3.102)
P(w) = w'(3a — a1 — as — ag) —w?(a® — 3a*(B1 + B2) + 3aB1 82 — arasas) + a®B1 52

(3.103)

Qw) = w® —w?(30® — 3a(B1 + B2) + 12 + 13 + azas) + w(—a®(B1 + Ba) + 30 B182)

(3.104)

Finalmente, en la Figura 3.17a se grafica el Value Set del polinomio (3.101) para la planta
del Ejemplo 20 considerando el ancho de banda nominal o = 1,34 obtenido en el sistema
de ecuaciones. Por su parte, en la Figura 3.17b se hace un acercamiento al origen del plano
complejo y se muestra que, para el valor escogido del ancho de banda nominal o = 1,34, el
Value Set no incluye el origen, por tanto se cumplen los supuestos del Teorema de Exclusion
del Cero y entonces se obtiene que la familia de polinomios es robustamente estable.

En base a los casos que incorporan uno o dos ceros inciertos analizados anteriormente,
es que se propone una variante de controlador. Este nuevo controlador sigue siendo bipropio
pero se fuerza que tenga tantos polos en el origen como cantidad de ceros inciertos que tenga
el modelo de la planta verdadera y sus pardmetros se pueden obtener con el siguiente Lema:

Lema 22. Sea un modelo nominal de alta frecuencia dado por (3.105). Se puede utilizar
un controlador bipropio dado por (3.106) el cual tiene m polos en el origen debido a que
el modelo verdadero de la planta tiene m ceros inciertos. Entonces el controlador queda en
funcion del ancho de banda de lazo cerrado mominal o y sus coeficientes se calculan de
acuerdo a (3.107) y (3.108).
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Value Set Value Set

Q)

" L L L L " " i ra
1000 1200 1400 1800 100 8 -80 -40 20 40 60 80

(a) Value Set para o = 1,34 (b) Acercamiento del Value Set para o = 1,34

Figura 3.17: Value Set para el polinomio (3.101) con o = 1,34

By(s b
Go(s) = AOES; == (3.105)
/ _ P 3) _ p08r71+m + .o+ Dr—14m
Clls) = L(s)  sm(s 14 ... +1._1) (3.106)

l__(2r—1+m
e {

)o/ i={1,...,r—1} (3.107)
(o iemy —1+m} (3.108)
pi = _— b 1 =410,...,7 m .

Demostracion. El polinomio de lazo cerrado nominal que se obtiene al utilizar un controlador
bipropio (3.106) al modelo nominal (3.105) es:

Acio(s) = Ap(s)L(s) + Bo(s)P(s) (3.109)
=s"s"(s" T L) Fb(os”T T 4 e 1am) (3.110)
= S2T_1+m + ...+ lr,18T+m + bp(]ST_l+m + ...+ pr,1+m (3111)

Se propone utilizar asignacién de polos por lo que el polinomio (3.111) se iguala a
(s+a)?" 1™ Luego se utiliza el Teorema del Binomio con el cual se obtiene una expresién
analitica para cada término del polinomio.

2r—14+m 9% — 1 +
(s +a)?r—1tm = Z ( " k m) girolm=kgk (3.112)
k=0

Se iguala por coeficientes los polinomios (3.111) y (3.112) se obtiene (3.107) y (3.108)
con lo que se demuestra el Lema. O
3.6. Funciones de sensibilidad

En esta seccién se analizan las funciones de sensibilidad del lazo de control, con el objetivo
de mostrar el desempeno de los lazos de control en el transiente y también de analizar la
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respuesta del lazo frente a sefiales de perturbacion.

En base a la arquitectura de control de un grado de libertad, se tiene que el lazo cerrado
es estable si y solo si las funciones de sensibilidad son estables. Este tipo de estabilidad se
llama BIBO (Bounded Input Bounded Output) ya que para toda entrada acotada se obtiene
una salida acotada.

Las funciones de sensibilidad indican cual serd la respuesta de las senales internas del
lazo de control. En especifico se analizan las siguientes senales: referencia R(s), actuacién
U(s), salida de la planta Y (s), perturbacién de entrada D;(s), perturbacién de salida D,(s)
y el ruido de medicién D,,(s).

Las funciones de sensibilidad para el lazo nominal vienen dadas por: la sensibilidad
complementaria nominal T, (s), la sensibilidad nominal S,(s), la sensibilidad de perturbacién
de entrada nominal S;,(s) y la sensibilidad de control nominal S,,(s).

To(s) = 1 +G ésﬂf)(éi)(s) = AO(S)L(S)( +B0(>5)P(s) (3.113)
5400 = a0 = G F 0P (3114
0= TT o000 = ) L BATFE) (3:119)
Suo =173 GC;(<30<5> B Ao<s>§igﬂfgs>zﬂ<s> (3116)

Se utiliza el modelo nominal y el controlador de las secciones anteriores, obteniéndose:

b(pos" '+ p1s"F 4+ ...+ pra)

To(s) = (st (3.117)
S,(s) = sT(s71 _1_(21;9:;;_:_,1. A1) (3.118)
S (s) = b(s™1 +(l;i;2);;;i. +1r—1) (3.119)
Suo(s) = S (pos ?Spf;;:l' - pro1) (3.120)

Como es usual utilizar sefiales de referencias constante, se evalian las funciones de
sensibilidad a frecuencia cero, considerando s = jw con w = 0. En (3.121) se muestra
que la sensibilidad complementaria nominal tiene magnitud 1 a frecuencia cero, por lo que
el lazo cerrado nominal tiene seguimiento perfecto a referencias constantes. La funcion de
sensibilidad nominal (3.122) tiene magnitud cero con lo que se logra rechazo perfecto a
perturbaciones de salida constantes. Esto es consecuencia que el modelo nominal de la planta
tiene integradores multiples. Asimismo se observa que la funcién de sensibilidad nominal de
control es cero mientras que la sensibilidad de perturbacién de entrada (3.123) depende de
los pardametros del modelo nominal b y r pero se observa una dependencia inversamente
proporcional con el ancho de banda nominal, en la medida que o aumenta se obtiene que la
magnitud de S, (s) disminuye y en el limite & — oo da S;,(0) — 0
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bpr_1 o bar—1

o(0f) = 57 = joa—1 = 1 (3.121)
. 0
SO(OJ) = W =0 (3122)
N b1 b(2r—Dlamt b(2r — 1)
Sio(07) = a1 (r—1lrla2=1  (r - 1lrlar (3.123)
) 0
Suo(oj) = W =0 (3124)

Para obtener las funciones de sensibilidad para el lazo cerrado basta con reemplazar el
numerador y denominador B,(s) y A,(s) del modelo nominal por los de la planta verdadera
B(s) y A(s). Se obtienen las siguientes cuatro funciones de transferencia.

b (s = Bj)(pos" .+ pr1)

) = S B o+ ) T S G (T T b))
_ S (s—a)(s T )

Se) = bz;n:1(5 = Bi)pos™t + ...+ pro1) + Zl 1( ozl)(sT*1 +...+ 1) (3.126)
_ 52311( —Bi)(s" 4 r—1)

)= bZ;.":l(s = Bi)os™ 4. 1) + 2o 1(s —a)(sm 4+ ) (3.127)

Su(s) = S (s —ai)(pos" 4+ ...+ pro1) (3.128)

b (s = B)(pos™ 4o+ pr1) + 2 (s —ai)(s" L+ 1)

Las funciones de sensibilidad del lazo cerrado dependen de los parametros inciertos pero
se puede utilizar el Teorema del Valor Inicial y el Teorema del Valor Final para obtener los
valores iniciales y finales de las sefiales caracteristicas del lazo cerrado.

= Para la funcién de sensibilidad complementaria se observa que el valor estacionario
depende inversamente del pardmetro « lo cual implica que el error de seguimiento
tenderd a cero en la medida que a — co. Ademds, la sefial de error comenzard con un
valor cero, independiente de a.

b Z;n 1(*51')1% 1

T(0) = b3 (=Bi)pr—1 + 2 (—ai)l—1 (3129)
_ A \H2r—1
S— 2l 5i)a =T (3.130)
D=1 (=)= 50 (i) =y
Iim T(0) = 1 (3.131)
lim 7'(s) = 0 (3.132)

= Con la funcién de sensibilidad se obtiene el impacto de la perturbacién de salida en
la senal de salida. Con las expresiones siguientes se observa que el rechazo perfecto en
estado estacionario de perturbaciones se logra con el aumento de a.
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Yo (i)l

S(0) = T 1= ) 3.133
( ) sz:l(_ﬁj)pT—l + Zizl(_ai)lr—l ( )

S (o) e
= — - T (3.134)

Zj=1(*5j)0‘ T+ Zi=1(*ai)map

lim S(0) =0 (3.135)
lim S(s) = 1 (3.136)

La funcién de sensibilidad de entrada indica que hay un rechazo de la perturbacion de
entrada d;(t) en la medida que el ancho de banda nominal tiende a oco.

by i1 (=)l

S;(0) = _ - (3.137)
ijzl(fﬂj)pr—l + Zi:1(7ai)lr—1
b (=) st
-5 2r—1 n @2r=1)! 1 (3.138)
Zj:1(_5j)a + Zi:l(_ai) r—DT
ath;Q S;(0)=0 (3.139)
slggo Si(s) =0 (3.140)

La funcién de sensibilidad de control implica que en la medida que o aumenta, la senal de
actuacién se estaciona en un valor que depende de los polos y ceros inciertos y que comienza
con valores altos debido a la dependencia o”

Su(O) Z?:l(_ai)prl

T (B + > (el (3.141)
S Z?zl(—aiiazr_l /b _— -
2jer (=B = 4 5 (—ai) =D ar—t
£ 50 = lm (3.143)
i
lim S.(s) = po = o D (3.144)

s—00 rli(r —1)1b

Para ejemplificar se trabajard con una planta dada por (3.145) cuyo modelo nominal es
un integrador doble y el controlador bipropio de primer orden. Se considera que los polos

estdn dentro del conjunto limite @ = [—1,1] x [—1,1] x [-1,1] por lo que el lazo cerrado
serd estable para toda la familia de plantas si a > 2,42.
(s —
Go(s) = (s = By) (3.145)

(s —a1)(s — a2)(s — a3)
Primero se grafican las respuestas escalén de las funciones de sensibilidad para un ancho
de banda nominal o = 5. Como se escogié un « solo un poco mayor a la cota infima, se
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obtiene que el lazo es estable pero el efecto de los pardmetros inciertos es apreciable. Lo
anterior se refleja en las Figuras 3.18a, 3.18b 3.18¢, 3.18d. Donde se observa que todas las
funciones de sensibilidad son estables pero no se alcanza el seguimiento perfecto a referencia
constante, ni el rechazo de perturbaciones constantes.

Respuesta escalén de T(s) Respuesta escalén de S(s)

25

) o 10 20 30 40 50 80 o 10 20 30 40 50 &0
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Funcién de sensibilidad complementaria T'(s) (b) Funcién de sensibilidad S(s)

Respuesta escalon de Si(s) Respuesta escalon de Su(s)

o7
08 20
[2 15
iﬂﬁ TI_]' 10
3 =
2 E
g g
<™ <
o2
o1
o
o 10 20 30 40 50 80
Tiempeo [s] Tiempe [s]
(¢) Funcién de sensibilidad de entrada S;(s) (d) Funcién de sensibilidad de control Sy (s)

Figura 3.18: Funciones de sensibilidad para un ancho de banda de lazo cerrado nominal
igualaaa =5

En las Figuras 3.19 se utiliz6 un ancho de banda nominal a = 50 lo que es bastante
mayor al infimo antes obtenido. Con esto se logra que las funciones de sensibilidad sean
mucho més cercanas a las nominales. El efecto de los pardmetros con incertidumbre se
vuelve despreciable y en estado estacionario se alcanza un mejor seguimiento a referencias
constantes y un mejor rechazo a perturbaciones. Ademas, se observa que el valor inicial de
la sensibilidad de control depende de .
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(c) Funcién de sensibilidad de entrada S;(s)
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(b) Funcién de sensibilidad S(s)
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(d) Funcién de sensibilidad de control Sy (s)

Figura 3.19: Funciones de sensibilidad para un ancho de banda de lazo cerrado nominal

igual a a = 50
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Capitulo 4

SISTEMAS MUESTREADOS

En este capitulo se considera el problema de disenar un controlador de alto ancho de
banda que estabilice una planta con polos inciertos en base a su modelo de tiempo discreto. Se
calculan los modelos discretos de la planta con incertidumbre y luego se obtienen expresiones
de los modelos nominales, los cuales se mostrara que dependen de los polinomios de Euler-
Frobenius. Luego se disena el controlador y se analiza la estabilidad del lazo cerrado nominal
y el verdadero.

4.1. Modelo de tiempo discreto de la planta

Los modelos discretos describen fenémenos que de por si evolucionan en tiempo discreto
o bien son descripciones en tiempo discreto de sistemas continuos que interactian con
dispositivos discretos como lo es un computador o un microcontrolador, entre otros. En
esta seccién se muestra como obtener una funcién de transferencia en el dominio de la
transformada Zeta Z{-} proveniente del modelo continuo de un sistema en el dominio de la
transformada de Laplace £{-}.

Hoy en dia los controladores ya no se implementan en forma andloga sino que por
medio de computadores, los cuales operan en tiempo discreto. Por tanto, se necesita que
la senal proveniente de sistema fisico sea muestreada. Luego esta senal es procesada por el
controlador que funciona como un filtro digital y finalmente debe pasar por un retentor, un
dispositivo que se encarga de transformar la senal discreta en una senal continua. Todo este
proceso requiere de convertidores andlogos-digitales (o muestreadores) y digitales-anldlogos
(o retentores).

La opcién més comun es utilizar un retentor de orden zero (ZOH) para que la actuacién
ug, pase de ser discreta a ser continua wu(t). Este retentor consiste en mantener la sefal de
la muestra por un periodo A y luego actualizarse con la siguiente muestra, es decir,

u(t) =ur, kA<t<(kE+1)A (4.1)

El ZOH tiene la ventaja de que al ser el mas sencillo requiere menos tiempo de calculo
y corresponde a la mayoria de los convertidores digital-analogo. La funcién de transferencia
que describe al ZOH [17] viene dada por:
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1— e—As

As

La funcién de transferencia del ZOH se expresa en funcion de la transformada de Laplace
por lo que es un sistema de tiempo continuo pero tiene por entrada la actuacién de tiempo
discreto, lo que genera una incongruencia. Para evitar esta incongruencia matemaética, se
puede considerar que la senial de entrada wu; es un tren de impulsos de distintas amplitudes.
Luego el tren de impulsos es equivalente a un tren de deltas de Dirac en los instantes de
muestreo kA = ¢ por lo que no habria problema con la naturaleza de las senales.

Una vez que se define el retentor a utilizar, se puede obtener el modelo discreto exacto
de la planta continua. Lo anterior viene dado por el siguiente lema:

ZOH(s) = (4.2)

Lema 23. (Modelo discreto exacto utilizando ZOH) La funcidn de transferencia del modelo
discreto exacto al utilizar un ZOH puede ser obtenido mediante la siguiente expresion:

Glz)=(1-2"1H2 {cl {Gis)} |t:kA} (4.3)

Y+joo esA s
— (-t / _” Gy, (4.4)

275 Sy oo z—esh g

e G(s) e*®

_ 1

= (1 —Z ) ; R@Ss:pl {Sz—eSA (45)
donde A es el periodo de muestreo y v € R es tal que todos los polos de G(s)/s tienen parte
real menor que vy. Al evaluar la integral compleja (4.4) se obtiene la expresion (4.5), donde
los residuos son calculados en po = 0 y en los polos del sistema {pi}i=1,... n-

Demostracion. Ver [5]. O

Se hace la acotacién de que el modelo discreto G(z) es exacto, en el sentido que si G(z)
es excitado por uy y G(s) es excitado por la misma senal pero que haya pasado por un ZOH
u(t), entonces las salidas de ambos modelos son idénticas en los instantes de muestreo, es
decir, se puede garantizar y(kA) = yy.

No hay que olvidar que el problema a considerar en esta Tesis se da con un modelo de
la planta que tiene incertidumbre en la posicién de sus polos y ceros, por lo que el modelo
discreto debe calcularse caso a caso.

Lo que se sabe a priori es que los polos de la planta continua son mapeados como se
muestra en (4.6) lo que se obtiene directamente de (4.5).

s=o; = z=e%* Vi={1,...,n} (4.6)

Lo anterior genera un problema ya que en el modelo discreto, las incertidumbres ya no
apareceran en el modelo verdadero de la planta con una estructura multilineal, ya que cada
factor (s — ;) se mapea a (z —e®*?), y por tanto no se cumplen los requisitos del Teorema,
del Mapeo. No obstante, el Teorema de Exclusién del Cero sigue siendo valido y es en base
a este teorema que se buscara la cota inferior para el ancho de banda nominal a que asegura
la estabilidad robusta del lazo cerrado verdadero.

Por otro lado, la relacion entre los ceros continuos y su contraparte discreta no es tan
directa ya que se pueden distinguir dos tipos de ceros: los ceros propios de la planta y
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los ceros de muestreo. Los ceros propios de la planta se calculan caso a caso al obtener el
modelo discreto mientras que los ceros de muestreo son ceros que aparecen debido al proceso
de muestreo. La ubicacién exacta de ambos tipos de ceros dependen del tipo de retentor que
se use y del periodo de muestreo.

Los polos y ceros de la planta discreta dependen del tipo de retentor que se utilice y del
periodo de muestreo.

4.2. Modelo nominal discreto

En esta Tesis se trabaja con control de alto ancho de banda y en el caso discreto, operar
en alta frecuencia (cercano a la frecuencia de Nyquist wy = 27/A) genera una dificultad
ya que aparece la influencia de los ceros de muestreo. En [5] se plantea la importancia de
incluir los ceros de muestreo al momento de disenar el controlador, razén por la cual en este
capitulo se proponen dos modelos nominales, ambos en base al modelo nominal de tiempo
continuo G,(s) = b/s": El primero (4.7) incluye los ceros de muestreo y el segundo (4.8)
no los considera. De esta forma se mostrard el efecto que tienen al momento de disenar el
controlador y en la estabilidad del lazo cerrado verdadero.

GHe) = S (4.7
Gi(:) = o m

El primer modelo nominal G}(2) se obtiene a partir del siguiente Lema:

Lema 24. Sea un periodo de muestreo A y un modelo continuo dado por G(s) = 1/s",
entonces su modelo discreto exacto viene dado por:

G%z) = ﬁ!(zB:(i))r (4.9)
donde:
Bo(2) =012 " Fborz" 2 4 B (4.10)
Fv k—tyr (T A1
P = ;(*1) I <k C z> (4.11)
Demostracion. Ver [5]. O

En el lema anterior se observa que el modelo discreto nominal G§(z) depende de los
polinomios B,.(z) de Euler Frobenius. Estos polinomios tienen una serie de propiedades
como:

1. Sus coeficientes son calculados recursivamente. b7 = b = 1,Vr > 1, y se cumple:
r=kb 4 (r— k)b (4.12)

parak=2,...,7r—1.

DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA



4.2. MODELO NOMINAL DISCRETO 49

2. Debido a la simetrfa en sus coeficientes se cumple que si B,(z9) = 0, entonces
B.(z') =0.

3. Sus raices estan siempre sobre el eje real negativo.

4. Cumplen con la propiedad de raices entrelazadas, es decir, toda raiz de B,.(z) se en-
cuentra entre dos raices adyacentes de B,.11(z), para r > 2.

5. Se pueden calcular de forma recursiva, cumpliéndose:

B,i1(2) =2(1 = 2) ddir + (rz+ 1)B,(2) (4.13)

para todo r > 1.

Para obtener los polinomios se observa que el primer polinomio se obtiene a partir de la
primera propiedad por lo que corresponde a B1(z) = 1 y en base a este se pueden obtener
los siguientes miembros de la familia con la propiedad recursiva. A continuacién se muestran
los primeros miembros de la familia de polinomios.

Teniendo los polinomios de Euler-Frobenius se pueden obtener expresiones para los
modelos de tiempo discreto nominales para diferentes grados relativos. En particular
se obtuvieron los modelos para r = {1,2,3,4} como se muestra en (4.18)-(4.21)
respectivamente. Solo con el fin de distinguir las funciones de transferencia es que en este
apartado se agregd un superindice G(l)_r para indicar que son el primer modelo nominal de
orden r.

Gi1(z) = %ﬂf) _ Zﬁj (4.18)
G () = g = ) 19
Go'(2) = 4?(1%(5))4 - ;41(1;1)}‘12 = 2

Los ceros de muestreo son ceros que aparecen en el modelo discreto debido al proceso de
discretizacién y que no tienen una contra parte en el modelo continuo. Estos ceros dependen
del periodo de muestreo A y van acercdndose asintéticamente a posiciones fijas en el plano
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de la transformada Z a medida que A — 0. Lo més destacable es que las posiciones fijas
a las que tienden los ceros de muestreos coinciden con los ceros de los polinomios de Euler
Frobenius.

Finalmente, los modelos nominales de tiempo discreto que no consideran los ceros de
muestreo se obtienen de utilizar la aproximacién de Euler al modelo nominal de alta
frecuencia de tiempo continuo 1/s". Esta aproximacién consta de reemplazar la variable
compleja s por (z—1)/A. Con lo que los segundos modelos nominales para un grado relativo
r={1,2,3,4} se muestran en (4.22)-(4.25) respectivamente.

G2z = - é : (4.22)
Go2(2) = (262‘1)2 (4.23)
Gy 3 (2) = (Zﬁ)g (4.24)
Gy H(z) = (2634 (4.25)

4.3. Diseno del controlador

Para el diseno del control discreto se utiliza la misma arquitectura de control de un grado
de libertad de la Figura 3.4. Se disena el controlador en base a ambos modelos nominales los
cuales son de orden r por lo que se necesita de un controlador bipropio de grado r — 1 para
poder utilizar el método de asignacién de polos y cumplir con las ecuaciones necesarias para
hacer la igualaciéon de polinomios. El controlador tiene entonces la siguiente estructura:

poz" 4 4 pra
2l

El polinomio de lazo cerrado nominal para el modelo nominal que considera los ceros de
muestreo G(z) se muestra a continuacién:

C(z) = (4.26)

_ A" B
Aao(2) = (2 = 1) b )+ B0 ) (4.27)
Mientras que el polinomio caracteristico para el modelo nominal que no considera los
ceros de muestreo GZ(z) es:

Aago(2) = (z=1)"C"" 4+ o+ L) F A (po2" o pr) (4.28)

Para la asignacién de polos se dejan los 2r — 1 polos de lazo cerrado en z = 1 — aA.
Esta eleccién se hace con el fin de variar linealmente el parametro de diseio « entre 0 y la
frecuencia de Nyquist fy = %. Cuando a = 0 se tiene que el ancho de banda nominal es
cero y cuando o = % el ancho de banda es lo més rapido posible, siendo un controlador de
latido muerto (dead beat) [11].

De forma general, se hace asignaciéon de polos para el lazo cerrado nominal y se fijan

los polos en z = 1 — aA, de esta forma se tiene una analogia entre el pardmetro a en
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tiempo continuo y en tiempo discreto. Cuando a = 0 se tiene que el lazo cerrado nominal
es criticamente estable con polos de lazo cerrado en z = 1. En la medida que o aumenta y
se acerca a 1/A los polos de lazo cerrado tienden a z = 0.

4.4. Plantas con polos inciertos

En esta seccién se analiza la estabilidad robusta de plantas sin ceros con polos inciertos,
utilizando los modelos muestreados considerando un ZOH. En concreto se analizard las
plantas de primer, segundo y tercer orden.

4.4.1. Planta de primer orden

El modelo de la planta en tiempo continuo de primer orden estd descrito por la ganancia
de alta frecuencia b y un polo «; acotado por |ay| < M como se muestra a continuacién:

Ge(s) = b (4.29)

S — (1

El modelo discreto exacto se obtiene al utilizar (4.5) obteniéndose:

2—1 <& b esA
= s= 4.
G(z) = — ;Res( pl{s(s—al)z—eSA} (4.30)

_ b(Z — 1) 1 6061A
Sz <—a1(2 —1) + ai(z — ealA)) (4.31)

. b(z—1) Z(eo‘lA)
— oLz (z — 1)(2 _ ealA) (4.32)

B b(e® ™ —1)
P (4.33)

Se observa que este modelo es valido para a; # 0 pero el pardmetro incierto «; puede
tomar cualquier valor dentro del rango @ = [—M, M| por lo que se evalia aparte el caso en
que a1 = 0. En este caso el modelo de la planta es el modelo nominal y por tanto queda
modelado por:

bA
Go(z) = 4.34
o(2) = = (434)
Al variar continuamente el pardmetro «; el modelo discreto de la planta también debe
hacerlo. Para verificar que se cumple lo anterior, se calcula el limite del modelo discreto con

a1 — 0, como se muestra a continuacién:

b(em? —1) bAen A bA
Ii = = 4.35
0411§0 ay(z — ex1d) 2z —eA — g Aen A z—1 ( )

a1=0

Luego se procede a disenar el controlador y como el modelo de la planta es de primer
orden, el controlador viene dado por la ganancia pg, como se muestra a continuacién:

C(z) = po (4.36)
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Debido también a que la planta verdadera tiene grado relativo 1, es que el modelo nominal
que considera los ceros de muestreo es igual al modelo nominal que no considera los ceros
de muestreo. Es por esto que solo se trabaja con un polinomio de lazo cerrado nominal el
cual se muestra a continuacion:

Ago(z) =2 =14 bApy = (z — 1 + aA) (4.37)

Al realizar la igualacién de coeficientes se obtiene que el controlador queda definido con:

(0%
= — 4.
Po b (38)

Posteriormente se implementa el controlador a la planta verdadera, con lo que el
polinomio de lazo cerrado es:

b(em® —1) a

Ay(z) =z — ™™ + (4.39)

a1 b

Como el polinomio de lazo cerrado es de primer orden, el polo de lazo cerrado se puede
obtener directamente y para garantizar estabilidad es necesario y suficiente que este tenga
magnitud menor a 1. A continuacién se muestra que el polo tiene magnitud menor a 1 si
a > aj, destacando que en (4.42) el término eaﬁ_l
de muestreo es al menos 10 veces a;.

es positivo Yay € @ ya que el perfodo

A a(em? —1)

z=eM (4.40)
aq
a1 A 1
T Gty (4.41)
a1
a1 A
1A
s _q el (4.42)
(€51
o <« (4.43)

Por tanto se obtiene que el parametro de diseno a debe ser mayor a «y. Lo anterior se
puede verificar con el Value Set y para esto se considera el siguiente ejemplo:

Ejemplo 25. Considere una planta de primer orden (4.34) conb=2, oy =1, M = [-1,1]
y un pertodo de muestreo A = (1/10M), entonces su funcidn de transferencia viene dada
por (4.44). El modelo nominal es (4.45) y el controlador a utilizar es (4.46).

0,2103
0.2
G()(Z) = > 1 (445)
C(z2) = 0,55 (4.46)

En la Figura 4.1a se muestra el Value Set del polinomio de lazo cerrado que se obtiene
al utilizar el controlador (4.46) con la planta (4.44) y fijando el ancho de banda nominal
en a = 1,1. Se evalia el vector de incertidumbre de —1 a 1 cada 0,001. En esta figura se
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muestra en negro las curvas generadas en los valores limite oy = {—1,1} y en azul las curvas
generadas con los valores intermedios. En la Figura 4.1b se muestra un acercamiento del
origen del plano complejo en que se marcd el origen con una marca (x) roja, y ya que el Value
Set no contiene este punto entonces se cumplen los supuestos del Teorema de Ezclusion del
Cero, y por tanto, el polinomio de lazo cerrado es robustamente estable.

Value Set Value Set

Q")

05 2 o 2 4 8 8 10 12

P PE)
(a) Value Set para a = 1,1 (b) Acercamiento del Value Set para oo = 1,1

Figura 4.1: Value Set para o = 1,1

Observacién 26. Cabe destacar que en este caso de primer orden la condicion sobre el
ancho de banda nominal o es independiente del periodo de muestreo A. Lo que no sucederd
en los casos de orden superior y por tanto se debe fijar un criterio para su eleccion.

4.4.2. Planta de segundo orden

El caso de orden dos tiene una funcién de transferencia continua dada por (4.47), con un
conjunto limite Q = [-M, M][—M, M]. Por el andlisis del Capitulo 3 se sabe que para
garantizar estabilidad robusta es necesario y suficiente que el ancho de banda nominal
cumpla que o« > 2,42M.

b

Gals) = (s —aq)(s — a2)

(4.47)

Ahora se discretiza el modelo de la planta utilizando el Lema 23 obteniéndose:

b(z(ag(e®® — 1) — a1(e®2® — 1)) — a1e™? (1 — e228) + ae®?® (1 — e*12))
ajas(ag — ag)(z — eM1B)(z — ex2)

Ga(z) =

(4.48)

El modelo discreto (4.48) no estd bien definido con: a1 = 0, ag = 0, ay = a2 # 0 y/o

a1 = as = 0. Pero al igual que en el caso de primer orden, se tiene que los parametros

inciertos varian continuamente, por lo que el modelo de la planta también debe variar

continuamente. Es por esto que se calcula el limite correspondiente a cada caso en que el
modelo (4.48) no esta bien definido.
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1. Primero se estudia el caso en que a; = 0 en la funcién de transferencia (4.47)
y se calcula el modelo discreto directamente con el Lema 23 como se muestra a
continuacion:

b(z—1) 1
Ga_ =—ZLS 4.49
2 1(2) P { {82(S—a2)}} ( )
b(z—1 1 1 1
:(Z)Z{L{—Z—+2}} (4.50)
z ass s o5(s —ag)
b(z—1) —z zAa z
_ _ 4.51
z <oz§(z —1) a3(z—1)2 + ad(z — exh) (4.51)

b(z(e®22® — 1 — @A) + agAe®® — g2 4
_ bl 5 2_)aA2 — ) (4.52)
as(z —ex2?)(z —1)

Lo que se busca demostrar es que al calcular el limite de la expresiéon del modelo
discreto de segundo orden (4.48) con a; — 0 se obtiene (4.52), como se muestra a
continuacion:

ll'm0 Ga(z2) (4.53)

o1 —

~ lm b(z(apAe®® — 2B 1 1) — (eD + a1 Ae®™P)(1 — e228) — apAe®2Be1A)
T a1 50 az(z — e28)[(201 — az)(z — e*12) + (a? — aaz)(—Ae21B)]
(4.54)

b(z(eazA -1- O[QA) + agAeo‘?A — 28 4 1)
B = Ga- 4.
a2(z — e B)(z — 1) Go-1(2) (4.55)

Con lo que se demuestra que hay continuidad en el modelo discreto con a3 = 0. El
caso en que as — 0 da el mismo resultado, sélo hay que intercambiar ay con as.

2. El segundo caso considera que as = a3 # 0 y se obtiene la funcién de transferencia
discreta utilizando el Lema 23, la cual se muestra a continuacion:

Gos(z) = @z {,c {S(Sia%)}} (4.56)

e 2 P e e S S

b(z(1 — eM® 4 a; Ae®B) 4 B (eMB — 1 — a1 A))
_ e Ay (4.58)
1

La continuidad se debe dar con el modelo (4.48) al calcular el limite ay — aa.

lm b(z(ag(e® — 1) — a1 (e®2® — 1)) — age™ (1 — e228) + aze®2® (1 — e*12))

ar—as ajaz(ag — ag)(z — e1B)(z — ex28)

(4.59)
= GQ_Q(Z) (460)
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3. El dltimo caso es en el que a; = as = 0 el cual en tiempo continuo corresponde a la
planta nominal, por lo que el modelo discreto exacto es (4.19). Se calcula el limite de
(4.48) con (a1,as) — (0,0), como se muestra a continuacion:

bAZ(z + 1)

If G = 4.61

(al,agl)n—l>(0,0) 2(2) 2(z—1)2 ( )

Se concluye que el modelo nominal discreto es continuo en la medida que a; y as
varian continuamente en todo Q.

Ya con el modelo discreto de la planta, se prosigue con los modelos nominales. El modelo
nominal que considera los ceros de muestreo es (4.62) y el modelo nominal que no considera
los ceros de muestreo es (4.63). Ambos modelos son de orden dos por lo que el controlador
propuesto es bipropio de orden uno como se muestra en (4.64).

Giz) = bZA(Z(iJ{)? (4.62)
Go(z) = (ZbAl)Q (4.63)
C(z) = % (4.64)

Para el primer modelo nominal se calcula el polinomio de lazo cerrado nominal (4.65),
el cual se iguala por coeficientes al polinomio (2 — 1 + aA)3. Al hacer la igualacién de
coeficientes se obtiene el sistema de ecuaciones (4.66)-(4.68).

Abo(z) =22 + 22 (L — 2+ bA;pO)-l-Z(l -2l + w) + UL+ A?lb (4.65)
b2+ AP s (4.66)

1—2 + W =3(—1+ aA)? (4.67)

I+ N;”b = (=14 aA)? (4.68)

Al despejar el sistema de ecuaciones anterior se obtiene que los coeficientes del
controlador vienen dados por:

1 = T 5 +3aA —1 (4.69)
30?2 A
= — e 4.
Do b % ( 70)
3a3A 30?2
_ _ 4.71
p1 % b (4.7 )
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Por otro lado, si ahora se considera el modelo nominal G2(z) que no incluye los ceros de
muestreo, el lazo cerrado nominal viene dado por el polinomio (4.72) y al igualar coeficientes
con el polinomio (z — 1+ aA)? se obtiene el sistema de ecuaciones dado por (4.73)-(4.75).

A%0(2) = 2% + 22(1) — 2)+2(1 — 21y + bA®po) + 11 + bA?p, ( )
lh —2=3(-1+al) (4.73)

1 =205 + bA%py = 3(—1 + al)? (4.74)

I +bA%p; = (=1 + aA)? (4.75)

Al despejar el sistema de ecuaciones anterior se obtiene que los coeficientes del
controlador vienen dados por:

li =3aA -1 (4.76)
3a?
po=""2 (4.77)
oA 3a?
_ _ 4.
P1 b b ( 78)

Con el fin de ilustrar la importancia que tienen los ceros de muestreo en alta frecuencia
es que se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 27. Sea una planta de sequndo orden de tiempo continuo dada por (4.79). Se
escoge un periodo de muestreo A = 0,1 por lo que el modelo verdadero de tiempo discreto es
(4.80).

3

G(s) = oI (4.79)
~0,016039(= + 1,069)
G == 11057 (4.80)

Para cada modelo nominal se disena un controlador, ambos son controladores bipropios
de primer orden (4.64) pero se diferencian en que los pardmetros {l1,po,p1} se obtienen
de forma distinta. Se wutiliza (4.69)-(4.71) cuando el modelo nominal incluye los ceros
de muestreo y se utiliza (4.76)-(4.78) cunado el modelo nominal no incluye los ceros de
muestreo.

Se procede a graficar en la Figura 4.2 la magnitud del polo dominante de lazo cerrado
verdadero en funcion del pardmetro de diserio «, considerando el controlador Ci(z) que
se disena a partir del modelo nominal que incluye los ceros de muestreo asintdticos y el
controlador Cy(z) que se disena en base al modelo nominal que no incluye los ceros de
muestreo asintoticos. Se observa que ambos son indistinguibles cuando el ancho de banda
nominal a es pequeno y que hay una frecuencia en la cual se vuelven menores a 1 y por
tanto se consigue que el lazo cerrado verdadero sea estable. Pero a medida que o crece, el
polo dominante del modelo G3(z) aumenta de magnitud y vuelve el lazo cerrado verdadero
inestable, mientras que para el caso del modelo G} el lazo cerrado verdadero se mantiene
estable.
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Polos de lazo cerado vs o

3 T T T T T T T T T

1
A
2
A

Magnitud del polo dominante

05 L L L L L L L L

i) 1 2 3 4 5 [-] T 8 a 10
Ancho de banda nominal «

Figura 4.2: Magnitud del polo dominante de lazo cerrado nominal para modelo G§(z) en
azul y G3(z) en rojo

Ademds, en la Figura 4.3 se graficaron las raices del polinomio de lazo cerrado verdadero
para ambos modelos, donde se observa que al no considerar los ceros de muestreo, hay un
polo de lazo cerrado que sale del circulo unitario por el eje real negativo en la medida que el
ancho de banda nominal se acerca a o = 1/A.

Pole-Zero Map
08 b 1
06 - J
04 1
@ 02 - p 4
E. _ ’ N E(.')(— r}:O
3 ofteslfiA 0 0 0 0 & 0 00 O ¢ OCHEEIIREDD O =l
E : : (D a=0
g o]
Eogzr 1
-0.4 : 1
: i
a=1/A o
06 - : 1
0.8 : 1
. LA
a5 3 25 2 5 0.5 o 05 5 2

Figura 4.3: Mapa de las rafces del polinomio de lazo cerrado nominal utilizando G§(z) en
azul y G3(z) en rojo
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Ya que se ilustré la importancia de incluir los ceros de muestreo al disenar un controlador
de alto ancho de banda, es que ahora se analiza la estabilidad del polinomio de lazo cerrado
verdadero que resulta de utilizar el controlador C;(z) que si incluye los ceros de muestreo
junto a la planta de segundo orden (4.48). El polinomio de lazo cerrado verdadero se muestra
a continuacion:

b
A = (2 —eMP)(z — @22 l —(X X 4.81
9 = (= )z = ) e ) + (X K)oz 1) (451)
X = ag(eM® — 1) — ay(e2® —1) (4.82)
Xy = —a1eM8(1 — e222) + e (1 — eM12) (4.83)

El polinomio (4.81) no tiene una estructura multilineal por lo que no se puede utilizar el
Teorema del Mapeo. No obstante, una ventaja de analizar el problema en tiempo discreto
es que el Value Set del polinomio ya no se obtiene al evaluar s = jw con w > 0 sino que se
obtiene al evaluar z = ¢/“2 con 0 < w < 1 /A. Por lo que se puede obtener todo el Value
Set de forma directa al evaluar un rango de frecuencias finito. Considerando lo anterior, se
puede fijar un « y si se cumple que el Value Set no contiene al origen del plano complejo,
entonces se tiene que por el Teorema de Exclusién del Cero, la familia de polinomios es
robustamente estable.

Se continua con la planta del Ejemplo 27 y se grafica el Value Set para un ancho de
banda nominal @ = 7 con el fin de evaluar si el Value Set esta contenido por la evaluacion
del polinomio en sus puntos extremos ¢ = {[—1,—1],[-1,1],[1,1]}.

Ejemplo 28. Sea una planta dada por (4.80) y el controlador que se obtuvo al considerar
los ceros de muestreo asintoticos. Se obtiene el polinomio de lazo cerrado verdadero dado
por (4.81). En la Figura 4.4 se muestra el Value Set considerando un o =7 y variando los
polos inciertos ¢ = a1, ) en el intervalo Q = [—1,1] x [—=1,1]. En negro se grafican los
Value Set obtenidos al evaluar el polinomio en los puntos extremos q* y en azul los Value
Set obtenidos al evaluar el polinomio cuando se varia el vector de incertidumbre q sobre la
caja Q. Se observa que el Value Set estd contenido por las curvas correspondientes al caso
de evaluar el polinomio en los puntos extremos de los valores inciertos, por lo que se estdn
las condiciones para utilizar el Teorema de Exclusion del Cero.

Se tiene que la familia de polinomios es de grado invariante, el conjunto sobre el que
varian los pardmetros inciertos es conexo, los coeficientes del polinomio son funciones
continuas del vector de pardmetros q y al menos un miembro de la familia de polinomios es
estable, siendo este miembro el polinomio de lazo cerrado nominal el cual por construccion es
estable. Al cumplirse los supuestos del Teorema de Exclusion del Cero entonces el polinomio
de lazo cerrado verdadero es robustamente estable si y solo si el Value Set no contiene el
origen del plano complejo, lo cual se verifica en la Figura 4.4 donde el origen se destacd con
una marca () roja.

Con el Ejemplo 28 se mostré que el lazo cerrado es robustamente estable para un a =7
pero lo que se busca es el minimo valor del ancho de banda de lazo cerrado nominal o para
el cual el lazo cerrado verdadero es robustamente estable. Para obtener el minimo « se sigue
un procedimiento andlogo al presentado en el Capitulo 3. Primero se plantea el polinomio
de lazo cerrado verdadero (4.84) y se reescribe la variable compleja z en términos de la
frecuencia w, es decir, z = ¢/~ = cos(wA) + j sin(wA).
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Value Set

L L L
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 a 05 1 15 2

P(e)

Figura 4.4: Value Set para o =7

b
oaaz(on — az)
= (cos(wA) + jsin(wA) — %) (cos(wA) 4 j sin(wA) — e*22)

b
aaz(ar — az)

Ag(z) = (z—ealA)(zfeo‘zA)(erll)Jr (X12 + X2)(poz + p1) (4.84)

(cos(wA) + jsin(wA) +1;) + (X1(cos(wA) + jsin(wA))) + X3)

(po(cos(wA) + jsin(wA))) + p1) (4.85)

Luego se separa el polinomio en su parte real P(w) (4.88) y su parte imaginaria Q(w)
(4.89), donde se definié la constante b’ = b/(ayaz(a — az)) con el fin de simplificar las
expresiones. Posteriormente tanto la parte real como la imaginaria se igualan a cero, con
lo que se genera un sistema de ecuaciones que depende de «,w, A, a1, as. El periodo de
muestreo se escogié en términos de la cota M segin A = 1/(10M) y el ancho de banda
nominal se puede escribir en términos de la misma acota M por lo que queda o« = kM
donde k es la razén entre el ancho de banda nominal y la cota sobre la maxima magnitud
que pueden tomar los polos inciertos. Por su parte, los polos inciertos cumplen que |o;| < M
con i = {1,2}. Con las consideraciones anteriores, el sistema de ecuaciones se puede escribir
en funcion de k y w ya que el resto de pardmetros quedan dependiendo de M, parametro
que se simplifica al igualar el polinomio a cero.
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Acl = (cos(3wA) + jsin(3wA)) + (cos(2wA) + jsin(2wA)) (I} — e — €22 + b pe X )+
(cos(wA) + jsin(wA))(B'po Xz — €22 (I — e™2) — 11e® 2 + b'p1 X1) + 'p1 Xo+
lje1 B2t (4.86)

Acl = P(w) + jQ(w) (4.87)

P(w) = cos(3wA) 4 cos(2wA) (I} — ™12 — 22 4 Vo X1 )+

cos(WA)(V'poXa — €222 (11 — e12) — 1162 + V1 X1) + U'p1 Xo + 11719222 (4.88)
Q(w) = sin(3wA) 4 sin(2wA) (I; — M2 — 28 4 V'py X, )+

sin(wA)(V'poXa — €222 (1) — e®12) — [1eM2 + b/p1 X)) (4.89)

El sistema de ecuaciones resultante es (4.90)-(4.91) el cual se resuelve numéricamente,
donde se obtiene como solucién el punto (k;w) = (2,44;0,22).

B 3k2 3k
v v 1 o 2 2/10
2000 200 T 10 e

0 = cos(3wA) + cos(2wA) (

k3 3k 3k 7

v v 1 1/10 1/10 _ 2
2000 200 T 10 e (e )+

2
(3k2 %)(1 _e1/10 4 11061/10)> + cos(wA) ((

3k 2 110, 1 1710 s K 2/10 o 1 110
k3 3% 3k 3k3 1
(2005 " 200t 10~ 1))e2/10 ¢ (- 3k2)) (/10 — e1/10 _ 1T)el/lo) (4.90)
k3 3% 3k

0 = sin(3wA) + sin(2wA) (4000 200 10

1))61/10(61/10 _ 2)+

2 1 3 2
(3k2 — %)(1 _ et/ 10el/lo)) +sin(wA) (( ko3 3k

4000 200 ' 10

3k3 2 1/10 1 1/10 2 k3 2/10 1/10 1 1/10

Para finalizar, se tiene que una planta de segundo orden (4.48) cuyos polos estdn acotados
por Q = [-M,M] x [-M,M] y que se le aplica un controlador (4.64) que se disefia
considerando los ceros de muestreo. El lazo cerrado resultante es robustamente estable si y
solo si el pardmetro de diseno o cumple a > 2,44M . Esto queda como resultado de aplicar
el Teorema de Exclusién del Cero, lo que se puede corroborar graficamente con la Figura
4.5 donde se puede ver en el acercamiento 4.5b que el Value Set no encierra el origen del
plano complejo, el que se destacé con una marca (*) roja.

4.4.3. Planta de tercer orden

Con un sistema de tercer orden se procede de forma similar al caso anterior de segundo
orden. Primero se considera que el sistema muestreado proviene de un modelo continuo
dado por (4.92), donde el vector de incertidumbre ¢ = [aq, a2, a3] varia dentro de la caja
Q = [-M, M]x[—M, M]x[—M, M]. Por el anélisis del Capitulo 4 se sabe que para garantizar
estabilidad robusta se necesita que el ancho de banda nominal a cumpla que a > 5,5885M .
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Value Set Value Set

Q(eh)

7 8 ] -4 a 2 1 [ 1 2 -0.08 -0.08 -0.04 002 [ 002

V P(e") P(e™)
(a) Value Set para oo = 2,44 (b) Acercamiento del Value Set para o = 2,44

Figura 4.5: Value Set para el polinomio de lazo cerrado (4.84) considerando un ancho de
banda nominal o = 2,44

b
Gals) = (s —a1)(s—as)(s — asg) (4.92)

El modelo discreto se obtiene a partir del Lema 23 y se muestra a continuacién:

o b(22X1 +ZX2 +X3)
Gla) = ajagas(a; — ag)(ag — az)(as — az)(z — e®18)(z — e®28)(z — esB) (4.93)

X) = ajoa(ag —a1)(1 — ) + aras(a; — a3)(1 — e22) 4+ asas(as — ag)(1 — eM12)

(4.94)
X5 = ajon(ag — ag)(1 — e®2) (e 2e22) 4 arag(as — ap)(1 — e¥28) (1D 4 e238) 4
a3y — az)(1 — e212) (e928 4 e232) (4.95)
X3 = ajon(ag — ag)e®Pe?2 (1 — e8) 4+ agasg(ar — ag)e® DB (1 — e28) +
paze®2Bet B (1 — M8 (4.96)

El modelo discreto exacto no estd bien definido para a; = 0,as = 0,a3 = 0,17 =
a9, = (3, g = 3. Se necesitard que el modelo discreto de la planta varie continuamente
en la medida que varian los polos inciertos. Es por esto que se plantea cada uno de los casos
no definidos y se calcula el limite correspondiente.

1. El primer caso de estudio corresponde a evaluar vy = 0y as # a3 # 0 en la funcién
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de transferencia (4.92) y se utiliza el Lema 23 como se muestra a continuacién:

Gam1(2) = @Z {‘C_l {32(5 - aj)(s o) }} (4.97)
:Mg{£—1{a2+a3+ 1 N 1 .

z 2

s(azaz)?  s2asas  ad(az — ag)(s — az)

1
o2~ an)(s —a3) }} (4.98)
b(Xl,Zz —+ XQZ =+ Xg)

T a2a2(an — as)(z — e®28)(z — e B)(z — 1) (4.99)
X1 =a2(e* — 1) — a2(e®? — 1) + avazA(ay — az) (4.100)
Xy = ad(e™® —1)(1+e°2%) + a2(1 — e®22) (1 + ™)+
o3 A(ag — ) (€222 4 e¥38) (4.101)
X3 = a2e®B(1 — e®2) — a2e™B(1 — e22) + apazAe®?2e®2 (ay — a3)
(4.102)

Al calcular el limite de la funcién de transferencia (4.93) con a; — 0 se obtiene
G3 — 1(z) por lo que hay continuidad en la discretizacién del modelo en a; = 0. Esto
es vélido para los casos en as = 0,1 # a3 # 0 y para az = 0,1 # as # 0 solo hay
que intercambiar las variables segtin corresponda.

b(22X1 + 2X5 + X3)

A0 arazas(ar — az)(ar — aa)(az — az)(z — e 8)(z )z — ensd) (10
= G3-1(2) (4.104)

2. El segundo caso considera a; = 0y as = ag # 0y se obtiene la funcién de transferencia
discreta utilizando el Lema 23 como se muestra a continuacion:

Gz 2(2) = @Z {L‘l {M}} (4.105)

G3_o(2) = @Z {£‘1 {j% + % - 2 + ! }} (4.106)

as  a3(s—az)  ad(s—ag)?

b(X12’2 + Xoz + X3)

Gz 2(2) = il A1) (4.107)
X1 = agA(1 + e®28) 4 2(1 — e™22) (4.108)
Xy = 2(e2222 — 2a5Ae?2 — 1) (4.109)
X3 = e®22(2(1 — e“2%) + ap A(1 + e22)) (4.110)

Al calcular el limite de la funcién de transferencia (4.99) con as — a3 se obtiene
G3—_2(z) por lo que hay continuidad. Ocurre lo mismo con los casos ag = 0,01 = ag # 0
y ag = 0,1 = as # 0 solo hay que intercambiar las variables correspondientes, esto
gracias a la simetria de la planta.
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b(ZQXl + 2X9 + Xg)

Dtlllglo ajagag(a; — ag)(ar — az)(as — az)(z — e212) (2 — e®28)(z — e38) (4.111)
= GU(2) (4.112)

3. El tercer caso considera a; = as # ag con «aj,az # 0y se obtiene la funcién de
transferencia discreta con Lema 23 como se muestra a continuacion:

Gy_s(2) = b(zz_ P {El {8(5 — a1)12(8 s }} (4.113)

G3-3(z) = b(Z; Dz {El {a%alss - a%(a12fla3)(0;3— o) (o - ai)(s —ay)? }}

G ( ) b(X122 +XQZ+X3)
_3(2) =
33 afaz(a; — az)?(z — e®18)2(z — ex3d)
X; = a?(e®® — 1) 4+ as(as — 209) (e — 1) + a1azAe® (ay — a3) (4.116)
)

Xy = M8 (1 — e*2)(202 — 20103 + 2) + a3(20; — ag)(e?M18 — 38

(4.117)

1030 (a3 — ap) (1 + e232) (4.118)
X3 = a2e2M8 (22 — 1) + aze® 2e® 2 (M2 — 1) (ag — 2a7)+ (4.119)
a3 AP () — ag) (4.120)

Se calcula el limite del modelo (4.93) con a; — ag obteniéndose G3_3(z) por lo que hay
continuidad. Se obtiene el mismo resultado para el caso a; = a3 # ag con ag,as # 0
y para el caso ag = ag # oy con ag,ag # 0.

4. El cuarto caso se da con a7 = ay = ag # 0 y se procede a obtener la funcién de
transferencia discreta a partir del Lema 23 como se muestra a continuacion:

G a(z) = 22 1)2{5—1 {8(1}} (4.121)

2 s—aq)d
b(z—1) -1 1 1 1
_ = Z N _

Gons() =2 {7 T e~ e )

(4.122)
- b(X122 —+ XQZ —+ Xg)

G3_4(Z) = 204?(,2 — ea1A)3 (4123)
X =2(e? — 1) + a1 Ae®? (a1 A — 2) (4.124)
Xy = 22 —1)(a1A — 2) (1 A + 2) + 201 Ae® 2 (e 4 1) (4.125)
X3 =8 (=2(1 — e?) — a1 A2 + 0 A)) (4.126)

Se calcula el limite del modelo (4.115) con ag — a1 y se obtiene G3_4(z) por lo que
hay continuidad en el modelo discreto.
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5. El ultimo caso considera a; = as = 0 con a3 # 0 y se obtiene la funcién de
transferencia a partir del Lema 23 como se muestra a continuacion:

s s(2) = 2= 1)2{51 {53(1}} (4.127)

z S — 043)
bz—1) [, f 1 1 1 !
. _ = 1 _ 4.12
G3-5(2) B {E ads  als?  ags + aj(s — ag) (4.128)
b(X12% + Xpz 4 X3)

5(2) = 4.12
G3 5(2) 2C¥§(Z _ 1)2(2 _ GO‘BA) ( 9)
X; =2(e™® — 1) — az3A(2 + azA) (4.130)
Xy = (%2 —1)(a3A + 2)(a3A — 2) + 2a3A(1 4 e*32) (4.131)
X3 = 2(e™® — 1) + azAe™® (azA — 2) (4.132)

Se calcula el limite del modelo (4.99) con ay = 0 obteniéndose G3_5(z) por lo que hay
continuidad en el modelo discreto.

Como se consideraron todos los casos en que el modelo (4.93) no estaba bien definido, se
tiene que el modelo discreto varia continuamente en la medida que el vector de incertidumbre
g se mueve por la caja Q = [-M, M| x [-M, M] x [-M, M].

Ahora viene definir el modelo nominal y al igual que en el caso discreto de segundo
orden, se trabaja con dos modelos nominales: el modelo G}(2) (4.133) que incluye los ceros
de muestreo y el modelo G2(z) (4.134) que no incluye los ceros de muestreo. El controlador
que se requiere es bipropio de grado dos con una estructura dada por (4.135).

A2 442+ 1)

Go(z) = 617 (4.133)
bA?
Go(z) = TR (4.134)
2
_ Doz" +pi1z+Dp2
Ole) = HE AT (4.135)

Se obtiene el polinomio de lazo cerrado nominal (4.136) para el modelo G§(z), el cual
se iguala por coeficientes al polinomio (z — 1 + aA)® obteniéndose el sistema de ecuaciones
dado por (4.137)-(4.141).

bpo A® bA3(4py +
Abo(2) = 2"+ ( Po= 4 I —3)2% 4+ (I — 311 + M +3)23
bA3(po + 4p1 + bA3 (py + 4
+(3ll —3l2+ (pO 6p1 p2> —1)Z2+(312_11+(2)1T2)2))Z+
bpa A3
p26 — 2 (4.136)
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bl 3)2 + (Iy — 31, + w +3=5(—1+aA) (4.137)
ly — 31y + w +3=10(-1+aA)? (4.138)

31, — 31, 1+ D200 +64p1 P2y 01 + an)? (4.139)

3o — I + M%“m) =5(—1+aA)* (4.140)

bp26A3 —ly = (~1+aA)’ (4.141)

Se despeja el sistema de ecuaciones anterior para obtener los coeficientes del controlador
en términos del pardmetro de disefio cr, como se observa en (4.142)-(4.146).

5a°A5  5atA*  5aPA3

I = 5aA — 2 4.142
! 36 6 g @ (4.142)
19a°A%  10a*A*  2503A3

= 20087 1007A7 200TAT L 1002A% sa kA 41 (4.143)
36 3 3
5A2 _ po4 3

p0:5(a A 6;;)A+120{ ) (4.144)
5A2 —4 4A 3

pl— ~ 8a 5;)04 + 60a (4.145)

1 5A2 _ 4A 3
02— Ta Gé)g)z + 60« (4.146)

Por otro lado, si se considera el modelo nominal GZ(z) que no incluye los ceros de
muestreo entonces el polinomio de lazo cerrado nominal viene dado por (4.147), donde se
obtiene un sistema de ecuaciones dado por (4.148)-(4.152).

A20(2) = 2° + (I3 — 3)2* + (I — 311 + 3)2° + (bpoA® + 31y — 312 — 1)2%+
(bp1A3 — 1+ 312)2 + bp2A3 — 1y (4147)

I —3=5(—1+aA) (4.148)

Iy — 3l +3=10(—1+ aA)? (4.149)

bpoA3 + 31 — 3l — 1 = 10(—1 + aA)? (4.150)
b1 A — 1y + 3l = 5(—1+ aA)! ( )
bpo A —ly = (=1 + aA)® (4.152)

Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los parametros del controlador en
funcién del ancho de banda nominal «.
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I, = 5aA —2 (4.153)
ly = 100*A? — 5aA + 1 (4.154)
Po = 10;‘3 (4.155)
p1= M (4.156)
Do = aA? — 5ab4A +10a3 (4.157)

Para ilustrar la importancia de incluir los ceros de muestreo en el diseno del controlador
es que se realiza el siguiente ejemplo. También se discutira el efecto que tiene la eleccion del
periodo de muestreo.

Ejemplo 29. Sea una planta de tercer orden de tiempo continuo dada por (4.158). Se escoge
un periodo de muestreo A = 0,1 por lo que el modelo discreto verdadero es (4.159).

3
(s—1)?

6,49 x 1075(z + 3,875)(z + 0,278)
N (z — 1,051)3

G(s) = (4.158)

G(2) (4.159)

Se grafica el polo dominante de lazo cerrado verdadero para el controlador Cy(z) que
se disena considerando los ceros de muestreo y para el controlador Co(2) que se disenia sin
incluir los ceros de muestreo. En la Figura 4.6 se observa que el lazo cerrado verdadero con
Ci(z) es en su mayoria inestable al variar a entre 0 y 1/A. Mientras que el lazo cerrado
verdadero para el controlador Co(z) es estable entre o = 7 y a = 9. El objetivo en esta
seccidn es encontrar una cota inferior para o con la que se alcance la estabilidad robusta,
esta cota se define en proporcion a la cota M que limita la magnitud de los polos de la planta
verdadera por lo que se deduce que el periodo de muestreo no es lo suficientemente pequerio.

Se cambia el periodo de muestreo a A = 1/20[s] y se vuelve a graficar la magnitud del polo
dominante de lazo cerrado verdadero en la Figura 4.7. En esta figura se observa que para el
controlador Cy(2) en azul, el lazo cerrado verdadero se mantiene estable aprorimadamente
desde o = 6 en adelante.

Con el Ejemplo 29 se ilustré la importancia de considerar los ceros de muestreo al
momento de disenar un controlador de alto ancho de banda. También se mostré que para
una planta de tercer orden un periodo de muestreo aceptable es A = 1/(20M). Con lo que
se procede a obtener la cota inferior tedrica para el controlador.

Para obtener la cota inferior para « hay que plantear el polinomio de lazo cerrado
verdadero, separar su parte real e imaginaria y ambas partes igualarlas a cero. Luego se
grafica el Value Set para verificar que este se encuentre contenido por las curvas generadas
por los puntos extremos de la planta ¢* = {[~M, —M] [~ M, M],[M, M)} para luego verificar
los supuestos del Teorema de Exclusién del Cero y usar dicho Teorema para asegurar
estabilidad robusta.

El polinomio de lazo cerrado verdadero viene dado por (4.160) donde se define la

constante b’ = b para simplificar las expresiones. Los parametros
aragaz(ar—az)(ar—as)(az—as)
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Polos de lazo cerado vs o
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Magnitud del polo dominante
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Figura 4.6: Magnitud del polo dominante de lazo cerrado para el controlador C;(z) en azul
y para el controlador Cy(z) en rojo. Ambos con un perfodo de muestreo A = 1/10

Polos de lazo cerado vs o
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Magnitud del polo dominante
E.‘ ha
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Ancho de banda nominal «

Figura 4.7: Magnitud del polo dominante de lazo cerrado para el controlador C(z) en azul
y para el controlador C3(z) en rojo. Ambos con un periodo de muestreo A = 1/20

del controlador {l1,l2,p0,p1,p2} vienen dador por (4.142)-(4.146) y los polinomios
{X1, X5, X3} definidos en (4.94)-(4.96).
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Acl(z) = (2;2 +liz+ l2)(2 _ eoqA)(Z _ eong)(Z - €a3A)—|—
V(po2® + prz + p2) (22 X1 + 2X2 + X3) (4.160)

Se aprovecha el hecho que el Value Set para tiempo discreto se obtiene al evaluar la
variable compleja z en z = €/“2 con 0 > w > 1/A. Se fija un « arbitrario y se grafica el
Value Set para la planta del Ejemplo 29 para verificar que el Value Set este contenido en
las curvas generadas por los puntos extremos ¢*. En la Figura 4.8a se grafica el Value Set
con un « = 10 y se observa tanto en las Figuras 4.8a y 4.8b que el Value Set estd contenido
por las curvas negras que corresponden a evaluar el polinomio de lazo cerrado en los puntos
extremos qi.
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(a) Value Set para o = 10 (b) Acercamiento del Value Set para oo = 10

Figura 4.8: Value Set para la planta (4.159) con un ancho de banda nominal a = 10

Ahora se verifican los supuestos del Teorema de Exclusién del Cero. Se tiene que la familia
de polinomios (4.160) es de grado invariante, el conjunto @ sobre el que varia el vector de
pardmetros inciertos ¢ = [a1, ag, 3] es conexo al ser una caja Q = [—M, M| x [-M, M| x
[— M, M], los coeficientes del polinomio son funciones continuas del vector de incertidumbre
g y al menos un miembro de la familia estable, siendo este caso con ¢ = [0,0,0] el cual
corresponde al modelo nominal G§(z) y el polinomio de lazo cerrado nominal es estable por
construccién. Entonces la familia de polinomio es robustamente estable si y solo si el Value
Set no contiene al origen del plano complejo.

Para encontrar la cota inferior de « se define en funcién de la cota M, es decir,
a = kM donde k es la razén entre el ancho de banda nominal de lazo cerrado y la cota
que limita la magnitud de los polos inciertos de la planta. Luego se utiliza la expresion
23 = cos(nwA) + jsin(wA) y se separa el polinomio (4.160) en su parte real e imaginaria,
como se muestra a continuacién:
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Acl(z) = (cos(5wA) + jsin(5wA)) + (I} — eMD — @28 — 28 1 X 11 pg ) (cos(4w)+
Fsin(4wA)) + (Ig 4+ e¥2 (415 4 e@28) 4 g1 Be2h _ ] (eM1A 4 @28 | posB) |
X1b'p1 + Xob'po)(cos(3wA) + jsin(3wA)) + (I3 (32 (M 4 e228) 4 elaga2a)

Iy (e®2 4 228 4 @ 8) 4 X b py + Xobpy 4+ Xsb'pg — e“18e22e32) (cos(2wA )+
Gsin(2wA)) + (Io(e¥32 (e + e®28) 4 e 828 4 Xob'py + X3b'pr—
I e 22828 (cos(WA) + jsin(wA)) + X3b'py — lge®1Bet28 g3 (4.161)

Aa(z) = P) + Q) (1162)

P(w) = cos(5wA) 4 cos(dwA)(l; — eMD — e@28 — ¢8 L X1 pg)+
cos(3wA) (ly 4 €232 (M8 4 e@28) f 1802 [ (eMA 4 o028 4 o3 By
X1b'p1 + Xob'po) + cos(2wA) (11 (222 (€MD 4 e@28) 4 etlaga2a)_
lo(e®2 4 228 4 e38) 4 X b py + Xobpy + Xab'py — e18e228e38) 4
cos(WA)(Ip(e¥32 (€218 + e228) 4 M 8228 L Xob'py + X3b'py — l1e®1 8 e?22 e84
X3b'py — lpe1B 2Bt (4.163)
Q(w) = sin(5wA) + sin(4wA)(l; — e — 28 — 2 L X 10 py)+
sin(3wA)(ly 4 €232 (eM1D 4 228 4 182 _ [ (eMA 4 2B 4 g8y
X10'p1 + Xob'po) + sin(2wA) (11 (€232 (€18 + e228) 4 1o 28y
lg(eo‘1A +e™A 4 eo‘sA) + X1b'pa + Xob'py + X3b'pg — eo‘lAeo‘era3A)+
sin(wWA) (Ip (€232 (€18 4 e®28) 4 18228 L Xob'py + X3b'py — [1e®1 2 e¥2Re5)

(4.164)

Se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones P(w) = 0y Q(w) = 0 al evaluar
en los puntos extremos ¢' = {[-M,—M],[-~M, M],[M,M]} y se obtiene como resultado
(k,w) = (5,71, 0,3), por lo que la cota inferior para el ancho de banda nominal es « > 5,71 M.
Dicha cota se verifica graficamente con el Value Set del polinomio de la lazo cerrado a ese
ancho de banda nominal, el cual se muestra en la Figura 4.9a. Se hace un acercamiento al
origen del plano complejo en la Figura 4.9b donde se marca con () rojo el origen.
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003

ooz |

oot |

Qlel)
Qe")

at ol
.t
0.01
of
-2 -0.02
-‘?ZCI —‘IE 10 -5 o 5 10 —ClICH 0 805 o CIC:CI'E ClC‘H 0C:15 o. ICIZ CIG‘ZE CI‘GS
PE) P@E™)
(a) Value Set para oo = 5,71 (b) Acercamiento del Value Set para o = 5,71

Figura 4.9: Value Set para la planta (4.159) con un ancho de banda nominal o = 5,71
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Capitulo 5

RESULTADOS
EXPERIMENTALES

Esta tesis se enfoca en el andlisis tedrico de plantas con incertidumbre y el desarrollo de
una ley de control basada en el ancho de banda de lazo cerrado nominal. No obstante, se
pone a prueba esta metodologia de diseno de un controlador de alto ancho de banda y se
aplica en dos sistemas fisicos: un servomotor y un levitador magnético. Para cada sistema
se compararan los resultados al utilizar el controlador en tiempo continuo variando el ancho
de banda nominal «. También se implementara control en tiempo discreto, utilizando un
controlador que considera los ceros de muestreo asintéticos y un segundo controlador que
no los considera, comparando los resultados en la medida que se aumenta el ancho de banda
nominal.

5.1. QUBE-Servo

El primer sistema que se utiliza es un servomotor desarrollado por la compania Quanser
con fines educacionales. Este dispositivo consta de un motor de corriente continua al cual
se le incorpora un disco en el eje, como se ve en la Figura 5.1. Lo que se busca controlar en
este dispositivo es la posicién angular 0(t) del disco lo que se hard a través de un voltaje de
actuacion V,,(t).

En la Figura 5.2 se muestra un diagrama del sistema eléctrico-mecanico. El subsistema
eléctrico describe el rotor como una componente que produce una velocidad de giro w,, a
partir del voltaje contra-electromotriz e, (t) y el estator viene representado por la resistencia
R,, e inductancia L,, de armadura. En el subsistema mecanico se muestra como el eje del
motor se conecta con dos componentes que representan las inercias del eje Jj y la del disco
Jyq.

En (5.1) se muestra la relacién entre el voltaje contra-electromotriz ey (t) y la velocidad
del motor w,,(t), mostrando también la constante de proporcionalidad entre ambas k.
Luego al aplicar la ley de voltajes de Kirchoff (LVK) se obtiene la ecuacién (5.25).
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72 CAP{TULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Figura 5.1: Servo motor QUBE-Servo

Figura 5.2: Diagrama electronico-mecédnico del servomotor

ep(t) = kmwm(t) (5.1)
dipm (t)
dt
El fabricante indica que la inductancia del motor L,, es mucho menor en comparacion a

la resistencia del motor R,,, por lo que se desprecia y se obtiene la siguiente ecuacién para
la corriente.

Vi () — Ry (£) — L

— kpmwnm, (5.2)

Vi (t) — kpmwm,
R
La ecuacién que describe la dindmica rotacional del motor es (5.4) donde Jgq, es el

momento de inercia total del eje del motor y el disco, y 7,, es el torque aplicado por el
motor DC.

Z.m(t) = (53)

dwy,

“at

El torque Ty, queda proporcional a la corriente aplicada con lo que se obtiene (5.5) y
juntar las ecuaciones (5.3)-(5.5) se obtiene (5.6).

J. =T (5.4)

T = ki (t) (5.5)
dwm k2, I
dt  JegRum " JegBom

Vin(t) (5.6)
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Se aplica la transformada de Laplace y se reordenan los términos para obtener la funcién
de transferencia que relaciona la velocidad del motor w,, y el voltaje de actuacion V,,.

~ Wi(s) K
Gls) = Vin(s) 7s+1 (5:7)
donde
1 ']6 R'IYL
K=pm 7= (5.8)

El fabricante entrega los valores nominales de las componentes del sistema, las que se
muestran en la siguiente tabla:

Parametro | Descripcién Valores

R, Resistencia del motor 8,40

ky Constante de Torque 0,042NM/A

km Constante de la fuerza contra-electromotriz | 0,042V/(rad/s)
Im Inercia del rotor 4,0 x 1075 K gm?
L, Inductancia del rotor 1,16mH

mp Masa del eje 0,0106Kg

Th Radio del eje 0,0111m

Jh Inercia del eje 0,6 x 1075 K gm?
mq Masa del disco 0,053K g

rq Radio del disco 0,0248m

Tabla 5.1: Parametros del servomotor entregados por el fabricante

Con lo que se obtiene el modelo propuesto por el fabricante.

239,3

G) = 008 (5.9)

Ademsds, se cuenta con un segundo modelo que se obtuvo por medio de datos
experimentales.

160,91

Lol 1
G(s) s + 6,993 (5.10)

Como la senal a controlar es la posicién angular del rotor, esta se obtiene integrando la
velocidad por lo que la funcién de transferencia con la que se trabaja es:

_6(k) K
Gls) = Vin(s)  s(rs+1) (5.11)

De la funcién de transferencia anterior se obtiene el modelo de alta frecuencia, el cual es
un integrador doble con la ganancia b = 160,91.

160,91
Guls) = 60,9

= (5.12)
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5.1.1. Diseno del controlador en tiempo continuo

Para el disenio del controlador se utilizan los resultados obtenidos de la Seccién 3.5.1.
Por lo que el controlador viene dado por (5.13) y los coeficientes se pueden obtener con el
Lema 15 en la pagina 18 quedando descritos en funcién del ancho de banda nominal « como
se muestra en 5.14.

DPos + p1
C(s) =—— 5.13
(s) = B2 (5.13)
3a? a?
ll =3a Po = T pP1 = ? (514)

De la seccion 3.5.1 se sabe que una planta de segundo orden sin ceros inciertos se puede
controlar con el controlador propuesto en (5.13) siempre que se escoja un ancho de banda
nominal que cumpla o > 2,42M donde M es la cota superior de la magnitud de los polos
inciertos. En este caso se escoge M = 7 por lo que, en teoria, al fijar el ancho de banda en
a = 16,94 se estabiliza el lazo cerrado.

5.1.2. Implementacion en Simulink

Para implementar el controlador diseiado se utiliza el software Simulink y el diagrama
de bloques se muestra en la Figura 5.3.

HIL-1 {qube_serve2_usb-0)

Figura 5.3: Diagrama de bloques del lazo de control del motor en tiempo continuo

5.1.3. Resultados experimentales

Como senal de referencia se utilizé un tren de pulsos de frecuencia 0,5[Hz] y amplitud
60[°]. Se implementd el controlador a la planta para distintos valores de ancho de banda
nominal con el fin de ver como afecta la estabilidad del lazo cerrado verdadero. En la Figura
5.4 se muestra la posicién angular para un o = 1, y ya que la actuacién es demasiado baja
no se logra controlar la planta.

Luego se aumenta la rapidez del ancho de banda nominal a &« = 7. En la Figura 5.5 se
observa que la posicién angular ya sigue la senal de referencia pero como el ancho de banda

DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA



5.1. QUBE-SERVO 75

Posicion angular A(t) Actuacion vs tiempo
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Figura 5.4: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
a=1

Posicion angular dft) Actuacion vs tiempo
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Figura 5.5: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
a="T

nominal no es lo suficientemente rapido, se tiene error en estado estacionario apreciable, con
un 58,4 % de error en estado estacionario.

Al fijar el ancho de banda a = 16,94 (cota inferior tedrica para estabilidad robusta), se
observa en la Figura 5.6 que la posicién angular sigue la referencia con un error de estado
estacionario del 11,8 %.

Como se analizé en la Seccion 3.6 se tiene que la funcién de sensibilidad complementaria
T(s) tiende a magnitud 1 en la medida que el ancho de banda nominal aumenta, lo que se
puede verificar con la Figura 5.7 donde se alcanza un error en estado estacionario de 0,98 %.

Finalmente, se pone a prueba el controlador fijando el ancho de banda nominal en
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Posicion angular A(t) Actuacion vs tiempo
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Figura 5.6: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
a=16,94

Posicion angular A(t) Actuacion vs tiempo
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Figura 5.7: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
a="70

a = 300 lo que es poco més de 40 veces la cota M que limita los polos del modelo verdadero.
En la Figura 5.8a se observa que la posicién angular 6(t) sigue la referencia, con un error en
estado estacionario de 0,20 %. Cabe destacar que esta prueba se realizé durante solo 1,5[s]
ya que como se ve en la Figura 5.8b la actuacién tiene un comportamiento alternante lo
cual estresa al servomotor.
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Posicion angular A(t) Actuacion vs tiempo
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Figura 5.8: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
a = 300

5.1.4. Diseino del controlador en tiempo discreto

También se plantea utilizar control discreto para los dos modelos discretos nominales:
Go1(z) que incluye los ceros de muestreo y Goz que no incluye los ceros de muestreo, con
b = 160,91 y un periodo de muestreo A = 1/(10 x 7). En la Seccién 4.4.2 se analizé el
caso discreto de una planta de orden dos que se controla con un controlador bipropio de

primer orden y se llegb a que la familia de polinomios es robustamente estable si se cumple
o> 2,42M.

2(z
Gon(2) = ) (515)
bA?
Goz(2) = Go1)2 (5.16)

Se disena un controlador para cada modelo nominal, ambos con la estructura mostrada
en (5.17). Los controladores se diferencian en la forma en que se obtienen sus pardmetros en
funcién del ancho de banda de lazo cerrado nominal . El controlador C(z) para el modelo
Go1(z) que considera los ceros de muestreo tiene sus pardmetros dados por:

Poz +p1
C =— 5.17
1(2) L (5.17)
A) 3(al)?
T G N (5.18)
4 2
302 oA
Po = B 9 (5.19)
3a3A o?
O TR (5:20)
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Mientras que el controlador Cy(z) para el modelo Gpa(z) que no considera los ceros de
muestreo tiene sus parametros dados por:

PoZ + 1
= 21
Ca(z) = = T (5.21)
I = 3aA -1 (5.22)
302
po=" (5.23)
oA 3a?
=== 24
b1 % b (5 )

5.1.5. Resultados experimentales

La senal de referencia que se utiliza para el sistema corresponde a un tren de pulsos
de amplitud 60[°] y una frecuencia de 1/2[Hz|. Al igual que con el controlador continuo,
se prueban los dos controladores C1(z) y Ca(z) para distintos valores de ancho de banda
nominal de lazo cerrado a.

En la Figura 5.9 se muestran las sefiales de referencia, posiciéon angular 0(t) y el voltaje
de actuacién u(t) para el controlador Cy(z) en azul y para el controlador C2(z) en rojo. En
este caso se fijé el ancho de banda nominal en @ = 1 y en la Figura 5.9b se observa que la
actuacién es demasiado pequena para ambos controladores por lo que no se logra controlar
el servomotor.

Posicion angular 4(t) Actuacion vs tiempo

u(f)

a 1 2 3 a 6 7 B 9 10 [ 1 2 £ 4 6 7 8 a 10

Tiempo [s]

Tiempo [s]

(a) Posicién angular 0(t) con el controlador Ci(z)  (b) Voltaje de actuacién del controlador C1(z) en azul
en azul, posicién angular 6(t) con el controlador y voltaje de actuacién del controlador C2(z) en rojo
C3(z) en rojo y senal de referencia en negro

Figura 5.9: Angulo del servomotor y voltaje de actuacion para un ancho de banda nominal
a =1 con controladores de tiempo discreto

En la Figura 5.10 se muestran los resultados al aumentar el ancho de banda nominal a
a = 16,94 (cota inferior tedrica para estabilidad robusta). Se observa en la Figura 5.10a que
la posicién angular obtenida con el controlador C(z) es ligeramente distinta a la posicién
angular a(t) obtenida con el controlador Cs(t) pero ambos controladores logran un error de
estado estacionario del 13,28 % y 15,333 % respectivamente.
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Paosicion angular #{t) vs tiempo Voltage de actuacion u(t) vs tiempo
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en azul, posicién angular 6(t) con el controlador y voltaje de actuacién del controlador C2(z) en rojo

C2(z) en rojo y senal de referencia en negro

Figura 5.10: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
a = 16,94 con controladores de tiempo discreto

En la Figura 5.11 se muestra el experimento con un aumento del ancho de banda nominal
a a = 35, que es cinco veces la cota M que limita la magnitud de los polos inciertos de la
planta. En la Figura 5.11a se destaca que la posicién angular 6(t) para ambos controladores se
logra controlar y tienen un error de estado estacionario del 0,68 % y 3,91 % respectivamente.
No obstante, al operar en un mayor ancho de banda de lazo cerrado nominal se obtiene
que el voltaje de actuacién para el controlador Co(z) presenta saturaciones mientras que el
voltaje de actuacién para el controlador C}(z) no estd saturado.

Posicion angular dft) Actuacion vs tiempo
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(a) Posicién angular 6(t) con el controlador C1(z) (b) Voltaje de actuacién del controlador C1(z) en azul
en azul, posicién angular 6(t) con el controlador y voltaje de actuacién del controlador C2(z) en rojo

C2(z) en rojo y senal de referencia en negro

Figura 5.11: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
« = 35 con controladores de tiempo discreto
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Finalmente se realiza una tltima realizacién de este experimento con un ancho de banda
nominal o = 70 que corresponde al maximo posible, lo que se muestra en la Figura 5.12. En
este caso solo se utiliz6 el controlador C;(z) ya que el con el controlador C3(z) la senal de
actuacién resultante estaba totalmente saturada. En la Figura 5.12b se muestra la actuacién
la cual estd saturada en parte del transciente pero luego logra controlar la planta.

Posicién angular A(t) Actuacion vs tiempo
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18 2‘ 2'2 2?4 2‘6 213 :; 3'2 2‘2 2?4 2‘6 Z‘B 3 32
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(a) Posicién angular 6(t) con el controlador C1(z) en(b) Voltaje de actuacién del controlador C1(z) en azul

azul y senal de referencia en negro

Figura 5.12: Angulo del servomotor y voltaje de actuacién para un ancho de banda nominal
« = 70 con controlador de tiempo discreto

5.2. Levitador magnético

El sistema fisico con el que se trabaja es un levitador magnético, dispositivo que cuenta
con una pieza de metal llamada rotor, un sistema electromecédnico que a través de una senal
de corriente se genera un campo magnético variable y un par de imanes permanentes, como
se puede ver en la Figura 5.13. El sistema se controla a través de la corriente del electroiméan
la cual contrarresta los efectos de las fuerzas que ejercen en el rotor: la gravedad y la fuerza
magnética de los imanes permanentes. Con el control adecuado se logra dejar suspendido el
rotor en una posicién determinada.

Imanes
permanentes

Electroiman Receptores

> 0 infrarrojos
A—
l Emisores *
| | © % .
] |
[~

infrarrojos

(a) Equipo (b) Esquema

Figura 5.13: Levitador magnético
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El levitador se compone de dos subsistemas: uno eléctrico y uno mecanico. En la Figura
5.14 se muestra el diagrama eléctrico donde el voltaje de actuacién u(t) se amplifica para
obtener el voltaje v (t) y el electroimén se modela a través de la resistencia R y la inductancia
L. Se aplica la ley de voltajes de Kirchoff (LVK) con lo que se obtiene la ecuacién (5.25).

CC

IV

£,(1)
— Amplificador 1

u() v, (0 L

Electroiman

Figura 5.14: Diagrama eléctrico del levitador

di.(s)
L
dt

— v — Ri.(t) (5.25)

Del sistema mecéanico se hace un diagrama de cuerpo libre, donde se ven involucradas la

fuerza de gravedad myg, la fuerza magnética total es F(t) y la sumatoria total de fuerzas del
2

rotor tiene la expresion mdz(t? , lo que se expresa en la ecuacién (5.26). La Fuerza magnética

total se compone de la fuerza magnética del electroiméan y la fuerza magnética de los imanes

permanentes y se rige por la ecuacién (5.27).

m% =mg — F(t) (5.26)
F(t) =k ;2((?) + ks x;(t) (5.27)

El voltaje de entrada al sistema RL, v.(t), se obtiene a través de un voltaje de actuacién
segun:

Ve(t) = —Kqu(t) + 04 (5.28)

donde K, y d, son pardmetros constantes del actuador.

La corriente del electroimdn 4.(t) se mide a través de un sensor de corriente que se rige
por la ecuacién (5.29) y la posicién del rotor se mide con un sensor emisor y receptor de luz
infrarroja segin la ecuacién (5.30).
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’Uie(t) = KLie(t> + 6, (529)
0a(t) = Koma(t) — 0 (5.30)

donde K, 01, K, v 6, son pardmetros constantes de los sensores de corriente y de posicion.

Ya que las ecuaciones que modelan el levitador son no lineales, se linealizan para obtener
una funcién de transferencia que tenga por entrada el voltaje de actuacién u(t) y por salida
el voltaje de posicién del rotor v,(t). Esta funcién de transferencia se muestra en (5.31) y
el punto de operacién es (ug, teq, Fo, g, vzq) = (0,0,150,3,2, —6,8). Al utilizar los valores
de las constantes entregadas por el fabricante tanto para el levitador como para los sensores
se obtiene que el modelo linealizado del levitador es (5.32).

G(s) = AAV“/’ — K“K””;kl L (5.31)
U gy (s ) (o )
Q Q
B 57500 (5.32)

(s 4+ 100)(s — 25)(s + 25)

5.2.1. Diseno del controlador continuo

Del Capitulo 3 se obtuvo como resultado que una planta de tercer orden sin ceros puede
ser controlada por un controlador bipropio de orden 2 con la condicién que el ancho de
banda nominal debe ser mayor a 5,5885 veces la cota M que limita la magnitud de los polos
de la planta. Se escoge M = 100 que corresponde al polo de mayor magnitud de la planta
por lo que la cota inferior tedrica para estabilidad robusta es de o = 558.

El modelo nominal de alta frecuencia para el levitador viene dado por (5.33) y el
controlador tiene la estructura mostrada en (5.34). Los pardametros del controlador quedan
en funcién del ancho de banda nominal « y se obtienen utilizando el Lema 15 de la pagina
18 como se muestra en (5.35). Cabe destacar que este sistema en particular tiene un polo
rapido en s = —100 por lo que la cota inferior tedrica es grande y se espera el controlador
no pueda operar en tan alta frecuencia.

57500

Gols) = 2= (5.33)
2
Pos” + p1S+ p2

Cy(s) = P05 TP1ST P2 5.34
1(8) $2 +118+l2 ( )

1003 5ot b
L =5a, Iy =100 - e - e 5.35
pEee E A Po=wesne PUT 55000 P2 T 57500 (5.35)

Ahora bien, a partir de las ecuaciones dindmicas que modelan el levitador magnético, se
tiene que el modelo lineal tiene tres polos pero uno de ellos depende de la resistencia R,, y
la inductancia L., del electroiman. Con el fin de bajar la cota inferior tedrica para el ancho
de banda nominal, es que se considerard que ambos valores se conocen con certeza y que los
otros dos polos son polos inciertos. Bajo este supuesto, se puede modificar el modelo de la
planta como se muestra a continuacién:

b

G(s) = (5 + 100)(s — a1) (5 — a2)

(5.36)
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El modelo nominal mantiene la ganancia de alta frecuencia y el grado relativo, pero

incluye el polo rdpido s = —100 como se muestra en (5.37). pero al tener el polo en s = —100.
Gols) = _ b (5.37)
O (5 +100)s2 '

Se puede elegir cancelar este polo rapido con el numerador del controlador, con lo que se
pierde un parametro para hacer la asignacién de polos pero esto no es un problema porque
el polo que se cancela con el cero del controlador aparece como raiz del polinomio de lazo
cerrado nominal.

(s +100)(pos + p1)
82 —+ 118 —+ lQ

Este controlador, si bien es una solucién ad-hoc para el caso del levitador, se disena
siguiendo el principio propuesto en esta Tesis, es decir, garantizando un ancho de banda
nominal del lazo cerrado suficientemente alto para asegurar estabilidad robusta del lazo
cerrado verdadero.

Con el controlador (5.38), el polinomio de lazo cerrado nominal viene dado por:

Ca(s) = (5.38)

Aco(s) = 5%(s +100)(s% + 115 + lo) + b(s + 100)(pos + p1) (5.39)
= (54 100)(s* + 115® 4 125 + bpos + bpy) (5.40)
= (s +100)(s + a)? (5.41)

Al hacer la asignaciéon de polos y la igualaciéon de coeficientes se obtiene que los
parametros del controlador vienen dados por:

403 a?
ll = 404, l2 = 6042, Po = T, pP1 = ? (542)

Con lo que el controlador (5.38) queda:

(s +100)(4a3s + at)

Cals) = b(s? + 4as + 6a?)

(5.43)

5.2.2. Implementacion en Simulink

Para implementar tanto el controlador Ci(s) como el controlador Cs(s) se utiliza el
software Simulink y el diagrama de bloques se muestra en la Figura 5.15.

5.2.3. Resultados experimentales

Debido a que el sistema lineal se obtuvo por medio de linealizacién sobre un punto de
equilibrio, es que la sefial de referencia es r(t) = 0 para que la salida se mantenga en el punto
de equilibrio. Se graficara la salida del sistema que corresponde al voltaje de la posicién del
rotor junto al voltaje en equilibrio v,y = —6,8[V].

Al igual que se hizo en la Seccién 5.1.3, se ponen a prueba los dos controladores disenados
a distintos ancho de banda nominales de lazo cerrado. Primero se utiliza un @ = 50 como
se observa en las Figuras 5.16a y 5.16b. En ambas se muestran las senales de salida y de
actuacion, en color rojo para el controlador C1(s) y en azul para el controlador Cs(z). Debido
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Figura 5.15: Diagrama de bloques del levitador

Voltaje de posicién vs tiempo Actuacion vs tiempo

T T 10 T T
—‘ - *m '7*”‘zv‘v‘| — V¥ ol — VU 0]
sl | l | — V| — U,
| ‘ —Yelt) °r ]
s < | = Ll
e || || : (-
6 | ]
o L1 ‘ S 2r ]
IR AN e
©
S ap | 1 |-« ‘ 8 I}
‘ ‘| || I & 2f L
suiRilin
6
- UL
[ M L —
-n L . L . -10 L L - .
o 2 4 [ 8 10 12 o 2 4 L] 8 10 12
Tiempol[s] Tiempo[s]

(a) Voltaje de posicién del rotor para el controlador (b) Voltaje de actuacién para controlador C1(s) en
C1(s) en rojo y para el controlador Ca(s) en rojo y para controlador Ca(s) en azul
azul. Posicién del rotor en equilibrio en negro

Figura 5.16: Voltaje de posicién del rotor y voltaje de actuaciéon con a = 50

a que el ancho de banda « es pequeno, los dos controladores no son capaces de controlar la
planta.

Luego se aumenta la rapidez del ancho de banda nominal a & = 100. En las Figuras 5.17a
y se muestra como el controlador C(s) no logra estabilizar el levitador pero el controlador
Cy(s) si lo estabiliza.

Al seguir aumentando el ancho de banda nominal o = 150 se obtienen mejores resultados.
En las Figuras 5.18a y 5.18b se muestra que tanto el controlador C(s) como el controlador
Cy(s) estabilizan el levitador. Para comparar las sefiales de salida se utiliza el error
cuadrético medio (ECM), dado por:
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(a) Voltaje de posicién del rotor para el controlador (b) Voltaje de actuacién para controlador C1(s) en

C1(s) en rojo y para el controlador C2(s) en rojo y para controlador Ca(s) en azul

azul. Posicién del rotor en equilibrio en negro

Figura 5.17: Voltaje de posicién del rotor y voltaje de actuacién con a = 100

| N2
ECM = i ;(vw(t) — Uggq) (5.44)

De la Figura 5.18a se observa que ambas senales de salida tienen error estacionario pero
al comparar el error cuadrdtico medio, el controlador C;(s) tiene un ECM 0.66[-] mientras
que para el controlador Cs(s) es de 0.37]-], lo que indica que el controlador que incluye
el polo rapido controla mejor el levitador. Otra observacién es que el controlador Cs(s)
controla mejor al levitador con una actuacion de menor amplitud, como muestra la Figura
5.18b.

Finalmente se fija el ancho de banda nominal de lazo cerrado en o = 300 lo que se grafica
en las Figuras 5.19a-5.19b. En la Figura 5.19a se muestra que el levitador estd estabilizado
y que el error en estado estacionario es menor que en el caso de a = 150. También se
calcula el error cuadratico medio, siendo 0,80[—] para el controlador C4(s) y 0,67[—] para el
controlador Cs(s) por lo que el controlador Cs(s) proporciona un mejor control.

En la Figura 5.19b se muestra el voltaje de actuacién para ambos controladores y se
destaca que el controlador C(s) esta saturado mientras que el voltaje de actuacién de
C5(s) no lo esté.

Al realizar este experimento para varios valores de « se concluye que al fijar el ancho de
banda nominal lo suficientemente répido el controlador C4(s) logra estabilizar el levitador.
El problema que se observé es que con un ancho de banda nominal grande, la actuacién
aumenta en magnitud hasta el punto de saturarse. Se destaca el hecho que la cota inferior
tedrica que se calculé para el levitador es de @ = 558 la cual no fue posible implementar
ya que el controlador con un a = 300 ya esta saturado. Es debido a esto que se utilizé una
variante de controlador Cs(z) que incluye el polo répido del sistema, lo que baja la cota
inferior y logra estabilizar el levitador sin saturarse al menos hasta un a = 300.
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(a) Voltaje de posicién del rotor para el controlador (b) Voltaje de actuacién para controlador C1(s) en
C1(s) en rojo y para el controlador Ca(s) en rojo y para controlador Ca(s) en azul
azul. Posicién del rotor en equilibrio en negro

Figura 5.18: Voltaje de posicién del rotor y voltaje de actuacién con a = 150
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(a) Voltaje de posicién del rotor para el controlador (b) Voltaje de actuacién para controlador C1(s) en
C1(s) en rojo y para el controlador Ca(s) en rojo y para controlador Ca(s) en azul
azul. Posicién del rotor en equilibrio en negro

Figura 5.19: Voltaje de posicién del rotor y voltaje de actuacién con a = 300

5.2.4. Diseino del controlador en tiempo discreto

Se aborda el problema de controlar el levitador disenando un controlador discreto, para
lo cual se utilizara el modelo nominal que incluye los ceros de muestreo. El problema es que
debido a que la cota sobre los polos del levitador es M = 100 se tiene que la cota inferior
para el ancho de banda nominal es de @ = 571 lo cual causa problemas de saturacién. Es
por esto que se busca una soluciéon particular para este sistema que permita obtener una
cota inferior menor.

El modelo Go1(z) que incluye los ceros de muestreo y el modelo Gga(2) que incluye
el polo répido se muestran en (5.45) y (5.46) respectivamente. Donde la ganancia de alta
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frecuencia es b = 57500 y el periodo de muestreo A = 0,001.

bA3(2? + 4z + 1)
bA3 (22 + 42+ 1)

6(z — e=1008) (2 — 1)2

El controlador C;(z) se disena en base al modelo nominal Go;(z) y tiene la estructura
(5.47). Los parametros de este controlador se obtienen en funcién del ancho de banda nominal
a como se mostré en la Seccién 4.4.3 pagina 65, quedando estos como se muestra en (5.48)-
(5.52).

Goz(2) = (5.46)

_ Pz’ pizpe

= 4
Cl(Z) 22 + llZ + l2 (5 7)
56°A%  5atA* 5alA3
1 = — — A —2 4
1 36 + 6 3 + Sa (5.48)
19a°A%  100*A*  25a3A3
I — 12 00”87 _ 250787 | 1002A% —5a ¢ A+ 1 (5.49)
36 3 3
5(a®A% — 6a*A + 1203
Pt - ) (5.50)
5A2 —4 4A 3
ol = _8a 5;)04 + 60 (5.51)
1 5A2 _ 4A 3
02 = Ta Gé)ba + 60« (5.52)

Para el segundo modelo nominal Goz(z) se disefia el controlador Ca(z) el cual tiene el
polo réapido como cero con el fin de que se cancele con el modelo de la planta.

(2= €719 (poz + p1)
Cae) = = (5.53)

Con el controlador (5.53), el polinomio de lazo cerrado nominal viene dado por:

bA3
Aco(z) = (z—eflOOA)(z—1)2(Z2+llz—|—lg)—|—7(22+4z+1)(z—67100A)(p0z+p1) (5.54)

El polinomio (5.54) se iguala a (2 — e 199%)(z — 1 + aA)* y se hace igualacién de

coeficientes, resultando en que los coeficientes del controlador se obtienen con las expresiones
(5.55)-(5.58).

atAt 203A3

="~ =5 +dad -2 (5.55)
Iy = QO‘ZN - 10&3%3 T 602A% — daA +1 (5.56)
Do = —M (5.57)
p1 = M (5.58)
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5.2.5. Resultados experimentales

Se prueban los controladores Cy(z) y C2(z) para varios valores de ancho de banda
nominal, en especifico se estudia o = {50, 100, 150, 300}.

En las Figuras 5.20a y 5.20b se muestran los resultados de aplicar un ancho de banda
nominal o = 50. En la Figura 5.20a se observa que ambos controladores no logran estabilizar
el levitador.
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(a) Voltaje de posicién del rotor para el controlador (b) Voltaje de actuacién para el controlador C1(s) en
C1(z) en rojo y 5para el controlador C2(z) en rojo y para el controlador C2(s) en azul
azul. Posicién del rotor en equilibrio en negro

Figura 5.20: Voltaje de posicién del rotor y voltaje de actuaciéon con a = 50

Luego se aumenta el ancho de banda nominal a o« = 100. De las Figuras 5.21a y 5.21b
se observa que los controladores no son capaces de estabilizar el levitador. En contraste con
el control continuo que si se logré estabilizar para un o = 100.

Voltaje de posicion vs tiempo Actuacion vs tiempo

VT A 0,0 |
e [ _qu I — g,
. ‘ — el | “r
= ‘ s o
c
2] =
g g
@
° kS
T L F
5 | | 3.
\ /
2t W
"
75 W
8 L
o 2 4 8 8 10 12
Tiempa[s] Tiempo[s]
(a) Salida para el controlador C1(z) y C2(z) (b) Actuacién para controlador C1(z) y Ca(z)

Figura 5.21: Salida y actuacién con a = 100

Luego se aumenta el ancho de banda nominal a o = 150 y con este valor los dos
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controladores discretos estabilizan el levitador. En la Figura 5.22a se muestra como el voltaje
de posicién del rotor para el controlador C(z) (en rojo) tiene un menor error estacionario que
el del controlador Cy(z) (en azul). No obstante, el controlador C(z) entrega una actuacién
con méas amplitud, como se ve en la Figura 5.22b.
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(a) Salida para el controlador C(2) y Ca(z) (b) Actuacién para controlador C1(z) y C2(z)

Figura 5.22: Salida y actuacién con a = 150

Finalmente se fija el ancho de banda nominal en a = 300. Este caso se observa en las
Figuras 5.23a y 5.23b donde se muestra que ambos controladores estabilizan el levitador
con un error estacionario pequeiio pero la diferencia es que el controlador Ci(z) entrega
una senial de actuacién saturada mientras que el controlador Ca(z), que se disefié con la
cancelacion del polo rdpido, opera en una zona no saturada.
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Figura 5.23: Salida y actuacién con a = 300
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

N el presente trabajo de Tesis se estudié el problema de como garantizar la estabilidad

de una familia genérica de plantas utilizando un modelo nominal de alta frecuencia,
teniendo en cuenta que el modelo verdadero tiene incertidumbre en la posicién de polos y
ceros.

En primer lugar, se estudié como el modelo nominal escogido aproxima el modelo
verdadero de la planta en alta frecuencia. Posteriormente, se ilustré como al utilizar este
modelo nominal con un controlador bipropio junto a asignacién de polos, se obtiene una
metodologia de como abordar este tipo de problema.

Para determinar la estabilidad robusta del lazo cerrado resultante, se analizd el
comportamiento asintético del polinomio caracteristico de lazo cerrado cuando la variable
de diseno «a, que corresponde al ancho de banda nominal de lazo cerrado, tiende a infinito.
Llegando a un teorema que muestra que al escoger un « lo suficientemente grande, se logra
estabilizar la planta verdadera. Este resultado corrobora la hipdtesis planteada en esta Tesis
y concuerda con lo observado en los estudios previos en la literatura.

Para determinar cotas infimas sobre el ancho de banda nominal que garanticen
estabilidad robusta, se analizaron casos de orden bajo con incertidumbre solo en los polos
y luego en plantas con polos y ceros inciertos. Es importante destacar la importancia del
Value Set como herramienta de anélisis, que junto con el Teorema de Exclusién del Cero
permitieron asegurar la estabilidad del lazo cerrado verdadero para toda combinacion de las
incertidumbres dentro de su rango acotado.

En la Tabla 6.1 se pueden observar las cotas infimas para el ancho de banda nominal
que aseguran estabilidad robusta para el polinomio de lazo cerrado de plantas de tiempo
continuo que solo cuentan con polos inciertos. Donde k es la proporcion entre el ancho de
banda de lazo cerrado nominal o y la cota sobre la magnitud de los polos y ceros inciertos
M del modelo verdadero.

También se estudiaron dos casos que incorporan ceros inciertos al modelo verdadero de
la planta. En estos casos se ilustré que de incorporar ceros inciertos estos deben ser de fase
minima y que con el controlador propuesto no se puede establecer una cota infima para
el ancho de banda nominal, pues en la medida que los ceros son mas lentos se necesita de
un ancho de banda mas rapido. Es debido a esto que en la Seccién 3.5.2 se propone una
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Numero de polos | Cota infima
1 1
2 2.42
3 5.5885
4 12.67

Tabla 6.1: Cota infima k para estabilidad robusta del lazo cerrado para plantas de tiempo
continuo sin ceros.

variante de controlador con polos en el origen, con el cual se logran establecer cotas infimas
para el ancho de banda nominal. Las cotas minimas para el ancho de banda nominal son:
k = 1,1421 para el caso de dos polos y un cero inciertos y k = 1,34 para el caso de tres polos
y dos ceros inciertos.

Se analizé también el problema de plantas con incertidumbre en tiempo discreto, donde
primero se obtuvieron expresiones para el modelo discreto de plantas con uno, dos y tres
polos inciertos. Para estos casos de estudio se utilizaron dos modelos nominales: uno que
incluye los ceros de muestreo y un segundo modelo nominal que no incluye los ceros de
muestreo. Se concluyd que al trabajar en alta frecuencia es conveniente incluir la dindmica
de los ceros de muestreo en el diseno del controlador ya que de no hacerlo, el lazo cerrado
verdadero es inestable cerca de la frecuencia de Nyquist. Por tanto, las cotas infimas que
se obtuvieron para el controlador que se disenia en base a los ceros de muestreo son: k = 1
para el modelo de primer orden, k = 2,44 para el modelo de segundo orden y k = 5,71 para
el modelo de tercer orden.

Finalmente, se implementé la ley de control propuesta en dos sistemas fisicos: un
servomotor y un levitador magnético. Para el servomotor se utilizo el controlador de tiempo
continuo y se obtuvo que el lazo cerrado es estable para la cota inferior tedrica del ancho
de banda nominal y en la medida que se escoge un a mayor se consigue un error de estado
estacionario menor. No obstante, se observé que al aumentar demasiado «, la magnitud de
la senal de actuacién aumenta y llega a operar en saturacién.

En el servomotor también se implementaron dos controladores discretos, uno que incluye
y otro que no incluye los ceros de muestreo, donde se observé que entregan resultados
similares cunado el ancho de banda nominal de lazo cerrado es bajo pero que al aumentarlo
solo el controlador que incluye los ceros de muestreo estabiliza el lazo cerrado.

Para el levitador magnético primero se aplicé la ley de control de tiempo continuo, pero
la cota inferior tedrica para este sistema resulté muy alta debido al polo rdpido que tiene el
sistema y resulta en que el controlador opere en saturacién. Razén por la cual se utilizé una
solucién ad-hoc con la que se obtuvieron mejores resultados. Al igual que con el servomotor,
a valores mayores de « se obtuvo que el lazo cerrado tiene menor error de estado estacionario
pero los controladores se saturan si el ancho de banda nominal es demasiado grande.

Al levitador se le disenaron dos controladores de tiempo discreto, uno que incluye los
ceros de muestreo y un segundo controlador que ademas incorpora el polo rapido del sistema.
Los resultados que se obtuvieron son similares a los controladores disenados en tiempo
continuo, destacando que se necesité un ancho de banda mas grande para estabilizar el
levitador. Lo que concuerda con que las cotas inferiores tedricas para plantas de tiempo
discreto son ligeramente mayores a las cotas para plantas de tiempo continuo.
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6.1. Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro se consideran las siguientes ideas y lineas de investigacién que
complementan esta Tesis o que abordan el problema desde un nuevo angulo.

= En esta Tesis se encontraron cotas inferiores para plantas de tiempo continuo
estudiando casos de hasta orden cuatro pero se planteé una metodologia para abordar
el problema para plantas de orden superior. Desde esta perspectiva, un trabajo a futuro
seria encontrar una expresién que generalice los resultados obtenidos a una cantidad
de polos y ceros arbitrarios.

= En el estudio que se hizo de tiempo discreto solo se consideraron plantas con polos
inciertos, por lo que queda analizar cual es el efecto de tener ceros inciertos sobre la
estabilidad del lazo cerrado.

= Otra linea de investigacién seria cambiar el enfoque de funcién de transferencia por
el de espacio de estados. Llevar el modelo de funcién de transferencia con polos y
ceros inciertos a un modelo en variable de estado conlleva que los parametros inciertos
se dispersen entre las matrices de estado A, de entrada B y de salida C. Por lo
que primero hay que escoger una forma candnica conveniente, por ejemplo la forma
canodnica controlable, observable, diagonal, entre otras.

Otra dificultad que surge es que el modelo nominal de alta frecuencia que se propone en
esta Tesis lleva, en espacio de estados, a un sistema de orden reducido en comparacién
al modelo verdadero de la planta. Si por ejemplo se utiliza retroalimentacién de estados,
el controlador para el modelo nominal y el modelo verdadero tendran distinto orden
y habria que buscar como aplicar el controlador disenado para el modelo nominal al
modelo verdadero.

= Finalmente, al abordar el problema en espacio de estados, aparecen nuevas
herramientas o métodos como lo son control MPC, control H.,, entre otros. Estas
técnicas en general funcionan bien con modelos precisos de los sistemas que se buscan
controlar, por lo que como ya se menciond, es necesario estudiar como el modelo
nominal de alta frecuencia, que simplifica el modelo verdadero a un integrador multiple,
afecta en el diseno del controlador y en la estabilidad del lazo cerrado.
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