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Capitulo 1

Resumen

En este trabajo, se ha extendido el backgroud de la relatividad general a un espacio de
Riemann-Cartan de cinco dimensiones, que es el espacio mas general con conexién métrica
compatible, y que considera elementos geométricos adicionales, como la torsion. En este es-
pacio, se ha impuesto la invarianza de Lorentz al elemento de volumen cinco-dimensional,
incorporando el gradiente de un nuevo campo escalar. Dicho campo escalar se ha denomina-
do “torsionén”. Posteriormente, se ha realizado una reducciéon dimensional a la Kaluza-Klein,
obteniéndose una teoria efectiva en 4 dimensiones, en la que aparecen particulas provenientes
de la gravedad y la torsion, a saber, el gravitéon y el torsionén, en una torre de modos de
Kaluza-Klein, en donde solo los modos cero son no masivos y el resto de los modos resulta con
masa. Con el modelo efectivo, se han simulado colisiones de protones a 14 TeV, obteniéndose
una clara resonancia que hemos identificado con el torsionon.
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Capitulo 2

Introduccion

Si bien la relatividad general es una teoria tremendamente exitosa, que por mas de 100 anos
ha superado multiples pruebas experimentales, cada vez méas precisas; sabemos que es solo una
teoria efectiva, es decir, que no es necesariamente valida para todos los regimenes de energia,
si no que solo para un cierto rango. Ademas, no responde de manera satisfactoria a fenémenos
tales como la expansion acelerada del universo mediada por la energia oscura, y a la necesidad
de materia oscura para explicar el comportamiento del universo a gran escala. Por esta razon,
se hace necesario pensar en extensiones de la relatividad general, que sin invalidarla, permitan
explicar de manera fundamental ciertos fenémenos fisicos, como los ya mencionados. Una
de las extensiones habituales es considerar espacios o background mas generales, incluso con
dimensiones extra, como el espacio de Riemann-Cartan, que resulta ser el espacio con conexiéon
métrica compatible mas general. En el espacio de Riemann-Cartan, el elemento de volumen
dentro del cual tiene lugar la fisica fundamental no es necesariamente Lorentz invariante, no
obstante, es posible garantizar dicha invarianza mediante la adiciéon de un nuevo campo escalar.
Lo anterior, junto con la incorporacién de dimensiones extra y el consecuente proceso de
reducciéon dimensional, en el que destilamos nuestra fisica cuatro-dimensional desde un espacio
de mayor dimension, posibilita la emergencia de nuevos campos provenientes de la geometria
misma del espacio-tiempo. Las excitaciones o modos de estos campos, pueden, eventualmente,
interactuar con los campos del modelo estandar y producir una rica fenomenologia en los
experimentos de fisica de altas energias.
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Capitulo 3

Relatividad general y mas alla

3.1. Relatividad especial

La relatividad especial es una teoria de la estructura del espacio y el tiempo. Establece
que la distancia y el tiempo no son cantidades absolutas, sino que dependen de la velocidad
a la cual nos movemos. Ademads, nos dice que existe una velocidad méaxima para el movi-
miento, correspondiente a la velocidad de la luz ~ 300.000 kTm en el vacio, y que dicha velo-
cidad es la misma para cualquier observador, independiente de su sistema de referencia. De
acuerdo a la relatividad especial, el espacio y el tiempo pueden variar entre diferentes mar-
cos de referencia inerciales (Sistemas a velocidad constante. No acelerados). Esto supone un
gran inconveniente, ya que ni el espacio ni el tiempo son métricas validas para expresar nues-
tras leyes fisicas. No obstante, si consideramos constante la velocidad de la luz, la cantidad
As = \/ —(A1)2 + (Ax)? + (Ay)? 4+ (Az)? resulta invariante entre marcos de referencia iner-
ciales, y por lo tanto, constituye una métrica valida para expresar las leyes fisicas, coherente
entre marcos de referencia no acelerados. Tal cantidad, puede ser escrita de forma mas general
a través de la ecuacion

ds* = 1, dr"dz"”. (3.1)

Donde ds es una distancia infinitesimal y 7, = diag(—,+,+,+) un tensor que codifica una
forma para calcular dicha distancia, conocido como tensor métrico o métrica, propiamente tal.
Un espacio-tiempo dotado de esta métrica se conoce como FEspacio de Minkowski, y corresponde
a nuestro espacio-tiempo plano. Como vemos, ya no tiene sentido hablar de espacio y tiempo por
separado, sino mas bien de una tnica entidad, llamada espacio-tiempo, en el que tienen lugar
los eventos fisicos. Un punto en este espacio-tiempo es representado con las coordenadas z*,
donde i = 0, 1,2, 3. En esta notacién, 2° corresponde al tiempo y el resto de las componentes
a las tres direcciones espaciales.

3.1.1. Transformaciones de Lorentz

El conjunto de transformaciones de coordenadas que mantienen invariante ds se conocen
como transformaciones de Lorentz, y corresponden a las tres rotaciones espaciales en torno a
los ejes x, y v z, mas tres rotaciones entre el tiempo y el espacio, estas iltimas conocidas como
boosts. Las transformaciones de Lorentz pueden ser representadas por una matriz A, que actua
de la siguiente forma

da"™ = Abda?, (3.2)
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3. RELATIVIDAD GENERAL Y MAS ALLA

donde da’ es un elemento de linea infinitesimal en el sistema rotado. Dado que estas transfor-
maciones mantienen invariante ds, se cumple la relacion

ds® = pudade” = ds'? = 1,,ALdz*AGda”. (3.3)

Y por lo tanto
v = Npo A A (3.4)
Si tomamos el determinante, tenemos que |A| = £1. El subgrupo con |A| = 1 es llamado

el grupo propio de Lorentz y se denota como SO(3,1). El subconjunto con determinante —1
puede ser representado utilizando el grupo propio, méas una transformacion discreta de reflexion
o inversion temporal.

3.2. Gravedad como curvatura del espacio-tiempo

Armados con la relatividad especial, que explica la dindmica del espacio-tiempo entre mar-
cos de referencia inerciales, podemos intentar generalizar este concepto a marcos de referencia
acelerados, los que de acuerdo al principio de equivalencia y para pequenas regiones del espa-
cio (localmente), resultan indistingibles de un campo gravitacional. Es decir, dado un campo
gravitacional, este puede ser localmente compensado por un sistema de referencia de caida
libre. En tal marco de referencia local (inercial), las leyes de la fisica son las mismas que las
de la relatividad especial, y por lo tanto, la gravedad puede ser modelada de manera efec-
tiva diseccionando el espacio-tiempo en pequenos marcos de referencia inerciales ad-hoc, que
en conjunto reconstruyen la dinamica gravitacional y dan origen a la Relatividad General. La
estructura global del espacio-tiempo diseccionado, puede ser comparada geométricamente con
un hiperespacio (4 dimensiones) curvo, continuo, y localmente plano. Tal estructura es perfec-
tamente representada por un manifold diferenciable, que corresponde a un conjunto que se ve
localmente como un espacio plano, pero globalmente puede tener una geometria mucho mas
compleja. Un ejemplo de manifold es R", sobre el cual sabemos definir funciones, diferenciar,
integrar, etc. Asi, existen ejemplos de manifold con geometrias mas complejas y sobre los cua-
les podemos realizar operaciones similares. Otros ejemplos de manifold son la n-esfera S", el
n-toro T", las superficies Rimannianas con agujeros, etc.

3.2.1. Curvatura

La definicién de curvatura esta basada en el concepto de transporte paralelo. Si al trans-
portar paralelamente un vector a lo largo de una curva cerrada en un manifold, este cambia
de direccién, entonces el manifold tiene curvatura. Para llevar a cabo el transporte paralelo es
necesario considerar un objeto llamado “conexién”, que proporciona una forma de trasladar
vectores entre los espacios tangentes de puntos cercanos en un manifold, tal que las compo-
nentes de dichos vectores permanezcan invariantes. En tal caso, la variacion infinitesimal que
experimenta el vector durante el transporte estard dada por §A* = —I'y_ A*dz”. Donde el set
de coeficientes Ty , define una conexion lineal (o afin) en el manifold (n” coeficientes para un
espacio de n dimensiones). Es importante notar que si bien la conexién parece un tensor, no
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es un tensor. Sin embargo, es posible definir un tensor antisimétrico, conocido como tensor de
torsion, dado por

T, =T T, (3.5)
La torsién corresponde, entonces, a la parte antisimétrica de la conexion. Una conexion simé-
trica en sus dos indices inferiores se dice “libre de torsién”. La conexién nos permite definir un
tipo de derivada en manifolds, llamada derivada covariante, que transforma como un tensor, a
diferencia de la derivada parcial, que no es un buen operador tensorial en espacios curvos. La
derivada covariante estda dada por

V.V =9,V TV (3.6)

o bien
Vowy = 0w, — I w (3.7)
pWy — Uy e} :
para el caso de covectores o vectores duales. Finalmente, conociendo la conexion, podemos
definir un objeto que da cuenta del cambio de direccién que experimenta el vector al ser
transportado de forma paralela por una curva cerrada en un manifold. Tal objeto corresponde
al tensor de Riemann o tensor de curvatura, y esta dado por

Ry, =000, —9,I" + | N - rﬁArfw. (3.8)

I

3.2.2. Movimiento geodésico

Con la derivada covariante en mano, es posible generalizar el concepto de linea recta del
espacio Euclidiano, definida como la ruta de menor distancia entre dos puntos. Pues bien, dicha
ruta en espacio curvo corresponde a una geodésica, cuya ecuacion esta dada por

d*at dx? dx”
N
d\? P7dN dA
donde A es algin parametro afin. A partir de esta expresion, es posible recuperar la ecuacién

de la linea recta en espacio plano, para el cual I} = 0. Para rutas tipo tiempo, la ecuacién
geodésica puede ser escrita en términos de la cuadri-velocidad U* = dx* /dr como

0, (3.9)

U U =0, (3.10)

o bien
pVaph =0, (3.11)

donde p#* = mU*. Para rutas tipo luz no es posible utilizar el tiempo propio 7 como parametro
afin, no obstante, podemos escoger otro parametro afin A\ tal que

dxt
= 3.12
P= (3.12)
En ambas rutas, tipo tiempo o tipo luz, la energia de la particula esta dada por
E = —p,U". (3.13)

Una importante propiedad del movimiento geodésico en un manifold con métrica Lorentziana,
es que este no cambia su caracter tipo tiempo, luz o espacio.
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3.2.3. La métrica

El tensor métrico o métrica, ya introducido para el espacio de Minkowski, es también de
gran relevancia en espacios curvos, ya que al igual que en Minkowski, codifica una forma de
medir distancias en geometrias mas complejas. En el caso de espacios curvos, la métrica se
denota con el simbolo g,,, y corresponde a un tensor simétrico de rango (0,2), generalmente
invertible, lo que nos permite definir una métrica inversa

gwjgua = g)\agAu = 5# (314)
Muy importante, ademas, es que podemos definir un elemento de linea
ds* = g, da"da". (3.15)

Obviamente, las componentes del tensor métrico pueden verse diferentes en distintos sistemas
)

de coordenadas, cartesianas y esféricas, por ejemplo. No obstante, las propiedades del espacio

que codifica permanecen inalteradas. Una forma til de caracterizar la métrica es escribirla en

su forma candnica, esto es

g = diag(—1,—1,...,—1, 41,41, ...,+1,0,0, ..., 0). (3.16)

Si la métrica tuviera valores 0 en esta forma, se denomina “degenerada” y no posee inversa.
En relatividad general interesan métricas no degeneradas e invertibles. Una métrica con todos
sus signos positivos se denomina Fuclidiana o Rimanianna, mientras que si posee un solo
signo negativo es llamada Lorentziana o pseudo-Rimanianna. El espacio-tiempo de interés
en relatividad general posee métrica Lorentziana. Una conexién se dice métrica compatible si
la derivada covariante de la métrica con respecto a la conexién es cero en todas partes del
manifold. Dada una métrica, e imponiendo la condicion de metricidad (métrica compatible),
se obtiene una conexion dada por

Fi;zz = {)/\ny} + Kﬂ)@/’ (317)

Donde {{,} = 16’ (0u9v0 + Ovgou — Osgw) es llamado el simbolo de Christoffel y K", es el

tensor de contorsion,
1
Ku)\y = _§<Tu)\u - TI/H)\ + T)\z/u>‘ (318>
Un espacio dotado de la conexién es llamado espacio de Riemann-Cartan, y corresponde
al espacio mas general con conexion métrica compatible. En un espacio libre de torsién, la
contorsién es cero y la conexion es el simbolo de Christoffel, o conexion de Christoffel. La

conexion de Christoffel es la tinica conexion que puede ser construida a partir solo de la métrica,

1
Ffw — 5gka(augw + 0y Gop — OoGuw)- (3.19)

Un espacio que posee la conexién de Christoffel se denomina espacio de Riemann, y es el
espacio de interés en relatividad general.
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3.2.4. Propiedades del tensor de Riemann

De la definicion [3.8] se puede verificar que el tensor de Riemann es antisimétrico en sus dos
primeros indices,

Rpopy = —Roppv- (3.20)
Antisimétrico en sus dos ltimos indices (solo cuando la conexién es el simbolo de Christoffel),
Rpopy = —Rpoup- (3.21)
Y simétrico en el intercambio del primer y segundo par de indices,
Rpauu = Ruupa' (322)
Ademas, la suma de las permutaciones ciclicas de sus tres ultimos indices es cero,
Rpop + Rppwo + Rpvor = 0. (3.23)

Esta tltima expresion es conocida como primera identidad de Bianchi, y puede ser escrita en
forma mas compacta como
Ryjoum) = 0. (3.24)

De estas propiedades, es posible deducir la sequnda identidad de Bianchi,
ViR oy = 0. (3.25)
Si se contrae el primer y tercer indice del tensor de Riemann, se obtiene el tensor de Ricci

R, = R) (3.26)

UV

Para el caso de un tensor de Ricci asociado a la conexion de Christoffel, es la tnica
contraccion distinta de cero que podemos realizar. Ademas, para este caso, y como consecuencia
de las simetrias del tensor de Riemann, el tensor de Ricci resulta automaticamente simétrico,

Rw/ = Rl/u- (327)
La traza del tensor de Ricci se conoce como el escalar de Ricci,
R=R') =g"R,. (3.28)
A partir del tensor de Ricci y el escalar de Ricci, se define el tensor de Finstein como,

!

G =R, — 5

Ry (3.29)
De las identidades de Bianchi, es posible demostrar que el tensor de Einstein cumple la ecuacion

VGl = 0. (3.30)
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3.2.5. Las ecuaciones de Einstein

Volviendo a la idea de representar la gravedad a través de la diseccion del espacio-tiempo
en marcos de referencia inerciales (locales), que compensen el campo gravitacional, intuimos
que la gravedad tiene que ver con la métrica del espacio-tiempo. Es més, a partir de la ecuacion
geodésica y tomando el limite Newtoniano, encontramos que para este caso la métrica corres-
ponde al potencial gravitacional. Ademas, imponiendo el principio de covarianza, es necesario
que las ecuaciones sean tensoriales y por tanto invariantes a los cambios de coordenadas. Un
requerimiento mas sutil de la teoria, es que esta debe ser no lineal, ya que la gravedad se acopla
a si misma. Partiendo de la ecuacién de Poisson para el potencial gravitacional, y considerando
los requerimientos ya mencionados, Einstein propuso en Octubre de 1915 la ecuacion,

R, = aT,,, 3.31
iz H

donde T}, es el tensor de energia-momento. Pero Einstein querfa tener conservacion de 7,
por lo que el 25 de Noviembre del mismo afio postuld,

1
R;w - iRg;w = @T,uzz- (332)

La constante de proporcionalidad a puede ser determinada requeriendo consistencia con la
ecuacion de Poisson en el limite Newtoniano, obteniéndose,

Ruw — 3R = 87GT,. (3.33)
A diferencia de otras teorias fisicas, en las que solo la diferencia de energia es relevante, en
relatividad general se debe considerar el valor absoluto de la energia. Esto debido a que la
energia, en cualquiera de sus formas, gravita. Lo anterior, posibilita la existencia de una energia
de vacio, es decir, una densidad de energia caracteristica del espacio-tiempo. Dicha densidad
de energia puede ser incorporada a las ecuaciones de Einstein en la forma de una constante
cosmologica A, tal que

1
R, — §Rg,w + Agy = 87GT,,, (3.34)
donde la energia de vacio esta dada por
A
vac — . 3.35
P 8rG ( )

Los términos “constante cosmoldgica” y “energia de vacio” son equivalentes [1].

3.3. Cosmologia

El universo es isotrépico y a gran escala homogéneo, nos dice la cosmologia. La isotropia
implica que no existe un centro del universo, sino que todos sus puntos son iguales y no existen
puntos privilegiados. Por otra parte, la homogeneidad, significa que a gran escala (a nivel
de cumulos de galaxias), el universo contiene mas o menos lo mismo. Ademads, de nuestras
observaciones (candelas estandar y fondo césmico de microondas), sabemos que el universo se
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3.3. CosMOLOGIA

expande, y de forma acelerada. El patron observado para la expansion del universo nos indica
que las galaxias se alejan unas de otras de forma radial, con una velocidad que es proporcional
a su distancia, es decir

v = Hyr, (3.36)

siendo Hj el valor presente de la constante de Hubble’s ~ 70 ’%m /Mpc. Es decir, las galaxias
se alejan 70 km/s més répido, cada 3.3 millones de anos luz. Una observacién importante, es
que no son las galaxias las que se mueven a esta velocidad por el espacio-tiempo, sino que es
el mismo espacio-tiempo el que se regenera, crece y expande.

3.3.1. Los universos de Friedmann-Robertson-Walker

Para modelar el universo, necesitamos codificar el princicio cosmoldgico y la expansion en
una métrica. Tal métrica es conocida como métrica de Robertson-Walker, y es

2

1—kr?

ds® = —dt* + a*(t) [ + erQQ] : (3.37)
donde d2? = d6? + sin 62d¢? es la métrica de S? y a(t) es llamado el factor de escala. Esta mé-
trica representa un espacio maximamente simétrico evolucionando en el tiempo, no obstante,
el factor de escala puede tener cualquier comportamiento, por lo que necesitamos relacio-
narlo con la materia y energia del universo. Tal relacién parte considerando que la materia
y energia son un fluido perfecto, en cuyo caso el tensor de energia-momento esta dado por
T = diag(—p,p,p,p). Posteriormente, incorporando la ecuacién de la Relatividad General,
junto con las condiciones de energia y la isotropia del espacio-tiempo, se obtienen

a\? 87G k

2y =22 3.38
(a) 3 P a?’ ( )
a (G

- —— 3p. 3.39
» 5 P3P (3.39)

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Friedmann, que junto con la métrica de
Robertson-Walker, definen los universos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). En términos
del factor de escala, el parametro de Hubble puede ser escrito como

a
H=-. 3.40
’ (340

Resulta util definir el parametro densidad {2 como

8tG

3H
de acuerdo al cual se tienen tres posibles universos, a saber

(2 < 1 = Universo abierto

) = 1 = Universo plano

11
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) > 1 = Universo cerrado.

Las observaciones recientes indican que 2 es muy cercano a la unidad [1]. Es decir, nuestro
universo es plano, o casi plano, no obstante, se expande, y de forma acelerada. De acuerdo con
las ecuaciones de Friedmann, tal aceleracién requiere una densidad de energia de vacio mayor
que la densidad de energia de materia, por lo que es posible el universo transite a un periodo
dominado por la energia de vacio. La energia de vacio, también llamada energia oscura, se
estima, de acuerdo a las observaciones cosmolégicas, en ~ 107 erg/cm?.

3.3.2. Inflacion

La isotropia y homogeneidad del universo actual, junto con su geometria plana, son carac-
teristicas dificiles de explicar. Respecto de la isotropia, esta se evidencia en la temperatura del
fondo césmico de microondas (CMB) ~ 2.72 K, que es la misma en todas las direcciones, incluso
en aquellas diametralmente opuestas. ; Como es posible que sectores desconectados causalmen-
te hayan tenido una evolucién térmica coordinada?. Este es el llamado problema del horizonte,
es decir, que a pesar de existir un horizonte causal entre ciertas regiones del universo, estas
parecieran estar en equilibrio térmico. Por otro lado, la geometria plana del universo implica
que la densidad de energia actual es igual a la densidad critica, lo que parece una gran coinci-
dencia, y de hecho es conocido como el problema de la coincidencia cosmica. Si consideramos
una evolucién del universo basada en las ecuaciones de Friedmann, las condiciones iniciales
debieron estar finamente ajustadas para producir el universo plano e isotrépico que vemos hoy,
o bien, existiéo un mecanismo capaz de evolucionar al universo actual a partir de un conjunto
mas amplio de condiciones iniciales. Tal mecanismo es proveido por la inflacién, un periodo de
expansion brutal mediado por la energia de vacio y que resuelve de forma simultanea el proble-
ma del horizonte y la geometria plana. La inflacién tuvo lugar en el universo primigenio ~ 10734
s desde el Big Bang, y se estima correpondié a un factor de expansién de ~ 10%%, que finalizé
en la modesta expansion que experimentamos hoy. Pero, ;jcomo se puede haber producido tal
periodo inflacionario?. El modelo més simple corresponde a una energia de vacio producida
por un campo escalar, el inflaton. Para tal caso, consideremos la ecuaciéon de un campo escalar
en un universo de FRW

B+ 3HG+ V() =0, (3.42)
como también la ecuacion de Friedmann,

1

H? =
3m2

(35 +V@). (3.43)

donde m corresponde a la masa reducida de Planck. Para que la inflacion tenga lugar, se
requiere que ¢ varie poco durante el proceso inflacionario, es decir, que la energia potencial
V sea dominante y que la segunda derivada del campo sea lo suficientemente pequenia como
para prolongar el proceso el tiempo suficiente. Para satisfacer tales condiciones se definen dos
cantidades adimensionales conocidas como pardmetros de slow-roll, correspondientes a

172 V! 2 » V"

: (3.44)
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3.4. MAS ALLA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

Una de las formas més simples de potencial que cumple con estos parametros, es por ejemplo,

V(¢) = 3m?*¢?, para el que
2

e=1n= e (3.45)

Claramente, para ¢ grandes, tendremos parametros de slow-roll tan pequenos como queramos.

3.4. Mas alla de la relatividad general

3.4.1. Torsion y espacios de Riemann-Cartan

Como mencionamos anteriormente, el espacio mas general con conexién métrica compatible
es el espacio de Riemann-Cartan. La conexion de este espacio corresponde a la suma de los
simbolos de Christoffel y el tensor de contorsiéon (ecuacién . La contorsiéon, a su vez,
depende del tensor de torsién, tal como muestra la ecuacién [3.18] Si bien, la base natural para
trabajar en espacios con curvatura son las coordenadas curvilineas o bases coordenadas, no son
la inica opcién. Las bases coordenadas, en general, no son ortonormales, por lo que cambiarnos
a una base ortonormal puede resultar ventajoso en ciertas situaciones. En particular, para
introducir teorfas gauge (espinores) en manifolds, y para facilitar los célculos de la torsién y
curvatura. La ortonormalidad de estas bases se expresa en la relacion

9(8a; ) = Nan, (3.46)

donde g es el tensor métrico usual y 1 la métrica de Minkowski (Los indices latinos indican
el uso de coordenadas ortonormales). El conjunto de vectores de las bases ortonormales son
conocidos como wielbeins, y a diferencia de las bases coordenadas, cuyo conmutador es siempre
cero, los vectores base ortonormales, en general, no conmutan, cumpliendo la relacion

[Ca; &) = C e, (3.47)

donde C ¢ son llamados los coeficientes de conmutacion. Estos coeficientes de conmutacion
son antisimétricos en sus dos primeros indices, es decir

Cabc - _Cbac. (348)

Cualquier vector en el espacio tangente, expresado en bases coordenadas, puede ser también
expresado en coordenadas ortonormales utilizando la siguiente relacién de cambio de base,

b= €,%0. (3.49)

Los componentes e, de la expansion , también son referidos como vielbeins, y conforman
una matriz n X n invertible, lo que posibilita el cambio de base inverso utilizando el vielbein e” .
De igual forma, los vielbeins sirven para construir bases ortonormales de una-formas (vectores
duales), de modo que

N p pa

o = et 0 (3.50)

0 = e 6", (3.51)
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3. RELATIVIDAD GENERAL Y MAS ALLA

Las bases ortonormales tienen una estrecha relacién con el principio de equivalencia, ya que
representan un marco de referencia de Lorentz en cada punto del manifold, mientras que las
bases coordenadas representan al manifold global. En este marco de referencia de Lorentz
tenemos libertad para realizar transformaciones de Lorentz y cambios de coordenadas, de la
forma habitual. No obstante, para tomar la derivada covariante debemos reemplazar la conexion
afin por la conexion de spin, denotada por w#ab. En términos de la conexion de spin, la derivada
covariante de un vector es

VX = 0,X" +w, % X°, (3.52)

En general, para la derivada covariante de un tensor, se requerird un factor de conexién de
spin por cada indice ortonormal. Cualquier tensor con indices mixtos (ortonormales y de bases
coordenadas) puede ser pensado como un tensor evaluado en sus indices de coordenadas una-
forma, es decir, en sus indices griegos, covariantes y antisimétricos. Por ejemplo, el tensor ijab,
antisimétrico en p y v, puede ser pensado como un tensor (1, 1) evaluado en una dos-forma. De

esta manera, la torsion y la curvatura pueden ser definidas mediante las siguientes expresiones,

T =de* +w Aeb (3.53)

Rab - dwab + wac /\ wcb. (354)

Estas relaciones son conocidas como las ecuaciones de estructura de Cartan. Los términos T
y R% son la torsién y curvatura dos-forma, respectivamente, y corresponden a la torsién y
curvatura habituales, pero con los indices griegos suprimidos. Adicionalmente, estos objetos
dos-forma cumplen las siguientes relaciones:

AT =Wy AT+ R A e (3.55)

dRab + wac /\ Rcb — RCLC /\ wcb = O (356)

Las relaciones y corresponden a generalizaciones de la primera y segunda identidad
de Bianchi, presentada anteriormente.

3.4.2. Teoria de Kaluza-Klein: generalizacién de la relatividad a di-
mensiones extra

Posteriormente a la publicacién de la relatividad general, Kaluza (1921) construyé una
teorfa con un espacio-tiempo Rimanniano de cinco dimensiones (1 temporal y 4 espaciales),
obteniendo un modelo que unificaba las tinicas dos fuerzas conocidas en ese entonces, a saber,
la gravedad y el electromagnetismo. Esta teoria estudiaba la estructura clasica del espacio-
tiempo cinco-dimensional, siendo luego complementada en sus aspectos cuanticos por Klein
(1926). Desarrollos posteriores han generalizado esta idea a mas de cinco dimensiones, en
intentos por incorporar la unificacién con las fuerzas nucleares débil y fuerte. No obstante, un
siglo después, ain no se obtiene una teoria del tipo Kaluza-Klein (KK) realista. La idea bésica
de la teoria de KK es partir desde una teoria de la gravedad en cinco dimensiones y realizar
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3.4. MAS ALLA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

una reduccion dimensional, para determinar que forma toma esta teoria en 4 dimensiones. Se
asume que la gravedad en cinco dimensiones esta descrita por una densidad lagrangiana

L=\/-4R, (3.57)

donde R es el escalar de Ricci y g el determinante del tensor métrico. Para realizar la reduccién
dimensional, asumimos que la dimensién extra es de tipo espacio y la denotamos por z. Ademas,
suponemos que esta dimension se encuentra compactificada en un circulo de radio L, muy
pequeno, del orden de la escala de Planck. Ahora, podemos expandir el tensor métrico como
una serie de Fourier de la forma

dun(e,2) = 3 gl (x)em /", (3.58)

n=—0oo

donde z es la coordenada del espacio de 4 dimensiones. Inmediatamente notamos que se tiene
un infinito niimero de campos en el espacio de 4 dimensiones, cada uno etiquetado con un modo
de Fourier n. Se puede verificar que los campos con modos n # 0 corresponden a campos con
masa, mientras que los modos 0 corresponden a campos sin masa. Por ejemplo, si consideramos
un campo escalar quS en el espacio de cinco dimensiones, sin masa, encontraremos n campos ¢,
en el espacio de 4 dimensiones, cada uno con masa |n|/L, donde L es el tamano de la dimensién
compactificada. Como ya mencionamos, L es del orden de la escala de Planck, por lo que las
masas asociadas a los modos masivos son también del orden de dicha escala. Si bien estas escalas
de masa estan fuera del alcance de los actuales aceleradores de particulas, es importante su
estudio por las siguientes razones:

1. Es posible que los modos masivos puedan afectar el sector de bajas energias, debido a
los efectos cuanticos |2].

2. Los modos masivos pueden ser tan importantes como los modos cero en la evolucion
cosmologica del universo temprano, a escalas de energia cercanas a la escala de compac-
tificacién [3].

No obstante, en la mayoria de los casos cuando se habla de reduccion dimensional de KK,
esta solo incluye los modos cero de la expansion En tal caso, gyn es independiente de
2. Si consideramos que las componentes de la métrica cinco-dimensional son §,., G- ¥ 9z,
donde i y v son indices de coordenadas en el espacio de 4 dimensiones, es posible suponer que
dichas componentes se pueden conseguir con un tensor métrico, un una-forma o potencial de
Maxwell, y un campo escalar, repectivamente. Asi, relacionamos §,,,, §u- y .. con los campos
Guvs A,y ¢ del espacio de 4 dimensiones. Existen diferentes formas de parametrizar la métrica
cinco-dimensional considerando estos campos. Por ejemplo,

ds? = **%ds® + e (dz + A)?, (3.59)

donde o y 3 son constantes que pueden ser escogidas de modo conveniente, y A = A,dz" es
un una-forma. En este ansatz, las componentes de la métrica gy estan dadas por

Gy = €2a¢guv + 625¢A#A,,, Guz = €2ﬁ¢-'4uv G2z = %, (3.60)

15



3. RELATIVIDAD GENERAL Y MAS ALLA

Para proceder con la reduccion, haremos la siguiente elecciéon de bases vielbein,
e* = e*e?, & = e (dz + A), (3.61)

donde el vielbein e* = ej;,dz* es un una-forma. Notar, ademéds, que a corresponde a un indice
de espacio tangente. En general, las letras en latin, a, b, etc. serdn utilizadas para denotar indices
de espacio tangente, excepto z, que seguird siendo el indice asociado a la dimension extra.
Continuando con el formalismo de las formas diferenciales, es posible computar la conexion de
spin y posteriormente la curvatura. Para la conexién de spin encontramos

a]ab — wab + aefo@(ab(béa _ aa(béb) _ %fabe(ﬂanM)éz’

0% = 7 — _ﬁefo@aa(béz - %fabe(BfZa)(béb? (362)
donde 0,¢ = €k0,¢, con e el vielbein inverso. Notar, ademas, que Fg;, corresponde a las
componentes vielbein del tensor de fuerza de campo F = d.A. Escogiendo de forma adecuada
las constantes v y [ para asegurar que el lagrangiano resultante de la reduccién dimensional
tenga un término de Einstein-Hilbert de la forma /—gR, junto con un término cinético cano-
nicamente normalizado para el campo escalar e igual a %\/—_g(agb)Q, el lagrangiano resultante

€S
L=/-4R = =g (R - 500~ Le 5 F?), (3.63)

donde F es el tensor electromagnético y ¢ un campo escalar llamado dilaton.
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Capitulo 4
Teoria cuantica de campos y el modelo
estandar

4.1. Particulas a partir de campos

Una de las restricciones de la mecanica cuantica es que trata sistemas con un nimero de
particulas constante, siendo cada particula una funcién de onda compleja en un espacio de
Hilbert. No obstante, en los procesos fisicos de altas energias, el nimero de particulas no es
necesariamente constante, pudiéndose crear y destruir particulas. Se hace necesario, entonces,
un nuevo enfoque para este tipo de sistemas, que consiste en considerar que las particulas
son perturbaciones de campos fundamentales que permean el universo. En este enfoque, lo
que se cuantiza no son las particulas, sino los campos. La arena en la que los campos actuan,
es el espacio-tiempo plano de Minkowski, en el cual rigen las leyes de la relatividad especial.
Los efectos gravitacionales no son considerados, por lo que la teoria resultante, conocida como
Teoria cudntica de campos, puede ser interpretada como el limite de bajas energias de una
teoria mas general. La teoria cudntica de campos esta basada en el formalismo lagrangiano, en
el que se define una accion de la forma

S = / d*2L(6,8,0). (4.1)

Esta integral es evaluada sobre el espacio de Minkowski y su integrando £ representa una den-
sidad lagrangiana, que es funcion de los campos y sus derivadas. Las ecuaciones de movimiento
de los campos pueden ser encontradas aplicando el principio de minima accion, obteniéndose
las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL
— =0, — =0. 4.2
96~ 300,00 (4.2)

Si bien la teoria considera diferentes tipos de campos, tales como campos escalares, de Dirac,
vectoriales, gauge, etc., todos estos campos deben ser combinados de tal forma que la densidad
lagrangiana resulte Lorentz invariante. Asi, la accién definida en[4.1] también serd un invariante
de Lorentz, correspondiendo a una magnitud adimensional que codifica toda la informacion
fisica del sistema.

4.2. Campos escalar y de Dirac

Consideremos la accién

1
S =5 [ a'a(0,00"6 — m*e?), (4.3)
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4. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS Y EL MODELO ESTANDAR

con ¢ un campo escalar real. Para esta accién, tenemos que
(0,0" +m*)¢ = 0. (4.4)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Klein-Gordon y su soluciéon es una onda plana
de la forma e*®* cumpliendo la relacién de dispersién relativista
Y

P =" = ()" =m?, (4.5)

donde el parametro m corresponde a la masa y por definicion consideramos m > 0. Una
solucién general de la ecuacion corresponderd a una superposiciéon de ondas planas de la

forma
d3p

o(z) = /W (ape—ip:c + a;eipx>‘p():Ep7

(4.6)

donde E, = ++/p? +m? y el factor /2E, es una eleccién de normalizacién conveniente.

El campo de Dirac, por otro lado, es un campo que provee una representacion del grupo
de Lorentz y transformaciones paridad, de la forma

. @R) , (4.7)

donde 1)1,/r corresponden a espinores de Weyl. De este modo, un campo de Dirac posee cuatro
componentes. Estos campos permiten escribir el lagrangiano de Dirac en una forma compacta

Lp=V(iy —m)T, (4.8)

donde U = (2/1}%, wi) y @ = v"0,, con v, las matrices gamma. Aplicando el principio de mfnima
accion, se deduce facilmente la ecuacién de movimiento de estos campos

(id — m)¥ = 0. (4.9)

Esta ecuacién es conocida como ecuacion de Dirac.

4.3. Teorias gauge y el campo electromagnético
Consideremos el lagrangiano de Dirac
Lp = V(id —m)V. (4.10)
Obviamente, este lagrangiano posee simetria global U(1). Es decir, es invariante a la transfor-
macién ¥ — €U, con ¢ y 6 pardmetros constantes. No obstante, si # no es constante, sino

una funcién de la posicién, se tiene que

0 (W) = ¢9 (igh) W + OV, (4.11)
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4.4. TEORIAS DE YANG-MILLS Y EL. MODELO ESTANDAR DE PARTICULAS

y por lo tanto ya no es invariante U(1) cuando 6 depende de x. Para restaurar esta simetria
local, es necesario agregar un término adicional A, a la derivada parcial, de manera que

D,V = (0, +iqA,) V. (4.12)
D,, es conocida como la derivada covariante, y transforma de acuerdo a
D,V — €D, (4.13)

siempre y cuando
A, — A, —0,0. (4.14)

En consecuencia, el lagrangiano [4.10| escrito en la forma
Lp=V(il) —m)V, (4.15)

es ahora invariante U(1) local, y el término A, que se agregb a la derivada corresponde al
potencial electromagnético, que debe ser incorporado al lagrangiano a través del tensor de
campo electromagnético F,,, = 0,A, — 0,A,, en la forma —iFWF“”. Este ultimo término es
conocido como la accion de Mazwell, y es facil verificar que dicha acciéon es invariante a la
transformacion .14 Incorporando la accién de Maxwell, el lagrangiano del electromagnetismo

queda en la forma
1

Lp =Vl —m)¥ — 2 Ew " (4.16)
Los términos del tipo A, adicionados para calibrar una simetria local, son conocidos como
campos gauge, y la invarianza ante transformaciones del tipo [4.12| se denomina invarianza
gauge. Las teorias que incorporan este mecanismo para preservar simetrias locales, se conocen
como teorias gauge, siendo la electrodindmica cudntica (QED) la mas simple de ellas. Dado
que el grupo de simetria U(1) es abeliano, QED es una teoria gauge abeliana.

4.4. Teorias de Yang-Mills y el modelo estandar de par-
ticulas

Los grupos de simetria gauge no estén restringidos solo al caso abeliano, como U(1), si no
que pueden ser extendidos a casos no abelianos. Aquellas teorias con grupos de simetria gauge
no abelianos reciben el nombre de Teorias de Yang-Mills. Si bien dichos grupos gauge pueden
ser del todo generales, un caso de especial interés en fisica corresponde a los grupos SU(N). Para
generalizar al caso gauge SU(N), consideremos un conjunto de campos ¥ que transforman
en alguna representacién R del grupo SU(N), donde a = 1,2, ..., dim(R) corresponde al indice
del grupo. El hecho de que V¥ transforme en la representaciéon R implica que,

U = (Ug)®, ¥, (4.17)

con
Ugr = exp{ig0*Ty}, (4.18)
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4. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS Y EL MODELO ESTANDAR

donde T son los generadores del grupo gauge en la representacion R y 6 corresponden a los
parametros de la transformacion. Ademas, siempre se puede redefinir 0 — ¢f*, donde g es
una constante que corresponde a la constante de acoplamiento de la teoria. Como siempre, el
objetivo es la construccién de lagrangianos invariantes frente a estas transformaciones, para
lo cual, en el caso de transformaciones locales, puede ser necesaria la adicién de un conjunto
de campos gauge Aj, donde el indice a corresponde a cada uno de los generadores del grupo.
El conjunto de campos A, son llamados campos gauge no abelianos. En el caso particular de
SU(N), este posee N* — 1 generadores. Los campos A, transforman de acuerdo a

A, — UAUT = 20,01, (4.19)
g
donde A, = Af(z)T} y U(x) = exp{igh*Ti}. La ecuacién es la generalizacién de las
transformaciones gauge para el caso no abeliano. La derivada covariante en este caso es

D,V = (9, —igA®TE)W, (4.20)

que transforma de acuerdo a

DU — 8,(UpY) — ig(UrA,Ul, — ~(0UR)UL)UpW = UrD, V. (4.21)
g
De este modo, la derivada covariante transforma de la misma manera que los campos U (ecua-

cién [1.17)).

La importancia de las teorias de Yang-Mills radica en el hecho de que el modelo estandar no es
mas que la unién de dos de estas teorfas, a saber, la teoria electrodébil (EW) y la cromodindmica
cudntica (QCD), que en conjunto corresponden a los grupos de simetria U(1) x SU(2) x SU(3).
El modelo estandar es la teoria que explica como esta conformada nuestra realidad, identifi-
cando los campos cudnticos y sus excitaciones como los objetos fundamentales, lo que permite
su descripcién mediante los formalismos de la teoria cuantica de campos. Asi, la densidad
lagrangiana del modelo estandar es

Loy = £G+Ef+£¢+£y. (4.22)

Los términos del lado derecho de la ecuacion [£.22) corresponden a los sectores gauge, fermiénico,
Higgs v Yukawa, respectivamente.

El término gauge es

Uy s 1
Lo=—-Gi,Gm -2

7 Vi 1 v
1O G = W W = 3B B, (1.23)

donde
G, =0,G, - 0,Gl, — gs fiwG,GL, i, k=1..8
Wi, =0.W, —0,W, — geip W) W), i.jk=1.3 (4.24)
B,, = 8,B, — 0,B,,
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corresponden a los tensores de fuerza de campo para los grupos gauge SU(3), SU(2) y U(1), res-
pectivamente.

El término fermidnico es

F
Ef = Z (QmLilDQmL_’_g mLimgmL+ﬁmRilDumR+d mRildeR"i_émRilDemR'f_’;mRilDVmR)’ (425)

m=1

donde

3
TmriDgmr, =i Z ( Uz dop V"

f=1 . (4.26)
zg = ig 19s v 5 UmLB
I IB —_— . I
~ . . .
ﬁmLilﬂﬁmL = Z( I;mL émL )’}/H [((‘LI + %7_" W,u — €13#>] (ZnL) (427)
mL
. A 2ig’
U mpiDUmp =1 Z U gV | Op + TB” dafUmRp (4.28)
a,f=1
ig'
mRZ]deR = Z Z dmR’}/ ?BM 5a5dm35 (429)
a,f=1
€ mrilDemr = i€mnpy" (0, —ig' B,) emr (4.30)
lijZ'lDVmR = il;mR’}/#a“VmR (431)

En las expresiones a[4.31] q y ¢ representan quarks y leptones, respectivamente. El cam-
po u corresponde a quarks up, y el campo d corresponde a quarks down. e y v representan
electrones y neutrinos. Por otro lado, I es la matriz identidad 2 x 2 de SU(2), m = 1,2,3
representa el indice de familia, y «, 8 = 1, 2, 3 representan indices de color. Como vemos, solo
los quarks poseen indice de color, y tinicamente ellos interactian con los campos gluénicos G*.
Ademaés, los campos con quiralidad izquierda transforman como dobletes SU(2) y los de quira-
lidad derecha como singletes, evidenciando una ruptura de simetria de paridad en SU(2). Los
quarks u y d poseen carga eléctrica 2/3 y —1/3, respectivamente. e y v son los leptones, con
cargas eléctricas —1 y 0. Todos los fermiones poseen una carga asociada a U(1), denominada
hipercarga débil Y. Los valores de Y son 1/6, 2/3 y —1/3 para ¢, uy d, y de —=1/2, 0y —1
para los leptones ¢, v y e, respectivamente.

El término de Higgs es

Ly = (D"¢)'Duo —V(9), (4.32)
+
donde el campo ¢ = 20 es un doblete escalar complejo denominado campo de Higgs, y V()
corresponde al potencial de Higgs, que tiene la forma
V() = +1°0'¢ + A(¢T9)*. (4.33)
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Para u? < 0 se producira una ruptura esponténea de simetria que dotard de masa a los bosones
W'y Z. La estabilidad del vacio después de la ruptura de simetria requiere A > 0.

La derivada covariante de la ecuacion es

Dﬂ£—@%+??¢%+¢§3&¢. (4.34)
Finalmente, el término de Yukawa es
Ey=—*§:ﬁ%wmﬁwm+Fﬁﬁm¢%R+H@&mmw+lmﬂm¢%R+h4, (4.35)
mn=1
donde ¢ = <§Z> es el campo de Higgs, v ¢ = ir2¢! = <_¢;T_ su forma conjugada. Los I'

son matrices arbitrarias, denominadas matrices de Yukawa, que determinaran la masa de los
fermiones y sus mezclas, después del rompimiento de simetria.

Como se puede notar, ninguno de los sectores del lagrangiano del modelo estandar posee
términos de masa, y es que cualquier término de masa agregado manualmente arruinaria las
simetrias gauge y la normalizabilidad de la teoria. Por esta razon, los términos de masa deben
ser generados mediante un mecanismo de ruptura de simetria inducido por el campo de Higgs

Qbo

gauge electrodébil se rompera al electromagnetismo U(1)g. El campo ¢ puede ser escrito en

+
¢ = <¢ ) Si el componente ¢° de este doblete adquiere un valor de expectacién, la simetria

una base Hermitiana ¢; = qﬁj como

501 + i)
6= . (4.36)
%(% + i¢y)

Sin perdida de generalidad, se puede escoger un sistema de coordenadas en el que (0|¢;|0) = 0,
para i # 3,y (0|¢3]0) = v > 0. Asi,

<WM=$<S> (4.37)

1 1
V(v) = §,u21/2 + 1)\1/4.

Para p? < 0, el potencial es inestable en el punto simétrico v = 0 y encontramos minimos para
v = \/_T“Q # 0, rompiéndose asi la simetria SU(2) x U(1) a U(1). Dado que la simetria U(1)
no esta rota, el fotén del electromagnetismo no posee masa, no obstante, los bosones W y Z
resultan masivos.

Fijando el gauge unitario y cuantizando alrededor del vacio v, obtenemos

() s () e
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donde H es un campo escalar denominado boson de Higgs, descubierto en el LHC en 2012.

Después del rompimiento de simetria y considerando
W= W 4+ V2t W V2w, (4.39)
donde T Ly
_ = T ET (4.40)
V2

W:I:
V2
la ecuacion [4.32] puede ser reescrita como

T 2 TR H\* M3 H\* 1 2
Ly = (D,9)'D'e —V(p) = My, WHW, <1 + 1/) + TZMZH (1 + y> + = (0,H)
4
M 2772 5, Ao
— |- —-—p*H*"+\WH’+-H"|.
( 5\ s + AvH” + 1 >
(4.41)
En esta expresion, Z corresponde a un bosén vectorial masivo dado por
—g'B + gW3
Z =t 4.42
N )
que en términos del angulo de Weinberg 0y, puede ser expresado como
7 = —sin by B + cos Oy W3, (4.43)
con
g/
tan by = —. (4.44)
Y

En esta expresion, g y ¢’ corresponden a las constantes de acoplamiento gauge de los grupos
SU(2) y U(1), respectivamente.

La combinacién de B y W3 ortogonal a Z es el fotén
A = cos Oy B + sin Oy W3, (4.45)

Los términos My y My de la ecuacién corresponden a las masas de los bosones W'y Z,
respectivamente. Estas masas estan dadas por

2 2
My =% ¢ My=YI 9" (4.46)
2 2
cuyos valores actuales son
My = 80.385 +0.015 GeV, My =91.1876 +0.0021 GeV. (4.47)

La masa del bosén de Higgs, por su parte, viene dada por el término H? en la segunda linea
de la ecuacién [4.41] y su valor ha sido determinado experimentalmente en My ~ 125 GeV.
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Evidentemente, el foton tiene masa cero.

De igual forma, los fermiones adquieren masa después del rompimiento de simetria. Para ver
esto, podemos reescribir el sector de Yukawa utilizando los ¢ v ¢ de 4.38 obteniendo

—,Cy Z UmLF

m,n=1

(u\j;iH

= ur(M" 4+ h*H)ug + términos equivalentes para d,e,v + h.c.,

ungr + términos equivalentes para d,e,v + h.c.
) ¥ b P (4.48)

donde uy, y ugr son vectores fila y columna de F' componentes, respectivamente, y M" es una
matriz F' X F' generada por el rompimiento espontdneo de simetria y corresponde a la masa de
los fermiones. Los componentes de esta matriz son

MY =T" — (4.49
\/— )

h* es la matriz de acoplamientos de Yukawa, con componentes
o,
V2

Como ya mencionamos, la matrices I'* de [4.48| son las matrices de Yukawa, y son matrices
arbitrarias, es decir, pueden no ser diagonales, hermitianas o simétricas, ademas, poseen mas
parametros libres que los necesarios para fijar las masas de los fermiones. Asi, para obtener las
masas reales, es necesario diagonalizar las matrices de Yukawa, junto con redefinir los campos
en base a una fase, por ejemplo gr — €qr. Para realizar esto, es posible contruir matrices
unitarias para los campos fermionicos izquierdo y derecho, Uy, y Ug, tal que

u
hmn

(4.50)

UM MUL = MY, (4.51)

donde M} es una matriz con autovalores reales no negativos correspondientes a las masas fi-
sicas de los quarks up. El mismo procedimiento puede ser aplicado a los quarks down y leptones.

Las matrices U}, pueden ser construidas como
Ul =LEiK}, Up=FEzKg, (4.52)
donde E} y E} son matrices unitarias, soluciones de la ecuacion
EXM MY EY = EWMUMYEYL = M2, (4.53)

K} y K"g son las matrices de transformacion de fase de los campos u. Estas matrices pueden
ser escogidas de modo que m,,; sean reales y no negativos, siendo m,, los valores de la diagonal
de la matriz de masas M. Finalmente, el término de Yukawa puede ser escrito como

—Ly = Z¢fmf (1 + ) vy, (4.54)
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donde la suma es sobre todos los campos fermionicos. Los términos cinéticos del sector fermié-
nico también resultan afectados por estas transformaciones, no obstante, casi todos resultan
invariantes, excepto los acoplamientos a los bosones W=+, cuyo lagrangiano puede ser escrito

COImo .
L= —\% (a7 Vod W+ diy Viu, W] (4.55)
donde
Vud Vus Vub
Vo=UlUs=|Vea Ves V| (4.56)
Via Vis Vi

Esta matriz es conocida como matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM), que involucra
tres angulos de mezcla y una fase observable con violacion CP.
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Capitulo 5
Nuestro modelo: nuevos campos
propagantes desde la torsiéon

La accién de Einstein-Cartan en cinco dimensiones es
Spc = ——/d5 (5.1)

donde #? = 167TG§\5;), con GE{?) la constante de Newton en cinco dimensiones, v/—¢ el determi-
nante de la métrica y R el escalar de Ricci. El simbolo " denota objetos en cinco dimensiones.
La signatura de la métrica es en este caso (+,—, —, —).

En la teoria de Einstein-Cartan, el escalar de Ricci depende de la conexion, que viene da-
da por

Da%s = Ta%5(8) + K%, (5.2)
donde el simbolo o denota que el objeto es Rimanniano y K 2”5 es la contorsién, que es antisi-
métrica en K aop = -K, ap0- De esta forma, el escalar de Ricci puede ser escrito como

R: R—VV ﬁpﬁ_Kﬁﬂﬁ ﬂpu. (53)

X . 1,4 A
Koy = Cppp + 1 (Sﬁg[m - Sagﬂﬁ>7 (5.4)
con CA’ﬂ,;ﬁ la parte completamente antisimétrica, y S, = gﬁﬁﬁ la traza de la torsion, que posee
la antisimetria S,? u=—9 ﬂﬁp. De esta forma, el escalar de Ricci puede ser escrito como
fo= o= 2V78, = 28,87 — CppuC 5.5
p = 198" = CopaC™ (5.5)

Y la accién queda de la forma
1 5 o T2 345 a0 A -
SEC = _7/d X —g[R — ZSZQS — Cf,ﬁﬂC pH s (56)
k

donde el término de borde 2V? S, ha sido suprimido.
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5.1. El elemento de volumen

El procedimiento de acoplamiento minimo consiste en la generalizacion de las leyes de la
fisica para un espacio tiempo curvado, y consta de los siguientes pasos

1. Escoger una ley fisica y validarla en coordenadas inerciales (espacio-tiempo plano)
2. Escribirla en coordenadas curvilineas
3. Asumir que el resultado es védlido para el espacio-tiempo curvado

En la practica el paso 2 consiste en reemplazar la métrica plana 7,, por la métrica del
espacio-tiempo curvo g, y sustituir la derivada parcial 9, por la derivada covariante V. Por
ejemplo, la ley de conservacion de la energia en espacio tiempo plano es

0, " =0, (5.7)
que de acuerdo al procedimiento de acoplamiento simplemente se escribiria como
Vv, T = 0. (5.8)

Por otro lado, el principio de minima accién consiste en que la accion

S = / d*2L(6,,0), (5.9)

es estacionaria para pequenas variaciones, lo que nos permite obtener las ecuaciones de mo-
vimiento de los sistema fisicos, o ecuaciones de Euler-Lagrange. Notar que el procedimiento
de acoplamiento minimo puede ser aplicado al lagrangiano del espacio-tiempo plano para pos-
teriormente obtener las ecuaciones de movimiento, o bien, directamente a las ecuaciones de
movimiento obtenidas desde el lagrangiano de la relatividad especial, es decir

n—g
45=0 65=0 (510)
0—V

donde & representa los campos de materia, y D® junto con DP representan las ecuaciones
de movimiento de los campos en espacio-tiempo plano y curvado, respectivamente. Ambos
caminos de S a D en el diagrama resultan equivalentes siempre y cuando el principio de
acoplamiento minimo y el de minima accién sean compatibles, que lo son en el background de la
relatividad general, pero no necesariamente en espacios no Rimannianos, como los espacios de
Riemann-Cartan por ejemplo, donde la conexién es métrica compatible pero no es simétrica en
sus indices bajos y por tanto existe torsion. Esta incompatibilidad es causada por el elemento
de volumen del background no Rimanniano [4]. No obstante, la compatibilidad puede ser
restaurada si la traza del tensor de torsion resulta ser un gradiente

T, = 9,8, (5.11)
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donde € es una funcién escalar. En dado caso, el elemento de volumen invariante es ahora
AV = ¢\ /gd"%, (5.12)

donde g es el determinante de la métrica del espacio-tiempo curvado [5]. En caso de que esto
ocurra y el elemento de volumen invariante dV' exista, resulta natural formular la accién gra-
vitacional en términos de dicho volumen, en vez de utilizar la métrica.

De esta manera, para nuestro caso de un espacio de Riemann-Cartan de cinco dimensiones,
hemos fijado la traza de la torsion en
Sy = 0,0. (5.13)

Esto permite reescalar el elemento de volumen como

V=i =¢"/-a, (5.14)

y reescribir la accién de Einstein-Cartan en cinco dimensiones en la forma
Suc = —— [ dac\/—a(F — 38,0070 — CipuC0i (5.15)
EC — A2 zre g A o Dpit . .
Notese que esta accion no posee acoplamiento minimo, no obstante, en lo que sigue discutiremos
como recuperar dicho acoplamiento minimo con un cambio de marco.

5.2. Recuperando el acoplamiento minimo con el marco
de Einstein

En la seccion anterior, vimos que usando un elemento de volumen invariante en un espacio
de Riemann-Cartan (5.14)), surge el inconveniente de que la accién no posee acoplamiento
minimo, no obstante, este problema puede ser resuelto cambiandonos al marco de Einstein,
esto es, reescalando la métrica como

9op = € Phiy, (5.16)

V-8 = e/ —h (5.17)

En lo que sigue, nos concentraremos en usar esta transformacién para modificar todos los
elementos del modelo, de modo que sean consistentes con el marco de Einstein. Partamos por
el simbolo de Christoffel, que en el marco de Einstein es

lo que implica

A A

Usando esta conexién Rimanniana, el tensor de Ricci puede ser calculado como

+3(05A05 = hopOpAO"N), (5.19)
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entonces el escalar de Ricci es
R(3) = 57 Ropl) = > (R(h) + 8V,07) — 120,007)). (5.20)

Por otro lado, los términos con 6 y C' que tienen indices contraidos, cambian como

Dpg0”0 = 0,907, (5.21)
C’pﬁﬂéﬁﬁﬂ = QQACYQ/}/)CA(W}’&. (522)

Finalmente, la accién completa en el marco de Einstein es

1 TN A A
SEC = —g /deeegA\/jh(R(h) — 128,9)\8”)\ — i

- Cﬁﬁﬂéﬁﬁﬂ)a (5.23)

90,0070

donde el término 8V,0”\ es un término de borde, y puede ser excluido. En orden a recuperar
el acoplamiento minimo se puede fijar 3\ = 6 tal que

1 ~/ % A 25 A A A A an
Spe == d%?;\/—h(R(h) — éaﬁeave — Cﬁﬁﬂcvpﬂ). (5.24)

Finalmente, reescalamos el campo 6 — 1/2%6, en virtud de tener un término cinético en la
forma canonica, y la acciéon queda

1 e 0% L4 a5 A Abph
Spc = _ﬁ/d% h( — R(h) — 50:00"0 — CyppC p“)- (5.25)

5.3. Modelo efectivo en cuatro dimensiones

En el ano 1998, Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD), propusieron un framework
para resolver el problema de la jerarquia entre la escala EW (mgy ~ 103 GeV) y la escala
de Planck (Mp, = G]_\,l/2 ~ 10'®). El llamado problema de la jerarquia consiste en la enorme
diferencia que existe entre estas escalas, que parecen ser las dos escalas de energia fundamentales
de la naturaleza, entonces, ;jcomo es posible que estas escalas tan distintas se mantengan
estables?. De acuerdo a estos autores, es posible que la escala EW ~ 1 TeV sea la tinica escala
fundamental, determinando incluso la escala de energia de la interaccion gravitacional. Para
argumentar esta posibilidad, los autores proponen la existencia de al menos dos dimensiones
extra compactas de radio ~ R. La escala de Planck en este nuevo espacio (4 + 2)-dimensional
seria ~ mgw, no obstante, la masa de Planck en cuatro dimensiones estaria dada por

Mpy ~ Mpji, 0 R, (5.26)

donde R es el radio de las dimensiones compactas. De acuerdo a esto, para obtener una masa
de Planck de ~ 10'® GeV se requiere un valor para R ~ 100um — 1mm [6]. En esta teorfa, los
campos del modelo estandar estdn confinados en un sub-espacio cuatro-dimensional (nuestro
mundo), siendo el campo graviton el inico campo que se propaga en el bulk (4+2)-dimensional,
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con constantes de acoplamiento cuatro-dimensionales suprimidas por el valor de la masa de
Planck (4 4+ 2)-dimensional, cuyo inverso es pequefio en comparacién con el tamano de las
dimensiones extra. Como consecuencia, la ley de la fuerza gravitacional deberia cambiar de 1/r?
a 1/r* para distancias menores a R. Otra consecuencia, es que dado que el modelo estdndar
esta localizado dentro de mpyy, en las 2 dimensiones extra, una colisién con energfa mayor a
mpgw podria adquirir momentum en la dimension extra y provocar una fuga de energia de
nuestro mundo. Actualmente, sabemos que la escala de energia EW es ~ 246 GeV [7,8], v se
tienen medidas de G menores a 1 mm [9,/10], lo que permite establecer cotas més precisas
para esta teoria. Desde una perspectiva mas general, para n dimensiones extra la relacion entre
la escala reducida de Planck y la escala fundamental de Planck seria

M3, = M"*?V,, (5.27)

donde V,, es el volumen del espacio compacto. La razén de por qué atin no vemos signos expe-
rimentales de las dimensiones extra es que la escala de compactificacién u. = 1/V,¥™ es mucho
mas pequena que la escala EW, lo que implica que el modelo estandar esta confinado en nues-
tro sub-espacio cuatro-dimensional, el que podemos imaginar como una 3-brana. Si bien esta
teoria ADD elimina la jerarquia entre mgw v Mp;, como vemos, introduce una nueva jerarquia
entre i, v mgw, que hace necesario explorar alternativas.

Una propuesta alternativa al modelo ADD es pensar en una métrica no factorizable, dada
por
ds? = e 2reldly dorda” + ride?, (5.28)

donde k es del orden de la escala de Planck (fundamental), x* son coordenadas de Lorentz
en cuatro dimensiones y 0 < ¢ < 7 es la coordenada de una dimension extra, de tamafio 7,
. Notar que en esta métrica, la métrica cuatro-dimensional es multiplicada por un factor de
deformaciéon que depende del tamaiio de la dimensién extra (e=2¥7<?). Es posible demostrar
que bajo una configuracion de dos 3-branas, una visible (nuestro mundo) o otra invisible, y
términos cosmologicos ad-hoc, esta métrica es solucién de las ecuaciones de la relatividad ge-
neral. Ademas, no serfa necesario un r. grande para generar la jerarquia, ya que uno de diez
veces la escala de compactificacion u. bastaria, esto debido a que la fuente de jerarquia es la
exponencial de deformacion. Ademas, se requiere solo una dimensién extra. Esta teoria alter-
nativa es conocida como Modelo de Randall-Sundrum. En este modelo, no hay modos livianos
de Kaluza-Klein (KK), ya que la escala de excitacién es del orden de un TeV. Asi, el acopla-
miento de estos modos de KK con la materia u otros modos gravitacionales estd determinado
por la escala EW y no por la escala de Planck. Los modos de KK son modos fisicos y pueden
ser observados en colisiones de alta energia como resonancias de spin-2, reconstruibles a partir
de sus productos de decaimiento [11]. Esta teorfa se sittia en el orbifold S'/Z,, construido
con la coordenada angular de la quinta dimensién ¢, mediante la identificaciéon de (z, ¢) con
(x,—¢). Las dos 3-branas se extienden en las direcciones z* y estan localizadas en los puntos
fijos ¢ = 0,7 del orbifold (para una definicién de orbifold, ver apéndice A). Para obtener los
modos gravitacionales, podemos perturbar la métrica tomando la forma

ds* = e *T@0Ny |+ b, (2)]|det de” + T2 (2)d¢?, (5.29)

donde BW representa la perturbacion alrededor de la métrica de Minkowski y corresponde al
graviton de nuestro espacio cuatro-dimensional. Notar ademés que 7. corresponde al valor de
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expectacién del campo escalar T'(z), pero para que esto sea posible es necesario estabilizar T'(x)
en una masa de al menos 10~* eV. Este asunto de la estabilizacién es critico y sera discutido
mas adelante. A diferencia del modelo ADD, en el modelo de Randall-Sundrum la masa de
Planck se relaciona con su homologo en el bulk, a través de

M3
Mpy = ——[1- e~ 2krem] (5.30)
Esta relacion nos dice que Mp; depende débilmente de r. en el limite kr. grande. No obstante,
la exponencial e~2¥"<™ juega un rol crucial en la determinacién de las masas en el espacio
cuatro-dimensional (3-brana). Por ejemplo, el valor de expectacién del campo de Higgs para el
rompimiento de simetria estaria dado por

v = e MMy, (5.31)

Este resultado es completamente general, asi, cualquier pardmetro de masa mg en nuestra
3-brana, en el bulk estara dada por

m = e Ty, (5.32)

Dado que el factor de deformacién es un exponencial, claramente no se requiere una gran jerar-
quia entre los parametros fundamentales vy, k, M y p., de hecho, solo se requiere kr. ~ 10 para
obtener una escala de Planck ~ 10*® GeV. Entonces, en este modelo, al igual que en el modelo
ADD, podemos suponer que la escala EW es la escala fundamental, y la escala de Planck de
10* GeV es una escala derivada.

Como ya mencionamos, el modelo de Randall-Sundrum presenta el problema de la estabiliza-
cién del tamano de la dimensién extra (r.), ya que este corresponderia al valor de expectacién
de un campo escalar sin masa T'(z), entonces, ;qué mecanismo permitiria generar un potencial
para estabilizar r.?. Tal potencial puede provenir de un campo escalar en el bulk con términos
de interaccion localizados en las dos 3-branas. El minimo del potencial de este campo escalar
puede ser fijado para dar un valor de kr. ~ 10 sin necesidad de un ajuste fino de los parametros.
En tal caso, el campo escalar en el bulk ® poseeria la accién

S, = ; [ [ dovV/@(cPo.0050 — m?a?), (5.33)

donde G 4p con A, B = p, ¢ corresponde a la métrica cinco-dimensional del modelo de Randall-
Sundrum. Para el limite kr. grande, el potencial de este campo escalar seria

Va(re) = kev? + 4ke= ke (, — vpe” ekrom)? (1 + i)

(br0krcn (4, _ yyemcbr) (534)

— kevpe™

donde € ~ m?/4k? y v, y vy, los valores esperados de ® en la brana visible e invisible, respec-
tivamente. Ignorando los términos proporcionales a €, este potencial tiene un minimo en

- (4> L [ﬂ (5.35)

w/) m?2 Uy
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Con In (v;,/v,) del orden de la unidad, solo se necesita m?/k? del orden de 1/10 para obtener
kr. ~ 10, por lo que no se requiere de un ajuste fino extremo para producir valores adecuados
de kr.. Por ejemplo, tomando vy, /v, = 1.5 y m/k = 0.2 se obtiene kr. ~ 12 [12].

Para estudiar los modos gravitacionales derivados de modelos del tipo Randall-Sundrum, se
puede iniciar consultando la referencia [13], en la que ademés se concluye que las masas y aco-
plamientos de los modos de Kaluza-Klein estan determinados por la escala EW. En cuanto a los
modos gravitacionales masivos, se ha demostrado que el rompimiento de simetria del grupo de
Virasoro es capaz de crear un conjunto de particulas masivas de spin dos, utilizando el método
de reducciéon dimensional de Kaluza-Klein y partiendo de un lagrangiano de FEinstein-Hilbert
unificado dado por

= iegf(R+ G o By 4 L0000 5)
167G 4 HatvB T Y2 g2 0 TneN70 VB
— (O0%) (997a5)] ) (5.36)
donde v = —det~,, y R es la curvatura escalar cuatro-dimensional. Este lagrangiano tienen
un tnico vacio Poincaré invariante [14]
(Yuw) =M (A) =0, ($) =1. (5.37)

Este vacio rompe espontaneamente el grupo de Virasoro en el subgrupo de Cartan U(1).

Perturbando alrededor de este estado de vacio y considerando h,, como la perturbaciéon de
la métrica plana, es posible construir un campo masivo de spin dos de la forma

2
P =Ny + ZE(GMAV +0,A,") — 2—n2 0,0,¢" (n#0), (5.38)

con ecuacién de movimiento
2

n n n n
[82 B f#] p/u/ = O, aoéla,ua = 07 paa = O (n 7£ O) (539>

Esta ecuacion es justamente la ecuacion de movimiento de Fierz-Pauli para un campo masivo
de spin dos p,,". Remarcamos el hecho de que la masa de este campo masivo de spin dos
proviene del rompimiento de simetria del grupo de Virasoro debido al vacio de [5.3

Escribiendo un lagrangiano efectivo con el nuevo campo p,,"
L~ Ly+ Ly, (5.40)
donde

52‘92

Lo=- 167G

{3[Buhas") (Ouhias”) = Ouhiae”) (Ouhigs”) + 2(0uh,*) (Ohas)
- Q(aﬂh‘;mzo)(alfhuaoﬂ + (aﬂhuuo - thaaO)(al/SOO)

+ 10,4,° — 0,4 9)(9,4,° — 9,40}, (5.41)
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Ly = Z{ upa,B (aupa/in) - (aupaa_n)(aupﬁﬁn> + 2<8upaﬁ_n)(aupaan)
167TG w0
- 2(8Mp,u,a_n)(81/pyan)] + i%(paﬁ poaB - paa_npﬁﬁn)}7 (542)
definiendo
P’ = P + e, (5.43)

y escogiendo el gauge armoénico para pW y el gauge de Lorentz para A , se obtienen las
siguientes ecuaciones de movimiento

p,° =0,
0*A % =0, (5.44)
0%’ = 0.

Estas ecuaciones de movimiento prueban que pm,o, A 0, (modos 0) corresponden a campos

sin masa de la teorfa. El lagrangiano modo 0, puede ser ahora escrito en términos del campo
p, v queda de la forma

‘CO = _i[(aupaﬁo>(aupa/80> - (aﬂpaao)(aupb’ﬁo) + 2(aup1/y0>(al/po¢a0) - 2(6ﬂpua0)<8l/puo¢0)]

o i(aﬂAuo - 81/"4;;])(8/1141/0 - al/A,uO) - %(aﬂgpo)(aﬂwo) (545>

En esta teoria pWO representa al gravitén sin masa y ¢ al dilatén, que si bien no posee masa,
corresponde al campo de Higgs del rompimiento de simetria y por lo tanto deberia convertirse
en un campo pseudo Goldstone que puede adquirir una pequena masa a través de correcciones
cuanticas.

Volvamos ahora a la configuracion de un espacio-tiempo (4 + n)-dimensional en el que se
propaga la gravedad, pero con el modelo estdndar confinado en una brana (3 + 1)-dimensional
(nuestro espacio-tiempo), y realicemos una reduccién dimensional de Kaluza-Klein asumiendo

que las dimensiones extra estan compactificadas en un toro de radio R.

El Lagrangiano linearizado de la gravedad es
1 P PP Aoa PP
SVIolk = (0777 0hsp — 0" hOph — 20 by + 207 9ah) + O(R), (5.46)

donde A es una traza, k? = 16WG%+"), con G%Jrn) la constante de Newton en el bulk, y los
términos con ~ representan objetos en d = 4 + n.

Para proceder con la reduccién dimensional de Kaluza-Klain, podemos asumir que

A huw + 100 Ay
huy = V12 ( p # p 5.47
® A, 20 ( )
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donde V,, es el volumen de las dimensiones compactas, ¢ = ¢, p,v = 0,1,2,3 y 1,5 =
5,6, ...,4 4+ n. Estos campos pueden ser expandidos en la forma

211 -y

hyu (%, Y) Zh eXP( m; y) (5.48)
2nn -y

Ai(z,y) ZA exp( 7 >, (5.49)
27 -y

Gi(e.y) = Lol ( s y) (5.50)

con 7 = {ny,ng,...,n,}. Los modos @ = 0 de esta expansién corresponden al graviton sin
masa h, boson gauge U(1) A, y un campo escalar en d = 4, ¢. En base a sus ecuaciones de
movimiento y fijando el gauge de Donder, estos campos pueden ser redefinidos como

i 7l R i 7l i siy (2000, 1 7
huu = h‘uu - ZW(aMAVi + 8VAui) - (sz + 3sz) <3 ;;L% - 377,‘11’) ij) (551)
~n (AT nkR
Al = Pr(AY = — 0, ]k) (5.52)
GZ;Z =V2(Pj + aP"Plekz, (5.53)
donde a es solucién de la ecuacion 3(n — 1)a®> +6a =1y
i iy i Tl

Los campos con ~ satisfacen las mismas ecuaciones de movimiento que los campos sin ~, lo
que implica que hay n particulas ﬁij masivas de spin 2, (n — 1) particulas flﬁi masivas de
spin 1, y n(n — 1)/2 particulas QZEZ masivas de spin 0. Todas estas particulas poseen la misma
masa mj. Notablemente, estas particulas obtienen masa a partir de un mecanismo de ruptura
de simetria, similar al mecanismos de Higgs, pero de naturaleza geométrica, por lo que no se
requiere adicionar un campo escalar. El lagrangiano de la teoria puede ahora ser escrito en
términos de los campos ~, obteniéndose

— MR %Eﬁﬁ*ﬁ +Z(——E“”’ﬁﬁ;%rmf?ﬁfﬁkf)
) 2479 g g (5.55)
n(n+1)/2 o
+ > (0" L0 — mEGTdT).
(if)=1

La ecuacion de movimiento para las n particulas de spin 2 es la ecuacién de Fierz-Pauli

0N, — DX — OpXi + "Xy + ma(hl — myph™) = 0, (5.56)
~7 17 1 7 v.~i
X HY — hMV —_— §h’ 77/“/, a X,uy (557)
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AZ y éz, por su parte, satisfacen

OHFT +mzAL, =0, (O+m2)ef =0. (5.58)
Recordando que el modelo estdandar esta confinado en una brana cuatro-dimensional (nuestro
mundo) y que la gravedad se mueve libremente en el bulk, el acoplamiento gravitacional minimo
de los campos del modelo estandar estaria dado por

~53 [ da T, + wg T, (5.59)

Esta
ecuacion nos permite determinar el acoplamiento de la gravedad con los diferentes campos del
modelo estandar, asi, el acomplamiento con un campo escalar complejo ® estaria dado por el
lagrangiano

donde T, corresponde al tensor de energia momento y 7%, a su traza, con w = ﬁ

L e | - 1-.
KILEH(K) = — (BT — in“”h”)DMCDTD,,CD - ih”mf}@@
+ w"(D*OT D, — 2m2 o1 D),

(5.60)

donde
D, =0,+ igAZT“, (5.61)

con g la constante de acoplamiento gauge, Aj los campos gauge y T los generadores del algebra
de Lie. El acoplamiento con los campos gauge estaria dado por

; g, i g, .
KLY (R) = = (W — AR E, P Fyy (R — 20Ty} AL A,

7 7 v,
Z : (8@"/1 At s (8PA ) ) h (5.62)
+ §mAgZﬁA“AM - E@“gb”@”AVAM.
El acoplamiento con los campos fermiénicos estd dado por el lagrangiano [15]
-1 p7 1 I7, v v, vif
WLH ) = (B = B in Dy = ik ww SOOI — T .
5.63

3w~ -

+ 5 i D — 2wy ¢ - mb”@/m“ Y.

Acogiendo las ideas previamente presentadas en esta seccién, para ejecutar la reduccién di-
mensional consideraremos una perturbacion alrededor de la métrica cinco-dimensional de Min-
kowski de la forma
con la métrica inversa

R o~ 7 — Rh™ + R2hF hP7 (5.65)
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tal que recuperamos el lagrangiano de Fierz-Pauli para la parte Rimanniana

+207h50"h) + O(#), (5.66)

con h = h”, y con la constante #2 = Rx?2, donde R es el radio de la dimension extra y x2 =
167G . La compactificacion sera a la Kaluza-Klein, donde la dimension extra es compactificada
en un circulo de radio R y la notacién para las coordenadas compactificadas es Z; = (x,, 2).
Asi, la perturbacién de la métrica toma la forma

b, 2) = 0 ()5 + 37 () 5,
hao,2) = § hs(, 2) = T An(@)e™ (5.67)
hos(z,2) = 25 " (2)e 7

Para una revisién detallada del procedimiento de compactificacién para la parte Rimanniana
ver [14}/15]. El resultado para el lagrangiano efectivo en cuatro dimensiones usando la constante
i

_ 1 _ 1 . .
a = 7z = 7.3 s, para los modos fisicos sin masa,

1 70,0 7 7 7 T 70,v 70,uv 9 1.
L0 = L (0" ROP0, I, — 0" 0, h° — 200 by, 0,0 + 20,h% 0, h°)
1 1
= FOE, + 50" 00,8, (5.68)

con hfw = hgl, + 1, ¢° el estado fisico, ya que representa un eigenestado de masa que pue-
de ser ficilmente chequeado mirando sus ecuaciones de campo en el vacio, y donde FO* =

OHAYY — gv AOH,
Por otro lado, para los modos fisicos masivos el lagrangiano es

1 - - - - - - -

LN+ LT = 5(6"h”’”"8“h;; —O'h"O,h" — 28“thayh_”’”p + 0, WM O,hT"
OO, — IR R 4 ), (5.69)

con m, = 2%”. Es muy importante mencionar que los gravitones masivos que aparecen en

la dltima ecuacién son gravitones fisicos, en el sentido que ellos emergen del rompimiento de
simetria del grupo de Virasoro por el vacio [5.37 como ya fue presentado.

Similar a lo que ocurre con el mecanismo de los bosones Goldstone, los modos masivos del

gravi-foton Aj y el gravi-escalar ¢" son fagocitados por los gravitones Ay, de modo que

n-+ 2

hr, = h, — n;(a“Aﬁ +0,47) -

(20,00~ m00”). (5.70

Lo nuevo de este trabajo esta en la parte no Rimanniana de [5.25] con lagrangiano

1

~/1 A A ~ Asan
Lior = P —h(26ﬁ981/9 + Cﬁﬁﬂcyw>- (5.71)
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Similar a la expansion de la métrica en cinco dimensiones, consideramos la contorsién como
una perturbacion del background de Minkowski

f(ﬂﬁﬁ = ﬁ(c;wp + — {a 977W éﬁeﬁﬂﬁ] )a (572)

con [ una constante que en principio debe ser igual o proporcional a /. Asi, la expansion de
Kaluza-Klein es de la forma s
=Y 0"(x)e 7 (5.73)

2minz

A _ CA'W,,(a: z) =13 ;wp( w)e w-
Cﬂ,}ﬁ(iE,Z) = {CA'/WZ( ) ZB ( ) M' (574)

Por motivos de simplicidad, solo consideraremos los modos cero y uno de la torre de Kaluza-
Klein, y también debido al hecho que en un colisionador de particulas de alta energia, estos
modos son los primeros en ser observados. Entonces, después de ejecutar la reduccion dimen-
sional, se obtiene la accién efectiva

CY K20 (Lorgp g0 1 grugmg o=
Stm:?/dx 1 5hO) (50°009,09 + 9090,0
+mpd VoY 4 ¢Omr ) 4 20O C) 4 BOW BLY)
v - 1) - (=) 0
+ 6B Bl ) + 2RO (aﬂe 19,00 + 20D O

~Duv (0 Ka-1 1 0 vp (0
4 gRC-Dn B£V>>+2h< )(aug( 19,60 4 200mPC©)

pvp
uv 0
+ 6B BL,))]. (5.75)

En esta tltima ecuacion, notamos que algunos campos son campos auxiliares, en el sentido
que ellos no tienen término cinético. En la siguiente seccion, se escribira el sector fermiénico
efectivo, que es solo uno de los acoplamientos con la parte antisimétrica de la torsion. De esta
manera, se determinaran las ecuaciones de campo para C'y B, que seran algebraicas, tal que
cuando sean reemplazadas en la accién se obtendra una accién efectiva on-shell.

5.4. Sectores del modelo estandar

En esta seccién se hablara de como el sector gravito-torsional interactiia con el modelo
estandar de manera efectiva, partiendo de una accion de la forma

Sonr = / A3 0/ _fir, (5.76)

donde n; corre sobre cada sector del modelo estandar, vale decir, gauge, fermiénico, Higgs y
Yukawa, y toma valores para lograr términos cinéticos canénicamente normalizados. El factor
—h corresponde al determinante de la métrica inducida en la brana del modelo estandar, con

T 2= My + 15 () + D) + AV (5.77)

tal que \/—h ~ 1+ % (ﬁ(o) + 1MW 4 ﬁ(_l)), con 0 ~ B(O© + 1) 1 9Dy 1 O(B?).
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5.4.1. Sector fermionico

Aplicando la ecuacién ([5.76)) para el sector fermidénico, el factor es n; = % De este modo,
la accién de Dirac para un fermién genérico es

Sp = / d*z\/he S (09" B D W — B, D, Uy"¥) . (5.78)

En este punto, es importante notar que cuando tenemos que considerar fermiones en la teoria,
el tratamiento es mas sutil debido a que los fermiones no transforman de la misma manera que
un tensor, si no que transforman bajo el doble recubrimiento universal del grupo restringido
de Lorentz: el grupo de spin, donde el elemento del grupo son las matrices de Dirac v%, que
satisfacen el algebra de Clifford. Las matrices de Dirac pertenecen al espacio tangente del
manifold del espacio-tiempo, por lo que es necesario usar el vielbein y la conezion de spin. Como
ya mencionamos, el vielbein €%, es un marco ortonormal que pertenece al espacio tangente,
pero también es un mapa entre el espacio tangente y su manifold correspondiente, de este modo

P = Nape® e’ (5.79)
Siendo (5.77) la métrica inducida, el vielbein inducido es
o o 5 50 (RO, 4 RO, 4 R0, (5.50)

Consecuentemente, hay un mapa inverso entre el manifold y su correspondiente espacio tan-
)
gente, el vielbein inverso E,*, que satisface las condiciones

E)e*, =46,", (5.81)
Eeb, = 6,". (5.82)
Asi, el vilbein inverso inducido es
b s _Psa(pOup 7 | j(=Du
Bt o b, — 24 (RO, + ROr, 4 REDH,). (5.83)

La conexién de spin w,® es la conexién correcta para definir la derivada covariante de los
fermiones, de tal modo,

1

D, ¥ =DM + §wﬂabJab\If, (5.84)
_ _ 1 _

D,V =DMy — iwuabwab, (5.85)

donde DSM corresponde a la derivada covariante usual del modelo estandar, que toma en cuenta
las simetrias internas del modelo, y J,; = i[%, o)

El siguiente paso, es determinar la conexiéon de spin efectiva, donde nosotros separamos la
parte Riemannian de la parte torsional

0, = w, " + e K, . (5.86)
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La parte Riemanniana wﬂab esta determinada por la primera ecuacion de estructura de Cartan,
que es

1
w,® = —§6u(e[ay)eb}”. (5.87)

Usando el vielbein efectivo (5.80|) nosotros encontramos la siguiente conexién Riemanniana
efectiva

2 ~ ~
w, b o —%5[ap5blaau(hﬂy)hff”. (5.88)

Por otro lado, la parte torsional efectiva puede ser expandida en la forma

1
Koy = B (c,wp + 2 (D — ayenup)> . (5.89)

Entonces, la conexién de spin efectiva completa toma la forma

2 ~ ~ ~ ~
@#ab ~ _%5[&p5b]aa‘u<hpy>hm/ + B(é[ah/(sb]p + 2(5[a|u(5b]ahap . 5[a|p5b]ahau)

2 ~on 1
+ 50 MR (Gt 5 (0,00 — 000 ) ). (5.90)
donde hemos usado la expansion ﬁ;w = izl(f)y) + ﬁf},) + BE;,I).

Tomando la conexién efectiva y después de un largo calculo, se construye la accién de Di-
rac efectiva

~ _Q — — K ~ — o
Sp = /d‘lx\/ﬁe g l\pw DS W — DI Dy - Dt <\I/’y DM
SM K 5 v K2 Yo v
_ DH \If’yg‘y) _ §a'uhpyhcw\IIJMPU\I/ + ghg#auhpyhow\lfjgpa\l/
— ~ — 2 ~ ~ —
+ BCop (wﬂyw + RROPT T T+ %ha”hﬁp\IfJ”ag\If

~ —_ ~ — 2 ~ ~ —_
gt (wwqf - RhOPT I+ Zho‘”hﬁp\I!J"ag\I/)>

2 ~ ~ —_
+ ﬁg (ape@) + 9,00 + a,ﬁ(—l)) (h%ﬁﬂ\wmﬁ\p
2 B — ﬁﬁgyﬁavﬁﬁpwjgﬁxp>] | (5.91)

con Vi~ 145 (RO + 20 + hED) e~ 14 B0 + 00 +0CD) y 7, = {37, ).

De esta ultima accién se puede notar que el campo B, no interactia con el sector fermiénico,
y al igual que el campo C),,, tampoco tiene término cinético. De esta manera, si nosotros
calculamos sus ecuaciones de campo, se encuentra una expresion algebraica que puede ser re-

emplazada en la accién, eliminando de esta forma los campos auxiliares. Para los campos Bl(ﬁj),
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B Dy B ~1 las ecuaciones son, de (5.75)),

9 (1 n ’;;Lw)) BOW 4 s BGY 1 khHBY = 0 (5.92)
K3 v
9 (1 n 2h(0)> BEDR 4 ghCVBO) — 0 (5.93)
9 (1 n ’;,;m) B 4 shMBO =, (5.94)
De las dos ultimas de estas ecuaciones se tiene que
7(£1 0)uv
BEw _ —Kh()]ff):‘ (5.95)
2(1+5h)
Reemplazando en la ecuacién de campo para BI(W), se obtiene
~ 2 ~ ~
RO [(2 kRO’ - ,ghu)h(—l)] —0, (5.96)

~ 2 ~ ~
desde donde se obtienen las soluciones BO* =0y (2 + mh(o)) — k2hMWAEY = 0. Por simpli-
cidad, nosotros optamos por la primera solucion, pero seria interesante estudiar las condiciones
para la traza del gravitén. Bajo estas condiciones, los modos masivos de B*” son cero.

0) o) - -
Para los campos CWP,CWP,C’WP , el desarrollo es més sutil, ya que estos campos interac
tian con el sector fermiénico. Ademas, en este punto, nosotros fijamos la constante § = k,
asumiendo, por simplicidad, que el acoplamiento gravitacional y torsional es el mismo. Expan-
diendo vV y despreciando los términos cuadraticos y de orden superior en x, la acciéon torsional

mas la accién de Dirac es
. 1
Sior +Sp = / Az l(1 + ’;h@)) (2@9(0)0“9(0) +0,0W0 9 + mZoMe=h
K ~
+ 00 COme 4 o0 C(DWP) +2 A0 (aug(l)aug(ﬂ)

pvp wvp

205000 ) 4 ERED(916009,60) + 201,000 )

et (T D2 w - DR (14 5 (A0 + 0+ ROV))

K70 7(1 7(~1 T o T\SM SM T, o
- §(hf,)“ + A 4+ RSD) (097 DM W — DIV By D)
K
+ §(CWP +C0) +CO0)T J#“P\Ifﬂ (5.97)

Antes de calcular las ecuaciones para los campos C;ww C’fj,p, Cu;p), nosotros redefiniremos los

campos de los fermiones de tal manera que el factor exponencial para el campo 6 desaparezca.
Asi, U — e~ S y U —e ~§W. Teniendo especial cuidado con las derivadas en los fermiones,
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nosotros notamos que los términos con 9,0 se cancelan entre ellos. De esta manera, la accién

toma la forma
Sir+Sp= [ d'a Kl + ’;FJO)) (;(9“9(0)&9(0) + 9,0M89 4 gD
+ prc(o);wp + Qcﬁ)pc(l)wp> + fﬁ(l) (8“9(1)%9(0)
205000 ) 4 ERED(9160)9,00) + 201,000 )
- (1 - §(h + h(l) + At )) (W DM W — DM Wy )
= 5 (A 4 e+ BEDE) (397 DM — DY 07

uvp uvp uvp

+ g(c +CcB 4+ cth )\I!J“”"\If] (5.98)

5.4.2. Sector gauge
Para el sector gauge, iniciamos con el lagrangiano

2K0

~ ~ ~ 1 . . . .
S = [dw(1+ SHO + AV + RD))es (—4) (GL,G™ + Wi, Wit 1 B, B™), (5.99)

donde ' . ‘
G, = 0.G, —9.,G,, (5.100)
W, = 0,W. —a,W,, (5.101)
B, =0,B, —0,B,. (5.102)
Aplicando las transformaciones
. Py} .
G, —esG, (5.103)
Wi = e W, (5.104)
B, — €5 B, (5.105)

y expandiendo la exponencial hasta el término cuadratico en k, la accién queda
. . 4Kk . .
4 0 (1 -1 % gz % 2%

s —/d (RO 4 B 4 j >))< )(GWG“ - 26,0106

. . . . 4 . .
+ 7(3 0 OGLG™) — 0,00,0GHGY + Wi Wi — gwgyaﬂeww
i’ (5.106)

L o 4
—(6u98“9W,jW’”) — 0,00,6W W™ + B, B" — ?HBWW@B”

2k2 y y
+ =5 (0,00"0B,B" — 9,00,05" )),

con = H® 9 4 g1

42



5.4. SECTORES DEL MODELO ESTANDAR

5.4.3. Sector de Yukawa

Como este sector no posee términos cinéticos, simplemente se expande hasta el primer orden
en x, quedando

~ 2
Sy = / d'x( h<0 RO+ R (1 - ?’“(W +00 +00)) Ly, (5.107)

donde Ly estad dado por m

5.4.4. Sector escalar

Para el caso del sector escalar, el lagrangiano toma la forma

~ g ~ 2k0

Sy = / diz(1+ 2 (h )+ B 4 REDY) (DY (D) — e 3V (9)). (5.108)

Para este caso, se expande la exponencial hasta el primer orden, de modo que e 3 ~ 1 —
2—;(0(0) + 0 + 91 v 1a accién queda de la forma

Sy = / d4x(1+;(ﬁ(0)+ﬁ(1)+ﬁ(”))((D%)T(Dm)—l—2;(0(0)+0(1)+0(”)V(gzb)). (5.109)
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Capitulo 6

Analisis fenomenolégico del modelo

Con el modelo desarrollado en la seccién anterior, primeramente se determinaron las reglas
de Feynman utilizando el software LANHEP, el que automatiza la generacion de dichas reglas
a partir de la densidad lagrangiana. Una vez obtenidas las reglas de Feynman, se procedié a
utilizar el software CALCHEP para simular eventos de colision de protones a 14 TeV, con el
objetivo de estudiar las resonancias de dichas colisiones. Para la determinacién de las reglas
de Feynman, se utilizo como punto de partida el lagrangiano del modelo estandar, al que se le
incorporaron los términos adicionales del modelo de torsion propagante desarrollado. El cédigo
del modelo integrado se encuentra en el apéndice B. El modelo fue utilizado como input en
LANHEP, obteniéndose las reglas de Feynman presentadas en el apéndice C

Derivada variacional del Lagrangiano para los campos

Campos en el vértice
A, A, Hl,
A, A T1

A, Ay R0,
A, A, hl,
A, A, 10

A, A tl

Gy Gug Hl,
G, G, T1
Gup Gug h0u
G Gy hly,
Gup Gy t0
G G, tl
ce, 0% Gu

20+ 547) - 57 (pYp3g™ — Pk )
— 5 (pasg™ — phpy + Pipig" — piph)
(1+ 5%) - kg™ (PAP3g™ — Piph)
(1+ s02) - kg™ (pipdg™ — piph)

— 1 (pBPSg™ — pspy + Pipig™ — piph)

NI= N

— 5 (papsg™ — phpy + Pipsg" — piph)
K0pq9" (PY03g™ — Diph)

— L6, (PEDRG™ — PEDY + DI — Piph)
K00q9" (P3g™ — Diph)

K0pgg”” (pi\p%glw - p’fpg)

—1pq (P5PEG™ — D5 + PiDAG™ — PiPS)
— L6, (PEDRG™ — PEDY + DI — Piph)
9s " P2 Jpar

CUADRO 6.1: Reglas de Feynman procesos analizados

Este conjunto de reglas se cargd en el software CALCHEP y se procedié a simular el pro-

ceso g+ g — v+ (gluén gludn a fotén fotdén). Se escogid este proceso por al acoplamiento que

PATRICIO ANGELINI
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estas particulas tienen con los modos gravitacionales y torsionales, debido a sus espines. Los
diagramas de Feynman de nivel arbol del proceso se muestran en la figura en donde h™
y ™, con (n = —1,0,41), representan el gravitén y el torsionén, respectivamente. Primera-
mente, se determinaron (en CALCHEP) los anchos de decaimiento del gravitén y el torsionén,
para el rango de masas entre 800 GeV y 1600 GeV, obteniéndose los resultados presentados
en las tablas [6.2] y [6.3] Con estas masas y anchos de decaimiento, se simularon colisiones de
protones a 14 TeV en el centro de masa (LHC), obteniéndose los valores de seccién eficaz de las
tablas y [6.5] También, se determinaron y graficaron las distribuciones de masa invariante
y angular, las cuales se presentan en la figuras a[6.71 En cada una de estas figuras, los gra-
ficos (a) corresponden a la distribucién de masa invariante y los graficos (b) a la distribucion
angular. Las figuras[6.2] y [6.4] corresponden a simulaciones con la masa del torsionén fija
en 1000 GeV, y masas del graviton de 800 GeV, 1200 GeV y 1600 GeV, respectivamente. En
los graficos (a) de estas tres figuras, se aprecia una marcada resonancia en una masa invariante
de 1000 GeV, coincidente con la masa del torsionén. Por otro lado, las figuras [6.5] v [6.7]
corresponden a simulaciones con la masa del gravitén fija en 1000 GeV, y masas del torsionon
de 800 GeV, 1200 GeV y 1600 GeV. En los graficos (a) de estas tres figuras, se aprecian reso-
nancias en las masas invariantes de 800 GeV, 1200 GeV y 1600 GeV, también coincidentes con
la masa del torsionén. En los graficos (6.2 (a), (a) y[6.7] (a), se observa un crecimiento de la
seccion eficaz conforme aumenta la energia. Los graficos de distribuciéon angular resultan ser
los habituales. En todos estos calculos, se suprimieron manualmente los modos 0 del graviton y
el torsionén, debido a que el acoplamiento de estos modos A9 y (9 no masivos con los campos
del modelo estdndar, ha de ser mucho més débil que el de los modos masivos A1) y t(1).

9 ) 79 v
L) A
o --<-- o
+0)

9 79 79 Y
9 79 79 v
+1)

----- - -----

Ah=D (=1
9 79 79 v

FI1GURA 6.1: Diagramas de Feynman nivel arbol proceso g + g — v+~
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Masa (GeV) | Ancho de decaimiento (GeV)
800 7.555
1000 14.90
1200 25.86
1400 41.18
1600 61.58

CUADRO 6.2: Anchos de decaimiento gravitén

Masa (GeV) | Ancho de decaimiento (GeV)
800 5.714
1000 11.17
1200 19.32
1400 30.69
1600 45.83

CUADRO 6.3: Anchos de decaimiento torsiondn

Masa (GeV) | o(fb)

800 217.72
1200 20.842
1600 12.157

CUADRO 6.4: Seccién eficaz proceso g + g — -y + 7y versus masa graviton

Masa (GeV) | a(fb)

800 08.496
1200 43.245
1600 39.663

CUADRO 6.5: Seccion eficaz proceso g + g — v + 1y versus masa torsionén
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FIGURA 6.3: Resonancia graviton 1200 GeV
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FIGURA 6.4: Resonancia graviton 1600 GeV

50



dsigna(fb}/dH{A A} (Gey}

dsigna{fbl)/dCc{G, A

a.4

128

11e

188

a8

Lil:]

7a

60

hil:]

48

G,G->A,A

5 T T T T
4 H 4
L i
3r i
5 i
2 r 3
5 i
1r =
5 i
8 e R I
1888 1588 2088 2588 3a8a
H{A, A} {(GeV)
G,G->A.A
2 =
H =f
= d 1
g B
F B g A
=] =
= =
=] =]
g =
L l:‘_| '__l i
b |
B, F
=]} e 1
B H,rﬂfﬂ
(=] =
S B
S ot
-1 -8.5 ] 8,5

ci{G, A

FIGURA 6.5: Resonancia torsionén 800 GeV

51



6. ANALISIS FENOMENOLOGICO DEL MODELO

G,6->A,A
8.12 . . . . .
8.1 - i
-~
% .08 .
a
g
-~
=}
3
==
s
I 08,86 [ .
.
=
=
vy
= L
N =
B
= 8,04 B
11}
-
8.82 _
o — Sl oot e I T S S s
1008 1588 2080 2500 3000
H(A, A} (GeV}
G,G->A,A
65 . . .
66 [ =
H
e
= M
L T 4
o 55 - i
a H
: 5
B th o
~ L n| H a
e 58 U [
2] |
k = r'er
& th f
4 H =
45 2 = 1
= =2
|:‘_r"l I_|r|-"_lJ
=t s CH
48 - g gl . r'_m'uj'rf-u o 1
o 1
H A0
e L P P
5 . . .
-1 -8,5 0 0.5
c{G,A}

FIGURA 6.6: Resonancia torsionén 1200 GeV

52



dsigna(fb}/dH{A A} (Gey}

dsigna{fbl)/dCc{G, A

G,G->A,A

0.825 . . . . .
=
0.82 J
8,815 d p
8.01 B .
] s
o =
B __::H,__,u—"'_.:-:_“‘
0,885 L — .
i ﬁ:tfqﬁsj;5Q§:§:J_d
a — = TN i 1 1 1
1008 1568 2088 2508 3008
H{A.A} (GeV)
G,G->A,R
52 . . T
]
58 ]| IJ':
. iy
a
s | O ]
L-I H_lj
46 | h T
i H
i
o
a4 | I:IL-::| o=
h il
L 1 J
42 LL.th I"-D
4% i
B [
48 C 1
L
LLC"ll.l n i
38 | M ,—r"l-—"l_lJ 4
B geaf, Ao
= o P
36 i J'“‘—J'I:'LJJ'J}U Y 1
it
54 ; . .
-1 -8.5 0 8.5 1
c{G,A)

FIGURA 6.7: Resonancia torsionén 1600 GeV

53



6. ANALISIS FENOMENOLOGICO DEL MODELO

54



Capitulo 7

Conclusiones

Considerando los resultados obtenidos, tanto en el desarrollo tedrico del modelo como en
su posterior analisis fenomenoldgico, se concluye que al extender el espacio-tiempo de la rela-
tividad general al espacio de Riemann-Cartan, considerando elementos geométricos tales como
la torsién e imponiendo la invarianza del elemento de volumen resultante, surge de manera
natural un campo escalar propagante, el campo 6, al que hemos denominado “torsionén”, cu-
yo primer modo masivo se observa como una clara resonancia en las simulaciones ejecutadas.
Notablemente, las particulas del sector gravito-torsional de la teoria aqui desarrollada, corres-
pondientes al graviton h y al torsionén 6 de las resonancias, pueden adquirir masa mediante
un mecanismo de Higgs geométrico que no requiere de la adicion de un campo escalar ad-hoc.
Si bien, concluimos que la resonancia observada corresponde al primer modo masivo del torsio-
non, obviamente, la estimacién de su masa escapa a las pretenciones de este trabajo, pudiendo
ser esta una de las razones por las cuales dicha resonancia ain no ha sido observada en los co-
lisionadores de particulas, ya que su valor puede ser superior al limite de energias actualmente
alcanzables. Adicionalmente, y basados en las observaciones de aumento sostenido de seccién
eficaz conforme aumenta la energia en algunas de las simulaciones, sospechamos de una posible
violacién de unitariedad y/o renormalizabilidad del modelo, lo que obliga a una revisién del
mismo, y al establecimiento de limites de energia dentro de los cuales es valido, recordando
que es un modelo efectivo.
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Apéndice A

Grupos y orbifolds

Un grupo G es un conjunto equipado con una operaciéon binaria - : G X G — G que asocia
un elemento a - b € G a cada par de elementos a,b € GG, con las siguientes propiedades para - :

1. Es asociativa.
2. Posee un elemento identidad e € G.

3. Es invertible.
G es abelianosia-b=1">-a.

Definicién: Dado un grupo GG, un subconjunto H de G es un subgrupo de G si:
1. El elemento identidad de GG es también el elemento identidad de H.

2. Para todo hq, ho € H, se tiene que h1hy € H.

3. Para todo h € H, se tiene que h=! € H.

Definicién: Si H es un subgrupo de G'y g € G es cualquier elemento, los conjuntos de la
forma gH y Hg se denominan cosets izquierdo y cosets derecho de H en (G, respectivamente.
Los conjuntos de cosets izquierdos y derechos se denotan por H/G y G/H.

Definicién: Dados dos grupo G y G’, una funciéon ¢ : G — G es un homomorfismo si
©(9192) = (91)(g2), para todo g1, 92 € G.

Definicién: Decimos que ¢ es un isomorfimo si existe un homomorfimo ¢ : G' — G, tal
que Yo =idg y ot =ider.

Definicién: Dado un conjunto X y un grupo G, una acciéon izquierda de G en X es una
funciéon ¢ : G x X — X, tal que:

1. Para todo g,h € G y todo =z € X,
(g, (b, 1)) = @(gh, ). (A1)

2. Paratodoz € X
e(l,z) =z, (A.2)
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donde 1 € G es el elemento identidad de G.

La accién ¢ es faithful o efectiva si solo si para cada g, si g - x = = para todo x € X,
entonces g = 1. La accién ¢ es transitiva si solo si para dos elementos cualquiera z,y € X, hay
algin g € G tal que g - x = y.

Definicién: Un conjunto X es un espacio homogéneo si existe una accién transitiva: G x
X — X para algin grupo G en X.

En general, una accién- : G x X — X que no es transitiva en X, pero para cada z € X, es
transitiva en el conjunto

Olz)=G-xz=g-x2|geq. (A.3)

Aquel conjunto es llamado drbita de x. Las 6rbitas son las clases de equivalencia de la siguiente
relacion de equivalencia:

Definicién: Dada una accion - : G x X — X de algiin grupo G en X, la relacién de
equivalencia ~ en X esta definida tal que, para todo x,y € X,x ~ y si solo si y = ¢ - x, para
todo g € G.

Para cada z € X, la clase de equivalencia de z es la ¢rbita de x, denotada O(z) o g -z, con

G-x=0(x)=g-x|g€q. (A.4)

El conjunto de érbitas es denotado por X/G. Bajo ciertas condiciones (cuales 7) este conjun-
to de 6bitas sera un manifold. Los manifolds generados de esta forma se denominan orbifolds.
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Apéndice B

Cdédigo modelo LANHEP

T
% Standard Model - unitary and t’Hooft-Feynman gauges.
T

keys gauge_fixing=Feynman, Fermi=no.

do_if Fermi==yes.
keys gauge fixing=unitary.
model ’Electroweak 4-fermion’/2.
do_else.
do_if gauge_fixing==Feynman.
model ’Stand. Model (Feyn. gauge)’/4.
do_else_if gauge fixing==unitary.
model ’Stand. Model (un. gauge)’/3.
do_else.
write(’Error: the key "gauge" should be either "Feynman" or "unitary".’).
quit.
end if.
end if.

option ReduceGammab=0.
let gb=gammab.
use sm_tex.

parameter

EE = 0.31345 : ’Elementary charge (alpha=1/127.9, on-shell, MZ point, PDG2002)°’,
GG = 1.21358 : ’Strong coupling constant (Z pnt, alp=0.1172\pm0.002 (PDG2002)’,
SW = 0.48076 : ’sin of the Weinberg angle (MZ point -> MW=79.958GeV, PDG2002)’,
s12 = 0.2229 : ’Parameter of C-K-M matrix (PDG2002)’,

823 = 0.0412 : ’Parameter of C-K-M matrix (PDG2002)’,

s13 = 0.0036 : ’Parameter of C-K-M matrix (PDG2002)°,

Pi = 3.1416 : ’Pi number’,

MP = 1.22e19 : ’Reduced Planck mass’.

parameter
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CW = sqrt(1-SWx*2) : ’cos of the Weinberg angle’.

parameter

cl12 = sqrt(1-s12xx*2) : ’parameter of C-K-M matrix’,
c23 = sqrt(1-s23**2) : ’parameter of C-K-M matrix’,
c13 = sqrt(1-s13%*2) : ’parameter of C-K-M matrix’,
kk = sqrt(16xPi/MP*%*2) : ’Gravitational coupling constant’.
parameter

Vud = c12%*c13 : ’C-K-M matrix element’,

Vus = s12%c13 : ’C-K-M matrix element’,

Vub = s13 : ’C-K-M matrix element’,

Ved = (-s12*%c23-c12%s23%s13) : C-K-M matrix element’,
Vecs = (c12%c23-s12*%s23%s13) : C-K-M matrix element’,
Vcb = s23%c13 : ’C-K-M matrix element’,

Vtd = (812%823-c12%c23%s13) : ’C-K-M matrix element’,
Vts = (-c12%s823-812*c23%s13) : ’C-K-M matrix element’,
Vtb = ¢c23*c13 : ’C-K-M matrix element’.

OrthMatrix( { {Vud,Vus,Vub}, {Vcd,Vcs,Vcb}, {Vtd,Vts,Vtb}} ).

do_if Fermi==no.
vector G/G: (gluon, color c8, gauge).
end_if.

do_if gauge_ fixing==Feynman.

vector

A/A: (photon, gauge),

AO/AO: (graviphotonO, gauge),

Z/Z:(°Z boson’, mass MZ = 91.1876, width wZ = 2.43631, gauge),
"W+ /°W-?: (’W boson’, mass MW = MZ*CW, width wW = 2.02798, gauge).
do_else.

vector

A/A: (photon, gauge),

A0/A0: (graviphotonO, gauge) .

do_if Fermi==no.

vector

Z/Z:(’Z boson’, mass MZ = 91.1876, width wZ = 2.43631),

"W+’ /°W->: (°W boson’, mass MW = MZ*CW, width wW = 2.02798).
do_else.

vector

Z/Z:(’Z boson’, mass MZ = 91.1876, width wZ = 2.43631, ’*x’),

60



"W+ /°W-?: (’W boson’, mass MW = MZ*CW, width wW = 2.02798, ’%’).

end_
end_

if.
if.

spinor

ne: (neutrino,left),

e: (electron),

nm/Nm: (’mu-neutrino’,left),
m: (muon, mass Mm = 0.10566),
nl: (’tau-neutrino’,left),

1: (’tau-lepton’, mass Mtau = 1.77699).

spinor

u: (’u-quark’,color c3),

d: (’d-quark’,color c3),

c: (’c-quark’,color c3, mass Mc = 1.650),

s: (’s-quark’,color c3, mass Ms = 0.117),

t:(’t-quark’,color c3, mass Mtop = 174.3, width wtop = 1.54688),
b: (°’b-quark’,color c3, mass Mb = 4.850 ).

%y gravitational part

tensor h0/h0: (gravitonO, mass mg0
tensor h1/H1: (gravitonl, mass mgl

1.00).
1.00).

scalar t0/t0: (torsiocoso0).
scalar t1/T1: (torsiocosol, mass mtl = 1.00).

scalar PO/P0O: (dilaton).

do_if Fermi==no.
scalar H/H: (Higgs, mass MH = 115, width wH = 0.0061744) .
end_if.

let
let
let

let
let
let

let

li={ne,e}, Li=anti(11).
12={nm,m}, L2=anti(12).
13={nl,1}, L3=anti(13).

ql={u,d}, Q1={U,D}, gla={u,Vud*d+Vus*s+Vub*b}, Qla={U,Vud*D+Vus*S+Vub*B}.
q2={c,s}, Q2={C,S}, g2a={c,Vcd*d+Vcs*s+Vcb*b}, Q2a={C,Vcd*D+Vcs*S+Vcb*B}.
q3={t,b}, Q3={T,B}, g3a={t,Vtd*xd+Vts*s+Vtb*b}, Q3a={T,Vtd*D+Vts*xS+Vtb*B}.

Bl= -SW*Z+CWkA, W3=CWxZ+SWxA, Wi=(C’W+’+’W-’)/Sqrt2,

W2 = ix (W - W-)/Sqrt2.

do_if gauge_ fixing==Feynman.
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let ghl = (°W+.c’+’W-.c’)/Sqrt2, gh2= i*x(°W+.c’-’W-.c’)/Sqrt2,
gh3= CW*’Z.c’+SW+’A.c’, gh={ghl,gh2,gh3}.

let Ghl = (PW+.C’+’W-.C’)/Sqrt2, Gh2=i*x(’W+.C’-’W-.C’)/Sqrt2,
Gh3= CWx’Z.C’+SWx’A.C’, Gh={Gh1l,Gh2,Gh3}.

end if.
let WWi1 = {W1, W2 , W3}, WWw = {"W+’,W3,°W-"3}.

let g=EE/SW, g1=EE/CW.

% Self-interaction of gauge bosons

lterm -(1+kk/2*(h0"mu " mu+hl " mu "mu+H1 mu"mu) ) *F**2/4 where
F=deriv " mu*Bl1 nu-deriv " nu*xBl1 mu.

lterm kk/3*F*deriv mu*(t0+t1+T1)*B1 nu where
F=deriv " mu*Bl1 nu-deriv " nu*B1 mu.

do_if Fermi==no.
lterm -(1+kk/2*%(h0"mu"mu+hl mu"mu+H1"mu"mu) )*F**2/4 + AddHermConj where
F=deriv mu*G nu~a-deriv nu*G mu"a+i*GG*f_ SU3"a b c*G mu"b*G nu”c.

lterm kk/3xF*xderiv mux(t0+t1+T1)*G nu~a where
F=deriv mu*G " nu”a-deriv nu*xG mu"a+i*GG*f_SU3"a"b c*G " mu”"b*G " nu"c.
end_if.

lterm -(1+kk/2%(h0"mu"mu+hl mu"mu+H1 " mu"mu))*F**2/4 + AddHermConj where
F=deriv muxWWl nu~a-deriv nu*WWl mu~a -g*eps~a b cxWWl mu b*WWl nu~c.

lterm kk/3*Fxderiv mu*(tO+t1+T1)*WWil"nu~a where
F=deriv mu*WWl nu~a-deriv nuxWWl ™ mu~a -g*eps~a b c*xWW1l mu b*WWl nu"c.

% left fermion interaction with gauge fields

lterm  (1+kk/2*%(hO"mu"mu+hl mu mu+H1 mu"mu) )*anti(psi)*gammax*(1-g5)/2*(i*deriv-
gxtaupm*WW/2-Y+g1+B1)*psi + AddHermConj
where

psi=1l1, Y=-1/2;

psi=12, Y=-1/2;
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psi=13, Y=-1/2;
psi=qla, Y= 1/6;
psi=q2a, Y= 1/6;
psi=q3a, Y= 1/6.

lterm  -kk/2x(hO+h1+H1)*anti(psi)*gamma*(1-g5)/2*(i*deriv-gxtaupm*WW/2-
Y+g1+B1)*psi + AddHermConj

where

psi=11, Y=-1/2;

psi=12, Y=-1/2;

psi=13, Y=-1/2;

psi=qla, Y= 1/6;

psi=q2a, Y= 1/6;

psi=q3a, Y= 1/6.

% right fermion interaction with gauge fields

lterm  (1+kk/2*(h0"mu mu+hl mu mu+H1 " mu"mu))*anti(psi) *gammax* (1+g5) /2% (ixderiv
- Yxgl*B1)*psi + AddHermConj

where

psi=e,Y= -1;
psi=m,Y¥Y= -1;
psi=l,Y= -1;

psi=u, Y= 2/3;
psi=c, Y= 2/3;
psi=t, Y= 2/3;
psi=d, Y= -1/3;
psi=s, Y= -1/3;
psi=b, Y= -1/3.

lterm  -kk/2%(hO+h1+H1)*anti(psi)*gamma*(1+g5)/2*(ikderiv - Y*gl*B1l)x*psi
+ AddHermConj

where

psi=e,¥Y= -1;
psi=m,Y= -1;
psi=1l,Y= -1;

psi=u, Y= 2/3;
psi=c, Y= 2/3;
psi=t, Y= 2/3;
psi=d, Y= -1/3;
psi=s, Y= -1/3;
psi=b, Y= -1/3.

% quark-gluon interaction

63



B. C6pico MODELO LANHEP

do_if Fermi==no.

lterm GG+*anti(psi)*lambda*gamma*G*psi where
psi=ql; psi=q2; psi=q3.

end if.

do_if Fermi==no.
do_if gauge_fixing==Feynman.

let pp = { -ix’W+.f’, (vev(2+MW/EE*SW)+H+ix’Z.f’)/Sqrt2 7},

PP = { ix’W-.f’, (vev(2*MW/EE*SW)+H-i*’Z.f’)/Sqrt2 }.
do_else.
let pp = { 0, (vev(2+MW/EE*SW)+H)/Sqrt2 },

PP = { 0, (vev(2*MW/EExSW)+H)/Sqrt2 }.
end_if.

lterm -M/MW/Sqrt2*g*(anti(pl)*(1+gb)/2*pr*pp + anti(pr)*(1-gb)/2*pl*PP)
where

M=Vud*0, pl=qla, pr=d; % 0 stands for Md
M=Vus*Ms, pl=qla, pr=s;

M=Vub*Mb, pl=qla, pr=b;

M=Vcd*0, pl=q2a, pr=d;

M=Vcs*Ms, pl=q2a, pr=s;

M=Vcb*Mb, pl=qg2a, pr=b;

M=Vtd*0, pl=q3a, pr=d;

M=Vts*Ms, pl=q3a, pr=s;

M=Vtb*Mb, pl=q3a, pr=b.

lterm -M/MW/Sqrt2*g*(anti(pl)*(1+gb)/2*i*xtau2*pr*PP
+ anti(pr)*(1-gb) /2*i*pl*tau2+*pp)

where

M=0 , pl=qla, pr=u;

M=Mc, pl=q2a, pr=c;

M=Mtop,pl=q3a, pr=t.

lterm -M/MW/Sqrt2*g*(anti(pl)*(1+gb)/2*pr*pp + anti(pr)*(1-gb)/2*pl*PP)
where

M=Mm, pl=12, pr=m;

M=Mtau, pl=13, pr=1.
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% add gravitons and graviphoton
lterm -2*lambda*(1+kk/2*(hO"mu mu+hl " mu"mu+H1 "mu~mu)+2*xkk/3* (t0+t1+T1))
* (pp*PP-v*%2/2) *x2
where
lambda=(g*MH/MW) **2/16, v=2xMW*SW/EE.

let Dpp mu~a = (deriv mu+ixgl/2*B1 mu)*pp~a +
i*g/2*taupm~a b~ c*WW mu~cxpp~b.

let DPP"mu"a = (deriv mu-i*gl/2%B1 mu)*PP"a
-ixg/2*taupm~a b ck{’W-’"mu,W3"mu, ’W+’ “mu}"c*xPP"b.

% add gravitons and graviphoton
lterm (1+kk/2*(h0"mu"mu+hl mu~mu+H1 mu~mu))*DPP*Dpp.

lterm -i*GG+*f_SU3*ccghost (G)*G mu*deriv mu*xghost (G) .
lterm -1/2%(deriv*G)**2.

end if.
do_if gauge_fixing==Feynman.
hlterm -gxeps*gh*WWilxderiv*Gh.

lterm g*eps*deriv*GhxghxWW1.

lterm -1/2%(deriv*A)*%*2.

lterm -1/2%x(2*%(deriv*’W+’+MW*x’W+.f’)*(derivkx’W->+MWx’W-.f’) +
(deriv*Z+MW/CWx’Z.£2)**2) .

lterm -MWxEE/2/SWx((H+i*’Z.f’)*x(CW-.C’*’W+.c’ + W+.C’*’W-.c?)
+H*’Z.C’*’Z.c’ /CWx*x2-2%i*’Z . f2*’W+.C’*x’W-.c’) .

lterm i*EE*MW/2/CW/SWx(

W EkOW-.C’*’Z. ¢’ *x(1-2%SW**2)+’W-.c’*’Z.C’
+2%CWxSWk’W-.C’*’A.c’) -

W= £k COWH.CO*’Z . ¢’ *x(1-2%SW**2)+’W+.c’*’Z.C’
+2*CWASWx W+.C’*’A.c’)).

end if.

% kk extension
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B. C6pico MODELO LANHEP

let FO"mu nu=deriv mu*xAO0O " nu-deriv nu*AO0 mu.

lterm

lterm
lterm
lterm

lterm
lterm

1/4* (deriv mu*hO " nu~rho*deriv mu*hO"nu~rho-
deriv mu*xhO " nu nu*deriv muxhO " nu " nu-
2*%deriv rho*hO"rho " mu*deriv " rho*hO " rho " mu+
2*deriv - rho*h0 " rho " mu*deriv mu*hO " rho~rho) .
-1/4%(FO"mu"nu) **2.

1/2*deriv mu*xPO*deriv . mu*PO.

1/2*(deriv mu*hl " nu rho*deriv mu*H1 " nu~rho-
deriv muxhl*deriv mu*xH1-
2*%deriv_rho*hl”"rho "mu*deriv " rho*H1 rho " mu+
deriv rho*hl”rho mu*xderiv " mu*xH1 rho " rho
+deriv _rho*H1 rho mu*deriv mu*hl”rho”rho) .
-mgl**2xh1*H1+mgl**x2xh1xH1.
(1+kk/2*¥h0"mu"mu) * (1/2* (deriv mu*tQ) **2+
deriv muxtl*deriv mu*T1+mt1**2*t1 " mu*T1 mu+
kk/2* (h1"mu"mu*deriv mu*T1*deriv mu*tO0+
Hi"mu"mu*deriv mu*tl*deriv mu*t0)) .

SetAngle (1-SW*2=CW**2) .

CheckHerm.
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C. REGLAS DE FEYNMAN

Apéndice C

Reglas de Feynman

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

Ay A, Hlp, L1+ 502) - kg™ (pipde™ — pinh)

A, A, T1 —r(phphg™ — phpY + Piphg™ — pivh)

I P 21+ s02) - kg™ (pip3g™ — piph)

Ay A, hly, L1+ 50%) - 59 (pAp3g™ — piph)

A, A, 10 —é%(pé’pgg“” — phpl + pipsg™ — piph )

A, A, 1l —r(phphg™ — phpY + piphe™ — Pivh)

Ay Hl, Z, Sew - s Kg" (P1P3g"” — piph)

Ay W, W, | =2¢(phg™ — phg” — g™ + pig” + pig" — Rg™)

A, Wt, Wg i-e- My - g

A, WE W, —i-e- My - g"

Ay Wi We e(pf —1h)

Ay Zy h0, — 3w 5w kg™ (P05 — pipdg™)

A, Z, hl,, Lew - su - kg” (o3 — piph)

cA CV W, | —e-p

cA CV W, |e-ph

Bap bog Ay %e5pq75c *Och

bap bog G s - NpgVab

bap bog H -1 ]\fvygu g * Oab

bap by Hl, —$k0p (pffg“ “Yab — PG Vey — PV Ven + Do Ve

l_)ap bog 2y —ém%’%ﬁc (23102 ) % - (3= 25w2) ) %)

Bap by Zr —% ]Q;Af’; pg ’ng

bap  bog O, L6000 (PR VG — DRIVl — DVl + DY)

bop oy hlu 5H0pq (pgg“ Yoy — PRI Vay — D3 Vap + pT’Vﬁb)

l_)ap g W7o —%jd’ < OpgVh A=)

b e W= _LlievaVebs (g (=7)an _ py  (47%)ab )
68 zap 0q "TF 2 My -sy PI\TTD 2 e 2 /]




Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

bap

S|
Q

tog
tog

ubq

Wy
Wg
W=y
Wg

e\thb Y )

Sw qfYac
_ 1lie/2:Vib . (1—7 Jab _ L0 ap
2 My sSw 5pq(Mb 2 M; 2

_e-ﬁ-Vub (1—W5)cb

. H
61”] rYac 2

lzeMb\[Vub (5 5)ab
2 My -Sw 2

6\fw‘/dj 5 quac 1 V )

z-e-f-Vcbé‘pq (Mb X (1+»;5)ab _ Mc . (1775)1117)

1
2 My 5w
_ge(qu,ygc : 50()
oM

' /\pqvab
1 eM.
5 MW'Sw
% KOpq (p'fgw’ng — Phg" Ve, — PV ey + pgfyfjb)

_A5 s

éﬁépq’yac(c)) - 481112) . w — 43w2 . W)

1 i-e-M,
2 My s 014 Yo

L1000 (PR VG — PRG" G — Pl + DL

pq ° 6ab

100g (PR VG — PRG" VG — Dl + DU

_ e \[Vcd - )cb
Sw -0 qvaci
_lieMcV2-Ved 5 (1- ’Y)ab
2 My -Sw
_eV2-Ves | “ (1*’75)cb
Sw 51?‘170,(: 2
liev/2-Ves 0y L (A=)
Lrevavess (M, 05 M, =1
e\[Vcd = 75)cb
el it g
i-e-Mo./2-Ved 5 A+ ap
MW Sw 2

Wl l\)M—‘

€0pg Ve * Ocb

>\Tq’Yab
—5n5pq (P29, — P59"™ 8y — Pl + D50
—1l_e § 758(231”2 . % — (3 —28,2) - %)

3 cw-sw P4

340q (pggu "Yab = P19 Vap — P3Vap T pl{'yffb)
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C. REGLAS DE FEYNMAN

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

)
s

1)
iS]

%‘ tQ tQ tQ tQ tQ tQ <
N =T~ R~ B < B~

TnEnEm T RRE X

dyg hly,
gy WL
ty Wg
upg W7,
e A,
ey, H1,,
ey Zu
er h0u

€p hlm,

¢, G
H1
T1
hO,.,
hi
t0
t1
W,

pv

uv

SuEEESURSCER SO SUBRS OIS

L0 (P59 Y%y — DRG" A%y — DVl + DL
_eq/i-th A (')‘ u (1—75)cb

1zeMt\thd 5 +7
2 My sw 2
~
2

_eV2Vud |

Sw

2ev - b
—%/@(pf G yhy — Dh g Ve, — Py + pém‘fb)
(1= 20,%) - 050 2,2 ()

5/1(1929“”751, — PLg" A, — D5l + DI
L (P59 Gy — DRG™ N — D5 + PE)

e\f ,yac(l *)eb

“5pq9pa Mg — pll’pg)
—1kpq (PEPEG™ — D5 + PiDAG™ — DYDS)

o

K0pqg”” (pi\pz 9" = ppo)
K0pgg” ( !

Pp3g" — pivh)
—Lkyq (P5PEG™ — P5PY + PiDAG™ — PiPh)
—10pq (VP59 — DhDY + PiDhg™ — pip)

gs - pgqur

3 eMH?
2 My -Sw

—3rg™ (MH? + pips)
—%MH2 ‘K
—Srg™ (M H? + pfph)
— kg™ (MH? + pips)
—%.MH2 ‘K
—2MH? -k

e- My

Sw

v

.g#




Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

H W+, Wg
H Wi W,
H Wi Wz

H Z, Z,

H Z, Zp

H Zrp Zp
Hl, W*, W,
H1,, W+, Wy
H1, W& W-,
H1,, W& Wg
H1, Z, Z,
H1,, Z, Zp
H1,, Zp Zp
H1,, t0 t1

Ta To Ay

Te Ty H

Te Ty HI1,,

Ta Ty 4y

Ta Tb ZF

To To hO,

Ta Ty hly

Te Viy W7,
Ta Ve Wg

fa by Ay

1 Le (p3 Plf)

2 sw

1 e

2 w5 (p3 p’f)

_leMH?
2 MW'Sw

Sg" (230397 — 20805 + My - g7

1, P
Li- My - k- g

1. p
30 My - k- pogh”

% - phps gt
1 x guy((z _ 3w2) . CwQ

1liMw- K | ng
2 cw g

1 v
—3hk - PP g”

— 3k - DhphgH”
267{% ’ 505

%ﬁ(p’fg“”vé’b — P59" Yoy — P Ve + p%%’fb)
(020 e - 5

Cw Sw '0C 2
_ lieMtau
2 My -sw Yab

- pap3g” — (2 — su?) - cu’ - PIDE

L (P59 0y — DRG™ Ny — D3V + DY)
%ﬁ(pég“”%’ib — 19" Yoy — P57V + pT’Yﬁb)
__€ f /Yac( - )cb
_lz-e~Mta,u~\[ X (1=75)ab
2 My -sw 2
26750 ) 505
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C. REGLAS DE FEYNMAN

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

fa t H

Pa o H1u
Pa o  Zy
Pa Mo ZF
fa o 1O
Pa o hlu

Pa V" qu

I/eb hl,m,

DTCL Ty W+”
+
vy Ty Wp

Ve Vs HI1,,

Ve VT hOp

DTa VTb hle

_1 eMy |
2 My -Sw 5ab

— %/i (p’fg“”’ysb — Phgt Yy — P ey + PZ”ng)

Cw* Szu,}/a(:((l - 28w2) ’ % - 28w2 ’ %)
1 i-e- My,
) MW Suw P)/ab
L (g™ 20, — PEg™ 1, — P + D)
L6 (P59 18, — PRGNy — Py + DY)
ef ,Yac(l v )
_leMH f . (1775)01)
2 My -sw 2
5
B 0=
5
- "’v(p g U — g e — s U
A5
+pgﬁygc( 2 )Cb>
_ ,y (17;5)027
5
5%(1929‘“’7507(1 b — gy U — pig (e
4 L 1— 5 C
+p17zlzc( ; ) b)
4 1— 5 [ 14 —° c v —° C
b5 (P59 e T — g e — e g
+plH (1—75)cb>
6 1— c
\f Vac( —7*)eb
lz-e-Mtauqf Ca+ +75)ab
2 Mwy-sw 2
5
— 3k (phg e g — phgrag, U — s e
+p27ac( -y )cb)
5
_Cw -Sw P)/ac( ;)Cb
1i(phgrran, gl — plgrvp, U= — ppp 0=
+p1ryac( - )cb)
" 1— 5 C 1% 1— 5 c 1% —° c
5(pag e e — phg e e — pt, g

_AD
+pyyn g )
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

Y, +

I/'“a b |74 m
= +
V'ua /,Lb WF
vhe vty H1,,
D’ua I/’ub Z‘u

D'LLa l/'“b howj

gap Chq W= 1
gap qu WE
Sap Sbg Ay
§ap qu G,ur
gap Sbq H
§ap qu H1 v
gap Sbq Z m
§ap Sbq ZF
gap qu hO uv
gap Sbq hl v

Sap tbq W_H

gap Upg W_#

gap Upq WE

e\f %w(l Y )eb

ue-wa L0 a
2 MW~sw 2

5
(p g,uzz p( ;/)cb

+pyAt ( —’Y S)eb )

5
_ fyac ( ';/ )cb

Cw Sw
(1775)617
2

5 5
P e A=) v 1=7)ep
p2g /Yac 2 c 2 c

—~5 _A~D
“(Pzg“”%’ic —plo" L - il
A5
plf%l;c(l 0l )cb)

1 (1 ’Y )cb

ok (p g e
o)

_eV2-Ves | (=7
Sw 613‘]7(16 2

lze\[Vcs(s (1—75)0,6 _
2 My sw 2

7€5quyac ' 5Cb

)\Tqﬁ)/ab

1 eMs X
2 My 5w P4 Oab

_%’f‘%q (plljgw%fb — 159" Vay — P{Vaw + D5 Vab
e 149°), 1—
~3 eSOt (2807 - R — (3 - 25,%) - (57

1 i-e-Ms
T2 My s, 04 Yab

L1000 (PR VG — PRG" Gy — Dl + DY)

(1— )b

he L ) — D3Vhe

— prgH At

(1+1%),
M, - G )

L10pq (P59, — DRG™ ALy — D5 + DY)

_eV2Vis | p (=7
Sw 51’Q7ac 2

_lieV2Vis C0=)ay
2 My 50 5pq(M8 2

_eV2Vus | ) H (1=7")en
Pq lac 2

Mt . (1+g5)ab)

Sw

_lieMev2Vus |5 (1=7")ab
PaT 2

2 MW Sw
[ap by W, _eV2 thb B %c (1- 7 5)eb
_ 5 s
tap bbq VVFJr %%6pq(Mb . W — Mt . (17%)
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C. REGLAS DE FEYNMAN

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

tap dog W,
tap dbq lef
tap Shq W+ m

n +
tap S bq WF

tap Tog Au
Eap tbq G;u"
tap tog H

Tl Z, Z,
T1 h0,, t1
T1 hl, t0

ertd(S 17)

Sw qf}/ac

_lieM;/2-Vitd .5
2 MW Sw pq

. 1—~5
_erts '5[)(1750( ; Jeb

1 75)ab
2

5 5
1zert55 ( _(H—’; )ab_Mt.(l ’Y)ab)

3 eépq’Yac ’ 5017

/\Tq/yab
;]\/;MJ/VI;M pq * 6ab
N %“% (P98, — P59 Ve, — Pil + P37k
_~5 5
(1 — A8 000 10,2 057

1 ZeMt
2 My -5 0P4 “ Vb

310pq (PQQW%b — 19" Vay — P57V + p’fﬁb)

2
1600 (D9 — DL VG — D5V + DY)
— 1k (Piphg™ + pipse™ — pivs — piph)

(p psg"” — pips + piphg" — ppo)

w\»—t w\»—l OJM—t

— kg™ (piph — mt1?)

—5h - PIpEg"Y

e\[Vub 6(1’}/&0 5)cb

Sw
Lie-Myv2-Vub 0 (1+75)ab
2 My -Sw 2
)

_eV2Vud | n (1=7")eb
Sw 5pq/yac 2

8l

2

_eVEVus 5 p 1=

Sw pq lac
lieeMsV2-Vus S (147 ab
27 My sw P 2

4 7
_76517‘17110 ’ 5017

/\rq/yab

_5“% (plg“”%’fb — P59 — Dl + DI
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

Ugp Upg O

Ugp Upg Dl
w+, W-, Z,
W+, W=, h0,
W+, W=, hly,

W+, W=, t0
w+t, w-, tl
wt, Wgp Z,
W+, Wg Zp

W+, Wiy hO,,
W+, Wiy hl,
v oz owe,

cvt c? Wy
cW+ Ccv- A,
cv+ c"- H

cv+ cv- 2z,
CW+ Cwi A4
cv+ ¢t wo,

cv+ c? Wy
Wi Wo, Z,
Wi W, Zrp

Wi W, ho,,
Wi W, hl,
Wi Wi Z,
Wi Wz hO,,

L1000 (PR VG — DP9Vl — DVl + D)

L10pq (P59, — DRG™ ALy — D5 + DY)

—2e< (phghe — plgh — phg”? + g™ + pig” — pig*)
Lrgr (2pYdg" — 2p%0h + My? - g

Lkg77 (2pP3g™ — 2075 + Mw? - g™)

—3k(Piphg™ + paphg™ — pivk — php})

—1k(Piphg™ + piphg™ — pivh — phpy)

_i-e-l\;f:;vsw g
—1=(ph — pf)
1

QZ‘-MW‘K‘pgng

v

1, I
5t My - k- pyg”?

i
—i-e- My

I
_e.pl
_leMw

2 Sw
.M

sw P1
Lice My
2 Sw

_ cw'e

ot
s P1

_ 1i(1-2542)-e- My

2 Cw*Sw

Cw-€

i-e- My -Sw v

- .gﬂ
—%i(péf—p?)
1

30 Mw - K -prg””

1. "
5t My - k- prg”?

e ()

Cw*Sw

1 PP v
—3hk - PiP2g”

75



C. REGLAS DE FEYNMAN

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

Wr Wp hl,
cv- ¢t W,
(CLU L 173
cW= Cc"+ A,
cW- C"+ H
cv- o+ 7z,
cW- W+ Zp
cv- ¢t W,
cv- o4 Wi
Zy Z, h0,

Z, Z, hl,

c? ¢4 H
Zr Zr B0,
Zr Zr hl,,
h0,, t0 t0

1 PP v
—3K - DiPag”

1 PP v
—5K - P1pag”
1 PP uv
— 5K+ pipag”
1 PP v
— 5K+ popsg”
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

A, A, W, W,
A, A, WE WL
A, H W+, Wy
A, H Wi w-,
A, H1l,, Wt, W~
A, Hl,, Wt, Wg
A, HL,, Wif W,
A, Hl,, Wi Wg
A, W, W, Z,
A, W, W=, ROy
A, W, W=, hls
A, Wt, Wg Zp
A, W, Wz h0y
A, Wt, Wg hl,
A, WE W, Zp
A, Wi W, h0,,
A, Wi W, hl,
A, Wi Wp Z,
A, Wi Wy ho,
A, Wi Wy hl,
bap by A, H1,,
bap bog A, B0,
bap bog A, hl,,
bap by Hlu Z,

_9¢2 (QQIWQPU — ghPg’T — g;wgup)

2e2 . g

e+ k" (p7g" — Pig” — P3g" + g™ + pg" — pTg™)
%i.e.MW.ﬁ.gwng

—%z‘ e My - K- ghog*r

se - g (v — p5)

_Q%QQWQVP — ggro — gupgw)

—c - kg™ (g™ — phg”” — g™ + phg”” + g — phg™)
—c - kg™ (phg™ — P5g" — 9" + Pig"P + D9 — Pig™)

_le
2 Sw 9
1, v . po
iz‘e.MW‘l{‘gM gp
%i-e-MW-/i-g“”gp"
_le
2 Sw g

1, vV, p0
_E/L-e.MW-H.gugp

1, vV PO
_iz.e.MW./{/.glﬁgp

_ gHPAY

b — Y %b)

1 e 2 vap 147
6 Cw Sw pq (2Sw g ’yac 2

_(3 _ 23w2> . g,uzz gc(lfgﬁ)cb + (3 _ 23w2) . gup,ygc (17;5)@)

(1+75)cb
2

_ 25w2 . gl/pfygc
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C. REGLAS DE FEYNMAN

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

bap bog Z, hO,,

bap by Z, hl,,

Bap g Hl,, W7,
Bap g W7, h0,,
bap g W7, hl,,
bap thg Hl,, W~
bap tg W™, RO,
bap g W™, hl,,
bap Upg Hl,, W~
bap Uq W™, RO,
bap Uy W™, hl,,
Cap bog Hl,, WH,
Cap Doy W, hO,,
Cap boq WT, Rl
Cap Cbg Ay HI1

Cap Cog Au ROy,

Cap Cbg Au hly,

Eap Cuq ZM

Eap Coq Z#

GCw - (st ; 1//@@% — 25,2 - gAY M
(5 25 O (- 27 o O
b0y (2507 ””%CH%)“’ — 25,7 - gy, e
—(3—2s,,7) - g”"%w 4 (3 - 25,7) - goyp g
—jeaeng, (o (g“”%w - 9" )
;e\fVcbné (1— ; o (gup%c — ghry )
—g e RYen g, L (gl — gon)
et (0 (g g )
—ye2Vibng (P (gureqle — ghoyy,)
—fe2Vtbng Qe (guogn — groyr )
_%e-\/i‘:ubn(s (1- ; b (g NP Vp,.ygc)
_%e-\/iZub 55 (1- g b (gz/p%c _ gup%vc)
—ye2Vubng, (e (groqn, — gueyy )
le fVcbn(; (1- 'Qy cb (gw%c up,ygc>
ie VR 5, Ul (g7, — g0
—ye2Vebng, U (grogy — groyy)
—2e - 10y (977l — 9"
—2e - KOy (977l — 9"
—2e - w0y (977l — 9"
— 250 (3 — 450,2) - gy, e — (3 — ds,?) - g Pl
—45,% - g I 4 4,2 o ()
— 42200 ((8 = 4s0?) - g — (3 4s,?) - 9031
45,2 - gl/pﬁ%% + sy, - gheryY, M)
— 1220, ((3 = 4502) - g R — (B ds?) - gl
45,2 - ng,Yac( e A5y2 - gHeay. M)

M
(1775)cb
2

w
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

Cap g Hly W, | —ie2Velng U7 (guvyp — guoqn)

Cop oy W*, hO,, | —iev2Vebss (- '”Cb( ”'”%c—g“”%c)

Cap g WH b1, | —fex2Velsg (oo (guoqn — guogy )

Caop Sbg H1, WH, | —lev2Vesss (- =Ll (g‘“”yac ”p%c)

Cap Sbg W, RO, —%e'“ijx““ Z ”(g”pvé‘c—g“’mc)

Cop sbg WHy B, | —feYEVess (S (grogu — guoyy )

lp g Hlu W7, | —jex2Vetsg Goda(guan — gy )

I g W, B0, | —jev2Vebng (0o (guogn — gueyr )

7ap Ciq Wﬁu hlvp _%e.fs.,‘ﬂ/(:dnépq(l_f)c (gy'w# = 9""a )

lop dog A, HI, %e-ﬁ%q(g””’yﬁb—g“”v&)

lp dog A, hOy, %e'ff%q(g””vﬁb—g“”%b)

lop dhg A Rly, %6-ﬁ5pq(g””v“b—9“”75b)

dap dog Hl, Z, %ce,:’;u,(SPQ(sz Q“VVacM_stz'gypVgc%
(3 — 25,%) - gL, L 4 (3 — 25,%) - Vp%?c%)

dop g Zu WOup | —gooi (2807 - gl IR — 25,2 - grony B
(8= 25,%) - g 1502 4 (3 - 2,2) - g 2 )

dap g Zu hlyy | —EE6, (25,7 ”pvacﬂ—zsﬁ-gﬂ%w
—(3 = 25,) - gl IR+ (3 25,7) - g )

_ap Ubg Hluu W_p _%e.crtd%épq(li e (9“”%&: Vp%c)

by tog Wy B0, | —je2Vidsg 0o (gogn — gueqr )

_ap ty W7u hly, _%eiﬁ.wd.né (- g Cb( Vp%c_gup%c)

lap g Hl, W7, | —jex2iudes Qg (guyp — groqr )

lp Wy W7y hO,, | —jex2ludsg 0ol (guogn — gueqr )

dop g W™ hl,, | —fex2Vubsg (=00a(guoqu  guoqr )

€ fi(g””vab ~ g“’%b)
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. REGLAS DE FEYNMAN

Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields

ea e A, h0,, 6'/<3<9Vp75b—9“p75b)

éa € A, hl,, e-m(g”p’y“ —g“”fygb)

e o Hlu Z, Lo (1= 2807 - g g — (1 - 25,%) - gromp g
— 25,2 'QWW&M 12,2 gvp%%%)

€a e Zu hOy, Lo (1= 28,2) - g Py g — (1 - 28,2) - gy U2
—2s,% - gl B 4 25,2 gronr, (e )

a € Z, hly, %le’;w((l—%w)-g””vé‘c%—(1—28w2)-g“’%¢%
—25,,% - gl I 4 95,2 - greqy (0

o V% Hln, W7, —y el (gune — gren)

Ga v W7, B0, | —feyZelope(gegn _ guoyr)

ea v Wy hl, | —3esloe(gegn — greyy )

Gy Gug Gup Gog 2952(9“pgwqutfrst—gwgypqutfrst+9W9pofprtqut

"7 G"° fort Jast + 9" 97 fpst fart — gupgyafpstfqrt)

H H H H —3 M,

H H H Hl, —SeMH . g

H H H Tl M H

H H H h0, SeMHn . g

H H H hl, Selli’n . gu

H H H 0 e H

H H H tl e H

H H W+, W-, 1 g

H o Wi Wi oS

H H Z, Z, g

H H Zr Zr LM

H H1,, W+, W, %Mgiy"‘ gt gr?
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields
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Variational derivative of Lagrangian by fields
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields
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Fields in the vertex

Variational derivative of Lagrangian by fields
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Variational derivative of Lagrangian by fields
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Variational derivative of Lagrangian by fields
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Variational derivative of Lagrangian by fields
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Variational derivative of Lagrangian by fields
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