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TÍTULO DE LA TESIS:
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Federico Santa Maŕıa.
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Finalmente, agradezco la ayuda otorgada por CONICYT a través de la Beca para estudios de

Magister en Chile.

i



ii



Resumen

En esta tesis se presenta el desarrollo de técnicas de reducción de modelos y su parametrización

para resolver de manera eficiente problemas de simulación complejos basado en re-análisis para

modelos de alta dimensionalidad. La modelación de estos sistemas requiere de un alto costo compu-

tacional para distintos tipos de aplicaciones, tales como, análisis de incertidumbre, actualización

de modelos de elementos finitos, sensibilidad de la confiabilidad, entre otros. Es por esto, que el

desarrollo y aplicación de herramientas para optimizar estos cálculos es fundamental.

En investigaciones anteriores se ha avanzado en el desarrollo de técnicas de śıntesis modal con

el fin de resolver eficientemente los problemas antes mencionados. Estas técnicas están basadas

en subestructuración del modelo con reducción de los modos internos a las subestructuras (fixed -

interface modes). En este trabajo se aborda con mayor profundidad la śıntesis modal, considerando

adicionalmente la reducción de grados de libertad de borde utilizando modos caracteŕısticos (cha-

racteristic normal modes). Se propone una técnica de interpolación de los modos caracteŕısticos

enfocada a la parametrización del modelo reducido, con lo cual se busca disminuir los tiempos de

cálculo sin perder la calidad de los resultados obtenidos.

Adicionalmente, se incorpora el efecto de los modos internos residuales (residual fixed-interface

normal modes) como una corrección a las reducciones antes mencionadas. La consideración de los

modos residuales, en conjunto con la interpolación de interfaz, generan una metodoloǵıa bastante

eficiente para la resolución de los problemas de simulación basados en re-análisis.

El desempeño de estas técnicas es evaluado en varios ejemplos de aplicación, los cuales correspon-

den a modelos de elementos finitos lineales y con no linealidades localizadas, sometidos a acciones

ambientales modeladas como procesos estocásticos. Estos modelos corresponden a problemas de al-

ta dimensionalidad debido a la gran cantidad de grados de libertad y parámetros involucrados. Por

otro lado, se consideran la incertidumbre en las propiedades de los modelos mediante la utilización

de campos aleatorios, los cuales entregan una estrategia de modelación realista del comportamiento

de las incertidumbre en los sistemas estructurales.

Palabras Clave: Técnicas de Reducción, Parametrización, Interpolación de Interfaz, Modelos de

Elementos Finitos, Simulaciones Basadas en Re-análisis, Campos Aleatorios.
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Abstract

This thesis presents the development of an effective model reduction and parameterization tech-

nique to solve simulation problems based on analysis of high dimensional models, which involve a

high computational cost. Some examples of these types of analysis include: uncertainty analysis,

finite element models updating, reliability-based design, among others. The development of appli-

cation and tools to improve the efficiency of this process is fundamental.

In previous research, progress has been made based on modal synthesis techniques in order to

efficiently solve the aforementioned problems. These techniques are based on the substructuring

of the model with the reduction of the internal modes, also called fixed - interface normal modes.

In this work, the interface reduction based on the characteristic normal modes is considered in a

deeper way. An interpolation scheme for approximating the interface mode is proposed in order

to improve the parameterization efficiency. With this technique the computational cost is reduced

without losing the quality of the results.

Additionally, the effect of the residual normal modes is incorporated as a correction to the afo-

rementioned reductions. The residual effects in addition with the interpolation scheme conform a

efficient methodology for the resolution of re-analysis based problems.

The performance of these techniques is evaluated in several application examples, which corres-

pond to linear and localized non-linear finite element models, under environmental actions modeled

as stochastic processes. These models correspond to problems of high dimensionality due to the

large number of degrees of freedom and parameters involved. On the other hand, the uncertainty

in the properties of the models is considered through the use of random fields, which provide a

realistic modeling strategy of the behavior of the uncertainty in the structural systems.

keywords: Reduction Techniques, Parametrization, Interpolation Schemes, Finite Element Mo-

dels, re-analysis based problems, Random Fields.
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Glosario

1. Método de elementos finitos: Método numérico general utilizado para la aproximación de

soluciones de ecuaciones diferenciales parciales asociadas a diversos problemas de ingenieŕıa

y f́ısica.

2. Modelo de elementos finitos: Modelo computacional que permite analizar el comporta-

miento de un sistema determinado.

3. Métodos de simulación: Métodos que proporcionan soluciones aproximadas de una gran

variedad de problemas matemáticos posibilitando la realización de experimentos con muestreo

de números pseudoaleatorios en una computadora.

4. Probabilidad de primera excursión: Probabilidad de que cierta cantidad estocástica

sobrepase un valor umbral dado dentro de un intervalo de tiempo determinado.

5. Probabilidad de falla: Probabilidad de que ciertas respuestas de interés superen un valor

umbral predefinido. El concepto de falla no implica necesariamente el colapso del sistema

analizado, sólo que un umbral determinado se excede.

6. Confiabilidad estructural: Probabilidad de que dentro de un peŕıodo de referencia se

satisfagan las condiciones de desempeño preestablecidas.

7. Propagación de incertidumbre: Efecto de la incertidumbre en propiedades de un sistema

sobre la respuesta de éste al estar sometido a una excitación.

8. Post-procesamiento: Acción de reutilizar la información obtenida mediante un análisis de

confiabilidad.

9. Costo computacional: Tiempo necesario para realizar un determinado proceso en un compu-

tador.

10. Campo Aleatorio: Distribución espacial aleatorio de las propiedades de un sistema.
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4.11. Aproximación cuadrática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.12. Muestreo puntos de soporte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.13. Muestreo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.14. Soporte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.15. Incorporación Interpolación en Parametrización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.16. Esquema Interpolación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

xiii



5.1. Dominio de Falla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2. Simulación Subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.3. Esquema Point Source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.4. Aceleración Basal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.5. Campo Aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.6. Función de Correlación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.7. Muestras Campo Aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.8. Histograma Frecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5.9. Respuesta Dominio de la Frecuencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.1. Esquema marco 8 pisos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.2. Esquema Subestructuras marco 8 pisos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.3. Esquema Campo Aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.4. Correlación campo aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.5. Errores Frecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.6. MAC modelo m-1 nominal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.7. Errores Frecuencias θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6.8. Errores Frecuencias θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6.9. MAC parametrización modelo m-1 en θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

6.10. MAC parametrización modelo m-1 en θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

6.11. Errores Frecuencias θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.12. Errores Frecuencias θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.13. MAC interpolación modelo m-1 en θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.14. MAC interpolación modelo m-1 en θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.15. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.16. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.17. Probabilidad de Falla DI IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.18. Probabilidad de Falla DIR IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.19. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.20. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6.21. Pfalla vs Nivel umbral DI IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6.22. Pfalla vs Nivel umbral DIR IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68



7.1. Histograma frecuencias modelo m-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7.2. Respuesta dominio frecuencia piso 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

7.3. Respuesta dominio frecuencia piso 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

8.1. Modelo edificio Alcazar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

8.2. Edificio Alcazar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

8.3. Planta piso 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

8.4. Planta piso 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

8.5. Planta piso 3 a 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

8.6. Esquema Subestructuras edificio alzacar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

8.7. Esquema Campo Aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

8.8. Correlación campo aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

8.9. Errores Frecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

8.10. MAC modelo a-1 nominal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

8.11. Errores Frecuencias θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

8.12. Errores Frecuencias θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

8.13. MAC parametrización modelo a-1 en θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.14. MAC parametrización modelo a-1 en θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8.15. Efecto interpolación θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

8.16. Efecto Optimización θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

8.17. MAC interpolación modelo a-1 en θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

8.18. MAC interpolación modelo a-1 en θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

8.19. Aceleración Basal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.20. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.21. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.22. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8.23. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

8.24. Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

8.25. Pfalla vs Nivel umbral DI IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

8.26. Pfalla vs Nivel umbral DIR IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

9.1. Esquema subestructuras Alcazar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

9.2. Esquema Campo Aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102



9.3. Correlación campo aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

9.4. Errores Frecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

9.5. MAC modelo a-2 nominal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

9.6. Matriz de Masa D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

9.7. Matriz de Rigidez D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

9.8. Matriz de Masa D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

9.9. Matriz de Rigidez D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

10.1. Modelo edificio Titanium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

10.2. Edificio Titanium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

10.3. Planta t́ıpica pisos 1 a 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

10.4. Planta t́ıpica pisos 16 a 52 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

10.5. Ubicación disipadores en planta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

10.6. Disipadores Transversales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

10.7. Disipadores Longitudinales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

10.8. Esquema Subestructuras edificio Titanium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

10.9. Esquema Campo Aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

10.10.Correlación campo aleatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

10.11.Respuesta t́ıpica disipador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

10.12.Errores Frecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

10.13.MAC modelo t-1 nominal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

10.14.Errores Frecuencias θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

10.15.Errores Frecuencias θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

10.16.MAC parametrización modelo T -1 en θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

10.17.MAC parametrización modelo T -1 en θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

10.18.Efecto interpolación θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

10.19.Efecto Optimización θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

10.20.MAC interpolación modelo t-1 en θk1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

10.21.MAC interpolación modelo t-1 en θk2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

10.22.Pfalla vs Nivel umbral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

10.23.Pfalla vs Nivel umbral DI IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

10.24.Pfalla vs Nivel umbral DIR IB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127



B.1. Mapa de interfaces t-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

B.2. Mapa de interfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

B.3. Mapa de interfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

B.4. Mapa de interfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
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Caṕıtulo 1

Introducción

La solución de muchos problemas complejos de simulación que involucran modelos de elementos

finitos requiere de un alto número de análisis. Este tipo de problemas incluye una serie de problemas

de importancia práctica tales como identificación bayesiana, análisis de confiabilidad, optimización

estructural, entre otras [1–6]. Estos problemas tienen un amplio espectro de aplicación en áreas

tales como ingenieŕıa śısmica, ingenieŕıa nuclear, ciencia de materiales, ingenieŕıa de costas afue-

ra, entre otros. Los costos computacionales correspondientes, cuando modelos de elementos finitos

de alta dimensionalidad están involucrados, pueden ser prohibitivos desde el punto de vista práctico.

Con el fin de resolver este tipo de problemas se han desarrollado técnicas de reducción de mode-

los de elementos finitos. En particular, se tienen como base para este trabajo las técnicas de śıntesis

modal [7, 8], las cuales han sido abordadas en trabajos anteriores [1, 9]. Esta técnica involucra di-

vidir la estructura en un número de subestructuras seleccionadas de manera apropiada, lo cual es

conveniente para el análisis y diseño de sistemas complejos cuyas componentes usualmente se tra-

bajan en forma independiente. Posterior a la subestructuración, para cada subestructura se genera

un modelo reducido, los cuales son ensamblados para obtener un modelo reducido global de la es-

tructura. Lo anterior, se logra mediante los llamados fixed-interface normal modes e interface modes.

La técnica estándar para definir los modelos reducidos se basa, en general, en la consideración

de solo algunos fixed-interface normal modes y la totalidad de los interface constraint modes. A

pesar que una importante reducción se puede realizar individualmente en cada subestructura, dicha

reducción no afecta a la interfaz. Esto podŕıa ser un problema por ejemplo para mallas de elemen-

tos finitos muy finas en las zonas de interfaz, o cuando se tienen muchas subestructuras. En esos

casos la dimensión del modelo reducido puede estar dominada por el número de grados de libertad

de interfaz. Para reducir dicho número de grados de libertad, una serie de aproximaciones están

sugeridas en la literatura [10–14].

En particular, un metodo basado en modos caracteŕısticos (characteristic constraint modes) es

bastante atractivo conceptual y computacionalmente [14]. Los characteristic constraint modes son

generados en términos de los interface constraint modes y de los vectores propios obtenidos de un

1
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análisis de valores y vectores propios de una partición de la matriz de masa y rigidez asociadas a

la interfaz en el modelo reducido que considera todos los grados de libertad de interfaz. La base

de vectores propios resultantes pueden ser truncada, obteniendo un modelo mucho mas reducido.

Dichos modos tienen gran significación en el movimiento de la interfaz y en la transferencia de

vibración entre las subestructuras [14,15].

En conjunto a la reducción basada en modos dominantes para el interior de las subestructuras

y en modos caracteŕısticos para la interfaz, se incorporan expĺıcitamente la contribución de los resi-

dual fixed-interface normal modes [16,24], en la técnica que se denomina corrección estática [17,18].

Al incorporar esta técnica se logra una importante mejora en la estimación de valores y vectores

propios [16,19].

Las técnicas de reducción desarrolladas en este trabajo son complementadas con una para-

metrización eficiente del modelo de elementos finitos [20]. Aunque las subestructuras se modelen

dependiendo de solo un parámetro, las interfaces dependen del conjunto de ellos, por lo que las

parametrizaciones utilizadas para los modos interiores no son aplicables. En consecuencia, el pro-

blema de valores y vectores propios de la interfaz para el cálculo de los characteristic constraint

modes debe ser incorporado en los análisis, lo que requiere de un esfuerzo computacional adicio-

nal. En este trabajo se aborda esta problemática proponiendo la utilización de bases de modos

caracteŕısticos que permitan aproximar estos vectores en los nuevos puntos de análisis mediante

interpolaciones. Este esquema esta basado en algunas ideas de [21]. Con lo anterior, se espera aliviar

el costo computacional del problema de interfaz, obteniendo modelos reducidos parametrizados que

pueden ser utilizados para aproximar la respuesta estructural sin perder la exactitud de los resul-

tados. La efectividad de las técnicas de interpolación incorporadas a la reducción de modelos de

elementos finitos es evaluada en una serie de problemas de simulación compleja con modelos de alta

dimensionalidad, tanto lineales como con no-linealidades localizadas.
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1.1. Estructura del trabajo de tesis

La presente tesis esta constituida por 8 caṕıtulos, los cuales fueron organizados de acuerdo a

una secuencia lógica que va desde la formulación del problema hasta los resultados y conclusiones.

La disposición de los caṕıtulos es la siguiente:

Caṕıtulo 1: Presentación de los detalles y la importancia del tipo de problema abordado en

esta tesis. Se indican los objetivos generales y espećıficos.

Caṕıtulo 2: Se revisan los esquemas de śıntesis modal mediante los cuales es posible generar

un modelo reducido del sistema estructural.

Caṕıtulo 3: Se desarrollan las parametrizaciones a las distintas variantes de modelos redu-

cidos para su aplicación a problemas de re-análisis.

Caṕıtulo 4: Se presenta una técnica de interpolación a nivel de interfaz para mejorar la

eficiencia de la parametrización de los modelos reducidos con reducción de interfaz.

Caṕıtulo 5: Se presentan las aplicaciones en que serán evaluadas las técnicas de interpolación

incorporadas a la parametrización de los modelos reducidos.

Caṕıtulo 6, 7, 8, 9 y 10: Se desarrollan cinco ejemplos numéricos que demuestran la

aplicabilidad del método propuesto.

Caṕıtulo 11: Se exponen las conclusiones del trabajo desarrollado y se plantean problemas

a abordar en el futuro.

1.2. Objetivos Generales

1. Generalización del método de śıntesis modal considerando condensación de grados de libertad

de borde e interfaz.

2. Desarrollo de técnicas de aproximación para los modos caracteŕısticos de interfaz.

3. Parametrización y aproximación de subestructuras dependientes de parámetros correlaciona-

dos, los cuales son caracterizados mediante campos aleatorios.

4. Aplicación de técnicas eficientes de śıntesis modal a problemas complejos de simulación.
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4 Caṕıtulo 1. Introducción

1.3. Objetivos Espećıficos

1. Implementación de técnicas de aproximación para los modos caracteŕısticos de interfaz.

2. Modelar la incertidumbre de los parámetros del sistema estructural a través de funciones de

distribución probabiĺısticas.

3. Obtener la respuesta dinámica de sistemas estructurales lineales y con no-linealidades singu-

lares utilizando modelos reducidos.

4. Adaptar la implementación computacional de simulaciones de tipo Subset Simulation para la

evaluar la eficacia de las técnicas de reducción de modelos propuestas.

5. Implementar computacionalmente simulaciones de propagación de incertidumbre para evaluar

la eficacia de las técnicas de reducción de modelos propuestas.
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Caṕıtulo 1. Introducción 5

1.4. Formulación del problema

En el contexto de los problemas de simulación mencionados anteriormente, se deben realizan

un alto número de análisis dinámicos para distintas combinaciones de los parámetros que definen

el modelo de elementos finitos. Para un grupo bastante general de sistemas estructurales dinámicos

se puede describir su comportamiento por la siguiente ecuación de movimiento

M(θ)ẍ(t) +C(θ)ẋ(t) +K(θ)x(t) = Rnl(θ,x(t), ẋ(t), z(t)) + F (t,ω) (1.1)

donde x(t) es el vector de desplazamiento de dimensión n, ẋ(t) es el vector de velocidad, ẍ(t) es

el vector de aceleración, Rnl es el vector de fuerzas restitutivas de los dispositivos no lineales, z(t)

es una variable adimensional que describe el estado de las componentes no lineales y F es el vector

de fuerzas externas. Las matrices M , C y K describen la masa, amortiguamiento y rigidez del

sistema, respectivamente. Estas matrices y los dispositivos no lineales son función de la variable θ

que representa los parámetros que describen el modelo. El vector de fuerzas externas F , depende

de las incertidumbre en la solicitación ω. La solución del sistema depende de los parámetros que

describen el modelo y de la incertidumbre asociada a las solicitaciones. La evolución del conjunto

de variables z(t) esta definida por la ecuación diferencial de primer orden

ż(t,θ) = κ(θ,x(t), ẋ(t), z(t)) (1.2)

donde κ representa un vector función no lineal. De esta forma se pueden modelar diferentes tipos

de no linealidades incluyendo histéresis y degradación [22, 23]. De la ecuación (1.2) se observa que

el conjunto de variables z(t) es función de los desplazamientos x(t) y velocidades ẋ(t) además de

los parámetros del sistema θ. Por lo tanto, las ecuaciones (1.1) y (1.2) constituyen un sistema de

ecuaciones diferenciales no lineales acopladas para x(t) y z(t). Esta formulación es adecuada para

problemas en los que la mayor parte de las componentes se comportan de manera lineal y solo

algunas de manera no-lineal. Este tipo de problemas incluye sistemas con dispositivos de control

de vibraciones tales como disipadores, aisladores, entre otros.

Si se divide el modelo estructural en Ns subestructuras y reescribiendo las coordenadas del

sistema x(t) en coordenadas interiores a las subestructuras xi(t) y de interfaz xb(t), las matrices

de masa M(θ) y rigidez K(θ) pueden ser reescritas como

M =

 [M1
ii, ...,M

Ns
ii ] [M1

ib, ...,M
Ns
ib ]

T̃
T

[M1
ib

T
, ...,MNs

ib

T
] T̃

T
[M1

bb, ...,M
Ns
bb ]T̃

 (1.3)

K =

 [K1
ii, ...,K

Ns
ii ] [K1

ib, ...,K
Ns
ib ]

T̃
T

[K1
ib

T
, ...,KNs

ib

T
] T̃

T
[K1

bb, ...,K
Ns
bb ]T̃

 (1.4)

donde i y b contienen los grados de libertad internos y de interfaz (o borde) de la subestructura
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6 Caṕıtulo 1. Introducción

s respectivamente. Las matrices M s
ii, M

s
ib, M

s
bb ,Ks

ii ,Ks
ib y Ks

bb con s = 1, ..., Ns representan

las particiones de la matrices de masa y rigidez de la subestructura s asociadas a los grados de

libertidad internos i y de interfaz b. Por otro lado la matriz T̃ es una matriz de transformación que

mapea las coordenadas de borde de cada subestructura al conjunto de coordenadas de borde del

modelo ensamblado.

El conjunto de coordenadas puede ser expresado en términos de las coordenadas modales in-

ternas qid y las coordenadas modales de interfaz ηI [7, 14], como se presenta en las ecuaciones

(1.5) y (1.6). Es importante mencionar, que el desarrollo y explicación detallado de las ecuaciones

expuestas a continuación es presentado en el caṕıtulo (2).

xi(t) = [Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ]qid(t) + [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃ΥIηI(t) (1.5)

xb(t) = ΥIηI(t) (1.6)

donde [Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ] corresponden a los fixed-interface normal modes dominantes, [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]

son los interface constraint modes y ΥI son los modos de interfaz. Al utilizar estas coordenadas

es posible realizar la reducción del modelo, dejando algunos de los fixed-interface normal modes

y algunos de los modos de interfaz. Para cada muestra θk en un problema de re-análisis, se debe

resolver el problema de valores y vectores propios de interfaz

KI(θ
k)ΥI(θ

k)−M I(θ
k)ΥI(θ

k)ΩI(θ
k) = 0 (1.7)

donde KI y M I corresponden a la partición de la matriz de masa y rigidez asociada a la interfaz.

ΩI son los valores propios del problema.

En este trabajo se desarrolla una técnica para obtener de manera eficiente los modos de inter-

faz y modos caracteŕısticos de la ecuación (1.7), aliviando el costo computacional del problema de

valores y vectores propios. De esta forma la reducción de interfaz resulta una herramienta eficiente

para simulaciones complejas.
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Caṕıtulo 2

Sintesis Modal

En este caṕıtulo se describen las técnicas de reducción utilizadas en este trabajo. En particular, se

utilizan técnicas de Śıntesis Modal, utilizando como base el método conocido como Craig-Bampton

[7], mediante el cual es posible llevar el modelo completo de elementos finitos a un modelo reducido

con un número mucho menor de grados de libertad. A esta metodoloǵıa, se incluye la reducción

de interfaz global. Posteriormente se considera el aporte expĺıcito de los modos normales residua-

les. La ventaja de aplicar estas metodoloǵıas es que permite reducir considerablemente los costos

computacionales asociados al análisis de la estructura, esto sin afectar la exactitud de los resul-

tados. Además, debido a las caracteŕısticas de las matrices involucradas en la transformación, es

posible definir, bajo ciertas condiciones, un esquema de parametrización el cual permite controlar

las propiedades de la estructura de manera eficiente, lo cual es muy ventajoso para los problemas

de simulación.

7



8 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

2.1. Subestructuración

Para presentar el desarrollo de las técnicas de reducción de modelos en base a la śıntesis modal,

considere la figura (2.1), en la cual se esquematiza un sistema estructural compuesto por marcos y

un dispositivo de disipación de enerǵıa con comportamiento no-lineal.

Figura 2.1: Marco con disipador

El sistema estructural es caracterizado por la ecuación de movimiento:

Mẍ(t) +Cẋ(t) + (Kl +Ke)x(t) = Rnl(u(t), u̇(t), z(t)) +Kex(t) + F (t) (2.1)

donde x(t) representa el vector de desplazamiento de dimensión n, ẋ(t) es el vector de velocidad,

ẍ(t) es el vector de aceleración, Rnl es el vector de fuerzas restitutivas de los dispositivos no

lineales, z(t) es una variable adimensional que describe el estado de las componentes no lineales y

F es el vector de fuerzas externas. Las matrices M y C representan la masa y amortiguamiento

del sistema. La matriz Kl representa la rigidez de las componentes lineales, mientras que la matriz

Ke representa la rigidez efectiva de las componentes no-lineales. De esta forma la ecuación de

movimiento puede reescribirse como [25]

Mẍ(t) +Cẋ(t) + K̄x(t) = R̄(t) (2.2)

donde K̄ = Kl +Ke es la rigidez elástica del sistema y R̄(t) es la carga externa efectiva. Debido a
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Caṕıtulo 2. Sintesis Modal 9

la no-linealidad de las cargas, este problema se resuelve en forma iterativa, lo cual se detalla en [25].

La evolución del conjunto de variables z(t) esta definida por la ecuación diferencial de primer

orden

ż(t) = κ(x(t), ẋ(t), z(t)) (2.3)

donde κ representa un vector función no lineal. De esta forma se pueden modelar diferentes tipos

de no linealidades incluyendo histéresis y degradación [22, 23]. De la ecuación (1.2) se observa que

el conjunto de variables z(t) es función de los desplazamientos x(t) y velocidades ẋ(t). Por lo tanto,

las ecuaciones (2.2) y (2.3) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas

para x(t) y z(t).

Para reducir el tamaño de las matrices correspondientes al modelo estructural, se requiere reali-

zar una subestructuración. La idea básica de esta, es generar una partición de la estructura original

en un número determinado Ns de subestructuras, como se presenta en la figura (2.2), donde se

divide el sistema estructural de ejemplo en Ns = 7 subestructuras.

Figura 2.2: Subestructuración

Nodos Interiores

Nodos de borde

Figura 2.3: Esquema grados de libertad

En la figura (2.3) se esquematizan los grados de libertad interiores xsi , s = 1, ..., 7 correspon-

dientes a los nodos interiores, representados con ćırculos blancos. Además, se esquematizan los

grados de libertad de interfaz xsb, s = 1, ..., 7, correspondientes a los nodos de borde, los cuales

son representados con ćırculos negros. Los grados de libertad de interfaz xsb ∈ Rnsb incluyen los

grados de libertad que son comunes entre subestructuras adyacentes, mientras que los grados de

libertad internos xsi ∈ Rnsi no son compartidos con ninguna subestructura adyacente. El vector de

coordenadas f́ısicas de todas las subestructuras x̄(t) queda expresado como

x̄(t)T =


xi(t)

xb(t)

 (2.4)
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10 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

donde xi(t)
T =< x1

i (t)
T , ...,xNsi (t)T >∈ Rni , ni = ΣNss=1n

s
i es el vector de coordenadas f́ısicas de los

grados de libertad internos de todas las subestructuras y xb(t)
T =< x1

b(t)
T , ...,xNsb (t)T >∈ Rnb ,

nb = ΣNbl=1n
l
b es el vector de coordenadas f́ısicas de los grados de libertad de las Nb interfaces

independientes, donde nlb es el número de grados de libertad para la interfaz l, notar que ni+nb = n,

con n el número total de grados de libertad.

Las coordenadas de interfaz independientes xb(t)
T se relacionan con las coordenadas de interfaz

de todas las subestructuras xbd(t)
T =< x1

bd(t)
T , ...,xNsbd (t)T >∈ Rnbd , nbd = ΣNss=1n

s
bd por medio de

la matriz de transformación T̃ , esto es

xbd(t) = T̃ xb(t) (2.5)

Es importante mencionar que las coordenadas de interfaz de cada subestructura xsbd(t)
T pueden

contener una o más coordenadas de interfaz independientes xlb(t) , l = 1, ..., Nb.

Para relacionar el vector de coordenadas f́ısicas de todas las subestructuras x̄(t) con el vector

de coordenadas f́ısicas de la estructura x(t) se utiliza la matriz de transformación L, esto es

x(t) = Lx̄(t) (2.6)

Para cada subestructura lineal s, s = 1, ..., Ns la siguiente partición a la matriz de masa M s ∈
Rnsxns y matriz de rigidez Ks ∈ Rnsxns es considerada

M s =

M s
ii M s

ib

M s
bi M s

bb

 , Ks =

Ks
ii Ks

ib

Ks
bi Ks

bb

 (2.7)

donde i y b contienen los grados de libertad internos y de interfaz (o borde) de la subestructura s

respectivamente.

Acoplando las matrices de masa y rigidez de todas las subestructuras y utilizando la matriz

de transformación T̃ de la ecuación (2.5), se obtienen las matrices de masa y rigidez de todo el

sistema.

M e =

 [M1
ii, ...,M

Ns
ii ] [M1

ib, ...,M
Ns
ib ]

T̃
T

[M1
ib

T
, ...,MNs

ib

T
] T̃

T
[M1

bb, ...,M
Ns
bb ]T̃

 (2.8)

Ke =

 [K1
ii, ...,K

Ns
ii ] [K1

ib, ...,K
Ns
ib ]

T̃
T

[K1
ib

T
, ...,KNs

ib

T
] T̃

T
[K1

bb, ...,K
Ns
bb ]T̃

 (2.9)

donde la notación [M1
ii, ...,M

Ns
ii ] es equivalente a un acople diagonal por bloques como el repre-
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sentado por

[M1
ii, ...,M

Ns
ii ] =


M1

ii ... 0

... ... ...

0 ... MNs
ii

 (2.10)

Con estas matrices es posible calcular las propiedades dinámicas del sistema al resolver el pro-

blema de valores y vectores propios

Keϕe −M eϕeΩe = 0 (2.11)

donde (Ωe)
1/2 son las frecuencias de la estructura y los modos de la estructura ϕs son obtenidos

de

ϕs = Lϕe (2.12)

Para la generación de los modelos reducidos, el análisis dinámico de la estructura se desarrolla

en base a los fixed-interface normal modes y los interface constraint modes. Los primeros, describen

el comportamiento dinámico interno a la subestructura y son calculados restringiendo los grados

de libertad de borde de la subestructura y resolviendo el siguiente problema:

Ks
iiΦ

s
ii −M

s
iiΦ

s
iiΛ

s
ii = 0 (2.13)

donde Φs
ii contiene todos los nsi fixed-interface normal modes, y Λs

ii corresponde a la matriz de

los valores propios. Los interface constraint modes son calculados estáticamente imponiendo un

desplazamiento unitario a los grados de libertad de interfaz xsb uno a la vez mientras el resto de los

grados de libertad de borde se mantienen fijos. Además, se asume que no hay fuerzas externas en

los grados de libertad internos. Lo cual queda expresado por: Ks
ii Ks

ib

Ks
ib
T Ks

bb




Ψs
ib

Isbb

 =


0sib

Rs
bb

 (2.14)

donde la parte interior de los interface constraint mode queda expresado por Ψs
ib = −Ks

ii
−1Ks

ib ∈
Rnsixnsb [7] y Rs

bb representa las reacciones en la interfaz. Los modos de las subestructuras se usan

para definir la matriz de transformación Tcb que relaciona el vector de coordenadas f́ısicas de todas

las subestructuras x̄(t) con el vector de coordenadas modales internas qi(t), esta es

x̄(t) = Tcb


qi(t)

xb(t)

 (2.15)

donde qi(t)
T =< q1

i (t)
T , ..., qNsi (t)T >∈ Rni , notar que ni + nb = n. La matriz de transformación
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12 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

T cb queda de la forma [9,24]

T cb =

[Φ1
ii, ...,Φ

Ns
ii ] [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃

0 I

 (2.16)

donde I es la matriz identidad.

Como ejemplo de fixed-interface normal modes se presenta la deformación asociada a< Φ1
11
T ,0 >,

correspondiente a uno de los modos internos de la subestructura S1. Además, como ejemplo de in-

terface constraint modes se presenta la deformada asociada a < Ψ1
11
T T̃ , [1, ..., 0] >, correspondiente

a uno de los modos asociados a la deformación de uno de los grados de libertad de la interfaz entre

las subestructuras S1 y S2.

Figura 2.4: fixed-interface normal mode Figura 2.5: interface constraint mode

2.2. Modelo reducido basado en modos dominantes

De las ecuaciones (2.15) y (2.16) el vector de coordenadas f́ısicas de los grados de libertad internos

de todas las subestructuras xi(t) es desarrollado en términos de los fixed-interface normal modes y

los interfaces constraint modes. Los fixed-interface normal modes pueden ser descompuestos en los

modos dominantes y residuales. Con lo anterior el vector xi(t) se puede reescribir como:

xi(t) = [Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ]qid(t) + [Φ1

ir, ...,Φ
Ns
ir ]qir(t) + [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃ xb(t) (2.17)

donde Φs
id ∈ Rnsid son los fixed-interface normal modes dominantes, Φs

ir ∈ Rnsir son los fixed-

interface normal modes residuales (nsid+n
s
ir = nsi ), q

T
id =< q1

id
T
, ..., qNsid

T
> y qTir =< q1

ir
T
, ..., qNsir

T
>

son los correspondientes fixed-interface normal modes dominantes y fixed-interface normal modes

residuales de todas las subestructuras. En la formulación estándar la utilización de los fixed-interface

normal modes dominantes define la reducción del modelo. Entonces, el vector de desplazamientos
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global x̄(t) queda aproximado por:

x̄(t) ≈ TD


qid(t)

xb(t)

 , TD =

[Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ] [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃

0 I

 (2.18)

donde TD es la matriz de transformación reducida denominada matriz de transformación Craig-

Bampton [1,27]. Usando esta matriz de transformación y normalizando los fixed-interface normal

modes dominantes de cada subestructura por la matriz de masa M s
ii correspondiente, de forma que

φsid
T
M s

iiφ
s
id = Isdd y φsid

T
Ks
iiφ

s
id = Λs

dd, las matriz de masa reducidaMD = T TDM eTD ∈ RnD×nD

y la matriz de rigidez reducida KD = T TDKeTD ∈ RnD×nD , nD = ΣNss=1n
s
id + nb tienen la forma

[14,21]:

MD =

 [I, ..., I] [M̂
1

ib, ...,M̂
Ns
ib ]T̃

T̃
T

[M̂
1

ib
T , ...,M̂

Ns
ib

T ] T̃
T

[M̂
1

bb, ...,M̂
Ns
bb ]T̃

 , KD =

[Λ1
dd, ...,Λ

Ns
dd ] 0

0 T̃
T

[K̂
1

bb, ..., K̂
Ns
bb ]T̃


(2.19)

donde M̂
s

ib = Φs
id
TM s

iiΨ
s
ib + Φs

id
TM s

ib, K̂
s

bb = Ks
ib
TΨs

ib +Ks
bb y M̂

s

bb = (Ψs
ib
TM s

ii +M s
ib)Ψ

s
ib +

Ψs
ibM

s
ib +M s

bb. Las dimensiones de las matrices reducidas puede ser sustancialmente menores que

las dimensiones de matrices no reducidas nD � n.

Utilizando las matrices reducidas MD y KD se pueden obtener aproximaciones para las fre-

cuencias y modos de la estructura, al resolver

KDϕD −MDϕDΩD = 0 (2.20)

donde (ΩD)1/2 es la aproximación de las frecuencias del sistema estructural y la aproximación de

los modos ϕsD esta dada por

ϕsD = LTDϕD (2.21)
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14 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

2.3. Reducción de Interfaz

El número de grados de libertad de interfaz en el modelo de elementos finitos es determinado por

el mallado que se realice. Si la malla es fina en las regiones de interfaz, especialmente en aplicaciones

en las que se utilizan ĺıneas y superficies que se acoplan, o si hay muchas subestructuras, puede

generar matrices de interfaz relativamente grandes. Consecuentemente, seŕıa deseable reducir el

número de grados de libertad de interfaz. En este campo hay varias aproximaciones propuestas.

Entre éstas, las que se basan en los characteristic constraint modes han probado tener mayor

precisión y se adoptan en este trabajo [14, 20]. La aproximación corresponde a un problema de

valores y vectores propios sobre la partición de interfaz de las matrices de Masa y Rigidez, de forma

KIΥI −M IΥIΩI = 0 (2.22)

donde

M I = T̃
T

[M̂
1

bb, ...,M̂
Ns
bb ]T̃ , KI = T̃

T
[K̂

1

bb, ..., K̂
Ns
bb ]T̃ (2.23)

la matriz ΥI contiene los nI modos de interfaz y ΩI es la matriz diagonal que contiene los corres-

pondiente valores propios. Dejando los modos de interfaz normalizados respecto de M I se tiene

que ΥT
IM IΥI = II , donde II es la matriz identidad, y ΥT

IKIΥI = ΩI . Es importante mencionar

que el número de modos de interfaz seleccionados puede ser bastante pequeño respecto al total de

grados de libertad de interfaz, nI � nb. Dejando un grupo de modos de interfaz para representar

el vector de coordenadas f́ısicas en las Nb interfaces independientes xb(t) se tiene

xb(t) = ΥIηI(t) (2.24)

donde ηI(t) son las coordenadas modales de interfaz. Usando la representación de la ecuación (2.18)

se tiene

x̄(t) ≈ TDI


qid(t)

ηI(t)

 , TDI =

[Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ] [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃ΥI

0 ΥI

 (2.25)

donde la correspondiente matriz de masa reducida MDI = T TDIM eTDI ∈ RnDI×nDI y la matriz

de rigidez reducida KDI = T TDIKeTDI ∈ RnRI×nDI , nDI = ΣNss=1n
s
id + nI están dadas por

MDI =

 [I, ..., I] [M̂
1

ib, ...,M̂
Ns
ib ]T̃ΥI

ΥI
T T̃

T
[M̂

1

ib
T , ...,M̂

Ns
ib

T ] II

 , KDI =

[Λ1
dd, ...,Λ

Ns
dd ] 0

0 ΩI


(2.26)

Las matrices de masa y rigidez son diagonales con términos fuera de la diagonal solo en la matriz

de masa. La matriz ΥII = [Ψ1
ib, ...,Ψ

Ns
ib ]T̃ΥI ∈ Rni×nI dentro de la matriz de transformación TDI

puede ser interpretada como una combinación lineal de los interface contraint modes ponderada

por los modos de interfaz y referida a los grados de libertad internos de todas las subestructuras
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Caṕıtulo 2. Sintesis Modal 15

(xi(t)). La columna formada por ΥII y ΥI

Υcc =


ΥII

ΥI

 (2.27)

corresponde a los denominados characteristic constrint modes los cuales entregan una aproximación

de los modos de deformación principales para la interfaz. En forma ilustrativa en las figuras (2.6)

y (2.7) se presentan las deformaciones correspondientes a los 2 primeros modos caracteŕısticos de

la estructura ejemplo.

Figura 2.6: Υcc1 Figura 2.7: Υcc2

Utilizando las matrices reducidas MDI y KDI se pueden obtener aproximaciones para las fre-

cuencias y modos de la estructura, al resolver

KDIϕDI −MDIϕDIΩDI = 0 (2.28)

donde (ΩDI)
1/2 es la aproximación de las frecuencias del sistema estructural y la aproximación de

los modos ϕsDI esta dada por

ϕsDI = LTDIϕDI (2.29)

En resumen, dependiendo del tipo de respuesta y el rango de frecuencia de interés, los fixed-

interface normal modes dominantes y los characteristic constraint modes pueden definir un modelo

reducido con una gran reducción de grados de libertad, esto es nDI � n. La selección del número

de coordenadas modales depende del problema en particular. Como una gúıa general los modos

normales con una frecuencia natural menor a un múltiplo de una frecuencia de corte (mayor a la

frecuencia de interés) son una potencial forma de seleccionar los modos a ser retenidos. Valores

espećıficos son entregados en los ejemplos de aplicación.
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16 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

2.4. Contribución de los modos residuales

De la Eq. (2.17) se observa que el vector de coordenadas f́ısica de los grados de libertad inter-

nos de todas las subestructuras xi(t) es expresado en términos de los fixed-interface normal modes

dominantes y residuales en conjunto a los interface contraint modes. Recordar que la formulación

estándar considera solo la contribución de los modos dominantes. Claramente, si se considera la

contribución de los modos residuales en el análisis, se espera que la aproximación en la respuesta

sea mejorada.

2.4.1 Corrección Estática

En la presente formulación la contribución de los fixed-interface normal modes residuales en la

respuesta de los grados de libertad interna de cada subestructura xsi (t), s = 1, ..., Ns es aproxima-

da utilizando la llamada corrección estática. En esta dirección, el problema de vibraciones libres

sin amortiguamiento es considerado, referido a las coordenadas modales < qid(t)
T ,η(t)T >. La

correspondiente ecuación de movimiento esta dada por

MDI


q̈id(t)

η̈I(t)

+KDI


qid(t)

ηI(t)

 = 0 (2.30)

de la primer fila de esta ecuación se observa que el vector de las coordenadas internas de todas las

subestructuras qid(t) satisface la ecuación

q̈id(t) + [Λ1
dd, ...,Λ

Ns
dd ]qid(t) = −[M̂

1

ib, ...,M̂
Ns
ib ]T̃ΥI η̈I(t) (2.31)

utilizando la definición de M̂
s

ib, s = 1, ..., Ns y la definición de la matriz de los interface constraint

modes Ψs
ib, s = 1, ..., Ns, la ecuación (2.31) se puede reescribir como

q̈id(t) + [Λ1
dd, ...,Λ

Ns
dd ]qid(t) = −[Φ1

id
T , ...,ΦNs

id
T ]M̄ ibT̃ΥI η̈I(t) (2.32)

donde

M̄ ib = [M1
ib −M

1
iiK

1
ii

−1
, ... ,MNs

ib −M
Ns
ii K

Ns
ii

−1
] (2.33)

Combinando las ecuaciones (2.5) y (2.24) se tiene xbd = T̃ΥIηI(t), y por lo tanto la ecuación

de movimiento anterior, a nivel de subestructura, se transforma en

q̈sid(t) + Λs
ddq

s
id(t) = −Φs

id
TM̄

s
ibẍ

s
bd(t) , s = 1, ..., Ns (2.34)

donde M̄
s
ib = M s

ib−M
s
iiK

s
ii
−1. La contribución de los modos altos de las subestructuras (residual

fixed-interface normal modes) a la respuesta de los grados de libertad internos es por medio de la
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Caṕıtulo 2. Sintesis Modal 17

carga M̄
s
ibẍ

s
bd(t), la cual es aproximada por la corrección estática [17, 18]. Esto es razonable en

el sentido que los modos de alta frecuencia responden esencialmente en forma estática cuando son

excitados por bajas frecuencias. La corrección estática toma la forma −F̄ sM̄ s
ibẍ

s
bd(t) donde F̄

s

es la flexibilidad residual correspondiente al problema de los fixed-interface normal modes de la

subestructura s dado por

F̄
s

= Ks
ii
−1 −Φs

idΛ
s
dd
−1Φs

id
T (2.35)

Usando la contribución de los residual fixed-interface normal modes y las ecuaciones de (2.18) es

claro que el vector de coordenadas f́ısicas de los grados de libertad internos de cada subestructura

puede ser expresado mediante

xsi (t) ≈ Φs
idq

s
id + Ψs

ibx
s
bd(t)− F̄

s
M̄

s
ibẍ

s
bd(t) , s = 1, ..., Ns (2.36)

desde aqúı el vector de coordenadas f́ısicas de los grados de libertad de todas las subestructuras

puede ser escrito como

xi(t) ≈ [Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ]qid(t) + [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃ΥIηI(t)− F̄ M̄ ibT̃ΥI η̈(t) (2.37)

donde F̄ es una matriz diagonal por bloques que contiene las flexibilidades residuales de todas las

subestructuras, de la forma [F̄
1
, ..., F̄

Ns ].

2.4.2 Matriz de transformación mejorada

Usando la aproximación para xi(t) el vector de coordenadas f́ısicas de todas las subestructuras

x̄(t) puede ser expresada como

x̄ =


xi(t)

xb(t)

 ≈ TDI

qid(t)

ηI(t)

+

0 −F̄ M̄ ibT̃ΥI

0 0



q̈id(t)

η̈I(t)

 (2.38)

Luego, la relación entre el vector de coordenadas modales < qid(t)
T ,ηI(t)

T > y las segundas

derivadas es aproximada considerando (2.30). Esto es
q̈id(t)

η̈I(t)

 = −MDI
−1KDI


qid(t)

ηI(t)

 (2.39)

y la ecuación (2.38) puede ser escrita de la forma

x̄(t) ≈ [TDI + TR]


qid(t)

ηI(t)

 (2.40)
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18 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

donde

TR =

0 F̄ M̄ ibT̃ΥI

0 0

M̂DI
−1K̂DI (2.41)

es la matriz de transformación que aparece de la contribución de los fixed-interface normal modes

residuales. Considerando la partición de la masa reducida MDI se tiene

MDI
−1 =

I +MΥ(II −MΥ
TMΥ)−1MΥ

T −MΥ(II −MΥ
TMΥ)−1

−(II −MΥ
TMΥ)−1MΥ

T (II −MΥ
TMΥ)−1

 (2.42)

donde MΥ = [M̂
1

ib, ...,M̂
Ns
ib ]T̃ΥI . Realizando el producto entre la matriz particionada de 2× 2 en

(2.41) y la matriz MDI
−1KDI , la matriz de transformación TR queda expresada de la forma

TR =

TR1 TR2

0 0

 (2.43)

con

TR1 = −F̄ M̄ ibT̃ΥI(I −MT
ΥMΥ)−1MΥΛ , TR2 = F̄ M̄ ibT̃ΥI(I −MT

ΥMΥ)−1ΩI (2.44)

donde Λ = [Λ1
dd, ...,Λ

Ns
dd ]. La matriz TDIR = TDI + TR queda dada por

TDIR =

[Φ1
id, ...,Φ

Ns
id ] [Ψ1

ib, ...,Ψ
Ns
ib ]T̃ΥI

0 ΥI


+

−F̄ M̄ ibT̃ΥI(I −MT
ΥMΥ)−1MΥΛ F̄ M̄ ibT̃ΥI(I −MT

ΥMΥ)−1ΩI

0 0


(2.45)

La matriz TDIR representa una matriz de transformación mejorada, la cual incorpora la con-

tribución de los modos residuales en forma explicita en el análisis. Es importante mencionar que

todas las matrices involucradas en la definición de TR están disponibles previamente en la formu-

lación basada en los modos dominantes y en la reducción de interfaz (matriz de transformación

TDI). Además, es importante mencionar que el termino I −MT
ΥMΥ que aparece en la matriz de

transformación TR y la cual es invertida, es de dimensión nI ×nI , donde nI es el número de modos

de interfaz seleccionada (nI << nb). Esto es, si el número seleccionado de modos de interfaz es

pequeño, el costo computacional de invertir esta matriz no será alto.

En esta sección se presenta el desarrollo para el caso con reducción de interfaz, siguiendo los

mismos pasos es posible obtener la corrección para el modelo sin reducción de interfaz [9, 24].
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2.4.3 Matrices Reducidas

Usando la matriz de transformación mejorada la correspondiente matriz de masa reducida

MDIR ∈ RnDI×nDI y la matriz de rigidez reducida KDIR ∈ RnDI×nDI queda definida como

MDIR = (TDI + TR)TM e(TDI + TR)

= MDI + T TRM eTDI + (T TRM eTDI)
T + T TRM eTR

(2.46)

KDIR = (TDI + TR)TKe(TDI + TR)

= KDI + T TRKeTDI + (T TRKeTDI)
T + T TRKeTR

(2.47)

Utilizando las matrices reducidas MDIR y KDIR se pueden obtener aproximaciones para las

frecuencias y modos de la estructura, al resolver

KDIRϕDIR −MDIRϕDIRΩDIR = 0 (2.48)

donde (ΩDIR)1/2 es la aproximación de las frecuencias del sistema estructural y la aproximación

de los modos ϕsDIR esta dada por

ϕsDIR = LTDIRϕDIR (2.49)

Es importante mencionar que al considerar la contribución residual de los modos de las subes-

tructuras en la matriz de transformación TR, se espera que las matrices del modelo reducido sean

mas precisas que las obtenidas con la formulación basada solo en los modos dominantes de las

subestructuras. Esto será verificado en los ejemplos de aplicación.
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20 Caṕıtulo 2. Sintesis Modal

En el esquema de la figura (2.8) se presenta a modo de resumen los pasos que se deben realizar

para la construcción de los modelos reducidos para un valor nominal.

Figura 2.8: Esquema Generación Modelo Reducido Nominal
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Caṕıtulo 3

Parametrización Estructural

En este caṕıtulo se formulan las parametrizaciones para los modelos reducidos presentados en

el caṕıtulo (2), para aśı tener disponible estas técnicas para los problemas de re-análisis. Con este

fin, se considera un modelo de elementos finitos parametrizado por un conjunto de parámetros

θ ∈ Rnθ . En los problemas de re-análisis, la reiterada generación de modelos reducidos para los

diferentes valores de los parámetros del modelo puede ser muy costoso computacionalmente, debido

a que se requiere un trabajo considerable a nivel de subestructura y de interfaz. Para solucionar

esta dificultad, un efectivo esquema de parametrización es considerado en el presente trabajo. La

división de la estructura original es guiada por el esquema de parametrización, considerando que

cada subestructura depende solo de uno de los parámetros del modelo. Es importante mencionar que

este tipo de dependencia es encontrada en numerosas aplicaciones prácticas, donde los parámetros

del modelo pueden representar alguna propiedad geométrica o de los materiales [1, 2, 21,24,26].
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22 Caṕıtulo 3. Parametrización Estructural

3.1. Modos Dominantes

Se considera el conjunto Sj de subestructuras que depende del parámetro del modelo θj , j =

1, ..., nθ. La dependencia de las matrices de rigidez y masa de la subestructura, se asume de la

forma Ks = K̄
s
hj(θj) y M s = M̄

s
gj(θj), con s ∈ Sj . Las matrices de referencia K̄

s
y M̄

s
son

independientes de θj . Además, las funciones hj y gj son funciones generales de los parámetros del

modelo θj . Entonces, los valores propios y vectores propios asociados con los fixed-interface normal

modes dominates de la subestructura s ∈ Sj quedan expresados como [2,24,28].

Λs
dd = Λ̄

s
dd

hj(θj)

gj(θj)
, Φs

id = Φ̄
s
id

1√
gj(θj)

(3.1)

donde las matrices Λ̄
s
dd y Φ̄

s
id son la solución del problema de valores propios K̄

s
iiΦ̄

s
id−M̄

s
iiΦ̄

s
idΛ̄

s
dd =

0 para las matrices de referencia K̄
s
ii y M̄

s
ii, las cuales son independientes del parámetro θj . Debido

a que los fixed-interface normal modes están normalizados por la matriz de masa M̄
s
ii, es fácil

mostrar que los modos Φ̄
s
id satisfacen Φ̄

s
id
TM̄

s
iiΦ̄

s
id = I, y Φ̄

s
id
T K̄

s
iiΦ̄

s
id = Λ̄

s
dd . Adicionalmente,

los interface constraint modes son también independientes de θj , debido a que Ψs
ib = −Ks

ii
−1Ks

ib =

−K̄s
ii
−1hj(θj)

−1K̄
s
ibh

j(θj) = −K̄s
ii
−1K̄

s
ib = Ψ̄

s
ib.

De esta forma, es posible expresar las matrices de masa MD(θ) y rigidez KD(θ) del modelo

reducido basado en modos dominantes como

MD = M̄D0 +

nθ∑
j=1

(M̄D1j

√
gj(θj) + M̄D2jg

j(θj)) (3.2)

KD = K̄D0 +

nθ∑
j=1

(K̄D1j
hj(θj)

gj(θj)
+ K̄D2jh

j(θj) (3.3)

donde θj es la j-ésima componente del vector de parámetros del modelo θ, y

M̄D0 =

 I [ ˆ̄M1
ibδ10, ...,

ˆ̄MNs
ib δNs0]T̃

T̃ T [ ˆ̄M1
ib
T δ10, ...,

ˆ̄MNs
ib

T δNs0] T̃ T [ ˆ̄M1
bb
T δ10, ...,

ˆ̄MNs
bb

T δNs0]T̃

 (3.4)

M̄D1j =

 0 [ ˆ̄M1
ibδ1j , ...,

ˆ̄MNs
ib δNsj ]T̃

T̃ T [ ˆ̄M1
ib
T δ1j , ...,

ˆ̄MNs
ib

T δNsj ] 0

 (3.5)

M̄D2j =

0 0

0 T̃ T [ ˆ̄M1
bb
T δ1j , ...,

ˆ̄MNs
bb

T δNsj ]T̃

 (3.6)
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K̄D0 =

[Λ̄
1
ddδ10, ..., Λ̄

Ns
dd δNs0] 0

0 T̃ T [ ˆ̄K1
bb
T δ10, ...,

ˆ̄KNs
bb

T δNs0]T̃

 (3.7)

K̄D1j =

[Λ̄
1
ddδ1j , ..., Λ̄

Ns
dd δNsj ] 0

0 0

 (3.8)

K̄D2j =

0 0

0 T̃ T [ ˆ̄K1
bb
T δ1j , ...,

ˆ̄KNs
bb

T δNsj ]T̃

 (3.9)

con δs0 = 1 si la subestructura s no depende de ningún parámetro del modelo y δs0 = 0 en otro

caso. Ademas, δsj = 1 si s ∈ Sj y δsj = 0 en otro caso. Es importante mencionar que las matrices

de referencia, las cuales son independientes de los parámetros del modelo, son evaluadas en algún

valor nominal θn.

3.2. Modos de Interfaz

Para la obtención de los modos de interfaz Υ(θ) se considera la partición de las matrices de

masa M I(θ) y rigidez KI(θ) de la interfaz, las cuales pueden ser parametrizadas como

M I(θ) = T̃ T [ ˆ̄M1
bbδ10, ...,

ˆ̄MNs
bb δNs0]T̃ +

nθ∑
j=1

T̃ T [ ˆ̄M1
bbδ1j , ...,

ˆ̄MNs
bb δNsj ]T̃ g

j(θj) (3.10)

KI(θ) = T̃ T [ ˆ̄K1
bbδ10, ...,

ˆ̄KNs
bb δNs0]T̃ +

nθ∑
j=1

T̃ T [ ˆ̄K1
bbδ1j , ...,

ˆ̄KNs
bb δNsj ]T̃h

j(θj) (3.11)

donde δs0 y δsj fueron definidos previamente. Con estas matrices se calcula el problema de valores

y vectores propios de interfaz

KI(θ)ΥI(θ)−M I(θ)ΥI(θ)ΩI(θ) = 0 (3.12)

obteniendo las frecuencias ΩI(θ) y modos de interfaz ΥI(θ) en función del parámetro θ. Se ob-

serva que el problema de valores y vectores propios debe ser resuelto para cada realización de los

parámetros θ.

3.3. Contribución de Modos Residuales

En este caso se considera la parametrización para los modelos reducidos basados en los mo-

dos dominantes y residuales con reducción de interfaz. De las ecuaciones (2.46) y (2.47) es claro

que la parametrización de MDIR y KDIR depende de la parametrización de las matrices MDI ,
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24 Caṕıtulo 3. Parametrización Estructural

T TRM eTDI , T
T
RM eTR, KDI , T

T
RKeTDI y T TRKeTR. Primero, es posible demostrar que las ma-

trices reducidas, MDI y KDI , obtenidas desde los modos internos dominantes y de la reducción

de interfaz global pueden ser expresados como [20,24]

MDI = MDI0(θ) +

nθ∑
j=1

MDI1j(θ)
√
gj(θj) , KDI = K̄DI0 +

nθ∑
j=1

K̄DI1j
hj(θj)

gj(θj)
+KDI2(θ) (3.13)

donde

MDI0 =

 I [ ˆ̄M1
ibδ10, ...,

ˆ̄MNs
ib δNs0]T̃ΥI(θ)]

ΥI(θ)T T̃ T [ ˆ̄M1
ib
T δ10, ...,

ˆ̄MNs
ib

T δNs0] I

 (3.14)

MDIj =

 0 [ ˆ̄M1
ibδ1j , ...,

ˆ̄MNs
ib δNsj ]T̃ΥI(θ)]

ΥI(θ)T T̃ T [ ˆ̄M1
ib
T δ1j , ...,

ˆ̄MNs
ib

T δNsj ] 0

 (3.15)

K̄DI0 =

[Λ̄
1
ddδ10, ..., Λ̄

Ns
dd δNs0] 0

0 0

 , K̄DI1j =

[Λ̄
1
ddδ1j , ..., Λ̄

Ns
dd δNsj ] 0

0 0

 (3.16)

KDI2 =

0 0

0 ΩI(θ)

 (3.17)

donde δs0 y δsj fueron definidos previamente.

Dado que el uso de los modos de orden superior a nivel de subestructura puede ser considerado

como un efecto de segundo orden comparado con el de los modos dominantes, se propone considerar

las componentes de la matriz de transformación TR constante y evaluadas en el valor nominal de

los parámetros del modelo θn. Claramente, esta es una aproximación debido a que las diferentes

matrices involucradas en la generación de la matriz TR dependen de los parámetros del modelo. No

obstante, la experiencia numérica sugiere que esta aproximación genera resultados suficientemente

exactos [20]. La validación de este supuesto es revisada en los ejemplos numéricos. Considerando el

supuesto previo, las matrices T TRM eTR y T TRKeTR admiten la parametrización

T TRM eTR = M̄RR0 +

nθ∑
j=1

M̄RR1jg
j(θj) , T

T
RKeTR = ¯KRR0 +

nθ∑
j=1

K̄RR1jh
j(θj) (3.18)

donde

M̄RR0 =

 T TR1[M̄
1
iiδ10, ...,M̄

Ns
ii δNs0]TR1 T TR1[M̄

1
iiδ10, ...,M̄

Ns
ii δNs0]TR2

T TR2[M̄
1
ii
T δ10, ...,M̄

Ns
ii

T δNs0]TR1 T TR2[M̄
1
iiδ10, ...,M̄

Ns
ii δNs0]TR2

 (3.19)
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M̄RRj =

 T TR1[M̄
1
iiδ1j , ...,M̄

Ns
ii δNsj ]TR1 T TR1[M̄

1
iiδ1j , ...,M̄

Ns
ii δNsj ]TR2

T TR2[M̄
1
ii
T δ1j , ...,M̄

Ns
ii

T δNsj ]TR1 T TR2[M̄
1
iiδ1j , ...,M̄

Ns
ii δNsj ]TR2

 (3.20)

K̄RR0 =

 T TR1[K̄
1
iiδ10, ..., K̄

Ns
ii δNs0]TR1 T TR1[K̄

1
iiδ10, ..., K̄

Ns
ii δNs0]TR2

T TR2[K̄
1
ii
T δ10, ..., K̄

Ns
ii

T δNs0]TR1 T TR2[K̄
1
iiδ10, ..., K̄

Ns
ii δNs0]TR2

 (3.21)

K̄RRj =

 T TR1[K̄
1
iiδ1j , ..., K̄

Ns
ii δNsj ]TR1 T TR1[K̄

1
iiδ1j , ..., K̄

Ns
ii δNsj ]TR2

T TR2[K̄
1
ii
T δ1j , ..., K̄

Ns
ii

T δNsj ]TR1 T TR2[K̄
1
iiδ1j , ..., K̄

Ns
ii δNsj ]TR2

 (3.22)

con TR1 y TR2 las componentes de matriz TR definidas en el capitulo (2).

De forma similar, las matrices T TRM eTDI y T TRKeTDI pueden ser expandidas como

T TRM eTDI = M̄RDI0(θ) +

nθ∑
j=1

M̄RDI1j

√
gj(θj) +

nθ∑
j=1

MRDI2j(θ)gj(θj) (3.23)

T TRKeTDI = K̄RDI0 +

nθ∑
j=1

K̄RDI1j
hj(θj)√
gj(θj)

(3.24)

donde

M̄RDI0j(θ) =

T TR1[M̄
1
iiΦ̄

1
idδ10, ...,M̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNs0] 0

T TR2[M̄
1
iiΦ̄

1
idδ10, ...,M̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNs0] 0

+

0 T TR1[(M̄
1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δ10, ..., (M̄

1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δNs0]T̃ΥI(θ)

0 T TR2[(M̄
1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δ10, ..., (M̄

1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δNs0]T̃ΥI(θ)


(3.25)

M̄RDI1j(θ) =

T TR1[M̄
1
iiΦ̄

1
idδ1j , ...,M̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNsj ] 0

T TR2[M̄
1
iiΦ̄

1
idδ1j , ...,M̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNsj ] 0

 (3.26)

MRDI2j(θ) =

0 T TR1[(M̄
1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δ1j , ..., (M̄

1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δNsj ]T̃ΥI(θ)

0 T TR2[(M̄
1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δ1j , ..., (M̄

1
iiΨ̄

1
ib + M̄

1
ib)δNsj ]T̃ΥI(θ)

 (3.27)

K̄RDI0 =

T TR1[K̄
1
iiΦ̄

1
idδ10, ..., K̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNs0] 0

T TR2[K̄
1
iiΦ̄

1
idδ10, ..., K̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNs0] 0

 (3.28)
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K̄RDI1j =

T TR1[K̄
1
iiΦ̄

1
idδ1j , ..., K̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNsj ] 0

T TR2[K̄
1
iiΦ̄

1
idδ1j , ..., K̄

Ns
ii Φ̄

Ns
id δNsj ] 0

 (3.29)

Es importante mencionar que las matrices involucradas en la expansión de las matrices redu-

cidas MDIR y KDIR son independientes de los parámetros del modelo, exceptuando MDI0(θ),

MDI1j(θ), KDI2(θ), MRDI0(θ) y MRDI2j(θ). La dependencia de θ de estas matrices está dada

por el término correspondiente a los modos de interfaz ΥI(θ). Aśı, la caracterización del modelo

reducido para diferentes valores de los parámetros del modelo involucra la suma de un número de

matrices evaluadas en algún valor nominal junto al recálculo de los modos de interfaz. Es impor-

tante mencionar que el tamaño de las matrices de interfaz es mucho más pequeño que las matrices

del modelo de elementos finitos completo, por lo tanto obtener los modos de interfaz se realiza

en una manera bastante eficiente. Entonces, se puede ver que incorporar el aporte de los modos

residuales en forma constante, simplifica el esquema de parametrización del modelo reducido con-

siderablemente. También es importante desde el punto de vista numérico, debido a que el costo de

actualizar la matriz TR puede ser bastante importante en algunos casos.
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En el esquema de la figura (3.1) se presentan, a modo de resumen, los pasos que se deben realizar

para la parametrización de los modelos reducidos desde las matrices nominales.

Figura 3.1: Esquema de Parametrización
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Caṕıtulo 4

Interpolación de Interfaz

La división de la estructura en subestructuras y la reducción del número de coordenadas f́ısicas

a un número mucho menor de coordenadas modales, ciertamente alivia el esfuerzo computacional

en la resolución del análisis del modelo de elementos finitos durante los procesos de simulación

basados en re-análisis. Pese a esto, la repetitiva generación de modelos reducidos para los diferentes

valores de los parámetros del modelo θ, requeridos durante el proceso de simulación, puede ser

computacionalmente muy costoso debido a los gastos generales a nivel de subestructura y de in-

terfaz. Para lidiar con el problema a nivel de subestructura, se utilizan las parametrizaciones antes

presentadas. Por otro lado, con el propósito de evitar el re-análisis a nivel de interfaz, un esquema

de interpolación puede ser incorporado, aproximando los modos de interfaz para varios valores de

los parámetros del modelo en términos de una familia de modelos en un número de puntos de

soporte [20, 21]. Es importante mencionar que una aproximación similar puede ser considerada a

nivel de subestructura en el caso que las matrices de las subestructuras dependan de más de un

parámetro del modelo.

En este caṕıtulo, se desarrollan las técnicas de interpolación presentando la forma en que se utilizan

para aproximar los modos de interfaz en los distintos puntos de análisis de la simulación. Además,

se presentan posibles metodoloǵıas para seleccionar los puntos de soporte.
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30 Caṕıtulo 4. Interpolación de Interfaz

4.1. Metamodelo para Modos de Interfaz

El supuesto que las matrices de las subestructuras depende de solo uno de los parámetros del

modelo no es válida para las matrices de interfaz KI y M I . De hecho, estas matrices dependen

de todos los parámetros del modelo θ. A nivel local, las matrices KIll y M Ill, l = 1, ..., Nl,

pueden depender de varios parámetros dependiendo del número de subestructuras a las cuales esta

conectada la interfaz. Por lo tanto, el esquema de parametrización presentado previamente no es

aplicable y las matrices de interfaz deben ser ensambladas para cada uno de los nuevos valores del

vector de parámetros del modelo durante el proceso de simulación.

Para visualizar que las matrices de interfaz dependen de más de un parámetro, en la figura

(4.1) se presenta un esquema que explica la forma en que están conectadas varias subestructuras

por medio de una interfaz. Este esquema esta basado en el modelo estructural ejemplo previamente

definido. Las subestructuras Sj , j = 5, 6, 7 depende de un solo parámetro θj , j = 5, 6, 7 y por lo

tanto sus respectivas matrices quedan parametrizadas por un solo parámetro. Por otro lado, para

la interfaz entre estas subestructuras l = 3, sus correspondientes matrices de masa M Il y rigidez

KIl dependerán de la combinación de los parámetros asociados a cada subestructura.

Figura 4.1: Interfaz subestructuras 5 a 7

Las correspondientes matrices de masa M Il y rigidez KIl quedan expresadas por

M Ill(θ5, θ6, θ7) = M5
bblg

5(θ5) +M6
bblg

6(θ6) +M7
bblg

7(θ7) (4.1)

KIll(θ5, θ6, θ7) = K5
bblh

5(θ5) +K6
bblh

6(θ6) +M7
bblh

7(θ7) (4.2)

donde M s
bbl y Ks

bbl corresponden a la partición de la matriz de masa y rigidez de interfaz de la

subestructura s asociada a la interfaz l.

Debido a que las matrices de interfaz deben ser ensambladas para cada punto de simulación el

correspondiente problema de valores y vectores propios de interfaz de la ecuación (2.22) debe ser

resuelto. Para evitar la evaluación directa de este problema de interfaz para diferentes muestras,
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un esquema de interpolación aproximando los modos de interfaz en términos de los parámetros del

modelo es considerado. Esta aproximación se basa en algunas ideas presentadas por [21], aproxi-

mando la matriz de vectores propios usando puntos de información conocida o puntos de soporte.

4.2. Puntos de Soporte

Se considera que el cálculo de las matrices KI(θ
p) y M I(θ

p) en los P + 1 puntos de soporte en

el espacio de parámetros del modelo, asociados al problema de valores propios

KI(θ
p)ΥI(θ

p)−M I(θ
p)ΥI(θ

p)ΩI(θ
p) = 0 (4.3)

esta resuelto, por lo que se posee modos de interfaz ΥI(θ
p) en los P + 1 puntos de soporte. Los

puntos de soporte θp , p = 1, ..., P están distribuidos entorno al punto nominal θn (punto P + 1),

lo cual se presenta esquemáticamente con P = 4 en las figuras (4.2) y (4.3).

Figura 4.2: Puntos de soporte θp, p = 1, ..., 4 Figura 4.3: Modos de soporte ΥI(θ
p), p = 1, ..., 4

En la figura (4.2) se presentan los parámetros θp entorno al valor nominal, mientras que en

la figura (4.3) se presentan los correspondiente modos de interfaz ΥI(θ
p). Los parámetros θk en

los cuales se busca realizar el análisis son conocidos, mientras que los correspondientes modos

asociados a ese punto ΥI(θ
k) no se conocen, y serán aproximados utilizando una interpolación de

los ΥI(θ
p) , p = 1, ..., P + 1.

Es importante mencionar que las matricesM I yKI evaluadas en el punto de soporte θp pueden

ser expresadas como

M I(θ
p) = T̃ T [ ˆ̄M1

bbδ10, ...,
ˆ̄MNs
bb δNs0]T̃ +

nθ∑
j=1

T̃ T [ ˆ̄M1
bbδ1j , ...,

ˆ̄MNs
bb δNsj ]T̃ g

j(θpj ) (4.4)

KI(θ
p) = T̃ T [ ˆ̄K1

bbδ10, ...,
ˆ̄KNs
bb δNs0]T̃ +

nθ∑
j=1

T̃ T [ ˆ̄K1
bbδ1j , ...,

ˆ̄KNs
bb δNsj ]T̃h

l(θpj ) (4.5)
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donde θpj es la j-esima componente del punto de soporte θp. Además δs0 = 1 si la subestructura s

no depende de ningún parámetro y δs0 = 0 en otro caso. Por otro lado δsj = 1 si la subestructura

s depende del parámetro θj , y δsj = 0 en otro caso.

4.3. Aproximación de los Modos de Interfaz

Para derivar la aproximación de los modos de interfaz en el punto de análisis θk, se consideran

las coordenadas relativas al punto nominal θn. Considerando solo el punto θp en una representación

lineal se tiene el esquema presentado en la figura (4.4).

Figura 4.4: Coordenadas relativas

En estas coordenadas se observa que es posible escribir el vector (θk − θn) como una fracción

del punto se soporte relativo θp − θn de forma

(θk − θn) = ξkp (θp − θn) (4.6)

donde 0 ≤ ξkp ≤ 1. Reordenando esta ecuación se obtiene

θk = (1− ξkp )θn + ξkpθ
p (4.7)

donde las funciones (1− ξp) y ξp son funciones que permiten construir una función lineal entre los

puntos θn y θp. Estas funciones son representadas por el esquema de la figura (4.5).

Figura 4.5: Aproximación Lineal θ

Extendiendo esta idea al espacio de los modos de interfaz se tiene que

Υ̂I(ξ
k
pθ

p) = (1− ξkj )ΥI(θ
n) + ξkjΥI(θ

p) (4.8)

donde Υ̂I(ξ
k
pθ

p) es la aproximación de ΥI(θ
k). Esta aproximación lineal es representada en forma

gráfica en la figura (4.6).
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Figura 4.6: Aproximación Lineal ΥI

Generalizando la expansión previa para el caso donde se tiene P + 1 puntos de soporte, θp, p =

0, ..., P , la matriz ΥI en el punto de simulación θk puede aproximarse por la expresión

Υ̂I(θ
k) = (1−

P∑
p=1

ξkp )ΥI(θ
n) +

P∑
p=1

ξkpΥI(θ
p) (4.9)

donde los coeficientes ξkp representan la contribución del punto de soporte θp a la simulación del

punto θk. Se debe considerar interpolación de los puntos θk de forma que se tenga una región

convexa al seleccionar los puntos de soporte. La caracterización de los coeficientes ξkp es presentada

en la siguiente sección. La aproximación previa no es usada directamente para aproximar los modos

de interfaz ya que no son obtenidos como la solución del problema de valores y vectores propios.

En otras palabras, el vector de aproximación de los vectores propios Υ̂Ic(θ
k) esta definido como la

combinación lineal de los vectores componentes de la matriz Υ̂I(θ
k) de la forma

Υ̂Ic(θ
k) = Υ̂I(θ

k)T I(θ
k) (4.10)

donde T I(θ
k) ∈ RnId×nId es una matriz auxiliar. Basado en la transformación previa, la matriz

auxiliar puede ser obtenida desde la solución del problema reducido de valores y vectores propios

[Υ̂
T

I (θk)KI(θ
k)Υ̂I(θ

k)]T I(θ
k) = [Υ̂

T

I (θk)M I(θ
k)Υ̂I(θ

k)]T I(θ
k)Ω̂I(θ

k) (4.11)

donde Ω̂I(θ
k) entrega una aproximación de los valores propios correspondientes a los modos de

interfaz ΥI(θ
k). Las matrices de interfaz M I(θ

k) y KI(θ
k) que aparecen en el problema reducido

de valores y vectores propios pueden ser evaluadas directamente según las ecuaciones (4.3). De esta

forma se cumple que

[Υ̂
T

Ic(θ
k)KI(θ

k)Υ̂Ic(θ
k)] = Ω̂I(θ

k) (4.12)

[Υ̂
T

Ic(θ
k)M I(θ

k)Υ̂Ic(θ
k)] = I (4.13)

lo cual permite utilizar la aproximación de los modos de interfaz Υ̂
T

Ic directamente en las expresiones

de los modelos reducidos presentadas en los caṕıtulos anteriores. Es importante mencionar que

las matrices Υ̂
T

I (θk)KI(θ
k)Υ̂I(θ

k) y Υ̂
T

I (θk)M I(θ
k)Υ̂I(θ

k) son de dimensión nId × nId donde

nId � nI , con lo que este problema de valores y vectores propios es de dimensión bastante menor

que la cantidad de grados de libertad de interfaz.
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34 Caṕıtulo 4. Interpolación de Interfaz

4.4. Determinación de los Coeficientes de Interpolación

Para determinar los coeficientes de interpolación primero se obtiene la mı́nima distancia entre

el punto de simulación θk y los puntos de soporte θp , p = 1, ..., P . En el esquema de la figura (4.7)

se utiliza P = 4 para ejemplificar la búsqueda del punto de soporte mas cercano.

Figura 4.7: Punto mas cercano θl

Si el punto de soporte θl = θ2 es el punto mas cercano al punto θk, entonces el coeficiente ξkl es

obtenido como la proyección de (θk − θn) sobre (θl − θn) en coordenadas relativas a θn, de forma

que

ξkl =
(θk − θn)T (θl − θn)

||(θl − θn)||2
(4.14)

La componente perpendicular a (θl − θn) esta dada por yk = (θk − θn) − ξkl (θl − θn). Esta

componente, es esquematizada en la figura (4.8).

Figura 4.8: Puntos de soporte

Este vector es entonces representado como una combinación lineal de los restantes puntos de
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soporte θp , p = 1, ..., P, p 6= l como

[(θ1 − θn), ..., (θl−1 − θn), (θl+1 − θn), ..., (θP − θn)]ξk = yk (4.15)

donde las componentes del vector ξk están dadas por ξ =< ξ1
l , ..., ξ

l−1
l , ξl+1

l , ..., ξPl > T . El sistema

previo es resuelto utilizando descomposición de valores singulares (SVD), técnica que tiene la ven-

taja de ser aplicable a problemas de sistemas sobre determinados [29]. Es importante mencionar

que el esquema de interpolación asegura que la aproximación sea exacta en los puntos de soporte.

De hecho, si θk = θp donde θp es uno de los puntos de soporte, entonces ξkp = 1 y yk = 0, y por lo

tanto ξk = 0. Consecuentemente,

ΥI(θ
k) = ΥI(θ

p) (4.16)

de esta forma se mejora la aproximación en puntos de simulación cercanos a los puntos de soporte.

4.5. Aproximación de Segundo Orden

Si la dependencia de los modos de interfaz es altamente no-lineal con respecto a los parámetros

del modelo un esquema de interpolación lineal puede no ser suficientemente exacto. Para mejorar la

exactitud de la aproximación se utilizan esquemas de interpolación de alto orden. Por ejemplo, un

esquema de interpolación cuadrático requiere los siguientes puntos de soporte {θn,θp,θ(−p) , p =

1, ..., P}. Los puntos θ(−p) son generados con una simetŕıa puntual de los puntos θp respecto al

punto nominal θn como se presenta en el esquema de la figura (4.9), donde se considera P = 4.

Figura 4.9: Puntos de soporte θp y θ(−p)

En forma análoga a la interpolación lineal, las funciones de interpolación de segundo orden son

presentadas en la figura (4.10).
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Figura 4.10: Funciones interpolación cuadrática

De las funciones de la figura (4.10), la interpolación en el eje formado por θp y θ(−p) es repre-

sentada en el esquema de la figura (4.11).

Figura 4.11: Aproximación cuadrática

La ecuación asociada a esta aproximación esta dada por

Υ̂I(θ
k) = (1− (ξkp )2)ΥI(θ

n) +
1

2
ξkp (ξkp + 1)ΥI(θ

p) +
1

2
ξkp (ξkp − 1)ΥI(θ

(−p)) (4.17)

Generalizando la aproximación cuadrática de los modos de interfaz en el punto de simulación

θk utilizando 2P + 1 puntos de soporte se tiene

Υ̂I(θ
k) = (1−

P∑
p=1

(ξkp )2)ΥI(θ
n) +

P∑
p=1

1

2
ξkp (ξkp + 1)ΥI(θ

p) +

P∑
p=1

1

2
ξkp (ξkp − 1)ΥI(θ

(−p)) (4.18)

donde el coeficiente ξkp representa la contribución del punto de soporte θp y θ(−p) a la simulación del

punto θk. Los coeficientes ξkp , p = 1, ...P son obtenidos de la forma descrita en (4.4), exceptuando

el cálculo para obtener el punto mas cercano a θk. En este caso, la minina distancia se calcula entre

el punto de simulación θk y los 2P puntos de soporte {θp,θ(−p) , p = 1, ..., P}. Si el punto más

cercano corresponde a uno del grupo {θ(−p), p = 1, ..., P}, el correspondiente coeficiente debe ser

multiplicado por −1. El resto de coeficientes debe ser obtenido según (4.15). Como se describió en

la sección (4.3) los vectores componentes de la matriz Υ̂I(θ
k) son usados como un subespacio para

extender la aproximación de los modos de interfaz ΥI(θ
k). Resolviendo el problema de valores y

vectores propios reducido de la ecuación (4.11) se obtiene la aproximación final de los modos de

interfaz Υ̂Ic(θ
k).
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4.6. Puntos de Soporte

Dependiendo de la aplicación en la que se utilicen los modelos reducidos con interpolación de

interfaz, se tienen diversas metodoloǵıas de selección de los puntos de soporte correspondientes.

Estas metodoloǵıas pueden ser clasificadas mediante puntos de soporte fijos y puntos de soporte

adaptativos. Las técnicas con puntos fijos buscan seleccionar inicialmente los puntos de soporte

de forma que puedan ser utilizados durante toda la simulación sin problemas. Las técnicas con

puntos adaptativos buscan actualizar los puntos de soporte a medida que los puntos muestreo van

evolucionando durante la simulación.

4.6.1 Puntos de Soporte Fijos

Como fue previamente mencionado los puntos de soporte están distribuidos en torno al punto

nominal θn. Diferentes enfoques pueden ser considerados para elegir el punto nominal y sus co-

rrespondientes puntos de soporte. Por ejemplo, el valor nominal puede ser seleccionado como el

valor esperado de los parámetros inciertos del modelo. Entonces, los puntos de soporte pueden ser

generados por métodos de muestreo como, muestreo aleatorio, Latin Hypercube Sampling, muestreo

ortogonal, entre otros [30]. En los siguientes esquemas se presentan ejemplos de los puntos de so-

porte generados entorno al punto nominal para el caso de dos dimensiones. Los puntos de soporte

están representados por triángulos, mientras que el punto nominal esta representado por una cruz.

0.8 1 1.2

0.8

1

1.2

(a) LHS

0.8 1 1.2

0.8

1

1.2

(b) LHS-normal

0.8 1 1.2

0.8

1

1.2

(c) Correlacionado

Figura 4.12: Muestreo puntos de soporte

En la figura (4.12 a) los puntos de soporte fueron seleccionados mediante la técnica Latin

Hypercube sampling (LHS ), con lo cual se distribuyen en forma uniforme en un cierto rango de

interés (0.8 a 1.2 en este ejemplo). En la figura (4.12 b) se distribuyen mendiante LHS normal,

con lo cual los puntos quedan distribuidos en forma normal con un cierto valor medio µ y matriz

de covarianza Σ. Por último en la figura (4.12 c) se utilizan una combinación del algoritmo LHS

normal con el campo aleatorio correlacionado que será desarrollado en el siguiente caṕıtulo. En

todas estas técnicas se debe intentar seleccionar aquella que cubra de mejor forma los puntos de

muestreo de la simulación para realizar la correspondiente interpolación en base a los puntos de

soporte.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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4.6.2 Puntos de Soporte Adaptivos

Dependiendo en como van evolucionando los puntos de muestreo de la simulación, puede ocurrir

que una base fija de puntos de soporte no logre cubrir la zona en que están ubicados los puntos de

análisis, o si el espacio de análisis es muy grande, los efectos de la corrección estática en base al punto

nominal pueden perder efecto. Por estos motivos, se propone la utilización de puntos de soporte

adaptivos, para de esta forma mantener una zona convexa respecto a los puntos de interpolación y

además para mantener los puntos de análisis en una zona cercana al punto nominal, con lo cual no

se pierden los efectos de la corrección estática en base al punto nominal.

Por ejemplo para una simulación de tipo Subset, en la etapa (r) el punto nominal θn puede ser

definido como el valor medio de las muestras condicionales generadas en la etapa anterior (r − 1),

y los puntos de soporte pueden ser seleccionados entre las muestras condicionales situadas en el

evento de falla intermedio Fr−1. Por ejemplo, los puntos de soporte pueden ser seleccionados en

la vecindad de θn con respecto a la distancia Eucludiana o la distancia de Mahalanobis [30, 31],

basado en la escala de la matriz de covarianza de las muestras condicionales. El uso de los puntos

de soporte situados en eventos de falla intermedios genera un incremento en la exactitud de la

aproximación durante el proceso de simulación. En los siguientes esquemas se presenta esta idea

Figura 4.13: Muestreo Figura 4.14: Soporte

En la figura (4.13) los puntos de muestreo están representados por puntos negros, mientras que

los puntos encerrados en un ćırculo son los correspondientes puntos de falla correspondientes a la

etapa (r − 1) de la simulación. En torno al valor medio de estos puntos de falla, representado por

un punto morado, se gráfica una elipse que representa la matriz de covarianza Σ de estos puntos de

falla. En la figura (4.14) se presentan los puntos de soporte, con triángulos los asociados a la etapa

(r − 1) y con diamantes los que se generan entorno al valor medio con proporciones asociadas a la

matriz de covarianza Σ y que serán utilizados en la etapa (r) de simulación.

El número de puntos de soporte depende del problema en análisis y esta basado en una serie de

factores como lo son el nivel de exactitud buscado, la dimension del espacio de parámetros inciertos,
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y el rango de variabilidad de los parámetros del modelo. La eficiencia computacional y exactitud

de las aproximaciones es analizada en los ejemplos de aplicación.

En el esquema de la figura (4.15) se presenta la incorporación de las técnicas de interpolación

en la parametrización de modelos reducidos desde las matrices nominales.

Figura 4.15: Incorporación Interpolación en Parametrización
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En el esquema de la figura (4.16) se resumen los procesos involucrados en la interpolación de

los modos de interfaz ΥIc para un punto de simulación θk. El esquema se desarrolla suponiendo

que los puntos de soporte ya fueron seleccionados con alguna de las técnicas presentadas.

Figura 4.16: Esquema Interpolación
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Caṕıtulo 5

Confiabilidad y Propagación de

Incertidumbre

En este caṕıtulo se explican los tipos de problemas de simulación que se consideran en los

ejemplos de aplicación. En estos problemas, se pondrán a prueba las técnicas de reducción y pa-

rametrización de modelos presentadas en los caṕıtulos anteriores. Se comienza con el problema de

evaluación de la confiabilidad, entregando detalles de como estimar numéricamente este proble-

ma y de las consideraciones en la solicitación utilizadas. Posteriormente se describe el problema

de propagación de incertidumbre, entregando detalles de como considerar la incertidumbre en los

parámetros del modelo utilizando campos aleatorios. Modelos espećıficos y sus correspondientes

resultados de simulación son presentados en los caṕıtulos posteriores de aplicación. Es importante

mencionar que estas simulaciones corresponden a problemas de re-análisis de alta dimensionalidad.

41
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5.1. Evaluación de la Confiabilidad

Considerando un sistema estructural sujeto a una excitación estocástica caracterizada por la

variable aleatoria w ∈ Ωw ⊂ Rnw , el cual es definido en términos de la función de densidad de

probabilidad p(w). Sin una pérdida de generalidad, se asume que las componentes de w son inde-

pendientes, esto es, p(w) =
∏nw
j=1 pj(wj) donde para cada j, pj es una distribución unidimensional

para wj . Adicionalmente, considerar un vector θ ∈ Ωθ ⊂ Rnθ de parámetros inciertos del modelo,

los cuales están caracterizados de manera probabiĺıstica por la función de densidad de probabilidad

q(θ).

El desempeño del sistema estructural debido a la excitación es caracterizado mediante nr res-

puestas de interés ri(t,w,θ), i = 1, ..., nr, t ∈ [0, T ], donde T es la duración de la excitación.

Claramente, la respuesta ri es función del tiempo (debido a la naturaleza dinámica de la carga),

pero además es función de los parámetros que caracterizan el modelo θ y el vector de variable alea-

toria w que caracteriza la excitación. La función de respuesta ri(t,w,θ), i = 1, ..., nr es obtenida

desde la solución de la ecuación de movimiento que caracteriza al modelo estructural presentada

en el caṕıtulo (2).

Con propósitos de confiabilidad, la probabilidad de primera excursión es utilizada para carac-

terizar el nivel de seguridad de la estructura [33]. Esta probabilidad mide las posibilidades que

tiene una respuesta de superar un cierto umbral preestablecido en un intervalo de tiempo espe-

cifico. En otras palabras, esta probabilidad mide la posibilidad de ocurrencia del evento de falla

F = d(w,θ) > 1, donde d(w,θ) es la llamada función normalizada de demanda. El correspondiente

dominio de falla es definido como

ΩF = {(w,θ)|d(w,θ) > 1} (5.1)

En la figura (5.1) se presenta esquemáticamente la región de falla en el espacio de parámetros

inciertos del modelo θ y de variables aleatorias que caracterizan la excitación w. Se observa que la

región segura queda separada de la región de falla por la curva correspondiente a d(w, θ) = 1).
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0

Región de Falla

Región Segura

Figura 5.1: Dominio de Falla

La función de demanda normalizada es definida como el máximo cuociente entre la respuesta

estructural de interés y el correspondiente nivel umbral, esto es

d(w,θ) = máx
i=1,...,nr

(
máx
t∈[0,T ]

(∣∣∣∣ri(t,w,θr∗i

∣∣∣∣)) (5.2)

donde r∗i , i = 1, ..., nr son los niveles de respuesta aceptados (nivel umbral). El cuociente ri(t,w,θ)/r∗i

puede ser interpretado como la razón entre demanda y capacidad al comparar el valor de la respuesta

ri(t,w,θ) con el máximo valor de r∗i .

La probabilidad de ocurrencia del evento de falla Pf puede ser expresada en términos de la

integral de probabilidad

Pf =

∫
ΩF

p(w)q(θ)dwdθ =

∫
w∈Ωw,θ∈Ωθ

IF (w,θ)p(w)q(θ)dwdθ (5.3)

donde IF (w,θ) es la función indicatriz la cual es 1 en caso que la función de demanda normalizada

es igual o mayor que 1 y 0 en otro caso. En general, la integral de probabilidad (5.3) involucra una

gran cantidad de variables aleatorias (cientos o miles) en el contexto de sistemas dinámicos bajo

solicitaciones estocásticas. Por lo tanto, esta integral representa un problema de confiabilidad de

alta dimensionalidad.

5.1.1 Estimación de la Confiabilidad

Como se indicó anteriormente, la integral de probabilidad (5.3) representa un problema de

confiabilidad de alta dimensionalidad. Adicionalmente, la estimación de la función de demanda

normalizada necesita la evaluación de la función indicatriz, lo que usualmente implica la solución
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del modelo de elementos finitos una gran cantidad de veces. Estas observaciones muestran que

es fundamental la aplicación de técnicas avanzadas de simulación para hacer frente a la integral

de probabilidad [34]. En particular, un método general aplicable, llamado Subset Simulation, es

utilizado en la presente formulación [35]. La generalidad de este método se debe al hecho que no se

basa en ningún supuesto geométrico de la topoloǵıa de falla. Actualmente, cálculos de validación

muestran que la técnica Subset Simulation es aplicada eficientemente en un amplio rango de sistemas

dinámicos [36, 37]. Algunos aspectos fundamentales de Subset Simulation son revisados en esta

sección.

La idea básica de la simulación Subset es descomponer el evento de falla F en secuencias anidadas

de eventos de falla F = Fm ⊂ Fm−1 ⊂ ... ⊂ F1 esto es F = ∩mr=1Fr. Por definición de probabilidad

condicional

P (F ) = P (Fm) = P (∩mr=1Fr) = P (F1)

m−1∏
r=1

P (Fr+1/Fr) (5.4)

La idea de los eventos de falla intermedios Fr se esquematiza en la figura (5.2) donde se tiene un

conjunto de muestras iniciales o no condicionadas y luego de la definición del primer evento de falla

F1, las muestras siguientes son generadas mediante cadenas de markov para cada evento sucesivo

Fr [38].

0
F1

muestras semilla

Muestras no condicionadas
Muestras condicionadas

F2 = F

Región de Falla

Región Segura

Cadenas de Markov

Figura 5.2: Simulación Subset

Entonces, la probabilidad de falla queda expresada como un producto de P (F1) y las proba-

bilidades de falla condicionadas {P (Fr+1/Fr), r = 1, ...,m − 1}. Se observa incluso que si P (F )

es pequeño, seleccionando m y Fr, r = 1, ...,m − 1 apropiadamente, la probabilidad condicional

puede ser aun suficientemente grande, y por lo tanto puede ser evaluada de manera eficiente por

simulación directa porque los eventos de falla son más frecuentes. Para la implementación uti-
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lizada, los eventos de falla intermedios son elegidos en forma adaptativa usando la información

de las muestras simuladas, las cuales corresponden a algún evento condicional de probabilidad de

falla. Para ser más espećıficos, la secuencia de eventos de falla intermedios está definida como

Fr = d(w,θ) > δr, r = 1, ...,m donde 0 < δ1 < ... < δm = 1 es una secuencia de valores umbrales

intermedios. Durante la simulación Subset los valores umbrales intermedios son generados adap-

tativamente, esto es, las probabilidades de falla condicionales son seleccionadas iguales a un valor

preestablecido, por ejemplo p0. Aśı, se puede ver que los valores de la función de demanda δ1, ..., δm,

a un nivel de probabilidad especifico, son estimados. Por esto, la simulación Subset esencialmente

genera muestras mientras los valores de la función de demanda correspondan a los niveles de pro-

babilidad preestablecidos. Por lo tanto, la probabilidad condicional es automáticamente igual a p0

excepto en la ultima etapa de simulación en la cual es P (Fm/Fm−1). La probabilidad de falla es

entonces estimada como

Pf ≈ pm−1
0

1

Nm

Nm∑
i=1

IFm(wm−1,i,θm−1,i) (5.5)

donde {(wm−1,i,θm−1,i, i = 1, ..., Nm} es el conjunto de muestras generadas en la ultima etapa

de la simulación Subset (etapa m − 1). Para la implementación actual de la simulación Subset

basada en [9,39], se asume que los parámetros inciertos del sistema θ no son independientes y están

caracterizados mediante un campo aleatorio que será desarrollado en una de las secciones siguientes.

5.1.2 Solicitación Śısmica

La excitación śısmica es modelada como un proceso estocástico no estacionario. En particular,

un modelo estocástico que combina un modelo Point Source con un pulso de velocidad [40]. El

modelo es caracterizado por los parámetros M que representa la magnitud de momento, dr que

representa la distancia epicentral, T que representa la duración de la excitación y ∆t que representa

el tamaño del intervalo de muestreo [9,41,42]. En la figura (5.3) se esquematizada la representación

f́ısica de la generación de la excitación śısmica.

Figura 5.3: Esquema Point Source
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Para ser mas espećıficos, para un evento dado de magnitud M y epicentro a una distancia dr,

el movimiento del suelo es obtenido de la siguiente forma. Primero, una secuencia discreta de ruido

blanco es generada como

wT =<
√

1/∆tωj >, j = 1, ..., nT (5.6)

donde ωj , j = 1, ..., nt, son variables aleatorias gausianas estándar independientes, idénticamente

distribuidas, ∆t es el intervalo de muestreo, y nT es el numero de intervalos iguales que compone a

la duración de la excitación T dividido por el intervalo de muestreo. La secuencia de ruido blanco es

modulada por una función envolvente. Se aplica la transformada de Fourier a la secuencia modulada

de ruido blanco y el espectro resultante es multiplicado por el espectro del movimiento del suelo.

Después, con la transformada de Fourier inversa, se devuelve al dominio del tiempo, para obtener

la aceleración del suelo como un registro tiempo historia. Detalles de este procedimiento aśı como

de la caracterización de la función envolvente y del espectro del movimiento del suelo pueden ser

encontrados en [9, 42–44].

t[s]
0 5 10 15 20 25 30

a
 [
m

/s
2
]

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Figura 5.4: Aceleración Basal

En la figura (5.4) se presenta un registro tiempo historia t́ıpico generado sintéticamente con el

método presentado, utilizando una magnitud de momento M = 7.0 y distancia de ruptura igual a

dr = 25Km. La duración de la excitación es tomada igual a T = 30[s] con un intervalo de muestreo

∆t = 0.01[s]. Aśı, la secuencia de ruido blanco contiene nT = 3001 variables aleatorias y por lo

tanto el vector de parámetros inciertos w involucra un problema de alta dimensionalidad.

5.2. Propagación de Incertidumbre

La importancia de manejar racionalmente la incertidumbre en los modelos matemáticos de los

sistemas dinámicos es ampliamente reconocida en el sentido de predecir de manera más precisa

las respuestas estructurales de interés [45, 46]. El campo de la probabilidad y estad́ıstica entrega

las herramientas para tomar en cuenta la incertidumbre en los parámetros estructurales y en las
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cargas. En esta sección se otorga especial énfasis a la incertidumbre en los parámetros del modelo

estructural θ y como éstas se trasmiten a propiedades o respuestas de interés. Algunas de estas

pueden ser las propiedades espectrales, respuesta en el dominio del tiempo o respuesta en el dominio

de la frecuencia, entre otras.

En este trabajo se considera algún elemento principal del sistema estructural y se genera un

campo aleatorio para modelar el comportamiento de las incertezas en alguno de los parámetros de

interés como por ejemplo el módulo de elasticidad. Es importante mencionar que se han desarrollado

técnicas que intentan aproximar el mecanismo de transmisión de las incertezas desde los parámetros

del modelo a las respuestas de interés, las cuales se pueden revisar en [21,47–53].

De manera ilustrativa, para guiar la exposición de los campos aleatorios que se utilizaran,

considere el sistema estructural de la figura (5.5) de el cual se separa como elemento principal el

núcleo central de muros de hormigón.

Figura 5.5: Campo Aleatorio

La rigidez del núcleo de hormigón, representada mediante el módulo de elasticidad, es conside-

rada incierta. Espećıficamente, el modulo de elasticidad de los elementos de muro es agrupado cada

dos pisos y es modelada mediante un campo aleatorio Log-normal homogéneo e isotrópico E con

valor medio µE1, desviación estándar σE y función de correlación dada por

R(∆) = exp (−β∆2) (5.7)

donde ∆ representa una distancia caracteŕıstica y β es un parámetro que permite ajustar el grado

de correlación. La correspondiente matriz de covarianza del proceso esta dada por ΣE = σ2
ER,

donde R es la matriz de correlación con coeficientes Rij = R(∆ij) , i, j = 1, ..., nθ, donde ∆ij es la

distancia entre el centroide de los grupos de elementos de muro i y j normalizada por el largo de

correlación l. Para el sistema estructural de la figura (5.5) se considera nθ = 8 y a modo de ejempo
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se presenta la distancia ∆23 que representa la distancia entre los grupos de elementos de muro 2 y

3 asociadas a los parámetros θ2 y θ3.

El campo aleatorio Log-Normal correspondiente al núcleo de hormigón puede ser expresado

como

E = exp (µN1 + ΦΛ1/2z) (5.8)

donde µN1 representa el valor medio del campo aleatorio gaussiano con

µN = ln (µE)− 1

2
ln (1 +

σ2
E

µ2
E

) (5.9)

Φ y Λ son los vectores y valores propios de la matriz de covarianza ΣN del campo aleatorio gaussiano

y son obtenidos desde

ΣN = ΦTΛΦ (5.10)

los correspondiente coeficientes de la matriz de covarianza están dados por

ΣNij = ln (1 +
σ2
ERij

µ2
E

) i, j = 1, ..., nθ (5.11)

por otro lado z es un vector de variables aleatorias normales independientes asociado a la respectiva

simulación con que se este trabajando.

Para llevar el campo aleatorio a la notación utilizada en los caṕıtulos anteriores en que los

parámetros del modelo esta representados por θ, se tiene que

θ = E./Ē (5.12)

donde ./ representa la división componente a componente y Ē corresponde al valor nominal del

modulo de elasticidad de cada componente del campo aleatorio.

Distancia [m]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

R
ij

0

0.2

0.4
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0.8

1
β = 0.01
β = 1
β = 5
β = 20

Figura 5.6: Función de Correlación
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En la figura (5.6) se presentan valores t́ıpicos de los elementos de la matriz de correlación Rij

respecto a los valores de distancia entre el grupo 1 y el grupo j , j = 1, ..., 8. Se graf́ıcan los

valores correspondientes para varios valores del parámetro β. Si el parámetro β es muy pequeño la

función de correlación tiende a 1 en forma independiente a la distancia, lo cual representa un campo

aleatorio fuerte o completamente correlacionado, lo cual en términos f́ısicos esto significa que los

muros de todos los grupos tienen la misma rigidez o modulo de elasticidad. Por otro lado cuando

el parámetro β es muy grande, los valores de la función de correlación tienden a ser 1 solo para la

distancia 0 que corresponde a los muros del primer grupo, lo cual en términos f́ısicos representa que

la rigidez o modulo de elasticidad de cada piso es completamente independiente a la de los otros

grupos.

En las distintas aplicaciones se utiliza un valor intermedio del parámetro β, debido a que por

motivos constructivos en general se tiene una cierta dependencia entre las propiedades de elementos

adyacentes. La correcta selección de este parámetro mejora la representatividad que tiene el modelo

del sistema estructural en la realidad.

Una de las formas en que se puede analizar la influencia o propagación de las incertezas en

los parámetros estructurales es generar un numero Nm de muestras gobernadas por el campo

aleatorio como se ilustra en la figura (5.7), en la cual se presenta un campo aleatorio bidimensional

con un valor del parámetro β intermedio. Se generan las Nm muestras en el espacio de variables

independientes z y por medio de las ecuaciones (5.8) y (5.12) las muestran son transformadas

al espacio de parámetros del modelo estructural θ. Posteriormente, diversos análisis pueden ser

realizados sobre estas muestras y con los resultados obtenidos se realizan estad́ısticas que permiten

entender como se propagan la incertidumbre.

Figura 5.7: Muestras Campo Aleatorio

Para el caso de las frecuencias de vibración del modelo estructural, tomando cada una de las

muestras θj , j = 1, ..., Nm se realiza un histograma de las frecuencias mas importante (ω1 a ω5).
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De la variabilidad que tiene cada una se desprende como se ven influenciadas por la incertidumbre

en los parámetros estructurales. En la figura (5.8) se ilustra esta idea. Se observa en este caso que

las primeras frecuencias (ω1 y ω2) se ven poco afectadas por la incertidumbre en los parámetros

estructurales, teniendo baja variabilidad. Por otro lado las frecuencias altas (ω4 y ω5) se ven muy

afectadas teniendo una gran variabilidad.
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Figura 5.8: Histograma Frecuencias

Otra posible forma de analizar la propagación de la incertidumbre, es analizar la respuesta

estructural para cada una de las muestras θj , j = 1, ..., Nm. En la figura (5.9) se presenta ilus-

trativamente la respuesta en el dominio de la frecuencia de un grado de libertad j debido a una

excitación armónica en un grado de libertad i. La linea principal representa el valor medio de las

respuestas mientras que el área sombreada representa el intervalo de confianza del 95 %. Se observa

una alta variabilidad en las frecuencias altas (ω3 y ω4), lo cual implica que estas frecuencias se ven

mucho más influenciadas por la incertidumbre en los parámetros del modelo.
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Figura 5.9: Respuesta Dominio de la Frecuencia
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Para analizar efectivamente la propagación de incertidumbre se deben realizar análisis a muchos

modelos del sistema estructural, por lo que hacer estos análisis de manera eficiente es fundamental,

con lo cual las técnicas de reducción pueden tener gran importancia. La eficacia de las técnicas de

reducción en este ámbito son evaluadas en los caṕıtulos de ejemplos de aplicación.
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Caṕıtulo 6

Ejemplo de Aplicación 1

En este caṕıtulo se describe la aplicación de las técnicas de reducción a un modelo de marcos

de hormigón. Se comienza con la descripción del modelo y la subestructuración utilizada, que dará

origen a los modelos reducidos. Se formula el problema de confiabilidad en el cual se probará el

desempeño de los modelos reducidos, se describen la solicitación y las propiedades del campo aleato-

rio utilizadas. Posteriormente, se realiza un análisis completo de las distintas técnicas de reducción

presentadas, incluyendo parametrización e interpolación. Finalmente se presentan los resultados de

las simulaciones de confiabilidad mediante el método Subset, entregando detalles de la reducción

en costo computacional.
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6.1. Descripción del Modelo

El modelo consiste en un marco plano de 8 pisos, con columnas de sección 40× 40[cm] y vigas

de sección 40× 40[cm]. La altura de columnas es de 5[m], mientras que el largo de las vigas es de

10[m] . El material considerado es Hormigón H30 con módulo de elasticidad 2.485E10[N/m2]. El

modelo cuenta con un total de 408 grados de libertad. En la figura (6.1) se presenta un esquema

del modelo con las respectivas dimensiones.

Figura 6.1: Esquema marco 8 pisos

La subestructuración se realiza por columnas y vigas asociadas a cada piso, como se presenta

en la figura (6.2). El sistema queda definido por un total de 16 subestructuras Sj , j = 1, ..., 16.

Figura 6.2: Esquema Subestructuras marco 8 pisos
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La configuración de reducción utilizada se presenta en tabla (6.1).

Modos internos Modos de borde

Caso S1 - S8 S9 - S16 B1 - B8 Total

m-1 4 3 20 76

Tabla 6.1: Casos Modelos Reducidos

Los grados de libertad de borde son 96, distribuidos en 8 bordes (B1-B8). Se considera reducción

de los grado de libertad de borde a un total de 20, con una reducción al 20 %. En total, se tiene

una reducción al 18.6 % en la cantidad total de grados de libertad. En el apéndice (B) se detalla la

definición de las interfaces.

6.2. Formulación del Problema

Para ilustrar el desempeño de la estructura, ésta es caracterizada mediante la probabilidad de

ocurrencia de un evento de falla relacionado con el desplazamiento relativo del ultimo piso (octavo)

respecto al suelo. La correspondiente función de demanda normalizada esta dada por:

d(w,θ) = máx
t∈[0,T ]

(∣∣∣∣δ(t,w,θ)

δ∗

∣∣∣∣) (6.1)

donde δ es el desplazamiento en la parte superior de la estructura y δ∗ = 0.2[m] el nivel de

desplazamiento aceptado el cual corresponde a un 0.5 % de la altura.

La duración de la solicitación es tomada igual a T = 30[s] con intervalos iguales a ∆t = 0.01[s].

Aśı, la secuencia tiene nT = 3001 variables aleatorias. Los correspondientes valores de magnitud de

momento y distancia de ruptura son M = 7.0 y dr = 25[km].

La rigidez de las columnas, representada mediante el módulo de elasticidad, es considerada

incierta. Espećıficamente, el módulo de elasticidad de los elementos columnas de los distintos pisos

es modelada mediante un campo aleatorio Log-normal homogéneo e isotrópico E con valor medio

µE1, desviación estándar σE . El valor medio y la desviación estándar del campo aleatorio Log-

normal son seleccionados como µE = 2.485×1010[N/m2] y σE = 2.0×109[N/m2], respectivamente.

Los parámetros θ del modelo quedan expresados por

θi = Ei/Ē i = 1, .., 8 (6.2)

donde Ē = µE . En la figura (6.3) se presenta un esquema de las distancias utilizadas entre las

componentes y sus correspondientes parámetros. El largo de correlación es utilizado como l = 35m

y a modo de ejemplo en la figura, el largo entre las subestructuras 2 y 3 tiene el valor ∆23 = 5[m].
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Figura 6.3: Esquema Campo Aleatorio

El efecto del parámetro β (relacionado con el grado de correlación del campo aleatorio) sobre

la función de correlación Rij se ve reflejado en la figura (6.4), donde se presenta la función R1j en

función de ∆1j , ambos referidos a la correlación entre el primer piso y los restantes j, j = 1, ..., 8.

Distancia [m]
0 5 10 15 20 25 30 35

R
ij

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
β = 0.01
β = 1
β = 5
β = 20

Figura 6.4: Correlación campo aleatorio

Se considera el campo con β = 0.01 fuertemente correlacionado, con β = 1 débilmente corre-

lacionado y con β → ∞ no correlacionado. El efecto del parámetro β sobre la confiabilidad del

sistema será analizado en las siguientes secciones.
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6.3. Modelo Reducido Nominal

Para verificar la exactitud de los modelos reducidos, las frecuencias y modos de vibrar del sis-

tema completo son comparadas con los correspondientes al modelo reducido m-1. Se generan el

modelo basado en modos dominantes D, con reducción de interfaz DI y con la corrección para el

caso con reducción de interfaz DIR. La comparación de frecuencias se presenta en la tabla (6.2) y

en forma gráfica en la figura (6.5).

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 5.034 2.772E-04 2.772E-04 1.862E-10

2 15.572 2.845E-03 2.845E-03 1.138E-08

3 27.373 9.892E-03 9.893E-03 1.065E-06

4 40.890 2.522E-02 2.526E-02 3.393E-05

5 56.142 5.324E-02 5.336E-02 1.549E-04

6 72.528 9.307E-02 9.335E-02 5.060E-04

7 77.178 1.284E-02 1.328E-02 4.602E-04

8 82.483 1.311E-02 1.330E-02 2.406E-04

9 86.012 1.313E-02 1.372E-02 5.555E-04

10 87.556 9.242E-02 9.811E-02 5.972E-03

Tabla 6.2: Comparación errores
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Figura 6.5: Errores Frecuencias

La comparación de los modos de vibrar se presentan en la figura (6.6), por medio del criterio

MAC, el cual es presentado en el apéndice (A).
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Figura 6.6: MAC modelo m-1 nominal

En la comparación de frecuencias, se observa que entre el modelo D y DI no hay mucha diferencia,

mientras que al comparar con el modelo DIR hay una gran mejora, al incorporar los efectos de los

modos residuales. Por otro lado al comparar los modos, los resultados son prácticamente iguales,

lo que indica que se podŕıa hacer realizado un reducción mucho mayor.
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En la tabla (6.3) se presentan los tiempos asociados a las actividades necesarias para generar

cada uno de los modelos reducidos, de esta forma se puede visualizar cuales de estas consumen

mayor tiempo en la generación de los modelos reducidos.

Actividad Tiempo [s]

1 Ensamble Componentes 0.0667

2 Frecuencias Componentes 0.0963

3 Matrices Base Reducción 0.0010

4 Frecuencias Borde 0.0198

5 Matrices Base Corrección 0.0075

6 TR1 y TR2 con reducción 0.0018

Tabla 6.3: Tiempos Ensable

Posteriormente, en la tabla (6.4), se resumen los tiempos asociados a la construcción de cada

modelo, comparando estos tiempos con los asociados al ensamble y análisis modal de la estructura

completa (Estructura).

Modelo Base [s] Generación [s] speed-up Total [s]

Estructura - 0.0962 1.00 0.0962

D 0.1640 0.0228 4.21 0.1868

DI 0.1640 0.0430 2.23 0.2070

DIR 0.1854 0.0432 2.23 0.2286

Tabla 6.4: Tiempos Modelos

Dentro del tiempo Base se consideran los tiempos de ensamble y cálculo de frecuencias de

matrices componentes de los modelos reducidos, actividades que solo se deben realizar una vez

en un proceso de re-análisis al utilizar las parametrizaciones presentadas. Mientras que en tiempo

Generación, se considera el tiempo de acople de matrices componentes, el análisis modal de la

interfaz y del modelo completo, actividades que se deben realizar para cada muestra en un proceso

de re-análisis.

Se observa que en los tiempos de generación hay un factor de aumento de velocidad (speed-up)

entre 2 y 4, pero en el tiempo total de construcción del punto nominal se utiliza más tiempo en los

modelos reducidos. Dado que estas técnicas son utilizadas en simulaciones basadas en re-análisis, al

calcular reiteradas muestras, el tiempo de generación es el que predomina, con lo cual los modelos

reducidos se vuelven más efectivos que el ensamble elemento a elemento de la estructura completa.
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6.4. Parametrización

Para analizar las parametrizaciones sobre el modelo m-1, se consideran la combinación de

parámetros asociada a los puntos: θk1 = [0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9] y

θk2 = [1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1]. Los cuales corresponden a un punto más flexible (θk1) y

uno más ŕıgido (θk2). En las tablas (6.5) y (6.6) se presenta la comparación de los errores para los

distintos modelos reducidos. Adicionalmente, en las figuras (6.7) y (6.8) se presentan las mismas

comparaciones en forma gráfica.

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 4.938 4.002E-04 2.665E-04 1.744E-07

2 15.233 3.946E-03 2.709E-03 3.610E-06

3 26.659 1.285E-02 9.276E-03 2.607E-05

4 39.619 3.042E-02 2.326E-02 1.376E-04

5 54.108 5.978E-02 4.828E-02 4.308E-04

6 69.546 9.817E-02 8.334E-02 1.091E-03

7 75.614 1.830E-02 1.304E-02 2.072E-02

8 80.754 2.130E-02 1.324E-02 2.222E-02

9 84.104 1.169E-01 1.058E-01 6.914E-03

10 84.262 1.992E-02 1.367E-02 2.855E-02

Tabla 6.5: Comparación errores θk1

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 5.119 1.692E-04 2.868E-04 1.352E-07

2 15.875 1.871E-03 2.970E-03 3.022E-06

3 28.023 7.236E-03 1.048E-02 2.496E-05

4 42.065 2.046E-02 2.720E-02 1.564E-04

5 58.041 4.708E-02 5.843E-02 1.054E-03

6 75.329 8.802E-02 1.035E-01 3.331E-03

7 78.630 8.525E-03 1.349E-02 1.958E-02

8 84.067 6.705E-03 1.333E-02 2.075E-02

9 87.600 7.875E-03 1.374E-02 2.637E-02

10 89.920 5.534E-02 7.333E-02 2.646E-02

Tabla 6.6: Comparación errores θk2
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Figura 6.7: Errores Frecuencias θk1
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Figura 6.8: Errores Frecuencias θk2

Se observa que utilizando el modelo DIR se tienen mejores resultados en las 5 primeras frecuen-

cias, las cuales son las más importantes para la respuesta en desplazamiento. Incluso al mantener

la matriz de corrección TR1 y TR2 constantes, la disminución en el error es bastante considerable.

Esto se debe a que las matrices asociadas al modelo DIR se ven actualizadas en una parte de la
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60 Caṕıtulo 6. Ejemplo de Aplicación 1

parametrización por medio de la actualización de los modos de interfaz ΥI . Por otro lado se observa

que los resultados del modelo DI son mejores que los del modelo D para θk1 que para θk2, esto se

debe a que la estructura en θk2 es más ŕıgida con lo que se deben usar frecuencias de corte más

altas para aproximar correctamente las frecuencias de la estructura.

La comparación de los modos de vibrar por medio del criterio MAC se presenta en la figura

(6.9) para el punto θk1. Por otra parte, para el punto θk2 se presentan las figuras (6.10).
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Figura 6.9: MAC parametrización modelo m-1 en θk1
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Figura 6.10: MAC parametrización modelo m-1 en θk2

Se observa en ambos casos que el uso de la matriz TR nominal mantiene un buena relación entre

los modos de la estructura y los modos del modelo reducido. El pequeño error en el modelo DIR

para el punto θk2 se debe a valores residuales que acumulan en error en las multiplicaciones de las

matrices componentes.
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En la tabla (6.7) se realiza una comparación de los tiempos asociados a construir las matrices del

modelo completo (Estructura) y los modelos reducidos correspondientes en un punto θk, utilizando

las parametrizaciones presentadas.

Cargar Base Actualización Generación Total speed-up

Modelo [s] [s] [s] [s] Parametrización [s] [s]

Estructura 0.0004 - - 0.0962 0.0962 1.00

D 0.0035 0.1640 0.0009 0.0215 0.0224 4.29

DI 0.0055 0.1640 0.0223 0.0214 0.0437 2.20

DIR 0.0171 0.1854 0.0252 0.0178 0.0430 2.20

Tabla 6.7: Tiempos Parametrización

En Actualización se incluyen todos los cálculos asociados a pasar desde las matrices nominales a

las correspondientes al punto de análisis θ. Se observa que para los modelos DI y DIR los tiempos

de actualización son bastante mayores a los tiempos del modelo D, lo cual se debe a que para cada

nuevo θk se debe recalcular el problema de valores y vectores propios de interfaz. Esto, justifica la

utilización de la interpolación que disminuye los tiempos asociados al análisis modal de la interfaz.

Los modelos reducidos tienen un factor de aumento de velocidad de cálculo por punto (speed-up)

de entre 2 y 4.
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6.5. Interpolación de Interfaz

Dado el alto costo computacional en la interfaz, se analiza el efecto de la interpolación en la pa-

rametrización. Para esto, se realiza la comparación de frecuencias y modos en los mismos puntos que

la parametrización para el modelo m-1. Se utilizan como puntos de soporte 36 puntos distribuidos

en forma uniforme en θ entre 0.8 y 1.2 para la interpolación lineal. Para la interpolación cuadrática,

se utilizan 72 puntos, los cuales corresponden a la reflexión puntual de los 36 puntos de la interpola-

ción lineal, como se explica en el capitulo (4). En las tablas (6.8) y (6.9) se presenta la comparación

de los errores para los distintos modelos reducidos. Adicionalmente, en las figuras (6.7) y (6.8) se

presentan las mismas comparaciones en forma gráfica. El texto ‘ IB’ agregado al nombre del mo-

delo, significa que se han utilizado la interpolación de borde para el modelo correspondiente. Por

otro lado ‘(lin)’ o ‘(cua)’ esta asociado al uso de la interpolación lineal o cuadrática respectivamente.

Est. DI IB DIR IB DI IB DIR IB

(36lin) (36lin) (72cua) (72cua)

N [rad/s] [ %] [ %] [ %] [ %]

1 4.938 3.17E-04 5.13E-05 2.90E-04 2.39E-05

2 15.233 2.83E-03 1.28E-04 2.75E-03 4.58E-05

3 26.659 9.35E-03 1.02E-04 9.29E-03 4.43E-05

4 39.619 2.34E-02 3.44E-04 2.33E-02 2.36E-04

5 54.108 4.86E-02 8.23E-04 4.84E-02 6.67E-04

6 69.546 8.36E-02 1.36E-03 8.34E-02 1.11E-03

7 75.614 1.31E-02 2.07E-02 1.31E-02 2.08E-02

8 80.754 1.32E-02 2.22E-02 1.32E-02 2.22E-02

9 84.104 1.05E-01 7.02E-03 1.06E-01 7.20E-03

10 84.262 1.36E-02 2.85E-02 1.36E-02 2.85E-02

Tabla 6.8: Comparación errores θk1

Est. DI IB DIR IB DI IB DIR IB

(36lin) (36lin) (72cua) (72cua)

N [rad/s] [ %] [ %] [ %] [ %]

1 5.119 8.30E-04 5.44E-04 3.21E-04 3.46E-05

2 15.875 3.42E-03 4.57E-04 3.02E-03 5.31E-05

3 28.023 1.11E-02 6.83E-04 1.05E-02 8.45E-05

4 42.065 2.80E-02 9.73E-04 2.72E-02 2.38E-04

5 58.041 5.97E-02 2.39E-03 5.85E-02 1.21E-03

6 75.329 1.05E-01 5.20E-03 1.03E-01 3.25E-03

7 78.630 1.38E-02 1.99E-02 1.36E-02 1.97E-02

8 84.067 1.33E-02 2.07E-02 1.33E-02 2.07E-02

9 87.600 1.37E-02 2.63E-02 1.37E-02 2.63E-02

10 89.920 7.47E-02 2.79E-02 7.18E-02 2.52E-02

Tabla 6.9: Comparación errores θk2
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Figura 6.11: Errores Frecuencias θk1
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Figura 6.12: Errores Frecuencias θk2
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En los gráficos, se incluye los errores para los modelos DI y DIR, los cuales sirven de referencia

para analizar el efecto de la interpolación. Se observa que los modelos DI IB se mantienen cercanos

al modelo DI, siendo levemente mejor el con interpolación cuadrática. Por otro lado, los mode-

los DIR IB se encuentran entre los errores asociados al modelo DI y DIR, mostrando ahora más

claramente una mejor aproximación para la interpolación con puntos de soporte cuadráticos.

En la figura (6.13) se presenta la comparación de los modos para el punto θk1 por medio del

criterio MAC. Adicionalmente, en las figuras (6.14) se presenta la comparación de los modos para

el punto θk2.
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Figura 6.13: MAC interpolación modelo m-1 en θk1
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Figura 6.14: MAC interpolación modelo m-1 en θk2

En todos los casos los resultados son muy buenos. Como se mencionó anteriormente, esto indica

que se podŕıa haber realizado una reducción aun mayor tanto a nivel de subestructura como de

interfaz.
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En la tabla (6.10) se presentan los tiempos requeridos para construir los puntos de soporte,

junto al tiempo necesario para cargar la base cuando se quiera utilizar.

Modelo Nominal [s] Base [s] Cargar [s] Total [s]

DI IB (36 lin) 0.2070 0.8028 0.0662 1.0760

DI IB (72 cua) 0.2070 1.6056 0.1159 1.9285

DIR IB (36 lin) 0.2292 0.8028 0.0762 1.1082

DIR IB (72 cua) 0.2286 1.6056 0.1361 1.9703

Tabla 6.10: Tiempos construcción Base

Por otra parte en la tabla (6.11) se presenta una comparación de los tiempos asociados a la

construcción de las matrices del modelo reducido utilizando las interpolaciones lineal y cuadrática

respectivamente para un punto θk:

Actualización Generación Total speed-up

Modelo [s] [s] Parametrización [s] [s]

Estructura - 0.0962 0.0962 1.00

DI IB (36 lin) 0.0068 0.0238 0.0306 3.14

DI IB (72 cua) 0.0080 0.0226 0.0306 3.14

DIR IB (36 lin) 0.0083 0.0193 0.0276 3.48

DIR IB (72 cua) 0.0099 0.0211 0.0310 3.10

Tabla 6.11: Tiempos Ensamble

Al utilizar las interpolación el factor de velocidad de cálculo por muestras (speed-up) aumenta

desde 2 a más de 3, lo cual se debe a la reducción de tiempo en interpolar el problema de valores

y vectores propios de interfaz.
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6.6. Resultados Confiabilidad

En esta sección se presentan los resultados del análisis de confiabilidad utilizando el método

Subset. Para revisar la influencia de la variabilidad de las componentes estructurales, se realiza un

análisis suponiendo que los módulos de elasticidad están fijos en 0.8, 1 y 1.2 del valor nominal en

cada caso. En la figura (6.15) se presenta la curva de probabilidad de falla en función del valor

umbral para un promedio de 5 semillas.
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Figura 6.15: Pfalla vs Nivel umbral

Las correspondientes probabilidades de falla se presentan en la tabla (6.12).

θ Pfalla

0.8 5.438E-04

1.0 1.854E-04

1.2 6.458E-05

Tabla 6.12: Probabilidades de Falla θ fijo

Para θ = 0.8× 1 se obtiene una probabilidad más grande debido a que se tiene una estructura

más flexible, con lo cual tendeŕıan a incrementarse los desplazamientos de techo, lo cual corrobora

una probabilidad de falla más alta. Por otro lado, para θ = 1.2×1 se tiene una estructura más ŕıgida,

con lo cual tendeŕıan a reducirse los desplazamientos de techo, lo cual corrobora una probabilidad

de falla más pequeña.

Se observa que con las variaciones de ±20 % en los parámetros no se generan grandes diferencias

en las curvas de probabilidad de falla. Para obtener mayores detalles de esta influencia, se debeŕıan

realizar análisis de sensibilidad, lo cual se abordará en trabajos futuros.
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Utilizando la misma linea, aplicando confiabilidad con los parámetros del modelo fijos en algún

punto, en la figura (6.16) se presentan las curvas de probabilidad de falla utilizando los distintos

modelos reducidos para una combinación de los parámetros θ = 1.1× 1, en conjunto a la respues-

ta de la estructura completa. Adicionalmente en la tabla (6.13) se presentan las correspondientes

probabilidades de falla.

Modelo Pfalla error [ %]

Est. 1.208E-04 -

D 1.201E-04 0.60

DI 1.201E-04 0.60

DIR 1.208E-04 0.00

Tabla 6.13: Probabilidades de Falla θ = 1.1
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Figura 6.16: Pfalla vs Nivel umbral

Para revisar los efectos de la interpolación y corrección se presentan en las figura (6.17) las

curvas de probabilidad analizando solo los efectos de la interpolación y en la figura (6.18) las curvas

de probabilidad de falla analizando los efectos de la interpolación y corrección. En las tablas (6.14)

y (6.15) se presentan las correspondientes tablas con las probabilidades de falla
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Figura 6.17: Probabilidad de Falla DI IB

Modelo Pfalla error [ %]

DI IB (36 lin) 1.201E-04 0.56

DI IB (72 cua) 1.208E-04 0.00

Tabla 6.14: Probabilidades de Falla θ = 1.1× 1
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Figura 6.18: Probabilidad de Falla DIR IB

Modelo Pfalla error [ %]

DIR IB (36 lin) 1.208E-04 0.00

DIR IB (72 cua) 1.208E-04 0.00

Tabla 6.15: Probabilidades de Falla θ = 1.1× 1
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Se observa que los errores en las probabilidades de falla son bastante pequeños, lo cual indica

que se pueden obtener modelos reducidos aun más pequeños.

Una vez analizados los resultados para los parámetros del modelo fijos, se analiza el caso cuando

están modelados por un campo aleatorio con σ = 0.1, el cual fue presentado anteriormente. Se realiza

un análisis utilizando las distintas combinaciones del parametro β, para visualizar la influencia de

este parámetro en la confiabilidad. En la figura (6.19) se presentan las curvas de probabilidad en

función del valor umbral para β = 0.01, 1 y ∞, considerando un promedio de 5 semillas.
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Figura 6.19: Pfalla vs Nivel umbral

Las correspondientes probabilidades de falla se presentan en la tabla (6.16).

β Pfalla

0.01 2.2100E-04

1.00 1.922E-04

Inf 1.808E-04

Tabla 6.16: Probabilidad de Falla distintos factores β

Al utilizar un β grande la probabilidad de falla tiende a ser más pequeña, lo puede ser causado

por una compensación de las respuestas de las distintas muestras, que para este caso tendŕıan un

comportamiento más bien independiente.

Se observa que la influencia del factor β considerando una variabilidad del 10 % es bastante

baja, no pudiendo diferenciar cada una de las curvas de probabilidad en la escala completa.
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Considerando la confiabilidad con la modelación de los parámetros estructurales utilizando el

campo aleatorio, en la figura (6.20) se comparan las curvas de probabilidad en función del nivel

umbral considerando β = 1 (un valor intermedio).En la tabla (6.17) se presentan los correspondien-

tes valores de probabilidad de falla.

Modelo Pfalla error [ %]

Est. 1.922E-04 -

D 1.924E-04 0.10

DI 1.922E-04 0.00

DIR 1.922E-04 0.00

Tabla 6.17: Probabilidades de Falla β = 1
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Figura 6.20: Pfalla vs Nivel umbral

Para revisar los efectos de la interpolación y corrección se presentan en las figura(6.21) las curvas

de probabilidad analizando solo los efectos de la interpolación y en la figura (6.22) las curvas de

probabilidad de falla analizando los efectos de la interpolación y corrección. En las tablas (6.18) y

(6.19) se presentan las correspondientes tablas con las probabilidades de falla
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Figura 6.21: Pfalla vs Nivel umbral DI IB
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Figura 6.22: Pfalla vs Nivel umbral DIR IB

Modelo Pfalla error [ %]

DI IB (36 lin) 1.922E-04 0.00

DI IB (72 cua) 1.922E-04 0.00

Tabla 6.18: Probabilidades de Falla β = 1

Modelo Pfalla error [ %]

DIR IB (36 lin) 1.922E-04 0.00

DIR IB (72 cua) 1.922E-04 0.00

DIR aIB (72 cua) 1.922E-04 0.00

Tabla 6.19: Probabilidades de Falla β = 1
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Caṕıtulo 6. Ejemplo de Aplicación 1 69

Se observa que los errores son incluso menores que cuando se utilizaban los parámetros del

modelo fijos, esto se puede explicar por el efecto de compensación que ocurre en las respuestas para

las distintas muestras.

A modo de resumen de los tiempos de ejecución de los procesos de confiabilidad utilizando los

modelos reducidos, en la tabla (6.20) se presenta una comparación de los tiempos asociados a la

construcción de las matrices correspondientes a cada modelo reducido y al proceso de simulación

Subset.

Modelo Base [s] Parametrización [s] Confiabilidad [s] Total [s] speed-up [s]

Estructura 0.0004 0.0962 2047.8* 2047.8* 1.00

D 0.1675 0.0224 602.7 602.9 3.39

DI 0.1695 0.0437 1013.0 1013.2 2.02

DIR 0.1925 0.0430 1272.6 1272.8 1.60

DI IB (36 lin) 1.0760 0.0306 723.5 724.6 2.82

DI IB (72 cua) 1.9285 0.0306 725.6 727.5 2.81

DIR IB (36 lin) 1.1082 0.0276 697.8 698.9 2.93

DIR IB (72 cua) 1.9703 0.0310 733.4 735.3 2.78

DIR aIB (36 lin) 6.932 0.0276 714.8 721.7 2.83

Tabla 6.20: Tiempos Subset (Los tiempos con * son estimados)

En cada proceso de Subset se realizaron 4 etapas, lo que equivale a 3700 re-análisis por semilla,

considerando actualización, ensamblaje y respuesta. Se observa que los factores de aumento de

velocidad (speed-up) son similares a los factores de tiempo de parametrización.

Para el caso del modelo DIR aIB, se utilizan los puntos de soporte adaptativos presentados en el

capitulo (4). En este caso, el tiempo utilizando puntos de soporte adaptivos prácticamente el mismo

que utilizando puntos de soporte fijos, lo cual se debe a que el sistema estructural es pequeño y

predomina el tiempo asociado al proceso de simulación.

En este caso, predomina el modelo D, que corresponde a la reducción basada en modos domi-

nantes. Utilizando una mayor reducción de interfaz y una menor cantidad de puntos de soporte se

pueden igualar los tiempos de simulación. El grado de reducción de interfaz y la cantidad de puntos

de soporte a utilizar es materia de investigación.
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Caṕıtulo 7

Ejemplo de Aplicación 2

Utilizando el sistema estructural descrito en el caṕıtulo anterior, se revisa la eficacia del uso de

la matriz de corrección estática TR constante evaluado en el valor nominal (θn). Esto se realiza

por medio del análisis de propagación de incertidumbre. Se analiza el efecto de la incertidumbre en

las propiedades de los materiales, modeladas por medio de un campo aleatorio, en las frecuencias

del modelo y la respuesta en el dominio de la frecuencia del sistema completo.
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7.1. Respuesta en el dominio de la frecuencias

La respuesta en el dominio de la frecuencia puede ser caracterizada por la función de transfe-

rencia Hpk(ω). Esta función representa la respuesta en el grado de libertad p del sistema original

de elementos finitos debido a una fuerza unitaria armónica de frecuencia ω aplicada en el grado de

libertad k. Asumiendo que los modos están normalizados por la matriz de masa y que se utiliza

amortiguamiento viscos clásico la función de transferencia queda dada por

Hpk =

N∑
j=1

ϕpjϕkj
(ω2
j − ω2 + i2ξjωjω)

(7.1)

donde i =
√
−1, N es el numero de modos a utilizar en la respuesta, ωj , j = 1, ..., N son las

frecuencias obtenidas desde el modelo reducido, ξj , j = 1, ...N son las razones de amortiguamiento

para cada modo. Por otro lado, p y k son las componentes del modo ϕj del modelo de elemen-

tos finitos completo. Es importante mencionar que las aproximaciones de los modos del sistema

completo pueden ser obtenidos al resolver el problema de valores propios reducido.

(K̂DIR − ŵ2
DIRjM̂DIR)ϕ̂DIR = 0 (7.2)

donde M̂ y K̂) son las matrices de masa y rigidez reducidas. Posteriormente, aplicando la transfor-

maciones de coordenadas presentadas en el capitulo (2) se obtiene la aproximación para los modos

del sistema completo ϕ̂sDIR como

ϕ̂sDIR = LTDIRϕ̂DIR (7.3)
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7.2. Comparación frecuencias

Se genera un número Nm = 1000 de muestras θ modeladas con el campo aleatorio de las

subestructuras de columnas presentado en el capitulo (6). Tomando cada una de las muestras

θj , j = 1, ..., Nm se generan los correspondientes modelos reducidos DIR(θj) y se realiza un his-

tograma de las 5 primeras frecuencias, las cuales corresponden a las que tienen mayor influencia

en la respuesta estructural. En la figura (7.1) se presentan los histogramas de frecuencias para las

Nm muestras utilizando el modelo de elementos finitos completo (a) y el modelo con reducción de

interfaz corregido (DIR) (b).
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Figura 7.1: Histograma frecuencias modelo m-1

No hay diferencia apreciable desde los gráficos en la utilización de la estructura o del modelo

reducido. De la variabilidad del histograma asociado a cada frecuencia, se observa como se ven

influenciadas por la incertidumbre en los parámetros estructurales. El histograma asociado a la

primera frecuencias (5.34[rad/s]) tiene una variabilidad muy baja, por lo tanto la influencia de la

incertidumbre en los parámetros estructurales es muy baja. Por otro lado, el histograma asociado a

la quinta frecuencia (56.14[rad/s]) tiene gran variabilidad, por lo tanto esta muy influenciado por

la incertidumbre en los parámetros del modelo.
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7.3. Resultados Respuesta

En esta sección se analizan los efectos de la variabilidad estructural en la respuesta en el dominio

de la frecuencia de la sección (7.1). En la figura (7.2) se presenta la respuesta horizontal del piso

8 debido a una solicitación horizontal en el piso 1. En (a) se presenta la respuesta exacta con el

modelo de la estructura y en (b) la respuesta utilizando el modelo reducido corregido DIR. La linea

central corresponde al valor medio de las respuestas, mientas que el área sombreada representa el

intervalo de confianza del 95 %.
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Figura 7.2: Respuesta dominio frecuencia piso 8

En la figura (7.3) se presenta la respuesta horizontal del piso 1 debido a una solicitación hori-

zontal en el piso 1. En (a) se presenta la respuesta exacta con el modelo de la estructura y en (b) la

respuesta utilizando el modelo reducido corregido DIR. La linea central corresponde al valor medio

de las respuestas, mientas que el área sombreada representa el intervalo de confianza del 95 %.
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Figura 7.3: Respuesta dominio frecuencia piso 1

En ambos casos, no hay diferencia apreciable entre la respuesta generada con el modelo estruc-

tural completo o con el modelo reducido. De la misma forma que en el histograma de frecuencias, se
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observa que las frecuencias mas altas son mucho más influenciadas por el efecto de la incertidumbre

en los parámetros del modelo.

7.4. Comparación de Tiempos

En la tabla (7.1) se presentan los tiempos de calculo para la respuesta en el dominio de la

frecuencia. Se comparan el tiempo de la estructura completa con los tiempos del modelo DIR y

DIexR. Este ultimo corresponde al modelo DIR actualizando las matriz TR de la corrección.

Modelo Base [s] Generación [s] Respuesta Total [s] speed-up [s]

Estructura - 0.0962 0.13 226 1.00

DIR 0.1640 0.0430 0.13 173 1.30

DIexR 0.1640 0.0569 0.13 187 1.21

Tabla 7.1: Tiempos Respuesta dominio de la frecuencia

Se logra un aumento de velocidad de cálculo (speed-up) de 1.3 al utilizar la matriz de corrección

TR constante. Por otro lado, al recalcular ésta matriz en el modelo DIexR se obtienen tiempos

un poco mayores. No se presentan los gráficos correspondientes al modelo DIexR, para las com-

paraciones de histograma y respuesta, debido a que no hay diferencia apreciable con los gráficos

correspondientes al modelo DIR.

En este caso el aumento de velocidad de cálculo es menor que en el ejemplo de confiabilidad

debido a que el tiempo asociado a la respuesta en el dominio de la frecuencia es considerablemente

mayor que los tiempos de generación de los modelos reducidos. El los modelos de mayor dimensión

se invierte esta situación y los factores de velocidad de cálculo (speed-up) quedan dominados por

las proporciones de tiempo entre el ensamble y generación de los modelos reducidos.

Para modelos de mayor dimensionalidad el esfuerzo computacional de actualizar la matriz TR

se va escalando. Factores de aumento de velocidad mayores son presentados en los ejemplos de

aplicación siguientes, con lo cual se va demostrando la eficacia utilizar la matriz TR constante.
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Ejemplo de Aplicación 3

En el siguiente caṕıtulo se describe la aplicación de las técnicas de reducción a un modelo de

edificio. Se comienza con la descripción del modelo y la subestructuración que dará origen a los

modelos reducidos. Seguido a esto, se formula el problema de confiabilidad en el cual se probará

el desempeño de los modelos reducidos. Posteriormente se realiza un análisis completo de las dis-

tintas técnicas de reducción, incluyendo optimización e interpolación. Finalmente se presentan los

resultados de las simulaciones de confiabilidad mediante el método Subset, entregando detalles de

la reducción en costo computacional.
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8.1. Descripción del Modelo

El modelo consiste en un edificio tridimensional de 16 pisos. El modelo de elementos finitos está

compuesto por vigas, columnas, losas y muros. El edificio presenta un núcleo central de 2 muros

tipo C. Los demás muros están ubicados en los costados de la estructura. La altura entre cada piso

es de 3.24[m] a excepción del primer piso que tiene una altura de 3.42[m]. En la figura (8.1) se

presenta un esquema del modelo estructural, mientras que el la figura (8.2) se presenta una imagen

de la estructura en la realidad.

Figura 8.1: Modelo edificio Alcazar Figura 8.2: Edificio Alcazar

En las figuras (8.3), (8.4) y (8.5) se presentan las plantas de los distintos pisos.
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Figura 8.4: Planta piso 2
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Figura 8.5: Planta piso 3 a 16

La posición correspondientes de los ejes en las vistas en planta se detallan en la tabla (8.1)

Eje x[m] Ejes y[m]

A 0.00 1 0.00

B 1.28 2 1.20

C 3.73 3 6.90

D 8.83 4 9.60

E 11.38 5 11.60

F 20.18 6 13.50

G 22.73 7 16.20

H 27.83 8 22.15

I 30.28 9 22.80

J 38.36 10 25.17

Tabla 8.1: Coordenadas de los ejes en las vistas en planta

Los muros de la estructura tienen un espesor de 40[cm], a excepción de los muros de los dos

primeros pisos ubicados en el eje J los cuales tienen un espesor de 25[cm]. Las losas tienen un espesor

de 23[cm]. Todas las columnas ubicadas en el eje 10 son de sección cuadrada de 80 × 80[cm]. Las

columnas ubicadas en las intersecciones B − 1 e I − 1 son de sección rectangular de 32 × 40[cm],

mientras que las otras dos columnas del eje 1 son de sección rectangular de 80×60[cm]. Por último,
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la columna del primer piso ubicada en J − 2 es de sección rectangular de 25× 100[cm]. El modelo

completo de elementos finitos tiene un total de 29466 grados de libertad.

Para el hormigón se considera una densidad ρ = 2500[kg/m3] y un módulo de poisson ν = 0.3.

El material considerado para los elementos varia dependiendo el tipo de elemento y el piso al que

corresponden, esta información se detalla en la tabla (8.2). Además, se considera una razón de

amortiguamiento del 5 %.

Elemento Material E[N/m2]

Columnas H35 2.5E10

Vigas H30 2.3E10

Muros H35 2.5E10

Losas pisos 1 y 2 H25 2.1E10

Losas pisos 3 a 16 H25 2.5E10

Tabla 8.2: Material elementos

La subestructuración se esquematiza en la figura (8.6), la cual se realiza en base a los pisos,

separando en forma independiente el núcleo central de muros.

Figura 8.6: Esquema Subestructuras edificio alzacar
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Las subestructuras S1 a S17 corresponden a las losas de los pisos. Las subestructuras S18 a S33

corresponden a las columnas y muros perimetrales por piso. Por último, las subestructuras S34 a

S49 corresponden a los elementos del núcleo por piso. En total se tienen 49 subestructuras.

La configuración de reducción utilizada se presenta en la tabla (8.3)

Modos internos Modos de borde

Caso S1 - S49 B1 - B36 Total

a-1 147 200 347

Tabla 8.3: Casos Modelos Reducidos

Los grados de libertad de borde son 4494, distribuidos en 36 interfaces. Se consideran 3 modos

internos por cada subestructura y una reducción al 4.45 % de los grados de libertad de interfaz.

En total, se presenta una reducción al 1.17 %. En el apéndice (B) se detalla la definición de las

interfaces.

8.2. Formulación del Problema

Para ilustrar el desempeño de la estructura, está es caracterizada mediante la probabilidad de

ocurrencia de un evento de falla relacionado con el desplazamiento relativo del ultimo piso respecto

al suelo. La correspondiente función de demanda normalizada esta dada por

d(w,θ) = máx
t∈[0,T ]

(∣∣∣∣δ(t,w,θ)

δ∗

∣∣∣∣) (8.1)

donde δ es el desplazamiento en la parte superior de la estructura y δ∗ = 0.17[m] el nivel de

desplazamiento aceptado.

La duración de la solicitación es tomada igual a T = 30[s] con intervalos iguales a ∆t = 0.01[s].

Aśı, la secuencia tiene nT = 3001 variables aleatorias. Los correspondientes valores de magnitud de

momento y distancia de ruptura son M = 7.5 y dr = 25[km].

La rigidez del núcleo central de muros, representada mediante el módulo de elasticidad, es

considerada incierta. Espećıficamente, el modulo de elasticidad de los elementos de muros cada dos

pisos es modelada mediante un campo aleatorio Log-normal homogéneo e isotrópico E con valor

medio µE1, desviación estándar σE . El valor medio y la desviación estándar del campo aleatorio Log-

normal están seleccionados como µE = 2.0×1010[N/m2] y σE = 2.0×109[N/m2], respectivamente.

Se consideran 8 parámetros, donde cada uno esta asignado al modulo de Elasticidad del los grupos

de muros del núcleo central. Los parámetros del modelo θ quedan expresados por

θi = Ei/Ē i = 1, .., 8 (8.2)
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donde Ē = µE . En la figura (8.7) se presenta un esquema de las distancias utilizadas entre las

componentes y sus correspondientes parámetros. El largo de correlación es utilizado como l = 48m

y a modo de ejemplo en la figura, el largo entre las subestructuras 2 y 3 tiene el valor ∆23 = 6[m].

Figura 8.7: Esquema Campo Aleatorio

El efecto del parámetro β (relacionado con el grado de correlación del campo aleatorio) sobre

la función de correlación R se ve reflejado en la figura (8.8), donde se presenta la función R1j en

función de ∆1j , ambos referidos a la correlación entre el primer grupo de muros y los restantes

j, j = 1, ..., 8.

Distancia [m]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

R
ij

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
β = 0.01
β = 1
β = 5
β = 20

Figura 8.8: Correlación campo aleatorio

Se considera el campo con β = 0.01 fuertemente correlacionado, con β = 1 debilmente corre-

lacionado y con β → ∞ no correlacionado. El efecto del parametro β sobre la confiabilidad del
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84 Caṕıtulo 8. Ejemplo de Aplicación 3

sistema sera analizada en las siguientes secciones.

8.3. Modelo Reducido Nominal

Para verificar la exactitud de los modelos reducidos, las frecuencias y modos de vibrar del siste-

ma completo son comparadas con los correspondientes al modelo reducido a-1. Se generan el modelo

basado en modos dominantes D, con reducción de interfaz DI y con la corrección para el caso con

reducción de interfaz DIR. La comparación de frecuencias se presenta en la tabla (8.4) y en forma

gráfica en la figura (8.9).

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 5.285 3.416E-03 3.416E-03 1.193E-09

2 6.135 2.753E-03 2.753E-03 8.193E-10

3 7.124 4.547E-03 4.547E-03 1.267E-09

4 19.021 7.931E-02 7.931E-02 1.862E-05

5 22.503 5.006E-02 5.006E-02 5.511E-06

6 27.106 7.189E-02 7.194E-02 7.188E-05

7 36.447 6.598E-01 6.673E-01 1.408E-02

8 38.550 5.857E-01 5.991E-01 1.173E-02

9 38.682 1.264E+00 1.282E+00 1.329E-02

10 39.208 8.651E-02 2.142E-01 1.389E-01

11 41.969 1.702E+00 1.703E+00 7.604E-02

12 42.443 2.612E+00 2.637E+00 1.298E-02

13 43.494 3.904E-01 4.109E-01 2.284E-02

14 43.609 1.806E+00 1.830E+00 2.052E-02

15 43.628 1.919E+00 1.931E+00 7.202E-02

Tabla 8.4: Comparación errores

N° Frecuencia
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Figura 8.9: Errores Frecuencias

La comparación de los modos de vibrar se presentan en la figura (8.10), por medio del criterio

MAC, el cual es presentado en el apéndice (A).
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Figura 8.10: MAC modelo a-1 nominal

En la comparación de frecuencias, se observa que entre el modelo D y DI no hay mucha diferencia,

mientras que al comparar con el modelo DIR hay una gran mejora, al incorporar los efectos de los

modos residuales. Por otro lado al comparar los modos, el modelo DIR mejora considerablemente

la aproximación de los modos, validando la corrección utilizada.

En la tabla (8.5) se presentan los tiempos asociados a las actividades necesarias para generar

cada uno de los modelos reducidos, de esta forma se puede visualizar cuales de estas consumen

mayor tiempo en la generación de los modelos reducidos.

Actividad Tiempo [s]

1 Ensamble Componentes 8.3103

2 Frecuencias Componentes 5.8921

3 Matrices Base Reducción 0.7890

4 Frecuencias Borde 5.2977

5 Matrices Base Correción 1.2798

6 Matrices Optimización Reducida 11.4262

7 TR1 y TR2 con reducción 17.7873

Tabla 8.5: Tiempos Ensable

Posteriormente, en la tabla (8.6), se resumen los tiempos asociados a la construcción de cada

modelo, comparando estos tiempos con los asociados al ensamble y análisis modal de la estructura

completa (Estructura).
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Modelo Base [s] Generación [s] Total [s] speed-up

Estructura - 26.675 26.675 1.00

D 14.9914 1.2255 16.2169 21.7

DI 14.9914 6.2218 21.2133 4.28

DIR 45.4847 7.5521 53.0368 3.53

Tabla 8.6: Tiempos Modelos

Dentro del tiempo Base se consideran los tiempos de ensamble y cálculo de frecuencias de

matrices componentes de los modelos reducidos, actividades que solo se deben realizar una vez

en un proceso de re-análisis al utilizar las parametrizaciones presentadas. Mientras que en tiempo

Generación, se considera el tiempo de acople de matrices componentes, el análisis modal de la

interfaz y del modelo completo, actividades que se deben realizar para cada muestra en un proceso

de re-análisis.

Se observa que en los tiempos de generación hay un factor de aumento de velocidad (speed-up)

entre 4 y 22, pero en el tiempo total de construcción del punto nominal se utiliza más tiempo en los

modelos reducidos. Dado que estas técnicas son utilizadas en simulaciones de re-análisis, al calcular

reiteradas muestras, el tiempo de generación es el que predomina, con lo cual los modelos reducidos

se vuelven más efectivos que el ensamble elemento a elemento de la estructura completa.
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8.4. Parametrización

Para analizar las parametrizaciones sobre el modelo a-1, se considera la combinación de paráme-

tros asociada a los puntos: θk1 = [0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9, 0.9] y

θk2 = [1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1, 1.1]. Los cuales corresponden a un punto más flexible (θk1) y

uno más ŕıgido (θk2). En las tablas (8.7) y (8.8) se presenta la comparación de los errores para los

distintos modelos reducidos. Adicionalmente, en las figuras (8.11) y (8.12) se presentan las mismas

comparaciones en forma gráfica.

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 5.150 3.254E-03 3.250E-03 8.228E-06

2 5.947 2.577E-03 2.574E-03 1.511E-05

3 6.960 4.368E-03 4.365E-03 1.246E-05

4 18.465 7.431E-02 7.426E-02 1.704E-04

5 21.908 4.719E-02 4.718E-02 2.470E-04

6 26.047 6.620E-02 6.614E-02 1.083E-03

7 36.136 6.539E-01 6.614E-01 1.888E-01

8 37.593 9.514E-01 9.518E-01 1.621E-02

9 38.433 5.770E-01 5.900E-01 8.388E-02

10 39.203 5.565E-02 2.036E-01 1.191E+00

11 41.453 4.235E-01 4.240E-01 2.919E-02

12 41.685 4.161E+00 4.185E+00 2.061E-01

13 43.339 4.859E-01 5.053E-01 7.404E-02

14 43.472 1.725E+00 1.746E+00 1.172E-01

15 43.496 1.793E+00 1.805E+00 2.445E-01

Tabla 8.7: Comparación errores θk1

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 5.413 3.573E-03 3.577E-03 7.145E-06

2 6.312 2.930E-03 2.934E-03 1.389E-05

3 7.283 4.718E-03 4.721E-03 1.203E-05

4 19.549 8.425E-02 8.429E-02 2.796E-04

5 23.059 5.279E-02 5.280E-02 2.164E-04

6 28.126 7.787E-02 7.805E-02 5.039E-03

7 36.697 6.647E-01 6.723E-01 2.501E+00

8 38.655 5.905E-01 6.048E-01 3.856E-01

9 39.204 6.494E-02 2.067E-01 6.124E-01

10 39.617 1.849E+00 1.851E+00 8.956E-02

11 42.351 2.790E+00 2.807E+00 3.161E-01

12 43.114 1.508E+00 1.530E+00 9.909E-01

13 43.635 3.971E-01 4.086E-01 2.381E-01

14 43.710 1.917E+00 1.945E+00 2.761E-01

15 43.996 1.382E+00 1.447E+00 1.215E+00

Tabla 8.8: Comparación errores θk2
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Figura 8.11: Errores Frecuencias θk1
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Figura 8.12: Errores Frecuencias θk2
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Se observa que utilizando el modelo DIR se tienen mejores resultados en las primeras frecuencias,

las cuales son las más importantes para la respuesta en desplazamiento. Incluso al mantener la

matriz de corrección TR1 y TR2 constantes, la disminución en el error es bastante considerable.

Esto se debe a que las matrices asociadas al modelo DIR se ven actualizadas en una parte de la

parametrización por medio de la actualización de los modos de interfaz ΥI .

La comparación de los modos de vibrar por medio del criterio MAC se presenta en la figura

(8.13) para el punto θk1. Por otra parte, para el punto θk2 se presentan las figuras (8.14).
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Figura 8.13: MAC parametrización modelo a-1 en θk1
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Figura 8.14: MAC parametrización modelo a-1 en θk2

Se observa en ambos casos que el uso de la matriz TR nominal mejora la aproximación de los

modos.
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En la tabla (8.9) se realiza una comparación de los tiempos asociados a construir las matrices

del modelo completo (Estructura) y los modelos reducidos correspondientes un punto θk, utilizando

las parametrizaciones presentadas.

Cargar Base Actualización Generación Total speed-up

Modelo [s] [s] [s] [s] Parametrización [s]

Estructura 0.0004 - - 26.675 26.675 1.00

D 0.3202 14.991 0.0066 1.2104 1.217 21.9

DI 0.7022 14.991 5.4270 0.8927 6.3197 4.22

DIR 1.7107 45.484 6.6982 0.4576 7.1558 3.73

Tabla 8.9: Tiempos Parametrizacion

En Actualización se incluyen todos los cálculos asociados a pasar desde las matrices nominales

a las correspondientes al punto de análisis θ. Se observa que para los modelos DI y DIR los tiempos

de actualización son mayores a los tiempos del modelo D, lo cual se debe a que para cada nuevo θk

se debe recalcular el problema de valores y vectores propios de interfaz. Esto, justifica la utilización

de la interpolación que disminuye los tiempos asociados al análisis modal de la interfaz.

Los modelos reducidos tienen un factor de aumento de velocidad de cálculo por punto (speed-up)

de entre 4 y 22, lo cual ya es mas considerable que para el problema del marco del capitulo (6).
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8.5. Interpolación de Interfaz

Dado el alto costo computacional en la interfaz, se analiza el efecto de la interpolación en la

parametrización. Para esto, se realiza la comparación de frecuencias y modos en los mismos puntos

que la parametrización para el modelo a-1. Se utilizan como puntos de soporte 50 puntos distri-

buidos en forma uniforme en θ entre 0.7 y 1.3 para la interpolación lineal. Para la interpolación

cuadratica, se utilizan 100 puntos, los cuales corresponden a la reflexión puntual de los 50 puntos de

la interpolación lineal, como se explica en el capitulo (4). En las tablas (8.10) y (8.11) se presenta

la comparación de los errores para los distintos modelos reducidos. Adicionalmente, en las figuras

(8.11) y (8.12) se presentan las mismas comparaciones en forma gráfica.

(50lin) (100cua) (50lin) (100cua)

N Est. DI-error DI-error DIR-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %] [ %]

1 5.150 3.91E-03 3.35E-03 6.75E-04 1.09E-04

2 5.947 7.90E-03 2.68E-03 5.34E-03 1.30E-04

3 6.960 4.93E-03 4.47E-03 5.80E-04 1.16E-04

4 18.465 7.49E-02 7.45E-02 8.90E-04 4.43E-04

5 21.908 4.81E-02 4.75E-02 1.24E-03 6.18E-04

6 26.047 6.67E-02 6.65E-02 1.65E-03 1.42E-03

7 36.136 6.62E-01 6.63E-01 1.82E-01 1.85E-01

8 37.593 9.52E-01 9.52E-01 1.80E-02 1.77E-02

9 38.433 5.88E-01 5.90E-01 2.43E-01 2.44E-01

10 39.203 1.48E-01 2.03E-01 1.20E+00 1.18E+00

11 41.453 4.28E-01 4.27E-01 4.26E-02 4.05E-02

12 41.685 4.18E+00 4.18E+00 2.05E-01 2.05E-01

13 43.339 5.04E-01 5.05E-01 9.63E-02 9.71E-02

14 43.472 1.74E+00 1.74E+00 1.16E-01 1.17E-01

15 43.496 1.80E+00 1.80E+00 2.42E-01 2.42E-01

Tabla 8.10: Comparación errores θk1

(50lin) (100cua) (50lin) (100cua)

N Est. DI-error DI-error DIR-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %] [ %]

1 5.413 3.92E-03 3.68E-03 3.51E-04 1.19E-04

2 6.312 3.46E+00 3.06E-03 3.45E+00 1.44E-04

3 7.283 5.14E-03 4.82E-03 4.34E-04 1.12E-04

4 19.549 8.45E-02 8.45E-02 6.11E-04 5.47E-04

5 23.059 5.32E-02 5.31E-02 7.15E-04 5.41E-04

6 28.126 7.85E-02 7.84E-02 9.94E-03 5.32E-03

7 36.697 6.96E-01 6.92E-01 2.70E+00 2.46E+00

8 38.655 6.70E-01 6.04E-01 6.49E-01 3.76E-01

9 39.204 3.30E-01 2.08E-01 1.16E+00 5.99E-01

10 39.617 1.85E+00 1.85E+00 3.31E+00 8.96E-02

11 42.351 2.82E+00 2.81E+00 4.45E-01 3.15E-01

12 43.114 1.53E+00 1.53E+00 1.08E+00 9.91E-01

13 43.635 4.38E-01 4.25E-01 2.53E-01 2.38E-01

14 43.710 1.93E+00 1.93E+00 9.43E-01 2.68E-01

15 43.996 1.44E+00 1.44E+00 1.22E+00 1.21E+00

Tabla 8.11: Comparación errores θk2
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Figura 8.15: Efecto interpolación θk1
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Figura 8.16: Efecto Optimización θk2
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El texto ’ IB’ agregado al nombre del modelo, significa que se han utilizado la interpolación

de borde para el modelo correspondiente. Por otro lado’(lin)’ o ’(cua)’ esta asociado al uso de la

interpolación lineal o cuadrática respectivamente.

En los gráficos, se incluye los errores para los modelos DI y DIR, los cuales sirven de referencia

para analizar el efecto de la interpolación. Se observa que los modelos DI IB se mantienen cercanos

al modelo DI, siendo levemente mejor el con interpolación cuadrática. Por otro lado, los mode-

los DIR IB se encuentran entre los errores asociados al modelo DI y DIR, mostrando ahora más

claramente una mejor aproximación para la interpolación con puntos de soporte cuadráticos.

En la figura (8.17) se presenta la comparación de los modos para el punto θk1 por medio del

criterio MAC. Adicionalmente, en las figuras (8.18) se presenta la comparación de los modos para

el punto θk2.
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Figura 8.17: MAC interpolación modelo a-1 en θk1
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Figura 8.18: MAC interpolación modelo a-1 en θk2

Todos las aproximaciones de modos son bastante buenas, solo se tiene algún deterioro para las

frecuencias más altas, las cuales tienen una menor importancia en la respuesta del sistema.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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En la tabla (8.12) se presentan los tiempos requeridos para construir los puntos de soporte,

junto al tiempo necesario para cargar la base cuando se quiera utilizar.

Modelo Nominal [s] Base [s] Cargar [s] Total [s]

DI IB (50 lin) 21.21 311 38.33 370.54

DI IB (100 cua) 21.21 622 85.00 728.21

DIR IB (50 lin) 53.03 311 28.33 392.33

DIR IB (100 cua) 53.03 622 75.66 750.69

Tabla 8.12: Tiempos construcción Base

Por otra parte en la tabla (8.13) se presenta una comparación de los tiempos asociados a la

construcción de las matrices del modelo reducido utilizando las interpolaciones lineal y cuadrática

respectivamente para un punto θk:

Actualización Generación Total speed-up

Modelo [s] [s] Parametrización [s]

Estructura - 26.67 26.67 1.00

DI IB (50 lin) 3.27 0.88 4.15 6.42

DI IB (100 cua) 5.89 1.71 7.60 3.50

DIR IB (50 lin) 4.08 0.52 4.60 5.79

DIR IB (100 cua) 6.68 1.21 7.89 3.38

Tabla 8.13: Tiempos Ensamble

Al utilizar las interpolación el factor de velocidad de cálculo (speed-up) aumenta de 4 a 6 para

la interpolación lineal, lo cual se debe a la reducción de tiempo en interpolar el problema de valores

y vectores propios de interfaz.
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8.6. Resultados Confiabilidad

En esta sección se presentan los resultados del análisis de confiabilidad utilizando el método

Subset. Para revisar la influencia de la variabilidad de las componentes estructurales, se realiza un

análisis suponiendo que los módulos de elasticidad están fijos en 0.8, 1 y 1.2 del valor nominal en

cada caso. En la figura (8.19) se presenta la curva de probabilidad de falla en función del valor

umbral.
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Figura 8.19: Aceleración Basal

Las correspondientes probabilidades de falla se presentan en la tabla (8.14).

θ Pfalla

0.8 2.640E-03

1.0 6.690E-04

1.2 6.390E-05

Tabla 8.14: Probabilidades de Falla θ fijo

Para θ = 0.8× 1 se obtiene una probabilidad más grande debido a que se tiene una estructura

más flexible, con lo cual tendeŕıan a incrementarse los desplazamientos de techo, lo cual corrobora

una probabilidad de falla más alta. Por otro lado, para θ = 1.2×1 se tiene una estructura más ŕıgida,

con lo cual tendeŕıan a reducirse los desplazamientos de techo, lo cual corrobora una probabilidad

de falla más pequeña.

Se observa que con las variaciones de ±20 % en los parámetros no se generan grandes diferencias

en las curvas de probabilidad de falla. Para obtener mayores detalles de esta influencia, se debeŕıan

realizar análisis de sensibilidad, lo cual se abordará en trabajos futuros.
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Utilizando la misma ĺınea, aplicando confiabilidad con los parámetros del modelo fijos en algún

punto, en la figura (8.20) se presentan las curvas de probabilidad de falla utilizando los distintos

modelos reducidos para una combinación de los parámetros θ = 1.1×1, en conjunto a la respuesta

completa. Adicionalmente en la tabla (8.15) se presentan las correspondientes probabilidades de

falla.

Modelo Pfalla

Est. 1.922E-04

D 1.924E-04

DI 1.922E-04

DIR 1.922E-04

Tabla 8.15: Probabilidad de Falla θ = 1.1×1
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Figura 8.20: Pfalla vs Nivel umbral

Para revisar los efectos de la interpolación y corrección se presentan en las figura (8.21) las

curvas de probabilidad analizando solo los efectos de la interpolación y en la figura (8.22) las curvas

de probabilidad de falla analizando los efectos de la interpolación y corrección. En las tablas (8.16)

y (8.17) se presentan las correspondientes tablas con las probabilidades de falla
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Figura 8.21: Pfalla vs Nivel umbral

Modelo Pfalla error [ %]

DI IB (50 lin) 1.922E-04 0.00

DI IB (100 cua) 1.922E-04 0.00

Tabla 8.16: Probabilidades de Falla θ = 1.1
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Figura 8.22: Pfalla vs Nivel umbral

Modelo Pfalla error [ %]

DIR IB (50 lin) 1.922E-04 0.00

DIR IB (100 cua) 1.922E-04 0.00

Tabla 8.17: Probabilidades de Falla θ = 1.1
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Se observa que los errores en las probabilidades de falla son bastante pequeños, lo cual indica

que se pueden obtener modelos reducidos aun más pequeño

Una vez analizados los resultados para los parámetros del modelo fijos, se analiza el caso cuando

están modelados por un campo aleatorio con σ = 0.1, el cual fue presentado anteriormente. Se realiza

un análisis utilizando las distintas combinaciones del parametro β, para visualizar la influencia de

este parámetro en la confiabilidad. En la figura (8.23) se presentan las curvas de probabilidad en

función del valor umbral para β = 0.01, 1 y 20.

Umbral [m]
0 0.05 0.1 0.15 0.2

P
ro

b
a
b
il
id
a
d

d
e
F
a
ll
a

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

β = 0.01

β = 1

β = 20

Figura 8.23: Pfalla vs Nivel umbral

Las correspondientes probabilidades de falla se presentan en la tabla (8.18).

β Estructura

0.01 6.49E-04

5.00 4.51E-04

20 4.34E-04

Tabla 8.18: Probabilidad de Falla distintos factores β

Al utilizar un β grande la probabilidad de falla tiende a ser más pequeña, lo que puede ser

causado por una compensación de las respuestas de las distintas muestras, que para este caso

tendŕıan un comportamiento más bien independiente.

Se observa que la influencia del factor β considerando una variabilidad del 10 % puede ser

visualizada levemente en las diferencias de las curvas de probabilidad.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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Considerando la confiabilidad con la modelación de los parámetros estructurales utilizando el

campo aleatorio, en la figura (8.24) se comparan las curvas de probabilidad en función del nivel

umbral considerando β = 5 (un valor intermedio).En la tabla (8.19) se presentan los correspondien-

tes valores de probabilidad de falla.

Modelo Pfalla

Est. 4.51E-04

D 4.91E-04

DI 4.91E-04

DIR 4.51E-04

Tabla 8.19: Probabilidad de Falla β = 5
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Figura 8.24: Pfalla vs Nivel umbral

Para revisar los efectos de la interpolación y corrección se presentan en las figura(8.25) las curvas

de probabilidad analizando solo los efectos de la interpolación y en la figura (8.26) las curvas de

probabilidad de falla analizando los efectos de la interpolación y corrección. En las tablas (8.20) y

(8.21) se presentan las correspondientes tablas con las probabilidades de falla
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Figura 8.25: Pfalla vs Nivel umbral DI IB

Modelo Pfalla error [ %]

DI IB (50 lin) 4.91E-04 0.00

DI IB (100 cua) 4.91E-04 0.00

Tabla 8.20: Probabilidades de Falla β = 5

Umbral [m]
0 0.05 0.1 0.15 0.2

P
r
o
b
a
b
il
id
a
d
d
e
F
a
ll
a

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

Figura 8.26: Pfalla vs Nivel umbral DIR IB

Modelo Pfalla error [ %]

DI IB (50 lin) 4.91E-04 0.00

DI IB (100 cua) 4.91E-04 0.00

Tabla 8.21: Probabilidades de Falla β = 5

Se observa que los errores son incluso menores que cuando se utilizaban los parámetros del
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modelo fijos, esto se puede explicar por el efecto de compensación que ocurre en las respuestas para

las distintas muestras.

A modo de resumen de los tiempos de ejecución de los procesos de confiabilidad utilizando los

modelos reducidos, en la tabla (8.22) se presenta una comparación de los tiempos asociados a la

construcción de las matrices correspondientes a cada modelo reducido y al proceso de simulación

Subset.

Modelo Base [s] Parametrización [s] Confiabilidad [hr] Total [hr] speed-up

Estructura 0.0004 26.675 28.2* 28.2* 1.00

D 16.217 1.225 1.2 1.2 23.5

DI 21.213 6.221 6.1 6.1 4.62

DIR 53.036 7.552 7.4 7.4 3.81

DI IB (50 lin) 370.54 4.15 3.9 3.9 7.23

DI IB (100 cua) 728.21 7.60 7.8 7.8 3.61

DIR IB (50 lin) 392.33 4.60 4.2 4.2 6.71

DIR IB (100 cua) 750.69 7.89 6.8 6.8 4.14

DIR aIB (50 lin) 1481.1 4.60 5.3 5.3 5.32

Tabla 8.22: Tiempos Subset (Los tiempos con * son estimados)

En cada proceso de Subset se realizaron 4 etapas, lo que equivale a 3700 re-análisis, considerando

actualización, ensamblaje y respuesta. Se observa que los factores de aumento de velocidad (speed-

up) son similares a los factores de tiempo en construir los modelos reducidos, quedando para el

modelo DIR IB con interpolación lineal en 7.

Para el caso del modelo DIR aIB, se utilizan los puntos de soporte adaptativos presentados en

el capitulo (4). Si bien el factor de aumento de velocidad disminuye a 5, se tiene como ventaja la

mayor generalidad en la selección de los puntos de soporte. Analizando el numero óptimo de puntos

de soporte requeridos, esta técnica adaptativa puede tomar más importancia.
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98 Caṕıtulo 8. Ejemplo de Aplicación 3
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Caṕıtulo 9

Ejemplo de Aplicación 4

En este caṕıtulo se utiliza el mismo modelo del caṕıtulo anterior, pero utilizando una subestruc-

turación diferente. Se dirige la subestructuración en base a la parametrización requerida para la

simulación y los elementos que se mantienen invariantes se agrupan en una sola gran subestructura.

Las diferencias con la subestructuración del capitulo anterior son presentadas en base a la cons-

trucción del modelo reducido nominal. Este ejemplo se presenta con el mismo enfoque del capitulo

anterior, pero se llega solo hasta los tiempos asociados a la construcción del modelo nominal.
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9.1. Descripción de las Subestructuras

Para el análisis de confiabilidad se parametriza el núcleo central de muros de hormigón, como

elemento principal. Dado esto, el orden lógico es dividir las subestructuras en función de la pa-

rametrización que se va a utilizar. En la figura (9.1) se presenta la subestructuración del núcleo

de muros de hormigón cada 2 pisos, lo cual corresponde a las subestructuras S2 a S9. El resto de

elementos que se mantendrán fijos, se agrupan en la subestructura S1, con lo cual se tiene un total

de 9 Subestructuras.

Figura 9.1: Esquema subestructuras Alcazar

Las configuraciones de reducción utilizada se presenta en tabla (9.1)

Modos internos Modos de borde

Caso S1 - S49 B1 - B15 Total

a-2 147 200 347

Tabla 9.1: Casos Modelos Reducidos

Los grados de libertad de borde son 2490 distribuidos en 15 interfaces. Se consideran 3 modos

internos por cada subestructura del núcleo central y 100 la subestructura exterior. Se considera

una reducción al 8 % de los grados de libertad de interfaz. En total, se presenta una reducción al

1.17 %, con lo cual se tiene un modelo reducido del mismo tamaño que el presentado en el caṕıtulo

(8). En el apéndice (B) se presenta el detalle de la definición de interfaces.
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9.2. Formulación del Problema

Para ilustrar el desempeño de la estructura, está es caracterizada mediante la probabilidad de

ocurrencia de un evento de falla relacionado con el desplazamiento relativo del ultimo piso respecto

al suelo. La correspondiente función de demanda normalizada esta dada por:

d(w,θ) = máx
t∈[0,T ]

(∣∣∣∣δ(t,w,θ)

δ∗

∣∣∣∣) (9.1)

donde δ es el desplazamiento en la parte superior de la estructura y δ∗ = 0.17[m] el nivel de

desplazamiento aceptado.

La duración de la solicitación es tomada igual a T = 30[s] con intervalos iguales a ∆t = 0.01[s].

Aśı, la secuencia tiene nT = 3001 variables aleatorias y por lo tanto el vector de parámetros inciertos

w involucra un problema de alta dimensionalidad. Para la figura anterior, los correspondientes

valores de magnitud de momento y distancia de ruptura son M = 7.5 y dr = 25[km].

La rigidez del núcleo central de muros, representada mediante el módulo de elasticidad, es con-

siderada incierta. Espećıficamente, el modulo de elasticidad de los elementos de muros cada dos

pisos es modelada mediante un campo aleatorio Log-normal homogéneo e isotrópico E con valor

medio µE1, desviación estándar σE . El valor medio y la desviación estándar del campo aleatorio

Log-normal están seleccionados como µE = 2.0× 1010[N/m2] y σE = 2.0× 109[N/m2], respectiva-

mente. Se consideran 8 parámetros, donde cada uno esta asignado al modulo de Elasticidad de las

subestructuras de muros del núcleo central. Los parámetros del modelo θ quedan expresados por

θi = Ei/Ē i = 1, .., 8 (9.2)

donde Ē = µE . En la figura (9.2) se presenta un esquema de las distancias utilizadas entre las

componentes y sus correspondientes parámetros. El largo de correlación es utilizado como l = 48m

y a modo de ejemplo en la figura, el largo entre las subestructuras 2 y 3 tiene el valor ∆23 = 6[m].
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Figura 9.2: Esquema Campo Aleatorio

El efecto del parámetro β (relacionado con el grado de correlación del campo aleatorio) sobre

la función de correlación R se ve reflejado en la figura (9.3), donde se presenta la función R1j en

función de ∆1j , ambos referidos a la correlación entre el primer grupo de muros y los restantes

j, j = 1, ..., 8.
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Figura 9.3: Correlación campo aleatorio

Se considera el campo con β = 0.01 fuertemente correlacionado, con β = 1 débilmente corre-

lacionado y con β → ∞ no correlacionado. El efecto del parámetro β sobre la confiabilidad del

sistema sera analizada en las siguientes secciones.
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9.3. Modelo Reducido Nominal

Para verificar la exactitud de los modelos reducidos, las frecuencias y modos de vibrar del siste-

ma completo son comparadas con los correspondientes al modelo reducido a-2. Se generan el modelo

basado en modos dominantes D, con reducción de interfaz DI y con la corrección para el caso con

reducción de interfaz DIR. La comparación de frecuencias se presenta en la tabla (9.2) y en forma

gráfica en la figura (9.4).

N Estructura D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 5.284 2.713E-02 2.713E-02 9.639E-09

2 6.132 4.259E-02 4.259E-02 5.503E-09

3 7.120 1.264E-01 1.264E-01 2.458E-08

4 19.001 3.506E-01 3.506E-01 3.212E-05

5 22.469 1.415E+00 1.415E+00 3.169E-05

6 27.065 6.477E-01 6.478E-01 1.996E-04

7 35.972 1.173E-01 1.202E-01 4.661E-03

8 37.027 9.938E-04 1.837E-03 8.485E-04

9 37.867 4.007E-02 5.223E-02 1.233E-02

10 38.453 1.034E+00 1.036E+00 4.335E-03

11 40.535 2.417E-02 4.945E-02 2.551E-02

12 41.366 5.285E-01 5.310E-01 4.894E-03

13 41.697 1.049E-01 1.216E-01 1.568E-02

14 41.815 2.146E-02 2.531E-02 3.956E-03

15 42.061 4.271E-01 4.471E-01 1.187E-02

Tabla 9.2: Comparación errores

N° Frecuencia

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

e
rr

o
r 

[%
]

10
-10

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

D

DI

DIR

Figura 9.4: Errores Frecuencias

La comparación de los modos de vibrar se presentan en la figura (9.5), por medio del criterio

MAC, el cual es presentado en el apéndice (A).
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Figura 9.5: MAC modelo a-2 nominal

En la comparación de frecuencias, se observa que entre el modelo D y DI no hay mucha diferencia,

mientras que al comparar con el modelo DIR hay una gran mejora, al incorporar los efectos de los
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modos residuales. Por otro lado al comparar los modos, el modelo DIR mejora considerablemente

la aproximación de los modos, validando la corrección utilizada.

En la tabla (9.3) se presentan los tiempos asociados a las actividades necesarias para generar

cada uno de los modelos reducidos, de esta forma se puede visualizar cuales de estas consumen

mayor tiempo en la generación de los modelos reducidos.

Actividad Tiempo [s]

1 Ensamble Componentes 13.5609

2 Frecuencias Componentes 70.6381

3 Matrices Base Reducción 139.0565

4 Frecuencias Borde Global 28.6848

5 Matrices Base Optimitización 529.3355

6 Matrices Optimización Reducida 11.1230

7 TR1 y TR2 con reducción 11.5179

Tabla 9.3: Tiempos Ensamble

Posteriormente, en la tabla (9.4), se resumen los tiempos asociados a la construcción de cada

modelo, comparando estos tiempos con los asociados al ensamble y análisis modal de la estructura

completa (Estructura).

Modelo Base [s] Generación [s] Total [s] speed-up

Estructura - 26.675 26.675 1.00

D 223.2556 6.4544 229.7100 4.13

DI 223.2556 40.1355 263.3911 0.66

DIR 775.2320 40.8475 816.0795 0.65

Tabla 9.4: Tiempos Modelos

Dentro del tiempo Base se consideran los tiempos de ensamble y cálculo de frecuencias de

matrices componentes de los modelos reducidos, mientras que en tiempo generación, se considera el

tiempo de acople de matrices componentes y el calculo de frecuencias y modos de vibrar del modelo

completo.

Se observa una gran diferencia en tiempos con respecto al modelo del capitulo (8). Incluso la

construcción del modelo nominal es de 10 a 40 veces más costoso que ensamblar el modelo elemento

a elemento.
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9.4. Comparación de Subestructuraciones

Para explicar porque el modelo con esta subestructuración tiene un costo computacional mucho

mayor, se utilizaran las matrices del modelo D (KD y MD) en forma gráfica. Es posible visua-

lizar las matrices bidimensionales graficando con un punto las posiciones de la matriz cuyo valor

es distinto de 0 y no graficando nada si se tiene un valor igual a 0. En las figuras (9.6) y (9.7) se

presenta la visualización de las matrices de masa y rigidez del modelo D para la subestructuración

del caṕıtulo (9). Se observa una gran acumulación de elementos (puntos) en la parte inferior derecha

de ambas matrices. Esta parte, corresponde a las matrices M I y KI asociadas a la interfaz, las

cuales son bastante densas.

Figura 9.6: Matriz de Masa D Figura 9.7: Matriz de Rigidez D

En las figuras (9.8) y (9.9) se presenta la visualización de las matrices de masa y rigidez del mo-

delo D para la subestructuración del caṕıtulo (8). Se observa que la parte inferior derecha de ambas

matrices es una matriz diagonal por bandas. Esta parte, que corresponde a las matrices M I y KI

asociadas a la interfaz, al ser diagonal por bandas tiene la ventaja de ser mas adecuada en el manejo

computacional, por ejemplo para la resolución del problema de valores y vectores propios de interfaz.

Figura 9.8: Matriz de Masa D Figura 9.9: Matriz de Rigidez D
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Observando la ventaja de diagonalidad por bandas de las matrices asociadas a la subestructu-

ración del caṕıtulo (8) se puede explicar el porque la generación de modelos reducidos es mucho

más eficiente con una subestructuración que con otra. Adicionalmente, trabajar con una subestruc-

tura con muchos elementos implica la utiización de matrices de mayor dimensión en los procesos

intermedios.
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Ejemplo de Aplicación 5

En el siguiente caṕıtulo se describe la aplicación de las técnicas de reducción a un modelo de

edificio un poco más complejo que los ejemplos anteriores, debido a su mayor dimensionalidad y

a que posee elementos de disipación de enerǵıa. Se comienza con la descripción del modelo y la

subestructuración que dará origen a los modelos reducidos. Seguido a esto, se formula el problema

de confiabilidad en el cual se probará el desempeño de los modelos reducidos. Posteriormente se

realiza un análisis completo de las distintas técnicas de reducción, incluyendo optimización e in-

terpolación. Finalmente se presentan resultados preliminares de las simulaciones de confiabilidad

mediante el método Subset, entregando detalles de la reducción en costo computacional.
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10.1. Descripción del Modelo

El modelo consiste en una representación de un edificio Titanium, el cual posee 55 pisos y una

altura de 190[m]. El modelo de elementos finitos está compuesto por vigas, columnas, losas y muros.

El edificio presenta un núcleo central de muros y los demás muros están ubicados en las esquinas de

la estructura. La altura entre cada piso es de 3.6[m]. Para el hormigón se considera una densidad

ρ = 2500[kg/m3] y un módulo de poisson ν = 0.3. En la figura (10.1) se presenta un esquema del

modelo de la estructura y en la figura (10.2) una imagen de edificio en la realidad.

Figura 10.1: Modelo edificio Titanium Figura 10.2: Edificio Titanium

En las figuras (10.3) y (10.4) se presentan las plantas t́ıpicas del sistema estructural. Se tiene

una planta base entre los pisos 1 a 15 y otra para los pisos 16 a 52. Para mayores detalles de las

dimensiones, a este trabajo se adjunta los planos de las plantas en formato digital.
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Figura 10.3: Planta t́ıpica pisos 1 a 15
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Figura 10.4: Planta t́ıpica pisos 16 a 52
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El material considerado para los elementos varia según el piso y tipo al que corresponde, esta

información se detalla en la tabla (10.1). Además, se considera una razón de amortiguamiento del

5 %.

Elemento Material

Elementos Hormigónn piso 1 a 15 H60

Elementos Hormigón piso 16 a 55 H40

Perfiles Tubulares A53/ASTM

Tabla 10.1: Material elementos

Los muros de la estructura tienen un espesor dependiendo del piso y dirección en planta, lo cual

se presenta en la tabla (10.2).

Espesor

Piso Dirección X Dirección Y

1 a 5 60 70

6 a 15 55 65

16 a 20 55 65

21 a 25 50 60

26 a 30 45 55

31 a 35 40 50

36 a 46 35 40

47 a 55 30 35

Tabla 10.2: Espesores Muros

Las columnas se modelan como circulares de 110[cm] de diámetro. El sistema de losas esta

compuesto por losetas prefabricadas, las cuales se modelan con un espesor de 23[cm]. El modelo

completo de elementos finitos tiene un total de 88244 grados de libertad.
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La ubicación de los disipadores en planta se esquematiza en la figura (10.5).

Figura 10.5: Ubicación disipadores en planta

Los disipadores transversales consisten en diagonales de acero de sección tubular de 50x2[cm]

con un sistema de disipación del tipo U-shape flexural plates (UFP) [55]. En la figura (10.6 se pre-

senta una imagen de los disipadores diagonales en la realidad y su respectivo modelo estructural.

Figura 10.6: Disipadores Transversales

Los disipadores longitudinales consisten en muros de hormigón de sección 500x40[cm] con un

sistema de disipación del tipo UFP. En la figura (10.7) se presenta una imagen de los disipadores

de muros en la realidad y su respectivo modelo estructural.
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Figura 10.7: Disipadores Longitudinales

La ubicación en altura de los disipadores se presenta en la tabla (10.3)

Disipador Cantidad Pisos

Longitudinal 1 4 39 a 51

Longitudinal 2 10 21 a 51

Longitudinal 3 6 21 a 39

Transversal I 13 12 a 51

Transversal D 12 15 a 51

Tabla 10.3: Ubicación disipadores en altura

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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La subestructuración se esquematiza en la figura (10.8), la cual se realiza separando los elementos

cada dos pisos. El núcleo central de muros y los elementos de disipación se dejan por separado.

Figura 10.8: Esquema Subestructuras edificio Titanium

Las subestructuras S1 a S27 corresponden a las losas cada dos pisos. Las subestructuras S28 a S54

corresponden a todos los elementos cada dos pisos exceptuado los elementos de núcleo y disipadores.

Las subestructuras S55 a S81 corresponden a los elementos del núcleo central de muros, agrupadas

cada dos pisos. Por ultimo, las subestructuras S82 a S126 corresponden a los sistemas estructurales

que contienen los disipadores de enerǵıa. En total se tienen 126 subestructuras.

La configuración de reducción utilizada se presenta en la tabla (10.4)

Modos internos Modos de borde

Caso S1 - S126 B1 - B196 Total

t-1 252 100 352

Tabla 10.4: Caso Modelo Reducido

Los grados de libertad de borde son 23700. El modelo tiene 2 modos internos por subestructura,

mientras que la interfaz se reduce a un 0.42 %. En total, se presenta una reducción aproximada al

0.4 %.
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10.2. Formulación del Problema

Para ilustrar el desempeño de la estructura, está es caracterizada mediante la probabilidad de

ocurrencia de un evento de falla relacionado con el desplazamiento relativo del ultimo piso respecto

al suelo. La correspondiente función de demanda normalizada esta dada por:

d(w,θ) = máx
t∈[0,T ]

(∣∣∣∣δ(t,w,θ)

δ∗

∣∣∣∣) (10.1)

donde δ es el desplazamiento en la parte superior de la estructura y δ∗ = 1.1[m] el nivel de

desplazamiento aceptado.

La duración de la solicitación es tomada igual a T = 20[s] con intervalos iguales a ∆t = 0.01[s].

Aśı, la secuencia tiene nT = 2001 variables aleatorias y por lo tanto el vector de parámetros inciertos

w involucra un problema de alta dimensionalidad. Para la figura anterior, los correspondientes

valores de magnitud de momento y distancia de ruptura son M = 7.5 y dr = 25[km].

La rigidez del núcleo central de muros, representada mediante el módulo de elasticidad, es

considerada incierta. Espećıficamente, el módulo de elasticidad de los elementos de muros cada

dos pisos es modelada mediante un campo aleatorio Log-normal homogéneo e isotrópico E con

valor medio µE1, desviación estándar σE . El valor medio y la desviación estándar del campo

aleatorio Log-normal están seleccionados como µE = 2.0 × 1010[N/m2] y σE = 2.0 × 109[N/m2],

respectivamente. Se consideran 27 parámetros que agrupan los elementos del núcleo de muros cada

2 pisos. Los parámetros del modelo θ quedan expresados por

θi = Ei/Ēi i = 1, .., 27 (10.2)

donde Ēi = µE . En la figura (10.9) se presenta un esquema de las distancias utilizadas entre las

componentes y sus correspondientes parámetros. El largo de correlación es utilizado como l = 182m

y a modo de ejemplo en la figura, el largo entre los grupos de muros 1 y 2 tiene el valor ∆12 = 7.2[m].
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Figura 10.9: Esquema Campo Aleatorio

El efecto del parámetro β (relacionado con el grado de correlación del campo aleatorio) sobre

la función de correlación R se ve reflejado en la figura (10.10), donde se presenta la función R1j

en función de ∆1j , ambos referidos a la correlación entre el primer grupo de muros y los restantes

j, j = 1, ..., 27.
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Figura 10.10: Correlación campo aleatorio

Se considera el campo con β = 0.01 fuertemente correlacionado, con β = 1 débilmente corre-

lacionado y con β → ∞ no correlacionado. El efecto del parámetro β sobre la confiabilidad del

sistema sera analizada en las siguientes secciones.
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Cada dispositivo de disipación UFP, tiene un comportamiento histerético unidimensional del

tipo no-lineal, modelado por la fuerza restitutiva

rd(t) = αkeδ(t) + (1− α)keUyz(t) (10.3)

donde ke es la rigidez antes de la fluencia, Uy es el desplazamiento de fluencia, α es el factor que

define el rango que la fuerza restitutiva es lineal, z(t) es una variable adimensional, y δ(t) es el

desplazamiento relativo entre la parte superior e inferior del dispositivo. La variable adimensional

z(t) describe el estado en el ciclo de histéresis de las componentes no-lineales y satisface las ecuación

diferencial de primer orden

ż(t) =
˙δ(t)

Uy
[β1 − z(t)2

[β2 + β3sgn(z(t)δ̇(t))]] (10.4)

donde β1, β2 y β3 son constantes adimensionales que caracterizan el comportamiento histerético, y

sgn(.) es la función signo. Las constantes β1, β2 y β3 representan la escala, el ancho del ciclo (loop

fatness) y angostamiento del ciclo (loop pinching) respectivamente. Una completa caracterización

del modelo de comportamiento histerético tipo Bouc-Wen puede ser revisado en [56]. Los valores

utilizados se describen en la tabla (10.5). En la figura (10.11) se presenta una curva t́ıpica de fuerza

restitutiva del disipador.

Figura 10.11: Respuesta t́ıpica disipador

ParÃ¡metro valor Unidad

α 0.1 -

β1 1 -

β2 0.5 -

β3 0.5 -

ke 2.5× 106 N/m

Uy 5× 10−5 m

Tabla 10.5: Parámetros disipador
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10.3. Modelo Reducido Nominal

Para verificar la exactitud de los modelos reducidos, las frecuencias y modos de vibrar del siste-

ma completo son comparadas con los correspondientes al modelo reducido t-1. Se generan el modelo

basado en modos dominantes D, con reducción de interfaz DI y con la corrección para el caso con

reducción de interfaz DIR. La comparación de frecuencias se presenta en la tabla (10.6) y en forma

gráfica en la figura (10.6).

N Estructura D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 1.156 2.580E-04 2.580E-04 3.768E-09

2 1.558 6.144E-04 6.144E-04 2.349E-09

3 1.953 6.850E-04 6.850E-04 5.842E-10

4 4.277 3.820E-03 3.820E-03 1.167E-08

5 4.808 7.775E-03 7.775E-03 7.887E-09

6 6.885 1.048E-02 1.048E-02 2.451E-07

7 8.136 2.838E-02 2.838E-02 3.560E-07

8 9.107 1.556E-02 1.556E-02 1.204E-06

9 12.374 6.302E-02 6.302E-02 7.611E-06

10 14.385 4.385E-02 4.387E-02 3.395E-05

11 14.807 5.144E-02 5.145E-02 5.410E-05

12 16.805 5.628E-01 5.635E-01 1.592E-03

13 17.917 1.408E-01 1.408E-01 1.634E-04

14 18.676 8.186E-01 8.202E-01 4.109E-03

15 19.974 7.990E-01 7.996E-01 2.505E-03

Tabla 10.6: Comparación errores
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Figura 10.12: Errores Frecuencias

La comparación de los modos de vibrar se presentan en la figura (10.13), por medio del criterio

MAC, el cual es presentado en el apéndice (A).
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Figura 10.13: MAC modelo t-1 nominal
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En la comparación de frecuencias, se observa que entre el modelo D y DI no hay mucha diferencia,

mientras que al comparar con el modelo DIR hay una gran mejora, al incorporar los efectos de los

modos residuales. Por otro lado al comparar los modos, los resultados son prácticamente iguales,

lo que indica que se podŕıa hacer realizado un reducción mucho mayor.

En la tabla (10.7) se presentan los tiempos asociados a las actividades necesarias para generar

cada uno de los modelos reducidos, de esta forma se puede visualizar cuales de estas consumen

mayor tiempo en la generación de los modelos reducidos.

Actividad Tiempo [s]

1 Ensamble Componentes 22.9327

2 Frecuencias Componentes 20.6316

3 Matrices Base Reducido 13.7281

4 Frecuencias Borde 40.3247

5 Matrices Base Optimitización 8.2158

6 Matrices Optimización Reducida 111.1150

7 TR1 y TR2 con reducción 296.4672

Tabla 10.7: Tiempos Ensable

Posteriormente, en la tabla (10.8), se resumen los tiempos asociados a la construcción de cada

modelo, comparando estos tiempos con los asociados al ensamble y análisis modal de la estructura

completa (Estructura).

Modelo Base [s] Generación [s] Total [s] speed-up

Estructura - 267.5531 267.5531 1.00

D 57.2924 14.8088 72.1012 18.0

DI 57.2924 43.8318 101.1242 6.11

DIR 473.0905 47.2205 520.3110 5.66

Tabla 10.8: Tiempos Modelos

Dentro del tiempo Base se consideran los tiempos de ensamble y cálculo de frecuencias de

matrices componentes de los modelos reducidos, actividades que solo se deben realizar una vez

en un proceso de re-análisis al utilizar las parametrizaciones presentadas. Mientras que en tiempo

Generación, se considera el tiempo de acople de matrices componentes, el análisis modal de la

interfaz y del modelo completo, actividades que se deben realizar para cada muestra en un proceso

de re-análisis.

Se observa que en los tiempos de generación hay un factor entre 6 y 20 de reducción en tiempo,

pero en el tiempo total de construcción del punto nominal se utiliza más tiempo en los modelos
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reducidos. Dado que estas técnicas son utilizadas en simulaciones de re-análisis, al calcular reiteradas

muestras, el tiempo de generación es el que predomina, con lo cual los modelos reducidos se vuelven

más efectivos que el ensamble elemento a elemento de la estructura completa.
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10.4. Parametrización

Para analizar las parametrizaciones sobre el modelo t-1, se consideran las combinaciones de

parámetros asociadas a los puntos: θk1 = 0.9 1 y θk2 = 1.1 1, donde 1 ∈ R27. Los cuales correspon-

den a un punto más flexible (θk1) y uno más ŕıgido (θk2). En las tablas (10.9) y (10.10) se presenta

la comparación de los errores para los distintos modelos reducidos. Adicionalmente, en las figuras

(10.18) y (10.19) se presentan las mismas comparaciones en forma gráfica.

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 1.179 2.673E-04 2.674E-04 3.918E-07

2 1.578 6.352E-04 6.352E-04 6.627E-07

3 2.004 7.112E-04 7.112E-04 1.614E-06

4 4.377 4.002E-03 4.003E-03 9.022E-06

5 4.889 8.004E-03 8.004E-03 8.436E-06

6 7.105 1.129E-02 1.129E-02 5.926E-05

7 8.330 2.958E-02 2.959E-02 6.807E-05

8 9.354 1.629E-02 1.629E-02 5.885E-05

9 12.697 6.675E-02 6.676E-02 2.355E-04

10 14.918 4.815E-02 4.818E-02 6.101E-04

11 15.276 5.582E-02 5.583E-02 5.911E-04

12 17.057 5.959E-01 5.966E-01 6.234E-03

13 18.381 1.828E-01 1.829E-01 5.706E-03

14 18.753 7.960E-01 7.975E-01 4.280E-03

15 20.038 8.120E-01 8.126E-01 4.941E-03

Tabla 10.9: Comparación errores θk1

N Est. D-error DI-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %]

1 1.132 2.484E-04 2.483E-04 4.581E-07

2 1.536 5.918E-04 5.918E-04 8.335E-07

3 1.899 6.587E-04 6.586E-04 1.913E-06

4 4.171 3.634E-03 3.632E-03 9.804E-06

5 4.723 7.532E-03 7.531E-03 9.503E-06

6 6.652 9.685E-03 9.685E-03 6.221E-05

7 7.933 2.711E-02 2.710E-02 7.203E-05

8 8.848 1.484E-02 1.484E-02 5.641E-05

9 12.033 5.916E-02 5.915E-02 2.110E-04

10 13.823 4.000E-02 4.001E-02 3.822E-04

11 14.316 4.737E-02 4.737E-02 3.206E-04

12 16.495 5.242E-01 5.248E-01 2.939E-03

13 17.415 1.258E-01 1.258E-01 1.107E-03

14 18.594 8.074E-01 8.091E-01 4.093E-03

15 19.881 7.497E-01 7.502E-01 6.832E-03

Tabla 10.10: Comparación errores θk2
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Figura 10.14: Errores Frecuencias θk1
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Figura 10.15: Errores Frecuencias θk2
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Se observa que utilizando el modelo DIR se tienen mejores resultados en todas las frecuencias

presentadas y necesarias para la respuesta en desplazamiento. Incluso al mantener la matriz de

corrección TR1 y TR2 constantes, la disminución en el error es bastante considerable. Esto se debe

a que las matrices asociadas al modelo DIR se ven actualizadas en una parte de la parametrización

por medio de la actualización de los modos de interfaz ΥI .

La comparación de los modos de vibrar por medio del criterio MAC se presenta en la figura

(10.16) para el punto θk1. Por otra parte, para el punto θk2 se presentan las figuras (10.17).
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Figura 10.16: MAC parametrización modelo T -1 en θk1
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Figura 10.17: MAC parametrización modelo T -1 en θk2

En ambos casos no hay diferencia entre los MAC utilizando la matriz TR, lo cual indica que se

puede realizar una reducción aun mayor.
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En la tabla (10.11) se realiza una comparación de los tiempos asociados a construir las matrices

del modelo completo (Estructura) y los modelos reducidos correspondientes un punto θk, utilizando

las parametrizaciones presentadas.

Cargar Base Actualización Generación Total speed-up

Modelo [s] [s] [s] [s] Parametrización [s]

Estructura 0.1019 - - 267.553 267.553 1.00

D 3.644 57.292 0.0418 14.507 14.548 18.4

DI 8.917 57.292 43.648 3.838 47.486 5.63

DIR 10.677 473.090 45.797 1.137 46.934 5.70

Tabla 10.11: Tiempos Parametrizacion

En Actualización se incluyen todos los cálculos asociados a pasar desde las matrices nominales

a las correspondientes al punto de análisis θ. Se observa que para los modelos DI y DIR los tiempos

de actualización son mayores a los tiempos del modelo D, lo cual se debe a que para cada nuevo θk

se debe recalcular el problema de valores y vectores propios de interfaz. Esto, justifica la utilización

de la interpolación que disminuye los tiempos asociados al análisis modal de la interfaz.

Los modelos reducidos tienen un factor de aumento de velocidad de cálculo por punto (speed-up)

de entre 6 y 18.
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10.5. Interpolación de Interfaz

Dado el alto costo computacional en la interfaz, se analiza el efecto de la interpolación en la

parametrización. Para esto, se realiza la comparación de frecuencias y modos en los mismos puntos

que la parametrización para el modelo t-1. Se utilizan como puntos de soporte 81 puntos distri-

buidos en forma uniforme en θ entre 0.6 y 1.4 para la interpolación lineal. Para la interpolación

cuadrática, se utilizan 162 puntos, los cuales corresponden a la reflexión puntual de los 81 puntos de

la interpolación lineal, como se explica en el capitulo (4). En las tablas (10.12) y (10.13) se presenta

la comparación de los errores para los distintos modelos reducidos. Adicionalmente, en las figuras

(10.18) y (10.19) se presentan las mismas comparaciones en forma gráfica.

(81lin) (162cua) (81lin) (162cua)

N Est. DI-error DI-error DIR-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %] [ %]

1 1.179 3.70E-03 4.55E-04 3.43E-03 1.88E-04

2 1.578 2.78E-03 8.69E-04 2.15E-03 2.34E-04

3 2.004 4.58E-03 9.80E-04 3.87E-03 2.70E-04

4 4.377 6.64E-03 4.30E-03 2.65E-03 3.13E-04

5 4.889 9.92E-03 8.28E-03 1.92E-03 2.87E-04

6 7.105 1.50E-02 1.16E-02 3.83E-03 4.18E-04

7 8.330 3.22E-02 2.99E-02 2.70E-03 3.85E-04

8 9.354 1.94E-02 1.66E-02 3.18E-03 4.34E-04

9 12.697 7.02E-02 6.71E-02 3.70E-03 5.68E-04

10 14.918 5.27E-02 4.86E-02 5.13E-03 1.05E-03

11 15.276 6.06E-02 5.63E-02 5.39E-03 1.09E-03

12 17.057 6.02E-01 5.96E-01 1.21E-02 6.39E-03

13 18.381 1.86E-01 1.83E-01 9.28E-03 6.01E-03

14 18.753 8.00E-01 7.98E-01 7.54E-03 5.16E-03

15 20.038 8.20E-01 8.14E-01 1.27E-02 7.34E-03

Tabla 10.12: Comparación errores θk1

(81lin) (162cua) (81lin) (162cua)

N Est. DI-error DI-error DIR-error DIR-error

[rad/s] [ %] [ %] [ %] [ %]

1 1.132 2.83E-03 5.19E-04 2.59E-03 2.71E-04

2 1.536 2.34E-03 7.87E-04 1.75E-03 1.96E-04

3 1.899 3.97E-03 1.01E-03 3.31E-03 3.55E-04

4 4.171 6.34E-03 3.95E-03 2.72E-03 3.29E-04

5 4.723 9.11E-03 7.74E-03 1.59E-03 2.22E-04

6 6.652 1.36E-02 1.01E-02 3.99E-03 5.24E-04

7 7.933 2.95E-02 2.73E-02 2.55E-03 3.30E-04

8 8.848 1.83E-02 1.52E-02 3.56E-03 4.21E-04

9 12.033 6.19E-02 5.94E-02 2.99E-03 5.06E-04

10 13.823 4.45E-02 4.05E-02 4.90E-03 9.40E-04

11 14.316 5.13E-02 4.78E-02 4.27E-03 7.73E-04

12 16.495 5.29E-01 5.25E-01 7.44E-03 3.37E-03

13 17.415 1.28E-01 1.26E-01 3.80E-03 1.39E-03

14 18.594 8.10E-01 8.09E-01 5.05E-03 4.07E-03

15 19.881 7.56E-01 7.51E-01 1.30E-02 7.72E-03

Tabla 10.13: Comparación errores θk2
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Figura 10.18: Efecto interpolación θk1
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Figura 10.19: Efecto Optimización θk2
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El texto ‘ IB’ agregado al nombre del modelo, significa que se han utilizado la interpolación

de borde para el modelo correspondiente. Por otro lado’(lin)’ o ’(cua)’ esta asociado al uso de la

interpolación lineal o cuadrática respectivamente.

En los gráficos, se incluye los errores para los modelos DI y DIR, los cuales sirven de referencia

para analizar el efecto de la interpolación. Se observa que los modelos DI IB se mantienen cercanos

al modelo DI, siendo levemente mejor el con interpolación cuadrática. Por otro lado, los mode-

los DIR IB se encuentran entre los errores asociados al modelo DI y DIR, mostrando ahora más

claramente una mejor aproximación para la interpolación con puntos de soporte cuadráticos.

En la figura (8.17) se presenta la comparación de los modos para el punto θk1 por medio del

criterio MAC. Adicionalmente, en las figuras (8.18) se presenta la comparación de los modos para

el punto θk2.
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Figura 10.20: MAC interpolación modelo t-1 en θk1
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Figura 10.21: MAC interpolación modelo t-1 en θk2

Todos las aproximaciones de modos son bastante buenas, lo cual indica que el modelo se puede

reducir aun más.
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En la tabla (10.14) se presentan los tiempos requeridos para construir los puntos de soporte,

junto al tiempo necesario para cargar la base cuando se quiera utilizar.

Modelo Nominal [s] Base [s] Cargar [s] Total [s]

DI IB (81 lin) 101.124 3709 123 3933

DI IB (162 cua) 101.124 7420 368 7889

DIR IB (81 lin) 520.311 3709 123 4352

DIR IB (162 cua) 520.311 7420 368 8308

Tabla 10.14: Tiempos construcción Base

Por otra parte en la tabla (10.15) se presenta una comparación de los tiempos asociados a la

construcción de las matrices del modelo reducido utilizando las interpolaciones lineal y cuadrática

respectivamente para un punto θk:

Actualización Generación Total speed-up

Modelo [s] [s] Parametrización [s]

Estructura - 267.55 267.55 1.00

DI IB (81 lin) 8.200 3.40 11.60 23.0

DI IB (162 cua) 17.072 2.89 19.96 13.4

DIR IB (81 lin) 14.634 1.70 16.33 16.38

DIR IB (162 cua) 17.621 0.92 18.54 14.43

Tabla 10.15: Tiempos Ensamble

Al utilizar las interpolación el factor de velocidad de cálculo (speed-up) aumenta de 6 a 16 para

la interpolación lineal con corrección, lo cual se debe a la reducción de tiempo en interpolar el

problema de valores y vectores propios de interfaz.
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10.6. Resultados Confiabilidad

Considerando la simulación de confiabilidad con la modelación de los parámetros estructurales

utilizando el campo aleatorio, en la figura (10.22) se comparan las curvas de probabilidad en función

del nivel umbral considerando β = 1 (un valor intermedio).En la tabla (10.16) se presentan los

correspondientes valores de probabilidad de falla.

Modelo Pfalla

Est. 3.82E-04

D 3.82E-04

DI -

DIR -

Tabla 10.16: Probabilidades de Falla β = 1

Umbral [m]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

P
ro

b
a
b
il
id
a
d

d
e
F
a
ll
a

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

Est.

D

Figura 10.22: Pfalla vs Nivel umbral

Para revisar los efectos de la interpolación y corrección se presentan en las figura(10.23) las

curvas de probabilidad analizando solo los efectos de la interpolación y en la figura (10.24) las

curvas de probabilidad de falla analizando los efectos de la interpolación y corrección. En las tablas

(10.17) y (10.18) se presentan las correspondientes tablas con las probabilidades de falla.
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Figura 10.23: Pfalla vs Nivel umbral DI IB

Modelo Pfalla error [ %]

DI IB (81 lin) 3.76E-04 1.57

DI IB (162 cua) 3.76E-04 1.57

Tabla 10.17: Probabilidades de Falla β = 1
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Figura 10.24: Pfalla vs Nivel umbral DIR IB

Modelo Pfalla error [ %]

DIR IB (81 lin) 3.82E-04 0.00

DIR IB (162 cua) 3.82E-04 0.00

Tabla 10.18: Probabilidades de Falla β = 1
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Se observa que los errores son bastante pequeños con los distintos modelos. Por otro lado, el

nulo error en el modelo D, nos indica que el modelo puede reducirse aun más. En los modelos DI IB

se observa una pequeña diferencia respecto a la estructura en las curvas de probabilidad, lo cual se

puede deber a que se utilizar pocos puntos de soporte. Este error, permite visualizar el efecto de la

corrección en los modelos DIR IB.

A modo de resumen de los tiempos de ejecución de los procesos de confiabilidad utilizando los

modelos reducidos, en la tabla (10.19) se presenta una comparación de los tiempos asociados a la

construcción de las matrices correspondientes a cada modelo reducido y al proceso de simulación

Subset.

Modelo Base [s] Parametrización [s] Confiabilidad [hr] Total [hr] speed-up

Estructura 0.1019 267.553 265* 265* 1.00

D 72.1012 14.548 13.4 13.5 19.6

DI 101.124 47.486 44 44 6.02

DIR 520.311 46.934 45 45 5.88

DI IB (81 lin) 3933 11.60 10.7 11.8 22.4

DI IB (162 cua) 7889 19.96 10.8 13.0 20.3

DIR IB (81 lin) 4352 16.33 21.0 22.2 11.9

DIR IB (162 cua) 8308 18.54 28.3 30.6 8.66

Tabla 10.19: Tiempos Subset (Los tiempos con * son estimados)

En cada proceso de Subset se realizaron 4 etapas, lo que equivale a 3700 re-análisis, considerando

actualización, ensamblaje y respuesta. Se observa que los factores de aumento de velocidad (speed-

up) son similares a los factores de tiempo en construir los modelos reducidos, quedando para

el modelo DIR IB con interpolación lineal en 12. Es importante mencionar que optimizando los

codigos implementados estos factores se pueden mejorar en buena parte.

En este caso, domina el modelo DI IB (81lin) el cual es comparable al modelo D. Esto muestra

que la correcta selección de número de modos de interfaz y de puntos de soporte puede mejorar los

resultados asociados a cada modelo reducido.
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Conclusiones

En esta tesis se ha propuesto la utilización de interpolaciones de los modos de interfaz en las

técnicas de reducción de modelos de elementos finitos. De los resultados en los ejemplos de aplicación

queda demostrada la utilidad que tienen las técnicas de reducción de modelos y su parametriza-

ción eficiente, en simulaciones basadas en re-análisis. Es importante mencionar que a medida que

los modelos tiene más grados de libertad, los factores de aumento de velocidad (speed-up) fueron

creciendo, incluso al considerar el problema con no-linealidades singulares.

La utilización de la matriz de corrección TR constante en el valor nominal, permite mejorar los

resultados de la interpolación. De esta forma, se tiene una técnica bastante eficiente para la resolu-

ción de los problemas de simulación compleja.

Respecto al tipo de interpolación se concluye que las técnicas cuadráticas mejoran la aproxima-

ción respecto a las lineales, con la desventaja del aumento en el costo de generación de la base de

puntos de soporte. Este problema se puede solucionar utilizando bases pequeñas que no sean cons-

truidas desde una base de puntos lineales demasiado grande (como lo fue en los análisis realizados).

Se debe profundizar en la cantidad y forma de selección de los puntos de soporte necesarios para

obtener el nivel de error deseado para las distintas simulaciones.

La utilización de puntos de soporte adaptativos ha mostrado tener buenos resultados, con la ventaja

de ser mas general al momento de seleccionar los puntos de soporte. Adicionalmente, los códigos

implementados para esta técnica, permiten extender la utilización de la matriz de corrección abar-

cando de mejor forma el espacio de análisis. Esto es gracias a que las parametrizaciones se realizan

desde puntos nominales que se van moviendo. Lo anterior, puede ser útil para problemas de diseño

optimizado.

La comparación de las subestructuraciones para el modelo de edificio del capitulo (8) muestra

que la correcta selección de subestructuras, puede ser de gran influencia en los costos computacio-

nales de generación de los modelos reducidos. La propuesta de guiar la parametrización en base a

la subestructuración eficiente debe ser analizada con mas modelos estructurales, para entender de

mejor forma como enfrentar la división del modelo de elementos finitos.
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Ĺıneas de investigación futuras apuntan a ampliar lo propuesto en este documento. Temas es-

pećıficos para estas lineas de investigación incluyen:

La consideración de ejemplos que involucren subestructuras dependientes de varios paráme-

tros, lo cual puede ser enfrentado en base a interpolaciones como las presentadas.

La aplicación del método propuesto en aplicaciones de identificación de parámetros estructu-

rales .

La expansión del dominio de análisis de confiabilidad con las respectivas técnicas de interpo-

lación, para ser utilizados en problema de optimización de diseño.

Muchos de estos temas de investigación se encuentran actualmente en proceso de investigación.
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Apéndice A

Modal Assurance Criterion

Una de las herramientas más populares para cuantificar la comparación de vectores propios

es el Modal Assurance Criterion (MAC). El MAC es un indicador estad́ıstico que se utiliza para

cuantificar la consistencia entre pares de modos de vibrar. Se caracteriza por ser más sensible para

diferencias grandes y relativamente poco sensible ante diferencias más pequeñas. El MAC solo se

aplica a modos de vibrar, lo que significa que es necesario realizar un análisis por separado para las

frecuencias del sistema.

En este trabajo de tesis se utilizan los valores del MAC para comparar los modos de vibrar de

dos modelos estructurales.

A.1. Cálculo del MAC

El MAC es calculado como el producto escalar normalizado de dos conjuntos de vectores {ϕA}i,
i = 1, . . . , na, y {ϕB}j , j = 1, . . . , nb. Los escalares resultantes se almacenan en la matriz

MAC(i, j) =

∣∣∣{ϕA}Ti {ϕB}j∣∣∣2(
{ϕA}Ti {ϕA}i

)(
{ϕB}Tj {ϕB}j

) (A.1)

Los valores del MAC van desde 0 a 1, donde 1 indica que los modos son completamente consis-

tentes.
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Apéndice B

Definición Interfaces

Para la definición de interfaces entre subestructuras, se generó un algoritmo de clasificación de

grados de libertad. Se genera una matriz de dimensión nb×Ns, cada fila se rellena con 1 si el grado

de libertad de borde xjb, j = 1, ..., nb pertence a la subestructura s, s = 1, ..., Ns y con 0 si no

pertenece. Al terminar de construir esta matriz se filtran en vertical las combinaciones binarias de

1 y 0, con lo que resultan un número NI de interfaces independientes.

En la siguiente figura se presenta el mapa interfaces para el modelo m-1. El cual posee 8

interfaces y 16 subestructuras. Cada fila representa una interfaz independiente, mientras que las

componentes de la fila, representan las subestructuras que aportan grados de libertad de borde a

la correspondiente interfaz.

nz = 23

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Figura B.1: Mapa de interfaces t-1
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En la siguiente figura se presenta el mapa interfaces para el modelo a-1. El cual posee 36

interfaces y 49 subestructuras.

nz = 103

0 10 20 30 40 50

0

5

10

15

20

25

30

35

Figura B.2: Mapa de interfaces

En la siguiente figura se presenta el mapa interfaces para el modelo a-2. El cual posee 15

interfaces y 9 subestructuras.

nz = 37
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Figura B.3: Mapa de interfaces
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Apéndice B. Definición Interfaces 135

En la siguiente figura se presenta el mapa interfaces para el modelo t-1. El cual posee 196

interfaces y 126 subestructuras.

0 20 40 60 80 100 120

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

nz = 538

Figura B.4: Mapa de interfaces
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