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Resumen Ejecutivo

Esta tesis aborda un problema de planificaciéon y programacion de la cosecha selectiva en el
ambito de una cadena de suministro agricola. En este contexto, el desafio radica en coordinar
las decisiones de cosecha del productor con las necesidades de miultiples distribuidores, quienes
compiten entre si por obtener el producto. Este problema se formula mediante un modelo
jerdrquico de programacion binivel con multiples seguidores, donde el productor, que actta
como lider, define las areas de manejo para la cosecha y las cantidades a ofertar. Por su
parte, los distribuidores, como seguidores, toman decisiones sobre las cantidades a adquirir
para satisfacer la demanda de sus mercados, lo cual genera una interaccion estratégica entre
las partes.

El modelo propuesto incorpora la delimitaciéon de zonas de manejo de un terreno, consi-
derando la variabilidad espacial del suelo y de la producciéon agricola, lo que permite mejorar
tanto la calidad como el rendimiento de los cultivos. Ademas, la investigacion introduce un
enfoque estocastico para incorporar la incertidumbre en las decisiones del productor y de los
distribuidores, especialmente en lo que respecta a la demanda de productos y las condiciones
del mercado.

Para resolver el problema, se propone una estrategia algoritmica basada en la Descompo-
sicion de Benders. La descomposicion permite dividir el problema en un problema maestro
y un subproblema binivel continuo, que es reformulado como un tnico nivel utilizando las
condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Esta reformulaciéon reduce la
complejidad computacional del problema. Ademés, se utiliza un enfoque Big-M para repre-
sentar las restricciones no lineales de no lineales de complementariedad y asegurar soluciones
viables. Esta reformulacion entrega informacion relevante a partir de la cual se extraen los
cortes de Benders al problema maestro,

Los resultados obtenidos en diferentes instancias resaltan la importancia del modelo y
la metodologia aplicada, mostrando su capacidad para generar soluciones adecuadas que
permiten enfrentar de manera efectiva los desafios del proceso de cosecha selectiva en un
entorno agricola sujeto a incertidumbre.

En resumen, este trabajo presenta un enfoque innovador que combina la programaciéon
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binivel estocastica con multiples seguidores y la descomposicién de Benders para abordar de
manera efectiva los desafios inherentes a la planificacion de cosecha selectiva en cadenas de
suministro agricolas. Las contribuciones de esta investigaciéon no solo son relevantes desde
el punto de vista teorico, sino que también tienen importantes implicaciones practicas pa-
ra la gestion eficiente de la produccion y distribucion de productos agricolas en mercados

competitivos y sujetos a incertidumbre.
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Abstract

This paper addresses a selective harvest planning and scheduling problem in the context
of a fresh agri-food supply chain. The problem considers an integrated approach, incorpora-
ting the definition of management zones for harvesting, the harvest problem itself and the
coordination between the producer and the wholesalers. The problem is represented by a
mixed-integer linear bilevel multi-followers programming model that considers the hierarchy
between the producer (leader) and the wholesalers (followers). The producer plans the har-
vest for the different management zones into which the farm is subdivided and the production
levels to be offered to each wholesaler, while the wholesalers decide the quantity of product
to be purchased to satisfy their demand requirements. Additionally, an algorithmic strategy
of resolution based on the Benders decomposition method is proposed where the master pro-
blem contemplates the integer decisions of the model and the subproblem is a bilevel model
in continuous variables which is reformulated in a single level using the Karush-Kuhn-Tucker
conditions. The results achieved in a set of instances are shown to highlight the importance

of the problem and the proposed strategy.
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1. Introduccion

En un escenario marcado por la creciente incertidumbre debido a tensiones geopoliticas,
condiciones climaticas adversas y enfermedades que afectan a animales y plantas, junto con
la volatilidad en los precios de los principales insumos agricolas, el panorama global de la
agricultura, la ganaderia y la pesca se presenta como un desafio considerable. A pesar de estos
obstaculos, las proyecciones para los proximos 10 anos indican que la produccién mundial en
estos sectores experimentara un crecimiento anual promedio del 1,1 % (OECD/FAO, 2023).
Ademas, se estima que el comercio global de productos agricolas bésicos experimentara un
aumento anual del 1,3% (OECD/FAO, 2023).

Sin embargo, se anticipa un continuo aumento en la demanda alimentaria, proyectando
un crecimiento del 1,3 % anual hasta el afio 2032 (OECD/FAO, 2023). Este incremento, sin
embargo, implica un aumento en la proporciéon de productos agricolas destinados al consumo
humano. Simultdneamente, surge la necesidad de explorar nuevas técnicas y tecnologias que
garanticen la calidad y frescura de las frutas y verduras, ya que se estima que las mejoras en
la calidad y rendimiento representaran el 79 % del crecimiento de la produccién mundial de
cultivos (OECD/FAO, 2023). En este contexto, resulta fundamental establecer un proceso
de manipulacion adecuado y optimizar las operaciones de cosecha, lo que permitira asegurar
una buena calidad de la fruta, reducir costos en el proceso y, como consecuencia, brindar al
productor mayores beneficios econoémicos (Ampatzidis et al., 2014).

En el ambito agricola, los cambios en las propiedades del suelo son un factor decisivo
que afecta la calidad del producto. Calidad y rendimiento de los cultivos (Albornoz et al.,
2015). El uso de indices de suelo y vegetacion para identificar areas de manejo especificas
permite una planificaciéon de la cosecha, una optimizacion de la calidad y del rendimiento mas
precisas. En la literatura se han explorado varios métodos para identificar areas de manejo a
partir de datos de muestras de suelo y vegetacion utilizando métodos de agrupamiento, como
los estudios de suelos y sitios Fraisse et al., 2001 y Schepers et al., 2004. Otros métodos, como
Carr et al., 1991, zonificacion basica en mapas topograficos, y Bhatti et al., 1991 y Johnson
et al., 2003 se centran en el muestreo de suelos.

Por otro lado, otros métodos utilizan mapas con datos combinados dados. de varias tem-
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poradas, por ejemplo Blackmore, 2013,Diker et al., 2004 y Pedroso et al., 2010. Algunos
estudios combinan muestras de suelo y mapas de rendimiento, como los estudios Franzen
and Nanna, 2003 y Hornung et al., 2003. Un ejemplo de un enfoque innovador es el uso de
algoritmos de segmentacion de cuencas, como Roudier et al., 2008, que permiten que las areas
de manejo se adapten a morfologias especificas.

La clasificacion de areas de gestion también utiliza técnicas de anélisis de componentes
principales, clustering y algoritmos como K-medias o K-medias difusas, métodos utilizados
en los estudios Ortega et al., 2002, Ortega and Santibanez, 2007 y Whelan et al., 2010 para
Mejora la uniformidad dentro del area generada.

Sin embargo, estos métodos tienen limitaciones debido a la forma irregular de los graficos
generados, lo que los hace dificiles de usar. maquinaria agricola. Para resolver este proble-
maCid-Garcia et al., 2013 desarroll6 un modelo para formar un area de control rectangular
mediante programaciéon entera binaria, y esta sugerencia se aplicé al diseno del sistema de
riegoHaghverdi et al., 2015Y mejorado mediante analisis de variogramaZhang et al., 2016
para determinar el tamano de cuadricula 6ptimo.

Posteriormente, Albornoz et al.; 2015 propuso un modelo de optimizacion de objetos bio-
logicos para reducir el nimero de regiones de control y maximizar su homogeneidad. Saez and
Albornoz, 2016 luego ampli6 el modelo con un enfoque estocastico de dos etapas, y Albornoz
and Nanco, 2016 desarroll6 un método de generacion de columnas para resolver el modelo de-
terminista original. A su vez, Albornoz et al., 2019 adopté esta estrategia para dar cuenta de
incertidumbres futuras en los indices de suelo y vegetacion. En su ultimo desarrollo, Albornoz
and Zamora, 2021 amplia el modelo para incorporar restricciones vecinales en la planifica-
cion de cultivos, ayudando a reducir la propagacion de plagas y optimizar la utilizacion de
nutrientes, mientras Wolfert et al., 2017 implementa sisteméaticamente recomendaciones para
apoyar la toma de decisiones agricolas.

Ademés, el momento 6ptimo de cosecha es crucial para los productores.La planificacion
selectiva de la cosecha permite definir cronogramas detallados en funciéon de la disponibilidad
de recursos, optimizando la calidad y el rendimiento. Modelos de optimizacion especificos,
como el desarrollado para la cana de aztucar por Jena and Poggi, 2013 y el enfoque desarrollado

por Gonzalez-Araya et al., 2015 para la cosecha de frutas, integran aspectos de gestion de
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costos y calidad del proceso de cosecha.

La creciente variabilidad en la demanda y los cambios en las condiciones de los precios
del mercado han llevado al desarrollo de métodos de optimizacion estocéasticos y robustos,
como Herrera-Caceres et al., 2017, que integra la calidad y disponibilidad de los recursos, y
Albornoz and Zamora, 2021, que Examinar las practicas de gestioén agricola en condiciones
especificas. Como sugiere Wolfert et al., 2017, estas herramientas integradas en los sistemas de
apoyo a las decisiones facilitan la toma de decisiones en tiempo real en condiciones agricolas
cambiantes.

Por otro lado, la sostenibilidad agricola se ha convertido en un factor clave para ges-
tionar eficazmente la agricultura. Estos recursos, como el agua, los nutrientes y los pesti-
cidas.Delinear zonas de manejo que promuevan pricticas sustentables es fundamental para
minimizar los impactos ambientales y optimizar el uso de recursos, como muestra Albornoz
and Zamora, 2021 en su modelo de limites comunitarios disenado para reducir la propagacion
de plagas y mejorar la eficiencia del uso de nutrientes en la superficie de esa manera. Final-
mente, métodos como el analisis de componentes principales y los algoritmos de agrupamiento
y la ciencia de datos estédn redefiniendo los métodos de zonificacion agricola al optimizar la
variabilidad del paisaje y complementar los métodos de zonificacion agricola. Precision de las
aplicaciones de datos brutos (Gavioli et al., 2016; Zhang et al., 2016). El dltimo avance en
agricultura de precision es el uso de modelos de optimizacién de dos etapas o dos niveles para
coordinar decisiones en todos los niveles de la cadena de suministro agricola. En este caso
Albornoz and Vera, 2023 se propone un modelo de optimizacion estocastico de dos etapas
para la planificacion de la cosecha. Integre designaciones de areas de gestion y planes de cose-
cha selectiva para maximizar los beneficios para productores y distribuidores en condiciones
inciertas. Estos desarrollos resaltan la importancia de la innovacion en la agricultura de pre-
cision y su potencial para satisfacer las necesidades alimentarias y la necesidad de practicas

sostenibles (Testuri et al., 2019).
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1.1. Objetivos

1.1.1. Generales

Formular y resolver un modelo de planificaciéon de cosecha en una cadena de suministro
agricola jerarquica, que integre la definicién de zonas de manejo para la cosecha por parte
del productor, asi como la distribucién de productos gestionada por multiples distribuidores,

incorporando factores de incertidumbre.

1.1.2. Especificos

= Desarrollar un modelo de optimizacion binivel estocastico que incorpore a un productor
(lider) que se encargue de la planificacion de zonas de manejo para la cosecha y a

multiples distribuidores (seguidores) que se ocupen de la distribucion del producto.

» Modelar y analizar la interacciéon entre el productor y los distribuidores en una cadena
de suministro agricola, donde se optimicen las decisiones del productor en funciéon de

la demanda de los distribuidores, considerando la incertidumbre en los datos.

= Analizar la interacciéon y la competencia entre los distribuidores en términos de demanda

y precios.

= Implementar el enfoque de descomposicién de Benders, adaptado a problemas de pro-
gramacion binivel con multiples seguidores, para resolver el modelo de planificacion de

la cosecha.

= Determinar un valor adecuado de la constante M en el enfoque Big-M que garantice la
viabilidad y precision de las soluciones, evitando tanto el sobredimensionamiento como

el subdimensionamiento de las restricciones.

» Analizar los resultados obtenidos para validar la metodologia propuesta y plantear las

principales aportes y conclusiones del trabajo.

10
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1.2. Estructura

En lo que sigue la estructura de esta tesis se compone de otros cuatro capitulos. En el
segundo capitulo, se presenta el marco teérico, donde se abordan los topicos centrales de la
investigacion. El tercer capitulo expone la metodologia propuesta, detallando los modelos
de optimizaciéon matematica, la probleméatica a resolver y la estrategia seleccionada para
su soluciéon. En el cuarto capitulo, se presentan los resultados principales de este trabajo,
acompanados de su correspondiente discusiéon. Finalmente, en el quinto capitulo, se ofrecen las

conclusiones obtenidas, recomendaciones y posibles extensiones futuras de esta investigacion.

11
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2. Marco Teo6rico

2.1. Optimizaciéon

La historia de la optimizacion matematica se remonta al Renacimiento, donde problemas
de maximizaciéon y minimizacién aparecieron en diversos contextos. Los primeros problemas
documentados de optimizacion se encuentra en los escritos de Fermat y Lagrange, matemati-
cos quienes realizaron contribuciones significativas al campo. Fermat desarroll6 métodos para
encontrar maximos y minimos utilizando técnicas geométricas, mientras que Lagrange intro-
dujo el concepto de multiplicadores de Lagrange en el siglo XVIII, que resulto ser esencial
para la resoluciéon de problemas de optimizaciéon con restricciones.

El siglo XIX fue testigo de avances notables, especialmente con la obra de Karl Weierstrass
y Augustin-Louis Cauchy en el calculo de variaciones, un area fundamental de la optimizacion.
Sin embargo, la optimizacién matematica como disciplina independiente alcanza un nuevo
auge el siglo XX, donde la Investigacion de Operaciones desempend un papel crucial en su
desarrollo y aplicacion.

Durante la primera mitad del siglo XX, con el desarrollo de la teoria de conjuntos y el
analisis funcional, la optimizacion matematica encontré una base sélida. La programacion
lineal, una rama importante de la optimizacion, se desarrollé6 durante la Segunda Guerra
Mundial, cuando matematicos como George Dantzig aplicaron métodos matematicos para
resolver problemas logisticos y de planificacion militar (Hillier and Lieberman, 2023).

Con el tiempo, la optimizacion se expandio a diversas areas, incluyendo la ingenierfa, la
economia, la ciencia de la computacion y la estadistica. La formulacion de modelos matemé-
ticos para representar problemas del mundo real y la aplicacién de técnicas de optimizacion
se convirtieron en practicas comunes en la investigacion y el desarrollo.

En las ultimas décadas, el auge de la computacion y la capacidad para resolver problemas
de optimizacion de manera eficiente ha llevado a avances significativos. Algoritmos de opti-
mizacion nimerica para los diversos y nuevos modelos de optimizaciéon han revolucionado la
forma en que abordamos problemas complejos de optimizacion en diversas disciplinas.

En la actualidad, la optimizacién matematica desempena un papel crucial en la toma

12
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de decisiones en campos tan variados como el diseno de redes, determinacién de rutas, ro-
tacion de tripulantes, problemas de transporte, administracion de inventarios, gréaficas por
computadora, ingenieria de software, bases de datos, finanzas, ingenierfa y optimizacién com-
binatoria, entre otras (Hillier and Lieberman, 2023).

La optimizacién es una herramienta muy potente que permite al tomador de decisiones
escoger la mejor alternativa de un niimero elevadisimo o infinito de posibilidades, empleando
un modelo mateméatico propio de la Programacion Matematica (Sioshansi and Conejo, 2017).
En este sentido, para resolver un problema de optimizacion debemos recurrir a un modelo,
se entiende por modelo a una abstracciéon de un problema real, al cual se le aplicaran ciertas
consideraciones matematicas, permitiendo obtener resultados 6ptimos (Pérez, 2020).

Los componentes principales de un problema de optimizacion son:

= Variables de decision: Las variables de decision son aquellas sobre las que se tiene

control en el problema y representan las elecciones posibles dentro de un conjunto

definido.

= Funcién objetivo: La funcién objetivo es una expresion matematica que representa

el criterio que se busca maximizar o minimizar en el problema de optimizacién.

= Restricciones: Las restricciones son condiciones que deben cumplir las variables de

decision para que la soluciéon sea viable dentro del contexto del problema.

Un problema de optimizaciéon matematica, o simplemente un problema de optimizacion,

tiene la forma,

min o (y) (2.1a)
st. fi(y) <0, i=1,...,m (2.1b)
hi(y) =0, i=1,..,p (2.1¢)

donde y € R™ es la variable de optimizacién, f; : R* — R es la funcién objetivo y
fis hi - R™ — R son a las funciones de las restricciones. Ademas, a las desigualdades f;(y) <0
se llama restricciones de desigualdad, mientras que a las ecuaciones h;(y) = 0 se denomina

restricciones de igualdad.

13
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El campo de la optimizacion es ampliamente reconocido por su popularidad y la diversidad
de teorias, métodos y software disponibles. La clasificaciéon de los modelos de optimizacion
desempena un papel crucial al permitir la comprension profunda de los problemas de optimi-
zacion y facilitar la seleccion precisa de algoritmos. Cada tipo de problema de optimizacion
presenta caracteristicas inicas que pueden ser mejor abordadas por algoritmos especificos.
Asi, la clasificacion adecuada ayuda a identificar cual algoritmo se adapta mejor a las condi-
ciones y restricciones particulares de cada caso, maximizando la eficiencia y la precision en
la resoluciéon de problemas complejos.

La figura 2.1 muestra un desglose detallado de los enfoques comtunmente utilizados en

optimizacion.

Under
Uncertaimty

Discrete
Optimization

Unconstrained
Optimization

Figura 2.1: Tipos de problemas de optimizacion. (Fuente: Guide, 2024)

= Optimizaciéon Continua: Se caracteriza por trabajar en un dominio continuo, donde
las variables de decision son continuas y pueden asumir cualquier valor dentro de un

intervalo determinado.

= Optimizacion Discreta: En este tipo de problemas las variables pueden tomar sélo

valores discretos, como ntmeros enteros. Este tipo de optimizacion es crucial en proble-

14
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mas como la programacion de horarios, asignacion de tareas, problemas de red, entre

otros.

= Optimizacion Lineal: La funciéon objetivo y todas las restricciones son funciones
lineales. Este tipo de optimizacion es utilizado frecuentemente en modelos econémicos

y de produccioén.

= Optimizaciéon No Lineal: La funcién objetivo o alguna de las restricciones no son
lineales. Este tipo de problemas es més complejo y abarca una amplia gama de aplica-

ciones, desde el diseno de estructuras hasta la gestion de carteras financieras.

= Optimizaciéon Determinista: Se asume que todos los datos son conocidos con pre-
cision. Este enfoque es adecuado para sistemas donde la incertidumbre es minima o

puede ser ignorada.

= Optimizacion Estocastica: Se considera la incertidumbre en los datos, introduciendo
variables aleatorias y distribuciones de probabilidad. Este enfoque es esencial en situa-
ciones donde los datos futuros son inciertos, como en la gestiéon de inventarios y en las

finanzas.

» Optimizacion Convexa: Los problemas convexos tienen la propiedad de que cualquier
minimo local es también un minimo global. Este tipo de optimizacién es mas facil de

resolver y tiene aplicaciones en muchas areas cientificas y de ingenieria.

= Optimizacion No Convexa: En este tipo de problemas los minimos locales no nece-
sariamente son minimos globales, lo que complica la solucién del problema. Es comtin

en diseno industrial y optimizacién de procesos complejos.

= Optimizaciéon Mono-objetivo: Se enfoca en la optimizacion de una tnica funcién

objetivo. Es utilizada en problemas donde un solo criterio de desempeno es suficiente.

» Optimizaciéon Multi-objetivo: Considera multiples funciones objetivo simultanea-
mente. Es vital en areas donde se deben balancear diferentes criterios, como en la

ingenieria ambiental y la toma de decisiones en politicas publicas.
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2.1.1. Programacion lineal

Un problema de Programacion Lineal (PL) u Optimizaciéon Lineal es un modelo de op-
timizacion donde su funcién objetivo lineal y sujeta a un conjunto de restricciones también
lineales. Este tipo de modelos es fundamental en la investigacion de operaciones y la gestion
de recursos, ya que permite encontrar la mejor soluciéon posible para problemas que pueden
ser modelados matematicamente.

Los supuestos a través de los cuales se sustentan los problemas de Programacion Lineal

son:

» Aditividad: La contribucion total de cada variable de decisién a la funciéon objetivo y

a las restricciones es la suma de sus contribuciones individuales.

= Divisibilidad: Las variables de decisiéon pueden tomar cualquier valor, incluyendo va-

lores fraccionarios.

= Proporcionalidad: La relacién entre las variables de decision y la funcién objetivo,

asi como las restricciones, es lineal.

En la literatura, existen diferentes formas de representar un problema de Programacion Li-
neal. Una de las méas conocidas es mediante el uso de matrices (Bard, 1998), como se muestra

a continuacién:

min ¢y (2.2a)
st. Ay=25b (2.2b)
y=>0 (2.2¢)

donde ¢ es un vector fila de n dimensiones, b un vector columna de m dimensiones, A una
matriz de m x n con m <n,y x € R".

Para resolver problemas de optimizacién, uno de los métodos clésicos es el Método
Simplex, un algoritmo iterativo utilizado para problemas de programacion lineal con mas
de dos variables (Bazaraa et al., 2010). El método comienza en un vértice de la region factible
y se desplaza a lo largo de los vértices de esta region, buscando mejorar el valor de la funcion

objetivo en cada iteraciéon hasta alcanzar la solucion 6ptima.
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2.1.2. Dualidad

En la optimizacion lineal, cada problema tiene un problema asociado conocido como el
problema dual. El problema original de optimizacién lineal se llama problema primal, y el
dual mantiene relaciones fundamentales con el primal. Estas relaciones incluyen la estructura
subyacente, la funcién objetivo, las restricciones y las variables, asi como las propiedades de
las soluciones de ambos problemas (Sioshansi and Conejo, 2017).

Para el problema de Programacion Lineal (2.2), se puede definir el Lagrangiano £ aso-

ciado, segtn se describe en Bard, 1998:

Ly, A\ p) =cy+ A" (Ay —b) — u"y, (2.3)

la funcion dual g : R™ x R™ — R se define como el valor minimo del Lagrangiano con

respecto a y, donde A € R™ y u € R™:

g\, p) = f L(y, A, p), (2.4)

Esta funcion dual proporciona un limite inferior para el valor 6ptimo p* (es decir, cy*)

del problema, siempre que p > 0:

g\ p) <p* =ca”, (2.5)

Asi entonces, la funcion dual es:

) Ay sicl +XTA—put =0,
g\, ) = If L(y, A, p) = (2.6)
) .
—oo  de lo contrario.
Se puede observar la propiedad del limite inferior, —\Tb < cy*, siempre que u > 0y
'+ XA — " =o0.
Dado que la funcién dual proporciona un limite inferior, surge la pregunta: jcual es el

mejor limite inferior que se puede obtener? Esto nos lleva al siguiente problema:
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mfix — A, (2.7a)
tal que ¢’ + A —pl =0, (2.7b)
p >0, (2.7¢)

Utilizando la transitividad de > 0y ¢ + A'A — uT = 0, obtenemos ¢ + \TA > 0.

Realizando el cambio —AT = 4T, se obtiene:

méax b, (2.8a)
gl
tal que ATy <, (2.8b)

Al problema (2.8) se le conoce como el problema dual del problema primal (2.2).

2.1.3. Condiciones de Optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker

En el ambito de la optimizacion, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) juegan
un papel fundamental para determinar la optimalidad de las soluciones en problemas PL.
Consideremos el problema primal de programacion lineal definido en (2.2) y su correspon-
diente problema dual (2.8), descrito mediante el valor minimo del Lagrangiano en (2.4). Los
valores 6ptimos de los problemas primal y dual deben cumplir ciertas condiciones cruciales
para garantizar la optimalidad.

Para el problema primal, se define el Lagrangiano L(y, A, ) como:

Ly, \p) =cy+X"(Ay—b) — "y (2.9)

donde c es el vector de costos, A es la matriz de restricciones, b es el vector de recursos o
lado derecho de las restricciones, A y u son los multiplicadores de Lagrange asociados a las
restricciones de igualdad y naturaleza de las variables, respectivamente. Los puntos y*, \*, u*
que minimizan el Lagrangiano deben satisfacer que el gradiente del Lagrangiano con respecto

a x se iguale a cero:
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VyL{y, N, pi*) = e + XTA = ' =0 (2.10)

De esta ecuacion, derivamos el sistema de condiciones de KKT, que incluye tanto igual-

dades como desigualdades:

c+HNTA— T =0 (2.11a)
Ay* =D (2.11b)

M (Ay* —b) =0 (2.11c)
Ty =0 (2.11d)

y >0 (2.11e)

pe >0 (2.11f)

Estas condiciones, expresadas en (2.11), son necesarias y suficientes para la optimalidad en
problemas de programacion lineal, siempre que las funciones involucradas sean diferenciables
y se satisfaga la dualidad fuerte. Es decir, cualquier par de soluciones 6ptimas, tanto del
problema primal como del dual, debe cumplir con las condiciones KKT para ser considerado

como 6ptimo (Boyd and Vandenberghe, 2004).

2.1.4. Programacion lineal entera

En muchas situaciones, como la planificacion de la produccion y la asignacion de recursos,
es necesario que algunas o todas las variables de decision tomen valores enteros o binarios.
Esto se debe a que ciertos aspectos de estos problemas son inherentemente discretos. Pa-
ra abordar estos casos, se emplean modelos de programaciéon lineal entera, que permiten
representar adecuadamente la naturaleza discreta de las variables involucradas.

Algunas de las caracteristicas mas importantes de los componentes de este tipo de pro-

blemas son las siguientes (Bard, 1998):

» Las variables de decision pueden ser exclusivamente enteras o binarias en algunos casos,
mientras que en otros, algunas variables pueden tomar cualquier valor en los ntimeros

reales.

= La funcién objetivo es una combinacion lineal de las variables de decision.
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» [as restricciones son combinaciones lineales de las variables de decision.

En la literatura, se distinguen cuatro tipos de problemas de programacién lineal entera

(Bard, 1998):

Programacion Lineal Entera (ILP).

min cx
s.t. Az <b
x>0, xeZ

Programacion Lineal Entera Binaria (BLP).

min cx
st. Az <b
ze{0,1}

Programacion Lineal Entera Mixta-Binaria (MIBLP).

min cx + dy

st. Ar+By<b
xe{0,1}
y=>0

Programacion Lineal Entera Mixta (MILP).

min cx + dy
st. Ar+By<b
x>0, xeZ

y=>0

(2.12a)
(2.12b)
(2.12¢)

(2.13a)
(2.13b)
(2.13¢)

donde ¢,d € R™ son vectores fila, b € R™ es un vector columna que representa los lados

derechos de las restricciones, A € R" x R™ con m <n, B RP x R™ con m < p, v € Z" es

la variable entera e y € R? la variable continua, ambos no negativos.

Cada caso se diferencia del resto por la naturaleza de las variables. En el problema de
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Programacion Lineal Entera (2.12), todas las variables son enteras. En el problema de Progra-
macion Lineal Binaria (2.13), todas las variables son binarias. El problema de Programacion
Lineal Mixto-Binario (2.14) incluye variables binarias y continuas. Finalmente, el problema

de Programacion Lineal Mixta (2.15) cuenta con variables enteras y continuas.

2.1.5. Programacioén estocastica

En la optimizacion determinista tradicional de problemas de PL, se parte del supuesto
de que los parametros del problema son conocidos con certeza. Sin embargo, estos modelos
no siempre son los més adecuados para capturar los comportamientos aleatorios que ocurren
en la vida real, donde la incertidumbre introduce variaciones imprevistas en las condiciones
y resultados esperados.

La incertidumbre es una caracteristica comun en la mayoria de los sistemas, pero suele ser
dificil de manejar explicitamente debido a la complejidad que anade a muchos problemas. Esta
incertidumbre puede surgir por la falta de datos confiables, errores de medicion o la naturaleza
de parametros que representan informacion sobre eventos futuros (Quinteros et al., 2006).

Por esta razon, a mediados del siglo XX, varios autores comenzaron a explorar formas de
integrar la incertidumbre en sus modelos de programacion lineal deterministas, buscando asi
reflejar méas fielmente la complejidad y variabilidad del mundo real (Dantzig, 2010).

Estos modelos de optimizacién con incertidumbre se conocen como problemas de Pro-
gramacion Estocéstica. En estos problemas, los parametros pueden ser desconocidos en el
momento de tomar la decision, pero se puede conocer o estimar, por ejemplo a partir de
observaciones previas, su distribuciéon probabilistica. Esto permite modelar diferentes escena-
rios posibles y evaluar decisiones bajo condiciones de incertidumbre de manera mas precisa
y realista.

En la literatura, uno de los modelos de Programacion Estocéastica mas conocidos y fre-
cuentemente utilizados son aquellos en los que las decisiones se toman en dos etapas, una de
las cuales la informacion esta disponible en el momento ("here and now") y otras a medida
que se revela la informacion de los antecedentes bajo incertidumbre. Estos son conocidos
también como modelos de Programacion con Recurso de dos etapas, donde se toman dos

tipos de decisiones: la primera etapa involucra decisiones estratégicas que se toman antes de
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conocer el estado exacto de la naturaleza, mientras que la segunda etapa implica decisiones
tacticas o de ajuste basadas en el conocimiento de los resultados de la primera etapa y en la
informacion adicional que se va revelando.

Para entender de mejor manera esto, a continuacion se presenta matematicamente el

problema de Programacion Lineal con Recurso de dos etapas.

min  cx + E, [Q(z,£Y)] (2.16a)
st. Az <b (2.16b)
x>0 (2.16¢)
donde,

Q(z,£”) =min gy, (2.17a)

Yw
st. Wy, < h, —T,x (2.17b)
Yo =0 (2.17¢)

En este modelo, x corresponde a la variable de primera etapa, y ¥, es la variable de
recursos de segunda etapa para las diferentes realizaciones de w del parametro incierto.

Es importante destacar que este nuevo problema considera el valor esperado en la funciéon
objetivo. Ahora bien, este problema de Programacion Estocéstica puede ser formulado de for-

ma equivalente por un nuevo problema que es conocido como problema determinista equiva-

lente en su forma compacta. Este considera un namero finito de escenarios = = {1, &, ..., &}
con w € €2, con sus respectivas probabilidades IT = {my, my, ..., 7, },

gl;il cr + wezﬂwwquw (2.18a)

st. Az <b (2.18b)

Woyo < h, — Tz, Yw € Q (2.18¢)

x>0 (2.18d)

Yo >0, Ywe (2.18e)
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Este enfoque permite incorporar explicitamente la incertidumbre en el modelo, evaluando
miultiples escenarios y sus respectivas probabilidades para tomar decisiones més robustas y

adaptables a las condiciones reales.

2.2. Método de Descomposion de Benders

En ocasiones, los modelos de optimizaciéon pueden ser muy grandes y complejos, lo que
dificulta su resolucién directa debido al alto niimero de variables y restricciones involucra-
das. Esto puede resultar en tiempos de calculo excesivamente largos y en la ineficacia de
los métodos tradicionales. Por este motivo, el método de Benders es especialmente ttil, ya
que permite descomponer el problema original en subproblemas mas pequenos y manejables.
Esta descomposicion no solo facilita la resoluciéon al reducir la complejidad, sino que también
optimiza el uso de los recursos computacionales. Al separar las variables que més obstaculi-
zan la busqueda de la solucién 6ptima, se mejora la eficiencia del proceso de optimizacion.
Ademés, esta técnica permite aprovechar mejor las caracteristicas estructurales del problema,
proporcionando una mayor flexibilidad y adaptabilidad en su aplicacion a diferentes tipos de
problemas de programacion matematica.

El método de Benders, propuesto por primera vez por Benders, 1962, ha sido ampliamente
adoptado y aplicado en la literatura desde su aparicién. Diversos autores han explorado y
extendido este algoritmo en multiples areas, lo que ha dado lugar a una vasta cantidad de
investigaciones y aplicaciones. Como se menciona en Rahmaniani et al., 2017, el método ha
sido utilizado en una variedad de topicos, incluyendo la planificacién y produccién Hooker,
2007, Canto, 2008, atencion médica Luong, 2015, transporte y telecomunicaciones Costa,
2005, gestion de energia y recursos Cai et al., 2001, Zhang and Ponnambalam, 2006, y el
disenio de procesos quimicos Zhu and Kuno, 2003, entre muchos otros.

El algoritmo de descomposicion de Benders fue inicialmente disenado para abordar pro-
blemas MILP (2.15). Al fijar las variables enteras, el problema se reduce a un programa lineal
continuo, lo que permite aplicar la teoria de la dualidad para generar cortes. A partir de su
introduccion, se han desarrollado numerosas extensiones para adaptar el algoritmo a una ga-
ma mas amplia de problemas, como se observa en trabajos de autores como Geoffrion, 1972 y

Hooker and Ottosson, 2003. Ademas, se han propuesto mejoras adicionales para incrementar
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la eficiencia del algoritmo en ciertas clases de optimizacion Costa et al., 2012, Coté et al.,
2014. La Descomposicion de Benders también ha servido como base para disenar heuristicas
efectivas que abordan problemas complejos que, de otro modo, serfan intratables Coté and
Laughton, 1984, Raidl, 2015. En consecuencia, el enfoque de la descomposiciéon de Benders
se ha convertido en una herramienta fundamental para resolver una amplia variedad de pro-
blemas de optimizacién, incluyendo problemas lineales, no lineales, enteros, estocasticos, de
miultiples etapas y bilevel, entre otros.

Para describir el algoritmo de Descomposiciéon de Benders clasico, consideremos el pro-

blema MILP (2.15) (o también el problema MIBLP (2.14)),

min  cx +dy (2.19a)
st. Ar+By<b (2.19b)
x>0, xeZ (2.19¢)
y>0 (2.19d)

Este problema se descompone en un problema maestro y un subproblema (Benders, 1962).
En el subproblema, solo consideramos las variables continuas y, mientras que las variables
enteras x se fijan en un valor especifico . De esta forma, el subproblema se formula como

un problema PL de la siguiente manera:

min  dy (2.20a)
st. By<b— Az (2.20b)
y >0 (2.20¢)

En la descomposicion de Benders, este problema representa el subproblema primal, y su

dual se expresa del siguiente modo:

min  (b— Az)\ (2.21a)
st. ATA<d (2.21b)
A<0 (2.21c)

Este problema se conoce como subproblema dual, donde A son las variables duales aso-

24



Universidad Técnica Federico Santa Maria Departamento de Industrias

ciadas a las restricciones (2.21b) del subproblema primal.
Sean (A)',...,(\)" vértices o puntos extremos del conjunto de soluciones factibles del

subproblema dual, el problema original (2.15) es equivalente a resolver:

min cx + max,—;

""" ! (2.22)

Lo anterior es posible definirlo de forma equivalente a través del siguiente problema:

min  cxr + 7 (2.23a)
st. n>(b—AD)\P p=1,.,1T (2.23b)
x>0, xeZ (2.23¢)

Si el problema (2.19) resulta infactible ante ciertos valores de z, se considera adicionalmen-
te las direcciones extremas AT, ..., X'+ del conjunto de soluciones factibles del Subproblema

Dual, esto define entonces el siguiente Problema Maestro (PM),

min  cr+n (2.24a)
st. n>(b—A)\P p=1,..,1T (2.24Db)
>b—AD)NY 1 =T41,..I1+L (2.24¢)

x>0, xeZ (2.24d)

En la k-ésima iteracion, el método de Benders considera un Problema Maestro Reducido

(PMR) con una parte de las I restricciones de optimalidad y L restricciones de factibilidad.

min cx +1n (2.25a)
st. n>b—A)A\D i=1,... k-1 (2.25Db)
>(h—AD)ND =1, k-1 (2.25¢)
>0, z€7Z (2.25d)

El problema descrito en (2.25) representa el problema maestro reducido clasico del Método
de Benders. Las restricciones (2.25b) y (2.25¢) se conocen como cortes de optimalidad y cortes
de factibilidad, respectivamente. En la primera iteracion, el algoritmo de Benders resuelve el

PMR inicial sin estos cortes. A medida que se avanza en cada iteracion, se anaden cortes de
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optimalidad o factibilidad al PMR, en funcion de las soluciones obtenidas del subproblema
dual. Este proceso contintia hasta que la brecha de optimalidad entre la solucion del PMR y

el subproblema sea lo suficientemente pequena.

2.3. Programaciéon Binivel

Muchos de los problemas de la vida real implican una relacién jerarquica entre dos o
maés niveles de decision (Labbé and Violin, 2013). Estos problemas pueden ser representados
como un problema Binivel, donde el nivel superior y el nivel inferior interactiian de mane-
ra secuencial y jerarquica. En este contexto, el nivel superior toma decisiones que afectan
las restricciones y los resultados del nivel inferior, mientras que el nivel inferior reacciona
optimizando sus propias decisiones bajo las restricciones impuestas por el nivel superior.

Un ejemplo clasico de esta estructura jerdrquica se encuentra en la gestiéon de recursos y
planificaciéon de infraestructuras. Por ejemplo, en la planificacion del transporte, el operador
de la red (nivel superior) busca mejorar el rendimiento general de la red, mientras que los
usuarios de la red (nivel inferior) optimizan sus decisiones de viaje basadas en las condiciones
establecidas por el operador (Colson et al., 2007). Otro ejemplo se puede encontrar en la
fijacion de precios de productos, donde una empresa (nivel superior) decide los precios de
los productos para maximizar sus ingresos, y los clientes (nivel inferior) deciden sus compras
para minimizar sus costos (Stackelberg, 1952).

En estos problemas, las decisiones del nivel superior influyen directamente en las res-
tricciones y el espacio de solucion del nivel inferior. Esta relacion se puede modelar mate-
méaticamente utilizando programacion binivel, donde el objetivo es encontrar una soluciéon
6ptima para ambos niveles. Los problemas de programacion binivel son intrinsecamente di-
ficiles debido a la naturaleza jerarquica y la interdependencia de las decisiones en ambos
niveles (Bracken and McGill, 1973; Candler and Norton, 1977).

Una caracteristica clave de los problemas binivel es que el seguidor elige su soluciéon 6ptima
una vez que se conoce la eleccion del lider. Esto introduce una estructura secuencial que
debe ser manejada cuidadosamente en el modelado y la solucién del problema. En muchos
casos, esto requiere el uso de técnicas avanzadas y algoritmos especializados para resolver

eficientemente estos problemas complejos, que se ha demostrado que son NP-Hard (Dempe,
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2002; Loridan and Morgan, 1996).

En la formulacion del modelo que se muestra a continuacién, las variables de decision
para el nivel superior o lider son € X C R", las variables de decisiéon del nivel inferior o
seguidor y € Y C R™, tanto el lider como el seguidor buscan minimizar F(x,y) y f(z,y)
respectivamente, en general el Problema de Programacion Binivel (BLPP, por sus siglas en

inglés Linear Bilevel Programming Problem) (Bard, 1998) se escribe como,

iy F(z,y) (2.26a)
s.t. G(z,y) <0 (2.26Db)
min  f (z,y) (2.26¢)
st. g(z,y) <0 (2.26d)

donde F, f : R" X R™ - R, G:R" - R™ - RP, y g : R" x R"™ — R? suponiendo que son
continuas y dos veces diferenciables. Los conjuntos X e Y emplean restricciones adicionales

a las variables como puede ser la no negatividad o de naturaleza entera de las decisiones.

2.3.1. Programacioén lineal binivel: variables continuas

La gran mayoria de las investigaciones en programaciéon binivel se ha centrado en la
version lineal del problema, conocida como Programacion Binivel Lineal (BLPP).

Pararze X CR", ye Y CR™ F: XxY >Ry f: X xY — R, el problema de

programacion bilivel lineal se puede escribir de la siguiente manera:

Hli)I(l F(z,y) = ez + dyy (2.27a)
Te
min  f(z,y) = cox + doy (2.27¢)
yey

donde ¢q,c0 € R™, dy,dy € R™, by € RP, by € R?, A; € RP*", Ay, € R By € RP*¥™,
By € R?™ . Los conjuntos X y Y imponen restricciones adicionales a las variables, tales como
limites superiores e inferiores o requisitos de integridad. Por supuesto, una vez que el lider
selecciona una z, el primer término en la funciéon objetivo del seguidor se convierte en una

constante y puede ser eliminado del problema. En este caso, reemplazamos f(z,y) con f(y).
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La naturaleza secuencial de las decisiones implica que y puede ser vista como una funcién de
z; es decir, y = y(x).

A partir de la formulaciéon de BLPP se pueden establecer las siguientes definiciones:

Region de restricciones del BLPP:

S = {([L’,y) xE X,y S Y, All' + Bly S bl,AQZL' + Bgy S bg} (228)

Conjunto factible para el seguidor para cada z € X fijo:

S(x)={yeY:(x,y) €S} (2.29)

Proyeccion de S en el espacio de decision del lider:

S(X)={reX:3yeY, Ajz+ By < by, Apz + Byy < by} (2.30)

Conjunto de reaccion racional del seguidor para z € S(X):

Plx)={yeY :y € arg mgin[f(a:,?)) g € S(x)]} (2.31)

Region inducible:

IR ={(z,y) : (z,y) €S,y € P(x)} (2.32)

A partir de las definiciones anteriores, tenemos que P(x) es la reaccion racional del se-
guidor, es decir, como responderé el seguidor a las decisiones del lider. La region inducible
IR es el conjunto sobre el cual el lider puede optimizar sus decisiones.

Para asegurar que el BLPP esté bien planteado, se debe verificar que la region de res-
tricciones S es un conjunto no vacio y compacto, y que para todas las decisiones tomadas
por el lider, el seguidor tiene algiin espacio para responder. Luego, utilizando las definiciones

anteriores, el BLPP se puede escribir como:

min{F(x,y) : (z,y) € IR} (5.2)
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Para resolver un BLPP existen diferentes algoritmos que abordan el problema.

2.3.2. Meétodos clasicos de resolucion

En la literatura diversos métodos exactos de resoluciéon han sido desarrollados para abor-
dar los BLPP, mucho de los cuales tienen un gran interés académico Bard, 1998. En general,

existen tres enfoques principales para resolver un problema binivel lineal, estos son:

» El primer enfoque se basa en un teorema que establece: "La solucion (z*,y*) de un
BLPP ocurre en un vértice de S". Este método involucra la enumeracion de vérti-
ces utilizando el método simplex. Candler and Townsley, 1982 fueron los pioneros en
desarrollar un algoritmo globalmente 6ptimo. Este enfoque se centra en la resoluciéon
iterativa de dos PL: uno para el lider, que involucra las variables x y un subconjunto
de las variables y asociadas a una base 6ptima del problema del seguidor, y otro que
resuelve el problema del seguidor con x fijo. Mediante un esquema iterativo que verifica
los costos reducidos, se obtiene la base 6ptima del problema. Posteriormente, Bialas and

Karwan, 1984 propusieron un esquema diferente basado en la busqueda de vértices.

» El segundo enfoque es conocido como el enfoque de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que
se basa en la formulacion del problema del seguidor utilizando las condiciones de KKT.
Este enfoque emplea la estrategia de branch and bound para manejar las restricciones
relacionadas con las holguras complementarias. Al relajar estas restricciones, el proble-
ma se transforma en un PL (2.2), lo que facilita su resolucion. Los métodos propuestos
por Judice and Faustino, 1992, Fortuny-Amat and McCarl, 1981 y Bard and Moore,

1990 buscan garantizar el cumplimiento de las restricciones complementarias.

» Kl tercer enfoque se basa en las penalizaciones. Aiyoshi and Shimizu, 1984 propone una
reformulacion del problema del seguidor en un problema sin restricciones utilizando
un método de penalizacion. Para asegurar las soluciones del problema, se incluyen
las restricciones de estacionaridad y, ademas, se exige que la funcion del seguidor sea

estrictamente convexa.
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2.3.3. Enoque Kunh—Tucker

Este enfoque para resolver un BLPP (2.27) consiste en resolver el siguiente problema

equivalente:
%1)1(1 F(x,y) = iz + dyy (2.33a)
st. Az + By < by (2.33b)
Ao + Boy < by (2.33¢)
dy+uBs —v =0 (2.33d)
u(by — Asx — Boy) =0 (2.33e)
vy =0 (2.33f)
x,y>0, u,v>0 (2.33g)

Esta reformulaciéon en un solo nivel del BLPP lineal se basa en las condiciones de KKT,
lo que resulta en un problema de programacion no lineal debido a la no convexidad inhe-
rente del BLPP lineal. Lo anterior refleja claramente en la existencia de las restricciones de
complementariedad (2.33¢) y (2.33f), que introducen no linealidades en el problema.

Para abordar esta problematica, todas las restricciones de desigualdad (2.27d) del proble-
ma del seguidor se denotan como g; (x,y), i = 1,...,qg+m, y las restricciones de complemen-
tariedad se denotan como u;g; = 0. La no linealidad del problema se aborda transforméndolo
en un problema lineal entero mixto, lo cual se logra introduciendo variables binarias y un
término Big-M en reemplazo de las restricciones de complementariedad, tal como se propone

en Fortuny-Amat and McCarl, 1981. Las restricciones de complementariedad,

vy =0 (2.34Db)

se reemplazan por el siguiente conjunto de desigualdades:

u; < Mz (2.35a)
9i < M(1 - 2) (2.35b)

donde M es una constante suficientemente grande y z; € {0, 1} es una variable auxiliar.
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Aunque esta reformulacion incrementa el nimero de variables en ¢+m y anade 2 (¢ + m)
restricciones adicionales, resulta dar origen a un modelo lineal para resolver problemas binivel.
Sin embargo, es importante seleccionar adecuadamente la constante M. Determinar la validez
de la constante M puede ser tan complejo como resolver el propio problema binivel (Kleinert
et al., 2020). Si se selecciona una constante M demasiado pequenia, esto puede resultar en
soluciones suboptimas para el problema binivel (Pineda and Morales, 2019). Kleinert and
Schmidt, 2023 destacan que, a menos que se deriven constantes M adecuadas basadas en un

analisis del problema, no puede esperar que la reformulaciéon entregue resultados correctos.

2.3.4. Programacion lineal binivel: variables discretas

En el &mbito de la optimizacion binivel, es frecuente enfrentar problemas donde algunas o
todas las variables de decision estan restringidas a valores discretos, lo que da lugar a un tipo
especifico de BLPP conocido como problema de Programaciéon Lineal Binivel con variables
discretas.

Mas precisamente, se considera un vector de decisiones del lider x = (x1, z3), con n = ny+
nq, donde x; € R™ corresponde a las variables continuas y x5 € Z™ a las variables discretas.
De manera andaloga, el vector de decisiones del seguidor y = (y1,y2), con m = my + ma, esté
compuesto por y; € R™! para las variables continuas y y, € Z™? para las variables discretas.

Estas definiciones dan lugar al siguiente modelo:

mxin c11Z1 + c12T2 + diiyr + diaye (2.36a)
s.t. Anzy + Aiaxe + Biiyr + Biays < by (2.36b)
x>0, 20€Z (2.36¢)
min = cp171 + CooT2 + doryr + dazye (2.36d)

s.t. Aoy + Agexo 4+ Bo1yr + Basys < by (2.36¢)
120,y €Z (2.36f)

Bajo esta definicion, es comun encontrar variantes del modelo anteriormente descrito,
particularmente cuando el lider, el seguidor, o ambos, tienen tinicamente variables discretas.
Para abordar estas variaciones, se utilizara el modelo BLPP sin especificar si las variables

son continuas o discretas:
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gg(l ar+diy (2.37a)
st. Az + Biy < by (2.37b)
min  cox + doy (2.37c)

s.t. Asx + Boy < by (2.37d)

donde ¢; € R", di,dy € R™, by € RP, by € R, A; € RP*" By € RP*™ A, € R¥*",
By e R X CR"yY CR™
A partir de esta definicion, se pueden distinguir tres modelos segin la naturaleza de las

variables involucradas. Estos son los siguientes:

1. Problema de Programacion Binivel Discretos (DL-BLPP): Contempla solo va-
riables discretas, es decir, X € Z", Y € Z™ 6 X € B", Y € B™.

2. Problema de Programacion Binivel Discreto Continuo (DCL-BLPP): Consi-
dera variables discretas para el lider y continuas para el seguidor, es decir, X € Z", Y €

R™ o X € B, Y € R™.

3. Problema de Programacion Binivel continuo Discreto (CDL-BLPP): Contem-
pla variables continuas para el lider y discretas para el seguidor, es decir, X € R", Y €

Z"o X €R™, Y € B™.

2.3.5. Enoques clasicos

En la literatura, existen diversos metodos para resolver los BLPP con variables discretas,

sin embargo, los dos enfoques principales para resolver este tipo de problemas, estos son:

= Kl primer enfoque se utiliza para resolver DL-BLPP y DCL-BLPP de . Este se basa en
relajar las variables discretas para luego reformular en un solo nivel mediante Karush-

Kuhn-Tucker y resolver utilizando Brand and Bound.

= El segundo enfoque se utiliza para resolver un DL-BLPP binario. Este resuelve el pro-

blema binivel mediante la enumeracion implicita. La clave de este algoritmo esté en el
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reconocimiento de que cualquier solucion de DL-BLPP binario debe estar en el conjunto

de reaccion racional del seguidor P(z).

2.3.6. Programacion lineal binivel y Descomposiciéon de Benders

Una de las aplicaciones recientes més atractivas en el contexto de los problemas de Progra-
macion Binivel es la Descomposicion de Benders. Sin embargo, la literatura sobre la aplicacion
de la Descomposicién de Benders en estos problemas es limitada. Esto se debe a multiples

factores, entre los cuales los mas importantes son:

= Los problemas bilevel son inherentemente méas complejos que los problemas de optimi-

zacion estandar debido a su estructura jerarquica y no convexa del modelo.

= La naturaleza especifica de los problemas bilevel exige métodos especializados para

abordarlos.

= La investigacion sobre la descomposicion de Benders empleada en problemas bilevel

estd todavia en etapas tempranas.

= Existen pocos casos de estudio que hayan usado con éxito la descomposicion de Benders

en problemas bilevel, lo que limita la literatura disponible.

A pesar de estas limitaciones, algunos estudios han mostrado el potencial de la des-
composicion de Benders en problemas bilevel. Estos estudios demuestran que, bajo ciertas
condiciones, la descomposicién de Benders puede ser una herramienta poderosa para abordar
problemas de gran escala con estructuras jerarquicas complejas.

La mayoria de los problemas de programaciéon binivel que se encuentran en la literatura
son problemas de Programaciéon Binivel Entero Mixto con variables binarias para el lider
y variables continuas para el seguidor. Por ejemplo, Fontaine and Minner, 2014 aborda un
problema binivel entero mixto utilizando la Descomposicion de Benders para el diseno de
redes de trafico; Nik et al., 2016 trata un problema de asignaciéon y programaciéon de puertas
y pistas de aterrizaje en un aeropuerto principal; Bagloee et al., 2017 selecciona el mejor
subconjunto de proyectos de extension de carreteras dentro de un presupuesto limitado;

Labbé et al., 2019 aborda la problematica de la ubicacién de instalaciones como plantas
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quimicas y vertederos, Goudarzi et al., 2024 explora la complejidad de la fijacion de precios
en mercados eléctricos, Wu and Conejo, 2017 aborda la planificacién de la defensa de la red
eléctrica contra posibles ataques fisicos

También existen casos en los que se utilizan variables continuas en el lider y variables bina-
rias en el seguidor. Rahmani et al., 2024 examina un problema de localizaciéon y enrutamiento
de instalaciones en cadenas de suministro cerradas en un entorno competitivo.

En otros escenarios, las variables del lider pueden ser binarias, mientras que las del segui-
dor son continuas y binarias. Dominguez et al., 2023 resuelve un problema de ubicacién de
instalaciones de captura méxima cooperativa, y Aazami and Saidi-Mehrabad, 2019 aplica la
Descomposicion de Benders para un problema de Programacion Binivel Entero Mixto.

Asimismo, hay casos donde tanto las variables del lider como las del seguidor pueden ser
continuas y binarias. Byeon and Hentenryck, 2022 desarrolla una Descomposicion de Benders
para un Problema de Programacién Binivel Entero Mixto.

Existen otros casos particulares donde los problemas pueden ser no lineales o se distinguen
por alguna caracteristica especial. Han et al., 2024 aborda un problema para microgrids
autonomos interconectados a través de un sistema de distribucion de energia, caracterizado
por ser no lineal y tener variables continuas en el lider y variables continuas y binarias
en el seguidor. Gélvez, 2021 analiza la coordinaciéon de precios, surtido y demanda en el
sector minorista utilizando variables continuas en el lider y variables binarias en el seguidor.
Lin et al., 2024 aborda un problema de localizacién de instalaciones p-mediana utilizando
variables binarias en el lider como seguidor.

Uno de los trabajos méas relevantes en esta éarea es el realizado por Saharidis and Ierape-
tritou, 2009, quienes introdujeron estrategias para acelerar la descomposicion de Benders en
problemas binivel. Su investigaciéon no solo demostr6 la aplicabilidad de la descomposicion
de Benders en estos problemas, sino que también proporcioné un marco metodoloégico que ha
sido base para estudios posteriores.

Los autores de este trabajo proponen un nuevo algoritmo para resolver problemas de
Programacion Lneales Binivel Entera Mixta con variable continuas y binarias en el lider,
mientras que en el seguidor utilizan variables continuas. Este algoritmo se basa en la técnica

de descomposicién de Benders para resolver el problema Binivel.
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Si bien el algoritmo de descomposicion basado en Benders propuesto por Saharidis e
Ierapetritou ha sido ampliamente aplicado en la resolucién de problemas binivel con variables
enteras mixtas, esta investigacion se distingue por abordar un problema binivel estocastico
con miltiples seguidores. Mientras que trabajos previos como el de Caramia and Mari, 2016,
Shokr et al., 2021 y Alizadeh and Nishi, 2019 han aplicado la descomposiciéon de Benders
en contextos especificos como la localizacion de instalaciones, la planificacion de cadenas de
suministro humanitarias y la expansion dinamica de hubs en sistemas de transporte de carga,
la presenta tesis introduce un enfoque novedoso al modelar la interaccion entre multiples
seguidores en una cadena de suministro agricola.

A diferencia de los articulos citados, que en su mayoria se centran en estructuras con
un solo seguidor, este trabajo extiende la formulaciéon del problema al considerar multiples
seguidores que optimizan sus decisiones de manera simultanea, considerando ademaés antece-
dentes bajo incertidumbre que da origen a uno estocastico de dos etapas que introduce nuevas
complejidades en la coordinaciéon de las soluciones y en la gestion de la incertidumbre. Esta
caracteristica aporta un avance significativo en la capacidad de modelar y resolver problemas
mas realistas en contextos de produccion y distribucion, donde la interacciéon entre multiples
actores es crucial.

Para poder explicar como se realiza el planteamiento de este algoritmo, consideremos el

siguiente problema de Programacion Lineal Binivel Entero Mixto:

min  F(z) =diyz+ ey + fiz (2.38a)
st. Ajx + By + Crz < by (2.38b)
x>0, z¢{0,1} (2.38¢)
min  f(2) = dayr + exy + foz (2.38d)

s.t. Asx + Boy + Cyz < by (2.38¢)
Azx + Bsy + C3z < b (2.38f)

y>0 (2.38g)

Fijando los valores de las variables binarias z = Z, este problema de Programaciéon Lineal

Binivel puede ser formulado del siguiente modo:
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Min fiz + Min dix + ey
s.t. 2¢{0,1} st. A+ By <b —Ciz
min  dox + ey + foZ
s.t. Asx + Boy < by — (52

(2.39)

A3$+B3y < bg—ng
y=>0

A partir de la formulacion de la Programacion Lineal Binivel Entera Mixta es posible
observar una descomposicion del problema original en un problema de Programacion Entera
y un problema de Programacion Lineal Binivel. Esta separacion facilita la reformulacion del

problema de Programacion Lineal Binivel:

min  F(z,y) = dix + ey + f12 (2.40a)
st. Az + By < by — C1z (2.40b)
x>0 (2.40¢)
min  f(z) = dox + ey + foz (2.40d)

s.t. Asx + Boy < by — sz (2.40e)
Aszr 4 B3y < bs — C3z (2.40f)

y >0 (2.40g)

Utilizando las condiciones KKT (Shi et al., 2006; Bialas and Karwan, 1984; Hansen et al.,
1992), el enfoque Big-M y la estrategia de restricciones activas (Grossmann and Floudas,
1987), es posible transformar el problema de Programacion Lineal Binivel en un problema

lineal entero mixto:

min  F(z,y) = dix + ey + f12 (2.41a)
st. Ay + By < by — Cyz (2.41b)
Apt + Bylj < by — CyZ (2.41c)
Azx + B3y < by — C3% (2.41d)
w; — Mvy <0 (2.41e)
wy — Mvg <0 (2.41f)
w3 — Muvs <0 (2.41g)
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wg — Moy <0 (2.41h)
(by — CyZ) — Asx — Boy — M (1 —v1) <0 (2.411)
(by — C3%Z) — Asx — Bgy — M (1 —v3) <0 (2.41j)
r—M(1—wv3) <0 (2.41k)
y—M(1—u)<0 (2.411)
w1 Ay + weAg —wy =0 (2.41m)
w1 Ay + we Az — w3 = —ey (2.41n)
X, Y, Wy, Wy, w3, wy > 0 (2.41n)
vy, U2, U3, V4€{0, 1} (2.410)

A partir de la solucion de (2.41), encontramos qué restricciones estén activas, es decir, la
Region Inducible de la Programacion Lineal Binivel. De este modo transformamos de manera
equivalente el problema inicial (2.40) al siguiente problema lineal (2.42), donde asumimos que

el primer grupo de restricciones del seguidor esté activo.

min  F(z,y) = dix + ety + f12 (2.42a)
st. Ajx+ By < by — Chz (2.42b)
Agx 4+ Boy = by — CyZ (2.42c¢)
Asx + Bsz < by — Csz (2.42d)
7,y >0 (2.42)
La forma general de (2.42) se puede reformular de la siguiente manera (2.42):
min  F(z,y) = dix + e1y (2.43a)
st. Ajx+ By + Qs =0 — C1z (2.43b)
A + Boy + Q28 = by — (o (2.43c)
Asx + B3z + Q3s = by — (32 (2.43d)
x,y,s >0 (2.43e)

donde )1, ()2 son matrices donde todos los elementos son iguales a cero excepto los elementos
en la diagonal que corresponden a restricciones no activas y son iguales a 1. Para simplificar

la presentacion, transformamos el problema de la siguiente forma:

37



Universidad Técnica Federico Santa Maria

Departamento de Industrias

min F(z,y) = Jg (2.44a)
st. Dg<b—Ey (2.44b)
9>0 (2.44c)
donde,
dl T A B Q bl c
1 b1 G 1
JT: er1] 9= Yy ,D: 7b: bQ ,E:
Ay By Qs Cy
fi $ bs
Esto representa el Subproblema Primal de la descomposiciéon de Benders, cuyo dual es el
siguiente:
Max v (b— EZ) (2.45a)
st. DTv<J (2.45b)
veR (2.45¢)
donde ()", ..., (v)" son los puntos extremos (o rayos extremos) del conjunto de soluciones

factibles del Subproblema Primal (2.44) o Subproblema Dual (2.48). Luego, el problema

original es equivalente a:

Min f12

-----

(2.46)

s.t. ze{0,1}

Empleando un reformulacién en términos de un modelo lineal, el problema anterior es

equivalente al siguiente

Min fiz+n (2.47a)
st.n>b—-EFEx)v i=1,..,1 (2.47b)
veR, ze{0,1} (2.47c)

Si el problema (2.48) resulta infactible ante ciertos valores de la variable z , se considera
adicionalmente las direcciones extremas (v)U*+1 .. (v)U*+5) del conjunto de soluciones fac-

tibles del Subproblema dual, entonces el problema original queda expresado de la siguiente
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manera:
Min fiz+0n (2.48a)
st.n>b—-Ezx)v i=1,.,1 (2.48b)
0>0b—-FEz)v? p=1I,.,1+1L (2.48¢)
veR, 2e{0,1} (2.48d)

En cada etapa del algoritmo, solo algunas restricciones de (2.48) son conocidas explici-
tamente, lo que da lugar a un problema llamado problema maestro reducido e involucra un
subconjunto de las restricciones del problema maestro. Para ello asumiremos para la iteracion
k-ésima el método de Benders considera un problema maestro reducido con parte de las I

restricciones de optimalidad y L restricciones de viabilidad.

Min fiz+7n

st.n>0b—-Ez)v i=1,.. k-1
0>b—-Ez)vY p=1,.,k—1 (2.49¢
veR, ze{0,1} (2.49d

Si bien el algoritmo de descomposicién basado en Benders propuesto por Saharidis and
[erapetritou, 2009 ha sido ampliamente aplicado en la resolucion de problemas binivel con
variables enteras mixtas, esta investigacion se distingue por abordar un problema bi-nivel
estocéstico con multiples seguidores.

Esta caracteristica aporta un avance significativo en la capacidad de modelar y resolver
problemas més realistas en contextos de produccion y distribucion, donde la interaccion entre
multiples actores es crucial en un contexto bajo en condiciones de incertidumbre. Ademas,
se proponen mejoras en la eficiencia computacional mediante la optimizacion del proceso de

generacion de cortes, lo que permite obtener soluciones maés eficientes en entornos estocasticos.

2.3.7. Programacioén binivel con multiples seguidores

Para cerrar este capitulo, se resumen algunas de las propiedades bésicas de los modelos
con miltiples seguidores, pues gran parte de las investigaciones sobre los problemas binivel

se han centrado principalmente en la situacion donde en el nivel superior hay un lider y en
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el nivel inferior hay un seguidor. Sin embargo, en el mundo real, muchas de las decisiones del
nivel inferior pueden involucrar a multiples seguidores. Es asi como el lider es afectado por los
objetivos y estrategias de los multiples seguidores quienes a su vez se ajustan optimamente
a las decisiones del lider.

Este tipo de problemas, donde un lider interactiia con méas de un seguidor, se conoce como
Programacion Binivel con Multiples Seguidores (BLMF). Aqui, el lider busca optimizar su
funciéon objetivo bajo la consideracion de las reacciones de multiples seguidores, cada uno
con sus propios objetivos y restricciones, es decir, el lider no solo debe considerar sus propias
decisiones, sino que también debe anticipar las reacciones de los multiples seguidores ante
dichas decisiones.

Esta dinamica anade una nueva complejidad a los problemas binivel, ya que la interacciéon
entre los seguidores es un factor importante a considerar. Esto debido a que la solucion
6ptima de cada seguidor puede no solo depender de las decisiones del lider, sino también de
las decisiones de otros seguidores. Bajo este contexto, las interacciones entre los seguidores
pueden ser de tres tipos: Cooperativa, no cooperativa y parcialmente cooperativa.

Las interacciones cooperativas se distinguen por el hecho de que los seguidores comparten
completamente las variables de decisiéon tanto en sus objetivos como en sus restricciones. En
contraste, en las interacciones no cooperativas, no existe intercambio de variables de decision
entre los seguidores. Por otro lado, las interacciones parcialmente cooperativas se caracterizan
por compartir solo algunas de las variables de decisiéon entre los seguidores.

Cada tipo de interacciéon presenta subcasos segin si los objetivos y restricciones son
compartidos entre los seguidores, lo que da lugar a un total de nueve modelos diferentes. En
la Tabla 2.1 se detallan los tres tipos de interacciéon y los nueve modelos de BLMF'.

En particular, en este trabajo se considera el modelo de BLMF que corresponde més
precisamente al modelo S; donde las interacciones entre los seguidores son no cooperativas,
es decir, no se relacionan las variables de decision, funcién objetivo y restricciones entre los
seguidores.

Pararx € X CR" i, € Y, CR™, Y = (V,Ys,...,Yg)I, F: X xY; x -+ x Y — R,
fi: X xY,—->Ryi=12,...,K, el BLPP se puede extenderse a un problema BLMF lineal

no cooperativo con K > 2 seguidores mediante el siguiente modelo:
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’fg);csi (;ine Factores de relacion Modelos
Varlal?lﬁs de Objetivos Restricciones
decision

No cooperativa Individual Individual Individual St
Compartida  Compartida  Compartida S
Coonerativa Individual S
P Individual Compartida Sy
Individual S5
Parcialmente Compartida  Compartida Se
Parcialmente individual y Individual S7
cooperativa parcialmente  Individual Compartida Ss
compartida Individual S

Tabla 2.1: Marco general de los problemas binivel con multiples seguidores (Fuente: Lu et al.,
2006).

K
in F = d 2.

min (r,y) =cx+ ; sYs (2.50a)

st. Av + By < b (2.50b)

donde, para cada valor de x, y; corresponde a la solucion del problema de nivel inferior para

cada seguidor (1 =1,2,..., K):

min  fi(z,y;) = c;x + diy; (2.50¢)
Yi€Y;

donde ¢ € R", ¢; € R", d; € R™, ¢; € R™, b € RP, b; € RE, A € RP*", B, € RP*™i,
A; e R Cr e RE>™i g =1,2,... K.
A partir de la formulacién de problema BLMF lineal se puede establecer las siguientes

definiciones:

= Region de restricciones del BLMF:

SME — Lz g, .. yk) o € X,y €Yy, Av + By < b, Ajx + Ciy; < bj,i=1,...,K}
(2.51)
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Conjunto factible para el seguidor para cada z € X fijo:

SZ]\/[F(SE):{?/ZGY;(QZ‘,yl,,yK)GS}, Z:L?K (252)

SMF

Proyeccion de en el espacio de decision del lider:

SME(X)y={reX:Ty €Y, A+ By <b, Aw+Ciy; <bj,i=1,...,K} (2.53)

Conjunto de reaccién racional del seguidor para x € SME(X):

PZMF(x) ={y; €Y, y; € argmin[f(x,7;) : g; € Si(x)]} i=1,....K (2.54)
Yi

Region inducible:

[RMF = {(‘r7y17~~'7yK) : (x7y17--'7yK) € SMFvy’L € Pl<x)7?‘ = 177K} (255)

Por lo tanto, en términos de las notaciones anteriores, el problema BLMF lineal (2.50) se

puede escribir de la siguiente manera:

min{ F(z,y1,...,yx) : (,91,...,yx) € IR} (2.56)

A continuacion, se desarrollara una reformulacion del problema BLMF lineal (2.56) uti-

lizando Karush-Kuhn-Tucker. Para ello reescribimos este problema del siguiente modo:

gél)l(l F('Ia Yy - - - 7yk‘) (257&)
st. (z,y1,...,y%) € IRMF (2.57b)

Utilizando la expresion (2.55) este problema equivalente a:

min F(z,y1,...,Yk) (2.58a)
st. (z,y1,...,y%) € SMF (2.58b)
e Pl 255
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Luego, utilizando (2.54) reescribimos este problema de la siguiente manera:

gél)r(l F(z,y1, ..., ux) (2.59a)
st. (z,y1,..., K, y) € SMF (2.59b)
y; € argmin[f(z,9;) : i € Si(z)]} (2.59¢)

Yi

Usando (2.52) el problema queda como:

gél)l{l F(.Z‘, Yiy - - 7?Jk) (2608’)
st. (z,y1, D, y) € SMF (2.60Db)
min  f;(z, ;) (2.60¢c)
s.t. y; € SMF (2.60d)

En consecuencia, para un modelo lineal tenemos que (2.50) es equivalente a lo siguiente:

K
in F = dys 2.61
min  F(z,y) cx+; y (2.61a)
K
st. Az +> By <b (2.61D)
t=1
AjI+ijj S bl ] = 1,...,K (261C)

donde, para cada valor de x, y; corresponde a la soluciéon del problema de nivel inferior para

cada seguidor (1 =1,2,..., K):

min  fi(z,y;) = ¢ + diy; (2.61d)
Yi€Y;
K
s.t. Ar + Z By <b (2.61e)
t=1
ij—l—ijj < bj j = 1,...,K (261f)

Aplicando el enfoque de Karush-Kunh-Tucker a cada seguidor : = 1,2,..., K:

K
w; (b — Ax — Z Btyt) =0 (2.62¢)
t=1
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viy; = 0 (2.62e)
Ty Yis Wiy Uiy Vs Z 0 (262f)

El problema BLMF es equivalente a resolver el siguiente problema equivalente:

min  F(z,y) = cx + Z dsys (2.63a)
K s=1

st. Az +> By <b (2.63D)

t=1

d; + w; B; + u;,C; — v; = LK (2.63d)

(b — Az — Z Btyt) LK (2.63e)

vy =0, i=1,.. K (2.63g)

T, Y, Wi u,v; >0, i=1,... K (2.63h)

Similar al caso lineal (2.33) de BLPP, las restricciones de complementariedad (2.63e)-
(2.63g), que introducen no linealidad en el problema (2.63), pueden ser linealizadas utilizando

el enfoque Big-M.
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3. Metodologia

3.1. Descripcion del problema

La cadena de suministro agricola se configura como una red esencial y dinamica que
se extiende desde la produccién en los campos hasta la entrega de productos frescos a los
consumidores finales. Este proceso complejo requiere una coordinacion eficiente a lo largo de
diversas fases, desde la planificacion y cultivo hasta la distribucién y venta al por mayor. La
colaboracion fluida a lo largo de esta cadena es fundamental para asegurar la disponibilidad,
calidad y sostenibilidad de los alimentos que llegan a los hogares de los consumidores finales.

En este contexto, el presente trabajo se enfoca en algunas fases criticas que involucran al
productor y a miltiples distribuidores, destacando la interaccién entre el productor y cada
uno de estos distribuidores como la principal innovacién del modelo. El productor desempena
un rol central en la generacion de productos agricolas, siendo responsable de la planificacion y
programacion de la cosecha en zonas de manejo predefinidas, con el objetivo de comercializar
cada cosecha en el periodo adecuado a través de multiples distribuidores. Estos distribuidores
son responsables de acercar los productos a sus clientes finales. Para lograrlo, es esencial que
la produccién asignada a cada distribuidor se considere como la oferta disponible para sus
respectivos mercados. Si esta oferta no es suficiente para cubrir la demanda, cada distribuidor
debera recurrir a terceros para adquirir las unidades de producto necesarias.

Es importante subrayar que los diferentes agentes tienen objetivos distintos. Mientras
que el productor busca maximizar sus beneficios econémicos seleccionando zonas de manejo
que aseguren cierta homogeneidad en el terreno, también se deben tener en cuenta los costos
operativos, como salarios y transporte. Por su parte, los distribuidores estan enfocados en
satisfacer la demanda de sus clientes finales, minimizando al mismo tiempo los costos de
adquisicion de productos de terceros.

La utilidad del productor se calcula considerando los ingresos por la venta de la cosecha
a los distribuidores, definidos por los precios y cantidades correspondientes, y los costos aso-
ciados, que incluyen los gastos fijos de zonificacién, los salarios de los trabajadores, incluidas

las horas extras, y los costos de transporte, que abarcan el desplazamiento y la logistica para
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trasladar la cosecha.

La coordinacion jeradrquica asumida entre el productor y los multiples distribuidores in-
troduce un nivel de complejidad adicional en la cadena de suministro agricola, lo que hace
necesario abordar este desafio como un problema binivel, donde el productor actta como li-
der y los distribuidores como miiltiples seguidores. Aunque los distribuidores no interactian
entre si, la interaccion individual de cada uno con el productor genera una dinamica compleja
que el modelo debe capturar con precision.

Ademés, es esencial considerar factores externos que generan incertidumbre, como los
rendimientos de la cosecha, los precios fluctuantes y las demandas variables de los consumi-
dores finales. Estos elementos aumentan la complejidad del problema, especialmente cuando
se trata de modelos estocésticos.

El modelo de programacion binivel estocastico propuesto en este trabajo plantea un de-
safio adicional en el contexto de la agricultura moderna debido a la gran cantidad de datos
generados por tecnologias avanzadas como satélites, drones, sensores remotos y sistemas de
informacion geografica (SIG), que permiten la recopilacion de informacion detallada sobre el
campo de cosecha. Estos avances, aunque sean beneficiosos, imponen el manejo de grandes
volimenes de datos en el modelo.

Por lo tanto, el enfoque principal de este trabajo es proponer una descomposicion de Ben-
ders adecuada para resolver el problema de programacion binivel estocastico con multiples
seguidores. Esta descomposicion permitira gestionar de mejor manera la complejidad del pro-
blema, asegurando la capacidad de encontrar soluciones incluso en contextos con voliimenes

de datos extensos.
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3.2. Problema Binivel Estocastico

En lo que sigue, se presenta una extension del problema de programacioén binivel estocas-
tico propuesto por Albornoz and Vera, 2023. A diferencia de dicho enfoque, que se concentra
en la coordinaciéon entre un productor y un tnico distribuidor, este trabajo explora un escena-
rio més complejo que involucra la interacciéon entre un productor y multiples distribuidores,
quienes actiian como miltiples seguidores en la estructura jerarquica. Esta ampliacion intro-
duce nuevos desafios en la toma de decisiones, aumentando significativamente el alcance y la
relevancia del modelo en contextos de cadenas de suministro con diversos actores en la fase
de distribucion.

Antes de introducir el problema binivel estocastico con multiples seguidores, se revisara
el problema de coordinacién binivel con un solo seguidor abordado en Albornoz and Vera,
2023 para resaltar las diferencias entre ambos modelos. Este enfoque preliminar facilita la
comprension de la dindmica entre un productor y un tnico distribuidor en un contexto
jerarquico, estableciendo un claro punto de referencia.

En el problema de coordinacion binivel abordado por estos autores, es importante destacar
que ambos actores persiguen objetivos distintos. El productor, que actiia como lider, se
enfoca en la zonificacion del terreno para luego planificar y programar la cosecha, con el
proposito de maximizar sus utilidades. Por otro lado, el distribuidor, en su rol de seguidor,
tiene como objetivo principal satisfacer la demanda final de los consumidores utilizando la
cosecha proporcionada por el productor. En caso de que esta cosecha sea insuficiente, el
distribuidor tiene la opcién de adquirir las unidades faltantes a un proveedor externo.

A continuacion, se plantea el problema de coordinacion binivel estocastico entero mixto

entre un productor y un distribuidor:

Conjuntos:
A : Conjunto de potenciales zonas de manejo, z € Z.
S : Conjunto de puntos muestrales de una propiedad del suelo o los vegetales, s € S.
T : Conjunto de periodos de cosecha, t € T.
Q : Conjunto de escenarios de cosecha, w € €.

Parametros:
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As »

Pzw
sty
ss
ss
tre,
ve
PUw
pcy
D,
cf

: Coeficiente que toma valor 1 cuando el punto muestral s € S pertenece a la
zona potencial de manejo z € Z y 0 en caso contrario.

: Ntimero total de puntos muestrales en la zona z € Z.

: Varianza de la propiedad seleccionada del suelo en todo el campo.
: Varianza de la propiedad seleccionada del suelo en la zona z € Z.
: Nivel de homogeneidad requerido.

: Coeficiente binario que toma valor 1 si en el periodo t € T, la zona z € Z
puede ser cosechada y 0 en caso contrario.

: Produccion total en la zona z € Z en el escenario w € ).

: Salario en el periodo ¢t € T para trabajadores temporales.

: Salario para trabajadores estacionales.

: Salario para trabajadores estacionales en horas extras.

: Costo de viaje a la zona z € Z.

: Capacidad del vehiculo en kilogramos.

: Precio de la cosecha pagado por el vendedor mayorista en el escenario w € ).
: Costo de compra a un externo en el escenario w € ).

: Demanda agregada que enfrenta el vendedor mayorista en el escenario w € Q.

: Costo fijo por cada zona de manejo cosechada.

Variables de decision del lider:

= Variables de decisién de primera etapa:

qz

SwW

: Variable binaria que toma valor 1 si la zona z € Z esta dentro de la particién, 0

en caso contrario.

: Namero de trabajadores permanentes.

= Variables de decision de segunda etapa:

Xt2w : Cantidad total de kilogramos cosechados en el periodo t € T,

en la zona z € Z y escenario w € ).

TWi : Naimero de trabajadores temporales en el periodo t € T’

y escenario w € (2.

Variables de decision del seguidor:

= Variables de decision de segunda etapa:
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Q. : Cantidad total de kilogramos comprados al productor en el escenario w € €.

Y, :Cantidad total de kilogramos adquiridos de manera externa en el escenario w € Q2.

Con la notaciéon de conjuntos, parametros y variables establecida, se formula el proble-
ma de programacion binivel estocastico entero mixto para la coordinaciéon de la cadena de

suministro agricola entre el productor y el distribuidor, como se detalla a continuacion:

max Z IL, [pv, - Qu — (ss - SW + Z (sse - SWi, + sty - TWy, (3.1.1)
we teT
.S tNT) LY e q>]
2€Z 2€Z
s.t. Zas,z g, =1, VseS (3.1.2)
z€Z
PVl (3.1.3)
z2€Z
> ((ne=1)-02+(1-a)-07)q. < (1-a)o N (3.1.4)
z€Z
SW > swmin (3.1.5)
SW < swmazx (3.1.6)
D b Xiew <ps- SW 4 ps®- SWE, +pt-TW,, Vt€T,Vw €Q (3.1.7)
z€Z
D b Xiow SPaw- @ V2 E ZVweQ (3.1.8)
z€Z
TW, < twmaz, VteT,VweQ (3.1.9)
Xizw <ve-NT,,,, VteT VzeZVwefl (3.1.10)
> tr.-NTy.o <trhy, VteT,VweQ (3.1.11)
z2€Z
SWi, < SW, VieT,VweQ (3.1.12)
. €{0,1}, VzeZ (3.1.13)
SW,SW{,, TW,,NT, . € Z§, VteT,Nze ZVweQ (3.1.14)
Xizw>0, VteT Vze ZVwel) (3.1.15)
min Zﬂw(pcw -Yy) (3.1.16)
we
st. Q,+Y, =D, Ywe (3.1.17)
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Qu< Y D X, YweQ (3.1.18)
teT zeZ
Qu, Y, 20, Vwe (3.1.19)

El problema binivel estocastico de dos etapas (3.1) esta compuesto por un problema lider
representado por las expresiones (3.1.1) - (3.1.15) y un problema del seguidor que utiliza las
expresiones (3.1.16) - (3.1.19).

Para el problema del lider, su funcién objetivo (3.1.1) esta disefiada para maximizar los
beneficios del productor, tomando en cuenta las ventas de la cosecha y los costos asociados
al proceso de zonificacion, proceso de cosecha y transporte. La restriccion (3.1.2) asegura la
seleccion de un conjunto de zonas que determinan una particion del terreno. La restriccion
(3.1.3) establece un limite superior en la cantidad de zonas de manejo segin |Z*|, mientras
que la restriccion (3.1.4) asegura que las particiones cumplan con el nivel de homogeneidad «
necesario. Las restricciones (3.1.5) y (3.1.6) limitan la cantidad de trabajadores estacionales.
La restriccion (3.1.7) garantiza que la cantidad cosechada no supere la capacidad de produc-
cion en términos del nimero de personas disponibles, y la restriccion (3.1.8) se encarga de
asegurar que la cantidad cosechada, debe ser menor a la cantidad disponible para recolectar.
Las restriccion (3.1.9) limita la cantidad de trabajadores temporales. Ademaés, la restriccion
(3.1.10) asegura que la cosecha no exceda la capacidad de transporte, la restriccion (3.1.11)
controla el nimero de viajes, y la restriccion (3.1.12) limita las horas extras unicamente
a los trabajadores estacionales. Por ultimo, las expresiones (3.1.13) -(3.1.15) describen la
naturaleza de las variables para el problema del lider.

Para el seguidor, la funcién objetivo (3.1.16) busca minimizar los costos derivados de la
demanda insatisfecha, considerando la posibilidad de recurrir a un tercero para cubrir dicha
demanda. Este problema enfrenta dos restricciones, la primera es la restriccion (3.1.17), que
asegura el cumplimiento de la demanda, y la segunda es restriccion (3.1.18), que limita
las compras al productor basadas en la cosecha obtenida. La restriccion (3.1.19) define la

naturaleza de las variables para el seguidor.
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3.3. Problema Binivel Estocastico Con Multiples Seguidores

A continuacion, se presenta como propuesta una extension del modelo de Programacion
Binivel Estocastico con recurso de dos etapas, ahora considerando la interacciéon entre un
productor y miltiples distribuidores, quienes acttian como multiples seguidores en el nivel
inferior de la estructura jerarquica. Este modelo representa un desafio mas complejo debido
a la necesidad de coordinar las decisiones del lider con las reacciones de varios seguidores,
cada uno con sus propias funciones objetivo y restricciones. Dado que la incertidumbre es
un aspecto crucial en este contexto, se asume que los parametros criticos, como la demanda
y los costos de adquisicion, estan sujetos a variaciones representadas a través de diferentes
escenarios. Estos escenarios permiten captar las posibles fluctuaciones del mercado, reflejando
asi un entorno realista en el cual los distribuidores y el productor deben tomar decisiones.

Para abordar este problema, es fundamental extender las variables y parametros para
representar las decisiones y caracteristicas de cada distribuidor. Se asume que la relacion
entre los distribuidores £ = 1,..., K es no cooperativa, es decir, sus variables de decision,
funciones objetivo y restricciones son independientes entre seguidores, es decir, cada distri-
buidor toma decisiones de manera independiente, pero dentro del marco establecido por el
productor, resolviendo un problema de optimizacién con una estructura comin que incluye la
minimizacion de los costos derivados de la demanda insatisfecha. Sin embargo, los parametros
especificos pueden variar en cada escenario, permitiendo que el modelo capture la respuesta
de cada distribuidor ante distintas condiciones de mercado.

En este contexto, se considera que cada distribuidor negocia un precio tnico con el pro-
ductor y adquiere unidades con proveedores externos diferentes, lo que implica que el precio
asociado a la adquisicién externa varia para cada distribuidor. Dado que los mercados a los
que atienden son distintos, la demanda del cliente final también difiere entre los distribuidores.

A continuacion, se detallan las modificaciones y elementos adicionales en los conjuntos,
parametros y variables respecto al Problema Binivel Estocéstico con recursos en dos etapas

y un unico seguidor:

Conjuntos:

K : Conjunto de distribuidores (k =1, ..., K).
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Parametros:
DUk : Precio de la cosecha pagado por el distribuidor ¢ en el escenario w.
DCk : Costo de comprar a un externo por el distribuidor i en el escenario w.
Dy, : Demanda agregada que enfrenta el distribuidor ¢ en el escenario w.

Variables de decisiéon del seguidor:

= Variables de decision de segunda etapa:

Qo : Cantidad total de kilogramos comprados por el distribuidor k£ en el escenario w.

Yiw : Cantidad total de kilogramos adquiridos de manera externa por el distribuidor k
en el escenario w.

Con esta notacion extendida, el modelo de programacion binivel estocastico con recursos

en dos etapas y miltiples seguidores se formula de la siguiente manera:

max Z 11,

K
vak.,w Qrw — (ss -SW + Z (sse - SWi, + sty - TW,, (3.2.1)
k=1

weN teT
+) mNTt,z,w> +> cfe- q)]
2€Z 2€Z

s.t. Zaw ‘g, =1, VseS (3.2.2)
z2€Z
> q. <127 (3.2.3)
2€Z
d ((ne=1)-02+(1-a)-07)q. < (1-a)os N (3.2.4)
2€Z
SW > swmin (3.2.5)
SW < swmax (3.2.6)
D by Xizw < ps- SW 4 ps® - SWi, +pt-TW,,, Vi€ T,Vw e Q (3.2.7)
z2€Z
Z bt,z : Xt,z,w S Pzw 4z, vz € Z, VYw S Q (328)
2€Z
TW,, < twmaz, VteT,VYweQ (3.2.9)
Xizw <ve-NT,, VteT VzeZVwel (3.2.10)
» tr.-NTy.o <trhy, VteT,VweQ (3.2.11)
2€Z
SWi, < SW, VteT VweQ (3.2.12)

K

S0 <3N bXinw, YweQ (3.2.13)
k=1 teT z€2
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¢. €{0,1}, VzeZ (3.2.14)
SW,SW{,, TW, o, NT, . € Z§, VteTNze€ ZVweQ (3.2.15)
Xirw>0, YteT Vze Z Vwel) (3.2.16)

donde, para cada valor de las variables de lider, Q) ., corresponde a la solucién del problema

de nivel inferior para cada seguidor (k =1,..., K):
min Z I, (pChw - Yiw) (3.2.17)
we
s.t. ka + Y;v,w = Dk,wa Yw € Q) (3218)
Qk,wa Yk,w 2 O, Yw € Q (3219)

A diferencia del problema binivel estocéstico con un solo seguidor, este modelo del lider
considera K problemas entre sus restricciones, uno por cada seguidor en el nivel inferior,
cada uno representado por su propio problema de optimizacion. Cada seguidor cuenta con su
propia funcion objetivo, variables y restricciones. La funciéon objetivo (3.2.17) minimiza los
costos asociados con la demanda insatisfecha para cada seguidor k, mientras que la restriccion
(3.2.18) garantiza el cumplimiento de la demanda del seguidor k.

Una diferencia clave entre ambos modelos radica en la restriccion (3.1.18) del problema
binivel estocéstico con un solo seguidor. En el modelo con multiples seguidores, la restriccion
(3.21.8) limita la suma de las compras de todos los seguidores k = 1,..., K. Dado que esta

restriccion afecta a todos los seguidores, se implementa en el problema de nivel superior.

3.4. Reformulacion

A continuacién, se propondra una estrategia para reformular el problema de programa-
cion binivel estocastico con recurso de dos etapas y multiples seguidores (3.2). Para ello, se
emplearé el algoritmo propuesto por Saharidis and Ierapetritou, 2009, que descompone el
problema original en un problema maestro y un subproblema mediante la descomposicion
de Benders. En este enfoque, el problema maestro gestiona las variables de la primera eta-
pa, mientras que el subproblema se encarga de las variables de la segunda etapa. Bajo esta
descomposicién, el subproblema se reformula como un problema de MIP de un solo nivel, uti-

lizando las condiciones de KKT y la técnica Big-M. Al resolver este problema, se determina
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la region inducible del subproblema, es decir, las restricciones que se satisfacen con igualdad,
lo que permite formular un PL a partir del cual se obtienen los precios duales.

Dado que el algoritmo considera un subproblema con variables continuas, se aplicara una
relajacion de las restricciones de integridad, lo que permitira obtener una solucion aproximada

del problema original.

3.4.1. Subproblema

Considerando las variables de segunda etapa, el subproblema es el siguiente:

max Z 11,

K
vak,w Qi — Z (886 - SWE, + sty - TWy, + Z trZNﬂg,w) (3.3.1)
k=1

we teT zeZ
+ Z cfe- qZ]
z2€Z
st. (3.1.7) — (3.1.12) (3.3.2)
K
S0 <3N b Xinw, VweQ (3.3.3)
k=1 teT zeZ
SW, SWE,, TW,4, NTy, Xpo > 0, V€ T,Vz € Z,Vw € 9 (3.3.4)

donde, para cada valor de las variables de lider, ()., corresponde a la solucién del problema

de nivel inferior para cada seguidor (k =1,..., K):
min Z I, (pCrw - Yiw) (3.4.1)
weN
s.t. Qk,w + ka = Dk,w; Yw € Q) (342)
Qs Yiw 20, Vw € (3.4.3)

3.4.2. Aplicacién del enfoque Karush-Kunh-Tucker

El subproblema propuesto en (3.2) puede ser reformulado en un solo nivel utilizando las
condiciones de KKT en el nivel inferior para cada seguidor. Para ello es necesario ajustar
este problema segin lo propuesto por los autores Lu et al., 2006, tal y como, se muestra a

continuacion:
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Z I, vakw Qrw — Z (sse - SWE, + sty - TW,, + Z trZNT,;z,w> (3.5.1)

we teT z2€Z
+ Z CfC ’ QZ]
z2€Z
s.t. (3 1.7) — (3.1.12) (3.5.2)
Zka <3N X VweQ (3.5.3)
teTl zeZ
ka+ka:Dk,wu Vk€{17...,K},w€Q (354)
SW, SWE,, TWy, NTh2, Xy > 0, Vi€ T, V2 € Z,Yw € Q (3.5.5)

donde, para cada valor de las variables de lider, @); ., corresponde a la solucién del problema

de nivel inferior para cada seguidor k =1,2,..., K:

min Z I, (pcyw - You) (3.6.1)

we
(3 1.7) — (3.1.12) (3.6.2)
Zka<Zththzw, Vw € Q (3.6.3)

teT zeZ

Qk,w"’yk,w :Dk,wa Vk € {1,...,K},w e Q) (364)
Qk,wa Yk,w 2 07 Vw € Q (365)
Las restricciones de cada seguidor k = 1,2, ..., K pueden asociarse con los multiplicadores

Blws Mews u,lw y /L%W respectivamente. De este modo, las condiciones de KKT para cada

seguidor k se expresan de la siguiente manera:

Zka <Zzbthtzwa VWEQ (371)

teT zeZ
Qrw + Yiw = Dy, Yw € Q (3.7.2)
Brw + Mew — ,u,lc’w =Ilpckw, Ywe (3.7.3)
Mew — Hpw =0, YweQ (3.7.4)
(Zththw ZQW) =0, Ywe (3.7.5)
teT zeZ
,u,w “Qrw =0, Ywe (3.7.6)
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i Yew =0, YweQ (3.7.7)
Qrkw Yew 20, Yw € Q (3.7.8)
Bl M My = 0, Vw € Q (3.7.9)
Mew ER, Vw e Q (3.7.10)

De esta forma, el subproblema se reformula en un solo nivel como un problema no-lineal

de la siguiente manera:

Z IL, vakw Qrw — Z (sse - SWe, + sty - TWy o + Z trZNTtyz,w) (3.8.1)

weN teT z2€Z
+ Zcfc-qz]
z€Z
s.t. (3 1.7) — (3.1.12) (3.8.2)
ZQW <Y X, VweQ (3.8.3)
teT zeZ
Qhe +Yiw = Drw, Vhe{l,....K},weQ (3.8.4)
Brw + Mew — u,lw =1l pckn, Vhe{l,..., K}, we (3.8.5)
Mew —Hpw =0, Vke{l,...,K},weQ (3.8.6)
(Zwath ZQW)_O Vie{l,...,K},weQ (3.8.7)
teT zeZ
Mk,w‘Qk,w: , Vke{l,...,K},weQ (3.8.8)
Hhw Yew=0, Vke{l,...,K},weQ (3.8.9)
Qraws Yiw =0, Brw, Mhoo i =20, VEe{l,...,K},weQ (3.8.10)
Mw€R, VeEe{l,..., K}, weQ (3.8.11)
SWe oy TWy, Ny, X oo > 0, VEE€T,Vz € Z,Vw € Q (3.8.12)

En este problema, las condiciones KKT se reflejan en las restricciones (3.8.3)-(3.8.11)
para cada seguidor k = 1,..., K. La principal dificultad en esta formulaciéon radica en las
restricciones no lineales (3.8.7)-(3.8.9). Sin embargo, como se menciono anteriormente existen
métodos para linealizar estas restricciones. En la siguiente seccion, se presenta una reformu-
lacion que convierte las restricciones no lineales en restricciones de lineales con incorporacion

de variables binarias.
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3.4.3. Aplicaciéon del enfoque Big-M

Al formular las condiciones KKT (2.11) para cada seguidor k = 1,2,..., K, surgen res-
tricciones asociadas a las condiciones de complementariedad. Estas restricciones pueden ser
reformuladas utilizando restricciones lineales con incorporaciéon de variables binarias. Para
ello, una variable binaria asociada a cada una de estas restricciones. En este caso, se utilizarédn
las variables binarias ¢, 1, ¥ ¥%,, para cada seguidor k =1,2,..., K.

Ademas, es esencial introducir el parametro M, conocido como Big-M, que representa un
valor grande. Este parametro es crucial para la reformulacion de las restricciones.

A continuacion, se detalla la reformulacion de las restricciones de complementariedad para

cada seguidor k£ = 1,2,..., K mediante las ecuaciones (3.9.1)-(3.9.3):

K
5k,w : (Z Z bt,th,z,w - Z Qi,w) =0 (391)
=1

teT zeZ
Bk,w <M - ¢k,wa Yw € Q
%
ZtGT ZZEZ bt,ZXt7Z,w - Z’fil QZ,UJ S M : (1 - ¢k7w) 9 V(JJ G Q
1 1
Mk),w S M * /;Z)k',(/.ﬂ \V/Cd E Q
[gs - Qe = 0 — (3.9.2)
Qrw < M- (1—1y3,), Ywe
2 2
o < M -9, Vw € Q)
B, View=0—1{ " & (3.9.3)

Yk,wSM'(1_¢z7w)7 Yw € Q

3.4.4. Problema de Programaciéon Entera Mixta

Al sustituir las restricciones de complementariedad de cada seguidor £k =1,2,..., K por
las nuevas condiciones, el subproblema no lineal se transforma en un problema MIP. Esta

reformulacion se presenta a continuacion en (3.10):

K
max > T[> Pk Qe — Y (sse SWE, + st - TW+ ) terTt,z,w> (3.10.1)
we =1 teT 2€Z
st (3.1.7) — (3.1.12) (3.10.2)
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Zsz < Zzbthtzwa Vw € Q (3103)

teT zeZ

Qkw+ Yew=Drw, Vke{l,.... K}, weQ (3.10.4)
Brw+ Mew — Hp =0, Vke{l,... K}weQ (3.10.5)
Brw + Mew — ,u,lc’w =1lpckw, YVke{l,....K},we (3.10.6)
Mew < M - Gpers, Vke {1,...,K},weQ (3.10.7)

K
DD baXiw — ZQWSM (1= kw), VY {l,..., K}, weQ (3.10.8)
=1

teT zeZ

o <M 9L, Vke{l,....K},weQ (3.10.9)
Qrw <M-(1-4y,), Vke{l,... K}, weQ (3.10.10)
o <M -7, Vke{l,....K},weQ (3.10.11)
Yiw<M-(1-¢2,), Vie{l,....K},weQ (3.10.12)
X SWE L, TWy o, NT,, >0, VteT,z€ Z,weQ (3.10.13)
Qrw: Yew =0, Brws Mhws Hrw =0, VEe{l,..., K}, we (3.10.14)
Mw€R, Vee{l,..., K}, weQ (3.10.15)
Dhws Vo Vi €{0,1}, VEe{l,..., K}, we (3.10.16)

La solucion del subproblema (3.10) revela la region inducible del BLPP (3.3). Al resolver
el subproblema (3.10), se identifican las restricciones activas, lo que permite formular un

problema PL para obtener los precios duales.

3.4.5. Problema de Programaciéon Lineal

A partir de la informacion sobre la regién inducible obtenida en el problema (3.10), se

puede considerar un problema de PL para calcular los precios duales, como se muestra a

continuacion:
Z 11, vakw Qrw — Z (sse . SW,fw + sty - TWy, + ZtrZNTm’w) (3.11.1)
weN teT z€Z

St Y bpet Xisw —ps© - SWi, —pt-TW,+ Bl by, =ps-SW, VteT,weQ

z2€Z

(3.11.2)

o8



Universidad Técnica Federico Santa Maria Departamento de Industrias

S b Xipw+ B2 =pew T, V2EZwED (3.11.3)
2€Z
TWyw + By b, = twmaz, VteT,weQ (3.11.4)
Xipw—ve-NTy .0+ Bl b, =0, VteT z€Zwe (3.11.5)
> tr. NTy.o+ B hi, =trh, VteT,weQ (3.11.6)
2€Z
SWi, + Bl by, =SW, VteT,we (3.11.7)
f: Qiw— Y. b:Xiow+ Bl hl,=0, Vke{l,... K} ,weQ (3.11.8)
i=1 teT 262
Qrw +Yiw=Dry, Vke{l,....K} ,wel (3.11.9)
Xty Wiy TW4 o, NT; .0 20, VEET, 2z € Z,we (3.11.10)
QresYew >0, Vke{l,.... K}, weQ (3.11.11)
N 2 B o B M RS e, >0, VEET,z€ Z ke{l,...,K},weQ
(3.11.12)
En este problema, las matrices Bl,..., B” se utilizan para las restricciones (3.22.2)-

(3.22.8) respectivamente. Todos los elementos de estas matrices son iguales a 0, excepto
los elementos en la diagonal que corresponden a restricciones no activas y son iguales a 1.
Finalmente, a partir de los precios duales obtenidos al resolver este problema, es posible

formular el problema maestro de la descomposiciéon de Benders.

3.4.6. Problema Maestro

Al resolver el problema (3.11), se obtiene el siguiente vector de precios duales:

. 1 2 3 4 5 6 7 8
V= (Vo Vowr Yewr Vezeor YVours Yow Yaws Vo) »

Este vector corresponde a los precios duales asociados a las restricciones (3.22.2)-(3.22.9)
respectivamente.

Denotemos por ((7)1 e (7)I> al conjunto de puntos extremos del subproblema. Esto
permite reformular el problema (3.12), con las variables de la segunda etapa relajadas, en el

siguiente problema equivalente:
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swmax

max ZZH“ ccfe-q. + Z ss - SW,, + max,—1.; H(")
weN zeZ m=1
st (3.22) — (325
Z SW,, > swmin
m=1

Qe SWy €{0,1}, Vm=1,...,swmazx,z € Z

donde,

swmax

H ("}/p) = Z Z ZPSSWm (’)/tlw)p + Z sz,wQZ (Wz,w)p + Z thmaw (ng)p

m=1 teT weN 2EZ we teT we
swmaz K K
22 trhe ()" 30 DD D S W (n)"+ DD Di (1)
teT we m=1 teT i=1 weN =1 we

(3.13)

Dado que el algoritmo de Saharidis and Ierapetritou, 2009 utiliza tinicamente variables

binarias en el problema maestro, la variable STV se redefine en términos de variables binarias,

cada una representando a un trabajador, con un méximo de swmax trabajadores. Esto

hace que la restriccion (3.2.6), que limita el nimero de trabajadores estacionales, se vuelva
redundante.

El problema (3.12) se puede resolver de manera equivalente mediante el problema (3.14):

swmax

max Zcfc-qz—ir Z ss-SW,, +n (3.14.1)
z€Z m=1
st (3.2.2) — (3.2.5) (3.14.2)
“ff” SWhy, > swmin (3.14.3)
m=1
n< DL D2 psSWan (10n)" DD bt (120)" 4 D D twmaz (37"
m=1 teT we 2€Z we teT wel2
swmax K K
St () Y S S W (0 YYD (2L
teT wef m=1 teT i=1 we 1=1 we
p=1,...,1
(3.14.4)
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¢, SW,, € {0,1}, Vm=1,..., swmaz,z € Z (3.14.5)

Ahora bien, si <(V)1+1 ey (V)I+P> son las direcciones extremas del conjunto de solucio-
nes factibles de (3.11), entonces es posible definir finalmente el siguiente Problema Maestro

(3.15):

swmax

max Zcfc-qz+ Z ss - SWy, + 1 (3.15.1)
ze€Z m=1
st (3.2.2) — (3.2.5) (3.15.2)
Z SW,, > swmin (3.15.3)
m=1
< DD psSWa ()" DD pewt: () + YD twmaz (v7,)"
m=1 teT we 2€Z WeEN teT weN
swmazx K K
N e ()" Y SN W (L) Y0 D (5)"
teT well m=1 teT i=1 we i=1 we
p=1,...,1
(3.15.4)
0< Z Z ZpsSWm ( V;w)r + Z szqu ( I/iw)r + Z thmam ( ng)r
m=1 teT weN 2€Z we teT we)
swmax K K
+ Z Ztrht ( Vf’w)r + Z Z Z Z SWo, ( VZt,w)T + Z Z Dig ( ngy‘ )
teT we m=1 teT i=1 we i=1 we)

r=I+1,... . I+L
(3.15.5)
Gy SWi, € {0,1}, Vm=1,...,swmaz,z € Z (3.15.6)

3.4.7. Problema Maestro Reducido

En la k-ésima iteracion, el método de Benders considera un PMR, que incluye solo un
subconjunto de las restricciones de optimalidad y viabilidad, I y L respectivamente. El PMR

se formula de la siguiente manera en (3.16):

swmax

max Zcfc-q,ﬁ— Z ss - SWp +1 (3.16.1)
z2€Z m=1
st (3.2.2) — (3.2.5) (3.16.2)
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swmax

> SW; > swmin (3.16.3)
j=1
NS D0 DD psSWa ()" 303 peet: (120)"+ 3] Y twmaz (v)”
m=1 teT we 2€Z we teT we
swmazx K K
FI N b ()" Y S TS T SW () + 30D D (L)
teT we m=1 teT i=1 we i=1 we)
p=1...,1
(3.16.4)
0< Z Z ZpsSWm ( uiw)r + Z szqu ( 1/227w)r + Z thmax ( yt?:w)r
m=1 teT we z2€Z wesd teT we
swmaz K K
3 > b () D0 DD D SWn (1) )Y Diw (W)
teT wed m=1 teT i=1 we i=1 we)
r=1,...,9
(3.16.5)
Q. SW,, € {0,1}, Vm=1,... swmaz,z € Z (3.16.6)

En este contexto, y; v yo representan la cantidad de cortes de optimalidad y viabilidad
en la y-ésima iteracion, con y = y; + y2. Si ¢¢ es la solucion 6ptima del PMR, esta también

serd 6ptima para el problema maestro, siempre y cuando satisfaga:

swmax

ns Z Z ZPSSWm () + Z sz,qu (v2.)+ Z thmam (72.)" (3.17)

m=1 teT we 2€Z we teT wefl
swmazx K K
A Y trhe ()" DD DD SWa ()" DD Diw ()
teT wef2 m=1 teT i=1 wel i=1 we
p=1,...,1

Para verificar esta condicion, se resuelve el subproblema (3.3) mediante su reformulacion
como un problema de MIP (3.10) y luego el problema de PL (3.11).
Si el subproblema tiene una solucién 6ptima, esta se alcanzara en un punto extremo Y,

y el proceso de descomposiciéon concluye a comprobar:
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swmax

< DD D psSWa (L) D) pewts (920)" DY twmaz ()"

m=1 teT we 2€Z wWe teT we
swmazx K
D3PI NALHEED D5 3595 L NEIED 95 SMEHE
teT we) teT wef m=1 teT i=1 weN i=1 we2

(3.18)
En caso de que no se cumpla, se agrega al problema maestro reducido una nueva restriccion

como corte de optimalidad,

swmax

< Y DY psSWa () + DD pewte (12)1 DD twmaz (47,)" (3.19)

m=1 teT weN zEZ weN teT we
swmax
+ > trhi ()" ) ZZZSW M) +ZZD Viw)
teT we) m=1 teT i=1 we i=1 we

En caso de que el subproblema no esté acotado, se obtiene la direcciéon extrema ¥ y se

anade una nueva restriccion de viabilidad al PMR:

swmax

0< Z Z ZpsSWm ( th,w)y + Z szqu ( I/iw)y + Z Z twmaz ( V§w>y (3.20)

m=1 teT we ZEZ weN tET weN
swmazx
D NACHED 35 35 35 NI ES 35 -
teT we m=1 teT i=1 weN =1 we
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A continuacion se presenta el algoritmo para resolver el problema de programacién binivel

estocastico con seguidores utilizando al algoritmo de Benders.

Algorithm 1 Descomposicion de Benders para el problema de programacion binivel esto-
castico con multiples seguidores

Paso 1. Establecer UB = +00, LB = —o0o y € = 0,01 . Ir al Paso 2.

Paso 2. Formular en un solo nivel el problema binivel estocastico con multiples seguidores
(3.2) relajando las variables enteras y obtener un corte inicial para el problema maestro
reducido (3.16). Ir al Paso 3.

Paso 3. Resolver el problema (3.10) e identificar las restricciones activas. Ir al Paso 4.

Paso 4. Resolver (3.11) usando las restricciones activas.

= Si el problema (3.11) no es acotado, anadir un corte de factibilidad v(b — Ah) <0
al problema maestro reducido. Ir al Paso 5.

= Si el problema (3.11) es acotado, actualizar LB = méx(LB, (3.11.1)) y anadir v(b—
Ah) —n < 0 como un corte de optimalidad al problema maestro reducido. Ir al
Paso 5.

Paso 5. Resolver el problema maestro reducido y actualizar UB = max(U B, (3.16.1)). Ir al
Paso 6.

Paso 6. Resolver el problema maestro reducido y fijar Z = z. Ir al Paso 7.

Paso 7. Si GAP relativo < €, detenerse y obtener la soluciéon; de lo contrario Ir al Paso 3.

UB - LB
Yoezcfe-q+ 307 ss - SW,, +(3.16.1)

m=1

GAP relativo =

3.5. Benders Con Miiltiples Cortes

Dado que la descomposicion de Benders utiliza las variables de primera y segunda etapa
para definir el algoritmo, se propone una versiéon con multiples cortes. En este enfoque, se
resuelve un subproblema independiente para cada escenario w € (), obteniendo un corte
especifico para cada uno. Todas las variables y restricciones indicadas con el subindice w
estdn definidas individualmente para cada escenario, y el modelo debe ser entendido como
aplicable de forma independiente en cada escenario.

A continuacién, se presenta el subproblema MIP para cada escenario especifico w, formu-
lado utilizando las condiciones KKT y el método de Big-M:

K
max vak Qi — Z (sse - SWE + sty - TW; + Z thNTt,z> (3.21.1)
i=1

teT z2€Z
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st Y by Xi. <pse SWAps© SWi4pt-TW,, VteT (3.21.2)
z2€Z
Z bt,z ' Xt,z S Pz " 4z, Vze Z (3213)
z2€Z
TW, <twmax, VteT (3.21.4)
Xi.<wvc-NT,,, VteT VzeZ (3.21.5)
> tr.-NT,. <trh, VteT (3.21.6)
z2€Z
SWE<SW, WteT (3.21.7)
K
D Q<D D) X (3.21.8)
k=1 teT z€Z
K
ZQ@ S Zzbt,th,m (3219)
i=1 teT zeZ

Qr+Y,=Dy, Vke{l,. .. K} ( )
Be+ M —up =0, Vke{l,.... K} (3.21.11)
( )
( )

Be+ M — . =pcr, Yke{l,... K} 3.21.12
AN < M-¢y, Veke{l,... K} 3.21.13
DY biaXi— XK:Qi <M-(1—¢p), Vke{l,...,K} (3.21.14)
teT zeZ =1

pp < M-y, Vke{l,...,K} (3.21.15)
Qe <M-(1—vy), Vke{l,... K} (3.21.16)
[2< M2 Vee{l,... K} (3.21.17)
Vi <M-(1—-47), Vke{l,...,K} (3.21.18)
X,., SWE TW,,NT,. >0, VteT,z€Z (3.21.19)
Qu,Yi >0, B, pi >0, Vee{l,... K} (3.21.20)
M €R, Veked{l,...,K} (3.21.21)
br, i, i € 0,1}, Vke{l,...,K} (3.21.22)

A su vez, al resolver el Subproblema para el escenario w, se identifica la regiéon inducible
del subproblema, es decir, las restricciones activas. Posteriormente, con esta informaciéon se

resuelve el siguiente problema PL para el escenario w:
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K
max vak cQr — Z (sse - SWE+ sty - TW, + ZthNTt,z
i=1

teT z€Z

St Y buer Xpo —ps©- SWE —pt-TW, + Blh} =ps-SW, VteT

z2€Z

d b Xe+BZ=p.-q., VzeZ

z€Z

TW; + B}h} = twmazx, VteT

Xi.—ve- NT,. + B hi, =0, VteT,zeZ
> tr.-NT,.+ Bh} =trh, VteT

z€Z

SWE+ BSHS = SW, WeT

K
S0 -3 b X+ Bl =0, Vke{l,... K}
=1

teT zeZ

Qu+Yr=Dy, Vke{l,... K}
X SWETW,,NT, ., >0, VteT, ze€Z

OnYe >0, Vke{l,... K}

hi, B2 2 bt RS RS hD >0, VteT,z€ Z,ke{l,...,K}

t) ' t,2)

(3.22.1)

(3.22.2)
(3.22.3)

(3.22.4)
(3.22.5)
(3.22.6)

(3.22.7)

(3.22.8)

(3.22.9
(3.22.10
(3.22.11
(3.22.12

~—_— ~— ~— ~—

A partir de este tltimo problema se obtienen los precios duales correspondientes al sub-

problema del escenario w. Una vez resueltos los subproblemas para todos los escenarios,

utilizando tanto el problema (3.10) como el problema (3.11), los cortes generados para cada

escenario se integran en el siguiente problema maestro reducido:

swmax

max ZZcfc-qz—i— Z ss-SWm—l—an
m=1

2€Z z€Z weN

s.t. Z(I&Z ¢, =1, VseS

z€Z

> q. <27

z€Z

Y ((n.—1)-0*+(1—a)-03) ¢. < (1 - a)od-N

z€Z

(3.23.1)
(3.23.2)
(3.23.3)

(3.23.4)
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swmax

> SW,, > swmin (3.23.5)
m=1
Mo < D Y psSWi (1) D pewt: (2,)" + D twmaz (+7,)7 (3.23.6)
m=1 teT zEZ tET
+Ztrht(’ytw Z ZZSW Vztw _'_ZDHU ’}/zw ’
teT m=1 teT i=1

i=1,.... kYo eEQ

swmax

0< DY psSWo (V) + > pewte (V2,) + ) twmaz (V7)) (3.23.7)

m=1 teT zEZ teT
swmazx K
8 \7
+ § tTht ( Vtw § E § , l,t,w _'_ § ( V’i,w) )
teT m=1 teT =1 =1

j:k1+1,---,k1+k2,vwEQ
Gz, SW, € {0,1}, VYm=1,...,swmaz,z € Z,w € ) (3.23.8)

A continuacion se presenta el algoritmo para resolver el problema de programacién binivel

estocéstico con multiples seguidores utilizando al algoritmo de Benders con multiples cortes.
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Algorithm 2 Descomposicion de Benders para el problema de programacion binivel esto-
castico con multiples seguidores y multiples cortes

Paso 1. Establecer UB = +o00, LB = —oo y € = 0,01. Ir al Paso 2.

Paso 2. Formular en un solo nivel el problema binivel estocastico con multiples seguidores
(3.2) relajando las variables enteras y obtener un corte inicial para el problema maestro
reducido (3.23). Ir al Paso 3.

Paso 3. Definir w =1y LBy = 0. Ir al Paso 4.

Paso 4. Resolver el problema (3.21) para el escenario w e identificar las restricciones activas.
Ir al Paso 5.

Paso 5. Resolver el problema (3.22) para el escenario w usando las restricciones activas del
problema (3.21).

» Si el problema (3.22) no es acotado, anadir un corte de factibilidad v(b — Ah) <0
al problema maestro reducido para el escenario w. Ir al Paso 6.

= Si el problema (3.22) es acotado, actualizar LB = LB + (3.22.1) y anadir v(b —
Ah) —n < 0 como un corte de optimalidad al problema maestro reducido para el
escenario w. Ir al Paso 6.

Paso 6. Si w = |Q] actualizar LB = méx(LB, LBisq) v Ir al Paso 7, sino actualizar
w=w+1 e Ir al Paso 5.

Paso 7. Resolver el problema maestro reducido y actualizar UB = max(U B, (3.23.1)). Ir al
Paso 8.

Paso 8. Resolver el problema maestro reducido y fijar Z = z. Ir al Paso 9.

Paso 9. Si GAP relativo < &, detenerse y obtener la solucién; de lo contrario Ir al Paso 3.

UB—-LB
Yosezcferq+ 30 ss - SWh, +(3.22.1)

m=1

GAP relativo =
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4. Caso de Estudio

4.1. Descripcion

En esta seccion se analizan 10 instancias utilizando la descomposicion de Benders para
resolver el modelo de programacion binivel estocastico (3.1.2)-(3.1.19), que considera un solo
distribuidor, y el modelo de programacion binivel estocastico con miltiples seguidores (3.2.2)-
(3.2.19), en el cual se considera el caso especifico de dos distribuidores (K = 2).

En todas las instancias se utiliza el lenguaje de modelado algebraico AMPL 3.6.4 junto
con el solver Gurobi 11.0.0. El dispositivo utilizado para la resolucién de los problemas de
programacion es un Lenovo Legion con procesador Intel Core i7-10750H a 2.60 GHz y 16 GB
de RAM.

4.2. Instancias

Se han resuelto exitosamente 10 instancias utilizando los datos del estudio realizado por
Albornoz et al., 2019. Las caracteristicas principales de las instancias provienen de un terreno
ubicado en la zona centro-sur de Chile, destinado a la cosecha de uva. Estas instancias abarcan
desde una superficie de 3,2 hectareas en la instancia 1, hasta 10,4 hectareas en la instancia
10.

En este analisis, se emplea el Indice de Vegetacion de Diferencia Normalizada (NDVI)
como indicador del estado del terreno. Este indice, que varia entre -1 y 1, permite cuantificar
la vegetacion, donde los valores mas bajos indican la presencia de agua o nieve, y los més altos
reflejan una mayor densidad de vegetacion. Los valores de NDVI, registrados en diciembre,
oscilan entre 0,7641 y 0,7718.

Cada instancia incluye entre 80 y 260 puntos de muestreo distribuidos uniformemente,
con una resolucion de 20 metros por 20 metros. El conjunto de zonas potenciales se determina
mediante el algoritmo propuesto por Cid-Garcia et al., 2013, generando desde 1.980 zonas
potenciales en la instancia 1, hasta 19.035 zonas en la instancia 10.

El rendimiento de cada zona potencial de manejo se evalia en funciéon del NDVI en cada

punto de muestreo dentro de la zona. Valores méas altos de NDVI corresponden a mayores
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rendimientos y periodos de cosecha mas largos, mientras que valores mas bajos se asocian
con menores rendimientos y tiempos de cosecha méas cortos.

Es importante senalar que, en la instancia 1 se considera un periodo de cosecha de 15
dias, mientras que en las instancias 2 a 5, el periodo es de 14 dias, manteniéndose una deman-
da constante para cada distribuidor en estas primeras cinco instancias. Para las instancias
restantes, el periodo de cosecha se extiende a 21 dias, con una demanda constante mayor, en
consonancia con la expansion progresiva del terreno.

Los datos de cada instancia incorporan informaciéon sobre los precios de venta para ambos
distribuidores, obtenida de la Oficina de Estudios y Politicas Agrarias (ODEPA), y salarios
ajustados conforme a la legislacién chilena. Ademés, se consideran parametros con incerti-
dumbre en los rendimientos, precios y proyecciones de demanda futura, abarcando un total
de 13 escenarios distintos.

Adicionalmente, se contempla la inclusiéon de un segundo distribuidor con demanda cons-
tante en todas las instancias, pero con un nivel mas elevado en las tltimas cinco, aunque
siempre inferior al del primer distribuidor. Los precios de compra de este segundo distri-
buidor son menores, mientras que los costos de adquisicién a proveedores externos son maés
altos.

La Tabla 4.1 resume el tamano del modelo y la cantidad de variables y restricciones
empleadas en la resolucion 6ptima de cada instancia. La primera columna presenta el ntimero
de instancias con las que fueron resueltos los modelos. La segunda, tercera y cuarta columna
detallan las zonas de manejo rectangulares, la cantidad de muestras y los periodos de cosecha
respectivamente. La cuarta y quinta columna enumeran el nimero de variables y restricciones
involucradas en el problema binivel estocéstico (3.1) que considera solo a un distribuidor,
mientras que las sexta y séptima columna reflejan las correspondientes al problema binivel
estocéstico con multiples seguidores.

La Tabla 4.2 presenta los resultados experimentales en términos del niimero de iteraciones,
el tiempo de resolucion (en segundos) y el GAP relativo alcanzado por el algoritmo de Benders
en los distintos enfoques evaluados

La Tabla 4.2 presenta los tiempos de resolucion y la cantidad de iteraciones requeridas

por el algoritmo de Benders para resolver el modelo de programacién binivel estocastico
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Problema Binivel Estocastico
Con Multiples Seguidores

Instancia | Z| S| |T| +# Restricciones +# Variables # Restricciones # Variables

Problema Binivel Estocastico

1 1.980 80 15 2.402.630 388.521 2.402.656 774.452
2 3.025 100 14 4.275.183 553.990 4.275.209 1.104.394
3 4290 120 14 7.263.848 785.490 7.263.874 1.566.114
4 5.775 140 14 11.394.973 1.057.235 11.394.999 2.108.129
) 7480 160 14 16.853.358 1.369.260 16.853.384 2.730.464
6 9.405 180 21 35.674.467 2.577.577 35.674.493 5.144.895
7 11.550 200 21 48.661.472 3.165.297 48.661.498 6.318.200
8 13.915 220 21 64.469.537 3.813.312 64.469.563 7.611.860
9 16.500 240 21 83.375.862 4.521.637 83.375.888 9.025.890
10 19.305 260 21 105.657.647 5.290.187 105.657.673  10.560.205

Tabla 4.1: Resumen del tamano del modelo y cantidad de variables y restricciones para las
10 instancias resueltas del problema binivel estocastico y el problema binivel estocéstico con
miultiples seguidores.

(3.1) en las distintas instancias. En la primera columna se indica la cantidad de instancias
del modelo. Las columnas segunda, tercera y cuarta muestran, respectivamente, la cantidad
de iteraciones, el tiempo de resoluciéon y el GAP relativo para el algoritmo de Benders sin
miultiples cortes. Por su parte, las columnas quinta, sexta y séptima presentan los mismos
indicadores, pero para el algoritmo de Benders con miiltiples cortes. Es relevante mencionar
que el GAP relativo utilizado como criterio de parada fue del 1%, por lo que todos los GAP

relativos con los que se detiene el algoritmo son menores a este valor.

Benders Sin Multiples Cortes Benders Con Multiples Cortes
Instancia # Iteraciones Tiempo GAP [%] # Iteraciones Tiempo GAP [%]

1 1 7,253 0,429 % 1 7,345 0,430 %
2 1 15,202 0,804 % 1 10,110  0,872%
3 10 88,762 0,946 % 6 58,772 0,988 %
4 17 202,972 0,976 % 9 132,980 0,621 %
5 27 420,500 0,991 % 7 216,912 0,995 %
6 22 628,253 0,584 % 8 235,573 0,905 %
7 29 1101,300 0,718 % 11 426,638 0,831 %
8 20 1403,330 0,555 % 8 444,843 0,691 %
9 22 2297,970 0,741 % 9 625,257 0,845 %
10 28 4067,360 0,840 % 11 764,025 0,636 %

Tabla 4.2: Tiempos de resoluciéon, namero de iteraciones y GAP relativo del algoritmo de
Benders sin y con miltiples cortes para el problema binivel estocastico.

Siguiendo la misma estructura que la Tabla 4.2, la Tabla 4.3 presenta los tiempos de
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resolucion, la cantidad de iteraciones y GAP requerido por el algoritmo de Benders para

resolver el problema binivel estocastico con multiples seguidores (3.2).

Benders Sin Multiples Cortes Benders Con Multiples Cortes
Instancia # Iteraciones Tiempo GAP [%] # Iteraciones Tiempo GAP [%)]
1 3 14,750 0,0173% P 11,621 0,017%
2 3 24,485 0,897 % 2 18,491 0,664 %
3 11 100,731 0,966 % 6 63,062 0,935 %
4 21 260,434 0,80 % 10 149,465 0,993 %
) 23 364,216 0,731 % 9 294,868 0,814 %
6 16 495,529 0,806 % 11 339,864 0,834 %
7 27 1034,586 0,652 % 15 598,666 0,881 %
8 30 1885,840 0,338 % 10 769,763 0,945 %
9 16 2266,540 0,951 % 11 776,342 0,651 %
10 31 4500,230 0,868 % 12 937,761 0,970 %

Tabla 4.3: Tiempos de resolucién, numero de iteraciones y GAP relativo del algoritmo de
Benders sin y con miiltiples cortes para el problema binivel estocastico con miltiples segui-
dores.

De las Tablas 4.1, 4.2, 4.3 se puede apreciar que el tiempo de resolucion de cada instan-
cia incrementa a medida que el tamano del modelo crece. Este aumento esta directamente
relacionado con el incremento en el niimero de puntos de muestreo y zonas de manejo rec-
tangulares, lo que hace que el modelo se vuelva mas complejo. En particular, a medida que
el namero de instancias aumenta, el modelo requiere més recursos computacionales, tanto en
términos de tiempo como de iteraciones.

Al comparar los tiempos de resolucion del algoritmo de Benders con y sin miiltiples cortes,
tanto para un distribuidor como para dos distribuidores, se aprecia una mejora notable en
los tiempos de ejecucion cuando se utilizan multiples cortes. La diferencia mas significativa
se observa en la instancia 10, con una mejora del 100 %, mientras que la menor diferencia
se da en la instancia 1, con una mejora del 1%. Estos resultados indican que, en general,
a medida que el tamano del modelo se expande, la eficiencia del algoritmo con multiples
cortes se vuelve mas evidente, logrando tiempos de resoluciéon cada vez mas favorables en
comparaciéon con el modelo sin multiples cortes.

Al comparar los tiempos de resolucion entre la programacion binivel estocéstica y la
programacion binivel estocéastica con miltiples seguidores, para ambos enfoques del algoritmo

de Benders, se observa que los tiempos son mayores en el modelo de dos distribuidores, debido
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a su mayor tamano y complejidad, como se muestra en la Tabla 4.1.

En lo que sigue, se presentan los resultados computacionales de ambos modelos, junto
con el analisis correspondiente. Los resultados que se discutiran corresponden al enfoque con
multiples cortes, ya que este ha demostrado ser mas eficiente en términos de tiempos de

ejecucion.

4.3. Resultados y discusiéon

Las Tablas 4.4 y 4.5 presentan los resultados obtenidos para las 10 instancias, considerando
tanto un seguidor y miltiples seguidores, respectivamente. En cada instancia, se muestran
los principales indicadores financieros, como el beneficio neto del productor, el ingreso total
del productor, los costos asociados tanto al productor como al distribuidor, y el costo de la

demanda insatisfecha.

Beneficio del Ingreso del Costo del Costo del  Desviaciéon

Instanciap uctor  Productor Productor Distribuidor [ %]
1 13.612.400 21.331.300  7.718.900 24.461.600 1,0120 %
2 16.357.700  25.081.500  8.723.800  20.199.200 0,553 %
3 22.799.500 31.829.900  9.030.400 12.480.600 0,524 %
4 24.407.600 36.580.600 12.173.000 7.119.650 0,500 %
) 28.091.000 41.074.700 12.983.700 2.223.620  0,722%
6 33.737.400 47.377.600 13.640.200 7.863.040 0,416 %
7 36.359.600  50.665.800 14.306.200 4.280.650  0,352%
8 39.174.800  53.905.700 14.730.900 828.529 0,418 %
9 40.066.400 54.681.700 14.615.300 29.554  0,302%
10 40.629.700  54.710.600 14.080.900 0 0,0230%

Tabla 4.4: Resumen del beneficio del productor, ingreso, costo del productor, costo del dis-
tribuidor y desviaciéon porcentual del modelo con un distribuidor para las 10 instancias.

Para resolver estos problemas, se emple6 el algoritmo de Benders con miltiples cortes,
relajando las variables enteras del subproblema para formular las condiciones de optimali-
dad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Esta aproximacién permite obtener una soluciéon muy
proxima a aquella que incluye todas las variables enteras. Para evaluar la calidad de esta
aproximacion, las tablas incluyen un porcentaje de desviacion que compara el valor obtenido
mediante el algoritmo de Benders con el que se obtendria resolviendo el modelo con todas
las variables enteras. En general, esta desviacion es pequena, situdndose por debajo del 1%,

lo que sugiere que la aproximacion es adecuada.
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Ingreso del Ingreso del

Instancia Beneficio del Productor por Productor por Costo del Costo Costo Desviacion
Productor Venta al D1 Venta al D2 Productor  del D1 del D2 [ %]
1 14.526.700 22.264.200 0 7.737.500 24.398.400 12.637.300 0,663 %
2 15.942.400 24.133.900 0 8191.500 22.359.700 12.637.300  0,792%
3 24.114.800 33.065.200 0 8.950.400 12.569.600 12.637.300 0,384 %
4 26.026.500 38.360.500 242.217 12.576.217  6.818.640 12.309.200 0,699 %
5 31.046.200 42.776.700 1.810.060 13.540.560  2.187.950 10.270.600 0,573%
6 36.098.500 49.315.700 693.580 13.910.780  7.853.030 15.073.000 0,097 %
7 39.703.900 52.909.700 2.025.350 15.231.150  4.078.250 13.333.400 0,379%
8 44.404.900 56.357.900 4.747.650 16.700.650 560.995 9.984.480 0,602 %
9 47.902.900 56.817.800 8.211.410 17.126.310 105.674  6.014.500 0,208 %
10 50.349.200 56.925.000 10.928.800 17.504.600 0 2984.360 0,539%

Tabla 4.5: Resumen del beneficio del productor, ingreso por venta a los distribuidores, costo
del productor, costos de los distribuidores y desviaciéon porcentual del modelo con multiples
seguidores para las 10 instancias.

En la Tabla 4.4, la desviacion mas baja se encuentra en la instancia 10, con un valor
de 0,023 %, mientras que la mayor desviacion se presenta en la instancia 1, con un valor de
1,012 %. El promedio de desviacion para las 10 instancias del modelo con un distribuidor es de
aproximadamente 0,53 %, lo que indica que la relajacion de las variables enteras proporciona
una buena aproximaciéon a la solucién del modelo completo.

Por otro lado, en la Tabla 4.5, la desviacién mas baja ocurre en la instancia 6, con un
valor de 0,0969 %, mientras que la mayor desviacion se presenta en la instancia 2, con un
valor de 0,792 %. El promedio de desviacion para este modelo es de aproximadamente 0,48 %,
lo que sugiere que la aproximacion es efectiva incluso en problemas méas complejos.

La Tabla 4.4 refleja el desempeno del modelo cuando solo existe un distribuidor, el cual
adquiere todo el producto generado por el productor. En este caso, se observa que el beneficio
del productor aumenta progresivamente desde la instancia 1 hasta la instancia 10. Esto
estd directamente relacionado con el aumento en la superficie de cultivo, lo que permite al
productor incrementar la cantidad de producto cosechado y, por lo tanto, incrementar sus
ventas.

El costo de la demanda insatisfecha, reflejado en el costo del distribuidor, disminuye a
medida que aumenta la produccién. Esto se debe a que, al disponer de mas producto, el
distribuidor puede satisfacer una mayor parte de su demanda, reduciendo el impacto de la

demanda insatisfecha. En las primeras instancias, el distribuidor enfrenta mayores costos

74



Universidad Técnica Federico Santa Maria Departamento de Industrias

debido a la menor cantidad de producto disponible, pero a medida que avanza el modelo, los
costos disminuyen de manera significativa.

Por otro lado, la Tabla 4.5, introduce una dindmica de competencia que no se observa
en el caso de un solo distribuidor. Esto permite al productor diversificar sus ventas y, en
consecuencia, obtener mayores beneficios a medida que aumenta la produccion. En este con-
texto, el productor se ve favorecido por la posibilidad de vender a dos distribuidores, lo que
incrementa sus ingresos de manera progresiva a lo largo de las 10 instancias.

El distribuidor 1, con un precio de compra mas elevado y menores costos de demanda
insatisfecha, tiene una clara ventaja competitiva desde las primeras instancias. En las instan-
cias iniciales (1 a 3), el distribuidor 1 adquiere la mayor parte del producto disponible, ya que
su capacidad de pagar un precio superior lo posiciona favorablemente frente al distribuidor
2, quien no puede competir en estas primeras fases debido a su menor poder adquisitivo y
mayores costos por demanda insatisfecha. Esto se traduce en una mayor eficiencia operati-
va para el distribuidor 1, ya que logra satisfacer una mayor proporciéon de su demanda con
menores costos.

A partir de la instancia 4, el distribuidor 2 comienza a participar de forma mas activa en
la compra del producto, debido a que el incremento en la capacidad de produccién permite
que ambos distribuidores tengan acceso a méas producto. Aunque el distribuidor 2 empieza
a reducir sus costos de demanda insatisfecha, no logra alcanzar la misma eficiencia que el
distribuidor 1. Esta diferencia se mantiene incluso en las instancias posteriores (6 a 10), donde
la oferta sigue creciendo, pero el distribuidor 2 continda enfrentando un costo por demanda
insatisfecha méas alto que el distribuidor 1, lo que refleja una desventaja estructural en su
capacidad para competir.

El comportamiento observado en las dltimas instancias demuestra céomo, a pesar de la
mayor disponibilidad de producto, el distribuidor 1 sigue dominando en términos de eficiencia.
Al tener menores costos por demanda insatisfecha y poder pagar un precio mas alto, el
distribuidor 1 maximiza su participacion, mientras que el distribuidor 2, aunque aumenta su
cuota de compra, lo hace con mayores dificultades debido a su estructura de costos menos
favorable.

La ventaja competitiva del distribuidor 1 no solo radica en su capacidad de pagar mas por
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el producto, sino también en su habilidad para manejar los costos de demanda insatisfecha de
manera mas eficiente. Esto le permite ajustar mejor sus operaciones y mantener una posicion
dominante en el mercado, incluso cuando la oferta aumenta y el distribuidor 2 empieza
a participar mas activamente. Sin embargo, la participaciéon del distribuidor 2 es limitada
por su capacidad de gestionar la demanda insatisfecha, lo que lo coloca en una posicion de
desventaja a lo largo de todas las instancias.

Este anélisis muestra como, en un modelo binivel con miiltiples seguidores, las decisiones
del lider (el productor) y la estructura de precios y costos de los seguidores (los distribuidores)
influyen directamente en la asignacion de producto y en los costos asociados a la demanda
insatisfecha. Aunque la oferta aumenta de manera significativa, la ventaja competitiva del
distribuidor 1 persiste, mientras que el distribuidor 2 sigue enfrentando mayores costos y una
menor capacidad de satisfacer su demanda de manera eficiente.

Por otra parte, la Tabla 4.6 presenta los valores del Valor Esperado de la Informaciéon
Perfecta (EVPI) para las 10 instancias consideradas en el problema binivel estocastico con
multiples seguidores. El EVPI se expresa tanto en valores absolutos como en porcentajes
respecto al valor esperado con informaciéon perfecta, lo que permite una interpretacion clara
de su impacto relativo en cada instancia. Se observa que el valor del EVPI aumenta conforme

incrementa el tamano del problema.

Instancia EVPI EVPI [%]

1 1.486.900 9,229 %
2 1.903.200 10,589 %
3 3.522.100 12,701 %
4 4.133.000 13,621 %
5 5.024.900 13,862 %
6 4.971.600 12,095 %
7
8
9

4.910.600 10,97 %
7.966.400 15,134 %
8.528.600 15,087 %
10 10.822.800 17,614 %

Tabla 4.6: Valores de EVPI para el problema binivel estocastico con multiples seguidores.

Este incremento progresivo del EVPI sugiere que la incertidumbre juega un papel cada
vez més crucial en las soluciones 6ptimas, lo que resalta el valor potencial de contar con

informacion perfecta en estas situaciones.
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Desde el punto de vista préctico, estos resultados demuestran la importancia de la infor-
macion en la toma de decisiones bajo incertidumbre. A medida que las instancias avanzan,
el porcentaje de EVPI indica que la falta de informacion perfecta afecta significativamente
el rendimiento de las soluciones obtenidas por un modelo determinista comparado con el
estocastico.

Para resolver ambos problemas binivel utilizando el algoritmo de Benders, fue necesario
aplicar las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para reformular el subproblema. Esto derivo
en una serie de restricciones no lineales que se resolvieron mediante el enfoque Big-M. Sin
embargo, surge la interrogante sobre el valor adecuado para este parametro, ya que una
eleccion arbitraria puede conducir a soluciones no 6ptimas.

Para determinar los valores aceptables de este pardmetro, se establecera un limite a partir
del cual las soluciones sean viables. En particular, para el problema binivel estocastico con
miultiples seguidores, asumimos que la cantidad de producto que vende el productor o que
compra cualquiera de los distribuidores es positiva en cualquier escenario w. Para que esto
sea posible, la variable binaria 1, , debe ser igual a 0, de acuerdo con la restriccion (3.10.10).
Al considerar ademés la restriccion de demanda (3.10.4) y la combinacion de las restricciones

(3.10.10) y (3.10.12), obtenemos la relacion

Dy,
D
1- ¢k,w
para todo distribuidor £ y escenario w. Esto genera dos casos extremos: cuando para todos los
distribuidores k y escenarios w la variable binaria 12  es igual a 0, y cuando para todos los
k,w )
distribuidores k y escenarios w ¥  es igual a 1. El caso més critico ocurre cuando 7 =1
para todos los distribuidores y escenarios, ya que esto asegura que la solucion sea vélida. En

este caso, la relacion se reduce a

Dk,w < M.

Aplicando la esperanza matematica a ambos lados de esta desigualdad, se concluye que

el limite inferior de M para cada distribuidor k es
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Q
ZHka,w < M.

Dado que el caso méas critico corresponde al distribuidor con la mayor esperanza de

demanda, se deduce que el limite inferior de M debe ser

Q
méx ¢ Y MyDy p < M.

Para verificar lo anterior, se resolvié directamente el problema binivel estocastico y el
problema binivel estocastico con multiples seguidores 300 veces utilizando la instancia 5 y
diferentes valores del pardmetro M. A partir de estos resultados, se gener6 la Figura 4.1, la

cual muestra la variacion del beneficio del productor en funcién de los distintos valores de

M.
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Figura 4.1: Comparacion de los beneficios del productor al variar el parametro M en el pro-

blema binivel estocéstico (Grafico A) y problema binivel estocastico con multiples seguidores
(Grafico B).

De la Figura 4.1 se observan tres comportamientos principales. Primero, para valores
pequenos de M, las soluciones obtenidas en ambos modelos resultan inviables. En segundo
lugar, se identifica un rango intermedio de valores de M en el que las soluciones son subopti-
mas en ambos modelos. Finalmente, para valores grandes de M, las soluciones se estabilizan,
lo que garantiza que la solucién obtenida en ambos modelos sea 6éptima.

Asimismo, la Figura 4.1b muestra que la solucién del problema binivel estocastico con mul-
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tiples seguidores se estabiliza cuando M = 3,6-10°, un valor que excede méax {Zw co 1L, D,W} =
3,5-10°, donde el distribuidor con la mayor esperanza de demanda es k = 1. Esto confirma la
validez de la expresion deducida para el limite inferior del parametro M. De manera analoga,
lo mismo ocurre en el problema binivel estocastico, donde tanto el valor del pardmetro M de

la Figura 4.1a como la esperanza de demanda son similares.

5. Conclusiones

Este trabajo presenta un modelo novedoso de programacion binivel estocastico con mul-
tiples seguidores, disenado especificamente para abordar la planificacién de cosecha en una
cadena de suministro agricola bajo condiciones de incertidumbre. A través de este modelo, se
ha logrado capturar la relacion jerarquica entre el productor (lider) y los distribuidores (se-
guidores), donde las decisiones de cosecha y produccion del productor influyen directamente
en las decisiones de compra y distribucion de los seguidores. Este enfoque es particularmente
valioso para problemas de planificacion agricola, donde la incertidumbre en los rendimientos
de cosecha y la demanda del mercado son factores criticos que afectan la toma de decisiones.

El aporte principal de este trabajo radica en la formulaciéon de un modelo que integra
tanto la definiciéon de zonas de manejo para la cosecha como la coordinacién entre los dis-
tintos actores de la cadena de suministro, gestionando la incertidumbre mediante escenarios
estocésticos. Este modelo permite optimizar las decisiones del productor en funcién de la
demanda de los distribuidores, ajustandose a los cambios en las condiciones del mercado y
del rendimiento agricola.

Ademas, se implement6 una estrategia de descomposicion de Benders adaptada a la es-
tructura binivel del modelo, lo que permitié descomponer el modelo en un problema maestro y
multiples seguidores. Este enfoque facilito la resolucion eficiente del modelo sobre instancias,
con la adicién de miltiples cortes para mejorar la convergencia del algoritmo. Los resultados
obtenidos en las simulaciones muestran que el modelo propuesto no solo optimiza los costos
operativos del productor, sino que también mejora la eficiencia en la asignacién de recursos,
logrando una coordinacion efectiva entre las partes.

Otro componente crucial de este trabajo ha sido la aplicacion del enfoque Big-M en la
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reformulacion del subproblema. La inclusion de la constante M adecuada ha permitido ma-
nejar las restricciones de complementariedad en el subproblema y convertirlo en un problema
de programacion entera mixta, facilitando su resolucion. Se ha demostrado que la eleccion
cuidadosa del valor de M es fundamental para evitar tanto sobredimensionamientos como
subdimensionamientos, asegurando que las soluciones sean aceptables.

Ademas, los experimentos demostraron que el manejo de la incertidumbre a través de
escenarios estocasticos es esencial para obtener decisiones robustas que se adapten a varia-
ciones en los rendimientos de cosecha, precios y la demanda. El analisis del Valor Esperado
de la Informacion Perfecta (EVPI) resalta que la obtencion de mejor informacion sobre las
condiciones futuras podria traducirse en una mejora sustancial en los resultados, tanto en
términos de eficiencia como de rentabilidad.

Esta tesis representa una contribucion significativa al ambito de la optimizacion apli-
cada, destacandose por su enfoque innovador que combina programacion binivel, modelado
estocéstico, descomposicion de Benders y multiples distribuidores para resolver problemas
de planificaciéon agricola. No obstante, su impacto podria ser ain mayor si se integrara el
flujo completo de la cadena de suministro, abarcando desde las etapas iniciales de produc-
cion, pasando por el procesamiento, almacenamiento y transporte, hasta la distribucion y
el consumidor final. Ademaés, tener en cuenta la perecibilidad de los productos agricolas, un
aspecto crucial en las cadenas de suministro de productos frescos, permitiria abordar desafios
logisticos y estratégicos adicionales, ampliando asi la aplicabilidad y relevancia practica del
modelo propuesto.

La implementacion de multiples cortes de Benders en la resoluciéon de modelos, como se
menciona en la tesis, es una estrategia fundamental para reducir de manera significativa los
tiempos de computo. Al descomponer el problema original en subproblemas méas manejables
y anadir cortes que capturan informaciéon relevante en cada iteracion, se optimiza el uso
de los recursos computacionales y se acelera la convergencia hacia una solucién 6ptima.
Esto es especialmente valioso en modelos complejos, donde las interacciones jerarquicas o
estocésticas crean estructuras dificiles de resolver directamente. Este enfoque no solo mejora
la eficiencia, sino que también amplia la aplicabilidad del modelo a problemas de mayor

escala y complejidad, lo que refuerza su contribuciéon tanto en el ambito académico como en
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el practico.

Finalmente, trabajo abre nuevas oportunidades para futuras investigaciones, como la po-
sibilidad de integrar ciertos escenarios directamente en el problema maestro. Este enfoque
podria ofrecer informacion adicional clave que ayude en la toma de decisiones, mejorando asi
la calidad de los cortes generados por el subproblema para los demas escenarios y permitiendo
un acercamiento mas eficiente a la soluciéon 6ptima.

Sin embargo, es fundamental determinar qué escenarios y cuantos de ellos deberian in-
tegrarse al problema maestro. Dado que el modelo aborda la incertidumbre en aspectos
esenciales como la demanda, los precios y el rendimiento de la cosecha, es necesario reali-
zar un analisis detallado para identificar de manera objetiva los escenarios mas relevantes
y la cantidad adecuada de estos. Esto garantizaria que la integracién de escenarios maxi-
mice su potencial, optimizando la eficiencia del algoritmo de Benders y adaptandolo a las

particularidades del problema planteado.
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