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Resumen

L modelado de fenémenos fisicos es un problema recurrente en el campo de la ingenieria, el que se aborda
E principalmente mediante el ajuste de un conjunto de mediciones a una estructura de modelos seleccionada
con anterioridad, estimandose de esta manera sus coeficientes o parametros. Ejemplos de estas estrategias de
modelado y ajuste son los métodos clasicos de cuadrados minimos y variables instumentales, los que precisan
del conocimiento previo de una estructura adecuada, para obtener modelos consistentes.

Recientemente, se han desarrollado diferentes enfoques que abordan el tema de identificacion estructural,
en su mayoria basados en matrices de covarianzas, que buscan ezhaustivamente la estructura correcta del
sistema entre un conjunto de modelos candidatos. Si se considera un entorno ruidoso se aplican de antemano
algunas técnicas de reduccién de ruido: variables instrumentales, reescalamiento de la entrada y la salida
segin la potencia del ruido, y técnicas de ajustes de datos.

Con el objeto de optimizar los métodos anteriores, en esta tesis se mejora el marco de trabajo para
identificacion estructural basada en matrices de covarianza, especificindose claramente condiciones suficientes
para la senal de entrada, de manera que el rango de las diferentes matrices de covarianza sea conocido en
forma exacta, permitiendo asi desarrollar métodos no exahustivos de identificacién estructural. Ademds, en
el caso de existir ruido de medicion, se desarrolla un criterio que permite estimar la estructura del sistema,
sin necesidad de conocer la distribucion probabilistica del ruido, mediante el uso de variables instrumentales.
Finalmente se establecen relaciones entre estas matrices de covarianzas y las matrices de Hankel del sistema
y de Yule-Walker, donde estas tiltimas heredan las propiedades de rango de las matrices de covarianza.

Palablas clave: identificacién de sistemas, identificacion estructural, matrices de correlacién, matrices de
covarianza, persistencia de excitacién, suficiencia de informacién, matriz de Yule-Walker, matriz de Hankel,
rango efectivo, valores singulares, valores singulares de Hankel.






Abstract

ODELING physical phenomena is a common problem in engineering, which is normally accomplished by

fitting measured data to a previously selected model structure, through parameter estimation. Examples

of these modeling and fitting techniques are the well-known methods of least squares and instrumental
variables, which depend on the proper choice of the model structure, to obtain consistent models.

Recently, several approaches for structure estimation have been developed, mostly based on covariance
matrices, which search exhaustively for the system structure among the possible models. When considering
a noisy environment, some noise reduction techniques are applied in advance, for example: Instrumental
variables, re-scaling the input by an input-output power ratio and data fitting techniques.

In order to optimize the previously mentioned methods, this thesis improves the framework for structural
identification, based on covariance matrices, by establishing sufficient conditions for the input signal, so that
the rank of covariance matrices can be exactly known, allowing the development of non-exhaustive methods
for structural identification. Besides, a criterion for estimating the system structure is developed, when
considering a noisy environment, even if the probability distribution of the output noise is unknown. Finally,
relations between covariance matrices, the system Hankel matriz and the Yule-Walker matriz are obtained,
where the last two inherit the rank properties of the covariance matrices.

Keywords: system identification, model structure identification, correlation matrices, covariance matrices,
persistency of excitation, informative data, Yule-Walker matrix, Hankel matrix, effective rank, singular values,
Hankel singular values.
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Introduccion

Por qué identificar la estructura de un sistema

A obtencién de un modelo, a partir de un conjunto de datos medidos, es un problema comtn en ingenieria,
L y se lleva a cabo mediante la estimacién de pardmetros (o constantes) de alguna estructura de modelos,
seleccionada con anterioridad. La seleccion de esta estructura (nimero de polos y ceros en el caso de un
sistema lineal e invariante) es un paso importante previo a la estimacién de pardmetros ya que, por ejemplo,
métodos como cuadrados minimos (LS), variables instrumentales (IV), u otros mds sofisticados como [22],
requieren al menos el conocimiento del orden del sistema. Ademads, la consistencia de los ya conocidos métodos
LS e IV depende fuertemente de la eleccién correcta del orden del modelo, [19], [20] y [14].

La eleccion de una estructura de modelos apropiada puede abordarse principalmente desde dos angulos
diferentes:

1. Basada en las leyes que rigen al sistema

2. Basada en datos experimentales (viendo al sistema como caja negra)

Si se tiene informacién de las leyes que rigen al sistema, es posible obtener, de manera directa, una
estructura de modelos. Por ejemplo, considérese la posicién z(t) de una masa, en un sistema masa-resorte-
amortiguador, la cual es excitada por una fuerza externa u(t). Este sistema de tiempo continuo, puede
modelarse utilizando una estructura lineal e invariante (74,7,) que hace referencia al nimero de ceros y
polos del modelo

dPex(t) d®a=Dg(t)
dira el T )

d™u(t)
deme

de=y(t)
b1 i (o—1)

+-~-+a0x(t):bﬁb + b;, +"'+b0u(t)
Dado que el sistema masa-resorte-amortiguador estd gobernado por leyes fisicas conocidas, entonces se puede

obtener directamente ) o @
dx(t dax(t
12 +b I + kx(t) = u(t)

donde m es la masa, b es el coeficiente de roce viscoso y k es la constante eldstica del resorte. De esta manera,
una estructura apropiada para el modelo corresponde a (7, 7) = (0,2), es decir una estructura lineal de
solamente dos polos

1
mp? +bp + K
donde p es el operador derivada temporal. Este tipo de razonamiento puede hacerse, de manera analoga, para

sistemas de tiempo discreto, donde el modelo G,,(¢) dependeria del operador de adelanto ¢ (o equivalente-
mente del operador retardo ¢—1), en lugar del operador derivada temporal p.

z(t) = Gu(p)ut),  Gm(p) =

XIX



XX INTRODUCCION

Supéngase ahora que no se tiene ninguna informacién sobre las leyes que rigen al sistema, o que ellas
son dificiles de dilucidar, como por ejemplo en un circuito electrénico RLC encapsulado en una caja que
no se puede abrir, el cual es excitado con un voltaje de entrada u(k) (generado con un computador) y que
entrega un voltaje de salida muestreado (k). Dado que este sistema es lineal e invariante, y que el nimero de
condensadores, resistencias e inductancias no se conoce, se puede decir que la estructura de modelos (7ip, 724)
para este sistema debe ser de la forma

_bobig 4 A ba g™

k) =Gn k), m(q) = ;
I( ) G (Q)u( ) G (q) 1+a1q—1+.,,+a/ﬁaq—’ﬂa

donde la estructura correcta de este sistema, dada por (np,n,), depende en general de la cantidad de con-
densadores e inductancias

_botbigt b
L+aigt +- - +an,qg "

w(k) = G(qu(k),  G(qg) (1)
Dado que s6lo se tiene acceso a la entrada u(k) y a la salida z(k) de este circuito, y que no se puede ver su
interior, entonces s6lo queda una opcién para poder determinar su estructura y es a través del andlisis de
datos experimentales de entrada y salida.

Esta tdltima situacion es tratada en esta tesis, donde se mejoran algunos resultados existentes, los que
permiten determinar una estructura apropiada de modelos, para sistemas lineales e invariantes de tiempo
discreto, con la premisa de que las leyes que rigen al sistema en cuestion son desconocidas o dificiles de
determinar.

Algo de historia

En la literatura existen principalmente dos tipos de problemas de identificacién estructural, basados en
analisis de datos experimentales

1. Sélo la salida se encuentra disponible para medicién (caso de modelos AR, MA y ARMA)

2. La entrada y la salida del sistema estan disponibles para medicién

Para cada uno de estos dos casos, el problema de identificacién estructural puede ser abordado en forma
paramétrica o no paramétrica. La forma paramétrica necesita calcular los pardmetros o coeficientes del modelo,
para luego validar si el orden del modelo es correcto. La forma no paramétrica no precisa del calculo de los
coeficientes, para obtener una estructura de modelos apropiada.

Dentro de los primeros intentos de identificacién estructural se encuentra el error final de prediccion
(FPE) [I7 desarrollado por Akaike (1969) tinicamente para sistemas AR. Este método es del tipo paramétrico,
ya que necesita estimar previamente la varianza de los residuos &% para poder validar si el orden n del modelo
es correcto, considerando N mediciones de la salida x(k)

N +n
FPE(n) = CF
Asi el orden mds adecuado consiste en encontrar 7 que minimiza FPE(72). Posteriormente, Akaike desa-
rroll6 otro criterio mds general para modelos ARMA, llamado criterio de informacion de Akaike (AIC), el
cual también es un método paramétrico, ya que necesita estimar la varianza de los residuos.

En afios posteriores se han desarrollado métodos no paramétricos para identificacién de sistemas ARMA,
los que estan basados en pruebas de singularidad sobre matrices de covarianzas. Entre estos métodos se
encuentran los citados a conticuacién



XXI

= [ section viI] Cadzow (1982), en que se propone que el orden AR de un proceso ARMA puede ser
estimado a partir del rango de una matriz de covarianzas, el que se calcula utilizando descomposicién
en valores singulares.

s [6] Chan y Wood (1984), en que se estima los érdenes AR y MA de un sistema ARMA, a través de
un método de dependencia lineal de las columnas de una matriz de covarianzas. La dependencia lineal
entre las columnas es verificada mediante el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

s [21] Stoica (1981) y [A] Fuchs (1987) establecen que la matriz de covarianzas es singular si los érdenes
AR y MA de un modelo ARMA sobrepasan a los érdenes verdaderos; en caso contrario la matriz de
covarianzas es no singular.

= [25] Zhang y Zhang (1993), en que se utiliza el método de Cadzow para determinar el orden AR de un
sistema ARMA | y ademads se propone un método para determinar el orden MA, el que establece que el
rango de una matriz de covarianzas disminuye cuando el orden MA del modelo sobrepasa al verdadero.

Paralelamente se desarrollaron también métodos no paramétricos, basados en matrices de covarianzas,
para sistemas donde la entrada y la salida estan disponibles para medicién, como en las siguientes referencias

s [23] Wellstead (1978), y luego [24] Wellstead y Rojas (1982), en que se propone un método basado en
matrices de covarianzas instrumentales, el que consiste en aumentar secuencialmente el orden de los
modelos y verificar si las matrices asociadas a ellos son singulares.

= [T9 ejemplo 4.1 y teorema 4.1] Soderstrom y Stoica (1983), [I4, seccién 8.6] Ljung (1999), en que se
establece que la matriz de covarianzas es singular si la cantidad de ceros y polos sobrepasan el niimero
verdadero de ceros y polos del sistema. Este mismo resultado se extiende para el caso de la matriz de
covarianzas instrumentales.

= [§] Cadzow y Solomon (1986), [[3] Liang et alii (1993), [d Davila y Chiang (1994), proponen que si
el ntimero de ceros y polos del modelo sobrepasa al niimero de ceros y polos del sistema verdadero,
entonces la matriz de covarianzas tiene una cantidad definida de valores propios nulos.

s [1] Al-Smadi y Wilkes (1996), [2] (2002), en que se propone el mismo resultado que [I3], pero aplicado
a matrices de covarianzas de 3.°" orden. Este método tiene la ventaja de poder atenuar ruido gaussiano
de salida.

Los resultados més importantes aqui mencionados se encuentran detallados a continuacién.

Algunos resultados importantes

[21] P. Stoica (1981); [] J. Cadzow (1982); [9] J. Fuchs (1987); [25] X. Zhang y Y. Zhang
(1993). En estos articulos se considera que el sistema, cuya estructura se desea identificar, es un proceso de
tipo ARMA, regido por la ecuacién ([l) y cuya entrada u(k) es ruido blanco. El procedimiento para determinar
la estructura consiste basicamente en hacer pruebas de singularidad sobre la matriz

a(k — iy — 1) a(k—1) 1"

Rmm(ﬁbvﬁa) =F =

x(k —np — Ng) x(k — ) Tog(Np + o — 1) - T (i)

Tra (ﬁb) e Tmm(ﬁb - ﬁa + 1)

donde r,,(7) = Ex(k)z(k — 7), la cual tiene las siguientes propiedades [21], [9]
genéricamente # 0, si min(7ny, — np, g — ng) < 0
det Ry (7p, T1g) #£0, si min(ny, — np, g — ng) =0
=0, si min(fy — np, g — Ng) >0



XXIT INTRODUCCION

donde (np,n,) es la estructura correcta del sistema. Es més, en [H] se propone un valor para el rango de
R (T, 7g) bajo ciertas condiciones para 7y, y g

rango R, (7, M) = ng, St g —np > g —ng > 0
ademds, segin [25] se tiene también

ng+1, sing=mny
Na, si ny > ny

rango Ry (s, nq + 1) = {

Dado que r,,(7) no se puede obtener experimentalmente, entonces debe ser aproximada por promedios
temporales, por lo que la matriz R, (7, 7,) debe ser estimada mediante

a(k — iy — 1) a(k—1) 17

1 N
Rmx(ﬁbvﬁa) - N Z
=1

ok — iy — i) | | 2k — )

[19, example 4.1 y theorem 4.1] T. Soderstrom y P. Stoica (1983); [14, seccién 8.6] L. Ljung
(1999). En ambos libros se obtiene que la siguiente matriz de covarianzas

Rove (ﬁl” na = ]gnoo N Z wnbyna nbyna (k)T

wit (k)T = [ uk) - uk—np) zk—1) - x(k—na) |

construida con mediciones obtenidas de la entrada y salida del sistema ([ll), satisface las siguientes condiciones
de singularidad
no singular, si min(f, — ny, Mg —ng) <0

singular, si min(ny — np, g — ng) >0

Rzum (ﬁbv ﬁa) {

cuando la sefial de entrada u(k) es persistentemente excitantd] de orden max(fy + ng + 1,15 + f1g + 1), y
considerando que la estructura correcta corresponde a (ny, n,). Ademds se obtienen resultados similares para
la matriz instrumental

R, ) = litm —zwnwa Yo ()T

N—oo N
donde la secuencia instrumental z(k) = F(q)u(k) es generada a partir del siguiente filtro

lo+hg™ 4 4 lmg™™
Lt kg™ 4 ot Ky g

F(q) =

obteniéndose que

singular,  si min(fy — Ny, g — Ng) > 06 min(iy, — my, g — my) >0
no singular, en cualquier otro caso

RZULIJ (ﬁb, ﬁa) {

para lo cual es necesario (pero no suficiente) que la sefial de entrada u(k) sea persistentemente excitante de
orden méx(fp + ng + 1, np + 7 + 1).

Este resultado instrumental se puede extender también al caso en que la salida del sistema (k) se
encuentra contaminada con ruido coloreado v(k), es decir y(k) = (k) + v(k), ya que si u(k) y v(k) no estédn
correlacionados, entonces

RZ’U«y (ﬁ’bu ﬁa) = R.uzx (ﬁba ﬁa)

1Ver definicién [CI en el capitulo [
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Sin duda, los resultados obtenidos para las matrices Ry (T, 0q) ¥ Raua (fip, Ng) permiten la existencia de
criterios de identificacién estructural, pero lamentablemente poseen la desventaja de considerar condiciones
asintoticas en la cantidad de mediciones.

[5] J. Cadzow y O. Solomon (1986); [13] G. Liang et alii (1993); [7] C. Davila y H. Chiang
(1994). En estos tres articulos se muestra aproximadamente el mismo resultado, el que senala que la
matriz de covarianzas

N
_ 1 L L
R (i, 1ra) = — Y @i (k)wp ™ (k)"

k
@ﬁg,ﬁa(k)T = [ uw(k) - u(k—ny) xk) - z(k—ng) ]
construida con mediciones de entrada y salida tomadas desde ([l), tiene s valores propios iguales a cero
s =14 min(fpy — np, g — Na), si min(fy — 1y, g — ng) >0 (2)

donde (np,n,) corresponde a la estructura correcta del sistema.

Con este resultado se puede obtener una estructura apropiada, a través de pruebas de singularidad
realizadas sobre la matriz Ry (s, T1q ). Por ejemplo en [I3] se utiliza el indice de singularidad

T (1, fiq) = A (N1 00
que es proporcional al menor valor propio de R,z (i, 7 ), €s decir Ay, y penaliza ademds segtin la cantidad
de mediciones utilizadas N y el tamano del modelo (7, ,). Con este indice J(fp,7,) es posible construir

una tabla con 7, variando en las filas y 7, variando en las columnas, asi la estructura més apropiada se
obtiene para la menor esquina (7, 72, ) donde J(p, 714) es cero, es decir, donde Ry (7p, 72g) es singular.

Cuando las senales se encuentran contaminadas con ruido, se aplican técnicas para poder reducirlo, por
ejemplo en [B] y [7] se considera que el ruido es gaussiano, y se disminuye su efecto utilizando un reescalamiento
de las senales segtn la potencia del ruido, la cual debe ser conocida.

El resultado obtenido en (), para la matriz Roue (fip, Mg ), tiene la ventaja de que considera una cantidad
finita de mediciones; sin embargo, el tipo de sefiales de entrada u(k), que produce este resultado, no se
encuentra bien determinado. Por ejemplo, en [B] se menciona que u(k) debe ser tal que las siguientes matrices
sean de rango completo

wu(l) - u(l—mny) x(1) - x(l—ny)
Ul(fp) = : : o X(ha) = : :
u(N) - u(N — ) x(N) - (N —nyp)
Sin embargo no se especifica qué tipo de seniales cumple esta condicién. En [7] sélo se especifica que u(k)
debe ser persistentemente excitante de orden ny, + n, + 1 para el caso de la matriz Ry (np, ng). Sin embargo

esto no es del todo cierto, ya que el concepto de persistencia de excitacion estd definido para una cantidad
asintética de mediciones, lo que no se aplicaria en este caso ya que N es finito.

@ A. Al-Smadi y D. Wilkes (1996); [2] A. Al-Smadi y D. Wilkes (2002). En estos articulos
se desarrolla un método basado en covarianzas de 3.°* orden, el cual considera que la salida z(k) de ()
estd contaminada con ruido gaussiano v(k), resultando asi que la salida medible es y(k) = z(k) + v(k).

La idea basica de estos articulos radica en que las covarianzas de 3.°* orden son capaces de eliminar el
ruido gaussiano, ya que, por ejemplo

Cyyy(n,m) := E{y(k)y(k +n)y(k+m)} = E{x(k)z(k+n)z(k +m)
Cuyy(n,m) := E{u(k)y(k +n)y(k +m)}t = E{u(k)z(k+n)z(k+m)}

—
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Ahora, con estas covarianzas se construye la siguiente matriz
C(fw, fa) = [ Cyyy  Cuyy }

donde C(fp, 1) depende del tamano del modelo (7, q), y las matrices Cyyy y Cluyy estan formadas por las
covarianzas cyy, (n,m) y cuyy(n,m). Asi, se demuestra en ambos articulos que la matriz

R(p, 1) = C(up, 71q) T C (g, 70

posee s valores propios nulos, donde s estd dado en (@), por lo que puede usarse el mismo método que en [I3]
para determinar la estructura més apropiada.

El método desarrollado en [I] y [2] tiene la ventaja de que puede eliminar bastante bien el ruido gaussiano,
sin embargo tiene la desventaja de que las covarianzas cyyy(n, m) y cuyy(n, m) no pueden ser obtenidas en la
practica y deben ser estimadas con promedios temporales

N
1
Cyyy(n,m) Zy y(k+n)y(k+m), Cuyy(n,m) Zu y(k+n)y(k+m)
N=

Ast los estimadores &y, (1, M) ¥ Cuyy(n, m) y las covarianzas cyyy (1, m) ¥ cyuyy(n, m) coinciden sélo en el caso
ergédico y cuando se toman infinitas mediciones.

Breve descripciéon de la tesis

En esta tesis se resolvieron los principales problemas de contrucciéon presentados anteriormente

= En algunos métodos basados en matrices de covarianzas estadisticas no se pueden aplicar directamente
sus resultados, ya que requieren de estimadores muestrales (basados en promedios) para implementarlos

21, B, B, 25, [0y 2.

= Algunos métodos basados en covarianzas muestrales necesitan un nimero infinito de mediciones para
aplicar sus resultados, atin cuando se pueden medir datos de entrada y salida [19], [I4].

s Para los métodos que basan sus resultados en valores propios/singulares de matrices de covarianzas [,
3], [, [2], no existe un criterio que permita determinar si un valor propio/singular es “nulo”, cuando
la matriz de covarianzas se ve perturbada con ruido.

s En [f se establecen ciertas condiciones sobre u(k), de manera que los resultados obtenidos para las
matrices de covarianzas sean ciertos. Sin embargo, no queda claro qué tipo de senales satisfacen aquellas
condiciones. Por otra parte, en [7] se especifica que la senal de entrada debe ser persistentemente
excitante de cierto orden s6lo para el caso en que la estructura del modelo coincide con el sistema
verdadero, ademas la definicién de persistencia de excitaciéon no es valida cuando se utiliza un nimero
finito de mediciones.

s Algunos métodos como [I],[2] basan sus resultados en fuertes suposiciones sobre la distribucién proba-
bilistica del ruido de medicién.

También se pretende mejorar algunos resultados ya conocidos

= Se conoce en qué casos de la regién (Rp, 7y) € N2, la matriz de Yule-Walker Ru.(fp,7,) es singular
210, [@l, e incluso se conoce su rango para algunos de estos casos [E], [25]; sin embargo, puede ser de
utilidad conocer el rango de esta matriz para toda la regién (7, 7,) € IN?.
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= De la misma manera, se conoce la regién (ny, g) € IN? en que la matriz de producto Rz (N, g) y la
matriz de producto instrumental Ry, (Mp,Tg) son singulares [19], [T4], mds ain, se conoce el rango de
la matriz de producto Rgyg (T, 7lg) cuando se utiliza un ndmero finito de mediciones [B], [I3], [7. Asi,
podria ser de utilidad conocer el rango de la matriz de producto instrumental R,y (7, 7e) para toda
la region (g, Nq) € IN2.

= Dado que la matriz de Hankel del sistema [I2] es bastante utilizada en el campo de reduccién de
modelos, entonces es posible que pueda relacionarse con estos métodos de estimacion de estructura.

Finalmente esta tesis aborda todos estos temas en el siguiente orden:

En el capitulo [ se introduce brevemente algo de notacién y conceptos de probabilidades y procesos
estocdsticos a utilizar durante todo el documento. Posteriormente se estudia el contenido informacional de
seniales, mediante los conceptos de persistencia de excitacion local (considera un nimero finito de medicio-
nes), persistencia de excitacidn (definicién tradicional, que considera infinitas mediciones) y suficiencia de
informacion. Estas dltimas definiciones serdan de mucha utilidad para saber qué tipo de senales utilizar al
momento de construir las matrices de covarianzas.

En el capitulo Bl se hace una revision de las propiedades de rango de la matriz de producto, considerando
un ndmero finito e infinito de mediciones y estableciendo condiciones suficientes que debe cumplir la senal de
entrada. De manera similar, se extienden estas propiedades de rango a la matriz de producto instrumental,
la cual tiene la ventaja de atenuar el ruido de medicién, aun si no se conoce su distribucién probabilistica.
Finalmente se ejemplifican algunos métodos exhaustivos de identificacion estructural, basados en pruebas de
singularidad sobre la matriz de producto y la matriz de producto instrumental, similares a los utilizados en

3], 0y 2.

Con el fin de optimizar los resultados del capitulo anterior, el capituloB plantea un método no exahustivo
de identificacién estructural, basado en el conocimiento de los rangos de la matriz de producto y de la matriz
de producto instrumental. Para el cdlculo experimental de los rangos se utilizan los valores singulares de estas
matrices, desarrollandose para ello criterios que determinan si un valor singular es cero, cuando estas matrices
se ven perturbadas con errores nimericos o con ruido de medicion.

Finalmente, en el capitulo Bl se plantea la existencia de una relacién entre la matriz de producto instru-
mental y la matriz de Yule-Walker. Esta relacién permite conocer completamente el rango de esta tltima
matriz, generalizando asi los resultados en [21] y [0]. Ademds se obtiene una relacién entre la matriz de
producto instrumental y la matriz de Hankel del sistema, lo que permite estimar los valores singulares de
Hankel antes de identificar el sistema en cuestién.
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Capitulo 1

Preliminares

N este capitulo se tratan brevemente algunas defi-
E niciones y convenciones de probabilidades y pro-
cesos estocasticos, ademés de definir algunas opera-
ciones entre senales. Finalmente se pretende estudiar
el contenido informacional de ciertas senales, a través
de los conceptos de persistencia de excitacion y sufi-
ciencia de informacion.

1.1. Probabilidades y procesos
estocasticos
1.1.1. Definiciones y conceptos

Teorema 1.1 Desigualdad de Chebyshev. Sea X
una variable aleatoria de media [ y varianza o2, en-

tonces se tiene que

no

g

Ve > 0, -

P(X —p[ze) <
Ver demostracién complementaria [EZ1]

Definicién 1.1 Convergencia. En probabilidades e-
xisten diferentes clases de convergencia, segun la mé-
trica que se desee utilizar, asi una sucesion de varia-
bles aleatorias X, converge:

1. siempre (definicidn usual de convergencia)
Xp— X & (Ve>0)3N)(Vn > N) |z, —z|<e
2. con probabilidad 1

X, X e PX,—X)=1

AN J/

Figura 1.1: Relaciones entre los diferentes tipos de
convergencia.

3. en sentido cuadrdtico medio

XnﬂX@E{|Xn—X|2}—>o

4. en probabilidad
X, 5 XeP(X,-X|>e)—0
5. en distribucion
X, L X & F,(2) - F(z)

donde F, () y F(x) son funciones de distribu-
cion acumuladas.

Las relaciones entre estos tipos de convergencia son
ilustrados en la figura [l

Definicién 1.2 Independencia. Las variables alea-
torias X1,...,X, son (mutuamente) independientes
si los siguientes eventos {Xy < x1},....{ X, <zp}
son independientes. Asi se tiene que

f(xlv"'vxn) = le(xl)"'an(xn)

donde fx,(x1),..., fx,(x,) son funciones de densi-
dad de probabilidad.



1.1.2. Procesos estocasticos

Definicién 1.3 Proceso estocdstico. Un proceso es-
tocdstico de tiempo discreto s(k) es una sucesidn, de
tal forma que Vk € Z s(k) es una variable aleatoria.

Para los procesos estocdsticos x(k) e y(k) se pue-
den definir los siguientes momentos

1. Media
mg (k) == E{x(k)}

2. Correlacion
Tay (K1, k2) = E{z(ki)y(k2)*}
3. Covarianza

Cay (K1, k2) := E{[x(k1) — ma(k1)][y(k2) —my(k2)]"}

4. Coeficiente de correlacion (de Pearson)

Cx (kl k2)
ey (K1, ko) = EASE
Pyl k) Vo (ks k1) cyy (ko k)

Si los seqgundos momentos involucran solo un proceso
estocdstico, Ty (k1,k2) y cox(ki, ka) reciben el nombre
de autocorrelacion y autocovarianza respectivamente.

Véase [I6l, ecuaciones 10-7, 10-22, 10-25 y 10-26].

Nota 1.1 En muchos casos, en el campo de identi-
ficacion de sistemas, se utiliza el término de “cova-
rianza” para referirse indistintamente a 14y (k1, k2) y
Cay(k1,k2). Sin embargo, en este texto se utilizard la
nomenclatura de [I6] para enfatizar la diferencia.

Definicién 1.4 Procesos ortogonales y no corre-
lacionados. Los procesos estocdsticos x(k) e y(k)
son ortogonales si el producto interno entre estos dos
elementos es cero, es decir

Vkl, ko € Z, Txy(kh kg) =0

Los procesos estocdsticos x(k) e y(k) no estdn corre-
lacionados si su coeficiente de correlacion es cero, es
decir

Vki, ko € Z,  pay(k1,k2) =0

Véase [I6], ecuaciones 10-31 y 10-32].
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Definicién 1.5 Ruido blanco. El proceso estocasti-
co e(k) es un proceso de ruido blanco si para todo ki,
ko se tiene que su autocovarianza cumple

Cee(k1, ko) = alk1)dx (k1 — k2),

Si ademds e(k;) y e(k;) son independientes Vk; # k;,
entonces este proceso se llama ruido blanco estricto.

Oé(kl) Z O

Véase [I6, ecuacién 10-34].

Definicién 1.6 Proceso estacionario. El proceso
estocdstico x(k) es “estacionario en sentido amplio”
(e.s.a.) si

1. E{xz(k)} =m, es independiente de k

2. E{x(k1)x(k2)*} = rex(ki — k2) es acotado y
solo depende de la diferencia ki — ko

Definicion 1.7 Procesos conjuntamente estacio-
narios. Se dice que x(k) e y(k) son “conjuntamente
estacionarios en sentido amplio” (c.e.s.a.) si

1. z(k) ey(k) son estacionarios en sentido amplio
por separado

2' E{w(kl)y(kQ)*} — rmy(kl - k2) €s a;COtG,dO Yy
solo depende de la diferencia ki — ko

Considérese el siguiente operador promediador

(09, = g 2ot

k=a

(1.1)

Una estimacion de 2M + 1 muestras para la correla-
cién se puede obtener a partir de la siguiente correla-
cién muestral

M

(1.2)

or (=71, 72) = <$(k —m)y(k — Tz)*>

ya que
EpM (=71,72) = Tay(12 — 71)

Notese también que si M — oo, la correlacién mues-

tral depende sélo de 79 — 7y

Pay(—T1,72) = 3y (T2 — T1)

Ahora, con ciertas condiciones en los procesos e.s.a.,
el valor de la estimacién muestral ¢3¢ () coincide con
el valor estadistico de 74, (7). A esta propiedad se le
conoce con el nombre de ergodicidad.
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Definicién 1.8 Media ergddica. Se dice que el pro-
ceso estocdstico x(k) tiene media ergddica si es e.s.a
y ademds

E {a(k)} = ((k))

kEZ

Definicién 1.9 Correlacion ergddica. Se dice que
los procesos estocdsticos x(k) e y(k) tienen correla-
cion ergodica st son c.e.s.a. y ademds

Tzy (1) = 90;?; (7)

Para mas detalles sobre ergodicidad véase el apéndice
C

1.1.3. Propiedades de correlacién

Sean las senales z = f*xuy v = hx*e, donde
(Fru)(k) =) fulk—1)=>_ fk—Du(l) (13)
leZ ez

es la operacién de convolucién discreta. Entonces se
tiene que la correlacion muestral ¢ satisface

Q2o =[x e x Th” (1.4)
o en su equivalente frecuencial

O (e7) = F(e/) @2 () H ()" (1.5)
donde J es el operador de inversién temporal

(Tw) (k) := x(=k)

y ®2(e’?) es la transformada de Fourier de tiempo
discreto de ¢29(7), definida como

X (&%) = Fa{x} (0) := Z z(k)e 3%

kEZ

(1.6)

(1.7)

La demostracién de la ecuacién ([T es directa, si se
consideran los resultados (B)) y (B) del apéndice

B ya que
902?) = SD(();*u)(h*e) = f * szo(h*e) = f * 9032 * jh*

Estas propiedades son igualmente aplicables a la
covarianza y a la correlacién, considerando que u(k)
y e(k) son procesos c.e.s.a., y f(k) y h(k) son senales
deterministicas,

f*cue x Th™
F(ejG)Oue(ejG)H(eje)*

(1.8)

CZU

sz(eje)

fxrye * Th*
F(eje)Rue(eje)H(ej‘g)*

T‘Z’U

sz(ej‘g)

(1.9)

para mas detalles véase el apéndice

Notese ademdas que mediante estas propiedades
de correlaciéon es posible obtener la potencia de la
sefial z = f * u, en términos del espectro de u(k)

<Z(k)2>kez = 902(0) = % /:" F(eje)rq)n(eje)dg
E{z(k)2} = 7..(0) = % /j F(eje)‘zRuu(ejG)de
1.2. Predictores

El uso de predictores es bastante frecuente en el
area de identificacién, ya que se encuentra relaciona-
do con bastantes métodos, por ejemplo: el método de
cuadrados minimos (LS) y el método del error de pre-
diccién (PEM), entre otros. Al igual que con los méto-
dos anteriores, también tiene relaciéon con las condi-
ciones de singularidad de las matrices de momento de
producto (PM), tratadas en esta tesis, asi como con
las propiedades de riqueza espectral asociadas a ellas.

Por este motivo, en las préximas secciones, se
introduce algo de notacion, relacionada con sistemas
y predictores.

1.2.1. Caso sin ruido

Considérese el siguiente sistema generador de da-
tos o planta

Blq
wh) = G@uk). Gl =29 (L)
(9)
B(q) = bo+big '+ +bng ™
Alg) = lHag '+ Fang™
donde
bn, ¥ Gn, son diferentes de cero
B(q) vy A(q) son coprimos

n := max(np,n,) es el orden del sistema

El sistema puede ser escrito en su forma de predictor,



despejando la salida actual en funcién de las demas
variables

o) = Sl (111)
St = | Mphe it a

_ | u(k)
Curlk) = [d@}

Ademds, este predictor cuenta con la particularidad
de que puede ser escrito como regresién lineal segin

a(k) = wmme (k)7 (1.12)
Couk) ] by
oy | k=) b,
wa " (k) = :C(k—lb) » B= —ay
2k —na) | | —an, ]

Ahora considérese un modelo arbitrario para la
planta de la ecuacién ([ICI)

zi(k) = Gi(qu(k), Gi(q)_A‘(q) (1.13)
Bi(q) = by+big "+ +bhg ™
Ai(q) = l1+dig '+ +al g™

donde ¢ no denota una potencia, sino que simplemente
un superindice. Para fines de identificacion, es usual
anotar este modelo como predictor, en funcién de los
datos obtenidos de la planta, resultando asi

zi(k) = Wi(q)Cus(k) (1.14)
= [BAU
u(k)

Este modelo cuenta ademads con la particularidad de
poder escribirse como regresion lineal segtin

(k) = whonte(k)Ty, (1.15)
[ u(k) (b ]
fpsita _ u(k — ) A ‘
wuz " (k) = x(k—=1) = —abl1
L z(k —Na) i L —a%a ]
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& v
| H(qg)
N Gl [,

Figura 1.2: Diagrama total del sistema, considerando
ruido coloreado v(k). La actuacion es u(k) y la salida
medible es y(k).

1.2.2. Caso con ruido

Considérese el siguiente sistema generador de da-
tos o planta, en que la salida medible y(k) estd afec-
tada por ruido coloreado

y(k) = x(k)+v(k) (1.16)
2k) = Glaulk), Glo)=3 gl
=0
v(k) = H(q)e(k), H(q)zzh(j)q—j
j=0

donde e(k) es ruido blanco de media cero y varianza
a? > 0,y g(k) y h(k) son la respuesta a impulso de
los filtros G(q) y H(q) respectivamente. Esta situacién
puede equematizarse en la figura

Dado que la transformada de Fourier de la auto-
covarianza de v(k) estd dada por la expresién
. h 12 . h 12

Cou(e?”) = [H(e)[" Cec(e?) = [H(e"")|" a?

debido a la ecuacién (L), entonces el término a. > 0

puede incluirse como parte del filtro generador de rui-

do H(q), asi, sin pérdida de generalidad, puede con-
siderarse que a? = 1.

Para este sistema se propone el siguiente modelo
arbitrario

vi(k) =

z;i(k) + vi(k)
Gi(q)u(k),

donde g;(k) y hi(k) son la respuesta a impulso de los
modelos G;(q) vy Hi(q) respectivamente.

(1.17)
vi(k) = H;(q)e(k)

Suponiendo que u(k) es conocida de antemano,
ya que en muchos casos es posible disenarla, enton-
ces la obtencion de un predictor asociado al modelo
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estd relacionada directamente con la prediccion del
ruido

9i(k) = Gi(q)u(k) + 0:(k)

Para obtener una prediccién de v(k) considérese pri-
mero su modelo

(1.18)

vi(k) = Hi(q)e(k) = [Hi(q) — hi(0)]e(k) + hi(0)e(k)

Suponiendo que se pueden medir los valores pasados
de e(k), para asi estimar el valor actual del ruido v(k),
el predictor resulta

ya que depende sélo de valores pasados de e(k). Su-
péngase ahora que no se puede medir e(k), pero en
cambio se tiene acceso a v(k). Entonces, el predictor
del ruido seria

vi(k) = [H;(g) — hi(0)]H (q) " (k)

Sin embargo, H(g) no se conoce, por lo que la mejor
suposicion que se puede hacer es H; = H, resultando

by (k) = [1 — hi(0)H;(q) " Jv(k)

Supéngase ahora que v(k) no se puede medir directa-
mente, y que en cambio se tiene acceso sélo a u(k) e
y(k). Entonces el predictor de ruido resultaria

0i(k) = [1 = hs(0) Hi(a) [y (k) — Gla)u(k)]

Dado que se desconoce G(q), la mejor suposicién que
se puede hacer es G; = G, por lo que el predictor de
ruido resulta

0i(k) = [1 = hi(0)Hi(q) " ly(k) — Gi(q)u(k)] (1.19)

Finalmente, el predictor asociado a [LI) se ob-
tiene al reemplazar (CI9) en (CIX), resultando

gi(k) =
Hi(q) =

Hi(q) ' Gi(q)u(k) + [1 = Hi(q) " Jy(k)
H;

hi(0)

o en forma mas compacta

gi(k) = Wi(q)Cuy(k) (1.20)

Wilg) = [ Hi(q)"'Gilg) 1—Hi(q)™*
u(k)

) = [ 1)

Nota 1.2 Obsérvese que el predictor (LZ0) requiere
que el filtro H;(q) sea invertible. Es por esto que se
debe tener h;(0) # 0, es decir, H;(q) debe ser un filtro

bipropio, independientemente de si H(q) lo es o no.

Nota 1.3 Obsérvese también que si

Bi(q)
Ai(q)
donde P(q), Ai(q) y Bi(q) son polinomios, entonces

el predictor (LZ1) define una regresion lineal. Este es
el caso de la estructura ARX, donde

Hi(q)™' = P(q)Ai(q), Gi(q) =

gi(k) = wiv (k)" (1.21)
[ u(k) ] b ]
ey = | ukaw) | | By
! y(k —1) —a
_y(k_ﬁa) L —a% ]
Bi(q) = by+big "+ bh,g ™
Ai(q) = 1+a§q_1+---+a%aq_ﬁ“
_ 1
i\q) =
@ = Z@

1.3. Senales eficaces para iden-

tificacion

A veces es necesario someter un sistema a experi-
mentacion, a fin de modelar su comportamiento. Para
lograr lo anterior, se debe disenar una actuacion con
la suficiente riqueza, para que asi el sistema entregue
una respuesta con informaciéon importante acerca de
él. Las siguientes secciones tratan estas propiedades
de senales, para el diseno de experimentos.

1.3.1. Excitacién local y exitacién per-

sistente

Definicién 1.10 Sea la senal s(k), definida al me-
nos Vk € [—M — p + 1, M]. Entonces s(k) es “lo-
calmente excitante” (Le.) de orden p en el intervalo
Vk € [-M, M), si la matriz

1

M
1Y) = gy > W)’
k=—M




es definida positiva, donde 2M +1>p y

s(k—p+1) ]

Lema 1.1 Sea la senal s(k), definida al menos Yk €
[-M — p+ 1, M]. Entonces s(k) es l.e. de orden p
Vk € [=M, M] si y sdlo si para cualquier filtro

My(q) =mo+my+ -+ +mp_1g” "

se cumple la siguiente implicancia

(¥h € [=0, M], My(a)s(k) = 0) = My(q) =0

Demostracién. Es claro que m”TIM (p)m > 0 pa-
ra todo m € RP~!, donde m = [ mo Mp_1 }
Ademas se cumplen las siguientes equivalencias

m™ 1Y (p)ym = 0
. (Vk e [=M, M], mToP (k) = 0)
. (wf € [~ M, M), M,(q)s(k) = o)

Finalmente m = 0 < M,(¢q) = 0, lo que completa la
demostracion. QED.

Corolario 1.1 Si la senal s(k) es l.e. de orden p en
el intervalo [—M, M|, entonces s(k) es lLe. de orden
n < p en el intervalo [—M, M].

El lema [Tl senala que s(k) es le. de orden p
en el intervalo [—M, M], si atn después de filtrarla
con cualquier filtro FIR de p — 1 ceros (o menos), se
puede obtener una respuesta diferente de cero dentro
del intervalo finito [—M, M], es decir, si la senal s(k)
resiste localmente (en el intervalo —M < k < M) la
accién de un filtro FIR de p—1 ceros. Esto da algunas
indicaciones para saber qué senales pueden ser l.e. de
orden p en el intervalo [— M, M]. Por ejemplo, se pue-
de deducir que es necesario que s(k) tenga al menos p
componentes espectrales; sin embargo, esta condicién
no es suficiente.

Ejemplo 1.1 Supdngase que se desea encontrar una
senal s(k) que sea l.e. de orden 4 en el intervalo [—2, 2],
y supongase que se propone la siguiente senal

s(k) =1+ cos(Ook)

definida Yk € Z., que tiene 3 componentes espectrales.
Claramente, esta senal s(k) no es l.e. de orden 4 en

CAPITULO 1. PRELIMINARES

|S(exp(j*theta))|
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Figura 1.3: Sefial cuadrada s(k) de periodo 10 y su
espectro |S(el?)).

el intervalo [—2,2], ya que existe un fillro FIR (no
nulo) de 4 — 1 ceros

q—1)(q—e?%)(qg —e %)

Mi(g) = -

que es capaz de filtrar completamente la senal s(k) en
el intervalo [—2,2], es decir

Vk € [-2,2], May(q)s(k) =0

Supdngase que se propone la senial s(k) de la fi-
gurall3, la cual es una senal cuadrada, de periodo 10,
definida Yk € Z.. Claramente esta senal tiene mds de
4 componentes espectrales. Sin embargo, tampoco es
l.e. de orden 4 en el intervalo [—2,2], ya que el filtro
My(q) = ¢ 3 es capaz de eliminarla completamente
en dicho intervalo.

Ahora, sélo basta encontrar algunas senales que
sean l.e. de orden p en el intervalo [— M, M]. Asf, el si-
guiente teorema indica qué condiciones son suficientes
para un tipo especifico de senales, de manera que sean
l.e. de orden p sobre un intervalo de tiempo finito.

Teorema 1.2 Considérese la senal u(k) definida pa-
ra todo k € Z

2mn

e N
o +1 "

P
u(k) =Y Ui 0, — by,
=1

donde Vi, U; #£ 0, 0; €]—m, 7] y £, m € [1,p]. Entonces
la senial s(k) = C(q) tu(k)

Clg)=coteig '+ +epg ™
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es l.e. de orden p Vk € [—-M, M].

Demostracién. Dado que u(k) estd definida Vk € Z,
entonces

- el .
Mp(q)s(k) = Mp(q) u(k) = Z Mp( )Uiejeik

C(q)

C(ejei)
es valido Vk € Z, y en particular valido Vk € [— M, M].
Note ahora que las senales /%% y ek son lineal-
mente independientes (1.i.) en el intervalo [—M, M].
Esto se puede ver teniendo en cuenta el siguiente pro-
ductdl, con 6, — 6,, = (27n)/(2M + 1)
1 M
300k [ 50m ke
e 2 e
k=—M
sen((6p — 0,,)(2M +1)/2)
(2M + 1) sen((6; — 0,,,)/2)
= 51((71) =0

<€j9@k,ej0mk>

Dado que las senales e/%% 0, —0,, = (27n)/(2M +1),
son Li. en el intervalo [—M, M], entonces

P i0. 0.
Mp(e?”7) N\ ek - My(e?%)
> (e ) et =0 G

U =0
pero Vi = 1,...,p U; # 0, lo que significa que Vi =
1,...,p My(e?%) = 0. Ya que M,(q) tiene a lo més
p — 1 ceros sobre la circunferencia unitaria, entonces
la tinica posibilidad de lograr Vi, M, (e?%) = 0 es que
M,(q) = 0. QED.

El teorema anterior indica que las senales u(k)
que tienen p componentes espectrales diferentes, se-
paradas entre si por una distancia que sea multiplo
de 2m/(2M + 1), son l.e. de orden p en el intervalo
[-M, M], y ademds mantienen esta propiedad aun
si son filtradas por un sistema sin ceros, como es
el caso de s(k) = C(q) 'u(k). Algunos ejemplos de
éstas senales son: secuencias binarias seudo aleato-
rias (PRBS), cuyo periodo sea 2M + 1, o simplemente
sefiales compuestas por sumas de senos y/o cosenos,
como por ejemplo

ent(p/2)
’U,(/C) = ZAZ COS(eik — ¢i), 6‘1

i=par(p)

donde

- 271
oM +1

(1.22)

es 1 si p es par, 0 si p es impar
es la parte entera de p/2

par(p)
ent(p/2)

Tdonde §x (n) es la funcién delta de Kronecker

p detIM(py) | p  det T} (po)
1 0 6 250001
2 568¢-49 | 7 1,83e+00
3 18232 | 8 1550401
4 125e-19 | 9 1,76e+01
5 1,10e-03 | 10  8,58¢+01

Tabla 1.1: Singularidad de la matriz 1M (py), para
u(k) con p=1,...,10 componentes espectrales.

la que tiene exactemente p componentes espectrales.

Ejemplo 1.2 Se verificard en forma secuencial si las
senales u(k) conp =1,...,2pg, de la ecuacion (LZ3),
son l.e. de orden po =5 en el intervalo [—M, M].

Para que u(k) pueda tener 2py componentes es-
pectrales, el periodo fundamental de u(k) debe ser tal
que 2M + 1 > 2pg, es por esto que se elige M = py.
Ademdas, para poder construir la matriz de persisten-
cia TIM (po) se deben tener datos de u(k) al menos en
el intervalo [—M — po + 1, M|, por lo que el nimero
total de muestras necesarias es 2M + py.

Con los datos anteriores se construye secuencial-
mente la matriz UM (py), de tamano py x po, para las
diferentes senales u(k) con p =1,...,10, cuyas am-
plitudes se eligen Vi, A; = 1. De esta forma se obtie-
ne la tabla [, donde se puede ver que si el niumero
de componentes espectrales es p > po = b, entonces
M (pg) es no singular, y por lo tanto las serales son
l.e. de orden po =5 en el intervalo [—5,5]. Para mds
detalles, véase el programa [E2211

Puede ocurrir que existan senales que sean l.e.
de orden p para el intervalo [—M, M|, pero que dejen
de serlo cuando M — oo, lo que se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3 Considérese la senal s(k) = dx (k), de-
finida Vk € Z, la cual es l.e. de orden p en el intervalo
[— M, M] si se cumple que (p — 1) < M. Claramente,
st M — oo entonces se tiene que la matriz de excita-
cion resulta
. M
Jim 1L (p) = Op

donde O, es la matriz nula, de dimension p x p. De
esta manera la senal s(k) no es l.e. de orden p en el
intervalo | — 00, 00|.



Este tltimo ejemplo lleva a separar el caso de M
finito del caso M infinito, y es por esto que se plantea
la siguiente definicién

Definicién 1.11 La senal s(k) es “persistentemen-
te excitante” (p.e.) de orden p, si la matriz TI2°(p)
es definida positiva, o de manera equivalente, si para
todo filtro de la forma

My(q) = mo+my+ -+ +mp_1g” "
se cumple la siguiente implicancia

V8, | M, (9| @2 (e7%) = 0 = 8, M, (%) = 0

donde ®(e7%) corresponde a la transformada de Fou-
rier de la autocorrelacion muestral ¢39(T).

Esta ultima corresponde a la definicién de persistencia
de excitacion ya conocida en la literatura. Para una
demostracién de esta equivalencia véase [, lemma
13.1] o la demostracién complementaria [E22

Corolario 1.2 Si s(k) es p.e. de orden p, entonces
s(k) es p.e. de orden n < p.

Suponga que la autocorrelacién muestral ¢22(7)
es de la siguiente forma

¢
Poe(T) = Z Ciel?™
i=1

entonces el concepto anterior puede interpretarse co-
mo la minima cantidad de componentes espectrales
que debe tener ¢%(7), para que al pasar por el fil-
tro My(2)M,(z~") se tenga salida diferente de cero.
Asi, p22(7) debe tener al menos ¢ > p componentes
espectrales, para ser p.e. de orden p, ya que el filtro
M,(2)M,(271) tiene a lo més p — 1 ceros sobre la
circunferencia unitaria.

Otros ejemplos de senales p.e. son las que cum-
plen ¢2(7) = a?0k(7), con a > 0. Este tipo de
senales son p.e. de cualquier orden, lo que se puede
ver construyendo la matriz de excitacion

1 M
> (p) = A}@mm Z Ug(k)vg(k)T
k=—M
(k)T = [ s(k) s(k—p—+1) |
s (0) PP —1)
IEp) = : :

soié’(i —p) w?‘i(o)

CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde p2(7) fue definida en ([Z), resultando que
112°(p) = a?I para todo p, y por lo tanto es siempre
definida positiva.

Teorema 1.3 Sea la senal s(k) = C(q) 'u(k) donde
Clg)=co+erg 4 +enqg "

Si u(k) es p.e. de orden p, entonces s(k) es p.e. de
orden p.

Véase la demostracién complementaria

Notese que el teorema anterior es bastante im-
portante, ya que en el caso asintético M — oo, cual-
quier senal u(k) que sea p.e. de orden p no pierde esta
propiedad al filtrarse por alguna transferencia sin ce-
roS.

1.3.2. Suficiencia de informacién

Caso sin ruido

Considérese que se toman los siguientes datos,
provenientes del sistema en ([I0)

ZL.M _ u(—M — L)

uw x(—M — L)
Este conjunto de datos deberia contener la suficiente
informacién, de forma que dos predictores diferentes,
asociados a este sistema, entreguen respuestas dife-
rentes. Es por esto que se introduce la siguiente defi-
nicién

Definicién 1.12 EI conjunto de datos ZE:M es “su-
ficientemente informativo” (s.i.) para la estructura de
los predictores en [II4), si para todo par de predic-
tores de dicha estructura

Wi(q)Cuz (k)
W2 (Q)Cum (k)

se cumple

M

oy = 0= Wile) = Wa(g)

([#1(k) = 22(R)2)

con L > max(np, Ng).
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Esta definicién es andloga a [[4] definition 8.1], pero
restringida a sistemas sin ruido.

Nota 1.4 La definicion anterior puede escribirse de
forma mds compacta como: ZE:M es suficientemen-
te informativo, si YW (q) de la estructura [I.I3) se
cumple

donde
con L > max(fip, Ng).

El concepto de suficiencia de informacién es difi-
cil de verificar, considerando la manera en que ha sido
definido, pues se deberia probar con todos los predic-
tores de una misma estructura, para saber si los datos
son suficientemente informativos para la estructura en
cuestion. Es por esta razén que, mediante el siguiente
teorema, se propone una forma equivalente de verifi-
car esta condicion, la cual es simple de implementar
computacionalmente.

Lema 1.2 El conjunto de datos ZEM es “suficien-
temente informativo” (s.i.) para la estructura de los
predictores en (L) si y sdlo si la matriz

M
L 1 A, 7
A%m(nb7na) = m Z wu;’ a(k)wu;7 a(k)T
k=—M

(1.23)
es definida positiva, donde wit: (k) estd definido en

{IEE) Yy L > méx(ﬁb, ’ﬁa).

Para el caso de Z.7, es decir cuando M — oo, el
resultado es el mismo. La demostraciéon es idéntica a

la del caso finito, mostrada a continuacion.

Demostracion. Este teorema se demuestra a partir
de la siguiente equivalencia

WZ_M = aT<wZ‘gﬁa(k)w3;’ﬁa(k)T>M g

k=—M
_ 2T AM

(ﬁba ﬁa):)’/ 2 0

donde se ha considerado la representacién de regre-
sién lineal en (CIH), con

T=%1—32, Y=71—"2

Ademss, se debe tener en cuenta que, para todo pre-
dictor con la misma estructura que ([CId), se puede
establecer una relacién 1-1 con cualquier vector de
R +1+7a

Wilq) < i
Con esto se tiene que para todo predictor W(q), de
la estructura ya mencionada

- M
(2k72) =0 & FTAN (. 70)7 =0
W(g=0 & 5=0

es decir, si ZL:M es s.i. para la estructura ([CI4), en-

tonces AM (7, 7,) es definida positiva, y viceversa.

QED.

Asi, la suficiencia de informacién de los datos
ZEM para la estructura en ([CI4), estd estrechamen-
te ligada a la condicion de no singularidad de la matriz
AM (i, 7,), la cual permite una cémoda implemen-
tacién computacional.

Considérese ahora el conjunto de mediciones ZZ;M
obtenidas al someter la planta en (CI0) a un experi-
mento, cuya senal u(k) ha sido disenada previamente.
Entonces cabe hacerse la siguiente pregunta: ;Se pue-
de disenar u(k), de forma que al aplicarla a la planta
en ([CI), se obtenga un conjunto de datos ZL,M que
sea s.i. para la estructura de predictores en ([CI4)?

Teorema 1.4 Sea ZL:M el conjunto de datos gene-
rado por el sistema de la ecuacion (LI0), donde L >
mAax(fp, Mg ). Si la senal s(k) = A(q) " tu(k) es Le. de
orden max(ny + ng, np + Ng) + 1 Vk € [=M, M], en-
tonces la matriz AM (g, 1), de la ecuacion (LZ3),
es definida positiva para min(fy, — np, g — ng) < 0,
donde 2M + 1 > méx(ny, + ng, np + ng) + 1.

Para el caso de Z:2, es decir cuando M — oo, el
resultado es el mismo, pero l.e. debe ser reemplazado
por p.e. La demostracion para el caso infinito se puede

consultar en la demostracién complementaria [E.4l

Demostraciéon. (Caso finito). La demostracién es
por contradiccién. Supéngase que AM (7, 7,) no es
definida positiva, entonces existe un vector no nulo
Yp = [ do

”ygAM (A)yp =0 VEk € [-M, M], wgw(k)T”yp =0

rux

dp, €1 Ch, ]T tal que

donde el lado derecho puede reescribirse como

Wk € LM, M), [D(g)A(q) + c<q>B<q>1ﬂ;) —0

(

~—
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Se puede notar que [D(q)A(q) + C(q)B(q)] # 0, ya
que las siguientes estructuras son siempre diferentes

para min(fiy — np, g — Ng) < 0
dog ® + -+ +daqg ™ 4 bt big™' + - Fbayg ™
g™ttt g e l+aig™ '+ +an, g
donde B(q) y A(q) son coprimos. Finalmente se tiene
que [D(q)A(q) + C(¢q)B(q)] # 0 es una contradiccién,
ya que s( ) es Le. de orden max(fy + ng, np +fg) + 1
Vk € [-M, M]. QED.

Corolario 1.3 Sea ZLM el conjunto de datos ge-
nerado por el sistema de la ecuacion (LI0), donde
L > méx(fy, ng). Si s(k) = A(q) " tu(k) es Le. de
orden max(np + ng,np + Ng) + 1 Vk € [—=M, M], en-
tonces ZL:M es s.i. para la esctructura en (Z4), con
min(fy, — np, g — ng) < 0.

Nota 1.5 Obsérvese que a partir del conjunto de da-
tos ZEM con L > méx(fp, ng), es posible obtener
la serial s(k) Yk € [-M —p + 1,M], donde p =
max(Np + Na, Ny + ) + 1, la cual es una senal inter-
media entre la entrada u(k) y la salida x(k)

Esta senal s(k) Vk € [-M —p+1, M| se puede calcular
a partir del siguiente sistema de ecuaciones

Vk € [-M — fy, M|, u(k) =

Vk e [-M —M—i—-1], (k) =

A(q)s(k)
B(q)s(k)

— Na,

donde i = min(fy — Ny, g — Ng), €l que se puede rees-
cribir en términos de la matriz de Sylvester de tamano

(2M + p) x (2M + p), definida en el teorema D14
Vur = S(A,¢*M1IB) v,
_ S) -
Vg = :
L s(=M —p+1) |
- w(M) :
_ u(—M — i)
Gur =l (=M —i—1)
L a(=M —na)

CAPITULO 1. PRELIMINARES

Este sistema tiene una unica solucion, ya que la ma-
triz de Sylvester S(A,q *~1=1B) es de rango com-
pleto, por el teorema D13, debido a que A(q) y B(q)
son. coprimos.

El corolario muestra que si la entrada wu(k)
se disena de forma que la senal s(k) sea l.e. de orden
max(Np + Na,np + Ng) + 1 Yk € [—M, M], entonces
al aplicar u(k) a la planta en (CI0) se obtienen da-
tos ZE:M que son s.i. para una estructura de predic-
tores, cuyo numerador o denominador tienen menor
grado que el numerador o denominador de la planta
respectivamente, esto es, para estructuras de predic-
tores “menores” que la planta. Mediante el siguiente
teorema y su corolario, se vera qué ocurre en el caso
en que la estructura de predictores es “mayor” que la
planta.

Teorema 1.5 Considérese la siguiente estructura de
predictores, escrita en su forma de regresion lineal

#(k) = wheet(k) Ty, (1.24)
[ u(k) i [oby ]
ﬁb,na 7 — u(k - ﬁb) p— b’lﬁ,
Wy g (k) e l'(k — = 1) y M= i:—l
L 2k — ) L —a%a i

donde i = min(ny — np, Mg — ng) > 0. Considérese
ademds el conjunto de datos ZL,M generado por el
sistema (LI0), donde L > max(fy, ng). Entonces la
matriz p X p, con p = max(fp + ng, np + M) + 1

M

A 1 At
Lyt (R, g, 1) = M1 Zwui’ “
k=—M

i(k)wﬁb,ﬁa,

uxr

es definida positiva si y sélo si s(k) = A(q) u(k) es
l.e. de orden p Vk € [-M, M], donde 2M + 1 > p.

Para el caso de Z;3, es decir cuando M — o0, el resul-
tado es el mismo, pero l.p.e. debe ser reemplazado por
p-e. La demostracién es idéntica a la del caso finito,

mostrada a continuacién.
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Demostraciéon. El vector w]™' (k) puede ser es-
crito como

A(g)u(k)

iy _ 1| Algulk — )
W) = 2 | Blayalh - 1)

A(q)

Blqyulk — i)

el cual puede ser representado en términos de la ma-
triz de Sylvester del teorema [D.I2, para los polino-

mios A(q) y ¢~ 'B(q)
wit e (k) = S(A, ¢ B)ub (k)

ux

donde la matriz S(A,q "1 B) es p x p y no singular
por el teorema [DL12] y ademds

s(k)
vg(k) = : ,
s(k—p+1)

En base a lo anterior se puede obtener el siguiente
producto

LG 0ri) = S(A.q~ 7 B (p)S(A.q ™' BT

donde ITM (p) es la misma que en la definicién [CT1}
Asi, la demostracion sigue a partir del teorema [D.12)
y de la definicién [CT1l QED.

Corolario 1.4 Sea ZLM el conjunto de datos ge-
nerado por el sistema de la ecuacion (LI0), donde
L > méx(fp, na). La serial s(k) = A(q) " tu(k) es Le.
de orden max(fiy, + Mg,y + Ng) + 1 Yk € [=M, M] si
y solo si ZEM es s.i. para la esctructura en [I.24),
con i = min(ny, — np, g — ng) > 0.

Finalmente, este corolario muestra que si la en-
trada u(k) se disefia de forma que la senal s(k) sea l.e.
de orden max(fp +ng, np+nq) +1 Vk € [—M, M], en-
tonces al aplicar u(k) a la planta en ([LI0) se obtienen
datos ZL:M que son s.i. para la estructura de predic-
tores (C24)), cuyo numerador o denominador tienen
mayor grado que el numerador o denominador de la
planta respectivamente.

Ejemplo 1.4 Considérese el siguiente sistema gene-
rador de datos o planta x(k) = G(q)u(k)

0,3

Glg) = (¢ — 0,8677/%)(q — 0,8¢-37/1)(q — 0,7)

11

Componentes espectrales de u(k), con p=9

Amplitud
°
L

theta

Figura 1.4: Componentes espectrales de la senal u(k),
conp=09.

para el cual ny = ng = 3. Supdngase ahora que a este
sistema se aplica la senal (LZA), de periodo 2M +
1, conp =9 yVi,A; = 1, es decir, formada por 9
componentes espectrales, las cuales se muestran en la

figura [T}

Ahora, se desea verificar para cudles estructuras
de modelos, con 1 < (fy,7g) < 7, los datos ZEM
son suficientemente informativos. Para ello se nece-
sita primero definir los valores de M y L. Dado que
se desea probar hasta n, = ng = 7, y que se deben
cumplir las siguientes condiciones para los teoremas

[ ;|

2M +1
L

max (1 + na, np + Ma) + 1

>
> max(Mp, Ng)

entonces se eligen M =5 y L =17.

De esta manera se mide el conjunto de datos
ZEM - compuesto de 2M + 1 + L pares de datos en
estado estacionario.

Haciendo primero un andlisis tedrico, mediante
el teorema[I4 se tiene que AM _ (R, 7y) es no singular
para todo (y,ng) tal que

0
9

min(fy — np, g — Na) <
<

mEX(Np + N, Ny + M) + 1

pues s(k) = A(q) " tu(k) es le. de orden 9 en el inter-
valo [—M, M|, mostrindose esta situacion con color
negro en la tabla [LA izquierda, y en blanco, los sec-
tores no cubiertos por este teorema. Ahora, mediante
el teorema LA se puede notar que LM (1, 7y, 1) es no
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MNa Na
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
11 A A A A A 1| 200 3e-01 6e-02 2e-02 9e-03 6e-03 4e-03
21 A A A A A 2 | 1e00  3e-01 6e-02 2e-02 8e-03 3e-03 2e-07
31 A A A=L A=L A=L L L 3] 9e-01  3e-01 6e-02 1e-02 4e-03 7e-09 5He-12
nw 4| A A A=L L L L L ny 4] 6e-01 2e-01 7e-03 3e-02 9e-03 1e-08 Te-12
51 A A A=L L L L L 5 | 3e-01  8e-02 2e-03 6e-03 3e-02 3e-08 2e-11
6 L L L L L 6 | 1le-01 4e-02 2e-09 4e-09 1e-08 9e-08 4e-11
7 L L L L L 7 | 6e-07  6e-09 9e-11 3e-10 1le-10 1le-10 2e-10

Tabla 1.2: A la izquierda: En negro las combinaciones en que A

M

wuz (M, Mg) €s no singular, en azul y rojo

las combinaciones en que LM (7, 7,,i) es no singular y singular respectivamente. A la derecha: El menor

valor propio de AM

min(ny — Ny, g — ng) > 0.

singular para todo (fp,Ng) tal que

min(fy — np, g — Ng) >
max(fy + ng,np +1g) +1 <

mostrdandose esta situacion en color azul en la tabla
A izquierda; también se puede notar que LM, (R, Ry, )
es singular para todo (i, Ng) tal que

> 0

> 9

min(ny — np, g — Ng)

max (i + ng, Ny + Ma) + 1

mostrandose esta situacion en color rojo en la tabla
[CA izquierda.

El andlisis teorico anterior se puede contrastar
con la simulacion de la tabla [LA derecha, donde se
muestra el menor valor propio de AM (7, 7,) y de
LM (R, 714, 1), indicdndose en color rojo cuando cada
una de las matrices es singular, lo que se puede evi-
denciar por la fuerte caida que presenta el valor pro-
pio mds pequeno. De esta manera se puede compro-
bar que la simulacion coincide con el andlisis teorico
mostrado en la tabla izquierda, indicando que los da-
tos ZLM son s.i. cuando las matrices AM (i, 7a) y
LM (R, 7q,1) son no singulares. Para mds detalles de

la simulacidn, ver el programa 222

Caso con ruido

Considérese por simplicidad sélo el caso M — oo,
y que para éste se miden los datos Z7), provenientes
de la planta en ([LIG). Al igual que en el caso sin ruido,
este conjunto de datos deberia contener la suficiente
informacién, de forma que dos predictores diferentes
entreguen respuestas diferentes. Es por esto que se
introduce la siguiente definicion

(fp, M) Para min(fy — 1y, e — ng) < 0y el menor valor propio de LM (7, 14, 1) para

Definicién 1.13 El conjunto de datos Zg, es “sufi-
cientemente informativo” (s.i.) para alguna estructu-
ra definida segin ([LZ0), si para todo par de predicto-
res de dicha estructura

(k)
Ga2(k)

Wi (q)Cuy ()
W2 (q)Cuy ()

se cumple

=0= Wl(eje) = Wz(eje)
kez

La definicién anterior corresponde a [I4), definition
8.1].

A semejanza del caso sin ruido, es posible verifi-
car la condicién de suficiencia de informacién median-
te el uso de matrices, lo que permitiria una facil im-
plementacién computacional. Sin embargo, esta equi-
valencia matricial se puede obtener sélo para el caso
ARX, tal como se muestra en el siguiente teorema.

Lema 1.3 El conjunto de datos Zg, es s.i. para la
estructura de modelos ARX, definida en (LZD), si y
solo si Ags,, (T, 71a), en la ecuacion (LZ3), es definida
positiva.

Demostracién. Nétese que el predictor en ([C20) de-
fine también una regresion lineal, dada en (CZ). Es
por esto que, para todo predictor de la estructura
ARX, se puede definir una relaciéon 1-1 con el vector
de parametros, de la siguiente manera

Wilg) < i
asi, para todo filtro ARX segun ([CZIJ), se tiene
Wi(e?) = Wa(e’) & m = 72
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También nétese la siguiente igualdad

(02) = A" (el el 0T 3

keZ
TN (i, 71g)7 > 0

= 7 Byuy

donde §y = g1 — P2 y ¥ = 71 — 72. Con esto, se tiene
finalmente que, para todo predictor ARX segun ([CZ)

(502)

Wi(e’®) = Wa(e?) & =

=0 & FTAYR, (i, 7e)7 =0

es decir, si Zg es s.i. para la estructura ARX en
(210, entonces Agg,, (7, 7,) es definida positiva, y
viceversa. QED.

Ahora, es necesario saber qué condiciones de di-
sefio debe cumplir la senal de entrada u(k), de manera
que, al realizar un experimento sobre la planta ([CIH)
se obtenga un conjunto de datos Z;5 que sea s.i. para
alguna estructura de predictores. Estas condiciones se

muestran en el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Considérese la estructura de predicto-

res segun (LZ0), donde

R U R R
1+a1iq—1 +...+a%aq—ﬁa

Gilq

H;(q) es cualquier filtro bipropio y e(k) es ruido blan-
co estricto de media cero y varianza a2 > 0. Si la
senal u(k) es p.e. de orden fiy, + 1y + 1 y cumple
@oe(T) =0, entonces el conjunto de datos Z3; es s.i.
para todo predictor de la estructura ya mencionada.

Este teorema corresponde a [I4, theorem 13.1]. Véase
también la demostracién complementaria [E25

Nota 1.6 Notese que el resultado del teorema an-
terior es independiente de la estructura del sistema
generador de datos (planta), en este caso de G(q)
y H(q), y solo depende de la estructura del modelo

Gi(q) y Hi(q)-

Corolario 1.5 Considérese la estructura ARX de la
ecuacion (LZD), donde e(k) es ruido blanco estricto
de media cero y varianza a? > 0. Si u(k) es p.e. de
orden iy + Mg + 1 y cumple ¢S2(1) = 0, entonces la
matriz Age, (i, e ), definida en (LZ3), es definida

positiva.

Componentes espectrales de u(k), con p=7

Amplitud
°
L

theta

Figura 1.5: Componentes espectrales de la senal u(k),
conp=".

Demostracién. Si la sefial de entrada u(k) es p.e. de
orden n,+np+1, entonces Z;jz es s.i. para la estructu-
ra ARX en ([LZI)), segtin el teorema[LH Ahora, si Z7
es s.i. para la estructura ARX, entonces A, (7, 1a)

es definida positiva, segin el lema [[3 QED.

Este ultimo teorema y su corolario traen impor-
tantes consecuencias, ya que si se utiliza una senal
u(k) que sea p.e. de todo orden, entonces los datos
Zyy son s.i. para cualquier estructura ARX, de cual-
quier orden, es decir, que la matriz Aﬁy(ﬁb, N,) seria
definida positiva Y(ip, 4.

Ejemplo 1.5 Considérese el siguiente sistema gene-

rador de datos o planta x(k) = G(q)u(k)
0,3
(¢ —0,8e7m/4)(q — 0,8¢=97/4)(q — 0, 7)

donde ny = ng = 3, cuya salida se ve afectada por

ruido coloreado v(k) = H(q)e(k)

0,4q
H(q) = 0.6
q—VY,

Glg) =

donde e(k) es ruido blanco estricto gaussiano, de me-
dia cero y varianza 1, resultando la salida total me-
dible y(k) = z(k) + v(k). Supdngase ahora que a este
sistema se le aplica la senal u(k), generada de forma
independiente de e(k)

ent(p/2) omi
u(k) = Y Ajcos(0ik — ¢;), 0 =—  (1.25)
i=par(p) P
par(p) es 1 sip es par, 0 sip es impar
ent(p/2) es la parte entera de p/2
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A A
1 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
11A A A A A A 1| 1e-00 3e-01  2e-01 9e-02 9e-02 8e-02 8e-02
21 A A A A A 2 | 1e-00 2e-01 1e-01 9e-02 9e-02 8e-02 8e-02
3|A A A A 3 | 1le-00 2e-01 1e-01 8e-02 8e-02 8e-02 8e-02
w4 | A A A np 4| 9e-01  1le-01 8e-02 8e-02 Te-02 7Te-02 7e-02
5| A A 5| 5e-01  9e-02 8e-02 8e-02 Te-02 T7e-02 Te-02
6| A 6 | 1le-01  9e-02 8e-02 8e-02 Te-02 T7e-02 7Te-02
7 7| 2e-15  3e-15 3e-15 4e-15 4e-15 4e-15 4e-15

Tabla 1.3: A la izquierda: Combinaciones en que A
propio de AM, (7, 7,) con M = 500.

yuy

conp=TyVi,A; =1, es decir, formada por 7 compo-
nentes espectrales, las cuales se muestran en la figura

a

Supongase que se desea determinar si el conjunto
de mediciones Zy, es s.i. para las estructuras de mo-
delos ARX con 1 < (ny,ne) < 7. Para ello se mide el
congunto de datos Z&)M, compuesto de 2M + 1+ L
pares de datos tomados en estado estacionario, usan-
do M =500 y L =7 como una aprozimacion al caso
infinito.

Haciendo primero un andlisis tedrico, mediante
el corolario [LA, se puede notar que Ay, (M, Na) es
no singular para todo par (ny,ng) tal que

ﬁb+ﬁa+1§7

ya que u(k) es p.e. de orden 7, mostrandose esta si-
tuacion en la tabla [ izquierda, donde los casos en
blanco no se encuentran cubiertos por este corolario.

El andlisis teorico anterior se puede contrastar
con la simulacion de la tabla [L3 derecha, donde se
muestra el menor valor propio de A%y(ﬁb,ﬁa), n-
dicdndose en color rojo cuando cada la matriz es sin-
gular, lo que se puede evidenciar por la fuerte caida
que presenta el valor propio mas pequeno. De esta ma-
nera se puede comprobar que la simulacion coincide
con el andlisis teorico mostrado en la tabla izquierda,
indicando que los datos Zy, son s.i. para la estructura
ARX, cuando la matriz Ay, (7, 1a) es no singular.

Para mds detalles véase el programa [F22Z3

1.4. Comentarios del capitulo

La eficacia de una senal, para fines de identifica-
cién, se puede medir mediante el “orden de excitacion

o]
yuy

(fip, Ng) es no singular. A la derecha: El menor valor

local” (definicién [CTT), el que estd relacionado con la
cantidad de componentes espectrales que presenta la
senal en cuestién y con su capacidad de resistir el fil-
traje en un intervalo de tiempo definido. En general,
es suficiente, para que la senal s(k) sea l.e. de orden
p en el intervalo [—M, M|, que tenga p componentes
espectrales no nulas y que cada una de ellas esté se-
parada de las demds por una distancia miltipo de
21 /(2M + 1) (teorema [[2).

Puede ocurrir que algunas senales que sean l.e.
de orden p en un intervalo finito [—M, M| pierdan
esta condiciéon cuando M — oo, es por esto que se
define un “orden de excitacién persistente” (definicién
[CTT). Cabe destacar que, a diferencia del caso finito,
es suficiente que la senal s(k) tenga p componentes
espectrales para que ella sea p.e. de orden p, es decir,
no es necesario tener algin tipo de separacién entre
dichas componentes espectrales.

Al momento de recoger datos de entrada y sa-
lida de un sistema, para su posterior modelacién, es
necesario que este conjunto de datos ZZM tenga la
suficiente informacién, para asi poder diferenciar dos
modelos candidatos de una estructura particular, por
este motivo se define el concepto de “suficiencia de
informacién” en los datos ZLM (definicién [CT2).

Cuando la cantidad de datos medidos es finita,
el concepto de suficiencia de informacién estd muy
relacionado con el concepto de excitacion local, ya
que es a través de una senal de entrada u(k) l.e. que
se puede generar un conjunto de mediciones ZZM
s.i. para alguna estructura de modelos. En el caso en
que la cantidad de datos medidos es infinita ocurre
algo similar, ya que es a través de una senal p.e. que
se puede generar un conjunto de mediciones Z;3 que
sea s.i. para alguna estructura de modelos (corolarios

3 LAy en el caso con ruido el corolario [H).



Capitulo 2

Matrices de correlaciones para
identificacién estructural

modo de motivacién, se introducird el tema tra-
tando de identificar el orden del siguiente siste-
ma o planta

(k) + arz(k — 1) + aza(k — 2) =

bou(k) + blu(k — 1) + bg’u(k} — 2) (21)

a partir del cual se obtienen experimentalmente los
siguientes 2M + 1 + L pares de datos (considerando
una senal u(k) adecuada)

LM _ U(—M —L)
uw z(—M — L)

Supdngase que se cree que un buen modelo para
el sistema anterior es un predictor de orden 2

byu(k) + b7 u(k — 1) + b5 u(k — 2)
—a"z(k —1) —ay'x(k —2)

Al ordenar los datos ZL:M para k = —M,..., M, en
la siguiente matriz asociada al predictor de orden 2
Qe (2) =
u(—=M) - u(-M —2) x(—-M — 1) z(—M — 2)
W(M) - w(M—2) a(M—-1) »(M-2)

se puede notar que ella es de rango completo, consi-
derando M > n, pues todas sus columnas son lineal-
mente independientes (1.i.) entre si.

Supdngase ahora que se cree que un buen modelo,
para la planta en (), es uno de orden 3

bglu(k) + b*u(k — 1) 4+ b5'u(k — 2) + b5 u(k — 3)
Valk —1) —af'w(k — 2) — af'z(k — 3)

—ay'x

15

Entonces, al ordenar los mismos datos experimenta-
les ZLM en la matriz QM (3), asociada al orden del
predictor
Q12 (3)
u(=M) - w(-M —=3) x(-M —1) -+ x(—M — 3)

W(M) e u(M=3) @(M—1) - o(M—3)

se obtiene que es deficiente de rango, ya que segin
la ecuacién de la planta (Z]) se tiene

x(k) = bou(k)+biu(k — 1)+ bou(k — 2)

—arx(k — 1) — agx(k — 2)

o de forma equivalente

z(k—1) bou(k — 1) + byu(k — 2) 4+ bou(k — 3)

—arx(k — 2) — agx(k — 3)

Asi, la columna asociada a x(k — 1), en la matriz del
modelo QM (3), depende linealmente de las columnas
asociadas a u(k — 1), u(k — 2), u(k — 3), x(k — 2)
y x(k — 3), lo que indica que los datos medidos no
pueden provenir de un sistema de orden 3.

De esta manera, si se prueba secuencialmente el
rango de la matriz Q2 (72), para modelos con érdenes
n=1...3, se tiene que

QM (1) es de rango completo
QM (2)  es de rango completo
QM (3)  no es de rango completo

donde el cambio desde rango completo hacia rango
incompleto en la matriz QM (4) sirve como prueba
para identificar el orden de la planta, obteniéndose
de esta manera que el orden més adecuado para el
modelo es 1 = 2.
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Este ejemplo considera sélo la idea basica, ya que
no se tiene informacién sobre qué clase de sefial u(k)
utilizar para obtener resultados adecuados, ni tampo-
co se especifica qué se debe hacer cuando hay ruido
presente. Estos y otros temas maés, relacionados con
la determinacién de una estructura apropiada para el
modelo, se abordaran en este capitulo.

2.1. Matriz de producto

2.1.1. Construccion

Considérese el siguiente sistema generador de da-
tos o planta, el que es completamente desconocido

z(k) = G(qQu(k), G(g) = —= (2.2
(k) (q)u(k) (q) A(q)()
B(q) = bo+big '+ +bug "
Alg) = l1+ag "+ +ang "
donde

an y by no son simultaneamente cero

B(q) y A(g) son coprimos

G(q) es estable

Este sistema puede ser escrito como regresion lineal,
de forma similar a ([CI2), segin

z(k) = wi(k)'B (2.3)
[ u(k) ] [ by ]
T I kB )
i x(k—n) | —an |

El principal problema ahora consiste en obtener
el orden n del sistema ([@2), a partir de los datos ZLM
medidos desde él

u(—M — L)
x(—M — L)

LM __

(2.4)

Esto se puede lograr considerando el siguiente modelo,
en su forma de regresion lineal

Zi(k) = wi (k) v
v o= [0 - b

(2.5)

i
—a

donde w! (k) estd definido en [E3). Si los datos me-
didos ZL:M son ordenados utilizando este modelo,
para cada instante de tiempo entre [—M, M], enton-

ces se puede definir la siguiente matriz de tamano
(2M +1) x (2n+1)

Qg (7) =

donde L > 7 y el nimero total de pares de datos
medidos es N =2M + 1+ L.

Supdéngase por ahora que M es suficientemente
grande. Claramente, para el caso n > n, la matriz
QM (1) es siempre deficiente de rango, ya que ella tie-
ne al menos (7 —n) columnas linealmente dependien-
tes (1.d.) debido a la ecuacién de la planta

zk—i)=w" (k—0)'3, i=1...(h—n)
También se puede notar, para el caso n < n, que la
matriz QM (7)) puede ser de rango completo, ya que
aparentemente no presenta columnas l.d., de manera
que su rango satisface

sil<n<n, rango QM (d) < 274 1
sin > n, rango QM () <A+ 1+n

Con el fin de poder transformar las desigualdades
anteriores en igualdades, se define el siguiente produc-
to, que resulta ser una matriz de tamano (27 + 1) x
(2n+1)

1
QM
2M +1 %
1 M
= el > Wi (k)wi, (k)"
k=— M

()" Quy(R)  (27)

donde cada elemento de esta matriz esta definido por
la correlacién muestral en ([L2A), para 0 < (11, 72) < L.

Asf la matriz de producto (PM) AM (1), es decir,
con z(k) = y(k) = x(k), tiene el mismo rango que

Q. ()

M

rango AM (7)) = rango QM (i)

Por lo tanto, mediante el siguiente lema, se puede
obtener de manera exacta el rango de las matrices

Adua () y Qg ()

rux
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Lema 2.1 Considere los datos ZL:M | medidos a par-
tir del sistema de orden n en la ecuacion (Z3). Si
s(k) = A(q)‘u(k) es localmente excitantd] (Le.) de
orden (n+ 1+ n) Vk € [-M, M|, entonces la matriz
AM (7)) tiene el siguiente rango

. 2n+1, n
rangoA%w(n)—{ Atlan >

donde 2M +1>n+14+ny L >n.

Para el caso M — oo el resultado es el mismo, pero
l.e. debe ser reemplazado por p.eE. La demostracion
para el caso M — oo es similar a la del caso finito,
mostrada a continuacion.

Demostracion. Para el caso en que n < n, la matriz
AM (7) es definida positiva por el teoremalldl consi-
derando 1 = fiy, = i, y n = méax(ny, n,). Para el caso
n > n, el rango se determina removiendo todas las
columnas 1.d. de QM (7) y verificando que las restan-
tes son Li., por medio del teorema [CH considerando
i = Ay = Mg y 1 = max(ny, ng,). QED.

Un enfoque basado en “total least squares” (TLS) se
utiliz6 en [ para obtener un resultado similar al de
este lema, sin embargo [7] presenta una deficiencia, ya
que utiliza senales p.e. para generar el conjunto finito
de datos ZL:M 1o cual es vélido si M es muy grande.

Nota 2.1 Ndtese que los requerimientos para el lema
[Z13 son bastante accesibles, ya que soélo se mecesita
tomar un niumero finito de muestras (N > 2n+1+n)
y ademds que la senal u(k) se diserie de manera que
s(k) = A(q)"tu(k) satisfaga el orden de excitacion
requerido.

En el caso que el conjunto de datos ZE:M esté dado,
es decir, que el experimento no se pueda disenar, el
numero total de datos y el orden de excitacion de la
senal s(k) deben ser verificados antes de usar el le-
maZl. Este orden de excitacion puede ser verificada
usando la definicion [LI0 y el teorema LA, donde el
orden mdximo que se puede probar depende de L. En
caso que el numero de muestras sea muy grande, el
orden de excitacion de la senal puede ser verificado
mediante la definicion LI y el teorema 3.

Lver definicién [LI0
2ver definicién [T

17

2.1.2. Busqueda secuencial

El lema Bl provee un criterio para estimar el or-
den mas apropiado de un modelo, de manera similar
a [23], 24], [13] v ], en los cuales se prueba la no sin-
gularidad de la matriz A2 _(7), aumentando secuen-
cialmente el orden del modelo 7, hasta que la matriz
se vuelve singular (7 = n + 1). Esta busqueda se rea-
liza mediante el uso de algtin indice de singularidad
IS(7) como por ejemplo

IS(7) = Amin (Ao (7)), 1S(R) = [det AZi, (7)]

donde Apin (A) es el menor valor propio de A, o como
el indice de singularidad usado en [I3]

IS(7) = Amin (AM (7)) - (NP/NV)27

rTux
donde N es el numero de datos utilizados. Algo simi-
lar es usado en [I8], definiendo la siguiente razén de
determinantes

DR() :=

det AM ()
det AM _(n+1)
Si se aumenta secuencialmente el orden del modelo,

la razon se vuelve infinita al momento de alcanzar el
orden de la planta (es decir, 7 = n).

Supéngase ahora que se quiere buscar el orden
de la planta entre los modelos n = 1,. .., nyax. Dado
que el orden n de la planta no se conoce, es suficiente
cumplir las siguientes condiciones

Nméx > N

pzﬁméx"i_l‘f'ﬁmax > n+1+n
IM+1>p > A+l+n
Lzﬁméx > n

donde p es el orden de excitaciéon a utilizar. Estas
condiciones satisfacen el lemaEly, a la vez, permiten
realizar una bisqueda secuencial, la cual se resume en

el algoritmo 211

Noétese que para el cdlculo del indice DR(7) se nece-
sita construir la matriz AM (4 + 1). Por ello es sufi-
ciente cumplir con

Nmax > N
P> 2Mmax+1) > (n+1)+1+n
2M+1>p > (n+1)+1+n
L2>%0max+1 > n+1

A continuacién se muestra un ejemplo para ilus-
trar el uso del algoritmo 1]
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// regién de prueba
1 escoja Nmax > N
// disefio de sefial de entrada
escoja p > 2fmax + 1;
escoja M tal que 2M + 1 > p;
escoja L > Nmax;
genere u(k) l.e./p.e. de orden p;
// medicién
6 mida ZLM en estado estacionario;
// identificacidn
7 for n =1 to Nyax do
tabla(f) = IS(R);
9 end
10 buscar el menor 7 en tabla(fn), tal que AM ()
es singular;
11n=n-—1;

[S. BN M)

Algoritmo 2.1: Busqueda secuencial de n a

través de la matriz AX (7).

Componentes espectrales de u(k)

0.50-]
0.45-]
0.40-{
0.35-]
°
2 0304
g
£ 025
0.20-]
0.15-]

0.10

0.05

Figura 2.1: Componentes espectrales de la senial u(k),
con p = 14.

i | Amim(A2i. (7)) DR(R)

1 2,31e+00 2,02e-01
2 5,72¢-01 1,07e400
3 6,97¢-02 9,09e+13
4 3,37e-16 7,34e+14
5 2,98¢-16 5,44e+15
6 7,67e-17 1,94e+14

Tabla 2.1: Singularidad de AM

xuz(ﬁ)a para M =17 y
L="T.

Ejemplo 2.1 Considérese el siguiente sistema gene-
rador de datos o planta x(k) = G(q)u(k)

0,3
(q—0,8¢77/4)(q — 0,8¢=77/4)(q — 0,7)

G(g) =

que es completamente desconocido y cuyo orden es
n=3.

Para poder identificar el orden de este sistema, se
prueban secuencialmente varios ordenes de modelos
n=1,...,2n, utilizando el resultado obtenido en el
lema 2, a través del algoritmo [Z1 con el indicador
de singularidad Amm(AM (7)) y con la razén DR(#).
Por este motivo se eligen

2(Amax + 1) = 14

ﬁméx:2n:6a b=
L=Npmsx+1=7

M:ﬁméx+1:7a

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente,
se aplica la senal u(k) de la ecuacion [LZA) conside-
rando p = 14 y Vi, A; = 1, es decir, 14 componentes
espectrales, espaciadas cada 27/(2M + 1), las cuales
se muestran en la figura 211

Asi, se toma el conjunto de datos ZL:M en esta-
do estacionario, obteniéndose como resultado la tabla
[Z, donde se puede ver que a partir de i > 4 la matriz
AM () es singular, ya que Amm(AM (7)) cae fuer-
temente, indicando que el orden mds apropiado para
el modelo es i = 3. De igual forma la razén DR(7)
confirma este hecho, ya que cuando n = 3, la razon

crece abruptamente.

Para mas detalles de la simulacion, véase el programa

321

2.2. Matriz de producto instru-
mental

2.2.1. Construccion

Supdngase ahora que la salida z(k) del sistema
en la ecuacién ([Z2) se ve afectada por ruido colorea-
do v(k), de distribucién de probabilidad desconocida,
obtenido filtrando ruido blancdl e(k)

3definicién [CH
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y(k) = z(k)+v(k) (2.8)
v(k) = H(gle(k), H(g)=Y h(i)g™? Amin(Ayuy (7)) DR(7)
=0 1,01e+00 2,12e4-00

2,61e-01 2,64e+00
1,10e-01 3,80e+00
7,41e-02 4,75e+00
7,15¢-02 5,56e+00
6,84e-02 5,77e+00

e(k)  ruido blanco de media 0 y varianza 1
H(q) es un filtro estable

DO W N =D

de manera que la salida medible total es y(k).

Para estimar el orden n del sistema, considérese Tap]a 2.9: Singularidad de AM (), para M = 10% y

el siguiente predictor SNR = 5, 7[dB]. v
gi(k) = Wi_(Q)Cuy(k) ) (2.9) y

Wilq) = [ Hi(e)"'Gi(q) 1—Hi(q)™" ] | Amm(Ayuy (7)) DR(7)
Hiq) o 1 9,98¢-01 2,21e+00
Hi(q) = h-z() , Hi(q)zzhl(z)q—l 2 2,50e-01 2,75e+00
i(0) —~ 3 1,05e-01 3,75e+00
Bi(q . 4 7,30e-02 4,96e+00
Gi(g) = Az—Eq;’ Cuy(k) = [ u(k) y(k) | 5 7,08¢-02 5,73e-+00
6 6,86e-02 5,95e+00

donde

Tabla 2.3: Singularidad de A}{ (), para M = 5107
G;(q) es un modelo estable para el sistema G(q) y SNR = 5,92[dB]. o

H;(q) es un modelo bipropio y de fase minima
para el filtro del ruido H(q)

) | Amm(Age, () DR(R)
Si se utiliza un modelo ARX, es decir H;(q) = A;(q)™1, 1 9,84e-01 2,25e+00
entonces el predictor define una regresion lineal, de 2 2,48e-01 2,81e4-00
forma similar a ([CZI) 3 1,04e-01 3,76e+-00
X 4 7,10e-02 4,99e4-00
gi(k) = wi, (k)" (2.10) 5 6,846-02  5,79e-+00
v o= [ by - b —di - —dl }T 6 6,57e-02 6,00e+00

donde w (k) estd definido en (E3). Tabla 2.4: Singularidad de AJ] (7), para M =10* y
‘ SNR = 5, 84[dB].
Siguiendo el razonamiento de la seccién anterior,

a partir del conjunto de datos medidos ZféM se pue- 3 | Amm(AM (3)) DR(7)
dep constltuir las matrices Q) (n) y A}y, (1), pero, a Tll mir,lOOg—T—yO(? 2,246_200
primera vista, no se puede asegurar nada acerca de 9 9 486-01 9.80e+00
su rango. De hecho, cuando la relacion senal-ruido 3 1’046_01 3’77e+00
(SNR) es suficientemente baja, estas matrices son en 4 7,086-02 5’01e+00
muchos casos de Tango completo, dificultando el pro- 5 6: 336-02 5:78e 400
ceso de estimacion de orden. Lo expresado se puede 6 6.59¢-02 5.97e+00

comprobar a través del corolario [CH ilustrado en el

siguiente jemplo Tabla 2.5: Singularidad de AM (i), para M = 5-10*
v SNR = 5, 78[dB).

Ejemplo 2.2 Considérese la planta del ejemplo 211

0,3
(q - 07 8€Jﬂ-/4)(q - 07 867]‘#/4)((1 - 05 7)

G(q) =
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cuyo ordenn = 3 es desconocido. Considérese ademas
que la salida de este sistema se ve afectada por ruido
coloreado v(k), de forma que la salida total medible

es y(k) = xz(k) + v(k), donde el ruido de salida es

generado mediante

con e(k) ruido blanco estricto gaussiano, de media
cero y varianza 1.

Ahora se intentard identificar el orden del siste-
ma G(q), probando secuencialmente varios drdenes de
modelos n = 1,...,2n, utilizando los indicadores de
singularidad Amin(ASS, (7)) y DR(n), ya vistos en el
ejemplo 21

Considérese que u(k) es una realizacion de ruido
blanco gaussiano de media cero y varianza 1. De esta
manera se miden aprorimaciones Zfl)M (en estado
estacionario) del conjunto de datos Z75;,, considerando
M = {10%,5-10%,10*,5- 10"} y L =7, obteniéndose
como resultado las tablas ZZHZA.

Segiin el corolario [, dado que u(k) es p.e. de
todo orden, entonces para n = 1,...,2n las matrices
A;jfw(ﬁ) son no singulares, lo que se puede apreciar
en las tablas ZZHZA, ya que las aprozimaciones del
indicador A (A, (1)) no presentan caidas impor-
tantes, y ademds el indicador DR(7) tampoco presen-
ta crecimientos bruscos en ninguno de los casos, lo
que impide la identificacion del orden del sistema.

Para mdas detalles sobre la simulacion, véase el pro-

grama 232

Para resolver el problema de contaminacién con
ruido, se define la matriz de producto instrumentall
(IPM) AL, (7), cuyos elementos corresponden a cor-
relaciones como en la ecuacién ([C2). Esta matriz in-
corpora una secuencia instrumental z(k), que se ob-

tiene al filtrar u(k) segin

D) = Flau®), Flo) =20 )
L(q) lo+lig 4+ lpg™
K(q) = 1+kig '+ +kng™

con

4ver ecuacién &

km ¥ L no simultaneamente cero
L(q) y K(q) coprimos
F(q) es un filtro estable

Ahora, en vista del siguiente lema, el ruido puede ser
eliminado del problema de estimacién de orden

Lema 2.2 Considere los datos Zg;, y Z;3, medidos

de (Z8) y [(ZI1) respectivamente, donde u(k) y e(k)

satisfacen @S2 (1) = 0, entonces

oo oo oo o0
spuy - spu;m szy - (pz;n
Demostracién. Dada la definicién en ([CZ), se tiene
que

oy = Pz T Pawy  Pog = Poz T Poo

Ahora, segin ([CA), se tiene

Oow = Pae * Th" =0, @ = f*puex Th* =0

QED.

Nota 2.2 Para el lema anterior, nétese que u(k) pue-
de ser estocastica o deterministica, pero debe satisfa-
cer la condicion 22 (1) = 0.

Por ejemplo, si u(k) es cualquier senal deter-
ministica, mientras e(k) es ruido blanco de media ce-
ro, se puede ver que s(k) = u(k)e(k — 1) tiene media
ergddica, lo que significa

E{u(k)e(k = 7)} = pge(r) =0

satisfaciendo ast el teorema anterior. Ver apéndice[d,
para temas de ergodicidad.

Si ahora se considera que u(k) es ruido blanco es-
tricto de media cero y varianza a2, mientras que e(k)
es ruido blanco estricto de media cero y varianza a2,
ambos generados de forma independiente, entonces se
puede notar que ambos tienen correlacion ergddica, es

decir
Tue(T) = 0ge(T) =0

satisfaciendo igualmente el teorema anterior. Ver a-
péndice [, para temas de ergodicidad.

Asi este ultimo resultado conduce a la siguiente igual-

dad
AZy (R) = AZ ()

zZuy



2.2. MATRIZ DE PRODUCTO INSTRUMENTAL

2 1
me rango(ﬂuz)
/
rango(y. )
2n +1
1
n m n

Figura 2.2: Rango de las matrices QM (2) and QM (7).

Una vez que el ruido ha sido eliminado del pro-
blema, s6lo queda conocer las condiciones de singu-
laridad de esta matriz libre de ruido A (7). Seria
deseable que esta matriz tuviera las mismas propie-
dades de rango que QM (R) o AXM (1), para asf poder
utilizarla para estimacién de orden.

Teorema 2.1 Considérese los datos ZEM y ZL,M
medidos de (Z2) y (ZI1) respectivamente. Si la senal
s(k) = A(q)"tu(k) es l.e. de orden i+ 1+ m Vk €
[—M, M|, y el orden de F(q) satisface m > n, enton-
ces

1<

>
IN
3

rango A%I (h) = rango A%I (n),

es decir

2 <n<
rangoA%z(ﬁ)_{ 2a+1, l=n<n

n+l+n n<n<m

donde 2M +1>n+14+m y L >n.

Demostracién. Debido al corolario 4 se requiere
que QM () sea de rango completo, para que se pueda
conseguir

rango QM (n)TQM (q)

= rango QM (n)

rango AM (n) =

y de acuerdo al lema 0] si s(k) = A(q) " tu(k) es Le.
de orden 7 + 1 4+ m Vk € [-M, M], entonces QM (7)
es de rango completo para 1 < n < m.

Ademas, se puede ver de la figura B2 que se
necesita que m > n para que QM (7) sea de rango

21

completo, mientras QM (A) pasa de rango completo a
deficiente de rango. QED.

Nota 2.3 Si M es muy grande, pero finito, la con-
dicion l.e. en el teorema [Z1 puede ser aprorimada
por la condicion p.e., y el resultado deberia perma-
necer sin cambios. Sin embargo, cuando se considera
M infinito, el resultado del teorema 2 se mantie-
ne “genéricamente”, es decir, pueden aparecer casos
extranos en los que no se cumple. Estos casos son
bastante raros, y son producidos por combinaciones
desafortunadas de F(q), G(q) y u(k), pero desde un
punto de vista practico no hay necesidad de preocupar-
se, ya que €éstos aparecen muy esporddicamente. Para
mas detalles consultese la seccion [Z4] de este mismo
capitulo.

Nota 2.4 Ndtese que el teorema 21 provee condicio-
nes no asintdticas (en el nimero de mediciones) para
el proceso de identificacion estructural. De esta for-
ma, las propiedades asintdticas sélo se necesitan para
reduccion de ruido, segin el lema[Z3.

2.2.2. Indicaciones para el diseno del

filtro instrumental

Una pregunta importante que queda, se refiere a
cémo escoger el filtro instrumental F'(¢q). Por ahora,
la eleccion de este filtro queda bastante abierta, re-
quiriéndose solamente que m > n segun el teorema
B También en [T4, section 7.6] y [19, example 3.1]
se dan algunas indicaciones para la eleccion del filtro
F(q), siendo F(q) = ¢~™ la eleccién mds simple.

Dado que en muchos casos se utilizan senales de
entrada u(k) con propiedades de ruido blanco, es decir
0 (1) = a2k (7), entonces se buscardn filtros ins-
trumentales que potencien la identificacion, basando-
se en estas caracteristicas de la senal de entrada. Para
ello, considere primero la siguiente particién de la ma-
triz de producto instrumental

| e (n+1) F;‘;(ﬁ)T

AZL,(R) = Py TR (0) (2.12)
donde
¢as(0) pap(h—1)
ap(n) = : : (2.13)

P —h) - 0)
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Pas(=1) Pap(—n)
() < (1—n
Zog(ﬁ)T _ <Po¢j( ) @aﬁ(' ) (2.14)
‘Pgog(ﬁ -1) ‘PZOB(O)

Es claro que al utilizar un ntimero finito de muestras
se producen errores en la matriz A}, (7), debido a

que la reduccién de ruido no es completa

i [T GET] [0 T
ST A
AM EM

zuwx zuv

La idea ahora es diseniar un filtro F'(¢) que permi-
ta que la matriz de ruido E*  sea lo méds pequena
posible frente a la matriz libre de ruido A} .

La opcion inicial méas tentadora es elegir un fil-
tro F'(q) con una ganancia alta para asi aumentar el
valor de la matriz AY_. Sin embargo, al analizar con
mayor detalle, se puede notar que la matriz de ruido
EM “también depende del filtro F(q), y por lo tanto,
también se veria aumentada en la misma proporcion.
Dado que no es conveniente aumentar la ganancia del
filtro F(q), hay que buscar otra forma de aumentar
el valor de los elementos de A} . Por esto se anali-

zard qué ocurre con las matrices ' y f M

Para facilitar el andalisis, supéngase que u(k) sa-
tisface p2° (7) = a2 8k (7). Entonces, los elementos de
las matrices I'SS y F 20 estan formados respectivamen-
te por las siguientes correlaciones debido a ()

p(r) = ay(f=Tg)(r)

po(r) = aif(r)
donde f(k) y g(k) son las respuestas a impulso de
los filtros F'(q) y G(q), respectivamente. Supéngase

ademas que ambas respuestas a impulso se encuentran
acotadas por

k—d
FR) < Agep(k —dp) = ATk — dyp)
lg(k)| < Ageg(k —dg) = Ag)‘;(;k_dy)ﬂ(k —dg)

donde d; y d4 son respectivamente los retardos de los
filtros F'(¢) y G(q). Entonces, la correlacién ¢$%.(7) se
ve acotada por

(™) < a2 > If (k)] lg(k —7)]
kEZ
< aiAng Z ef(k—dyp)eg(k —dg —7)
kEZ
< aiAng(Ef * Jeg)(T — dy +dyg)

Ay

—n+1

-
L

A—1 df—dy T

Figura 2.3: Cota para la correlacién muestral ¢29 (1),
donde la exponencial izquierda estd asociada a G(q),
y la derecha, asociada a F'(q).

y considerando el teorema esto conduce a

Ay AfAg \(r—dgtdy)t |~ (r—dgptdy)”
0 < Ju g A T—afTdg A TafTdg
|g0zm(7’)| - 1= )\f)\q f 9
(2.15)
donde
2T =méx(0,7), 2z~ =min(0,x) (2.16)

En la figura 23 se muestra la cota para |22 (7)|,
donde se puede ver que si la distancia

(dy —dg) = (2 —1) = 4ry
sobrepasa 4 constantes de tiempo del sistema G(q),
donde la constante de tiempo x4 estd dada por

-1 Ly
= & Ra = )\
", ¢ g

entonces los elementos de 2 (7) se vuelven muy cer-
canos a cero, afectando asi el tamano de la matriz
' (n), ya que ella estd formada por los elementos

Asi, para que la matriz I'%S (72) tenga elementos apre-
ciables, la distancia mostrada anteriormente debe ser
no superior a media constante de tiempo

oo (—=n+1),...

(dr—dy)— (A=1) < 22

ya que en el peor caso se tendria
|25 (R = 1)] o Age/? = e71/2 % 0,606

es decir, el 60,6 % del valor de @22 (df — dg4)|. Ahora,
dado que muchos sistemas muestreados tienen retardo
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dy = 1, entonces el retardo del filtro instrumental dy
deberla satisfacer

kg

0<ds <~

+7 (2.17)

Otro criterio que simplificaria la estructura de la
matriz A (7)) es diseniar F(q) para que F 29 (1) sea
lo més cercana posible a la matriz nula. Esto dltimo
permitiria también concentrar los valores propios de
A2 (n) mds cerca de los elementos diagonales (debi-
do al teorema [0 de los discos de Gershgorin), los
cuales deberfan ser relativamente grandes, si dy satis-
face la ecuacién ([ZZI7). Asi, considérese los elementos

que forman parte de la matriz F 25, (7), es decir

p2u(r) = ay f(7)

Dado que F(q) es causal y tiene retardo dy, entonces

p2u(r) = ayf(1) =

V1 =—n,...,(h—1),

V7T = —ﬁ, .,(df—l),

Por este motivo, si se escoge

dy >n (2.18)
entonces la matriz F 25,(1) = 0, y por lo tanto se logra-
ria concentrar mejor los valores propios de A% (7).

También en las secciones y capitulos posteriores
se dardn mas indicaciones para poder disenar este fil-
tro instrumental, las que proveeran propiedades in-
teresantes a la matriz AM

ZUI(A)

2.2.3. Busqueda secuencial

A partir del lemaZ2y del teoremaZTl, es posible
recuperar el método de estimacién de orden, aun si
existe ruido de salida de distribucion de desconocida,
mediante el uso de la matriz A2, (72) y alguno de los
indicadores de singularidad

IS(72) = Al (AZ0y (7)),

donde ||, (A) corresponde al valor propio de A
més cercano a cero. De la misma manera que en [I§],
también se puede definir una razon de determinantes
instrumentales para probar secuencialmente el orden
mas apropiado para el modelo

IS(n) = det Ay, (7)

IDR(7) :=

det A%, (7 +1)

det AZ;,, (7) ‘
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De esta manera, para buscar el orden de la plan-
ta entre los modelos n = 1,...,Mm4x, €s suficiente
cumplir las siguientes condiciones

Nmix > N
m 2> fimax > N
P> Nmax+14+m > n+1l+m
2M+1>p > n+1+m
L>Nmax > 1N

donde p es el orden de excitacion a utilizar, satisfa-
ciendo asf el teorema Il Ademads, se pueden conside-
rar los resultados de las ecuaciones (Z17) y (ZI8) pa-
ra el diseno del filtro F(q), los que mejoran el desem-
peno de la identificacién. El resumen de estas condi-
ciones y de la busqueda secuencial se muestra en el
algoritmo

// regién de prueba
1 escoja Nmax > N;
// filtro instrumental
2 escoja m > fimax;
escoja el retardo del filtro 7 < dy < A+ Ky/2;
// disefio de la sefial de entrada
escoja p > fimax + 1 +m;
escoja M tal que 2M + 1 > p;
escoja L > Nmsx;
genere u(k) le./p.e. de orden p;
// medicién
8 mida ny’M
// identificacién
9 for n =1 to Ny do
10 tabla(n) = IS(n);
11 end

w

N 0 s

en estado estacionario;

12 buscar el menor 7 en tabla(n), tal que A2 ()
es singular;
13 n=n-—1;

Algoritmo 2.2: Busqueda secuencial de n a
través de la matriz AL) (7).

Noétese que para el calculo del indice IDR(72) se nece-
sita construir la matriz A2, (7 + 1). Sin embargo, es
suficiente cumplir con las siguientes condiciones

Nmax > N
m>nNmax +1 > n
P> NMmax +2+m > (A+1)+14+m
2M+1>p > (n+1)+14+m
L>0max+1 > n+1
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A continuacion se muestra un ejemplo para ilus-
trar el uso del algoritmo

Ejemplo 2.3 Considérese la planta del ejemplo 22 A A i A22) M (A2,)  IDR(R)
1 1,39¢-01 1,28e-01 2,69e+-00
Glg) = ‘ 0,3 2 | 1,77e-01 2,05e-01  1,62e+00
(¢ —0,8em/4)(q — 0,8¢=9™/4)(q — 0,7) 31 8,84e-02 7,39e-02  8,17e+00
) ' ) 4 6,94e-17 2,76e-02 1,64e+-01
sometzda a ruzdo' de salqu v(k), generado ﬁltmnda 5 8,14e-17 2,53¢-02 5,13e+01
ruido blanco estricto gaussiano e(k) de media cero y 6 1,63¢-16 8,08¢-03 1,01e402
varianza 1 mediante
0,4q Tabla 2.6: Singularidad de A}, (7), para M = 10?,
v(k) = H(q)e(k), H(q) = . 0.6 SNR = 5, 70[dB].

Para poder identificar el orden de este sistema, 7| Al ( Sua) Al (A%U) IDR(7)
se prueban secuencialmente varios ordenes de mode- 1 1,49e-01 1,45e-01 3,43e+00
losn=1,...,2n, utilizando los resultados obtenidos 2 1,74e-01 1,74e-01 1,82e+00
en el lemalZ3 y el teorema 2], a través del algorit- 3 9,05e-02 8,70e-02 3,13e+01
mo[ZZ, con los indicadores de singularidad IDR(n) y 4 2,62e-15 1,69¢-03 3,79e+01
A (A%, (7). 5 1,85e-15 4,39e-03 4,71e+02

6 2,93e-15 1,27e-03 7,59e+02

Asi se disena u(k) como una realizacion de ruido ) . [V .
blanco estricto gaussiano de media cero y varianza 1, 1Tabla 2.7: Singularidad de Az, (), para M = 5-10°,

generada independientemente del ruido v(k), la cual SNR = 5,92[dB].
satisface ©22,(1) = 0k (T) y por lo tanto es p.e. de
cualquier orden. Ademds se eligen

. . 1 1,64e-01 1,66e-01 4,63e+4-00
Amgx =20 =6, m= "mb"’;Jr ! :37 , ) 2| 1,70e-01 1,67e-01  1,97e+00
L=fmax+1, M ={10°,5-10°,10% 510"} 3| 9.266-02 9.08¢-02  1,86e+02

) o ) , 4 3,05e-15 1,03e-04 1,97e+01

y el filtro instrumental se disena lo mds simple posi- 5 1,12¢-15 1,42¢-03 1,57e+02
ble, satisfaciendo también las condiciones del algorit- 6 6,70¢-15 8,446-04 6,7504+02

mo [Z2

4 . . . Tabla 2.8: Singularidad de A2 (7), para M = 10%,
Fl@)=¢ % +q™ dy=n m=imax+1l  gNR =5 84[dB). ‘

De esta manera se realizan experimentos para ca- Al Ay AMD) A (A%y) IDR(7)
da valor de M, manteniéndose la misma senal de en- 1 1,57e-01 1,53e-01 4,026+00
trada, y obteniéndose como resultado las tablas [ZO- 2 1,73e-01 1,72e-01 1,88¢400
[Z34 En estas tablas se muestra en color rojo cuan- 3 9,17¢-02 9,31e-02 2,30e+02
do [Ny (A2L,) cae en 2 drdenes de magnitud, de- 4 8,09e-15 6,160-04 5,32¢+02
tectandose asi que A%U(ﬁ) es “singular” y por lo tan- 5 1,23e-14 5,66¢-04 3,42e+03
to, el orden mds adecuado para el modelo serian = 3. 6 7,97¢-15 3,70e-05 8,68e+02

De forma similar ocurre con IDR(7), mostrdndose en

azul cuando se produce un aumento de 2 drdenes de Tabla 2.9: Singularidad de A%y(ﬁ), para M = 5-10%,
magnitud, lo cual también indicaria que el orden mds SNR = 5, 78[dB].

apropiado para el modelo es n = 3. Notese que al au-

mentar el nimero de datos es posible reducir el efecto

del ruido de salida, sin embargo ndtese también el alto

numero de datos requeridos para mermar este efecto.
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A | P (Aie) P (A2e,)  IDR(R)

1| 21801 22le-01  3,98¢+00
2 | 23le-01 2,36e-01  2,29e+01
3| 73103 1,05e-02  3,28e+01
4] 79817 3,29¢-03  6,79e+01
5| 6,30e-16 3,04e-03  2,62e+01
6| 28216 3,16e-03  3,2Te+01

Tabla 2.10: Singularidad de AM

2y (), con M = 10%,
SNR = 5,84[dB).

Considérese ahora los mismos valores de los ex-
perimentos anteriores, pero con M = 10* y utilizando
el siguiente filtro instrumental

m=fimax+ 1, Flg)=q " +¢"
Ast, se realiza la misma bisqueda secuencial obtenién-
dose la tabla[ZI0. En esta tabla se puede apreciar que
al utilizar F(q) con retardo mayor que en los casos
anteriores, se otienen valores propios mds cercanos al
niwvel de ruido, lo cual dificulta la correcta estimacion
del orden del sistema. Esto se debe a que el retardo
de F(q) se encuentra cerca de los limites establecidos

en la ecuacion (Z.17).

Para mas detalles de la simulacion, véase el programa

£33

2.3. Matriz generalizada de pro-
ducto instrumental

2.3.1. Construccion

Considérese el siguiente sistema generador de da-
tos o planta, el que es completamente desconocido

Blq
o) = Gluh), Gl =32 (1)
B(q) = bo+big '+ +bpq ™
Alq) = l1+ag '+ Fanqg "™
donde

bn, ¥ Gn, son diferentes de cero

B(q) y A(q) son coprimos

G(q) es estable

El sistema puede ser escrito como regresion lineal

25
segun
w(k) = wpr" (k)6 (2.20)
[ w(k) [ by ]
ny,Na _ u(k - nb) _ bnb
wu; (k) - :Z?(k _ 1) ’ 6 - —a;
L x(k - na) . n, .

El principal problema ahora consiste en estimar
los valores n, y np del sistema anterior, ya que és-
tos definen su estructura, y su conocimiento facili-
taria una posterior etapa de identificacién paramétri-
ca. Asi, estos valores n, y n, deben ser estimados a
partir de la unica informacién que se tiene acerca de
este sistema, que corresponde a un conjunto de datos
ZEM | definidos en (), los cuales han sido obtenidos
experimentalmente.

Al igual que en los casos de la matriz de producto
(PM) y de la matriz de producto instrumental (IPM),
la estimacién de la estructura del sistema puede lle-
varse a cabo teniendo en cuenta el siguiente modelo,
en su forma de regresion lineal

Bi(k) = Wit ()"

[ %

Si los datos medidos ZLM son ordenados utilizan-
do este modelo, para cada instante de tiempo entre
[— M, M], entonces se puede definir la siguiente matriz
de tamano (2M + 1) x (np + 1+ 7g)

(2.21)
. . T
Vi o= by, —ai —a;, |

';la

wyp e (—M)"
OM (R, 1g) = (2.22)

was e (M)T

donde L > méx (7, g ), para que la matriz QM (7, 1)
esté bien construida.

De manera similar al caso de la matriz PM, es
el rango de la matriz QM (7, 7,) el que provee de
informacién para poder identificar la estructura del
sistema. Asi, supéngase por el momento que M es
suficientemente grande. Entonces, se puede notar que
QM (A, Ng) con i = min(fy — np,Ng — ng) > 0 es
siempre deficiente de rango, ya que ella tiene al menos
i columnas 1.d., debido a la ecuacién del sistema

x(k—j)=wi™ (k- )8, j=1,...,i
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En el caso i = min(f, — np, fig — ng) < 0 también
se puede notar que la matriz QM (7, 7,) puede ser
de rango completo, ya que aparentemente no tendria
columnas 1.d. Asf su rango resulta

sii <0, rangoQ%(be,ﬁa) <np+14+n,
sii >0, rango QM (7, 1a) < fip + 1 + 7 — i
donde

iy + 1+ g — i = MEx(Np + Mg, My + 7o) + 1

Ahora, para asegurar que los resultados obteni-
dos anteriormente correspondan efectivamente al ran-
go de la matriz QM (7, 7,), se define la matriz de
producto instrumental generalizada (GIPM)

Quz (ﬁba ﬁa)TQuMy (ﬁba ﬁa)

M /o o~ L
Azuy(nlhna) = oM+ 1 (223)
1 M
— Ay, fa pyfa (1)1
T Dl el 1

donde cada elemento de esta matriz estd definido por
la correlacién muestral en ((L2), para 0 < (14, 72) < L.

Por el momento se analizard el caso basico, en
que z(k) = y(k) = z(k), para el cual se cumple la
siguiente igualdad

rango AM (i, 7g) = rango QM (i, itg)

Asi, mediante el siguiente lema, se puede obtener de

manera exacta el rango de las matrices AM (7, 71g)
M A A

y qu(nlﬂ nll)

Lema 2.3 Considérese los datos ZLM medidos a
partir del sistema en la ecuacion (ZI4). Si la senal
s(k) = A(q)"'u(k) es Le. de orden p Vk € [-M, M],

entonces la matriz AN _(fy,7,) satisface

rango A%m (Ap, Na) =
ny + 1+ ng, 1 <0
max(Np + Mg, My + M) +1, >0

donde
p = max(fp + ng,np +ng) + 1
t = min(ny — np, g — Na)
2M+1 > p, L >méx(Np,Ng)

Para el caso M — oo el resultado es el mismo, pero
l.e. debe ser reemplazado por p.e. La demostracién

Ay ’be—i-’na—i-l':’rLb—l—TALa—i-l

ng + 4

p=np+n,+1+7¢

Ng

np ny+L4

Figura 2.4: En gris: regién donde AM (7, 7,) tiene

rango completo.

para el caso M — oo es similar a la del caso finito,
mostrada a continuacion.

Demostracion. Para el caso en que ¢ < 0, la matriz
AM (i, 74) es definida positiva por el teorema [CZl
Para el caso 7 > 0, el rango se determina removiendo
todas las columnas 1.d. de QM (i, 7,) y verificando
que las restantes son L.i., por medio del teorema [C3l
QED.

Un enfoque basado en total least squares (TLS) se
utilizé en [1] para obtener un resultado similar al de
este lema, sin embargo [ presenta una deficiencia,
ya que utiliza senales p.e. para generar el conjunto
finito de datos Z2:M  lo que es vélido sélo cuando M
es muy grande.

A diferencia del caso de la matriz PM AM_ (7)),
para el caso de la matriz AM (7, 7,) se debe tener
mayor cuidado al analizar la regién en que ella es no
singular. Por ejemplo, la figura 2] muestra en color
gris la region min (7, —np, g —ng) < 0. De esta mane-
ra, si para cada punto (7, 72,) de esa regién se satis-
face el orden de excitacion méx(np + ng, Ny +1a) + 1,
entonces la matriz AM (7, 7,) es no singular en esa
regién. En la regién min(fp, —np, g —ng) > 0, mostra-
da en color blanco, la matriz AY (7, 7,) es deficiente
de rango y su rango estd determinado por el lema 23]
si se satisface el orden de excitacién max(fp+nq, np+
fiq) + 1. NGtese también que en la figura 2] se mues-
tran 3 lineas continuas que son “lineas isoexcitantes”;
es decir, todas las matrices AM (7, 7,), que estan

ubicadas sobre una de estas lineas, requieren el mis-
mo orden de excitacién para satisfacer el lema EZ3 el
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que aumenta a medida que n, o 7N} crecen.

Considérese ahora que la salida (k) del sistema
en (ZT9) se ve afectada por ruido coloreado v(k), cu-
ya distribucién de probabilidad es desconocida, y es
generado al filtrar ruido blanco e(k) segin

y(k) = a(k)+v(k) (2.24)
v(k) = H(q)e(k), H(q)= Z h(i)g ™7
j=0
e(k)  ruido blanco de media 0 y varianza 1

H(q) es un filtro estable

Entonces la salida medible resulta y(k) = z(k)+v(k),
y por consiguiente los datos experimentales Z{;‘Z;M se
ven igualmente perturbados con ruido.

Tal como se ha visto en el corolario [CH y en el
ejemplo B2 la presencia de ruido en la salida del sis-
tema perjudica el proceso de estimacién de estruc-
tura, ya que se utilizan matrices contaminadas con
ruido A%y(ﬁb,ﬁa) u Q%(ﬁb,ﬁa). Para resolver este
problema, se define la matriz de producto instrumen-
tall (1PM) A (7, 7a). Esta matriz incorpora una
secuencia instrumental z(k), que se obtiene al filtrar

u(k) segin

L(q)
z(k) = F(qu(k), F(q) =-—-=* 2.25
(k) (Qu(k), F(q) K@) (2.25)
Lig) = lo+hg '+ +lng™
K(q) = 1+kig "+ +kmqg ™
con
km, V lm, diferentes de cero
L(q) y K(gq) coprimos
F(q) es un filtro estable

Ahora, al igual que en el caso de la matriz IPM,
gracias al lema es posible eliminar el ruido del
proceso de identificaciénn estructural, resultando

Aczﬁy(’ﬁ’b’ TALU«) = Aziz(ﬁb’ 'fLa)

Una vez que el ruido ha sido eliminado del pro-
blema, s6lo queda conocer las condiciones de singula-
ridad de esta matriz libre de ruido AY (7, 7, ). Seria
deseable que esta matriz tuviera las mismas propie-
dades de rango que AM (7, 7,), para asi poder uti-

lizarla para estimacién estructural.

Sver ecuacién (EZZJ)
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Ng

~

np my np

Figura 2.5: En gris: regién donde QM (7, 7,) tiene
rango completo. Achurada: regién donde QM (7, 71y)
tiene rango completo.

Teorema 2.2 Considérese los datos ZL:M y ZL.M
medidos de (Z14) y (ZZ3) respectivamente. Si la senal
s(k) = A(q)"tu(k) es l.e. de orden p Vk € [—M, M],
y el filtro F(q) satisface max(m; — ny, my — ng) > 0,
entonces

M M

rango A2, . (M, ig) = rango Ay, (T, g), <0
es decir
rango A%w(ﬁb,ﬁa) =
'be"'l‘I"fLa; ZSOy]SO
MAX(Ap + Na,y +7a) +1, >0y 5 <0
donde
D méX(be, ’fla) + méx(ml, M, N, Tla) +1
i min(fy — np, g — M)
j = min(ny —my, g —my)
L > méax(hp,ng), 2M+1>p

Demostracién. Debido al corolario 4] se requiere
que QM (7, 7,) sea de rango completo. Asi

rango AM (i, 714)
rango % (7, fua) " Qs (i, )
= rango ;. (A, ta)
Para que QM (7, 1,) sea de rango completo en la re-
gién j < 0, es suficiente cumplir que s(k) = A(q) ~tu(k)
sea Le. de orden p Vk € [-M, M], segin el lema 23

p > max(fp + my, g +my) + 1
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Ahora, para que el rango QM (7, 7,) coincida con el
rango del lemaPZ es suficiente que s(k) = A(q) ~tu(k)
sea l.e. de orden p

p > max(fp + Mg, g +np) + 1

Ademas, se puede ver de la figura 223, que se necesita
que max(m; — ny, my —ng) > 0 para que QM (Ay, 7y)
sea de rango completo, mientras QM (7, f,) pasa de
rango completo a deficiente de rango, resultando de
esta manera que el punto (ny, n,) queda cubierto por
este teorema. QED.

Nota 2.5 Si M es muy grande, pero finito, la con-
dicion l.e. en el teorema 21 puede ser aproximada
por la condicion p.e., y el resultado deberia perma-
necer sin cambios. Sin embargo, cuando se considera
M infinito, el resultado del teorema [ZZQ se mantie-
ne “genéricamente”; es decir, pueden aparecer casos
extranos en los que no se cumple. Estos casos son
bastante raros, y son producidos por combinaciones
desafortunadas de F(q), G(q) y u(k), pero desde un
punto de vista prdctico no hay necesidad de preocupar-
se, ya que éstos aparecen muy esporddicamente. Para
mds detalles consiltese la seccion [24] de este mismo
capitulo.

Nota 2.6 FEl teorema [ZA provee de condiciones no
asintdticas (en el nimero de mediciones) para el pro-
ceso de identificacion estructural mediante matrices
instrumentales. De esta forma, las propiedades asin-
toticas solo se necesitan para reduccion de ruido, sequn

el lema 24

En [[9 y [[4] ya era conocido que

# 0,

o i<0yji<0
det A% (7p, e { i>0 % <0

es véalido “genéricamente”, con

i = min(ny — np, Mg — Na)

Jj = min(iy —my, g —myg)

ver [19, example 4.1, theorem 4.1] y al final de [I4] sec-
ci6n 8.6]. Sin embargo, el teoremaZ2 aporta nueva in-
formacion, indicando ademas el rango de AM_ (7, 7y, ),
el que puede ser usado para mejorar algunos métodos

de identificacién estructural ya existentes (ver capitu-

lo B).
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2.3.2. Indicaciones para el diseno del

filtro instrumental

Segun el teorema EZA es suficiente que el filtro
instrumental satisfaga la condicion

max(m; — ny, Mk — ng) >0

es decir, que el orden del numerador o del denomina-
dor del filtro instrumental superen al orden del nu-
merador o denominador de la planta, la cual es una
condicion muy poco restrictiva. Sin embargo, segin
lo visto en la seccién EZZ2 el diseno del retardo dg
del filtro instrumental puede contribuir a mejorar la
identificacién en los casos con ruido.

Ahora se generalizardn, para el caso de la matriz
GIPM, los resultados obtenidos en ZI7) y ZIF).
Para ello considérese la siguiente particion

Loy + 1) F oo (e, i)™

Azuy (nba na) = ng(ﬁb, ﬁa) Fg?/ (ﬁa)
(2.26)
donde
903%(0) szoﬁ(ﬁ -1
ap(n) = : : (2.27)
pap(l—n) ©as(0)
Pap(—1) Pos(—Ta)
pap(0) Pap(l =)
1o )T = 0 -
ooy — 1) oy, — )

(2.28)
Es claro que al utilizar un ntimero finito de muestras
se producen errores en la matriz A%y, debido a que
la reduccion de ruido no es completa

A [T )T 0 (Fy)"
g = | pMoomM | T M
AM EM

zuxm zuv

La idea ahora es disenar un filtro F'(q) que permi-
ta que la matriz de ruido EM  sea lo mds pequea

posible frente a la matriz libre de ruido A .

Una forma de lograr lo anterior, como ya se vio
en la seccion ZZA es potenciar el tamanio de la matriz
'Y (7,) a través del disefio del retardo dy del filtro
instrumental. Para ello considérese por simplicidad
que u(k) satisface ¢ (1) = a2dx (7). Entonces, la
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Ay

—Ng +1

-
L

o —1 dp—dy 7

Figura 2.6: Cota para la correlacién muestral ¢33 (7),
donde la exponencial izquierda estd asociada a G(q),
y la derecha, asociada a F'(q).

matriz I'2% (7,) queda compuesta por los siguientes
elementos

V7= —Ng+1,...,0, — 1, 5o (7) :ai(f*jg*)(T)

donde f(k) y g(k) son las respuestas a impulso de
los filtros F(q) vy G(q) respectivamente. Supéngase
ademaés que ambas respuestas a impulso se encuentran
acotadas por

F(R) < Ages(k —dp) = ApAF™ ) u(k — dy)
|9(k)| < Ageg(k - dg) = Ag)‘ék_dg)ﬂ(k - dg)

donde d¢ es el retardo del filtro instrumental y d,
es el retardo de la planta. Entonces, los elementos
©22(7) se ven acotados por el resultado obtenido en
la ecuacién [ZI3), el que se muestra en la figura 220

Asi, para que @22 (7) concentre valores grandes
en el intervalo |7| < (7, — 1), es suficiente cumplir

(df = dy) = (0 = 1) < 2
donde k4 es la constante de tiempo de la planta G(g),
dada por

—1 ~1/n,
Rg 111/\9 = e g

Ahora, dado que en muchos casos de sistemas mues-
treados el retardo de la planta es d; = 1, entonces el
retardo del filtro instrumental d; deberia satisfacer

2+, (2.29)

29

Para concentrar los valores propios de AJ;,, cerca

de los elementos diagonales, al igual que en la seccion
EZ2 considérese los elementos que conforman la ma-
triz F 35, (7p, M), €s decir

(e = 1), @%(7) = an f(7)

Dado que F'(gq) es causal y tiene retardo dy, entonces

(dp 1), @) =aif(r) =0

Por este motivo, si se escoge

VT = —Ng,..

V7T = —Ng, ..

ds > (2.30)

entonces la matriz F % (i, ne) = 0, y por lo tanto se
. . . oo

lograria concentrar mejor los valores propios de AZS,,

cerca de los elementos diagonales, los cuales deberian

ser relativamente grandes, si d; satisface la ecuacién

&23).

2.3.3. Busqueda secuencial

En la figura B4 se puede ver que el problema de
identificacion estructural en el caso sin ruido, para el
sistema en (1), consiste bésicamente en encontrar
la esquina (ny, n,) en el plano (fp, N, ). Este proble-
ma se ha abordado en [I3], [I] y [Z] mediante una
busqueda secuencial, a través de la contruccién de ta-
blas cuyos indices son 7y, y 71,. Cada entrada (7ip, 724)
de esta tabla tiene asociada un indice de singularidad
para la matriz AM | como por ejemplo:

IS(7p, 1q) =
IS(7p, 1q) =

det AM_(p,714)
Amin (A (7, 7a)
o como el utilizado en [I3]
15, fta) = A (AL, (g, 7)) - (NV/V) Bt o)

donde N es el ntumero de datos utilizados. De esta
forma, el orden mé&s apropiado para el modelo co-
rresponderia a la esquina inmediatamente anterior a
donde ocurre una caida brusca en el indice de singu-
laridad utilizado.

Finalmente, para buscar el orden de la planta
entre los modelos (fp,Na) € [1, Nmax] X [1, omax|, €S
suficiente cumplir las siguientes condiciones

imax > N = max(ny, ng)
P> 20max + 1 > méx(fp + ng,mp + 1a) + 1
M +1>p > max(fp + ng,np +na) + 1
L > fimax > max(fp, Ng)
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Mg
1 2 3 4 5 6
1] 1,020400 8,61e01 2,74c-01 1,02601 58802 3,94¢-02
2| 91501 7,36e-01 2,74e-01 7,19¢-02 2,58¢-02 1,14e-02
Ay, 3| 9,08¢-01 6,70e-01 6,62e-02 1,6le-14 2.72¢-14  2,05¢-14
4| 88301 4,39e-01 2,11e-02 2,12¢-14 1,24e-15 4,63¢-15
5| 8,04e-01 2,39e-01 8,85¢-03 3,29¢-14 3,02e-15 3,78¢-16
6| 6,15e-01 1,16e-01 4,64e-03 2,3le-14 1,97e-15 1,45e-15

Tabla 2.11: Tabla de singularidad con el indicador IS(7, 71a) = Amin (AXL . (Rp, 714))-

donde p es el orden de excitacién a utilizar, cumplien-
do asf las condiciones del lema B33 las que se resumen
en el algoritmo

// regién de prueba
1 escoja Nimax > n = max(ny, ng);
// disefio de sefial de entrada
escoja p > 2Nmax + 1;
escoja M tal que 2M + 1 > p;
escoja L > Nimax;
genere u(k) l.e./p.e. de orden p;
// medicidn
6 mida Z:M en estado estacionario;
// identificacién
7 for ny = 1 to Ny do
for n, = 1 to N4 do
tabla(ﬁb, ’ﬁa) = IS(be, ﬁa);
end

ok WwN

10
11 end
12 buscar la menor esquina (7§, n2) en
tabla(fy, fg ), tal que AM (72, 72) es singular;
13 (np,ng) = (Y — 1,09 — 1);
Algoritmo 2.3: Biusqueda secuencial
(np,nq) a través de la matriz AM (7, 7,).

de

A continuacién se muestra un ejemplo, para ilus-
trar el uso del algoritmo

Ejemplo 2.4 Considérese la planta en [4, example

3]

1—-0,45¢g7 ' —q2

G =
(@) =15 21+ 1,772 — 0,523

Para identificar la estructura de este sistema, se prue-
ban secuencialmente los modelos (N, Ng) € [1,6] %
[1,6], utilizando el resultado obtenido en el lema 23
a través del algoritmo [Z3, con el indicador de singu-
laridad Amin (AX (p,714)).

Los parametros a utilizar en el algoritmo [23 se
escogen segun
Nmax = 6, M =500, L = Nimsx
y la senal de entrada u(k) se disena como una rea-
lizacion de ruido blanco estricto gaussiano de media
cero y vartanza 1, la cual es p.e. de cualquier orden.

Ast se obtiene el resultado de la tabla 211, en
la cual se puede encontrar facilmente la region donde
AM (Ry,1a) es singular (delimitada con color Tojo),
y por consiguiente, la esquina (ng,7n%) = (3,4), donde
se produce una caida brusca en el indice de singulari-
dad. Esto wltimo indica que la estructura identificada
resulta (ny,nq) = (R — 1,75 — 1) = (2,3), mostrada
en color azul, la que corresponde a la estructura de la
planta.

Para mdas detalles de la simulacion, consultese el pro-

grama [F-37}

Al igual que en el caso sin ruido, el problema de
identificacion estructural para el sistema con ruido en
EZ), consiste basicamente en encontrar la esquina
(np,nq) en el plano (7, 7n,), mostrada en la figura
B Este problema se puede abordar mediante una
busqueda secuencial, a través de la contrucciéon de ta-
blas cuyos indices son 7y y 7. Cada entrada (fp, N )
de esta tabla tiene asociada un indice de singularidad

para la matriz A%y, como por ejemplo:
IS(fp, f1a) = det(AX], (i, 7a))

IS(’be, ﬁa) |)\|min (A%’y (ﬁb? ﬁa))

donde ||, corresponde al valor propio més cercano
a cero. De esta forma, el orden més apropiado para el
modelo corresponderia a la esquina inmediatamente
anterior a donde ocurre una caida brusca en el indice
de singularidad utilizado.
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Tmiix

0 < max(my, mk) — Mméx
P > fmax + max(my, my) + 1
2M+1>p

L > ﬁméx

IV IV IV ANV

// region de prueba
1 escoja fimax > n = MAax(npy, ng);
// filtro instrumental
2 escoja (my, my) tal que méx(my, mg) > Timax;
escoja el retardo del filtro 7y, < dy < 7q + Kg/2;
// disefio de sefial de entrada
escoja p > fimax + max(mg, my) + 1;
escoja M tal que 2M + 1 > p;
escoja L > Nmax;
genere u(k) Le./p.e. de orden p;
// medicidn

w

B B B, BN

8 mida ny)M en estado estacionario;
// identificacién
9 for ny, = 1 to Nysx do

10 for Ny = 1 to Ny do

11 tabla(fp, Ng) = IS(Np, g );
12 end

13 end

14 buscar la menor esquina (7, ﬁ") en

tabla (i, g ), tal que A (7

15 (g, ng) = (Rf — 1,73 — 1);

Algoritmo 2.4: Busqueda secuencial de
(16, 14) a través de la matriz AL (7, 1a).

ng,ng) es singular;

Asi, para buscar el orden de la planta entre los
modelos (7, 1g) € [1, max] X [1, fimax], s suficiente
cumplir el conjunto de condiciones en ([Z31), donde
p es el orden de excitacion a utilizar, satisfaciendo
asi el teorema Ademas se pueden considerar los
resultados de las ecuaciones [Z2Z9) y E30) para el
diseno del filtro F'(g), los cuales mejoran el desempeno
de la identificacion. Estas condiciones se resumen en el
algoritmo Z4l En caso de existir niveles importantes
de ruido de salida, se debe considerar M muy grande,
segtn el lema 2 para asi atenuarlo.

A continuaciéon se muestran algunos ejemplos,
para ilustrar el uso del algoritmo 4]

max(my

max(fy, Ng) + max(mg, myg, np, ng) + 1

n = max(ny, ng)

— N, My — Ng)

(7 (2.31)
ax(np, na) + méx(my, mg, np, ng) + 1

ax(np

fla)

Ejemplo 2.5 Considere la planta en [, example 3]

1-0,45¢ ' — ¢ 2
1-2,2¢71+1,77¢g72 —0,52¢73

G(q) =

sometida a ruido de salida v(k), generado filtrando
ruido blanco estricto uniforme e(k) de media cero y
varianza 1 mediante

0,49
q—0,6

H(q) =

Para identificar la estructura de este sistema, se prue-
ban secuencialmente las estructuras (fiy, ng) € [1, 6] X
[1,6], utilizando los resultados del teorema [ZA y del
lemaZA a través del algoritmo con el indicador
de singularidad ||, (A2, (7, Na)).

Los parametros a utilizar en el algoritmo se
escogen sequn

(M1, M) = (Mmax, 0)
M = {10%, 5-10"}

Nmax = 67

L= Tméx,

La senial de entrada u(k) se diseria como una realiza-
cion de ruido blanco estricto gaussiano de media cero
y varianza 1, la que es p.e. de cualquier orden. Final-
mente, el filtro instrumental se disena de la manera
mas simple posible, satisfaciendo las condiciones del

algoritmo

F(Q) = q_df + q_mlu df = ﬁbu mp = ﬁméx

Asi se obtiene el resultado de la tabla 213, con la
cual se puede reconstruir la region donde Azuy(nb, g,
es singular, a partir de los valores indicados en color
rojo, los que corresponden a caidas de aproximada-
mente dos ordenes de magnitud. De esta manera, se
puede encontrar la esquina (g, ng) = (3,4) donde se
produce una caida apreciable en el indice de singulari-
dad. Esto ultimo indica que la estructura identificada
resulta (ny,ng) = (R — 1,18 — 1) = (2,3), mostrada
en color azul, la que corresponde a la estructura de la
planta. Para mds detalles de la simulacion, véase el

programa [F23.0
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M =10* 1 2

3
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Na

4 ) 6

7,05e-01
9,75¢-01
9,63¢-01
9,55¢-01
9,51e-01
9,48¢-01

14701
3,27e-01
6,32¢-01
6,17e-01
5,70e-01
4,88¢-01

O UL W N

-10* 1 2

3,71e-01
4,88¢-01
5,29¢-02
2,68¢-02
2,47e-02
1,39-02

8,53¢-02
5,16e-01
3,00e-03
6,14e-03
3,50e-04
7,50e-03

9,43¢-02
7,87e-02
3,59¢-03
3,46e-03
6,95e-04
2,46e-03

1,35¢-01
8,59¢-02
4,00e-03
9,50e-03
7,63¢-04
1,26e-03

3 4 ) 6

7,626-01
9,97e-01
9,95¢-01
9,94e-01
9,93¢-01
9,93e-01

1,646-01
3,15e-01
6,27¢-01
6,19¢-01
5,62e-01
4,87e-01

S U= W N~

Tabla 2.12: Tabla de singularidad con el indicador ||

Ejemplo 2.6 Considérese ahora la planta expuesta

en [I3, example 4]

B(q)
G(Q) = m
B(q) = 1+0,3452¢ " 40,53¢ >
+0,3985¢ % + 0,8138¢*
A(q) = 140,7907¢" " +0,042¢% — 0,5556¢ >

—0,0247¢~* + 0,3846¢° + 0,3026¢ 6

la que es sometida a ruido de salida v(k), generado fil-
trando ruido blanco estricto gaussiano e(k) de media
cero y varianza 1 mediante

_ 0,4q
g—0,6

H(q)

Para identificar la estructura de este sistema, se prue-
ban secuencialmente las estructuras (fip, ng) € [1,12]%
[1,12], utilizando el algoritmo[2), con el indicador de
singularidad |N|,o, (A2, (R, 1a)).

Los parametros a utilizar en el algoritmo se
escogen Sequn
(mu, mg) = (fumax, 0)

M ={10%, 5-10"}

7élméx = 127

L= Nméx,

La senal de entrada u(k) se diseria como una realiza-
cion de ruido blanco estricto gaussiano de media cero
y varianza 1, la que es p.e. de cualquier orden. Final-
mente, el filtro instrumental se disena de la manera

3,77e-01
4,85e-01
5,84¢-02
3,13¢-02
2,52¢-02
2,00e-02

9,08¢-02
5,72¢-01
2,17¢-03
7,39¢-04
1,23¢-03
1,32¢-03

7,76e-02
8,86e-02
4,57e-03
2,35¢-03
1,30e-03
3,45e-03

1,30e-01
9,02e-02
1,13e-02
3,49¢-03
9,25¢-04
8,46e-04
(A2

zZuy

(fp, Na)), considerando SNR = 20[dB].

min

mas simple posible, satisfaciendo las condiciones del

algoritmo

F(Q) - qidf + qul, df = ﬁb; mp = ﬁméx

Ast se obtiene el resultado de la tabla[Z13, con la
cual se puede reconstruir la region donde A%y(ﬁb, Mg
es singular, a partir de los valores indicados en color
rojo, los que corresponden a caidas de aproximada-
mente dos ordenes de magnitud. De esta manera, se
puede encontrar la esquina (ny,7%) = (5,7) donde se
produce una caida apreciable en el indice de singulari-
dad. Esto iltimo indica que la estructura identificada
resulta (ny,nq) = () — 1,73 — 1) = (4,6), mostrada
en color azul, la que corresponde con la estructura de
la planta.

Para mds detalles de la simulacion, vea el programa

324

Notese que en los ejemplos anteriores se presen-
tan algunas dificultades al determinar la estructura
del sistema, ya que no es facil decidir cudndo la ma-
triz GIPM A2] (7, 71q) es realmente singular. Esto se
debe a que el ruido de salida perturba los valores pro-
pios nulos de A2 (7, 74), haciéndolos relativamente
comparables con los valores no nulos més pequenos,
lo que provoca que la discriminaciéon entre matrices
singulares y no singulares sea un poco subjetiva. Afor-

tunadamente, al construir las tablas de singularidad,
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1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

2,866-01
9,83¢-01
4,40e-01
4,56e-01
4,14e-02
3,42¢-01
2,566-02
2,17e-01
3,18¢-01
9,25¢-02
9,36¢-02
2,75¢-01

— ==
Do BE©o ootk W

M =5-10% 1

5,79¢-01
9,77e-01
3,89¢-03
5,24e-01
1,58¢-01
1,18e-01
2,40e-01
2,76e-01
2,22e-02
1,40e-01
1,91e-01
1,92e-01

2

1,226-01
8,92¢-01
3,45¢-01
3,95¢-01
6,02¢-02
3,06e-03
2,68¢-01
2,97e-01
2,28¢-01
1,10e-01
8,19¢-02
1,94e-01

3

1,83¢-02
8,17e-01
7,80e-01
3,75¢-01
8,98¢-02
2,29¢-01
2,35¢-01
3,25¢-01
2,03¢-01
2,57e-01
2,59¢-01
2,21e-01

4

5,02¢-01
8,85¢-01
6,46¢-01
4,98¢-01
2,41e-01
2,13e-01
4,55¢-02
3,02¢-01
1,62e-01
9,38¢-02
6,266-02
1,47e-02

5

3,466-01
8,30e-01
2,06e-01
5,70e-01
4,21e-01
3,22¢-01
1,79¢-01
2,09¢-01
9,37¢-02
1,07e-01
1,91e-02
1,26e-01

6

4,546-02
4,81e-01
3,54e-01
3,95¢-01
5,88¢-03
2,43e-03
1,94e-03
2,92e-04
1,06e-03
1,36e-04
8,45e-04
1,60e-03

Ng

7

3,34e-01
2,68¢-01
2,79¢-01
3,23¢-01
8,98¢-03
3,53¢-03
1,27¢-03
2,97¢-03
1,74e-03
6,09¢-04
3,00e-03
4,04e-03

8

3,81e-01
2,72¢-01
2,59¢-01
2,97e-01
1,15e-02
3,76¢-03
1,02¢-03
1,77¢-03
3,27¢-03
6,37c-04
2,88¢-03
6,38¢-04

9

8,25¢-02
2,83e-01
6,07¢-02
2,99¢-01
2,05¢-02
9,53¢-04
1,17e-03
2,31e-03
3,42¢-03
8,75¢-04
2,96¢-03
4,33¢-03

10

2,61e-02
3,28¢-01
2,67e-01
3,01e-01
2,76e-02
6,91e-03
3,14e-03
6,82¢-03
2,45¢-03
3,79¢-04
3,03¢-03
5,34e-03

11

1,61e-01
2,39¢-01
2,20e-01
2,21e-01
2,49¢-02
6,95¢-03
1,03e-02
5,91e-03
1,96¢-03
2,01e-03
2,82¢-04
7,30e-03

12

3,05¢-01
9,94e-01
4,52¢-01
4,52¢-01
4,85¢-02
3,40e-01
1,74e-02
2,16e-01
3,17e-01
9,24e-02
8,97¢-02
2,73e-01

— =
o2 ©oo~To ots i

Tabla 2.13: Tabla de singularidad con el indicador |A| . (A

5,74e-01
1,00e+00
1,13e-02
5,19¢-01
1,57e-01
1,25e-01
2,48¢-01
2,72¢-01
1,48¢-02
1,43e-01
1,84e-01
1,82e-01

4,30e-01
8,54e-01
3,82¢-01
3,95¢-01
4,13e-02
1,05¢-02
2,45¢-01
2,92¢-01
2,13e-01
1,07e-01
7,30e-02
1,74e-01

8,64¢-03
7,90e-01
8,00e-01
3,89¢-01
8,44e-02
2,24e-01
2,23¢-01
3,18¢-01
1,90e-01
2,47e-01
2,47e-01
2,11e-01

5,73¢-01
8,53¢-01
6,61e-01
5,08¢-01
2,43e-01
2,01e-01
3,95¢-02
2,96e-01
1,64e-01
9,08¢-02
6,43¢-02
9,15¢-03

3,49¢-01
8,60e-01
2,26e-01
5,78¢-01
4,11e-01
3,27e-01
1,81e-01
2,06e-01
9,54e-02
1,10e-01
1,91e-02
1,31e-01

zZuy

4,81e-02
4,93e-01
3,52e-01
4,13e-01
4,34e-04
2,47¢-03
4,02e-03
4,34e-03
2,91e-03
6,85e-04
1,37e-03
1,16e-03

3,43e-01
2,72¢-01
2,71e-01
3,24e-01
1,07e-02
3,38¢e-03
2,64e-04
1,11e-04
6,01e-04
8,57e-04
5,84e-04
2,51e-03

3,73¢-01
2,72e-01
2,57e-01
3,00e-01
2,43e-02
5,76e-03
6,33c-04
7,26e-04
5,10e-04
1,33¢-03
2,49¢-03
3,33¢-03

8,06¢-02
2,80e-01
6,94e-02
2,99e-01
2,90e-02
7,47¢-03
7,64e-04
8,88e-04
6,22e-04
2,16e-03
5,18¢-04
3,74e-03

(fp, Na)), considerando SNR = 10[dB].

2,416-02  1,59¢-01
3,28e-01  2,45¢-01
2,65e-01  2,17e-01
2,96e-01  2,17e-01
5,10e-02  3,80e-03
9,86e-03  1,96e-02
3,12¢-:03  1,05¢-02
2,51e-03  6,27e-03
6,46e-04  5,39e-04
6,280-04  8,74e-04
521e-04  3,48¢-04
1,09¢-03  4,96e-04

TVINANNYLSNI OLONdOYd Hd VAVZITVHANAD ZIYLVIN €°C
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se tienen suficientes casos como para reconstruir la
regién en la cual la matriz GIPM es singular, permi-
tiendo asi la identificacién estructural del sistema.

2.4. Rango genérico para la ma-

triz GIPM

En esta seccion se mostrard que el resultado para
el caso M — oo del teorema 22 y por consiguiente
del teorema Bl son vélidos de forma “genérica”, sal-
vo un conjunto pequeno de casos, en el cual ambos
teoremas no rigen, atun si u(k), G(q) y F(q) satisfa-
cen todas sus condiciones.

Lema 2.4 Considérese la matriz A2, (1w, g), defi-
nida en la ecuacion (ZZ3), y la matriz LS, (T, g, 1),
definida en el teorema [LA, con i > 0. Entonces es
necesario (pero no suficiente) que las matrices

Azuz (nb? na) Y L (nba ﬁau Z)

nbvﬁaai)

sean no singulares, para que la matriz L (

1 N
Z Wz (R (k)T

LM
2M+1

zZux (ﬁb? fLU«’ Z) =

de tamano (Ny + 1+ fig) X (Np + 1 + 1y — 1), tenga

rango completo.

Demostracién. Supéngase que AL, (7p, ) es sin-
gular. Entonces, existe un vector vy # 0 tal que

ok Azuz(nb,na) v =0k, vy w"b’”“ (k)=0
Asi, dada esta tdltima condicién, se tiene que

Lzuz(nb7 ’fLa, Z) =0
y por lo tanto LS (fip, N, ) es deficiente de rango.
Ahora supdngase que LSS (7p,7q,1) es singular, en-
tonces existe un vector v, # 0 tal que

Vg LS,

(Top, g, 1)yg = 0 < VE, w"b’"a’z(k)Tvg =0

Asi, dada esta tdltima condicién, se tiene que
0O (5, A i _
Lzum(nba Na, Z)’Yg =0

20 =M, Mg, 1) es deficiente de rango.

y por lo tanto L
QED.
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Corolario 2.1 Considérese la matriz A, (T, g),
definida en la ecuacion (ZZ3). Entonces es necesario
(pero no suficiente) que A, (i, Na) Yy ASS, (T, 7ig)
sean no singulares, para que la matriz A, (M, Tg,)
tenga rango completo.

Demostracién. Utilicese el lema 24l considerando

Aﬁz(Ab ﬁa) = Loo (ﬁb,’fla,O)
AE?LI(A ﬁa) = Lzum (nbu Na, O)

QED.

Ahora se definen dos conceptos, que son de uti-
lidad para los préximos teoremas, ya que ayudan a
entender el comportamiento “genérico” del teorema
para el caso M — oo, y también dan una medida
del conjunto de casos en los cuales este teorema no
rige.

Definicién 2.1 Analiticidad. Se dice que una fun-
cion f: D CC" — C es “analitica en una vecindad
de x, € D”, si tiene representacion en serie de Taylor
en dicha vecindad.

Definicién 2.2 Medida de Lebesgue. Sea D C RY,
entonces su “medida de Lebesgque” es

m(D):/Dld:vl--- dxz,

Ver [T9, appendix 2].

Asi, si £ = 2 entonces m(D) puede interpretarse
como el drea de D, y si £ = 3 entonces m(D) puede
interpretarse como el volumen de D. Ahora, note que
si D es un subconjunto con menor dimensién que RY,
como una recta en el caso { = 2 o un plano en el
caso £ = 3, entonces la medida de Lebesgue resulta
m(D) = 0.

Lema 2.5 Considérese una matriz L(p), cuyo tamario
espxq (p>q), la cual depende del vector p € D,

donde D C R* un es conjunto abierto y conexo. Si se

cumplen las siguientes condiciones

1. cada elemento de L(p) es una funcion analitica
en los puntos p; € D, Vi=1,... ¢

2. existe un p, € D tal que rango L(p,) = ¢
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Entonces, el conjunto de casos en los cuales L(p) es
deficiente de rango

Ra={p € D] rango L(p) < ¢}

tiene medida de Lebesgue cero, es decir m(Rg) = 0.

Una demostracién para este lema se puede encontrar
en [I9, corollary of lemma A2.3].

Este ultimo lema es bastante potente, ya que una
vez probada la analiticidad de los elementos de L(p),
entonces s6lo es necesario encontrar un caso L(p,) que
sea de rango completo, para que todos los demads casos
Vp € D, L(p) sean de rango completo. Asi, éste es
el teorema fundamental para demostrar que el rango
de la matriz A3, (7, ) estd dado “genéricamente”

por el siguiente teorema, salvo un conjunto pequeno
de casos.

Teorema 2.3 Considere los datos Z35 y Z355 medi-
dos de (Z13) y (ZZ3) respectivamente. Si se cumplen

las siguientes condiciones
1. la senal s(k) = A(q)"tu(k) es p.e. de orden p
2. el filtro F(q) satisface max(m;—np, mr—ng) > 0

3. los elementos de AL, (p, Ta)(Piy i1y ), SON fun-
ciones analiticas ¥ pi, ., € Da, n, C Rf

4. eaiste p ;€ Diy ., tal que

rango Agﬁz (ﬁba ﬁa)(p?zb,ﬁa) =
ny + 1+ ng, 1<0yj<0
max(fp + ng,np +1a) +1, >0y <0
entonces
rango AZ, . (T, g) =
ny + 14 ng, 1<0yj<0
max(fy + ng,np + 1) +1, 1>0y5<0
donde
p = max(Ny, Ng) + max(my, mg,np, ng) + 1
i = min(np — np, g — Ng)
Jj = min(hy — my,ng —my)
L > méx(ny,na)

Este rango es walido “genéricamente”, salvo en un
. Ay, .
conjunto de casos R;""* C Dy, p,, cuya medida de

Lebesgue es cero.

35

Demostracion. (Caso i < 0y j < 0). Dado que el
orden de persistencia de s(k) satisface

p > max(fp + mg, m; +ng) + 1
o _(fp,Na) es no singular para j < 0, por

el lema P33l Ademés, como el orden de persistencia de
s(k) también satisface

entonces A

p > max(fy + ng,np + Ng) + 1

entonces A2 (7, 1ig) s no singular para ¢ < 0. Segin
el corolarioZIl ambos resultados son necesarios (pero
no suficientes) para que

rango A2y, (e, Ma) = Mp +1+70g, <0y j<0

oo

(Casoi > 0y j < 0). Nétese que en este caso A%, (7p, Tg)

ain es no singular. Ahora, dado que el orden de per-
sistencia de s(k) satisface

p > max(p + ng, np + Ng) + 1

entonces LSS (7iy, 7q, 1) s no singular, por el teorema
Segtin el lema 4l estos resultados son necesarios
(pero no suficientes) para que

rango L2y (M, Mg, 1) = N+ 147, —1,

1 >0y j7<0
donde
fip + 1 4+ g — & = MEx(Rp + N, Np + 1) + 1

Note ademas que para i > 0y j <0 se tiene

[ NN (S I
rango AZ, . (M, ig) = rango L, (7p, g, 1)
ya que L (N, Mg, 1) equivale a eliminar ¢ columnas

de la matriz A, (7p, Mg ), las cuales son 1.d. producto

de la ecuaciéon de la planta.

Una vez examinadas las condiciones necesarias
para los casos (i < 0,5 < 0)y (¢ > 0,5 < 0) sola-
mente resta: parametrizar con respecto a algtin vector
Piyie € Day. iy, luego comprobar que cada elemento
de la matriz A%, (74, 7a) (Pry .5, ) €8 analitico para to-

do pa,,a, € Dy finalmente encontrar p3 - € Dj, 5,
tal que

rango A?;z (ﬁba ﬁa)(p?zb,ﬁa) =
p+1+ne, sii<0yj<0

rango L, (ﬁlﬂ Ta, z) (p(rzzb,ﬁa) =

max(fy + ng,np +14) +1, sit>0y <0
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Phy,frg = [ ZO lml kl kmk | bO
es decir
rango A2y, (7, f1a) (P, 5,) =
ny + 14 ng, 1<0yj7<0
max(fy + ng,mp +7g) +1, i >0y 5<0

para asi utilizar el lema 220 QED.

Este teorema entrega, para el caso M — oo, bési-
camente el mismo resultado que el teorema Sin
embargo, se exigen dos condiciones adicionales, espe-
cificadas en los puntos 3 y 4. Estas condiciones pue-
den, a simple vista, parecer un poco rebuscadas, pero
en realidad son condiciones relativamente faciles de
satisfacer. En seguida se discutird una forma posible
de parametrizar la matriz A% (7, 71g) y verificar que
sus elementos son analiticos, satisfaciendo asi el pun-
to 3. Posteriormente se encontrard un vector pf - .
satisfaciéndose asi el punto 4.

Considérese la planta G(q) de la ecuacién (ZI9)
sometida a una excitacién u(k) = N(q)u(k), donde

Bt Bra A Py ™

N
(Q) 1+041q71+"'+ana

y a(k) es tal que su autocorrelacién muestral satisfa-
ce p22 (1) = 0k (k), por lo que u(k) es p.e. de cual-
quier orden. Considérese también el filtro instrumen-

tal F'(q) de la ecuacién ([ZZH).

- o) ~ ~
De esta manera, los elementos de A2 (7, 74)

van a depender de los coeficientes de F(q), G(q) y
N(q), por lo que se puede tomar la parametrizacién
Piy., de la ecuacién [Z3F), con

Piyivs € Dpy s C RUMHIFMR)H (0 1400) + (054 +10)
bsTa byTa
donde Dj, 5, debe cumplir las siguientes restricciones

debe tener numerador y denominador
coprimos, debe ser estable y cumplir
méx(m; — np, My —ng) > 0

G(q) debe tener numerador y denominador
coprimos y debe ser estable
N(q) debe ser estable

Asi, con estas condiciones, los elementos de la matriz
A (T, ) (P50, ) son funciones analiticas del vec-
tor pa, i, € Day, ., satisfaciendo asi el punto 3 del
teorema

bn

O, |

(2.32)

, a1 an, | Bo Bns Qo

Note que la parametrizaciéon dada por pj, 4, de-
pende en general del tamano de la matriz en cuestion,
dado por el par (7, 1,). Por ejemplo, para el caso

- 1
C1l—ag YV

F(qg) = lLq ", Glg) N(q) = 6o
=0

o0

con np > 1, cada matriz A,

metrizar como

(7, g) se puede para-

Pria = lo -+ la, a1 Go ] €R™H?

Sin embargo, en ciertos casos, es posible encontrar la
misma parametrizacion para algiin conjunto de ma-
trices. Por ejemplo, para el caso

N 1

F(q) = la,qa ™, G(q) N(q) = Bo

ErTes

o0

con Ny > 1, cada matriz A (7, 7,) se puede para-

metrizar como

I:lﬁb ay ﬁ0}€R3

Pivy,fa =

Ahora es necesario encontrar Py i, » €8 decir, un
caso particular de F(q), G(q) y N(q), que satisfaga el
punto 4 del teoremaZ3 Por ejemplo, para el caso en
que

i = min(ny — np, Mg — Ng) <0

Jj = min(iy —my,ng —mg) <0

se puede utilizar la siguiente combinacion para p2,
F(g) = Ga)

Asi, mediante el lema se tiene que

rango Azix (ﬁbv ﬁa)(p%b,ﬁa) =
iy +1+7a, i<0yj<0

Ahora, para el caso en que i > 0y j < 0, se puede
escoger la siguiente combinacion para pg

con la que se tiene

rango A2, (b, 1a) (05, 4,) =

méax(Np + Mg,y +7q) +1, >0y 5<0

debido al siguiente teorema



2.4. RANGO GENERICO PARA LA MATRIZ GIPM

Teorema 2.4 Si la senal de entrada w(k) satisface
02 (1) = 0k(7) y el filtro instrumental se disenia
F(q) = ¢~ ™, entonces

rango A2y (T, Tg) = MAEX(Rp + Mg, Ny + Tg) + 1

para min(fy, — Ny, g — np) > 0.

Véase la demostracién complementaria [E26

Como se acaba de ver, no es una tarea dificil
encontrar una parametrizacién pp, 5, para la matriz
A (Mp, T1g), de manera que sus elementos sean analiti-
cos. Ademads, como ya se pudo comprobar, es posible

o .
encontrar p , que satisfaga el punto 4 del teorema
Por este motivo, y dado que son condiciones bas-
tante generales, en la practica se supondréan ciertas.

En resumen, gracias al teorema 3 se puede co-
nocer el rango de A% (7, 7,), que es “genéricamen-
te” cierto bajo condiciones poco restrictivas. Sin em-
bargo, pueden aparecer casos particulares en los cua-
les el rango no es cierto, los que son producidos por
combinaciones desafortunadas de F(q), G(q) y u(k).
Pero desde un punto de vista practico no hay nece-
sidad de preocuparse por estos casos, ya que apare-
cen muy esporadicamente. Para mas informacién so-
bre este tema véase [20, “generic consistency” en sec-
tion 8.2], [T9, theorem 4.1], [T9, example 4.4] y 20,
example 8.6].

Ahora, desde un punto de vista tedrico, podria
resultar interesante encontrar algtin ejemplo, en el que
se puedan visualizar los casos R""* C Dj, 4., para
los que el teorema EZ3 no es Vahdo

Ejemplo 2.7 Considérese las siguientes combinacio-
nes de senal de entrada, planta y filtro instrumental,
las que dependen de un pardmetro p € D C R

u(k) = (1=2p°q7% +p'q")u(k)
1
Gla) = 1= 2pq~" + p*q?
1
F =
@ L+2pg=1 + p2q—2
donde
D={peR : |p| <1}

Estas satisfacen al teoremalZZ3, por lo que el rango de
la siguiente matriz

ean(0) | wie(l)  ¢52(2)
AZ(0,2) = | o (=1) | ¢22(0)  ©%(1)
e2u(=2) | ¥ (=1)  #2(0)
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es conocido e igual a rangoAzw(O,2) = 3, salvo en
2 ,
un conjunto de casos Rd para los cuales no es cierto.

Para obtener dicho conjunto de casos R2’2, se
calculan los elementos de la matriz A2, (0,2), tenien-
do en cuenta que las correlaciones se pueden obtener

de

o5 = o RO A
donde

i (C)=

(1= p¢ )21+ p¢ (1= p¢)* (1 + p¢)?
P(C) =25, (O)G(CTH =

(1—pC D21+ p¢h2 (A + pC)?
®7.(¢) = F(¢)P.(¢) =

(1= p¢1)2(1 = pQ)? (1 + p¢)?
P2(¢) = F(QOP QG =

(1= p¢ M) (1 + p¢)?

son las transformaciones de Fourier de todas las co-
rrelaciones, considerando ¢ = e7%. De esta manera la

matriz A, (0,2) resulta
AZe: (0, )(P) =
P8 +4pt +1 | —4p3 8 — 2p?
4p3 pt—dp?+1 2p% —2p
P8 — 2p? 2p —2p° pt—4p? +1

Entonces, para comprobar en qué casos esta matriz es
de rango completo, se calcula su determinante
det A2

(p? —p—1)(p2+p—1)(p8—p6+6p4—p2+1)

obteniéndose que det A2, (0,2)(p) = 0 para

—1++5 1++5
Ty o PT T

O,2)#3pamp€R2’2CD

Z’U.CE(
0727 7—1+\/5 71—\/5
Ry =\p=—%— P=—5

el cual efectivamente cumple

por lo que rango A

m(Rg’Q):/Uzldp:O
RO
d

es decir, tiene medida de Lebesgue cero.
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2.5. Comentarios del capitulo

En un ambiente libre de ruido, y cumpliendo las
condiciones de los lemas Bl y EZ3 el rango de las
matrices AM (7)) y AM (7, 7,) se puede conocer de
manera exacta, cuando se utiliza una senal de entrada
cuyo orden de excitacion es suficientemente grande,
incluso si se utiliza un ntmero finito de mediciones.
El conocimiento de este rango permite crear pruebas
para identificar el orden de un sistema, las cuales se
basan en determinar si AM es singular. Al calcular
los valores propios de estas matrices, para determi-
nar si son singulares, se puede notar que los valores
propios nulos son del orden de magnitud del eps del
computador, lo que permite descriminar facilmente

entre matrices singulares y no singulares.

El rango de las matrices instrumentales AM (7))
vy AM (7, 74), en un ambiente libre de ruido y bajo
las condiciones de los teoremas Bl y 22 también es
conocido de manera exacta, aun con un nimero finito
de mediciones. Sin embargo, cuando existe ruido de
salida, se necesita un ndmero infinito de mediciones
para removerlo totalmente. En la practica, el niimero
de mediciones puede ser muy grande, pero es siempre
finito, lo que provoca que el ruido no se pueda elimi-
nar completamente. Este tltimo hecho hace que los
valores propios nulos de A%y se vean perturbados, lo
que dificulta discriminar cuando la matriz es realmen-
te singular, ya que no se dispone de criterios objetivos
para saber cuando un valor propio perturbado podria

Ser cero.

Las pruebas para identificar la estructura del sis-
tema, mostradas en este capitulo, son bisquedas se-
cuenciales exhaustivas, es decir, si se sospecha que la
estructura del sistema (ny, nq) € [1, Nmax] X [1, Fomdx) s
entonces se busca la estructura correcta en cada uno
de los puntos de esta region. Este tipo de biisqueda,
existente ya en la literatura, requiere el andlisis de
muchos casos cuando N4« €s alto, es decir, cuando el
conjunto de estructuras candidatas es grande.

Para el caso de las matrices instrumentales, cuan-
do el nimero de mediciones tiende a infinito, pueden
ocurrir situaciones extranas, en las cuales los resulta-
dos de los teoremas BTy no se cumplen, incluso
si se satisfacen todas sus condiciones. Estos casos son
bastante raros, y son producidos por combinaciones
desafortunadas de F'(q), G(q) y u(k), pero desde un
punto de vista practico no hay necesidad de preocu-
parse, ya que éstos aparecen muy esporadicamente, si

se satisface un conjunto de condiciones poco restric-
tivas. Para més detalles consiltese la seccion 2241



Capitulo 3

Perfiles de valores singulares para
matrices de correlacion

N este capitulo se intenta solucionar los dos pro-
blemas principales que presentan los métodos de
buisqueda secuencial, vistos en el capitulo anterior

1. Reducir el costo computacional de la busqueda

2. Encontrar un criterio objetivo, para poder de-
terminar cuando las matrices son singulares

En cuanto a la notacién general para este capitu-
lo, se utiliza A\(A) para referirse a los valores propios
de la matriz A, y o(A) para sus valores singulares.

3.1. Caso sin ruido

3.1.1. Construccién del método

Considérese nuevamente el sistema libre de rui-
do de la ecuacién ZI9), cuya estructura (np,n,) se
quiere identificar.

Los métodos de busqueda secuencial, del capitulo
anterior, estan basados solamente en la determinacion
de la singularidad de la matriz AM (7, 7,), sin em-
bargo, no hacen uso de la informacién adicional que
entrega el lema B3 es decir, del rango de la matriz
AM (fy,7g). Esta informacién adicional puede ayu-

dar a reducir la cantidad de matrices analizadas, para
determinar la estructura de la planta.

Por ejemplo, considérese que se escoge el modelo
(n,7), con i > méax(ny, ng), y que para él se constru-
ye la matriz AY . En este caso, y satisfaciendo las

rux”

'ﬁb+na:nb+'ﬁa

Ng :ﬁb'i_na ﬁb :ﬁa

2n,

Ng

i

np Ng
Figura 3.1: Buisqueda de (np,n,) en el caso ny < ng.
En gris: regién donde AY  es de rango completo. En
blanco: regiéon donde AM es deficiente de rango.

condiciones del lema 23 se sabe que

M

rango Ay, (7, 1) = 7+ max(np, ng) + 1

es decir, es posible obtener inmediatamente el orden n
de la planta, una vez determinado experimentalmente
el rango de AM (7, n)

M

n = méax(np, ng) = rango Ay, (N, 7) — (7 + 1)
Una vez que el orden del sistema n = méax(np, ng)
es conocido, hay que determinar si este orden corres-

ponde a n, o np, presentandose tres casos posibles

1. En la figuraBdlse muestra la situacién ny, < ng,
entonces, si ella es cierta, los rangos de las si-
guientes matrices satisfacen

rango AY _(n+1,n) rango completo

39
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rangoAM (n,n+1) =

i deficiente de rango

Asi, esta combinacién de rangos permite deter-
minar que n, = n. Una vez que n, es conocido,
sélo falta obtener ny, el cual puede ser determi-
nado utilizando nuevamente el lema 23, cuando
'be + ng S ny + 'fLa

rango A%w(ﬁb, fg) = np + Mg + 1

Asi, el punto (7, na) = (ng,2n,) satisface esta
dltima desigualdad, por lo que

ny = rango AM (ng,2n,) — (20, + 1)

Tuxr
permitiendo obtener finalmente 1.

2. En la figura B2 se muestra la situacién ny, > n,,
entonces, si ella es cierta, los rangos de las si-
guientes matrices satisfacen

rangoAY (n+1,n) =

rux

rangoAM (n,n+1) =

rux

deficiente de rango

rango completo

asi, esta combinacién de rangos permite deter-
minar que n, = n. Una vez que ny es conocido,
sélo falta obtener n,, el cual puede ser determi-
nado utilizando nuevamente el lema P23, cuando
My + Ng > Ny + Mg

rango A%w(ﬁb, fg) =Ty +ng + 1

asi, el punto (7p, ne) = (2np, np) satisface esta
dltima desigualdad, por lo que

ne = rango AM (2ny,ny) — (20, +1)

ruxr
permitiendo obtener finalmente n,

3. Si la situacion n, = n, es cierta, los rangos de
las siguientes matrices cumplen

rangoAM (n+1,n) =

rTux

rangoAM (n,n+1) =

rux

rango completo

rango completo

los cuales sirven para determinar que ny y ng
son iguales al orden del sistema

Ny ="nNg="n

Nétese que las matrices AM _(n+1,n)y AM (n,n+1)
no pueden ser simultdneamente deficientes de rango,
ya que esto significaria que el orden del sistema no
fue correctamente determinado, o que alguno de los
rangos anteriores no fue bien calculado.

Mg
Ny + Mg = Np + Ty
Ny =Ng -~ Mg =My — My
np ol
Ng

~

np 27’Lb ny

Figura 3.2: Busqueda de (ny, n,) en el caso ny > n,.
En gris: regién donde AM es de rango completo. En

Tuxr
blanco: regién donde AM es deficiente de rango.

rux

Noétese ademds que, para la busqueda de la es-
tructura correcta del sistema, se han utilizado mode-
los que pertenecen a la regién en que AM (7, 7,) es
deficiente de rango, es decir

M /~ A N
AI’U.il,‘ (n7 n) K n
Aus(n+1,n)
AY (0 +1)
AM (n4,2n4) 0 AM (214, 1)

rTux

>n

Ahora, dado que los modelos
(Na,2n4) = (n,2n)
(2np,np) = (2n,n)

('fl’bv 'fl’a) =
(ﬁbv 'fLa) =

son los modelos mas grandes a utilizar en el procedi-
miento de identificacién desarrollado anteriormente,
entonces es suficiente que la region, en la cual se va a
realizar busqueda, sea

(ﬁbvﬁa) S [le, ﬁméx] X [navﬁméx]
donde nisx debe ser escogido tal que
fimax > 2n = 2max(ny, ng)

Ademas, para satisfacer las condiciones del lema 23]
es suficiente cumplir con

Mméx > 210
P> 20max + 1 > max(fy + ng,mp + Rg) + 1
2M+1>p > méx(p + ng,np +Na) + 1
L > fipax > max(fp, Ng)

donde p es el orden de excitacién a utilizar. Estas con-
diciones y el procedimiento de identificacién, desarro-
llado anteriormente, se resumen en el algoritmo Bl
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// regién de prueba

1 €sCoja Mmax > 2n = 2max(np, ng);
// disefio de sefial de entrada
escoja p > 2fmax + 1;
escoja M tal que 2M + 1 > p;
escoja L > Nmax;

genere u(k) le./p.e. de orden p;

// mediciédn

6 mida ZL:M en estado estacionario;

// identificacién

7 escoger N tal que n < N < Nppgx;

8 n = rangoAM (A,n) — (A +1);

9 Ap =AM _(n+1,n);
10 Ay =AM (n,n+1);
11 if (Ay no singular y A, singular) then
12 Ng = N;

[SL BNV M)

13 np = rango AM (n,,2n,) — (2ng + 1);

14 else if (A, singular y A, no singular) then

15 ny = n;

16 ne = rango AM _(2ny,np) — (2ny + 1);

17 else if (Ay no singular y A, no singular) then
18 ny = n;

19 Ng = N;
20 else
21 Advertencia: Esta situacién no puede

ocurrir. Revisar los rangos de las matrices;
22 end

Algoritmo 3.1: Busqueda del par (ny,n,) con
el método de perfiles de valores singulares. Caso
sin ruido.

3.1.2. Determinacion del rango

Para poder determinar experimentalmente el ran-
go de AM (7y,n,), se puede utilizar su descomposi-
cién en valores singulares, debido a que el rango de
una matriz A cualquiera corresponde al ntimero de

valores singulares no nulos, es decir
rango A = # {o(A) | o(A) > 0}

Sin embargo, al calcular computacionalmente los va-
lores singulares de A, se incurre en errores nimericos,
que perturban los valores singulares, afectando espe-
cialmente a los valores singulares nulos. Este ultimo
hecho dificulta la determinacion del rango de la ma-
triz A.

El problema de determinar el rango de A, cuan-
do sus valores singulares nulos se ven perturbados,

41

se llama rango efectivo de A, y puede ser abordado
mediante la siguiente estrategia

rango A = #{o(A) | o0(A) > ¢} (3.1)
donde €, da una medida del nivel de perturbacién que
presentarian los valores singulares de A. Asi, cualquier
valor singular que sea menor que la medida de pertur-

bacién €, podria considerarse como un “valor singular
nulo”, y no deberia aportar al rango de A.

Dado que al calcular AM (7, 7,) se incurre sélo

en errores numericos, los valores singulares de esta
matriz se ven perturbados proporcionalmente a la pre-
cision del computador eps. Es por este motivo que
puede utilizarse el siguiente criterio, para una matriz
A de tamano p X ¢

¢ = max(p,q) | All, eps (3.2)
que es usado por omisién en la mayoria de los progra-
mas de calculo nimerico.

Noétese que si se considera la siguiente particién

M
Qum

M _ (OMNTM
2M +1

-
TUT ux? Qum -
se puede evitar el calculo de las correlaciones de la

. M A A
matriz AL, (T, Na), ya que

M

rango Ay,

= rango QM

obteniéndose igualmente el rango de A ~a partir del
rango de Q% Ademas, el célculo de los valores sin-
gulares de QM da una medida de independecia lineal
de cada una de sus columnas, indicandose asi las co-
lumnas 1.d. a través de valores singulares cero. Note-
se también que esta medida de independencia de las
columnas de Qfﬁ puede ser obtenida a través de la
matriz A va que

o(Aue) = MAZ,

zua) = 07 (Q07) (3-3)

A continuacién se muestran algunos ejemplos,
que hacen uso del algoritmo B, calculando los ran-
gos a través de representaciones graficas de perfiles de
valores singulares

Ejemplo 3.1 Considérese la siguiente planta

0,3
q2 (q - 07 8€Jﬂ-/4)(q - Oa 867]‘77/4)((1 - 05 7)

G(q) =
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Perfil de valores singulares (*nb,"na) = (10,10)
10
. QQQ®®®®®&®®®®®5X
3 10 ®)
£
o 4
5 10
©
Z A
3 10
2 _af
g 10
S
8 13
10
o B
100 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
valor singular
Perfil de valores singulares (“nb,”na) = (5,6)
1
0] RXF YRR
5 5éx
= O
> -
‘% 10
s
<
Z A
$ 10
o
c
& -1H
g10
10 O 2 4 6 8 10 12 14

valor singular

M
TUT

[Pk

Figura 3.3: Con “o” los valores singulares de A
QM (i, 7,) v en azul su e,.

cuya estructura (ny,ng) = (5,3) se desea identificar.

Los pardametros a utilizar en el algoritmo [E1] se
escogen segun

fmax = 15, M =250, L = fimax

y la senal u(k) se disenia como una realizacion de rui-
do blanco gaussiano de media cero y varianza 1, la que
es p.e. de todo orden.

De esta forma se miden los datos ZEM en esta-
do estacionario, con los que se construyen los perfiles
de valores singulares para las matrices AM Ry, Pa) y
QM (7, 7,), mostrados en la figuralZ3. Para el cdlcu-
lo de los rangos se usa la estrategia de la ecuacion

@), considerando €, dado por la ecuacion [Z3).

Siguiendo el algoritmol3, se escoge inicialmente
el modelo (T, na) = (10,10), para el que se obtiene
rango AM (10,10) = 16, asi se puede obtener el orden

rux
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Perfil de valores singulares (*nb,"na) = (6,5)

RS2 RO
O

tamanno del valor singular

valor singular
Perfil de valores singulares ("nb,”na) = (10,5)

9®®®®®®®®®®®5X
@)

tamanno del valor singular

(<P

16 18

16—

100 0 2 4 6 8 10
valor singular

12 14

(p, Tiq) y en rojo su €,. Con “x” los valores singulares de

del sistema

M
TUT

n = rango A} .(10,10) — (10 +1) =5

Una vez que el orden del sistema es conocido n = 5,
se computan los rangos de las siguientes matrices

rangoAM (6,5) = deficiente (singular)
rangoAM (5,6) = completo (no singular)

Esto indica, segun el algoritmo [T, que el orden del
sistema corresponde a ny, es decir

ny=n=>5

Finalmente se obtiene el valor de n,, mediante la
matriz asociada al modelo (p,My) = (2np,np), te-
niendo en cuenta que ny = n = 5. De esta forma,
rango AM (10,5) = 14, y por lo tanto

Tux

ng = rangoAM (10,5) - (2-54+1)=3
con lo que la estructura identificada del sistema resul-

ta (np,ne) = (5,3).
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Perfil de valores singulares (“nb,”na) = (10,10)

QQQQQQ@@@&&@xéééx
O

tamanno del valor singular

RRxx
8 10 12 14 16 18 20 22
valor singular
Perfil de valores singulares (*nb,*na) = (6,7)

2 4 6

QQQQQ®®®®®556

tamanno del valor singular

K

14

6 8 10 12

valor singular

16

M
TUT

[Pk

Figura 3.4: Con “o” los valores singulares de A

QM (7, 7,) v en azul su e,.

(ﬁba
Para mds detalles de la simulacion véase el programa

Ejemplo 3.2 Considérese ahora el mismo sistema que

en [13, example 4]

B(q)

Glg) = m

Blg) = 1+40,3452¢" " +0,53¢°
+0,3985¢ % +0,8138¢*

Alq) = 1+0,7907¢"" 4 0,042¢72 — 0,5556¢ >

—0,0247¢~* + 0,3846¢° + 0,30264 6
cuya estructura (ny,ng) = (4,6) se desea identificar.
Los parametros a utilizar en el algoritmo [E1] se
escogen segun

fmax = 15, M =250, L = fimax

y la senal u(k) se disenia como una realizacion de rui-
do blanco gaussiano de media cero y varianza 1, la
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Perfil de valores singulares (*nb,*na) = (7,6)

10
. QQQQ®®®®®55
= &8 X
@ -2 O
‘% 10
S
©
Z -
3 10
o
o
§ 1o
g10
-14 T T T ——
10 O 2 4 6 8 10 12 14 16
valor singular
Perfil de valores singulares (“nb,"na) = (6,12)
1
10 QQQQQQQ@&®®®®5
% -H 666
> 10
£
0 4
S 10
S
Z A
3 10
2 -0
g 10
£
it 0—13
1
! N -
10 O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

valor singular

flg) y en rojo su €,. Con “x” los valores singulares de

cual es p.e. de todo orden.

De esta forma se miden los datos ZL:M en estado
estacionario, con los cuales se construyen los perfiles
de valores singulares para las matrices AM Ay, 1a) Yy
QM (7, Ny ), mostrados en la figuralZ3. Para el cdlcu-
lo de los rangos se usa la estrategia de la ecuacion

1), considerando e, dado por la ecuacion (Z2).

Siguiendo el algoritmoZl, se escoge inicialmente
el modelo (i, ng) = (10,10), para el cual se obtiene
rango AM _(10,10) = 17, asi se puede determinar el
orden del sistema

M
TUT

n = rango A}, (10,10) — (104+1) =6

Una vez que el orden del sistema es conocido n = 6,
se computan los rangos de las siguientes matrices

rangoAM (7,6) = completo (no singular)
rangoAM (6,7) = deficiente (singular)

Esto indica, segin el algoritmo [T, que el orden del
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sistema corresponde a ng, es decir
nNg=n==~6

Finalmente se obtiene el valor de ny, mediante la
matriz asociada al modelo (T, Ng) = (Na,2n4), te-
niendo en cuenta que ng = n = 6. De esta forma,
rango AM (6,12) = 17, y por lo tanto

rux

ny = rangoAM (6,12) — (2-6 +1) =4

Tux

con lo que la estructura identificada del sistema resul-
ta (ny,ng) = (4,6).

Para mads detalles de la simulacion vea el programa

(21

Notese que, cualquiera sea el caso, como maxi-
mo se requiere calcular el rango de 4 matrices, pa-
ra identificar la estructura del sistema, tal como se
mostrd en los ejemplos anteriores. Esto sin duda trae
ventajas frente a los métodos de buisqueda exhaustiva
del capitulo anterior, ya que la cantidad de matrices
analizadas se reduce considerablemente.

3.2. Caso con ruido

3.2.1. Construcciéon del método

Considérese ahora que el sistema ([ZT9) se ve per-
turbado con ruido de salida, tal como muestra la ecua-
cion [Z24)). Se sabe, del capitulo anterior, que para
eliminar el efecto del ruido se puede utilizar la matriz
instrumental A%y, ya que gracias al lema se tiene

AOO — AOO

Zuy Zux

donde z(k) es la secuencia instrumental, definida por
E21). Ademads, debido al teorema 22 se puede con-
seguir que

M
Zux

M

rango Az, (N, 7g) = rango AL, (T, ig)

Estos dos resultados indican que se puede recuperar
el procedimiento del algoritmo Bl para el caso con

ruido, pero ahora a través la matriz de A%y, es decir

1. determinar el orden del sistema n = max(ny,, n,)
a partir de

n = rango AM (n, 7)) — (A +1)

zZuy

donde n > n.
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2. determinar si el orden del sistema corresponde
a np 0 ng, mediante la verificacién de la singu-
laridad de las siguientes matrices

rango A%U(n +1,n) = (singular?
rango A%y(n, n+1) = jsingular?

3. dependiendo del resultado del punto anterior,
calcular el pardmetro restante segiin

ny, = rango A%y(na, 2n,) — (20, + 1)
n, = rango A%y@nb,nb) —(2np+ 1)

En todos los puntos anteriores la estructura del filtro
instrumental (m;, my) debe cumplir

max(m; — np, Mk — ng) >0
para asi satisfacer el teorema
Dado que los modelos

(ng,2nq) = (n,2n)
(2np,np) = (2n,n)

(ﬁbv ﬁa) =

(ﬁbv ﬁa) =

son los modelos mas grandes a utilizar, entonces es
suficiente que la regién, en la cual se va a realizar
buisqueda, sea

(ﬁbaﬁa) S [nbuﬁméx] X [naaﬁmé.x]
donde nisx debe ser escogido tal que
fimax > 2n = 2max(ny, ng)

Ademsds, para satisfacer las condiciones del teorema
B2 es suficiente cumplir con el conjunto de ecuacio-
nes en ([B), donde p es el orden de excitacién a uti-
lizar. También se pueden usar los criterios vistos en
E&Z3) y &30) para el diseno del filtro instrumental.
Estas condiciones y el procedimiento de identificacién
se resumen en el algoritmo

3.2.2. Determinacion del rango

Como ya se vio anteriormente, el rango de una
matriz A corresponde al niimero de valores singulares
no nulos, sin embargo, discriminar si un valor singular
es nulo, es una tarea complicada cuando la matriz en
cuestion se ve perturbada. En una matriz perturbada
A = A+ E, los valores singulares “nulos” son en reali-
dad pequenos, y pueden interferir en la determinacién
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ﬁméx >
0 < méx(m; — fp, My — Ng) <
p Z ﬁméx + InéiX(ml, mg, ﬁméx) + 1 Z
2M+12>p >
L > ﬁméx >
// regién de prueba
1 €sCoja Mmax > 2n = 2max(np, ng);
// filtro instrumental
2 escoja (my,my) tal que
max(m; — iy, Mg — Ng) > 0;
3 escoja el retardo iy, < df < Mg + Kg/2;
// disefio de sefial de entrada
4 escoja p > Nmax + MAX(My, Mk, Nmax) + 1;
5 escoja M tal que 2M + 1 > p;
6 escoja L > Nyax;
7 genere u(k) le./p.e. de orden p;
// medicién
8 mida ZféM en estado estacionario;
// identificacién
9 escoger n tal que n < N < Nmax;
10 n = rango Al (A, 7) — (A +1);
11 Ay A%U(n—i-l,n);
12 Ng = A (n,n+1);
13 if (Ay no singular y A, singular) then
14 Ng = n;
15 ny = rango A2, (nq,2nq) — (2nq + 1);
16 else if (A, singular y A no singular) then
17 Ny = nN;
18 ng = rango A2, (2ny,np) — (2np 4 1);
19 else if (A, no singular y A, no singular) then
20 ny = n;
21 Ng =N;
22 else
23 Advertencia: Esta situacién no puede
ocurrir. Revisar los rangos de las matrices;
24 end

Algoritmo 3.2: Busqueda del par (ny,n,) con
el método de perfiles de valores singulares. Caso
con ruido.
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2n = 2max(ny, ng)
max(m; — np, My — nNg)
max (1, Ng) + max(my, my, np, ng) + 1 (3.4)
max (1, Ng) + max(my, mi, ny, ng) + 1
max(Mp, M)

correcta del rango, si la perturbacién E es suficiente-
mente grande. El procedimiento para determinar el
rango de la matriz A = A+ E, descartando estos va-
lores singulares pequenos, se llama rango efectivo de
la matriz y se puede abordar mediante la ecuacion

B, es decir
rango[lz#{ (A)|o(A )>eg}

donde €, da una medida del nivel de perturbacién que
presentarian los valores singulares de A.

El nivel de discriminacion o umbral €5 no es facil
de obtener para la matriz Azuy (fp, Na), ya que ella no
sélo tiene errores numeéricos, sino que también tiene
errores debido a las correlaciones instrumentales, ya
que ellas no eliminan completamente el ruido cuando
se utiliza un ntimero finito de muestras. De hecho, en
estos casos, los errores numéricos son despreciables
frente a los errores en las correlaciones instrumentales,
resultando asi que

i [ TR [0 T
ST AN
AM EM

zuxm

donde las matrices I‘i M ap Se encuentran defini-

das en ZZ7) y (EZE) respectlvamente y la matriz

EM " corresponde a los errores producidos por la eli-
minacién incompleta del ruido, la cual tiende a cero
cuando M tiende a infinito, bajo las condiciones del

lema

Segtn el corolario[D] es posible saber cudn des-
viados estan los valores singulares de la matriz per-
turbada Aziy, con respecto a los valores singulares de
la matriz sin perturbar AM

|o(AZhy) — o (A2ua)| < ([ B2 ll, = 1B [,
donde T
£, = | )



46 CAPITULO 3. PERFILES DE VALORES SINGULARES PARA MATRICES DE CORRELACION

Asi, para conocer el nivel de perturbacién de cada

valor singular, es necesario saber qué tan grande es el
M

error B, .

Supéngase ahora que las correlaciones que con-
forman la matriz E  se encuentran acotadas
M M
’(Puv(_Tl,Tz)‘ S Euvy ’(pzv(_TlaTQ)‘ S €zv

entonces segin el teorema [D7 la medida del error

HE%UHQ se encuentra acotada por
1Bl < ViGu (o + 1) + Eofialia (3.5)
donde EM = es de tamaio [(fip + 1) + g X 7g.

Estas cotas €, v €, existen bajo ciertas condi-
ciones, pero en general no son faciles de obtener. Su
existencia depende principalmente de la convergencia
de las correlaciones pM vy oM cuando M — oo, la que
se obtiene, por ejemplo, cuando las correlaciones son
ergodicas

lim @%(_TDT?) = ruv(7-2_7—1)

M— o0

lim gp%(—ﬁ,rg) = Tu(me—11)

M —oo

las cuales son iguales a cero si u%:) y e(k) tienen media
cero y no estan correlacionada

VT, o (T) = cun(T) =0y 120 (7) = c20(7) =0

De esta manera, y bajo las condiciones del teorema
[C32 esta convergencia se logra con probabilidad 1

(Veuwy > 0)(3M,) (VM > My,)

P(|e2 = ruw| < €uw) =1
(Vezo > 0)(3MZ,) (VM > M2,)

Pl =] <€) =1

Es decir, existe una cantidad de muestras M., y M2,
que permite que las correlaciones se encuentren aco-
tadas por €., ¥y €., con probabilidad 1

VM > M,

uvI

VM > M?

FAR

P(‘S"%’ < €uv)

=1
P(‘S"%‘ <ew)=1
lo que demuestra la existencia de dichas cotas.

A pesar de la existencia de las cotas anteriores,
no es una tarea facil poder determinarlas, por lo que

L pue(T) = 0, ver definicién [

para estimar aproximadamente el nivel de estas co-
tas puede utilizarse el otro resultado de convergencia
obtenido del teorema [C2 donde la convergencia se
logra en sentido cuadratico medio

(Vewn > 0)(3Myp)(YM > M,,)

E{|tt - [’} <22,
(Vezo > 0)(3M.,) (VM > M.,

E{|w% - Tzv|2} <e?,

Es decir, existe una cantidad de muestras My, v M,
que permite que las correlaciones se encuentren “aco-
tadas” por ey, y €, en sentido cuadratico medio

E{|oM"} <2,
E{|oM[} <<

donde €., v €., corresponderian a una suerte de cotas
RM@, las cuales entregan un nivel cercano a €,,, y €4

VM > My,

VM > M,,,

€uv ~ Eyw, €zv ™~ Ezv

y ademas son mucho mas faciles de obtener, ya que
se puede utilizar la varianza de los estimadores M y
©M para calcularlas.

Considérese por el momento sélo el estimador

M

Z Z(k — Tl)’l}(k — Tg)

k=—M

1
M/ - -
SDZU( T17T2) 2M+1

que puede ser escrito, de manera conveniente, como

M—71q
1
~M -
SDZ'U(T7 Tl) - oM + 1 Z Z(k)’l)-,—(k)
k=—M-—71
donde
szv(_TlaTQ):¢sz(Tle)a T=T2—T1

v-(k) = Hr(q)e(k),  H:(q)=q "H(q)
Ahora, teniendo en cuenta las siguientes asociaciones
pu(=m) = gLy(r,m),  s(k) = z(k)or (k)

y segun el lema [C] se tiene que la varianza del esti-
mador ¢ es

E {\w%(—ﬁ,fz) — To(T2 — 71)\2} =

1 2M
o 1
a2 |

|| >
————— ) ess(1)
T T

2root mean square o valor eficaz
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donde la covarianza cs4(l) estd dada por el lema
Si para el calculo de c¢45(1) se considera que el filtro
instrumental tiene la siguiente forma

Flg) =q ™ < f(k) = 6k (k —m)

y que u(k) y e(k) no estan correlacionadas, entonces
la covarianza cg(1) resulta

Zh (14 5)h.(5) | a2a?

JEZ

Css - 5K

donde a? y a2 son respectivamente las varianzas de

e(k) y u(k), lo que equivale a
css(l) = 0 (l)aZa?
donde a? es la varianza del ruido de salida v(k)
ay=aly he(j)® =aly hk)?
JEZ keZ

De esta manera, la varianza del estimador 27 resulta

2 (ayay)?
E{ M — ) } = = = 2
‘@zv( Tl T2)| 2M+1 EZ’U

Ahora, la varianza del estimador ¢ se obtiene a par-
tir del resultado anterior, considerando que el filtro
instrumental es igual a f(k) = 0k (k), asi

M 2\ _ (%au)2 .2
E{’%v(—ﬁﬁz)’ } = oMl S
es decir )
e2.— g2 2 (avau)
uv zv 2M+1

Finalmente, estos valores RMS & = g4, = €.
entregan niveles cercanos a €y, y €.y

€uv ~ Euv = &,

€z Y Ezp =E

Entonces el nivel de perturbacién que tienen los valo-
res singulares de AY ~dado por [BH), es aproxima-
damente

Ve

lo que se puede resumir en el siguiente teorema

Zuy?

o (M + 1) + €2,74] aws\/nb—i—l—i—na) Mg

Teorema 3.1 Considérese los siguientes procesos es-
tocasticos reales
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donde F(q) y H(q) son filtros tales que su respuestas
a 1mpulso satisfacen

f(k) = 6 k’ ml

Considérese ademds que {(k) = [ u(k) e(k) ]T es
un proceso de ruido blanco estrictdl de media cero,
tal que

a0

C££(7)=[ 0 a2

Qe

]5K(T)

Entonces, los valores singulares de AM
ven perturbados segun

zuy (nba ﬁa) se

‘ (A%U) zuw ’ H zuvH2 ~ &g
donde
€0 = (M + 1+ fa)Na
2 . M2\ _ M2 (avau)2
€ T E{‘wuv’ }_E{’</)zv’ }_QM—‘,-l
a; = E{v(k)’}=a’ Z h(£)?

LEZ

Este teorema permite abordar el célculo del ran-
go de Azuu(nb, i), ya que los valores singulares nulos

de AM (fy,n,) corresponderian aproximadamente a
los valores singulares de Azuy (7, Mg ) que cumplen con

M
‘ (Azuy)| S €o
y por lo tanto, su rango efectivo estaria dado por
M
= # {U zuy (Azuy

siempre que el filtro instrumental sea de la forma
F(q) = ¢~™, que la potencia del ruido de salida a?
sea conocida, y que u(k) y e(k) sean sefiales de ruido
blanco estricto e independientes entre si.

rango A% >e,b  (3.6)

El teorema anterior entrega también un crite-
rio de diseno para el filtro instrumental, y ademas,
proporciona una herramienta para poder disenar el
nimero de mediciones a tomar, el cual estd dado por
la siguiente relacién

2 (avau)2

o T oMt 1

(o + 1+ g )Ng (3.7)
donde M estd relacionado con el ntimero de pares

de datos del conjunto de mediciones Z%, definido en
3.

3¢(k;) es independiente de &(k

) Vk; # kj, ver definicién [CH
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De esta manera, si se quiere tener una precision
de d decimales en los valores singulares de A2 (7, i),

entonces el numero de datos debe ser proporcional a
2M +1oce;?=(0,5-10"%) 72 =4.10*

Es decir, por cada decimal de precisién que se quie-
ra en los valores singulares de A (7, 7q), se debe
aumentar el niimero de datos en dos 6rdenes de mag-

nitud.

A continuacién se presentan algunos ejemplos,
que ilustran el algoritmo para identificacion es-
tructural, en conjunto con los principales resultados
obtenidos para el caso con ruido

Ejemplo 3.3 Considérese la planta en [4, example
3], la cual tiene ceros ubicados en {—0,8;1,25} y po-
los ubicados en {0,8;0,7 & 50,4}

B 1—-0,45¢g7 ' —¢2
1 -2,2¢7141,77¢72 — 0,529 3

G(q)

cuya estructura (np,ng) = (2,3) se desea identificar.
Esta planta se encuentra sometida a ruido de salida
v(k), generado filtrando ruido blanco estricto unifor-
me e(k) de media cero y varianza 1 mediante

0,4q
q_076

H(q) =

resultando asi que el ruido de salida v(k) tiene va-
rianza conocida a? = 0,25.

En general, los sistemas de ordenes pequenos son
relativamente faciles de identificar, sin embargo, este
sistema presenta un factor pasa-todo

qg—1,25
q—0,8

el cual dificulta el proceso de identificacion estructu-
ral.

Para disenar el numero de datos a medir, se uti-
liza la ecuacion ([324), suponiendo que el orden del
sistema es cercano a Ny = N, = 5, que se desea pre-
cision de un decimal e, = 0,5 - 107" en los valores
singulares y que la senal de entrada tiene varianza
a? =1

(avau)Q
e2

2M +1 = (fp + 1 + 7g) g = 5500

Por este motivo se escoge M = 3000.
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Ast, los parametros a utilizar en el algoritmo [T

se escogen segun
Nmax = 15, M = 3000, L = Nimax

y la senal u(k) se disena como una realizacion de rui-
do blanco gaussiano de media cero y varianza a? = 1,
generada independientemente de e(k), la cual es p.e.
de cualquier orden. Finalmente, el filtro instrumental
se disena de la forma mds simple posible

F(g)=q ™

satisfaciendo las condiciones del algoritmo A y del
teorema [Tl

De esta forma se miden los datos ZﬁﬁM en esta-
do estacionario, con los cuales se construyen los per-
files de valores singulares para la matriz A%y(ﬁb, fa),
mostrados en la figura[Z2A. Para el cdlculo de los ran-
gos se usa la estrategia de la ecuacion (ZA), consi-
derando e, dado por el teorema [l Ademds, para
verificar el comportamiento de los valores singulares
“nulos”, la figura muestra 50 realizaciones de los va-

lores singulares para cada matriz.

Siguiendo el algoritmolZA, se escoge inicialmente
el modelo (7, ng) = (10,10), para el cual se obtiene
rango A2 (10,10) = 14, y asi se puede determinar el
orden del sistema

n = rangoAl; (10,10) — (10+1) =3
Una vez que el orden del sistema es conocido n = 3,

se computan los rangos de las siguientes matrices

M
zZuy

(4,3) =
rango A%y (3,4)

rango A deficiente (singular)

deficiente (singular)
Esta situacion, segin el algoritmo[T4, no puede ocu-

rrir, lo que indica que alguno de los rangos anteriores

fue mal calculado. De hecho la matriz A2, (4,3) se

encuentra justo en el limite de discriminacion, mien-
. M .
tras que la matriz A}, (3,4) es claramente singular.

Es por este motivo que la situacion debe ser

rangoA%y(él,?)) = completo (no singular)
rangoA%y(?),él) = deficiente (singular)

lo que indica que el orden del sistema corresponde a
Ng, €s decir

Ng=n=3
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Perfil de valores singulares (“nb,”na) = (10,10) Perfil de valores singulares (*nb,*na) = (4,3)
3 17
10 10 ¥
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310 _ (o)
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Figura 3.5: Con “o” los valores singulares de A2 (7, 74), con “x” los valores singulares de AX (7, 7a) y

en rojo &,. Cada grafico muestra 50 realizaciones con M = 3-10% y SNR de salida ~ 20[dB].

Finalmente se obtiene el valor de ny, mediante la Glg) = B(q)
matriz asociada al modelo (M, g) = (Ng,2n,), te- A(q)
niendo en cuenta que ng, = n = 3. De esta forma, B(g) = 1+0,3452¢"" +0,53¢>
rangoA%y(?), 6) =9, y por lo tanto 40,3985 3 + 0,8138¢
_ -1 -2 -3
ny = rangoA%y(?), 6)—(2-3+1) =2 A(q) = 1+0,7907¢ " + 0,042¢ 0,5556¢q

—0,0247¢~* + 0,3846¢° + 0,3026¢©

con lo que la estructura identificada del sistema resul- ) )
ta (ny, na) = (2,3) cuya estructura (ny,ng) = (4,6) se desea identificar.
y tta) T ) .

Esta planta se encuentra sometida a ruido de salida

Para mds detalles de la simulacion vea el programa v(k), generado filtrando ruido blanco estricto gaus-
F7Z3 siano e(k) de media cero y varianza 1 mediante

0,44
v(k) = H(g)e(k), H(q)=—=
Ejemplo 3.4 Considérese ahora el mismo sistema que =Y
en [I3, example 4], el que tiene ceros ubicados en resultando asi que el ruido de salida v(k) tiene va-

) ) rianza conocida a? = 0,25.
{0,48 £ 50,84; —0,65 £ 50,65}

. Los parametros a utilizar en el algoritmo [T se
y polos ubicados en escogen iguales al ejemplo anterior, es decir

{0,71 & j0,41; —0,67 = j0,39; —0,43 & 50, 74} Amax = 15, M = 3000, L = fimax
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Perfil de valores singulares (*nb,"na) = (10,10)
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Figura 3.6: Con “o” los valores singulares de A

(p, Tog), con
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Perfil de valores singulares (*nb,"na) = (7,6)
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“x” los valores singulares de AZ) (7w, 7g) ¥

en rojo &,. Cada grafico muestra 50 realizaciones con M = 3-10% y SNR de salida ~ 10[dB].

La senal u(k) se disenia como una realizacién de ruido
blanco gaussiano de media cero y varianza 1, generada
independientemente de e(k), la cual es p.e. de todo
orden. Finalmente, el filtro instrumental se disena de
la forma mds simple posible

Flg)=q ™

satisfaciendo las condiciones del algoritmo [T y del
teorema [Tl

De esta forma se miden los datos Zlﬁ)M en esta-

do estacionario, con los cuales se construyen los per-
files de valores singulares para la matriz A%y (M, g,
mostrados en la figuraZA. Para el cdlculo de los ran-
gos se usa la estrategia de la ecuacion D), consi-
derando e, dado por el teorema [Tl Ademdas, para
verificar el comportamiento de los valores singulares
“nulos”, la figura muestra 50 realizaciones de los va-

lores singulares para cada matriz.

Siguiendo el algoritmolZA, se escoge inicialmente
el modelo (7, 4) = (10,10), para el cual se obtiene

rango A2 (10,10) = 17, asi se puede determinar el

orden del sistema

n = rangoAM (10,10) = (10+1) =6

zZuy
Una vez que el orden del sistema es conocido n = 6,
se computan los rangos de las siguientes matrices

rangoAM (7.6) =

zuy

rangoAM (6,7) =

zZuy

completo (no singular)
deficiente (singular)

lo que indica que el orden del sistema corresponde a
Ng, €s decir
Ng=n=~06

Finalmente se obtiene el valor de ny,, mediante la
matriz asociada al modelo (fp,Mg) = (ng,2n,), te-
niendo en cuenta que n, = n = 6. De esta forma,
rango AM (6,12) = 17, y por lo tanto

zZuy

ny = rangoAM (6,12) — (2-6+1) =4

zZuy

con lo que la estructura identificada del sistema resul-

ta (np,ne) = (4,6).
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Figura 3.7: Con “o” los valores singulares de A

o1

Perfil de valores singulares (*nb,*na) = (8,7)
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(fip, g), con “x” los valores singulares de A2 (7p, 1g) y

en rojo &,. Cada grafico muestra 50 realizaciones con M = 3 -10% y SNR de salida ~ 9[dB].

Para mds detalles de la simulacion vea el programa

2

Ejemplo 3.5 Considérese ahora el mismo sistema que

en [, example 1]

B(q)
G(Q) = m
B(q) = 1-0,1292¢7"' —0,3893¢ 2
+0,3163¢72 4+ 0,2549¢* — 0,5823¢°
A(q) = 1-0,2459¢7"

—0,3786¢"2 — 0,0707¢ 3 — 0,0944¢~*
—0,2881¢7° +0,107¢~% 4+ 0,4695¢~"

cuya estructura (np,ng) = (5,7) se desea identificar.
FEsta planta se encuentra sometida a ruido de salida
v(k), generado filtrando ruido blanco estricto gaus-
siano e(k) de media cero y varianza 1 mediante

0,0976¢2 + 0, 1953¢ + 0, 0976

H =
(@) 2 — 094287 + 0, 3333

resultando asi? que el ruido de salida v(k) tiene va-
rianza conocida a? = 0,25.

Los pardametros a utilizar en el algoritmo [ZA se
escogen iguales al ejemplo anterior, es decir

ﬁméx - 15, M = 3000, L = flméx

La senal u(k) se disena como una realizacion de ruido
blanco gaussiano de media cero y varianza 1, generada
independientemente de e(k), la cual es p.e. de todo
orden. Finalmente, el filtro instrumental se disena de
la forma mads simple posible

Flg)=q™
satisfaciendo las condiciones del algoritmo [Z3 y del

teorema [Z1l

De esta forma se miden los datos ny"M en esta-

do estacionario, con los cuales se construyen los per-
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files de valores singulares para la matriz A%y (g, M),

mostrados en la figura[5_4 Para el cdlculo de los ran-
gos se usa la estrategia de la ecuacion D), consi-
derando ¢, dado por el teorema [ Ademds, para
verificar el comportamiento de los valores singulares
“nulos”, la figura muestra 50 realizaciones de los va-
lores singulares para cada matriz.

Siguiendo el algoritmolZA, se escoge inicialmente
el modelo (7, ng) = (10,10), para el cual se obtiene
rangoA%y(lo, 10) = 18, asf se puede determinar el
orden del sistema

n = rango AM (10,10) — (10+1) =7

zZuy

Una vez que el orden del sistema es conocido n =7,
se computan los rangos de las siguientes matrices

rangoAM (8,7) =

zZuy

rangoAM (7,8) =

zZuy

completo (no singular)

deficiente (singular)

lo que indica que el orden del sistema corresponde a
Ng, €s decir
Ng=n=171

Finalmente se obtiene el valor de ny,, mediante la
matriz asociada al modelo (T, Ng) = (Na,2n4), te-
niendo en cuenta que ng, = n = 7. De esta forma,
rango AM (7,14) = 20, y por lo tanto

zZuy

ny = rangoAl, (7,14) = (2-74+1) =5
con lo que la estructura identificada del sistema resul-
ta (np,ng) = (5,7).

Para mds detalles de la simulacion vea el programa

23

3.3. Comentarios del capitulo

En un ambiente libre de ruido, y bajo las condi-
ciones del lema B3 el rango de la matriz de correla-
ciones muestrales AY (7, n,) queda completamente
determinado, si se utiliza una senal de entrada cuyo
orden de excitacion sea suficientemente alto. Este re-
sultado conduce a métodos no ezhaustivos de identifi-
caciéon estructural, como el propuesto en el algoritmo
Bl el que aprovecha el rango obtenido en el lema 223,
para reducir el nimero total de matrices analizadas
(a un méaximo de 4), y asi obtener la estructura del
sistema. Esto presenta una evidente ventaja, compa-
rado con los métodos exhaustivos del capitulo B los
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que requieren analizar un conjunto mayor matrices,
para poder encontrar la estructura correcta dentro de
la regién

(ﬁbuﬁa) S [Lﬁméx] X [Lﬁméx]

Si la salida del sistema se ve perturbada por ruido
de distribucién de probabilidad desconocida, se pue-
de utilizar la matriz de correlaciones instrumentales
A2, (7, 7rq), la cual reduce el efecto del ruido de sali-
da, debido al lema Ademis, bajo las condiciones
del teorema el rango de la matriz instrumental
AM (A, 7q) también queda completamente determi-
nado, si se utiliza una senal cuyo orden de excitacién
es suficientemente alto. Asi, a través del lema y
del teorema 22 es posible recuperar el método no ez-
haustivo de identificacion estructural, el cual se resu-
me en el algoritmo B2 atin cuando el ruido de salida
tiene distribucion de probabilidad desconocida.

En los casos sin y con ruido de salida, se puede
utilizar la descomposicion en valores singulares de las
diferentes matrices para poder determinar su rango.
En el caso sin ruido los valores singulares nulos se
pueden descartar utilizando el criterio de la ecuacion
1), cuyo umbral de discriminacién €, estd dado por
la ecuacién ([BZ), ya que estas matrices tienen sélo
errores de tipo numérico. En el caso en que existe rui-
do de salida, la perturbacién producida por el ruido es
mucho mayor que las perturbaciones numéricas, por
lo que se utiliza la estrategia de la ecuacién ([BH) para
descartar los valores singulares nulos, considerando el
umbral de discriminacién €., obtenido en el teorema

BT

La eleccién del filtro instrumental de la forma
F(q) = ¢~™, ademds de ser simple, permite obte-
ner el nivel de discriminacion ¢, ttil para calcular el
rango efectivo de A%y. Gracias a la eleccion de este
filtro, dicho umbral depende sélo de la potencia del
ruido de salida, de la potencia de la senal de entrada

y del nimero de muestras.



Capitulo 4

Relacion con la matriz de Yule-Walker
y con la matriz de Hankel del sistema

N este capitulo se muestran algunas propiedades
de valores singulares y valores propios para las
matrices GPM y GIPM, las que dependen basicamen-
te del retardo de la planta y del retardo de la secuencia
instrumental. Posteriormente se verificara que, satis-
faciendo ciertas condiciones, la matriz GIPM posee
valores singulares que son redundantes al identificar
el orden de la planta. También se obtendra que la
submatriz 'S, de la matriz GIPM, es suficiente pa-
ra determinar la estructura del sistema. Finalmente,
se establecerdn relaciones de esta matriz I'S; con la
matriz de ecuaciones de Yule-Walker y con la matriz
de Hankel del sistema, permitiendo estimar los valo-
res singulares de Hankel, a partir de mediciones de
entrada y salida.

4.1. Propiedades de valores sin-
gulares y valores propios
4.1.1. Caso de la matriz GPM

Considérese el sistema en [ZI9) y la siguiente
particién para la matriz de producto generalizda (GPM)

ASS (T, 7g), definida en ZZ3)

e (i, +1)
Fg%(ﬁb, ’fLa)

F;?l(ﬁba ﬁa)T

Ag?w(ﬁbvﬁa) = T (’fLa)

donde I'5%(n) y F 5%(7, i) se encuentran definidas
en v ([Z28) respectivamente.

Al utilizar una actuacién con caracteristicas de
ruido blanco, es decir, ¢S (7) = a2dx (), se obtiene
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que I'2 (7, + 1) = a21 y ademds que

g(—1) 9(—"a)
Foin)T = a2 9(0) g(1 —g)
zulTb, Na = Qy, : .
Gl —1) - glan—na)

la que tiene siempre la primera fila nula, ya que la
planta es evidentemente causal.

Teorema 4.1 Considérese que u(k) es tal que 25,(T)
a2ék (7). Si la planta tiene la siguiente forma

bdgq_dg 4+ by,
G(q) = — —
IT+aigt +--+ap,qg

entonces la matriz ASS, (fu,, Ng) tiene por lo menos
1+d, valores singulares iguales a a2 y al menos 1+d,
valores propios iguales a a?.

Demostracion. Lo anterior se debe a que la matriz
e (fp+1) = a21, y también a que las primeras 1+d,
filas de F 2%, (fp, 71q)T v las primeras 1 + d, columnas
de F 33 (7, 1) son nulas. QED.

Notar que todos los valores singulares y valo-
res propios iguales a a2, mencionados en el teore-
ma anterior, tienen su origen gracias a que la matriz
' (7 + 1) aporta tantos a2 como retardos tiene la

planta.

4.1.2. Caso de la matriz GIPM

Considere el sistema de la ecuacién ZId) y la
secuencia instrumental definida en ([Z23). De mane-
ra similar a la seccion anterior, puede establecerse la
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siguiente particién para la matriz generalizada de pro-
ducto instrumental (GIPM) A2 (T, fog)

e (ny +1)
F 35N, g)

Fg%(ﬁba ﬁa)T

A I ()

zim (ﬁbv ﬁa) =

donde I'3%() y F 55(fw, fia) se encuentran definidas

en [ZZ7) y Z2]) respectivamente.

En el caso GIPM es mucho mas facil controlar
la cantidad de valores propios iguales a a2, ya que
esto se puede lograr disenando de manera adecuada
la secuencia instrumental; sin embargo, no ocurre lo
mismo con los valores singulares iguales a a2, que si-
guen sujetos al retardo de la planta.

Lema 4.1 Considérese que la actuacion u(k) es tal
que 922 (1) = a2k (1), que la planta tiene la siguiente
forma

bd qid9+...+b q*nb
Glq) = —— e
Il+aig '+ +apq "
y que la secuencia instrumental se disena de la si-
guiente manera
ld qidf+..._|_l q*ml
F(q) = —L— —
L+ kgt 4+ kg

donde dy > f,. Entonces, AZ (7w, Ng) -

1. es una matriz triangular por bloques

2. tiene al menos ny 4+ 1 valores propios iguales a
a2, provenientes de la submatriz TS, (fiy, + 1)

3. rango A (T, g) = (fiy + 1) + rango 'S (71g)

4. tiene al menos 1+ dy valores singulares iguales
a a2, provenientes de la submatriz TS (Ry, + 1)

Demostracion. La forma triangular por bloques de

AL (7, 1) se debe exclusivamente a que
f(=1) f(0) fw —1)
Fou(n,fe) = ay| S :
f=na) f(L=7a) - f(R6 = 7a)

es una matriz nula para la secuencia instrumental es-

cogida. Los valores propios se obtienen directamente,
ya que A% (7p, ) es triangular por bloques, enton-
ces se cumple que

det(AZ, — AI) =

zZux

det(T'SS, — XI) det(T'% — A1)
= (aZ = \)" T det(T' — A)

u
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donde el rango corresponde al ntimero de valores pro-
pios que son diferentes de 0. Ahora, A5 (7p, 71,) tiene
1 + d, valores singulares iguales a a2, debido a que
F 2u(fy, g) es una matriz nula y a que F 4y (2, g) "

tiene sus primeras 1 4 d, filas nulas. QED.

Con las condiciones del resultado anterior, se pue-
de ver que hay ny 4+ 1 valores propios que no apor-
tan informacién para determinar si A% (7, 72g) es de
rango completo, y que por lo tanto se considerarian
redundantes. Esto hace pensar que podria existir una
forma de prescindir de la matriz A, (7, 7,) para
identificar la estructura de la planta, lo que se podria

lograr sélo mediante su submatriz I'SS (72,).

Considérese por ejemplo que la matriz A, (7p, 74
se construye utilizando ny = dy, donde dy es el retar-
do del filtro instrumental

ld qidf_i_..._i_lmq*ml
F(q) = —5— —
1+ kgt + -+ kg™

que la actuacion u(k) se disena de manera que ¢S5, (1) =
a8k (7), y que se satisfacen las condiciones del teo-
rema 22 entonces el rango de I'%2 (12,,)

rango 'S5 (7q) = rango A2 (df,ne) — (df + 1)
queda completamente determinado, ya que el rango
de AL (df,ng) es conocido, gracias al teorema 2

Zux
lo que conduce al siguiente teorema

Teorema 4.2 Considere los datos Z3, y Z55 medi-

dos de [Z19) y (ZZ3) respectivamente. Si u(k) es tal
que 22 (1) = a8k (1), y el filtro instrumental

ld qidf_|_..._|_lmq*ml
F(q) = —+—— —
1+kigt+ -+ kg™

satisface max(m; — ny, mi — ng) > 0, entonces

1<0
1>0

Mg,
max(fg — df + np, Na),

rangoI'Ss (n,) = {

donde i = min(dy — np, Mg — Na)-

Nota 4.1 Este ultimo resultado se cumple “genérica-
mente”, es decir, pueden aparecer casos ertranos en
los cuales no es valido. Estos casos son bastante raros,
y son producidos por combinaciones desafortunadas
de F(q), G(q) y u(k), pero desde un punto de vista
prdctico, no hay necesidad de preocuparse, ya que este
conjunto de casos aparece de manera muy esporddica.
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Este resultado “genérico” para TS () se debe a que
el rango de la matriz A, (fw,, Ng) también se cumple
“genéricamente” cuando M — oo. Para mas detalles

consulte la seccion del capitulo [3

Notese que la construccion de la submatriz GIPM
' (f,) depende explicitamente de 7, e implicita-
mente de dy, es decir, del par (df,f,). Asi, la regién
en la cual I'22(7,) es no singular (i < 0) corresponde
exactamente a la regién gris de la figura2Z4l reempla-
zando 7y, por dy. Andlogamente, en la misma figura,
se muestra en color blanco la regién en la cual I'% (72,,)
es singular (7 > 0).

4.2. Meétodo de perfiles para la

submatriz GIPM

Con el resultado del teoremaE2 se evidencia que
no es necesaria la matriz GIPM A2 (7, 7, ) para es-
timar la estructura de la planta, sino que es suficiente
el uso de la submatriz I'(7,). Esta tarea se puede
lograr a través de pruebas exhaustivas de singulari-
dad sobre I'22(72,), de manera similar a los ejemplos
B4 23 y 28 mostrados en el capitulo Bl ya que la

regién en que I'%° (7,,) es singular es conocida.

Como se ha visto, estos métodos exhaustivos bus-
can la estructura correcta (ny,n,) en cada punto de
la regién (ds,ng) € [1, Amax] X [1, fimax), 1o que no es
muy eficiente, ya que se requiere analizar una gran
cantidad de matrices cuando la region es grande.

En analogia al capitulo Bl se puede aprovechar
la informacién adicional que entrega el teorema
sobre el rango de I'%2 (71,4, para obtener un método no
exhaustivo de busqueda de la estructura del sistema,
y asi reducir el niimero de matrices utilizadas. Este
método no exhaustivo podria resumirse como

1. Determinar el orden del sistema n = max(ny, n4)
a partir de

n = rangol'2; (n), con df =n
donde 7o > n.

2. Determinar si el orden del sistema corresponde
a ny 0 ng, mediante la verificacién de la singu-
laridad de las siguientes matrices

I'2o(n) = ;singular?, condy =n+1
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I'o(n+1) = jsingular?, condy =n

de esta manera, si
a) T2 (n) es no singular y T'2%(n 4 1) es sin-
gular, entonces n, = n
b) T (n) es singular y 'S (n + 1) es no sin-
gular, entonces ny, =n
c) T2 (n) y I'2(n + 1) son no singulares, en-
tonces ny =ng ="n

3. Dependiendo del resultado del punto anterior,
calcular el pardmetro restante segiin

ny, = rangol'Ss(2n,) — ng, con dy = n,
ng = rangol'Z;(ny), con dy = 2n,
donde el calculo de n; se muestra en la figura

B y el calculo de n, se muestra en la figura
B2 reemplazando ny, por dy.

En todos los puntos anteriores la estructura del filtro
instrumental (m;, my) debe cumplir

max(m; — np, Mk — ng) >0
para asi satisfacer el teorema

Dado que las combinaciones

(d.fvﬁa) =
(dfvﬁa) =

(Na,2n4) = (n,2n)
(2np,np) = (2n,n)

son las més grandes a utilizar en el procedimiento
anterior, es suficiente que la regién en que se realiza
la buiisqueda no exhaustiva sea

(dfv ﬁa) € [nb, ﬁméx] X [na7 7é"méx]
donde n4x debe ser escogido tal que
Aimax > 2n = 2max(ny, ng)
Notese ademaés que, al trabajar en esta regién, la con-
dicién
max(m; — np, Mk — ng) >0

siempre se cumple, ya que
max(m; — np, My — Ng) > Max(my — dy, my — Ng)
donde mp; — df Z 0.

En la préctica, para implementar este método no
exhaustivo, los conjuntos de datos Z;. y Z:5 deben
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// regién de prueba
1 escoja Nimax > 2n = 2max(np, N );
2 escoja M muy grande y L > fimax;
// disefio de sefial de entrada
3 disefie u(k) tal que ¢ (1) = a2k (7);
// medicién
4 mida ZEM en estado estacionario;
// identificacién
escoja 1 tal que n < N < Nypax;
n = rangoI'M (7)), con dy = n;
[y =T (n), conds =n+ 1;
L, =TY(n+1), conds =n;
if (T, no singular y Ty singular) then
10 Ng =N;

© 0w N o w

11 ny = rango '™ (2n,) — n,, con dy =ng;

12 else if (T, singular y Ty no singular) then

13 ny = n;

14 ne = rango ' (ny), con dy = 2ny;

15 else if (T, no singular y Ty no singular) then
16 ny = n;

17 Ng = N;
18 else
19 Advertencia: Esta situacién no puede

ocurrir. Revisar los rangos de las matrices;
20 end

Algoritmo 4.1: Bisqueda del par (np,n,) con
el método de perfiles para T (7).

ser aproximados por las mediciones ZLM y ZLM
definidas en la ecuacion ([Z4), por lo que la submatriz
debe construirse segiin

T
M z(k—1)

1
F]VI Aa _
Y=g 2|
=M 2k — )

z(k—1)

x(k — fa)
considerando M muy grande y L > fiysx-

De esta forma, el procedimiento no exhaustivo
puede resumirse en el algoritmo EZIl donde el calculo
de los rangos puede abordarse mediante la siguiente
estrategia, basada en la obtencién de valores singula-
res

rangol“% =4 {U(F%) | U(F%) > eg}

la cual permite descartar los valores singulares de I'Z
que son comparativamente despreciables.
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Ejemplo 4.1 Considérese la siguiente planta

0,3

G(g) = - -
(9) q%(q —0,8e¢3™/4)(q — 0,8e=97/4)(q — 0,7)

cuya estructura (ny,ng) = (5,3) se desea identificar.

Los pardmetros a utilizar en el algoritmo [I_]] se
escogen sequn
Amax = 15, M = {10°,10°}, L = fimax
u(k) se diseria como una realizacion de ruido blanco
estricto gaussiano de media cero y varianza 1, y el
filtro instrumental se disena de la forma mds simple
posible

F(g)=q"

De esta manera, se miden los datos ZL:M
tado estacionario, con los cuales se construyen los
perfiles de wvalores singulares para T (7,), mostra-
dos en las figuras f1 y 234 Para verificar el com-
portamiento de los valores singulares “nulos”, estas
figuras muestran 50 realizaciones de los valores sin-
gulares para cada matriz.

En €es-

Siguiendo el algoritmo[f_]], se escoge inicialmente
el modelo (dy,n,) = (10, 10), para el cual se obtiene
el orden del sistema

n = rangoT'M(10) =5

Una vez que el orden del sistema es conocido n = 5,
se computan los rangos de las siguientes matrices

rangol(5) =
rangoT'(6) =

deficiente, con dy = 6

completo, con dy =5

Lo anterior indica, segin el algoritmo |1}, que el or-
den del sistema corresponde a ny, es decir

np=n=>5
Finalmente se obtiene el valor de n,, mediante la ma-
triz asociada a (df,fq) = (21, ny), teniendo en cuen-
ta que ny =n =5

ng = rangol(5) = 3

con lo que la estructura identificada del sistema resul-
ta (ny,ng) = (5,3).

Para mds detalles véase el programa [,
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Figura 4.1: Busqueda de (ny, n,) = (5,3). Cada grafico muestra 50 realizaciones de los valores singulares de
I'M(f,) con M = 103.

Perfil de valores singulares (df,"na) = (10,10)

=
o

=
o

=
o

tamanno del valor singular

=
o

)

Oa
@
€ )

(@ )]

P S T

iy
o

[

N
w
EN
a
(o]
~-
©
©
1S

valor singular
Perfil de valores singulares (df,"na) = (5,6)

=
o

=
o
TR S

=
o

tamanno del valor singular
I

1010 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0

valor singular

Perfil de valores singulares (df,"na) = (6,5)

= =

o o
Dl
A4

=
o

=
o

N
o

tamanno del valor singular

=
o

e}

=
|

I
Pl P

.0

=
o

-

T

15 20 25 30
valor singular
Perfil de valores singulares (df,"na) = (10,5)

35 40 45

5.0

=
o

AT

o
A=y

=
o

=
o

=
o

N
o

tamanno del valor singular

=
o

)

(@«

2|

I
Pk e

=
o

0

15 20 25 30
valor singular

35 40 45

5.0

Figura 4.2: Busqueda de (ny,n,) = (5,3). Cada grafico muestra 50 realizaciones de los valores singulares de
' (fa,) con M = 10°



58
Perfil de valores singulares (df,"na) = (10,10)
13
10 |
§ b
2 P O o0 @
g (R
5
S a
> = A
©
kel =
° S,
c
=
©
£ S|
8
01 2 3 4 5 6 7 8 9§ 10
valor singular
Perfil de valores singulares (df,"na) = (6,7)
]
g © o o e
5 e
5
© 1
=
10 g
° ]
S -3
§10 § q
I ]
g -4
10 §
o1 2 3 4 s 6 7
valor singular
Figura 4.3:

'’ (f,) con M = 103.

Perfil de valores singulares (df,"na) = (10,10)

5

g Oooo

2 o

"

5

©

. 2

$10 ]

2

10 ]

£ ]

S 4 :
10 ]

101 2 3 4 5 6 7 8 9 10

valor singular
Perfil de valores singulares (df,"na) = (6,7)

T

= o O o o)

2 e)
"

5

©

>

©

© |

2 4

10 ]

£ ]

8 4

10 ]

101 2 3 4 75 e 7

Figura 4.4:

valor singular

I'M(f,) con M = 10°.

tamanno del valor singular

tamanno del valor singular

tamanno del valor singular

tamanno del valor singular

CAPITULO 4. RELACION CON LA MATRIZ DE YULE-WALKER Y LA MATRIZ DE HANKEL

Perfil de valores singulares (df,”na) = (7,6)

H
1S5
g
kv
o
@

=
ol
MR

1010 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
valor singular
Perfil de valores singulares (df,"na) = (6,12)

-

=
o

TR

80cooo

iy
o
(=)

0ce

=
o

=
o

!
cd® Y

=
o

!
ES

—— T

4 6 8 10 12
valor singular

=
o
o

Bisqueda de (ny,n,) = (4,6). Cada grafico muestra 50 realizaciones de los valores singulares de

Perfil de valores singulares (df,"na) = (7,6)

10

o
N4

o]

1010 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
valor singular
Perfil de valores singulares (df,"na) = (6,12)

-

=
o

A

OOOOoo

[y
o
o

OOOO

=
o

N
o

=
o

L S S S S S S S S S L N

4 6 8 10 12
valor singular

H
I OI

P ST ST, S - SO
(€« )

=
o

Bisqueda de (ny,n,) = (4,6). Cada grafico muestra 50 realizaciones de los valores singulares de



4.3. RELACION CON LA MATRIZ DE YULE-WALKER 59

Ejemplo 4.2 Considérese ahora el mismo sistema que con lo que la estructura identificada del sistema resul-

en [I3, example 4]

B(q)
G(Q) = m
B(q) = 1+0,3452¢ 14 0,53¢ 2
+0,3985¢ 3 +0,8138¢ 4
Alg) = 140,7907¢"" +0,042¢"2 — 0,5556¢ >

—0,0247¢~* 4 0,3846¢° + 0,3026¢°
cuya estructura (ny,ng) = (4,6) se desea identificar.

Los pardmetros a utilizar en el algoritmo [ se
escogen segun

Amax = 15, M = {10°,10°}, L = fimax
u(k) se disenia como una realizacion de ruido blanco
estricto uniforme de media cero y varianza 1, y el
filtro instrumental se disena de la forma mds simple
posible

Flg)=q "

De esta forma se miden los datos ZL:M en estado
estacionario, con los cuales se construyen los perfiles
de valores singulares para T (7,), mostrados en las
figuras -3 yl4 Para verificar el comportamiento de
los valores singulares “nulos”, estas figuras muestran
50 realizaciones de los wvalores singulares para cada
matriz.

Siguiendo el algoritmo[f_]}, se escoge inicialmente
el modelo (dy,na) = (10,10), para el cual se obtiene

n = rangoI'M(10) = 6

Una vez que el orden del sistema es conocido n = 6,
se computan los rangos de las siguientes matrices

rangol'(6) =
rangoTM(7) =

completo, con dy =17
deficiente, con dy = 6

Lo anterior indica, segin el algoritmo [{1], que el or-
den del sistema corresponde a ng, es decir

Ng=n==~6

Finalmente, se obtiene el valor de ny,, mediante la
matriz asociada al modelo (dy,ng) = (Ng,2ng), te-
niendo en cuenta que n, = n = 6. De esta forma,
rango '’ (12) = 10, y por lo tanto

ny = rangoT2(12) —6 = 4

ta (np,ng) = (4,6).

Para mds detalles véase el programa [EZ5.

Notese que, al usar un nimero finito de muestras,
se producen errores en '’ con respecto a la matriz
ideal I'SS,, debido a que el célculo de las correlaciones

es incompleto

=12 +EM

’ M
pa A}lm E;, =0

— 00

Asi, los valores singulares nulos de I'SS se ven per-
turbados al utilizar la matriz aproximada I'M | resul-
tando notablemente mayores que la precision eps del
computador. Esto muestra una clara desventaja de
'’ con respecto a la matriz AY | ya que el rango de
esta ultima matriz es exacto para un nimero finito de
muestras, segun el teorema B2 por lo que sus valores
singulares “nulos”son del orden de magnitud de eps.

Relacion con la matriz de
Yule-Walker

4.3.

A pesar de la desventaja mostrada en la seccién
o presenta una notable ventaja

anterior, la matriz I'SS,

sobres la matrices AJ, v ASS ., va que, con una elec-
cién adecuada del filtro instrumental F'(q), se puede
prescindir de la medicién de u(k) para la construc-
cién de I'SS, resultando asi particularmente 1til para

la identificacién estructural de sistemas ARMA.

Supéngase, por ejemplo, que sélo se tienen medi-

ciones de la salida x(k) del sistema en ([ZI9)
ZEM = [ o(-M - L) z(M) ] (4.1)

Supéngase ademés que u(k) satisface ¢ (7) = a2 05 (7)
y que el filtro instrumental se disena tal que

F(q) = ¢ Glq)
Es decir, z(k) = z(k — cif), donde

bdgq_dg 4+ by,
G(q) = — —
IT+aigt +--+ap,qg

Asfi el retardo real del filtro instrumental seria
df = CZf + dg

Al aplicar estas condiciones al teorema EE2 se puede
obtener el siguiente corolario
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2n,

Ng

ny —dg Mg dy

Figura 4.5: Busqueda de (ny — dg,m,) en el caso
ny —dg < ng. En gris: regiéon donde I'S;, es de rango
completo. En blanco: region donde I'Y es deficiente
de rango.

Corolario 4.1 Considérese los datos Z2° medidos de
(EI3). Sila serial u(k) es tal que p55,(T) = a2dk (1) y
se utiliza la secuencia instrumental z(k) = x(k — dy),
entonces

Na, 1<0

e fla) = ]
rango I'Z; (7a) {méx(ﬁa_df—dg+nb,na), i>0

donde 1 = ml’n(cif +dg — np, g — Ng).

Nétese que la condicién max(m; — ny, mi —ng) > 0,
establecida en el teorema 22, siempre se satisface con
las condiciones de este corolario, ya que la estructura
del filtro instrumental es (m;, mg) = (df + 1y, na),
donde d; > 0.

Las correlaciones que componen la matriz
o0 o0 (A
Pra (0) Pra (na - 1)
00 (A _ . .
Fz:n(nll) - N
o0
©22(0)
considerando las condiciones del corolario anterior, se
ven reducidas a

(1 —1ng)

@2 (1) = o2 (T —dy) = ¢ (dy — 7)

por lo que la matriz T'% (7,) corresponde a la matriz
de Yule-Walker 20, ecuacién (C8.1.4)]

¢ (dy) ¢35 (dy — o +1)
P;;(ﬁa) — .

gO;‘;:(CZf + ﬁa - 1)

¢35 (dy)

nb—dg

Ngq

2(np — dg) dAf

nb—dg

Figura 4.6: Busqueda de (n, — dg,n,) en el caso
ny —dg > ng. En gris: regién donde I'S;, es de rango
completo. En blanco: regiéon donde I'SS es deficiente
de rango.

En [21] y [@) era conocido que la matriz de Yule-
Walker cumple

det I‘ch(ﬁa){ 70,

:07

1<0
>0
con i = Hlfn(CZf —Np, Mg —Na) ¥ dg = 0. Ademas en [
se conocia el rango de esta matriz para algunos casos

rango 'S (fg) = ng, si sz —np > Ng —ng >0

al igual que en [25]

ng + 1, sicffznb

rangoI'% (n, + 1) = { . S

ambos resultados considerando d, = 0. Sin embargo,
el corolarioElaporta nueva informacion, indicando el
rango de esta matriz para cualquier valor de dy, ng y
dg, el que puede ser usado para implementar métodos
no exhaustivos, en forma similar al algoritmo BTl

El siguiente método no exhaustivo, basado en el
resultado del corolario Bl es capaz de identificar el
par (ny —dg,n,) y no directamente la estructura de la
planta (np, ng). Esto se debe a que el retardo real del
filtro instrumental dy = d t 4 dg4 es desconocido, pues
el retardo de la planta d, no se conoce, pudiéndose
manejar solamente d -

1. Determinar n, = méx(n, — dg, n,) a partir de
n, = rango 2 (7), con dy =1

donde n > n,.
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2. Determinar si n, corresponde a (ny — dy) 0 ng,
mediante la verificacién de la singularidad de
las siguientes matrices

[5(ne) =
I'S(n,+1) =

[singular?, con ch =n,+1
singular?, con ch =n,
De esta manera, si
a) T2 (n,) es no singular y I'SS (n,+1) es sin-
gular, entonces n, = n,

b) T2 (no) es singular y I'SS (n,+ 1) es no sin-

gular, entonces (ny — dg) = n,
c) T2 (no) y I'S(n, + 1) son no singulares,

entonces (ny — dg) = ng =N,

3. Dependiendo del resultado del punto anterior,
calcular el pardmetro restante segin

(ny —dy) = rangoI'Se(2n,) — ng,
con d} =ng
ng = rangol'Z (ny —dy),

con dy = 2(ny, — dy)

donde el célculo de (ny — dy) se muestra en la
figura B y el cdlculo de n, se muestra en la

figura EEGl

Dado que las combinaciones mas grandes a utili-
zar en este método son

(dAfvﬁa) =
(vaﬁa) =

es suficiente que la regién de andlisis sea

(g, 2n4) = (o, 2n,)

(2[ny — dg], e — dg) = (210, 16)

(sza ﬁa) S [nb - dga ﬁméx] X [nm ﬁméx]
donde n4x debe escogerse tal que
fimax > 2No = 2méax(ny — dg, ng)

Finalmente, dado que en la practica no se puede me-
dir Z2°, entonces debe aproximarse como ZLXM con
M muy grandey L > 20,4« de forma que la matriz de
Yule-Walker pueda construirse para cualquier punto
de la region de andlisis. Asi, el método y las condicio-
nes mencionadas anteriormente pueden resumirse en

el algoritmo

Los rangos del algoritmo pueden obtenerse a
través de valores singulares

rangoI‘% =4 {O’(F%) | U(F%) > eg}
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// regién de prueba
1 €8C0ja fimax > 2N = 2mAax(ny — dg, ng);
2 escoja M muy grande y L > 20m4x;
// medicién
3 mida ZZM en estado estacionario;
// identificacién
escoja n tal que n, < N < Nmgx;
ne = rangoT'M (7), con d; = ;
Iy =TM(n,), con df = n, + 1;
Iy =TY(n,+1), con ch = Ny;
if (T, no singular y T, singular) then
Ng = No;

© 0 N o o s

10 (np — dy) = rango T (2n,) — n,, con
(if = Ng;
11 else if (T, singular y T, no singular) then
12 (np — dg) = no;
13 ne = rango ' (n,
df =2(np — dy);
14 else if (T, no singular y Ty no singular) then

—dy), con

15 (ny — dg) = no;

16 Ng = No;

17 else

18 Advertencia: Esta situacién no puede

ocurrir. Revisar los rangos de las matrices;
19 end

Algoritmo 4.2: Bisqueda del par (n, — dg, ng)
con el método de perfiles para 'Y (7, ) en el caso
ARMA.

lo que permite descartar los valores singulares de T4
que son comparativamente despreciables. En [9] se
propone un criterio para determinacion de rangos, ba-
sados en valores propios

rango T2 = # {AT2) | |MT2)| > ex}

Este criterio permite descartar valores propios de ma-
trices perturbadas que poseen sélo un valor propio
“nulo”, y en él se considera que u(k) tiene distribu-
cion gaussiana.

Para ilustrar el algoritmo EE2 se computaréan los
rangos de las matrices a través de valores singulares,
utilizando las mismas plantas de los ejemplos BTl y
2 pero ahora considerando que no se puede medir

Ejemplo 4.3 Considérese la planta x(k) = G(q)u(k),
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cuya estructura es (ny,ng) = (5,3) condy =5

G( ) _ 0,3
U= (= 0,8¢7/%)(q— 0,8¢77/%)(qg — 0,7)

donde u(k) es ruido blanco estricto gaussiano de me-
dia cero y varianza 1.

Los pardametros a utilizar en el algoritmo [f-4 se
escogen sequn

fmax =15, M = {10%,10°}, L = 2fimax
De esta manera, se miden los datos Z2M en es-

tado estacionario, con los cuales se construyen los
perfiles de valores singulares para T2 (7,,), con z(k) =
x(k — dy), mostrados en las figuras {1 v =8 Para
verificar el comportamiento de los valores singulares
“nulos”, estas figuras muestran 50 realizaciones de los
valores singulares para cada matriz.

_ Siguiendo el algoritmo[f.3, se escoge inicialmente
(df,nq) = (10,10), para el cual se obtiene
= rangoTM(10) = 3

No

Una vez que n, = 3 es conocido, se computan los
rangos de las siguientes matrices

rangol'(3) =
rangoTM(4) =

completo, con d} =4
deficiente, con dy = 3
Esto indica, segun el algoritmo I3, que

Ng =Np = 3
Finalmente, se obtiene el valor de (ny —dy), mediante
la matriz asociada a (df, M) = (Ng,2n,), teniendo

en cuenta que ng = n, = 3, con lo que se obtiene
rango I'’4(6) = 3, y por lo tanto

ny —dy = rangoT (6) —3 =0
con lo que la estructura identificada del sistema resul-

ta (ny — dg,ng) = (0,3).

Para mds detalles véase el programa [EZ201

Ejemplo 4.4 Considérese la planta x(k
cuya estructura es (ny,ng) = (4,6) con

) = Glq)u(k),
dy =0

B(q)
G(Q) = m
B(qg) = 1+40,3452¢7 +0,53¢~2
+0,3985¢ % +0,8138¢*
A(g) = 1+0,7907¢ " +0,042¢ % — 0,5556¢

—0,0247¢~* 4 0,3846¢ " + 0,3026¢°
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donde u(k) es ruido blanco estricto uniforme de media
cero y varianza 1.

Los pardmetros o utilizar en el algoritmo [[.4 se
escogen sequn
M = {10°,10°},

flméx = 15, L= 2ﬁmax

De esta forma, se miden los datos ZEM en es-

tado estacionario, con los que se construyen los per-
files de wvalores singulares para T (7,), con z(k) =
x(k — ch), mostrados en las figuras [.9 y E-10 Para
verificar el comportamiento de los valores singulares
“nulos”, estas figuras muestran 50 realizaciones de los
valores singulares para cada matriz.

_ Siguiendo el algoritmo[f3, se escoge inicialmente
(dy,nq) = (10,10), para el cual se obtiene

n, = rangoT'M(10) = 6

zr

Una vez que n, = 6 es conocido, se computan los
rangos de las siguientes matrices

rangoTM(6) =
rango(7) =

completo, con dAf =7
deficiente, con ch =6
Esto indica, segin el algoritmo [f.3 que

Ng =Ny =06
Finalmente se obtiene el valor de (ny —dg), mediante
la matriz asociada a (df,Ma) = (Na,2n4), teniendo

en cuenta que ng = N, = 6, con lo que se obtiene
rango 'Y (12) = 10, y por lo tanto

ny —d, = rangoT (12) — 6 =4

con lo que la estructura identificada del sistema resul-
ta (ny — dg,ng) = (4,6).

Para mds detalles véase el programa [E22].

Con estos dos ejemplos se puede evidenciar que
la matriz de Yule-Walker, utilizada para identificar
estructura de sistemas ARMA, es “ciega” al retardo
de la planta d, y al orden del numerador n;, entre-
gando asi solo informacién acerca de su diferencia, es
decir, del par (n, — dg,n,). Sin embargo, este resul-
tado coincide con la estructura real del sistema si el
retardo de la planta es d, = 0, es decir, cuando la
planta es bipropia.
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Figura 4.9: Busqueda de (ny, — dg,nq) = (4,6) caso ARMA. Cada grafico muestra 50 realizaciones de los
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4.4. RELACION CON LA MATRIZ DE HANKEL DEL SISTEMA

Relacion con la matriz de
Hankel del sistema

4.4.

Como se menciond, y con las condiciones del teo-
remaLA la matriz 1'% (7,) es suficiente para estimar
la estructura la planta, y en particular su orden, tal
como lo muestra el siguiente corolario del teorema L2

Corolario 4.2 Considérese los datos Z35 y Z23 me-

didos de (ZI4) y (ZZ3) respectivamente. Si u(k) es
tal que (1) = a28k (1), y el filtro instrumental

lag™" 4+ lny g™

F =
@ = T g T F k™

satisface max(m; — ny, mi — ng) > 0, entonces
. n, n<n
rangoI'%(n) = T
wrs@={ v "
donde n := max(ny, ng).

La identificacién del orden del sistema corresponde,
de hecho, al primer paso de identificacién a realizar
en el algoritmo 1

Como ya es sabido [I2], [I0, seccién 2.3], la matriz
de Hankel H(7) asociada al sistema en ZI9) es

g(1)  g(2) g(n)
X g(2)  g(3) g(n+1)
H(n) = : : :
g(n) g(n+1) g(2n —1)

donde g(k) es la respuesta a impulso del sistema, y
cuyo rango esta dado por

)

S >
> D
VIA

rango H(n) = { "

, n
Esto es vélido cuando el sistema es de realizacion
minima, es decir, cuando es completamente contro-
lable y completamente observable, y coincide con el
rango obtenido en el corolario

Naturalmente uno puede preguntarse si existe al-
guna relacién entre la matriz H(n) y la matriz 'S (72),
o preguntarse si comparten alguna otra propiedad
ademads de tener rangos iguales y bajo qué condicio-
nes. El siguiente teorema muestra la existencia de ta-
les relaciones

65

Teorema 4.3 Sean Z2% and Z52 medidos de (Z14)
y (ZZ3) respectivamente. Si la serial u(k) es tal que
0 (1) = a0k (7), y el filtro instrumental es diseriado

como F(q) = q~ ", entonces T (1) tiene la siguiente
forma
9(n) 9(2)  9(1)
| 9+n) 93)  9(2)
%) = ay : , '
9(2n—1) g(L+n) g(n)
es decir
P25(7) = agH(n)J
donde
0 0 1
J = 0
0o .-
1 0 0

Ademds, si H(n) tiene la siguiente descomposicion en
valores singulares

H(n) =USVT

entonces la descomposicion en valores singulares para
00 /2
e (n) es

P2 (7) = U(ap2)(VTJ)

y ast, los valores singulares de T'.(7) son proporcio-
nales a los valores singulares de Hankel del sistema

o(I%) = ay - o(H)

Demostracién. Dado que cada elemento de I'%S (1)

% (0) v (1)
P = | '

(1 — ) #5(0)

tiene la forma ¢ (1), v que ¢ (1) = a2dk (1), en-
tonces

02 = fxTgxem =as- (¢ "0k)xTg
es decir
@2 (1) = al(Tg) (T —n) = asg(h —T)

por lo que I'%(7) = a2H(n)J. El resto de la demos-
tracion sigue directamente de la estructura de I'%2 (1),
la que es similar a la matriz de Hankel del sistema,
salvo que sus columnas estan escritas de derecha a
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M=102 M=10> M=10" M =10° M=102 M=10> M=10"* M =10°
o1 | 13,7730 94405 10,1963 9,396 o1 | 1,0020 13534 12777 1,3110
os | 76742 72300 75370 7,2629 oo | 1,3728 1,248 12013 1,1574
o5 | 32199 20115 18338  1,7908 o5 | 1,3157  0,9916 09237  0,9270
os | 07231 0,148  0,0904  0,0116 os | 1,2793 09165 08585  0,8561
os | 03509 00901 00345  0,0107 os | 09169 04043 04316  0,4020
o6 | 02200 00615 0,018  0,0075 o6 | 05090 03302 02714  0,2642
o7 | 01507 00556 00114  0,0034 or | 03946 00813  0,0399  0,0136
os | 00312 00063 00060  0,0014 os | 0,1016  0,0564  0,0090  0,0034
oo | 00134 00054  0,0023  0,0009 oo | 0,0008  0,0142  0,0080  0,0050
o | 0,002 00015 0,005  0,0008 oo | 0,0330  0,0098 00050  0,0022

Tabla 4.1: Valores singulares de T (72) con 7 = 10,
para planta de orden 3.

izquierda, lo que significa que I'S% (1) sigue un patrén
Toeplitz. QED.

Este ultimo teorema es bastante importante, ya
que mediante la submatriz I'%2(7) es posible identi-
ficar la matriz de Hankel del sistema H(#), y asi co-
nectar la submatriz I'%S (1) con una medida de contro-
labilidad-observabilidad, provista por los valores sin-
gulares de Hankel. Estos valores singulares de Hankel
son ademas bastante utilizados para reduccién de mo-
delos, lo que confirma el hecho de que I'SS (72) puede
ser usada, con antelacion, para estimar el orden de un
sistema.

Ejemplo 4.5 Considérese el mismo sistema que en
2, example 5]

B 1—-045¢ "t —¢2
0 1-22¢" 1+ 1,77¢"2 —0,52¢ 3

G(q)

Para este sistema se utiliza u(k) como ruido blanco
estricto gaussiano de media cero y varianza unitaria,
y ademds se utiliza el filtro instrumental F(q) = ¢~ ",
para de satisfacer las condiciones del teorema .3

Con estas condiciones se utilizan los conjuntos
de datos ZLM y ZLM en estado estacionario, consi-
derando

L=n, M=/{10%10°10% 10"}
para asi aproximar los conjuntos ideales Z.o y Z..
De esta manera se construye la matriz TM(R) con
n = 10, cuyos valores singulares se muestran en la
tabla 1) donde se puede ver que la precision de los
valores singulares aumenta cuando M aumenta. Con
el fin de poder realizar comparaciones, se muestran

Tabla 4.2: Valores singulares de T (7)) con 7 = 10,
para planta de orden 6.

los wvalores singulares no nulos de H(n)

o1(H) = 9,9035; 02(H) = 7,2875; 03(H) = 1,8156
Para mds detalles ver el programa [E22A.

Ejemplo 4.6 Considérese el mismo sistema que en

[13, example 4]

B(q)
G(Q) = TQ)
B(qg) = 1+40,3452¢7 +0,53¢2
+0,3985¢ 3 +0,8138¢ 4
A(q) = 1+0,7907¢7" +0,042¢7% — 0,5556¢4 3

—0,0247¢7* 4+ 0,3846¢ > + 0,3026¢ °

Para este sistema se utiliza u(k) como ruido blanco
estricto gaussiano de media cero y varianza unitaria,
y ademds se utiliza el filtro instrumental F(q) = ¢~ ™,
para satisfacer las condiciones del teorema -3

Con estas condiciones se utilizan los conjuntos
de datos ZLM y ZL:M en estado estacionario, consi-
derando

L=n, M =/{10%10%10"10%}

para asi aproximar los conjuntos ideales Zoo y Z.3.
De esta manera se construye la matriz T2 (R) con
n = 10, cuyos valores singulares se muestran en la
tabla [{-3, donde se puede ver que la precision de los
valores singulares aumenta cuando M aumenta. Con
el fin de poder realizar comparaciones, se muestran
los wvalores singulares no nulos de H(#)

o1(H) = 1,3158 o3(H) = 1,1590 o3(H) = 0,9309
o4(H) = 0,8598 05(H) = 0,4061 o6(H) = 0,2709
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M=10> M=10> M=10* M =10
o1 | 11585 1,0053  1,3924  1,3141
os | 09384  1,0008  1,3219 12711
o5 | 0638  0,7831  0,7961  0,7938
o4 | 05760  0,7576  0,7954  0,7796
o5 | 05445  0,5959  0,6237  0,6518
o6 | 04347 04387 04582  0,4541
o | 03410  0,3018  0,3398  0,3518
os | 01732  0,0704  0,0147  0,0036
oo | 00627  0,0694 00134  0,0035
o | 0,0249 00077 00064  0,0028

Tabla 4.3: Valores singulares de T (1) con 7 = 10,
para planta de orden 7.

Para mds detalles ver el programa [E222

Ejemplo 4.7 Considérese el mismo sistema que en
[, example 1]

B(q)
G(Q) = m
B(q) = 1-0,1292¢7"' —0,3893¢ 2
+0,3163¢7 2+ 0,2549¢* — 0,5823¢°
A(q) = 1-0,2459¢7"

—0,3786¢"2—0,0707¢ > — 0,0944¢~*
—0,2881¢7° +0,107¢~% + 0,4695¢~"

Para este sistema se utiliza u(k) como ruido blanco
estricto gaussiano de media cero y varianza unitaria,
y ademds se utiliza el filtro instrumental F(q) = ¢~ ",
para satisfacer las condiciones del teorema [I.3

Con estas condiciones se utilizan los conjuntos
de datos ZLM y ZLM en estado estacionario, consi-
derando

L=n, M=/{10%10%10% 10"}

para ast aproximar los conjuntos ideales Z.o y Z.5.
De esta manera se construye la matriz TM(R) con
n = 10, cuyos wvalores singulares se muestran en la
tabla [{-3 donde se puede ver que la precision de los
valores singulares aumenta cuando M aumenta. Con
el fin de poder realizar comparaciones, se muestran
los valores singulares no nulos de H(n)

o1(H) =1,3065 o05(H) = 1,2604 o3(H) =0,7871
o4(H) = 0,7712 o5(H) = 0,6474 o6(H) = 0,4473
o7(H) = 0,3441

Para mds detalles ver el programa [E22A
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4.5. Comentarios del capitulo

Al utilizar actuaciones u(k) con caracteristicas
de ruido blanco ¢, (1) = a2k (1), para construir las
matrices A2 (7p, Na) y A, (Np, T1g ), aparece un con-
junto de valores singulares y valores propios iguales
a a2. En el caso de la matriz A%, (7, Ny ), s posi-
ble controlar la cantidad de valores propios iguales a
a?, mediante una eleccién adecuada del filtro instru-
mental (ver lema ). Este resultado permite pres-
cindir de la matriz A2 (7, 7q) para el proceso de
identificacién estructural, siendo suficiente el uso de

la submatriz I'%S (1,) (ver teorema ELZ).

En la préctica, la submatriz 'S (7, ) no se puede
construir, ya que para ella se necesitan infinitos da-
tos, por lo que debe ser aproximada por T'M (7,), con
M muy grande. Esto trae desventajas, ya que cons-
truir la submatriz con M finito equivale a perturbar
la submatriz I'%% (7,), aun cuando los datos no estan
contaminados con ruido. Esta perturbacion, debida a
errores de aproximacion en las correlaciones, dificulta
el cdlculo de los rangos (ejemplos EEl y EE2), situa-
cién que no ocurre con las matrices AM (7, 7,) v
AM (i, Mq), las que no poseen errores para M fini-
to, y por lo tanto no se ven perturbadas.

A pesar de la desventaja mencionada, la sub-
matriz I' (7, ) tiene una importante ventaja sobre
AM Ay, 1a) y AM (7, Ng), ya que mediante la elec-
ci6én de un filtro instrumental adecuado, se puede pres-
cindir de la medicién de u(k) para la construccién de
' (7)), lo que es 1til para identificar la estructura
de sistemas ARMA (ver corolarioEElly ejemplos B3y
E). Nétese que con las condiciones del corolario Bl
s6lo es posible determinar parcialmente la estructura
de sistemas ARMA, ya que al aplicar algin sistema
de busqueda de estructura, solamente se puede identi-
ficar el par (ny, —dg, n,), donde dg4 es el retardo del sis-
tema ARMA. Sin embargo, cuando el sistema ARMA
tiene retardo d, = 0, puede identificarse directamente
la estructura (ny, ng).

La submatriz '3 (7, ) también es capaz de iden-
tificar la matriz de Hankel asociada al sistema, me-
diante la eleccién apropiada del filtro instrumental.
Esto a su vez, permite que los valores singulares de
' (f,) sean proporcionales a los valores singulares
de Hankel, conectando asi la submatriz I'%S(7,) con
una medida clasica de controlabilidad-observabilidad
(ver teorema ), utilizada cominmente para reduc-
cién de modelos.
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Capitulo 5

Conclusiones generales

A principal motivacion de este trabajo consistio en
L establecer claramente condiciones suficientes, que
permitan conocer el rango de matrices de correlacio-
nes, ya que estas condiciones no se encuentran bien
establecidas en la literatura, especialmente cuando se
utiliza un ndmero finito de mediciones, y més atn,
cuando la salida se ve perturbada con ruido de medi-
cion.

El desarrollo de condiciones suficientes, para co-
nocer el rango de estas matrices, estd intimamente
relacionado con la medicién de datos suficientemente
informativos (s.i.) (definiciones y CI3). Este ti-
po de datos puede ser generado, en el caso de tomar
infinitas mediciones, al aplicar al sistema una senal de
actuacion que sea persistentemente excitante (p.e.) de
algin orden, tal como se conoce en la literatura (coro-
larios[[3 LAy [CH). Sin embargo, al utilizar un nime-
ro finito de mediciones, una senal de actuacién p.e. no
es suficiente para generar datos s.i., especialmente si el
nuimero de mediciones es pequeno. Es por esto que se
debié desarrollar otro concepto para senales de actua-
cién, de manera que permita generar mediciones s.i.
y finitas. (corolarios y [L4); este concepto corres-
ponde al de senales localmente excitantes (l.e.). Para
hacer una comparacién entre sefiales p.e. (definicién
[CTD) y senales l.e. (definicién [[CTM), se puede decir
que las senales p.e. poseen cierta cantidad minima de
componentes espectrales, sin embargo, las senales l.e.
deben tener esta cantidad minima de componentes
espectrales, separadas ademas por un espaciamiento
frecuencial determinado.

Asi, gracias a la utilizacién del nuevo concepto
l.e., para el diseno de senales de actuacién, y a la
medicién de datos s.i., es posible conocer de manera
exacta el rango de la matriz de producto AM, (i, 7y,
definida en ZZJ) y construida en base a un conjun-

to finito mediciones de entrada y salida del sistema,

las cuales se encuentran libres de ruido (lema E3).
De manera andloga, gracias a la utilizacion de una
senal de actuacion l.e. y a la medicién de datos s.i.,
es posible conocer de manera exacta el rango de la
matriz de producto instrumental AY_ (7, 7,), defini-
da en ([ZZJ), cuando se utiliza un ndimero finito de

mediciones y en un ambiente libre de ruido (teorema

22).

De esta manera, el lema y el teorema 22
obtenidos en este trabajo, permiten el correcto fun-
cionamento de procedimientos existentes en la litera-
tura, para identificacién estructural, los que realizan
pruebas de singularidad sobre la matriz de producto
o la matriz de producto instrumental, las que son he-
chas de forma exhaustiva hasta encontrar la estructu-
ra mas apropiada, tal como se muestra en los ejemplos
24 P38 y Ed y en los articulos [13], [1] v [2, requi-
riéndose analizar muchas matrices, si la cantidad de
estructuras candidatas es alta. En el caso de que el
sistema tenga ruido de salida, de distribucién de pro-
babilidad desconocida, la matriz de producto instru-
mental es capaz de eliminar completamente el ruido,
si se utiliza un ndmero infinito de mediciones (lema
E2), sin embargo, en la practica el nimero de medi-
ciones puede ser muy grande, pero siempre es finito, lo
que provoca que el ruido no se pueda eliminar com-
pletamente. Este ultimo hecho hace que los valores
propios nulos de la matriz de producto instrumental
se vean perturbados, lo que dificulta la discriminacion
de cuédndo la matriz es realmente singular, ya que no
se sabria cuando un valor propio perturbado podria
ser cero.

Con el fin de reducir la cantidad de matrices a
analizar en los métodos exhaustivos de busqueda de
estructura, se puede utilizar la informaciéon adicio-
nal que provee el rango de la matriz de producto y
de la matriz de producto instrumental, proponiéndo-
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se asi un nuevo método basado en andlisis de rangos,
el cual reduce el niimero total de matrices analizadas
a un maximo de 4, para identificar la estructura del
sistema (algoritmos Bl y B2), donde el célculo de los
rangos se realiza descartando valores singulares nu-
los. En caso de que los datos se encuentren perturba-
dos con ruido de salida, puede utilizarse la matriz de
producto instrumental para atenuar parcialmente su
efecto, sin embargo, el remanente de ruido perturba
los valores singulares nulos de la matriz de produc-
to instrumental, dificultando asi la determinacion del
rango. Este tltimo problema puede ser resuelto gra-
cias al teorema Bl obtenido en esta tesis, ya que si
se utiliza como senal de entrada ruido blanco no co-
rrelacionado con el ruido de medicion, y si ademas
se utiliza un retardo como filtro instrumental, es po-
sible obtener un criterio objetivo para discriminar si
un valor singular perturbado de la matriz de producto
instrumental podria ser cero.

Al utilizar actuaciones con caracteristicas de rui-
do blanco y un filtro instrumental adecuado para cons-
truir la matriz de producto instrumental, aparecen
una serie de valores propios que no contribuyen a
determinar si esta matriz es singular (lema ET), es-
te resultado permite prescindir de la matriz de pro-
ducto instrumental para el proceso de identificaciéon
estructural, siendo suficiente el uso de su submatriz
' (7g), definida en ZZ7), y cuyo rango queda to-
talmente determinado, gracias al resultado obtenido
en el teorema En la préactica, esta submatriz no
se puede construir, ya que para ella se necesitan in-
finitas mediciones, por lo que debe ser aproximada
por '™ (7,), con M muy grande. Esto equivale a per-
turbar la submatriz 'S (7,), aun cuando los datos
no estan contaminados con ruido, dificultando asi el
célculo de los rangos (ejemplos By EZ2).

A pesar de la desventaja anterior, la submatriz
' (7,) tiene una importante ventaja sobre la ma-
triz de producto (instrumental), ya que mediante la
eleccién de un filtro instrumental adecuado se puede
obtener la matriz de Yule- Walker, cuyo rango queda
totalmente determinado, gracias al resultado obteni-
do en el corolario EEIl permitiendo asf la identifica-
cién estructural de sistemas ARMA (algoritmo E2).
La submatriz I'S% (7,) presenta ademds otra ventaja,
yva que es capaz de identificar la matriz de Hankel
asociada al sistema, considerando una eleccion ade-
cuada del filtro instrumental. Esto a su vez, permite
obtener otro importante resultado, el que indica que
los valores singulares de I'39 (7,,) son proporcionales

CAPITULO 5. CONCLUSIONES GENERALES

a los valores singulares de Hankel, conectando asi la
submatriz I'S2 (7, ) con una medida clésica de contro-
labilidad-observabilidad (ver teorema E3J), utilizada
comunmente para reducciéon de modelos.

Trabajo futuro

A continuacién se detallan algunos aspectos que
no han sido cubiertos por este trabajo de tesis, pe-
ro que podrian dar lugar a lineas de investigacion y
desarrollo en el futuro

= Encontrar un criterio para discriminar valores
singulares nulos de la submatriz ' (7,,), debido
a que ella se ve perturbada al utilizar un ntimero
finito de mediciones ' =T + pM

= Extension de los resultados exactos para los ran-
gos de matrices de correlacién al caso multiva-
riable, considerando un nimero finito de medi-
ciones y en el caso libre de ruido

= Extension al caso multivariable de un criterio
objetivo para discriminar valores singulares nu-
los de la matriz de producto instrumental, cuan-
do la salida del sistema se ve perturbada con

. . ez M . M M
ruido de medicién Azy, = Az, + B,

= Analizar la conveniencia de la utilizacién de una
version en linea/recursiva de estos métodos de
identificacién estructural en aplicaciones practi-
cas

= Verificar qué ocurre en caso de que estos méto-
dos de identificacion estructural se apliquen a
una planta no lineal. ;Son estos métodos capa-
ces de encontrar la estructura del sistema linea-
lizado en torno a un punto de operacién especifi-
co? jBajo qué condiciones se puede lograr esto?.
En caso de que no se encuentre la estructura del
sistema linealizado en un punto de operacién
Lqué es lo que estos métodos obtendrian?



Apéndice A

Notacion

(k)

<P%(—7’17 T2)
e’} 0

27 (e7%)

Cmy (kl, k2)

Cay(T)

Cwy(eje)

c.e.s.a.

E{}

e.s.a.

GIPM

IPM

convergencia cuadratica media

convergencia con probabilidad 1
definicién
espacio vectorial generado por vy,..., vk

parte positiva

parte negativa

conjugacién compleja

operador hermitiano para matrices
operador traspuesto

operador promedio
convolucién discreta

delta de Kronecker

tiempo de muestreo

frecuencia normalizada para senales discretas
escalén unitario

correlacion muestral

transformada de Fourier de ¢g5 (7)

covarianza discreta

covarianza estacionaria discreta
transformada de Fourier de ¢y, (7)
conjuntamente estacionario en sentido amplio

operador esperanza
estacionario en sentido amplio

generalized instrumental product matrix, ma-
triz de producto instrumental generalizada
A%m (ﬁbv ﬁa)

instrumental product matrix, matriz de pro-
ducto instrumental AM (7)
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definicién [T
definicién [Tl
z =y, x se define como y

xt = méx(0, z), ecuaciéon [ZIH)
z~ = min(0, z), ecuacién ZI0)

ecuacién ()
ecuacién ([L3)

0 = wAt

ecuacion (L2

2 (e7?) = Fa{p3y} (0)
definicién

deﬁniqién [Cd

Cwy(eje) =Fd {Cwu} (0)
definicién [C71

E{g(X)} = [ 9(2) fx(z)dx
definicion [CA

ecuacién [Z2Z3))

ecuacién (1)
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J() operador de inversién temporal (Jzx)(k) == x(—k)

1.d. linealmente dependiente

Li. linealmente independiente

Le. localmente excitante definicién [CTO

LS método de cuadrados minimos

Faf} transformada de Fourier discreta ecuacién (1)

p-e. persistentemente excitante definicién [CTTI

PEM método del error de prediccion

PM product matrix, matriz de producto AY _(72)  ecuacién [Z7)

q* (") operador de adelanto (¢"z)(k) = x(k + a)

QED quod erat demonstrandum lo que se estaba demostrando
roy (K1, k2) correlacién discreta definicién

Ty (T) correlacién estacionaria discreta definicién [CH

Ray(e7?) transformada de Fourier de 7y, (7) Ry (e9%) = Fa{rey} (0)

s.1. suficientemente informativo definiciones y
SNR signal to noise ratio relacion senal a ruido

var {-} varianza var {X} = E {(X — EX)?}
zEM conjunto de mediciones ecuacién (Z2)



Apéndice B

Propiedades de convolucién y

correlacion

NTES de revisar las propiedades de las operacio-
A nes de convolucién y correlacién, se recordaran
las propiedades espectrales del operador de inversion
temporal J y del operador hermitico para matrices
(). Para obtener resultados generales se trabaja-
ra con senales matriciales del tipo s(k) € C™*™.

Sea S(e??) € C™*™ la transformacién de Fou-
rier de tiempo discreto de s(k) € €C™**™. Entonces se
tienen los siguientes pares

(Ts)(k) = S
st(k) — S HH
Si ahora se aplican ambos operadores simultaneamen-

te se tiene
(Ts™) (k) < S (B.1)

Noétese que el operador J conmuta con el operador
(), por lo que no influye el orden en que se apliquen.

B.1. Convolucion

Sean z(k) € C™*™, y(k) € C™*!y 2(k) € C*P.
Es claro que la operacién de convolucién, definida co-

(@ y)(k) =D ay(k —1)

1€

hereda la propiedad de asociatividad proveniente de
la multiplicacién de matrices

(xxy)xz=xx*(y*z)

ademas de la propiedad de conmutatividad en el caso
escalar, esdecirn=m=1[1=1

Asi, el comportamiento espectral de la convolu-
cién es el siguiente

(zxy)(k) < X()Y (%)

donde las versiones en maytscula corresponden a las
transformadas de Fourier de las letras en mintuscula.

Ademés los operadores (-) y J presentan el si-
guiente comportamiento bajo la operacién de convo-
lucion

(zxy)? = oy szl
J(xxy) = JrxJy (B.2)

esta ultima propiedad se puede demostrar consideran-
do

T@xy)k) = (zxy)(=k)=> z(y(—k—1)
LEZ

= > a(-n)y(-k+n)
nez

= Y Je(n)Ty(k —n)
nez

= (JzxJy)(k)

B.2. Correlacion

Sean las sefiales z(k) € C"™™ e y(k) € C>*™.
Como ya se ha visto en la ecuacién (), para ellas
se puede definir la siguiente correlacion muestral

o3 (r) 1= (alk)y(k — 7))

kEZ
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Dicha funcién puede verse, al igual que la convolucion,
como una operacién binaria entre dos senales x e y

oo

Pyt (z,y) — Doy

esta operacion binaria posee una clase de “conmuta-
tividad” muy particular, ya que involucra al operador
J v al operador (-)#

Toay = (¥pa)" (B.3)
la que se puede demostrar considerando
(Tea)(m) = @ay(=7)

(2 + 1)

= ((eeney, )

= op(n?

y cuya transformacién de Fourier resulta

oo (. —j6 .
(I)xy(e / ) -

%) 1 o
(I)zy (ej ) -

oo (,—jO0\H
o5 (™)

9] j0\H
(I)yz(ej )

Ademds, si 2:(k) e y(k) son procesos c.e.s.a., en-
tonces la correlaciéon y la covarianza

E {x(k)y(k - T)H}
E {[x(k) — ma][y(k — 7) —my]"}

Tay(T) =

Cay(T) =
presentan la misma propiedad de “conmutatividad”

j’f‘my = ’f‘é_lm (B.4)
Tewy = cih (B.5)

las que se pueden demostrar de manera analoga.

B.3. Correlacion en sistemas

B.3.1. Caso estacionario

Sea h(k) € €C™** la respuesta a impulso de un
sistema lineal, u(k) € C*" la sefial de entrada de
dicho sistema e y(k) € C*™ una sefial arbitraria,.
;,Cémo se comporta la correlacion muestral entre la
salida del sistema (h * u)(k) y la senal y(k)? Esto se

puede ver a través de su definicién

(™) = ((hx )Ry =)
= <Z h(Du(k — Dy(k — T)H>
US4 kEZ
- é h(l)<u(k ~Dy(k - T)H>k€Z
D)y (T) D ()i (r = 1) = (h*3)(7)
LEZ
P lhruyy hx ooy

Es decir, la correlacion gof’;*u) , Se puede interpretar

como la salida obtenida al aplicar la senal g al sis-
tema lineal h(k). Esta propiedad también se puede
obtener al convolucionar @77, por la izquierda, segin

(@;?h*u))H = Jhx (SDEZ)H

Es decir, la correlacién gpz‘(’h*u) se puede interpretar
como la salida obtenida al aplicar la senal ¢y, (por
la izquierda) al sistema lineal h(—k). En resumen

Py ) pya * Tht! (B.7

cuyas transformaciones de Fourier son

(()Z*U)y(eje) = H(eje)(l)z?/ (eje)
0o (€0) = () H()!

Si se considera ahora que u(k) e y(k) son procesos
c.e.s.aﬂ, entonces se tiene que la correlacion estadisti-
ca y la covarianza cumplen las mismas propiedades,
las cuales se pueden demostrar de forma analoga

T(h*u)y h * Tuy (B8)
Ty(h*'u.) Tuy * th (B.9)
Clhxu)yy — h Cuy (BlO)
Cylheny = Cuyx Th (B.11)

1ver definicién [0
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B.3.2. Caso no estacionario

Considérese ahora que las sefiales z(k) € C"™*" y
z(k) € C™™ son procesos estocdsticos, no necesaria-
mente estacionarios, de manera que z = f * u, donde
f(k) € C™*% es deterministica y u(k) € C*" es un
proceso estocastico. Para estas senales su correlacion
satisface

ralkike) = E{z(k)a(k)"})
= N FR)E {ulky — k)a(ks) ™)
kEZ
= Z f(k)'ruz(kl - kv kQ)
kEZ
es decir

rzm('qu) = f*rum('qu) (B12)

Note ademas, que dado 7. (k1, ka) = ru.(ke, k1) y
ruw(kla kz) = Twu(kQ, k1)H se tiene

Twz(k%') — rmu(k%') *fH (B13)

Las dos propiedades anteriores se cumplen igual-
mente para la covarianza, teniendo en cuenta que

z=z—FEz Cow = T3z
T=x— Fx zZ=fxu
u=u— Fu
asi resulta
sz(';kQ) = f*cum('ykZ) (B14)
sz(k27 ) = Cmu(kﬁg, ) * fH (B15)

B.3.3. Caso de ruido blanco

Se sabe que el ruido blanco, de media y varianza
constantes, es un proceso e.s.all. Sin embargo, en el
caso general, y segin la definiciéon [CA el ruido blanco
NO es un proceso e.s.a.

A pesar de lo anterior, una senal v(k) € C"™*",
generada al filtrar ruido blanco e(k) € C**™ mediante
v = hxe, continia cumpliendo las propiedades (BI4)

y (BEI3)

Cve('; k2)
Cev(kla ) =

2ver definicién [CH

h * Cee(', kg)
Coe (K1, ) * nH

donde h(k) € C™*" es deterministica y cec(k1, k2) =
a(k1)dk (k1 — k2). Ademds se cumple una propiedad
especial para el célculo de autocovarianza de v(k), la
cual se puede determinar a través de

ook, ko) = Y h(kr = k)ceo(k, ko)
keZ

Ceo(ky ko) = a(k)h(ky — k)

asi resulta

ok k) = D [h(l)a(ky — D]A(—ky + k2 + 1)

1€Z

= Y b (O Th(ks — ks — D)

ez

donde hy, (1) = h(l)a(k; — 1), lo que se puede escribir
de forma mas compacta como

cov(k1, ko) = (i, * ThH) (k1 — k)

Nétese, que apesar de que ni v(k) ni e(k) son proce-
sos e.s.a., la ecuacion anterior se asemeja bastante al
resultado (LX) obtenido para casos donde las senales
son c.e.s.a.

(B.16)

B.4. Algunas correlaciones de se-

nales conocidas

Considérese por ahora senales escalares, las cua-
les pueden clasificarse dentro de dos categorias

1. Senales de potencia finita

2. Senales de energia finita

Durante la mayor parte de esta tesis se trabaja explici-
tamente con senales de potencia finita, como por ejem-
plo sinusoides y procesos estocasticos, es decir senales
que se mantienen activas por un periodo muy largo de
tiempo. Asi las correlaciones para este tipo de senales
estan definidas por

M

> zk)(k 1)
M

oo — 1’
R =
rw(7) = Ez(k)v(k—71)"

En el caso de las senales de energia finita, como
por ejemplo las respuestas a impulso de sistemas es-
trictamente estables, es decir, senales que decaen con
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el tiempo o que estan confinadas a algun intervalo de
tiempo finito, también se puede definir una operacion
de correlacién

(fxh) () =Y f(k)h(k —7)°

kEZ

lo que puede interpretarse como una convolucién
fxh=fxJh"
donde J es el operador de inversién temporal.

Estas correlaciones de senales de energia tam-
bién se pueden encontrar implicitamente relacionadas
con las correlaciones de senales de potencia, como por

ejemplo en () y ()

O =(f*Th")xone, Taw = ([*Th") % Tye

donde z = f*xuy v =h=xe. Es por este motivo que
a continuacion se muestran dos resultados de correla-
ciones para senales de energia finita

Teorema B.1 Sea x4 (k) la funcion caracteristica
del intervalo [a,b] C Z definida por

[a, ]

me@—{évzzﬁﬂ

)

entonces

(X[a,b] * jX[a,b])(k) =0b-a+1- |k|)X[fb+a.,b7a](k)

Demostracion. Segin la definiciéon de convolucién
se tiene

(Xt * TX@t)(B) = > Xjas (DX (1 = k)

ez

= ) X DX fatrpia (1)

1€

de la cual se desprenden tres casos

0, ké¢[-b+a,b—a
— PR ke[-b+a,0]
Yieasi L kE€[0,b—a]
0, k¢ [-b+a,b—ad]
= b—a+1+k, ke[-b+a,0]
b—a+1—k, kel0,b—al

lo que conduce al resultado. QED.

Teorema B.2 Considere las siguientes exponencia-
les

ca(k) = Aop(k), Ao <1
ak) = MNupk), || <1
con Mg, \p € R, entonces
+\—k~
(o x Tep) (k) = %
donde
rT =méx(0,7), 2~ =min(0,x)

Demostracién. Sean E,(e’?) y Ej(e/?) las transfor-

maciones de Fourier de €,(k) y €,(k) respectivamente
o0 i

el — N\,

e
el —

Ea(eje) = Eb(eje) =

segin la propiedad espectral de la convolucion y del
operador J en la ecuacién ([B)), se tiene que €, * J ey,
equivale a

1
(e1? — Ng) (e 99 — \p)
B 1 Aa e~ 9
L= €99 — N,

Ea(ejG)Eb(eje)* =

volviendo al dominio del tiempo

Mp(k = 1) + X u(=k)

(ea x Tep)(k) = e
o Mulk) + N (k- 1)
N 1— Xy
B 1 Ae k>0
- 1——AaAb{ NFE k<o

con lo que finalmente se obtiene el resultado deseado.
QED.



Apéndice C

Ergodicidad

ARA poder determinar algunas propiedades esta-
disticas como la media, varianza o algin mo-
mento de un proceso estocdstico, es necesario cono-
cer la distribucién de probabilidad de dicho proceso,
por ejemplo si se desea conocer la media del proceso
estocastico s(k) € R, entonces se necesita calcular

ma(k) = E {s(k)} :/Rsfs(s,k)ds

La pregunta ahora es ;cémo poder estimar esta
media, si no se conoce la distribuciéon de probabilidad
del proceso estocastico?. Una alternativa para poder
resolver este problema es a través del siguiente esti-
mador

1
P =31 2 0

Para que éste no tenga sesgo en su estimacion, es
necesario que se cumpla

E{pm} = E{s(k)}
al verificar si se cumple esta condicion se tiene

M

> E{s()}

=M

1

Bl = o5y
l

lo que indica, que el estimador py; podria ser sesgado,
ya que la siguiente igualdad podria no cumplirse

M

1
W1 l;ME {s()} = E{s(k)}

En muchos casos se tiene que el proceso estocasti-
co s(k) es es.all, en este caso se tiene que su media
es una constante

ms = E{s(k)}

I Estacionario en sentido amplio, er definicién

por lo que el estimador pp; definido anteriormente
se vuelve ahora un estimador no sesgado, ya que se
cumple que

E{pu} = E{s(k)} = ms

es decir, el estimador pjs obtiene, en promedio, la me-
dia mgs que se quiere estimar. Idealmente, se podria
pensar que esta situacién mejora si se aumenta el
ntmero de muestras para el calculo de pyy, es decir

Ii =
i p =

La ergodicidad se preocupa en general de este te-
ma, es decir, de poder calcular propiedades estadisti-
cas como media, varianza o algiin momento de algin
proceso estocastico, a través de promedios tempora-
les.

C.1. Media ergddica

Supdngase que se tiene un proceso e.s.a s(k) € C
de media
ms = E{s(k)}

y que se intenta estimar la media mg, a través de un
promedio “movil” de 2M + 1 muestras

) Mk
pm(k) = W1 > s
I=—M+k

Note que este promedio mévil incluye al promedio
convencional, el cual se obtiene a partir de pys(0).

Se puede ver que este estimador pas(k) no tiene
sesgo, ya que se cumple que

E{pm(k)} = E{s(l)} = ms

7
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es decir, es capaz de estimar (en promedio) la media
del proceso s(k). La pregunta que queda ahora es la
siguiente jpuede pas(k) estimar la media mg cuando
aumenta el nimero de muestras?, es decir

im, () =

Para responder a la pregunta anterior, es convenien-
te analizar las propiedades estadisticas del estimador

pu (k).

La senal pys (k) puede ser vista como la senal s(k)
filtrada, ya que el promedio mévil es un sistema lineal,

par(k) =) sQuwlk —1) = (w+s)(k)

1€

donde
1

k)= ———xi- k
w(k) oM + 1X[ M,M]( )
¥ X[—m,m (k) estd definida en el teorema Bl Aho-
ra, dado que s(k) es un proceso e.s.a 'y que w(k) es
un filtro lineal estable, entonces pps(k) también es un
proceso e.s.a, y por lo tanto, su autocovarianza cum-
ple con la ecuacién (LX)
Cpp = (W Jw) * cs5 = 7 * Cg
asi la varianza de pys (k) resulta
cpp(0) = (7 * €s5)(0) = ZV(I)CSS(Z)
leZ
donde la correlacion

X[—n,m * T X[— 1,
(2M +1)2

y=wxJw =

se puede obtener a partir del teorema [BJl resultando

_ 1 |l]
)= (1 T OM + 1) X(—2ar.20) (1)

con lo que ya se puede tener una expresion explicita
para la varianza de pps(k), la que se resume en el
siguiente lema

Lema C.1 Si s(k) € C es un proceso e.s.a de media
Es(k) = ms, entonces el estimador de ms

1 M+k
pu(F) = 3T >, S0
I=—M+k

tiene varianza

2M

_ ! |
var {par (k)} = ml ZQM (1 C2M + 1> css(l)
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Ver [I6], ecuacién (13-12)].
De este lema se puede ver que si

lim ¢s5(1) =0

|l]—o0
entonces la varianza del estimador pys(k)
Jim var {par(k)} = 0
es decir, el estimador pys(k) converge a Es(k)
Jm (k) L Bs(k) = my

en sentido cuadrdtico medio (ver definicién [)). El si-
guiente teorema muestra basicamente el mismo resul-
tado de ergodicidad, pero con un tipo de convergencia
mas fuerte

Teorema C.1 Sea s(k) un proceso e.s.a., si su au-
tocovarianza satisface

lim ¢s5(1) =0
|l]—o0
entonces

N}l’m pm (k) = Es(k) = myg

con probabilidad 1 y en sentido cuadrdtico medio.

Ver [20, lemma B.1].

Corolario C.1 Si s(k) obtenido a través de

s(k) = H(q)e(k)
donde h(k) es la respuesta a impulso de H(q) tal que

Y Ink)* <o
k=0

y e(k) es ruido blanco de varianza a? y media cons-
tante, entonces

Jim_par(k) = Es(k)
con probabilidad 1 y en sentido cuadrdtico medio.

Demostracién. Dado que c..(7) = a?0x (1) y por la
ecuacion (L) se tiene

aZ(hx Th*)(r) = a2 > _ h(k)h(k - 7)*

keZ

a? i h(k)h(k —7)*
k=1

css(T) =
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donde 7 > 0, entonces utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwartz

|CSS(7')|2 <

D Ih(R)* D Ak =)
k=t k=T

DB Ihk)?
k=T k=0

<oo

IN

—0
lo que indica que

lim |ess(7)| =0

T—00

ahora, dado que |cs5(7)| es par, entonces

lm |ess(T)| =0

I7|—
ahora la demostracién sigue a partir del teorema [C11
QED.

Este tltimo corolario es basante importante, ya
que cualquier proceso que se obtenga de filtrar ruido
blanco, de media y varianza constantes, tiene media
ergodica, la que converge en sentido cuadratico medio
y con probabilidad 1.

C.2.

Correlacién ergodica

Supdéngase ahora que se tienen los siguientes pro-
cesos estocasticos reales

z(k) = F(q)u(k), (k) = H(g)e(k)
para los cuales se desea obtener
r20(7) = E{z(k)v(k —7)}
a través del estimador de la ecuacién ([C2)

M
1
m Z Z(k — Tl)'U(k — 7'2)
k

szv(_Tlv 7-2) =

Sin pérdida de generalidad, este estimador puede ser
reescrito en funcion de la diferencia de tiempo 7 =
T — 71 y de 71, resultando

M*Tl
1
M = > z(k)o(k —
wzv(7-77-1> OM + 1 o= Z( )U( T)
=—M-711

donde

90?14)(_7-15 TQ) = @Q’L{(Ta Tl)v T=T2—T1
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Si ahora se considera que

vr(k) = Hy(q)e(k), Hr(q)=q "H(q)

entonces el estimador queda reducido a

1 M*Tl
M = § k)v,(k
@zv(TaTl) 2M+1k — Z( )’U ( )
=—M-7

Teniendo en cuenta las siguientes asociaciones
pu(=m) = gii(rm),  s(k) = z(k)or (k)

se puede hacer uso del resultado obtenido en el teore-
ma [CTl ya que si s(k) tiene media ergddica, calcula-
ble a través de pp(—71), entonces significa que z(k)
y v(k) tienen correlacién ergddica, calculable a través
de

szv(_TlvTQ) :</~7sz(7le)5 T=T2—T1

Por esto, para analizar la ergodicidad de r,,(7) sélo
basta hacer un anélisis de la varianza de su estimador,
es decir

V&f{g@%(—ﬁ,m)} = (C.1)

1 2M |l|
1- ol
2M+1l_§M( 2M+1)C ®

para lo cual se necesita calcular primero cg(1).

Lema C.2 Considérese los siguientes procesos estocdsti-
cos reales

(k) = F(qu(k), (k) = H(qg)e(k)
donde £(k) = | u(k) e(k) }T es un proceso de ruido

blanco estrictdd de media cero, tal que

cee(T) = [ ]5K(T)

y tiene cuarto momento finito E {u(k)?e(k)*} = nue,
entonces la covarianza de s(k) = z(k)v, (k) es

css(l) =

2
az Pl e

2
Pl e a:

> f+p)fp)

PEZL

> el 4 @)he(q) | (auace)?

qEZ

+ D h(l+p)f(p)

PEZL

> FU+he(q) | (payac)®

qEZ

+ | D2 FU+ P+ p) f(P)r (D) | [Mue — (207 + 1) (auac)?]

PEZL

2¢(k;) es independiente de &(k;) Vk; # kj, ver definicién [T
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donde L. e(i,j.p.q) = E {u(k)e(k)}* = (payac)?
vr(k) = H:(q)e(k), H:(q)=q "H(q) 2. ¢(i,j,p,q) = E{u(k)*} E {e(k)*} = (aya.)?

f(k) y h-(k) son las respuestas a impulso de F(q) 3. (i, §,p,q) = E {u(k)e(k)}* = (paya)?

Yy
H, respectivamente. .
v Hrl) resp 4. e(i,3.p, ) = B {u(k)e(k)?} = e

Demostracion. Nétese que el cdlculo de cg4(1) se re-
duce al calculo de la correlacién rqs(1), ya que

css(l) = o5 (1) — [Es(k))? e(i,j,p.q) =

donde, debido a la ecuacién (L) se tiene (pauae)®dx (i — j)ox (p — @)[1 = ox (L +p — 0)]
+(ayac)*r (I +p —i)dx (L +q— )1 — 0k (i — j)]

Entonces, €(i, j, p, q) puede ser escrito de forma com-
pacta como

[
Esk) = Bz(k)or (k) = (pavac) (f+ The)(O0) 4 (pa,a,)20 (1 + q — )65+ p— )1 — 6xc (i — 5)]
= (pauac) Y f(k)h-(k) +0uedk (1 — )0k (p — q)0x (I +p — 1)
kEZ
Ahora sélo falta calcular r4(1) Ahora, considerando que
res(l) = Es(k)s(k — 1) Ox(l+p—i)0x(l+q—j)oK(i—j) =
= Ez(k)v-(k)z(k — Do (k — 1) ox(p—@)0r(l+q— )oK (i—j)
- F@he () f (D) (@)l 4,y @) Or(l+q—1)0x(l+p—j)ox(i—j)=
2,2, 2, 2 OO0 e Sicll+ 0 — )6c(p — xcli — J)
donde se tiene finalmente

e(i,j.p.q) = Bu(k —i)e(k — jyu(k — 1 — p)e(k —1 —q) €(b:0:p,0) =
(pavae)?dx (i — j)dk (p — q)

2 . .
El célculo de €(i, j, p, q) se puede realizar considerando Hauac) gK(l p Z)_(SK(Z +a j)_
que &(ki) y £(k;) son independientes Vk; # k;, de esta +pauac) 5;"“ ta- 1)521{([ +p—J)
manera, si hay un solo tiempo diferente del resto, por e = (207 + 1)(auac) 10k (i = j)ox (p — @)0x (I +p — i)
ejemplo (k — 1) es diferente de los demds, entonces se
tiene que

Una vez obtenido €(4, j,p, q) se reemplaza en rg(l
Eulk — i) - Ee(k — j)u(k — 1 — p)e(k —1 — q) = 0 (6:3,p.9) P 0
rss(l) =
ya que es ruido blanco estricto de media cero. Asi, las 2 b (i A
tnicas posibilidades de tener resultados diferentes de (pauac) Z Z F@h= (@) )Rz ()

i€Z pEZ
cero son +auae)® D D fl+p)he (L + @) f(p)hr(q)
L (k—i=k—j)#(k—-l—-p=k—-1—9q) +(pauae)® Y D fl+ @)ho(1+ p) f(p)hr(q)
PEZ EZ

Hnue — (20" + 1) (auae)*y  f(U+p)hr(1+ ) f(p) b (p)

PEZ

w
—
-
|
~
|
o~
|
o~
|
(=}
~—
N
—
>~
|
<
|
-
|
o~
|
3
=

4 k—i=k—j=k—l—-p=k-1—q Ahora, restando

Css(l) = rss(1) — [Es(k)]?
Asi, para cada uno de los casos anteriores se obtienen
los siguientes resultados se obtiene el resultado deseado. QED.
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Teorema C.2 Considérese los siguientes procesos es-
tocdsticos reales

donde F(q) y H(q) son filtros tales que su respuestas
a impulso satisfacen

SR <00, Y |h(k) < oo
k=0 k=0

Considérese ademds que (k) = [ u(k) e(k) }T es
un proceso de ruido blanco estrictdl de media cero,
tal que

a? PGy G

cee(T) = [ " 2

POy G a;

}5;((7)

y tiene cuarto momento finito E {u(k)?e(k)*} = nye,
entonces

lim w%(—ﬁ, To) = rup(T2 — 71)
M — oo

con probabilidad 1 y en sentido cuadrdtico medio.

Un resultado similar se obtiene en [20], lemma B.2].
Demostracién. Considerando
ph(~m, ) = @h(rm), T=mn-mn
y ademas
vr(k) = Hr(q)e(k), H-(q) =q "H(q)

entonces el estimador queda reducido a

1 M*Tl
~M o
spzv(ﬂ Tl) - 2M—|— 1 X % Z(k)vT(k)
=—M-7

Ahora, teniendo en cuenta las siguientes asociaciones

pu(=m1) = @ (r.m),  s(k) = z(k)v- (k)

y segtin el lema [C] se tiene que la varianza del esti-
mador es

var {(psz(—Tl, 7'2)} =
oM

1 ( U >
> (1- css(l)
2M +1 2M +1

3¢(k;) es independiente de &(k;) Vk; # kj, ver definicién [CH

81

donde la covarianza css(l) estd dada por el lema
Asi, se puede hacer uso del resultado obtenido en el
teorema [CJl por lo cual sélo hay que verificar que
lim ¢s5(1) =0
[l]—o0
Se puede comprobar que los tres términos en cg (1)
tienden a cero, cuando | — oco. Esto se puede verificar
a través de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, por
ejemplo

2 2

S h(l+p)f®)] = D he(l+p)f (D)
p=0

PEZ

IN

> (14> f(p)?
p=0 p=0

> he()? Y () =0
7=l p=0

—_———— ——

—0 <o

IN

cuando [ — oo0. De manera similar puede probarse
para los demas casos, resultando de esta manera que

lim ce5(1) =0

l—o0

ahora, dado que ¢;5(1) es una funcién par, entonces

lim ¢s5(1) =0

] =00

QED.

C.3.

Caso de ruido blanco

Se sabe que una senal de ruido blanco s(k), de
media y varianza constantes, es un proceso e.s.all, y
debido al teorema [CJl tiene media ergddica

1 M+k
i pa(k) = lim soes D s() = EsQ)
J=— Mk

en sentido cuadréatico medio y con probabilidad 1, ya
que su autocovarianza cumple
css(l) = a5 (1) = lim ce(1) =0

[l|—o0

Sin embargo, en el caso general, y segin la defini-
cién [CH el ruido blanco no es un proceso e.s.a., por lo

4Estacionario en sentido amplio, ver definicién [CHl
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que es natural hacerse la siguiente pregunta: Si s(k) entonces

es ruido blanco de media constante y autocovarianza "

, 1
Css(kl,kg) = Oé(kl)(SK(kl — kg), Oé(kl) >0 I\/}Enoo oM + 1 ZZMS(Z) = Es(k)

jtiene media ergddica, al igual que en el caso e.s.a? . o .
en sentido cuadrdtico medio.

Como se ha visto, la senal pys(k) puede interpre-
tarse como la senal s(k) filtrada, ya que el promedio
mévil es un sistema lineal, asi

par(k) =) sQuwlk —1) = (w+s)(k)

1€Z

donde
1

wik) = o3 1X

¥ X[—m,m) (k) esta definida segiin el teoremalBIl Aho-
ra, dado que s(k) es ruido blanco, su autocovarianza
cumple con la ecuacién ([BIG), es decir

cpp(k1, k) = (g, * Jw)(ky — k)

(=1, ()

En otras palabras

epp(k1, k) = > w(l)alky — Dw(—ky +ky +1) > 0
leZ

Si se considera A = méxgez a(k), esta covarianza
puede ser acotada segin

epp(bn k) < A w(lyw(—ky + k2 +1)
leZ
A(’LU * jw)(kzl — kg)
(X[=n,01) * T X=n,017) (K1 — K2)
(2M +1)2

IN

< A

Aplicando el resultado del teorema [B11

A ki — ko
cp (b, k2) < oy (1 - |2M+1|

) X(—2m,200) (k1 — F2)

Asi la varianza de pps(k) resulta

var {par(k)} = cpp(J, ) < 2M +1

la que tiende a cero cuando el niimero de muestras
aumenta

lim var {pp(k)} =0
M — o0
con lo que se puede obtener el siguiente teorema
Teorema C.3 Sis(k) es ruido blanco de media cons-
tante y autocovarianza

Css(kh kg) = Oé(kl)(SK(kl — kQ), 0< Oé(kl) < o0



Apéndice D
Matrices

D.1. Descomposiciones

N [1] se muestra una serie de descomposiciones y
factorizaciones ttiles, las que son presentadas a
continuacion.

Teorema D.1 Descomposicion de Jordan. Con-
sidérese que A € C"*", entonces existe una matriz
V e C™™™ no singular, de manera que

VYAV = diag (Jy,...,J;)
donde J; € C™Mixmi
Ao 1 0
Ji = 0 A
: o1
0 0 X\
con
t
S mi=n
i=1
donde \; con i = 1,...,t son los valores propios de
A.

En el caso de que los valores propios de A sean todos
diferentes, entonces se tiene que la matriz V es capaz
de diagonalizar a la matriz A, en cuyo caso se dice
que A es diagonalizable.

Teorema D.2 Descomposiciéon en valores sin-
gulares. Si A € C™*™  entonces existen matrices
unitarias U € C™*™ y V € C™*" de manera que

UM AV = diag (04,...,0,) € R™*"

donde o1 > 09 >

.0p >0 y p=min(m,n)
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En el caso de que A € R™*"™ se tendrd que U € R™*™
y Ve R""™ donde U y V son ortogonales.

Teorema D.3 Descomposicion “econdémica” en
valores singulares. Si A = UXVH € C™*" es la
descomposicion en valores singulares de A conm > n,
entonces

A=U,2,VH

es la descomposicion economica en valores singulares,
donde

n

H __
USVE = [ Uy Uy | { o

con U, € C™*™ unitaria, Up,—,, € C™*Mm=1) ynita-
ria, X € R™" 4 Opy_p € RUVX1 o5 una matriz
nula.

Teorema D.4 Descomposicion de Schur. Si se
tiene A € C"*", entonces existe una matriz Q €
C™*™ unitaria, de manera que QHAQ = T, donde
T es una matriz triangular superior, cuyas entradas
diagonales son exactamente los valores propios de A.

Para la descomposicién anterior siempre se puede es-
coger una matriz () de manera que los valores propios
de A aparezcan en cualquier orden sobre la diagonal.

Teorema D.5 Descomposicion de Schur (simé-
trica). Si A € R™"*" es simétrica, entonces existe una
matriz Q € R™*™ ortogonal de manera que

QTAQ = diag (\1,...,\,) € R™*"

Para la descoposicién anterior, con A simétrica, se
pueden ordenar los valores propios de manera que

A << A<\
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ademads los valores singulares de A estdan dados por

{IAals - )

Los valores propios de una matriz real simétrica tie-
nen la particularidad de que pueden ser descritos por

el teorema minimaz de Courant-Fischer (teoremall.F).

D.2. Valores propios y valores

singulares

Teorema D.6 Discos de Gershgorin. Sea la ma-
triz M = [m;;] de tamano n X n, entonces cada valor
propio de M pertenece a al menos un disco D;, para
i=1,....n

J#i

Teorema D.7 Sea la matriz de tamano (p+q) X r

ail air
E _ apl apr
b1 b1y

L bql bqr J

donde cada elemento de esta matriz se encuentra aco-
tado por

laij| < e€a, |bij| < e

entonces todos los valores singulares de E estdn aco-
tados por

o(E) <y/(e2p+ egq)r

por lo que en particular se cumple

IE|ly < 4/ (e2p + ega)r

Demostracién. Témese la matriz M = ETE, cu-
yos elementos estdn dados por m;;, entonces debido
al teorema de Gershgorin, un valor propio A(M) =
0?(E) (cualquiera) debe pertenecer a al menos un dis-
co D;, es decir

|0%(E) = mii| <> [mj

J#i
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para i € {1,---,r}. Ahora, dado que
}0’2(E)’ — |m”| S }0’2(E) — mii’

entonces 0?(E) debe pertenecer a almenos uno de los

discos
T

0?(B)] < Imij]

j=1
con i € {1,---,r}. Nétese también que el elemento
m;; esta formado por

P q
mij = E ARirj + E biibi;
k=1 =1

Entonces
T p q
*(E)| <> < lakil lars| + > [buil |sz|>
j=1 \k=1 1=1
para al menos un i € {1,---,r}. Finalmente, como

laij| < €qy |bij| < €, entonces
IUQ(E)} < (Eip + egq)r

para cualquier valor singular de E. QED.

Teorema D.8 Representacion minimax de Co-
urant-Fischer. Si A € R™*" es simétrica, enton-
ces se tiene que su k-ésimo valor propio mds grande
estd dado por

T
, .y Ay
max min

A =
F dim(S)=k 0#yes yTy

VeE=1,...,n

Ver [I] theorem 8.1.2].

Demostracién. Como A es simétrica, entonces tiene
descomposicién simétrica de Schur

QTAQ = diag ()i, ...
donde @ = [ Q1

s An)

an |y {a1,...,qn} son Li.

Considérese ahora el subespacio de dimension k, aso-
ciado a los valores propios Ap,,...,Ap,, es decir el
subespacio (qp, , - - ., qp, ) y considérese también el vec-
tor

k
Y= ZalQ;Dz € <qP17"'7Q;Dk>
=1

entonces

k k
y" Ay _ D11 Damet azamqgl Agp,,
T, k k
vy Zl:l Zm:l alamqﬁ dp,,

k 2
Zj:l aj)\pj

k
Zj:l a?
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asi .
A
P e O
gy
donde
p:j:rrll,%.).(,kpj’ p= ‘:m,l?,kpj

de esta manera, la cota superior )5 y la cota inferior
Ap se alcanzan si y = B1qp e y = [2q; respectivamen-
te, por lo que se tiene que

T A
max y 4y

ye<‘1p1 7'”7‘1:Dk> yTy ,

T A
Ap = min y 4y

Ap =
ye<‘1p1 7'”7‘1:Dk> yTy

Si ahora se busca en todos los espacios S C R™ tal
que dim(S) = k se tiene

TA TA
max ml’nyTyz min yTy:/\
dim(S)=k yeS y'y yE(q1,--qk) Y Y
donde y # 0.

Ahora sélo basta obtener la desigualdad en sentido
inverso, para asi poder terminar la demostracién, pa-
ra lograr esto témese un espacio S C R"™ cualquiera
tal que dim(S) = k, dicho espacio siempre intersecta
a (qk, ..., qn). Supéngase ahora que el vector = perte-
nece simultdneamente a Sy a (g, .., ¢n), entonces
se tiene

2T Ax

2Ty

y" Ay
yTy
como también = € (g, ...

cribir

< , xS

11
0#yes

,qn) entonces se puede es-

n
=g € (gr, - n)
1=k

y se tiene que

2T Az , 2T Az A\ e )
max = T .
T = e T, ks qdk, ydn
por lo tanto
T A T Az
min Z 7 Y < méx =N\
0#£yesS y*y 2€(qk,--qn) 27 Z

como lo anterior es valido para cualquier espacio S
con dim(S) = k, entonces

T
) .y Ay
max min

, 2T Az
< max
dim(8)=k 0#yes yTy

b
2€(qhsenan) 212

asi se tiene que

, oyt Ay
mix min =
dim(S)=k 0#yeS yTy

Ak

QED.
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D.3. Teoria de perturbaciones

En [II] se analiza cémo se ven afectados los va-
lores propios y los valores singulares de una matriz, si
ella se encuentra sometida a perturbaciones aditivas.
En cuanto a la notacién, se utiliza A\;(A) para enfati-
zar que es el k-ésimo valor propio més grande de A,
idem para el valor singular oy, (A).

A continuacién se muestran dos resultados im-
portantes en perturbaciones de valores propios y va-
lores singulares.

Teorema D.9 Si A € R"*" y (A+ E) € R"™™ son
matrices simétricas, entonces
AMe(A) + A (B) < AM(A+ E) < \e(A) + M (E)

para todo k =1,...,n.

Ver [, theorem 8.1.5].

Demostracién. Esta se basa principalmente en la
representacion minimaz de los valores propios de una
matriz simétrica, teorema D8 Como A y A + F son
simétricas, entonces F también es simétrica y por lo
tanto tiene descomposicién simétrica de Schur [D.5]

QTEQ = diag (M(E),.... A(E))

donde @ = [ 7 Gn } v {q1,...,qn} son vecto-
res L.i. Sea el vector z € S C R"™, entonces = se puede

escribir como
n
T = § arq
=1

Asi

T n n T
' Ex Y Yo camq; Egm

T, n n T
T Do Dot UMY Gm

y por lo tanto se tiene que

Z;L:I 0‘5)‘1' (E)

T

T
z' Ex
M(E) < S8 < X (B)
lo que implica
2T Ax 2T (A+ E)x _ 2" Az
o An(E) < e S T A(E) (D.1)
valido Vo € S y VS C R™.
Sea 71 € S CR"
. 2T Ax
1 = arg min
! go;émes Ty
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entonces evaluando en la desigualdad derecha de (D))
se tiene

T T . T 4
min & (A+ E)x <4 (fvl—|—vE)xl < x} Av:cl ()
0£z€S xTx #Ti4 T
(D.2)
Sea 75 € S C R"™
2T(A+ E)x

T9 = arg min
0#z€S zTx

entonces evaluando en la desigualdad izquierda de

(DI se tiene

xT Ax 3T Az 3 (A+ E)i2
n < n <
onwes aTx +An(B) < #T s +An(B) < )
(D.3)
Juntando (O3) y (O2)
T
rt Ax
i M (E) < D.4
oy Ty T M) < (D-4)
T(A+FE T A
min — =T ( ;— o < min i = - + M(E)
0#z€eS T x 0#z€S T+ X

valido VS C R".

Sea 5'1 C R™ un subespacio de dimensién k

A , o 2T Ax
Sy =arg mdx min —=
dim(S)=k 0#z€S x*x

entonces evaluando en la desigualdad izquierda de

@)

TA T(A+FE
min — " + A (E) < min a:(Ti—l—)x
0£z€S8; LT 0#£zeS, T~ x
T(A+FE
< méx min x(Ti—i—)x (D.5)
dim(S)=k 0£z€S T

Sea S‘g C R™ un subespacio de dimensién k

. ) ., 2T(A+E)x
Sy =arg mdx min —————
dim(S)=k 0#£z€S Tt x

entonces evaluando en la desigualdad derecha de la

ecuacion (D4

T(A+E TA
'Awg Inl’nAxTx—i—)\l(E)
O#IGSQ €T x O#IGSQ xr= T
2T Ax

< max min T
dim(S)=k 0£z€S T T

Juntando (X)) y ([O6) se tiene

zT Ax

Ty

+M(E) (D6)

méx min +M(E) <
dim(S)=k 0#£x€S

APENDICE D. MATRICES

) ., 2T(A+ E)x
max min ———— <
dim(S)=k 0#£z€S xTx
TA
méx  min + M(E)

dim(S)=k 0#zes xTx

Considerando el teorema se completa la demos-
tracién. QED.

Para matrices reales, el problema de pertubacio-
nes en valores singulares se puede tratar a partir del
problema perturbacional de valores propios, ya que
el problema de valores singulares es equivalente a un
problema de valores propios de una matriz simétrica.

Sea A € R™*™ con m > n y valores singulares
01(A),...,0,(A), que tiene la siguiente descomposi-
cién en valores singulares segin [D.3)

X

A= U, Umn][O

"
considérese también la matriz £ € R™*" con m > n
y valores singulares o1(E), ..., 0,(F), la cual tiene la
siguiente descomposicion en valores singulares segin
1D

En

E=[ Wy W] [ o

"

Claramente, las matrices A y £ no son simétri-
cas, sin embargo la matriz B € R(m+m)x(min) y ]
matriz D € Rm+m)x(m+n) of 1o son

AT _ [ Onxm
| =%

A Omxn
donde Opxm v Omxn son matrices nulas. Las matri-
ces B y D tienen la particularidad de que tienen la
siguiente descomposicién simétrica de Schur

ET
Om><n :|

Q'BQ = diag (61(A), ...,0n(A),—01(A),...,—on(A),0,...,0)
——
RIDR = diag (01(E),...,0n(E),—01(E),...,—on(E),0,...,0)
—
o- L[V VvV o,
_\/5 Un _Un \/iUmfn
L [Y Y oo,
_\/5 Wn _Wn \/§Wmfn

de aqui se puede ver que los valores propios de las
matrices simétricas B y D estan intimamente relacio-
nados con los valores singulares de las matrices A y
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FE, es por esto que se puede obtener el siguiente co-
rolario a partir del resultado obtenido en el teorema
1.9

Corolario D.1 Sean A € R™*" y (A+ E) € R™*"
con m > n, entonces se tiene

lok(A+ E) —or(A)| <o (E) = ||E|,, VE=1,...,n

Ver [[I], corollary 8.6.2].

Demostracién. Segin el teorema [D.9 se tiene
M (B) + A (D) < M\(B+ D) < M\e(B) + M(D)
A (D) < Ap(B+ D) — \p(B) < M\i(D)
entonces
[Ak(B + D) = Ae(B)| < max {[A(D)], [ (D)[}
para todo k =1,...,m + n, lo que equivale a
lol(A+ E) —oi(E)| < 01(E) = [|E]l,
para todol =1,...,n. QED.

D.4. Propiedades de rango

Las demostraciones de la mayoria de los teore-
mas y corolarios citados en esta seccion se pueden
encontrar en [13, sec.3.4].

Definiciéon D.1 Sea A una matriz de tamano m xn,
entonces se definen

1. rango fila de A rango ;(A) como el nimero de
filas linealmente independientes de la matriz A

2. rango columna de A rango.(A) como el ni-
mero de columnas linealmente independientes
de la matriz A

3. rango de A
rango (A) := rango s(A) = rango.(A)

Nota D.1 Si A es una matriz m X n, entonces el
rango de A puede ser visto también como el mayor
entero positivo r, de manera que existe una submatriz
rxr de A, formada al eliminar (m—r) filas y (n—7)
columnas, la cual es no singular. Ver [4, apéndice A,
seccion 7).

87

Teorema D.10 Sean las matrices A (m x n) y B
(n X p), entonces se tienen las siguientes cotas

1. rango(A) < min(m,n)

2. rango (AB) < min { rango (A4), rango (B)}

Teorema D.11 Sea A una matriz (m xn), entonces
se tiene que

1. El rango de A es invariante al aplicar operacio-
nes elementales fila a la matriz

2. El rango de A es invariante al aplicar operacio-
nes elementales columna a la matriz

3. rango (A) = rango (A7)

Corolario D.2 Sea A una matriz (m xn), y ademds
P (mxm) yQ (nxn) matrices invertibles, entonces

1. rango (A) = rango (PAQ)

2. A es invertible sdlo sin =m y rango(A) =n
Corolario D.3 Sea A una matriz m x n, entonces se
tiene que

rango (A) = rango (A7 A) = rango (AAH)
Corolario D.4 Sean las matrices A y B, ambas de
tamano (m xn), conn < m y rango (B) = n, enton-

ces
rango (BH A) = rango (A)

Demostracién. Considere A y B en sus descompo-
siciones de valores singulares

A = UusvP=[U, Umn}[%”]vff
B = WEY"=[W, Wmn][EO" yH

donde U, W € C™*™_ V)Y € C™*™ son matrices uni-
tarias y Un, W, € C™*", Uy, Win_p, € C¥(m=7)
2 eR™", 5,8, € Ry O € Rm—m)xn,

Al multiplicar BEA = (YEEWHU,,)S,,(VH) se pue-
de notar que como V¥ es invertible, entonces por el
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corolario sélo basta demostrar que el producto
YEEWHU, € €™ " es invertible. Dado que Z,, es
invertible, ya que rango (B) = n, ademds Y es inver-
tible por definicién y WX U,, es unitaria, entonces el
producto YEXWHU, € C"*" también es invertible.
QED.

D.5. Matrices especiales

Definiciéon D.2 La matriz A € C"*" es “definida
positiva” si se cumplen las siguientes condiciones

1. Vz e C”, 2B Az >0

2. bt Azg = 0= 29 =0, donde zg € C"
Teorema D.12 Teorema de Sylvester. Sean los
polinomios p(x) y q(x) definidos por

p(x) = po+prxr+---+ppa”
qr) = @+qr+-+ga”

donde py, Y qn no son simultdineamente cero. Los po-
linomios p(x) y q(x) son relativamente primos (copri-
mos) si y sdlo si det S(p,q) # 0, donde la matriz de
Sylvester S(p, q) estd definida por

[P0 pP1 -+ DPm-1 Pm O 0 T
0O po P11 ' DPm-1 DPm
SR ' . 0
0O -~ 0 Do D1 Pm—1 DPm
G @ Qa1 Gn 0 0
0 @ @ Gl o ;
SR . . 0
L0 - 0 o @ Gne1 G |

La submatriz relacionada al polinomio p(x) es fi X
(m+n) y la submatriz relacionada al polinomio q(x)
es m X (m+n), ast la matriz S(p,q) es (M + n) X
(m 4+ n), donde min(m —m,n —n) =0.

Para una demostracién de este teorema véase [T9,
lemma A3.1].

APENDICE D. MATRICES



Apéndice E

Demostraciones complementarias

E.1. Capitulo

Demostracién E.1 (teorema [L1l) Sdlo basta te-
ner en cuenta las siguientes definiciones

/z#>a fx(x)da
/R(:c 2 () da

P(X —pl =¢)

02

Asi se puede acotar o>

2

o° =

/ P x) e

/ 2 fx(z)dx
lo—p|>e

Y

Reemplazando
02 > *P(|X — | > ¢)

y despejando se obtiene

[ V)

g

P(X —pl2e)< =

QED.
Demostracién E.2 (definicion [L11]) Ndtese que

mT I (p)m = (2 (R)Tm)?2)

Nétese ademds que el producto vP(k)Tm puede ser
escrito como

VB (k) 'm = My(q)s(k)
donde
—p+1

My, (q) = mo + mig o+ Mmp—-19q

Ahora, mediante la transformada de Fourier inver-
sa, se puede establecer una relacion entre el promedio

<[M10(q)s(l<:)]2>k€Z y el espectro de s(k)

89

™

L g, (%) 02 (e9%) a6

kez 2w J_

(1M (a)s(k)?)
Asi se tienen finalmente las siguientes equivalencias

mTHEO(p)mzo & Y0, ]Mp(ej")]?@gg(ej")
m=0 < Y0, My(el?)
QED.

Demostracién E.3 (teorema [L3) Ndtese que La
demostracion es por contradiccion. Supéngase que s(k)
no es p.e. de orden p, entonces existe un filtro My(q) #
0 que satisface

2 % (e?)

M) 035(6) = My 2

v,

donde C(q) # 0, entonces
¥0, |M,(e)]" 235 (7) = 0

lo que es una contradiccidn, pues u(k) es a.p.e. de
orden p. QED.

Demostracién E.4 (teorema[IJ), caso infinito)

Considérese el siguiente vector
T
’yp = [ do dﬁb C1 }

Ch,
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Con esto se puede establecer la siguiente igualdad

WAL @) = (ID@uk) + ClaaR)?)

{|Ip@aw + c@saisw)|)
keZ
_ L[ D) Ae) +C’(ej9)B(ej9)‘2<I>§§(ej9)d9

2 ),

donde D(q) = Z?:bo diq™t, C(q) = Z?:“l ciqg™".

Al igual que en el caso finito, la demostracion es por
contradiccion. Supdngase que A3, (T, Ng) Mo es de-
finida positiva, entonces existe un vector v, # 0, tal

que ngg‘;z(be, fla)Yp = 0, lo que se logra si y sdlo si

W8, |D(e?) A(e”%) + C(e7°) B(e3)|* 032 (e??) = 0

Se puede notar, al igual que en el caso finito, que
[D(q)A(q) + C(q)B(q)] #£ 0, lo que es una contradic-
cion, ya que la senal s(k) = A(q) " tu(k) es p.e. de
orden méax(fy + ng,np + 1g) + 1. QED.

Demostracion E.5 (teorema[l) Esta demostra-
cion se construye principalmente a partir del error de
prediccion para (LZ0), el cual corresponde a

ei(k) = §i(k) —y(k) = Hi(q) "' Gi(q)u(k) — Hi(q) " y(k)
Reemplazando y(k) por la planta en (LIA) se tiene

ei(k) (E.1)

/(0) "' [Gilq) — G(q)u(k) — Hi(q)~ " H(q)e(k)

o~

Notese que §y = U1 — Y2 = €1 — €2, por lo que se calcula

g(k) = e(k)—e(k)

= Hi(q) '[Gi(q) — G(g)]u(k)
—Hy(q) " H(q)e(k) — ex(k

= Hi(q) 'G(q)u(k)
+H1(q) "' [Ga(q) — Glg)]u(k)
—Hy(q) " H(q)e(k) — ea(k)

= Hi(q) 'G(q)u(k)
+Hi(q)"{[G2(q) — G(q)]u(k)

donde G = Gy — G, H = H, — Hy. En forma mds
compacta

g(k) = Hi(q)" {G(a)u(k) — H(q)ez(k)}

Ahora, reemplazando ea(k) en la ecuacion anterior,
se tiene

- . 1 ~ H(q)
i) = {00 - 7Gx - 6] fut
H(q)H(q)
AP ARR

A partir de la transformada inversa de Fourier para
el espectro de

~ 1 " 00 j0
(007) 0y = 55 | Bt a0

donde ®(e9%) =0 y

So(e) =
‘ G(e) _ H(e)[Ga(e”) ~ GE)] | oo o)
H,y(ed0) Hq(ei?)Hs(ed?) e
H(EVHE) | i
|emimion|

se puede establecer la siguiente equivalencia

~ o (%) 0N\
<y(k)2>kez — 0 8% () =0
la que sdlo se cumple si
(i(r)2), =0 !G‘(eﬂ'@)\z () = 0N H () =0
kEZ

pues H(q) # 0, Hi(q) # 0, Ha(q) # 0 y 32(e’) =
Ree(e7%) = a2 > 0, ya que e(k) es ruido blanco estric-
to de media cero y varianza a?.

Notese también que siempre se puede establecer
una relacion 1-1 entre el predictor W;(q) y el par
(Gi(q), Hi(q)) en la ecuacion (LZ0), de esta mane-

ra

Wi(q) = Wal(q) & Gi(q) = Ga(q) A Hi(q) = Ha(q)

En resumen, se tiene para todo Wi(q), Wa(q) de la
estructura

(5067), ., =05 |G o5 =0 A =0

Wi(e) = Wa(e!) & G(e’) =0 A H(€’) =0
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Ahora, siu(k) es p.e. de orden ng+1n,+1, enton-
ces segun la definicion [LINV My, +7,+1(q) se cumple

0 2 0 0
’Mﬁambﬂ(ej )‘ Duu(e”) = 0= Ma,qn,+1(e””) =0
y por lo tanto, se cumple en particular para
~ a2 . ~
‘G(eje)‘ D2 (1) = 0= G(e??) =0

ya que

@@=Gw@—@@ws“@p$%%ﬁfwmﬁ

tiene a lo mas ng + 1y + 1 ceros sobre la circunferen-
cia unitaria. De esta manera la demostracion queda
completa, resultando que Zgy es s.i. para la estructu-
ra. QED.

E.2. Capitulo

Demostracién E.6 (teorema [2.7)) Considérese la
planta de la ecuacion [(ZI3). Considérese también que
u(k) = 6x(k), que es Lell de orden

p =M+ ng + 1 —min(fy — np, g — np)

en el intervalo [—M, M], si se escoge
M=(p-1)

Asi, tomando los datos ZEM | con L = max(fy, Ng),
se puede construir la matriz QM (fy, 7y), cuyo rango
estd dado por el lema[Z3

Ahora, se wverificard la estructura de la matriz
QM (i, 7g), considerando que la respuesta al experi-
mento anterior es exactamente x(k) = g(k), es decir,
la respuesta a impulso del sistema.

Q% (ﬁbv ﬁa) =

0 --- 0 0 0
0 O 0
1 0] ¢(=D) 9(—1a)
0 - 1| g(in—1) oy — 1a)
O --- 0 g('ﬁ,b) g(’flb +1-— ’fLa)
[0 - 0| gM—1) g(M — i)

1 definicién IO
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Dado que las primeras M filas de QM (i, Ng) no con-
tribuyen a determinar su rango, entonces se eliminan
dichas filas construyéndose asi la matriz

U (R, o) =

1o 0] g(-1) - g(—hw) ]
0 1] g(hp - 1) gy — 1)
0 0] g(np) g(hy + 1 —fy)
[0 0| gr—1) g(M — )

donde M > (p — 1), resultando asi que
rango QM (g, 7,) = rango Uéw(ﬁb, Tg,)
el cual estd dado por el lema[Z3

Considere ahora la misma planta en (ZI3), cu-
ya nueva senal de entrada se disena de manera que
02 (1) = 0k (1). Considere también que se utiliza el
filtro instrumental F(q) = ¢~ ™. De esta manera se
miden los datos Z75 y Zos, con los que se construye la

ux’
hoo (A a . iy
matriz A3, (Mp, Ng). Teniendo en cuenta la particion

de las ecuaciones (ZZ0), (Z227) vy (ZZ3), y ademds
P2u(7) = f(7), pan(r) = 9(=7), ¥%(7) = g(f — 7)

entonces estructura de la matriz A, (N, lg) resulta

Az?l.il? (ﬁb? ﬁll) =

"1 0 g(~1) e g(=ha) ]
0 ... 1 g(ﬁb.— 1) g(Mp — Ma)
0o --- 0 g(ﬁb) g(ﬁb +1-— fla)
L0 - 0| gl + i — 1) 9(7;%) |

A partir de este ultimo resultado se puede ver que
Gy (i, fia) = A2 (i, 7a)

donde M = ny + Ng, y por consiguiente se debe cum-
plir que

fip + g > (p— 1) < min(ipy — np, g — np) >0

7ﬁb

En resumen, si o2, (1) = 0k (1), F(q) = q Y

min(fy — np, g — npy) > 0, entonces

oo

rango AZS . (T, fg) = MAEX(Np + Mg, My + 7g) + 1

QED.
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Apéndice F
Programas

As simulaciones de los ejemplos presentados en esta tesis fueron desarrolladas con el programa de célculo
L numérico SCILAB 4.0, desarrollado por el INRIA (Institut National de Recherche en Informatique et
Automatique) y la ENPC (Ecole Nationale des Ponts et Chaussées). Este software es de libre uso y distribu-
cién, bajo los términos de la licencia http://www.scilab.org/legal/license.html. Para mas informacion,
véase http://wwuw.scilab.org/.

F.1. Funciones comunes

F.1.1. funciones.sci

// funciones.sci
// version 2008.08.19

function U = omegau(L,u,nbhat)

// u : sennal

// nbhat : grado del polinomio

// L : numero de datos usados para retardo

//

// 1 L+1-nbhat L+1 2M+1+L
// uw = [u(-M-L) ... u(-M-nbhat) ... u(-M) ... u(M]
uv = u(L+1:$);

uh = u(L+1:-1:L+1-nbhat);

U = toeplitz(uv,uh);
endfunction

function X = omegax(L,x,nahat,i)

// x : sennal

// nahat : grado del polinomio

// L : numero de datos usados para retardo

// i : min([nbhat-nb nahat-nal)

//

// 1 L+1-nahat L-i 2M+L-1 ... 2M+1+L
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// x = [x(-M-L) ... x(-M-nahat) ... x(-M-i-1)
xv = x(L-i:$-i-1);

xh = x(L-i:-1:L+1-nahat);

X = toeplitz(xv,xh);
endfunction

function o = omega(L,u,x,nbhat,nahat,i)
// nbhat : grado del numerador

// nahat : grado del denominador

// i : min([nbhat-nb nahat-na])

U = omegau(L,u,nbhat) ;
X = omegax(L,x,nahat,i);
o = [U X];

endfunction

function u = gencos(p,N,K)

// p : componentes espectrales
// N : periodo fundamental

// K : largo de la secuencia
k = (1:K);

thetalO = 2x%pi/N;

i = modulo(p+1,2):floor(p/2);
// A = 4xrand(1l,ceil(p/2),’uniform’)-2;
A = ones(1,ceil(p/2));

u = Axcos(i’*thetal*k);
endfunction

function sv = hsv(ssG)

// ssG : representacion de estado de G

// sv : valores singulares de hankel de G
P = ctr_gram(ssG);

Q = obs_gram(ssG);

sv = sort(sqrt(spec(P*Q)));

endfunction

function P = Pi(L,u,p)

// u : sennal

// p : persistencia a probar

// L : numero de datos usados para retardo

U = omegau(L,u,p-1);
s = size(U);

P = U’xU/s(1);
endfunction

F.1.2. dsp.sci

// dsp.sci
// version 2008.07.07

function [Y,theta] = espectro(y)

. x(M-i-1)
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F.2. EJEMPLOS CAPITULO 1

// ESPECTRO Obtiene el modulo de la transformada de Fourier de tiempo discreto.
// [Y,theta]l] = ESPECTRO(y) calcula |Y(exp(j*theta))|, donde
//

// Y(exp(j*theta)) = sum_{k=1}"{inf} y(k)*exp(-j*thetaxk)
//
// y entrega ademas el vector de eje de frecuencia angular normalizada

// theta = omegaxdt.

N = length(y);

Y = fftshift(abs(£f£ft(y)));

dtheta = 2x%pi/N;

theta = 1:N;

if modulo(N,2)==0 then theta = theta-(N+2)/2;
else theta = theta-(N+1)/2;

end
theta = theta*dtheta;
endfunction

function C = espectroC(Y,dtheta)

// ESPECTROC Obtiene los coeficientes de la serie de Fourier de tiempo discreto.
// C = ESPECTROC(Y,dtheta) calcula |C(theta)| a partir de |Y(exp(j*theta)) |
// y de dtheta, donde

//
// C(theta) = Y(exp(j*theta))*dtheta/(2*pi)
// y(k) = 1/(2xpi) int_{-pi}~{pi} Y(exp(j*theta))*exp(j*thetaxk) dtheta

C = Yxdtheta/(2*)pi);
endfunction

F.2. Ejemplos capitulo [

F.2.1. Ejemplo [[L2: persis.sce

// persis.sce
// version 2008.08.05

clear; clc;

getf (’funciones.sci’);
getf(’dsp.sci’);
rand(’seed’,0);

p0 = 5; // persistencia a probar
M = p0;
N = 2xM+1; // periodo fundamental

=
]

p0-1; // datos para retardo
printf(’ p0 (2M+1) p det{Pu(p0)}\n’);

for p=1:2x%p0,

95
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u = gencos(p,N,N+L);
Pu = Pi(L,u,p0);

d = det(Pu);

printf(’ %2d %2d  %h2d  %.2e\n’,p0,N,p,d);
end
printf(?-————————————— - \n\n’);

[U,theta] = espectro(u(L+1:$));

cU = espectroC(U,theta(2)-theta(1));

scf(0); clf(0);

plot2d3(theta,cl);

xtitle(’Componentes espectrales de u(k), con p=10’,’theta’,’Amplitud’);

F.2.2. Ejemplo [[L4: sufinf-sr.sce

// sufinf-sr.sce
// version 2008.08.05

clc; clear;
z = poly(0,°z’); rand(’seed’,0);
getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);

// planta

B =0.3; A= (z"2 - 2x(0.8)*cos(%pi/4)*z + (0.8)72)*(z-0.7);
na = 3; nb = 3;

printf (°’G(1) = %f\n’,horner(B/A,1));

disp(roots(A),’polos = ’);

printf(’\n’);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

tran = 5*ceil(-inv(log(max (abs(roots(A))))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos
M=56; L=7;p=29;
N = 2%M+1+L;

// mediciones estado estacionario
u = gencos(p,2*M+1,tran+N);

x = flts(u,sysG);

u = u(tran+1:%);

x = x(tran+1:%);

for nbhat = 1:7,
for nahat = 1:7,
i = min([nbhat-nb nahat-nal);
if (i<=0) then
Oux = omega(L,u,x,nbhat,nahat,0);
else
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Oux = omega(L,u,x,nbhat,nahat,i);
end
clear Lxux;
Lxux = Oux’*0ux/(2%M+1);
printf(’%.0e ’,min( abs(spec(Lxux)) ) );
end
printf(’\n’);
end

[U,thetal] = espectro(u(L+1:$));

cU = espectroC(U,theta(2)-theta(1));

scf(0); clf(0);

plot2d3(theta,cl);

xtitle(’Componentes espectrales de u(k), con p=9’,’theta’,’Amplitud’);

F.2.3. Ejemplo [[LB: sufinf-cr.sce

// sufinf-cr.sce
// version 2008.07.16

clear;
q = poly(0,’q’); rand(’seed’,0);
getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);

// planta

B =0.3; A= 1(q"2 - 2%x(0.8)*cos(%pi/4)*q + (0.8)"2)*(q-0.7);
na = 3; nb = 3;

printf (°G(1) = %f\n’,horner(B/A,1));

disp(roots(A),’polos = ’);

printf(°\n’);

// ruido
D =0.4%xq; C = (q - 0.6);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

sysH = syslin(’d’,D,C);

tran = 5xceil(-inv(log(max(abs([roots(A); roots(C)1)))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos
M=500; L=7; p=T7;
N = 2xM+1+L;

// mediciones estado estacionario
u = gencos(p,p,tran+N);

x = flts(u,sysG);
u = u(trant+i:$);
x = x(tran+1:$);
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e = rand(1,tran+N, ’normal’);
v = flts(e,sysH);

v = v(trant+1:$);

y =%+ v;

for nbhat = 1:7,
for nahat = 1:7,
i = min([nbhat-nb nahat-na]);
Ouy = omega(L,u,y,nbhat,nahat,0);
clear Lyuy;
Lyuy = Ouy’*0uy/(2*M+1) ;
printf (’%.0e ’,min(abs(spec(Lyuy))) );
end
printf(’\n’);
end

[U,theta] = espectro(u);

cU = espectroC(U,theta(2)-theta(1));

scf(0); clf(0);

plot2d3(theta,cl);

xtitle(’Componentes espectrales de u(k), con p=7’,’theta’,’Amplitud’);

F.3. Ejemplos capitulo

F.3.1. Ejemplo 2Tk Lxux.sce

// Lxux.sce
// version 2008.08.19

clc; clear;
q = poly(0,’q’); rand(’seed’,0);
getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);

// planta
n=3; B = 0.3; A = (972 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

tran = 5*ceil(-inv(log(max (abs(roots(A))))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos

nhatmax = 2%n;

P 2% (nhatmax+1) ;

M nhatmax+1; L = nhatmax+1;
N 2xM+1+L;
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// mediciones estado estacionario
u = gencos(p,2*M+1,tran+N);
flts(u,sysG);

u(tran+1:$);

x(tran+1:$);

X
u
X

[U,thetal] = espectro(u(L+1:$));

cU = espectroC(U,theta(2)-theta(1));

scf(0); clf(0);

plot2d3(theta,cl);

xtitle(’Componentes espectrales de u(k)’,’theta’,’Amplitud’);

printf (’"n vpmin(Lxux) DR\n’);
printf (P —————————————— \n’);
for nhat = 1:nhatmax,

Oux = omega(L,u,x,nhat,nhat,0);

Lxux = Oux’*0ux/(2*xM+1);

vpmin = min(abs(spec(Lxux)));

00ux = omega(L,u,x,nhat+1,nhat+1,0);
LLxux = 00ux’*00ux/(2*M+1);
DR = abs(det(Lxux)/det (LLxux));

printf(°%2d %.2e  %.2e\n’,nhat,vpmin,DR);
end

F.3.2. Ejemplo 22 Lyuy.sce

// Lyuy.sce
// version 2008.08.17

clc; clear;

q = poly(0,’q’); rand(’seed’,0);

getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6) ;

// planta
n=3; B = 0.3; A = (972 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);

// ruido
D=0.4%q; C= (q - 0.6);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

sysH syslin(’d’,D,C);

tran = 5xceil(-inv(log(max(abs([roots(A); roots(C)1)))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos
nhatmax = 2%*n;
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M = [1e3 5e3 1e4 5e4]; Mmax = max(M);
L = nhatmax+1;

Nmax = 2.*Mmax+1+L;

// mediciones estado estacionario
u0 = rand(1,tran+Nmax,’normal’);
x0 = flts(u0,sysG);

for Mi = M;
N = 2%Mi+1+L;
u = u0(tran+l:tran+N);
x = x0(tran+l:tran+N);
e = rand(1,tran+N, >normal’);
v = flts(e,sysH);
v = v(tran+1:$);
y=x+tv;

SNR = 20*loglO(stdev(x)/stdev(v));

printf (°’M = %.0e, SNR = %.2f\n’,Mi,SNR);
printf (’"n vpmin(Lyuy) DR\n’) ;
printf (P -——--———————— \n’);
for nhat = 1:nhatmax,

Ouy = omega(L,u,y,nhat,nhat,0);

Lyuy = Ouy’*0uy/(2+Mi+1);

vpmin = min(abs(spec(Lyuy)));

00uy = omega(L,u,y,nhat+1,nhat+1,0);
LLyuy = 0Ouy’*00uy/(2*Mi+1);
DR = abs(det(Lyuy)/det (LLyuy));

printf(’%2d %.2e %.2e\n’ ,nhat,vpmin,DR) ;
end
printf (°\n’);
end

F.3.3. Ejemplo 23 Lzuy.sce

// Lzuy.sce
// version 2008.08.19

clc; clear;

q = poly(0,°’q’); rand(’seed’,0);

getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6) ;

// planta

n=3; B = 0.3; A = (972 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);

APENDICE F. PROGRAMAS
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// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate..."
// n=3; B =q°3 - 0.45%q"2 - q"1; A = q°3 - 2.2%q"2 + 1.77%q - 0.52;

// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
// n=6; B = q"6 + 0.3452%q"5 + 0.53%q"4 + 0.3985%q"3 + 0.8138%q"2;
// A = q°6 + 0.7907*q"5 + 0.042%q~4 - 0.5556%q"3 - 0.0247%q"2 + 0.3846%q + 0.3026;

// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
// n=T; B = q°7 - 0.1292%¥q"6 - 0.3893%q"5 + 0.3163%q"4 + 0.2549%q~3 - 0.5823%q"2;
// A =q°7 - 0.2459%q"6 - 0.3786*%q"5 - 0.0707*q"4 - 0.0944%q"3 - 0.2881*%q"2 + 0.107*q"1 + 0.4695;

// ruido
D =0.4%xq; C = (q - 0.6);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

sysH = syslin(’d’,D,C);

tran = 5xceil(-inv(log(max(abs([roots(A); roots(C)1)))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos

nhatmax = 2%*n;

M = [1e3 5e3 1led 5e4];

Mmax = max(M); L = nhatmax+1;
Nmax = 2*Mmax+1+L;

// mediciones estado estacionario

u0 = rand(1,tran+Nmax,’normal’);
x0 = flts(u0,sysG);
for Mi = M,

N = 2*Mi+1+L;

u = uO(tran+1:tran+N);
x = x0(tran+1:tran+N);

e = rand(1,tran+N, ’normal’);
v = flts(e,sysH);
v = v(tran+1:$);

y =%+ v;
SNR = 20*logl0(stdev(x)/stdev(v));

printf(°M = %.0e, SNR = %.2f\n’,Mi,SNR);
printf (’"n vpmin(Lzux) vpmin(Lzuy) IDR [ IILzuyl| \n’);
printf(’———————————— o \n’);
for nhat = 1:2%n,

// filtro instrumental

m = nhatmax+1;

F = q"(-nhat)+q~ (-m) ;



102

end

Sz

printf (’\nmemoria total: %d, memoria usada: %d\n’,sz(1),sz(2));

// F = q (-m)+q~ (-2*m) ;
sysF = syslin(’d’,F);

z = flts(u0,sysF);

z = z(tran+1l:tran+N);

// identificacion
Ouz = omega(L,u,z,nhat,nhat,0);

Oux = omega(L,u,x,nhat,nhat,0);
Lzux = Quz’*0ux/(2*Mi+1);

clear QOux;

vpminLzux = min(abs(spec(Lzux)));

Ouy = omega(L,u,y,nhat,nhat,0);
Lzuy = Quz’*0uy/(2xMi+1);

clear Ouz; clear Ouy;

vpminLzuy = min(abs(spec(Lzuy)));
normLzuy = norm(Lzuy) ;

00uz = omega(L,u,z,nhat+1,nhat+1,0);
00uy = omega(L,u,y,nhat+1,nhat+1,0);

LLzuy = 00uz’*00uy/(2*Mi+1);
clear 00uz; clear 00uy;
IDR = abs(det(Lzuy)/det(LLzuy));
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printf (°%2d %.2e %.2e  %.2e | %.2e\n’,nhat,vpminLzux,vpminLzuy,IDR,normLzuy) ;
end
printf(’\n’);

stacksize();

stacksize(sz(2)*2);

F.3.4. Ejemplo 24 Lxux2.sce

// Lxux2.sce
// version 2008.08.23

clc; clear;

q = poly(0,’q’); rand(’seed’,0);

getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6);

// planta

// n=3; B =0.3; A= (q°2 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);

// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate...'

n=3; B =93 - 0.45%q"2 - q"1; A =q"3 - 2.2%q"2 + 1.77%q - 0.52;



F.3. EJEMPLOS CAPITULO 2 103

// ejemplo 1, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
// n=6; B = q"6 - 0.2997%q~5 + 0.4147%q"4 - 0.2794%q"3 + 0.4973%q"2;
// A =q°6 - 1.2798%q"5 + 0.7805%q"4 - 0.1635%q"3 + 0.7566%q"2 - 1.0621xq + 0.7821;

// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
// n=6; B = q"6 + 0.3452%q"5 + 0.53%q"4 + 0.3985%q"3 + 0.8138%q"2;
// A = q°6 + 0.7907*q"5 + 0.042%q~4 - 0.5556%q"3 - 0.0247%q"2 + 0.3846%q + 0.3026;

// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
// n=T; B = q°7 - 0.1292%¥q"6 - 0.3893%q"5 + 0.3163%q"4 + 0.2549%q~3 - 0.5823%q"2;
// A =q°7 - 0.2459%q"6 - 0.3786*%q"5 - 0.0707*q"4 - 0.0944%q"3 - 0.2881*%q"2 + 0.107*q"1 + 0.4695;

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

tran = 5xceil(-inv(log(max (abs(roots(4))))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos

nhatmax = 2%*n;

M = 500; L = nhatmax;
N = 2xM+1+L;

// mediciones estado estacionario
u = rand(1,tran+N, normal’);
flts(u,sysG);
u(tran+1:tran+N);
x(tran+l:tran+N);

X
u
X

printf (’ ("nb\\"na) M = %.0e\n’,M);
for nbhat = 1:nhatmax,
for nahat = 1:nhatmax,

// identificacion
Oux = omega(L,u,x,nbhat,nahat,0);
Lxux = Oux’*0ux/(2*M+1);
clear QOux;
vpLxux = abs(spec(Lxux));
vpminLxux = min(vpLxux);

printf(’%.2e ’,vpminLxux) ;
end
printf(’\n’);
end
printf(°\n’);

sz = stacksize();
printf (’\nmemoria total: %d, memoria usada: %d\n’,sz(1),sz(2));

F.3.5. Ejemplos y 26k Lzuy2.sce

// Lzuy2.sce
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// version 2008.08.19

clc; clear;

q = poly(0,’q’); rand(’seed’,0);

getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6) ;

// planta
// n=3; B =0.3; A= (q°2 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);

// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate..."

// n=3; B = q°3 - 0.45%q"2 - q"1; A = q"3 - 2.2%q"2 + 1.77%q - 0.52;
// ejemplo 1, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."

// n=6; B = q"6 - 0.2997%q"5 + 0.4147%q~4 - 0.2794%q"3 + 0.4973%q"2;

// A= q°6 - 1.2798%q"5 + 0.7805%q"4 - 0.1635%q~3 + 0.7566%q"2 - 1.0621%q + 0.7821;

// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
n=6; B = g”6 + 0.3452xq"5 + 0.53*q"4 + 0.3985%q"3 + 0.8138*%q"2;
A = "6 + 0.7907%q"5 + 0.042%q 4 - 0.5556%q"3 - 0.0247xq"2 + 0.3846%q + 0.3026;

// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
// n=T; B = q°7 - 0.1292%q"6 - 0.3893%q~5 + 0.3163%q"4 + 0.2549%q"3 - 0.5823%q"2;
// A =q°7T - 0.2459%q"6 - 0.3786%q"5 - 0.0707%q 4 - 0.0944%q"3 - 0.2881%q"2 + 0.107*q"1 + 0.4695;

// ruido
D =0.4%q; C= (q - 0.6);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

sysH = syslin(’d’,D,C);

tran = 5*ceil(-inv(log(max (abs([roots(A); roots(C)1)))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// datos

nhatmax = 2%n;

M = [1le4 5e4];
Mmax = max (M) ;

L = nhatmax;

Nmax = 2*xMmax+1+L;

// mediciones estado estacionario
u0 = rand(1,tran+Nmax,’normal’);
x0 = flts(u0,sysG);

for Mi = M,
2xMi+1+L;

=
I

u0 (tran+1:tran+N) ;
x0(tran+1:tran+N) ;

u

X

// e = rand(1,tran+N, normal’);
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< <
o

SNR

= (rand(1,tran+N,’uniform’)-0.5)*2*sqrt(3);
= flts(e,sysH);

v(tran+1:$);
X + v,

= 20*logl0(stdev(x)/stdev(v));

printf (’ ("nb\\"na) M = %.0e, SNR = %.2f\n’,Mi,SNR);

for

nbhat = 1:nhatmax,

for nahat = 1:nhatmax,

// filtro instrumental

m = nhatmax; d = nbhat; F = q~(-d)+q~(-m);
sysF = syslin(’d’,F);

z = flts(u0,sysF);

z = z(tran+l:tran+N);

// identificacion

Ouz = omega(L,u,z,nbhat,nahat,0);
Ouy = omega(L,u,y,nbhat,nahat,0);
Lzuy = Ouz’*0uy/(2%Mi+1);

clear Ouz; clear Ouy;

vpLzuy = abs(spec(Lzuy));
vpminLzuy = min(vpLzuy) ;

printf(’%.2e ’,vpminLzuy);

end
printf(°\n’);

end

printf (°\n’);

end

sz = stacksize();

printf (’\nmemoria total: %d, memoria usada: %d\n’,sz(1),sz(2));

F.4.

Ejemplos capitulo

F.4.1. Ejemplos By B2k Lxux.sce

// Lxux.sce
// version 2008.09.02

clc;

clear;

q = poly(0,°q’); rand(’seed’,0);
getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6);

// planta

// nb0=5; na0=3; B = 0.3; A = q"2%(q"2 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);
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// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate..."

// nb0=2; na0=3; B = q°3 - 0.45%q"2 - q"1; A = q"3 - 2.2%q"2 + 1.77*q - 0.52;
// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."

nb0=4; B = q"6 + 0.3452*%q"5 + 0.53*q"4 + 0.3985*%q"3 + 0.8138*q"2;

na0=6; A = q°6 + 0.7907%q"5 + 0.042%xq"4 - 0.5556*q"3 - 0.0247*%q"2 + 0.3846%q + 0.3026;

// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
// nb0=5; B = q°7 - 0.1292%q~6 - 0.3893%q"5 + 0.3163%q"4 + 0.2549%q"3 — 0.5823%q"2;
// na0=7; A = q°7 - 0.2459%q"6 - 0.3786%q"5 - 0.0707*q"4 - 0.0944%q"3 - 0.2881*%q"2 + 0.107*q"1 + 0.4695;

// datos
nhatmax = 15; nbhat = 6; nahat 12;
M = 250; L = nhatmax; N = 2xM+1+L;

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

tran = 5*ceil(-inv(log(max (abs([roots(A)]1)))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// mediciones estado estacionario

u = rand(1,tran+N, >normal’);
x = flts(u,sysG);

u = u(tran+l:tran+N);

x = x(tran+l:tran+N);

Oux = omega(L,u,x,nbhat,nahat,0)/sqrt(2xM+1);
Lxux = Oux’*0ux;

svOux = svd(Oux);

svLxux = svd(Lxux);

scf(0); clf(0);

titulo = strcat([’Perfil de valores singulares ("nb,"na) = (’ string(nbhat) ’,’ string(nahat) ’)’]1);
xtitle(titulo, ’valor singular’,’tamanno del valor singular’);

plot2d(1:length(svLxux) ,svLxux,logflag="nl’,style=-9);
plot2d(1:length(sv0Oux),svOux,logflag="nl’,style=-2);

epsilonl = norm(size(Lxux),’inf’)*svixux(1)*%eps;

epsilon0 = norm(size(Qux),’inf’)*sv0ux(1)*%eps;

printf (’epsilonL = %.2e, epsilonO= %.2e\n’,epsilonL,epsilon0);
plot2d([1 length(svLxux)],epsilonL*[1 1],logflag="nl’,style=5);
plot2d([1 length(svLxux)],epsilon0O*[1 1],logflag=’"nl’,style=2);

F.4.2. Ejemplos B3, B4y B3Ok Lzuy.sce

// Lzuy.sce
// version 2008.08.13

clc; clear;
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q = poly(0,°q’); rand(’seed’,0);
getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6);

// planta

// n0=3; B = 0.3; A =q°2%(q"2 - 2*%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);
// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate..."

// nb0=2; na0=3; B = q°3 - 0.45%q"2 - q"1; A = q°3 - 2.2%q"2 + 1.77%q - 0.52;

// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
// nb0=4; B = q"6 + 0.3452%q"5 + 0.53*q"4 + 0.3985%q"3 + 0.8138%q"2;
// na0=6; A = q°6 + 0.7907*%q"5 + 0.042*q"4 - 0.5556*q~3 - 0.0247*q"2 + 0.3846%q + 0.3026;

// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
nb0=5; B = q”7 - 0.1292%q"6 - 0.3893*%q"5 + 0.3163*q"4 + 0.2549%q"3 - 0.5823*%q"2;
na0=7; A = q°7 - 0.2459%q"6 - 0.3786%q"5 - 0.0707*q"4 - 0.0944%q"3 - 0.2881xq"2 + 0.107*q"1 + 0.4695;

// ruido
// D =0.4%q; C = (q - 0.6);
D = 0.0976%q"2 + 0.1953%q + 0.0976; C = q°2 - 0.9428%q + 0.3333; //thetac=pi/4

// datos

veces = 50;

nhatmax = 15; nbhat = 7; nahat = 14;
M = 3e3; L = nhatmax; N = 2*M+1+L;

// instrumentos
F = q~(-nbhat);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

sysH = syslin(’d’,D,C);

sysF syslin(’d’,F);

tran = 5xceil(-inv(log(max (abs([roots(A); roots(C)1)))));
printf (’transiente = %d\n\n’,tran);

// mediciones estado estacionario
= rand(1,tran+N, normal’);

= flts(u,sysG);

= flts(u,sysF);

= u(tran+1:tran+N);

= x(tran+l:tran+N);

= z(tran+1:$);

N X & N X &

scf(0); clf(0);
titulo = strcat([’Perfil de valores singulares (“nb, na) = (’ string(nbhat) ’,’ string(nahat) ’)’]1);
xtitle(titulo,’valor singular’,’tamanno del valor singular’);

Ouz = omega(L,u,z,nbhat,nahat,0);
Oux = omega(L,u,x,nbhat,nahat,0);
Lzux = Ouz’*0ux/(2%M+1);
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svlzux = svd(Lzux); svLzux = svLzux(svLzux>1le-10);

for i=1:veces,
e = rand(1,tran+N, >normal’);
//e = (rand(1,tran+N,’uniform’)-0.5)*2*sqrt(3);

v = flts(e,sysH);
v = v(tran+1:$);
y =% + v;

Ouy = omega(L,u,y,nbhat,nahat,0);
Lzuy = Ouz’*0uy/(2*M+1);
svLzuy = svd(Lzuy) ;

plot2d(1:length(svLzuy),svLzuy,logflag="nl’,style=-9);
end

av = stdev(v);

ezv = sqrt((lxav)**2/(2*M+1));

epsilon = sqrt((nbhat+l+nahat)*(nahat))*ezv;
SNR = 20xlogl0(stdev(x)/stdev(v));

printf (’M = %.0e, av = %.2e, SNR = %.2f\n’,M,av,SNR);

printf (’epsilon = %.2e\n’,epsilon);

plot2d([1 length(svLzuy)],epsilon*[1 1],logflag=’nl’,style=5);
plot2d(1:length(svLzux),svLzux,logflag="nl’,style=-2);

F.5. Ejemplos capitulo @

F.5.1. Ejemplos A1, A2, y B4 Gzx.sce

// Gzx.sce
// version 2008.09.29

clc; clear;

q = poly(0,’q’); rand(’seed’,0);

getf (’funciones.sci’); getf(’dsp.sci’);
stacksize(50e6);

// planta

// n0=3; B = 0.3; A =qg°2%(q"2 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);
// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate..."

// nb0=2; na0d=3; B = q°3 - 0.45%q"2 - q"1; A = q°3 - 2.2%q"2 + 1.77*q - 0.52;

// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
nb0=4; B = q"6 + 0.3452%q~5 + 0.53%q"4 + 0.3985%q~3 + 0.8138%q"2;
na0=6; A = q~6 + 0.7907%q~5 + 0.042%q~4 — 0.5556%q"~3 - 0.0247%q"2 + 0.3846%q + 0.3026;
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// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
// nb0=5; B = q°7 - 0.1292%q"6 - 0.3893%q"5 + 0.3163%q"4 + 0.2549%q"3 - 0.5823%q"2;
// na0=7; A = q°7 - 0.2459%q"6 - 0.3786%q"5 - 0.0707%q 4 - 0.0944%q"3 - 0.2881%q"2 + 0.107*q"1 + 0.4¢

// datos

veces = 50;

nhatmax = 15; df = 6; nahat = 12;
M = 1eb; L = nhatmax; N = 2xM+1+L;

// instrumentos
F = q~(-df);

// transferencias

sysG = syslin(’d’,B,A);

sysF = syslin(’d’,F);

tran = 5*ceil(-inv(log(max (abs(roots(A))))));
printf (’transiente = %d, M=)d\n’,tran,M);

scf(0); clf(0);
titulo = strcat([’Perfil de valores singulares (df,"na) = (’ string(df) ’,’ string(nahat) ’)’]1);
xtitle(titulo,’valor singular’,’tamanno del valor singular’);

for i=1:veces,
// mediciones estado estacionario
// u = rand(1,tran+N, normal’);

u = (rand(1,tran+N,’uniform’)-0.5)*2*sqrt(3);
x = flts(u,sysG);
z = flts(u,sysF); // caso u(k) medible

// z = flts(x,sysF); // caso ARMA
x = x(tran+l:tran+N);
z = z(tran+l:tran+N);

0z = omegax(L,z,nahat,0);
0x = omegax(L,x,nahat,0);
Gzx = 0z’*0x/(2*M+1);
svGzx = svd(Gzx);

plot2d(1:1length(svGzx) ,svGzx,logflag="nl’,style=-9);
end

F.5.2. Ejemplos B35, 6 y LT hsv.sce

// hsv.sce
// version 2008.08.20

clc; clear;

q = poly(0,°q’); rand(’seed’,0);
getf (’funciones.sci’);
stacksize(50e6);
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// planta
// n=3; B=0.3; A= (q°2 - 2%(0.8)*cos(%pi/4)*q + 0.872)*(q-0.7);

// ejemplo 3, (2002) al-smadi, wilkes "robust and accurate..."
// n=3; B =q"°3 - 0.45%q"2 - q"1; A = q"3 - 2.2%q"2 + 1.77*q - 0.52;

// ejemplo 4, (1993) liang, wilkes, cadzow "arma model order..."
// n=6; B =q"6 + 0.3452%q"5 + 0.53%q"4 + 0.3985*%q"3 + 0.8138%q"2;
// A =q°6 + 0.7907q"5 + 0.042%q"4 - 0.5556%q"3 — 0.0247%q"2 + 0.3846%q + 0.3026;

// ejemplo 1, (1996) al-smadi, wilkes "on estimating arma model orders"
n=7; B = q°7 - 0.1292%q"6 - 0.3893%q"5 + 0.3163%q~4 + 0.2549%q"3 - 0.5823%q"2;
A =q°7 - 0.2459%q"6 - 0.3786*%q"5 - 0.0707*q"4 - 0.0944*%q~3 - 0.2881%q"2 + 0.107*q"1 + 0.4695;

// transferencias
sysG = syslin(’d’,B,A);
tran = 5*ceil(-inv(log(max (abs(roots(A))))));

// datos
conjM = [le2 1e3 1le4 1leb];
nhat = 10; L = nhat;

// instrumentos
F = q"(-nhat);
sysF = syslin(’d’,F);

// respuesta a impulso
d(1,1) = 1; d(1,2*nhat) = O;
g = flts(d,sysG);

// matriz de Hankel

H = hank(nhat,nhat,g(2:$));
svH = svd(H);

printf (°%.4f °,svH);

printf (’\n-—----———-—————————- \n’);
// matrices

for M = conjM,

= 2*%M+1+L;

= rand(1,tran+N, ’normal’);
= flts(u,sysG);
flts(u,sysF);

= u(tran+1:$);

= x(tran+1:$);

= z(tran+1:$);

N X & N X g =
I

0x = omegax(L,x,nhat,0);

0z = omegax(L,z,nhat,0);

Gzx = 0z’*0x/(2%M+1);

svGzx = svd(Gzx);

printf (°%.4f ’,svGzx); printf(’\n’);
end



Apéndice G

Publicaciones basadas en esta tesis

LOS resultados obtenidos durante el desarrollo de esta tesis han permitido generar un articulo, que ha sido
aceptado en una conferencia internacional. Este articulo es detallado a continuacion

C. Guajardo and R. Rojas. Rank of finite-sample covariance matrices for model order estimation.
11*" TASTED International Conference on Intelligent Systems and Control, ISC-2008, Orlando,
Florida, USA, 16-18 November 2008.
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