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RESUMEN EJECUTIVO

Los modelos de la teoria clasica de ignicién para combustibles solidos han permitido obtener
correlaciones simples del tiempo de encendido cuando el medio esté expuesto a flujos de calor en un
perfil constante, 1til en aplicaciones de ingenieria de incendios, sin embargo, este acercamiento clasico
se desarrolla considerando que la radiacion no penetra dentro del medio y que este no posee contenido
de humedad. Con los afios, algunos modelos mas recientes han logrado integrar la divergencia de la
radiacion bajo condiciones especificas y limitadas a cada situacién pero solo en regimenes constantes sin
humedad, mientras que otros estudios han integrado el efecto de flujos incidentes variables en el tiempo
pero solo considerando una absorcién superficial de la radiacién, lo cual, para sélidos semitransparentes
o medios porosos donde la radiacion es el mecanismo de transferencia de calor dominante, deja de
ser un acercamiento adecuado. En cuanto a la humedad, es un tema escasamente abordado atin en la

actualidad, limitado principalmente a problemas de secado.

Este trabajo ha abordado aquellas problematicas y brechas referentes a la ignicién de combustibles
sélidos, con lo que proporciona modelos de predicciéon versatiles, capaces de adaptarse a diversas
situaciones y condiciones de borde sin la necesidad de realizar una nueva derivaciéon de la ecuaciéon
de energia, ademas permite obtener correlaciones rapidas y sencillas para determinar los tiempos
de igniciéon para un problema dado. Para lograr lo anterior, se ha dividido el trabajo realizado en
tres grandes etapas. (i) Se desarrollé un modelo de ignicién para un medio poroso sin humedad que
considerando una divergencia radiativa en su interior, el cual fue derivado para coordenadas cilindricas
y validado con la ayuda de data experimental de una una campafia realizada previamente. (ii) Luego,
se realiz6 una extensién y generalizacién del modelo anterior, para un medio poroso incluyendo el
efecto de la humedad, también considerando la divergencia de la radiacion para el medio humedecido y
desarrollado en coordenadas cilindricas. Para este caso, se utilizaron datos experimentales obtenidos
por campaiias anteriores. (iii) Finalmente, se trabaj6 en un modelo general que capaz de abarcar una
amplia variedad de escenarios y fenémenos, con el cual es posible derivar los modelos del las etapas
desarrolladas previamente ademés de una gran cantidad de trabajos ya publicados a partir de una sola

ecuacién general.
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Introduccion general

En la investigacién de incendios e igniciéon de sélidos en general, existen diversos modelos de
prediccién que derivan de la teoria clésica, sin embargo, en su mayoria realiza cambios a alguna de los
componentes de la ecuacién de energia ya desarrollada en la teoria clasica. Con los afios y los avances
en la investigacion del fendémeno de ignicién, han surgido diversos trabajos que tratan algunos de los
aspectos claves del proceso y estan directamente relacionados a los conceptos que se desarrollan en este

trabajo, pero cada uno de manera aislada con sus propias consideraciones.

Producto de lo anterior, este trabajo busca abordar el problema de la igniciéon de combustibles
solidos y proporcionar modelos de prediccién versatiles, capaces de adaptarse a diversas situaciones y
condiciones de borde sin la necesidad de una nueva derivacién de la ecuacién de energia, que ademaés
permitan obtener correlaciones rapidas y sencillas para determinar los tiempos para un problema dado.
Asi, el alcance de este estudio puede ser cubierto por tres grandes etapas; (i) El desarrollo de un modelo
de ignicién para un medio poroso sin humedad que considera una divergencia radiativa en su interior,
el cual desarrollado en coordenadas cilindricas y validado con la ayuda de data experimental de una
una campana realizada previamente. (ii) Se realiza una extension y generalizacién del modelo anterior,
pero esta vez para un medio poroso que incluye el efecto de la humedad, también considerando la
divergencia de la radiacién para el medio humedecido y desarrollado en coordenadas cilindricas. Para
este caso, también se apoya con datos experimentales obtenidos por campanas previas. (iii) Finalmente,
luego del desarrollo completo de los modelos anteriores, se propone un modelo general que es capaz de
abarcar una amplia variedad de escenarios y fenémenos, del cual es posible derivar los modelos del las
etapas anteriores y una gran cantidad de trabajos publicados en los tltimos anos a partir de una sola

ecuacién general.

La importancia de ahondar en modelos de este tipo radica en la manera en que se considera
tradicionalmente el comportamiento de ciertos fenémenos, particularmente la divergencia del término
radiativo y la inclusién del contenido de humedad en un medio poroso. Esto se debe principalmente
a que los modelos basado enteramente en la teoria clasica de la ignicién de sélidos suelen considerar
que la radiacion es totalmente absorbida en la superficie, o bien, considerar una proporcién que se
atribuye al calentamiento interno sin ahondar en mayores detalles, lo cual no una alternativa adecuada

para cuando el medio es poroso. Por otro lado, la humedad es tratada como un problema de secado, lo

]
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que significa que el volumen de control es evaluado como un conjunto homogéneo temporalmente en
donde solo se considera el fenémeno del calentamiento hasta que el agua contenida en dicho volumen es

completamente evaporada.

Producto de lo anterior es que en este trabajo se busca plasmar todos los fenémenos involucrados
en el proceso de calentamiento e igniciéon en un solo modelo general, el cual pueda ser adaptado desde
un medio poroso a un medio sélido, ir desde un medio humedecido a uno seco en el cual sea posible
moverse desde un sistema de coordenadas a otro sin la necesidad de derivar un nuevo modelo. Y que
ademas, considere que el fenémeno de la radiacién puede ser tratado como una absorciéon completa
en la superficie o desarrollarse como una divergencia radiativa al interior del medio segin sean las

condiciones de borde que caractericen al problema.

]
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1.1. CONTEXTO

1.1. Contexto

El hombre reconoce la existencia del fuego y lo ha utilizado directa o indirectamente desde sus
primeros pasos, inclusive desde los primeros hominidos que vivian en la sabana del Pleistoceno [4]. Por
lo que desde su descubrimiento y primeros intentos por entenderlo o controlarlo, la humanidad se ha
tornado dependiente en gran medida de su utilizacién, depositando su confianza en ello, desde cosas tan
cotidianas como una fuente de calor, luz, utilizacion en la cocina y todo tipo de necesidades domésticas,
hasta actividades de gran escala, siendo por lo demas el punto de partida de las grandes revoluciones
industriales por la que ha pasado la humanidad. Lo cual ha provocado que el hombre se muestre cada
dia més despreocupado por entender el comportamiento del fuego y sus peligros, invirtiendo tiempo
y recursos en mantener y aprovechar mejor el fuego, pero no asi en como controlarlo y prever su

comportamiento.

Entonces, no hay discusién respecto de la importancia y beneficios que aporta el conocimiento
del fuego para el desarrollo de la humanidad, pero también es cierto que representa un gran riesgo
para su seguridad. Durante la iltima década, varios paises alrededor del mundo tales como Australia,
Chile, Grecia, Portugal, Espana y Estados Unidos han sufrido graves catdstrofes producto de grandes
incendios forestales. Atin cuando todos estan separados por miles de kilémetros, poseen caracteristicas
socioculturales y geograficas muy distintas entre si, todos tienen algo en comin; la mayoria de sus

catéstrofes se han producido en la interfaz urbano-rural [2, 5].

De esta manera, los incendios forestales representan una amenaza en comin para todo el mundo
por lo que en los ultimos las lineas en investigacién de seguridad contra incendios han crecido de manera
exponencial, sin embargo, los avances logrados aiin no son suficientes para comprender y controlar en
su totalidad estos fenémenos. Por lo tanto, se requiere continuar, profundizar y ampliar las lineas de
investigacién en este campo con el fin de avanzar en este materia, logrando asi, acercarse un paso mas

hacia la comprensién de los incendios [2].

1.2. Justificacion

Los fenémenos de ignicién, combustién y propagacién del fuego tienen sus particularidades, por
lo que en este trabajo se analiza el fenémeno de la igniciéon espontanea asociada a una pavesa que emite
radiacién y cae sobre un estrato combustible, ya que los incendios forestales cominmente implican
la produccién de particulas incandescentes denominadas que son transportadas a través de la pluma
convectiva y pueden causar nuevos focos de incendio, proceso que se conoce como propagacion por
spotting. Este mecanismo de propagacion se puede distinguir en tres partes: (i) Generacién de pavesas
desde vegetacién y estructuras encendidas. (ii) Transporte de las pavesas producidas por medio de
corrientes convectiva y viento. (iii) La eventual ignicién de estrato combustible en la superficie donde
aterriza la pavesa incandescente transportada [3]. Si bien el transporte y propagacién de pavesas han
sido ampliamente discutidos en la literatura [1, 6, 7], no sucede lo mismo con la ignicién asociada a este

transporte, por lo que este trabajo busca proporcionar nueva informacién en este tema.

]
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1.3. OBJETIVOS

1.3. Objetivos

Desarrollar un modelo teérico general de ignicién para medios desde s6lidos a porosos, secos o
con presencia de humedad con el objetivo de medir su impacto en el proceso de ignicién. Desarrollado
en coordenadas curvilineas, que lo hacen extensible a cualquier sistema ortogonal de coordenadas,
permitiendo integrar el efecto de un perfil de divergencia radiativa interior hasta una absorcion superficial,
va sea para flujos constantes o variables de radiacién incidente. El modelo es aplicado y testeado como
proxi en la ignicién de un estrato de combustible forestal seco, extensible a un medio hiimedo, ayudando
a la comprensién de los fendémenos térmicos y fisicos involucrados en la ignicién de incendios forestales

corrientes.

1.4. Alcance

El presente trabajo busca acercar un paso mas a la comunidad cientifica hacia la comprensién
de la ignicién y los incendios. Por lo que en una primera etapa, se desarrollard un modelo que permite
modelar el fenémeno de la ignicién representando el escenario en que una pavesa de forma cilindrica,
cae sobre un terreno combustible formando un medio poroso [3]. Para lograr esto, se trabaja un modelo
tedrico derivado desde la ecuacién general de energia en donde se incluye la divergencia de la radiacién
hacia el interior del estrato, considerando que le terreno se encuentra sin humedad. Este modelo se
apoya en la data proporcionada por una campana experimental realizada con anterioridad, la cual

queda fuera del alcance de lo efectuado exclusivamente para este trabajo.

Con lo anterior como punto de partida, se extiende el modelo a un estrato humedecido en
donde se modela la caida de una pavesa encendida emitiendo radiacién y cayendo sobre el estrato de
combustible hiimedo. Lo anterior con el fin de cuantificar el impacto de la humedad presente en la
vegetacion silvestre sobre los tiempos de ignicién y flujos minimos de calor incidente que son necesarios

para encender el estrato vegetal segiin el grado de porosidad que lo caracteriza.

Finalmente, se generalizard los puntos anteriores hacia un modelo general de ignicién capaz
de modelar una gran variedad de escenarios. El cual es valido para medios que van desde sélidos a
poroso, pueden contener humedad o ser medios secos, incluyendo la divergencia de la radiacion al
interior, o bien, considerando que esta es completamente absorbida en la superficie. Y este modelo
desarrollado, debe ser adaptable a cualquier sistema de coordenadas, lo que lo hace versatil para todo

tipo de condiciones geométricas y orientacion.

]
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2.1. INTRODUCCION

2.1. Introduccion

En este capitulo se explicaran los conceptos basicos y fundamentales de la teoria que rodea al
fenémeno de la ignicién. Los conceptos generales y su clasificaciones pueden ser variados, han cambiado
con el paso de los afos, por lo que es necesario realizar una breve recapitulaciéon de los conceptos
fundamentales que ayudan a entender los mecanismos involucrados en todo este proceso. Como se vera
en las secciones siguientes, el proceso de ignicién involucra muchos conceptos que van mas alla de la
simple idea de un material incendidndose, pues este proceso involucra multiples etapas y cambios tanto

fisicos como quimicos, los cuales pueden dirigir el estudio de la ignicién en diversos sentidos.

Finalmente, luego de aclarar algunos conceptos, se profundizara en el desarrollo de los modelos
clasicos de ignicion diferenciando el fenémenos por las condiciones de borde que caracterizan al problema.
Concretamente, se presentaran los modelos clasicos para la ignicién de sélidos bajo aproximaciones
thermally thin y thermally thick, las cuales a pesar de ser teorias y acercamientos distintos, poseen
varios puntos en comin que pueden ser explotados en modelos generales mas complejos como se vera

en los capitulos posteriores.

2.2. Descripciéon

La ignicién ocurre cuando un medio (combustible) es calentado hasta alcanzar temperaturas que
provoquen una rapida reacciéon exotérmica de oxidacién denominada combustion, en donde la energia
necesaria para provocar este aumento de temperatura generalmente es obtenido desde una fuente externa.
Esta energia requerida depende de diversos factores, como por ejemplo, las propiedades termo-fisicas
del material, caracteristicas geométricas, condiciones que limitan el fenémeno y especialmente el tiempo

de exposicién a la fuente de calor [3].

En cuanto a las sustancias afectas a los procesos de ignicién, frecuentemente se asocia a
combustibles liquidos pero no esté limitada a estos, pues los combustibles sélidos son parte fundamental
de la teoria que ayuda a comprender la ignicién. Asi, cuando un material sélido en condiciones normales
de presién y temperatura es expuesto a una fuente externa de energia, la temperatura de la superficie
expuesta al flujo de calor comienza a aumentar. Este momento es definido como el inicio del proceso de
ignicion en t = 0, luego, se desencadena una serie de fenémenos fisicos-quimicos en la medida que el

flujo en la superficie expuesta comienza a calentar el medio [3].

En este contexto, los potenciales combustibles que contribuyen a incendios forestales son en su
mayoria combustibles sélidos, lo cuales tienen muiltiples factores de riesgo que deben ser considerados,
entre los cuales se puede mencionar el potencial de autoignicion, propension al smoldering, propensién
a la ignicion, rapidez de propagacién del fuego sobre la superficie del terreno y el calor liberado una vez
que la ignicién ha ocurrido. Estos factores son particularmente complejos de describir pues dependen
de multiples parametros, incluyendo la geometria, orientacion y disposicién, propiedades quimicas del
material junto a las condiciones ambientales que contextualizan el escenario. En estas tltimas se tiene

flujo externo de calor y la concentracién de oxigeno sobre la superficie del sélido como los factores mas

]
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2.2. DESCRIPCION

relevantes del estudio de ignicién [4].

2.2.1. Gases de pirdlisis
2.2.1.1. Generaciéon

La ignicién con presencia de llama (flaming ignition) y la combustién en la superficie de un
sélido involucran multiples procesos fisico-quimicos. Uno de los requisitos esenciales en los materiales
solidos es que primero deben gasificarse antes de que pueda ocurrir la ignicién y la presencia de fuego

como tal, para lo cual el sélido es calentado utilizando una fuente externa de calor, y este calor es

1

percibido por la superficie expuesta como ¢, . [4]. Lo cual se presenta en la Figura 2.1.

T, Yoz, Yuel
A

Yoz (x,t)

| .
PILOTO # T q"ine

|

_l_> n"1”fuel (x>t)

| S
................. > :
q"loss |

I ST
T(x1) l

_________ |

To | » x Figura 2.1: Factores involucrados en la ignicién
) SOLIDO GASES AIRE T, de un sélido.

La gasificacién de materiales sélidos generalmente implica la descomposicién de moléculas
complejas en moléculas méas simples en un proceso denominado pirélisis, el cual es inducido térmicamente.
Este punto es de gran relevancia, pues a diferencia de los combustibles liquidos que experimentan
cambios fisicos (evaporacién) pero no necesariamente quimicos, los sélidos generalmente experimentan

ambos durante el proceso de pirdlisis [3].

Cuando la tasa de gasificaciéon por calentamiento aumenta, comienza a producirse una concen-
tracién de gases inflamables cerca de la superficie del solido. Luego, la rapidez del proceso de pirdlisis
en la superficie del sélido depende directamente de la temperatura de ésta y puede ser representada en

funcién de una ecuacién exponencial de Arrhenius como en la Ecuacién 2.1 [3]

E
et =AY, fuer eXp ( RT). (2.1)

En donde Yp,, Yty corresponden a las fracciones en masa de oxigeno y del combustible participantes

en la degradacién respectivamente. A, es el factor pre—exponencial, y F, la energia de activacion, siendo

]
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2.3. IGNICION PILOTEADA

ambas propiedades del sélido. Los parametros m, n y R son constantes de la reaccion y T' la temperatura.
Es importante destacar que la pirdlisis es un proceso endotérmico por miltiples reacciones quimicas
(algunas veces cientos), las cuales pueden ocurrir de manera secuencial, o bien, simultdneamente (en

competicién) [3].

De lo anterior, cuando la temperatura superficial incrementa, la tasa a la que ocurre la reaccién
también lo hace y el sélido comienza a experimentar cambios. Asi, para una distribucién de temperatura
dentro del material, la tasa de descomposicién es una funcién dependiente de la direcciéon x, en donde
una gran generacion de gases de pirdlisis ocurre cerca de la superficie del sélido y una menor produccién

al interior de él, por lo que el flujo mésico total de gases de pirdlisis esta dado por

:C=5T

Es
Th}uel = / AYéZYfZel exp <_M)d$7 (22)
=0

donde ér es la profundidad hasta la cual es apreciable el efecto del calentamiento. De manera general, se
puede considerar que el proceso de pirdlisis inicia a una temperatura 7T}, ¢ hasta la cual el s6lido es inerte
quimicamente (ver Figura 2.2). Es importante mencionar que T, o no es un pardametro fisico como tal,

més bien corresponde a una manera simple de indicar el inicio de una alta actividad quimica [3].

2.2.1.2. Difusién

Los gases combustibles deben ser liberados desde la superficie del sélido lo suficientemente rapido
como para formar un mezcla con el aire del ambiente y que esta sea susceptible a encender, mecanismo
que es denominado difusion. Luego, ya que los vapores son retirados constantemente desde la superficie
caliente por las corrientes convectivas (fenémeno propio calentamiento, o bien, de alguna fuerza externa),
deben ser reemplazados constantemente por nuevos vapores para asegurar que la mezcla con aire sea
inflamable [3, 4]. En la Figura 2.1 se representa como la fraccién en masa de oxigeno Yp, es menor
cerca de la superficie del s6lido y mayor al alejarse de ella. Por otro lado, la fraccién en masa de los
gases reactantes de pirdlisis Yy, posee una mayor concentracién cerca de la superficie del sélido y
disminuye al alejarse de ella. Naturalmente los gases de pir6lisis difundiran hacia las zonas donde sea
menor su concentracion, mientras que el oxigeno lo hara hacia donde sea menor, lo cual, eventualmente

da lugar a la formacién de una mezcla inflamable.

La definiciéon de mezcla inflamable considera el nivel de concentracién de combustible de forma
que serd inflamable s6lo si se encuentra entre el limite inferior de inflamabilidad (LFL) y el limite
superior de inflamabilidad (UFL), asi, bajo el LFL la concentracién de combustible es muy baja y sobre

el UFL es demasiado alta como para provocar la ignicion.

2.3. Ignicién piloteada

En la mayoria de los escenarios encontrados en la naturaleza, en el lugar que ocurre la ignicién

es comin encontrar alguna regiéon de mayor temperatura que permita iniciar la reaccién de combustion.

]
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2.4. IGNICION ESPONTANEA

Asi, en presencia de un piloto, como puede ser una llama, chispa o arco eléctrico [3], es posible asumir
que la ignicién ocurre en el momento en que la mezcla inflamable alcanza la posicién espacial en la que

se encuentra el piloto en el LFL.

De lo anterior, se puede decir que una vez que la ignicién ocurre, la llama generada se propaga a
través de las regiones donde esté presenta la mezcla inflamable consumiendo los reactantes, en donde
la situacién més probable es que esto ocurra cerca de la superficie del sélido. Por otro lado, la tasa
de pirdlisis al momento en que aparece la llama determinard si ésta podra continuar existiendo o si
la reaccion de combustion cesara después que la mezcla inflamable sea consumida, por lo que el calor
liberado por la llama incrementard la tasa de pirdlisis. Si esto no es suficiente, la llama se extinguira
y continuard el proceso de pirélisis que llevara una vez mas la formacién de una mezcla inflamable y
una eventual ignicién. Este fenémeno se manifiesta como una serie de destellos (flashes en inglés) que
preceden a la ocurrencia de una llama sostenida. La aparicién del primer destello se denomina flash
point y se da a la temperatura Tyqs, y la aparicién de la llama sostenida se denomina fire point a la

temperatura Ty, = T;4 ; como se aprecia en la Figura 2.2 [3].

wsp|l - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 1 Esponténea

I. Piloteada

ig,p

T (K)

py,0

Figura 2.2: Evolucién de la temperatura
tpy‘() tpy. LFL tﬂash tfp tsp en la superficie de un sélido expuesto a un
t (s) flujo de calor externo.

2.4. Igniciéon Espontanea

La ignicién espontanea muestra caracteristicas distintas a la piloteada descrita en la seccién 2.3.
En este caso, una vez que se ha formado la mezcla inflamable se que la temperatura aumente hasta que
la reaccién de combustién ocurra alcanzando T4 sp, por esto, es comiin asociar un tiempo de pirdlisis y
uno de induccién. El primero se refiere al tiempo necesario desde el inicio del calentamiento del sélido
hasta la produccién de una mezcla inflamable, mientras que el tltimo corresponde al tiempo requerido
por la mezcla inflamable para alcanzar la temperatura de ignicién Tj4 o,. De esta manera, en un proceso
de ignicidon espontanea no existe un piloto que actie como punto de inicio para la reaccién, por lo que

la mezcla inflamable debe absorber suficiente energia para alcanzar la ignicién [3].

]
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2.5. IGNICION EN SOLIDOS THERMMALLY THIN

Dicha cantidad de energia requerida puede ser asociada al niimero de Damkéhler, que corresponde
al ratio entre el tiempo de residencia y el tiempo requerido por la reacciéon quimica, el cual puede ser
obtenido como el inverso de la tasa de reaccién. Mientras que esta, puede expresarse por medio de una
Ecuacion de Arrhenius similar a la de pirélisis. Con lo anterior, el tiempo de reaccién quimica se ve
afectado por la temperatura de manera que mientras mayor sea esta, la tasa de combustién serd mayor
y el tiempo de reaccién quimica menor. Por otro lado, el tiempo de residencia tiene directa relaciéon con
la rapidez de los gases, por lo que a mayor velocidad el tiempo de residencia es menor. De esta manera,
si el tiempo requerido por la reaccién quimica es menor al tiempo de residencia la reaccion, esta tiene
suficiente tiempo para proceder y la llama puede existir, por lo que existe un ntimero de Damkohler

critico que es necesario alcanzar antes de que la ignicién pueda ocurrir [3].

2.5. Ignicién en s6lidos Thermmally Thin

En esta seccién se presentard la teoria bésica relativa los tiempos de igniciéon para proble-
mas simples, cuyo propdsito es ilustrar la naturaleza del problema junto con las aproximaciones y

simplificaciones clasicas utilizadas para este tipo de problemas.

2.5.1. Criterio para thermally thin

Primero se considera un objeto delgado, es decir, que puede ser aproximado sin considerar
gradientes internos de temperatura. Esto es lo que se conoce como thermally thin, lo cual requiere que
el espesor fisico d sea menor que el espesor de penetracion térmica dp. Para el gradiente de temperatura

sea pequeno sobre el dominio d, se requiere que

k(T, —T,
d < or =~ Vat =~ (sq//o)’ (2.3)
o en términos del numero de Biot
he (Ts — T,
Bi= dhc < M_ (24)

Si ¢” se basa en el calentamiento inicamente por conveccion ¢ = h. (Too — Ts), la Ecuacién 2.4 se

convierte en

T, — T,
B: S o
r< ToofTe’

lo que se traduce en que para un caso thermally thin, en donde d es lo suficientemente pequetio, la

(2.5)

diferencia de temperatura interna debe ser mucho menor que la diferencia en la interfase.

]
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2.5. IGNICION EN SOLIDOS THERMMALLY THIN

2.5.2. Teoria thermally thin

Este acercamiento es direto y se puede aplicar a un material de espesor d aislado por uno de sus

lados, cuyas condiciones de borde estan dadas por

g (9T
¢ = (kax

T
0= (’“w)

Sin embargo, con la aproximacion themally thin, la temperatura no posee un gradiente al interior

(2.6)

zrs=0

2.7)

z=d

T(x,t) = T(t), por lo tanto, considerando un volumen de control alrededor del material, se tiene el

siguiente balance de energia
dT Y/ ANy 4 4
pcpda =¢" =¢ —h(T—Ts)+e(T"-T5). (2.8)

El flujo neto de calor incluye las pérdidas por radiacién y las ganancia provenientes desde el ambiente a
temperatura T,,, ademas, debido al exponente a la cuarta de la temperatura en el término radiativo,
no es posible obtener una solucién analitica, por lo que se aproxima el término de la radiacion mediante

una expansion en series de Taylor en alrededor de T, utilizando un coeficiente efectivo total h,

60’(T4—T4)
hy = ———%/ ~ 4eoT? 2.
T T eoTs, (2.9)

para T — T, pequeno. Por tanto, con h; = h. + h,

T
24T

pCp =q —h (T —Tw). (2.10)
dt
Ahora, se define
T -T s = hyt
AL - pepd
Entonces 49
—~=1-9, (2.11)
dr

sujeto a la condicién inicial (0) = 0, por lo que su solucién esta dad por
0=1—exp(—7) (2.12)
Luego, volviendo a los pardmetros y variables originales

T—Ty = de. {1 — exp ( hut ﬂ (2.13)

para un sélido aislado de espesor d que es calentado por un flujo incidente de calor radiativo ¢7/. De

esta manera, desde la Ecuacién 2.13, cuando ¢t — oo se alcanza el estado estacionario, mientras que

T

para t — 0, el término exponecial e™” ~ 1 — 7. Lo anterior permite obtener expresiones sencillas
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2.6. IGNICION EN SOLIDOS THERMMALLY THICK

para el tiempo de ignicién ;4 a la temperatura T' = T;,. Entonces, para tiempos de ignicién cortos

l—e " =71

_ pepd (Tig — T)

7 (2.14)

tig

Mientras que para tiempo largos de exposicién, eventualmente en ¢ — oo la temperatura alcanzard T,

en cuyo caso se tiene que para cualquier flujo de calor menor al flujo critico de ignicién ¢7.; la ignicién
no es posible por el modelo de conduccién. De esta forma, se puede obtener una expresiéon para el flujo
critico de ignicion

la cual es obtenida para la forma aproximada mediante la linealizacién del término radiativo. Sin

embargo, se puede obtener una expresién mas precisa sin linealizar el término radiativo

Gtr; = he (Tig — Too) + €0 (Tjy = Tiy) - (2.16)

2.6. Ignicién en sélidos Thermmally Thick

En esta seccién se presenta una metodologia que busca al igual que en la seccién 2.5, explicar la
teoria béasica que sirve de base para extrapolar a otros andlisis. Esta vez se estudia para la ignicién
de un sélido como un medio semi-infinito, el cual es un supuesto caracteristico ampliamente usado
para este tipo de problemas. Para este caso, se requiere que la ignicién ocurra antes de que el espesor

térmico de penetracién ér alcance x = d. Entonces, sea

d > 6p ~ /Dty (2.17)

con D como difusividad térmica.

2.6.1. Teoria thermally thick

Para el sélido semi-infinito, considerar un problema de conduccién para una temperatura cons-
tante en la superficie. Las ecuaciones parciales diferenciales provenientes del balance de energia

2
o _ 0T

5 = Do (2.18)

Las condiciones de borde que caracterizan el problema, junto a la condicién inicial se pueden definir

como

x =0, T =T, constante
T —00, T =T«
t =0, T =T

]
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2.6. IGNICION EN SOLIDOS THERMMALLY THICK

Luego, con el propdsito de resolver la ecuacién diferencial anterior, se definen las siguientes variables

normalizadas
T -T.
-~ T =(T, —T. 2.1
0(n) T. - T.. = 0 (T, o) b (2.19)
T —2t
=Dt n (2.20)
= oz =2v/Dt dn (2.21)

Ahora, reescribiendo el problema original en las nuevas variables normalizadas

(T —Tm)j—z (-5) =D TOO)EZZ (Nlﬁ)Q' (2.22)

Entonces, la Ecuacién 2.22 se convierte en

d26 de

que corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria de sequndo orden, sujeta a las condiciones

n =0, 0 =1 (2.24)
1 —00, 6 =0 (2.25)
de d d2e
Se resuelve la Ecuacién 2.23 definiendo el cambio de variable u = — — & ——, entonces
dp —dnp  dp?
du
— =2 2.26
a nu, (2.26)

que corresponde a una ecuacién diferencial de primer orden, luego, integrando el problema de variables
separables
Inu=-2n+c, (2.27)

por lo que se puede aplicar la funcién exponencial a ambos lados
u=el=m"+er), (2.28)
Reemplazando el cambio de variables se obtiene
4 = e(=7"Fe1) gy (2.29)

integrando nuevamente y aplicando la condicién de borde 2.24

0 — 0(0) = e /e(—”2> dn, (2.30)

0
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y luego

n
=1+ e /e(_"2) dn, (2.31)
0

luego, con la condicién de 2.25 se obtiene

-1
== (2.32)

e(—=n?) dn

oy

La Ecuacion 2.32 se puede definir en términos de la funcion error de Gauss

n
2 2
erf(n) = 7/6(‘” )y, (2.33)
vE 0
donde erf(oo) =1y erf(0) = 0, asi
et = ——— (2.34)

con lo que la solucién esta dada como
0 =1—erf(n). (2.35)

Para una forma mas general de las condiciones de borde como en la Ecuacién 2.13, se incluyen

las pérdidas de calor en la superficie

(+5)

con el término radiativo linealizado, sujeto a la condicién inicial t = 0 — T = T. Por lo tanto, la

=q" =q —h(T—-Tsx), (2.36)

xs=0

solucién para la temperatura en la superficie T

-1
T =Tx + % [1— exp (v°) erfe(y)] (2.37)

t

en donde v = hyy/t/kpcy y erfe(n) = 1 — erf(n) es la funcidn error complementaria.

Ahora, anilogo como se realizé para la teoria thermally thin, se busca ver el comportamiento

para tiempos cortos y tiempos largos de exposicién. Realizando una expansién en series

1 exp (—72)
v — largo = erfe(n) 8 —=———, 2.38
)~ = (2:38)
entonces la Ecuacion 6.24
T, - T 3 — —v? 1
,//7’”%1—6}“9(7) oo (=) L (2.39)
G¢ /I VY VY
Entonces, para tiempos largos
i 112
g o " e /h) (2.40)

T Q) — hy (Tig — Too)]”
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y como en el caso thermally thin, cuando ¢;; — oo el flujo critico de ignicién (Ecuacién 2.15)
Geri = he (Tig — Toc) -

Mientras que para los tiempos cortos,

2
v — pequeio = erf(n) x—=y (2.41)

NZs
exp (72) ~1 + A2 (2.42)

entonces,

T — T, 2 2
S_°°m1—1+2<1—>m 2.43
ame =TI ) S (2:49)

Por lo tanto, para tiempos cortos

”T‘”)Q (2.44)

]
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3.1. INTRODUCCION

3.1. Introduccion

El concepto de transferencia de calor por radiacién o radiacién térmica se utiliza para describir la
ciencia de la transferencia de calor provocada por las ondas electromagnéticas. El efecto del calentamiento
de la luz del sol que se percibe en un dia soleado, cuando una persona se encuentra frente a alguna fuente
de fuego como chimenea, fogata, etc. siente la parte frontal del cuerpo mas caliente que la espalda, son
solo algunos ejemplos mundanos del efecto de la radiacién térmica con los que el ser humano interactia

diariamente.

Todos los materiales se encuentran emitiendo y absorbiendo continuamente ondas electromagné-
ticas (o fotones), ya sea disminuyendo o aumentando los niveles de energia molecular. Este fenémeno es
parte de los mecanismos de transferencia de calor: conduccion, conveccion y radiacion, los cuales se
describiran brevemente a en este capitulo. Asi, en este apartado se explicaran de manera general los
fundamentos de los mecanismos de transferencia de calor y se proporcionara un analisis mas detallado

en lo referente al fendmeno de la radiacién.

3.2. Transferencia de calor

El calor se define como la forma de energia que se puede transferir de un sistema a otro como
resultado de la diferencia de temperatura. Dicha transferencia de energia en forma de calor siempre
se produce del medio de mayor temperatura hacia el de menor temperatura (contacto térmico). Este

proceso se detiene cuando los dos medios alcanzan la misma temperatura (equilibrio térmico).

El calor se puede transferir a través de tres mecanismos distintos: (i) conduccién, (ii) conveccién

y (iii) radiacién, en donde todos requieren de la existencia de un gradiente de temperatura [2].

3.2.1. Conduccién

La conduccién es la transferencia de energia de las particulas mas energéticas de una sustancia
hacia las adyacentes con un menor nivel de energia resultante de las interacciones entre esas particulas.
Este mecanismo de transferencia de calor puede darse en sélidos, liquidos o gases. Por un lado, se tiene
que en gases y liquidos se debe a las colisiones y a la difusiéon de las moléculas durante su movimiento
aleatorio. Mientras que en los sélidos se debe a la combinacion de las vibraciones de las moléculas en

una reticula y al transporte de energia por parte de los electrones libres [2].

La rapidez o tasa de la conduccion de calor a través de un medio depende de condiciones propias
de él como su configuracién geométrica, espesor y tipo de material que lo compone, asi como de la
diferencia de temperatura a lo largo de él. Los experimentos permiten concluir que la razén de la
conduccién de calor a través de una capa plana es proporcional a la diferencia de temperatura a través

de ésta y al drea de transferencia de calor, pero es inversamente proporcional al espesor de esa capa. Lo

]
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3.2. TRANSFERENCIA DE CALOR

anterior puede expresarse mediante la Ley de Fourier para la conduccién de calor

. oT

Gcond = 7K/A%’ (31)
donde la constante de proporcionalidad x corresponde a la conductividad térmica del material, la cual
puede ser interpretada como una medida de la capacidad del material para conducir el calor. Por otro
lado, T /0x corresponde al gradiente de temperatura al interior del material en la direccién z y A

representa el drea de la seccién transversal que es normal a la transferencia de calor.

Es importante notar que la dependencia de la conductividad térmica tiene una dependencia con
la temperatura, lo cual implica un mayor grado de complejidad en el andlisis de la conduccién, por lo
que es usual utilizar un valor constante medido a una temperatura media ~ % por lo que se omite el

simbolo de valor medio y solo se expresa como constante.

3.2.2. Conveccion

La conveccion es el mecanismo de transferencia de energia entre una superficie sélida y un liquido
o gas adyacente que se encuentra en movimiento y comprende los efectos combinados de conduccién
junto al movimiento de fluidos [2]. Entre més rdpido es el movimiento de un fluido, mayor es la
transferencia de calor por conveccién, por el contrario, en ausencia de cualquier movimiento masivo
de fluido, la transferencia de calor entre una superficie sélida y el fluido adyacente es por conduccién

pura.

La conveccidén se dice que es conveccion forzada si el fluido es forzado a fluir sobre la superficie
mediante medios agentes externos como un ventilador, bomba o el mismo viento exterior al volumen
de control. Mientras que si el movimiento del fluido es causado por las fuerzas de empuje que son
inducidas por las diferencias de densidad debidas a un gradiente de temperatura al interior del volumen

de control, se dice que es conveccidon natural o libre [3].

La Ley de Enfriamiento de Newton establece que la rapidez de la transferencia de calor por

conveccién es proporcional a la diferencia de temperatura
QConv = hAs (Ts - Too) ) (32)

donde h es el coeficiente de transferencia de calor por conveccién medido en W/m2?K, A, es el drea de
la superficie expuesta a conveccion, Ty la temperatura en la superficie y Ty, la temperatura del fluido lo
suficientemente alejado de la superficie. Es importante destacar que el coeficiente de convecciéon h no es
una propiedad del fluido, sino que corresponde a un pardmetro que se determina en forma experimental
y cuyo valor depende de todas las variables que influyen en la conveccion; configuracién geométrica de
la superficie, naturaleza del movimiento del fluido, propiedades termo-fisicas de éste y de la velocidad a

la que se mueve.

]
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3.3. FUNDAMENTOS DE LA RADIACION TERMICA

3.2.3. Radiacion

La radiacién se puede entender a grandes rasgos como la energia emitida por la materia en forma
de ondas electromagnéticas (o fotones), resultado de los cambios en las configuraciones electrénicas de
los 4tomos o moléculas. A diferencia de la conduccién y la conveccion, la transferencia de calor por
radiacién no requiere de la presencia de un medio, inclusive, es la més rapida (a la velocidad de la luz)

y no sufre atenuacién en el vacio [2].

La radiacién térmica es la forma de radiaciéon emitida por los cuerpos debido a su temperatura.
Todos los cuerpos a una temperatura arriba del cero absoluto emiten radiacién térmica, que corresponde
a un fenémeno volumétrico, asi, todos los sélidos, liquidos y gases emiten, absorben y transmiten
radiacién en diversos grados. Sin embargo, la radiacién suele considerarse como un fenémeno superficial
para los s6lidos que son opacos a la radiacién térmica, ya que emitido desde el interior de un material
de ese tipo nunca llega a la superficie, mientras que la radiacién incidente sobre estos cuerpos suele

absorberse en unos pocos micrémetros al interior del sélido.

La razén méaxima de la radiacién que puede ser emitida desde una superficie a una temperatura

T, es expresada por la Ley de Stefan—Boltzmann
Grad,bb = O'AsTfa (33)

con o constante de Stefan—Boltzmann. De esta manera, la superficie idealizada que emite radiacién
a esta razén maxima se denomina cuerpo negro. La radiacién efectiva que es emitida por todas las
superficies es menor que la emitida por un cuerpo negro a una misma temperatura Esto puede ser
expresado como

Graq = €0 AT, (3.4)

donde € es la emisividad de la superficie y puede tomar valores 0 < € < 1, y representa la medida de

cudn proxima es un superficie a ser un cuerpo negro.

La diferencia entre los flujos de radiacién emitida por una superficie y absorbida por otra
corresponde a la razén neta de transferencia de calor, por lo que determinar este valor neto entre ambas
superficies depende de las propiedades radiativas de cada una, su orientacién geométrica y la eventual

participaciéon del medio que las rodea.

3.3. Fundamentos de la radiacion térmica

3.3.1. Naturaleza de la radiacion térmica

Desde el punto de vista de la naturaleza de la radiaciéon térmica, se tiene que toda onda
electromagnética o fotones se propagan a través de cualquier medio a una gran velocidad. Como la luz
es una parte del espectro de ondas electromagnéticas, su velocidad es conocida como velocidad de luz c,

la cual depende del medio a través del cual se encuentra viajando y se puede relacionar a la velocidad

]
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de la luz en el vacio, ¢y como:

co
= = 3.5
= (3.5)

con cg = 2,998 x 108 m/s y n indice de refraccién (refractive index) del medio. Por definicién el indice
de refraccion del vacio es n = 1, mientras que para la mayoria de los gases el indice de refraccién es
cercano a la unidad, por ejemplo, el aire a temperatura ambiente es n = 1,00029 sobre el espectro
visible, de esta manera, la luz se propaga en los gases a una velocidad cercana a la de la luz. Cada onda

electromagnética puede ser identificada por los siguientes parametros

frecuencia; v medida en ciclos/s =s~! =Hz
longitud de onda; A medida en yum=10"% 0 nm=10""m
periodo; n medida en cm™!

frecuencia angular; w medida en radianes/s =s~!

los cuales se encuentran relacionados a través de

V:—zgzcn. (3.6)

Dependiendo de su comportamiento o ocurrencia, las ondas electromagnéticas se puede agrupar en
categorfas (ver Figura 3.1). Asi, la radiacién térmica puede ser definida como las ondas electromagnéticas
que son emitidas por un medio debido tinicamente por su temperatura. Esto acota el intervalo de interés
del rango de longitudes de onda para las transferencias de calor entre 0,1 ym (ultravioleta) y 0,1 pum

(infrarrojo medio)

]
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Figura 3.1: Espectro de ondas electromagnética.

3.3.2. Leyes basicas de la radiacion térmica

Cuando una onda electromagnética viaja a través de un medio ( o vacio) se encuentra con la
superficie de otro medio, ya sea solido o liquido, particula o burbuja, la onda puede ser reflejada parcial
o totalmente, y toda parte no-reflejada penetrara dentro del medio con el que se encontré. Ahora bien,
mientras atraviesa el medio, la onda puede ser continuamente atenuada. Si esta atenuacion es completa,
entonces no hay radiacién penetrante que emerge, esto se denomina opaco, por otro lado, si la onda pasa
a través de un medio sin ninguna atenuacién se denomina transparente, mientras que, un cuerpo con
atenuacion parcial es llamado semitransparente. El que un medio sea transparente, semitransparente u
opaco, depende tanto del material como de su espesor (por ejemplo, la distancia que debe viajar la

onda electromagnética a través del medio).

3.3.3. Poder de emision

Todo medio emite continuamente radiacién electromagnética de forma aleatoria en todas las
direcciones una tasa que depende de la temperatura local y de las propiedades del material. El flujo de
calor radiativo emitido por una superficie es denominado poder emisivo E y se puede distinguir entre
poder emisivo total (flujo de calor emitido sobre todo el espectro) o espectral (flujo de calor emitido

para una frecuencia dada por unidad de intervalo de frecuencia)

]
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poder emisivo espectral E, = energia emitida / tiempo / drea superficial / frecuencia

poder emisivo total E = energfa emitida / tiempo / drea superficial

La radiacion térmica de una sola frecuencia o longitud de onda también se conoce como radiacion
momnocromdtica ya que en el espectro visible, el ojo humano percibe que las ondas electromagnéticas

tienen los colores del arcoiris. Entonces, el poder emisivo total y espectral estan relacionados como

E(T) = /0Oo E,(T,v)dv. (3.7)

3.3.3.1. Poder de emisién espectral de Blackbody

Asumiendo que una molécula puede emitir fotones solo a distintos niveles de energia, la distri-
bucion del poder de emision espectral de un cuerpo negro o blackbody, ahora conocido como Ley de

Planck, para una superficie negra rodeada por un medio transparente con indice de refraccién n

2rhy3n?
2 lexp (hv/kET) — 1)’

Ep (T,v) = (3.8)

con k constante de Stefan—Boltzmann. Luego, la Ecuacién 3.8 puede ser expresada en términos de la

longitud de onda y periodo por medio de la Ecuacién 3.6 como

Eb(T) :/ Ebl,dl/ :/ Eb)\d/\ :/ Ebnd’l], (39)
0 0 0

o bien,
Ebydl/ = —Eb)\d)\ = EbndT]. (310)

3.3.3.2. Poder de emisién total de Blackbody

Desde la Ecuacién 3.8 y Ecuacién 3.9 es posible obtener el poder de emisividad total para un

cuerpo negro, considerando las constantes abreviadas C; = 27Thc%, Cy = heo [k

o *° d(nAT)
_ _ 274
Ey(T) _/0 Eon(T, \)dA = Cin”T /0 (nAT)5 [6(02/(n>\T)) — 1}
Cy [ &d¢ 5 4
=|—= ——nT 11
{C% /0 1" ’ (3.11)
para n constante. Asi, se puede obtener lo siguiente
Ey(T) = noT* L R T L (3.12)
’ 15C3 ’ m?K*’ ’

donde o es la tradicional forma de la constante de Stefan—Boltzmann.
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3.3.4. Angulo sélido

Cuando la energia radiativa deja un medio y entra a otro, usualmente tiene diferentes fuerzas
en direcciones. De manera similar, una onda electromagnética o fotéon fluyendo a través de un punto
dentro de un medio puede variar su direccién. Ahora, considerando un punto P en una superficie opaca
dA irradiando a otro medio, digamos aire, como en la Figura 3.2. Es aparente que la superficie puede
irradiar en infinitas direcciones, con cada rayo penetrando a través de una semiesfera de radio unitario
(ver Figura 3.2). El 4rea superficial total de esta semiesfera es 2712 = 27 es conocida como el dngulo
solido total sobre la superficie. Luego, una direccién arbitraria de emision desde la superficie es definida
por el vector unitario de direccién 8 que puede ser expresado en términos del dngulo polar 6 (medido
desde la normal a la superficie f1) y el dngulo azimutal ¢ (medido entre un eje arbitrario en la superficie
y la proyeccién de § en la superficie). Para la semiesfera se tiene que los dngulos estan comprendidos
como 0 <0< 7/2y0<p< 2.

dA;

‘&

¢
Figura 3.2: Direccién de emisién y angulos sélidos en una semiesfera unitaria.

El dngulo sélido para el cual un diferencial de superficie dA; es visto desde un punto P, estd

definido como la proyeccion de la superficie en un plano normal a la direccién del vector, dividido

por el cuadrado de la distancia S entre dA; y P (ver Figura 3.2). Si la superficie es proyectada en la

]
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semiesfera unitaria sobre el punto, el angulo sélido es igual a la misma area proyectada

dA; cosf,;dA; ,
Q) = S;p: SJQ ? = dA7j. (3.13)

Entonces, un dngulo sélido diferencial es un diferencial de ara en una esfera unitaria, o bien
dQY = dA} = (1 x senfdy) (1 x df) = sen 0dfdep. (3.14)

Integrando sobre todos las posibles direcciones

e=21 prO=m/2
/ / sen 6dfdy = 2, (3.15)
=0 0=0

para todo el angulo sélido sobre la superficie. Ahora, para el dngulo sélido en el cual un 4re finita A; es

vista desde el punto P, se tiene desde la Ecuacién 3.13

dA; cos6,dA;
o= [ S e[ - (3.16)

Jp

que corresponde a la proyeccién de A; en la semiesfera sobre P.

3.3.5. Intensidad de la radiacién

De lo visto hasta el momento parece ser que el poder de emisién es suficiente para describir el flujo
de calor radiativo saliendo de una superficie, sin embargo, no es adecuado para describir la dependencia
del campo radiativo con la direccién, particularmente al interior de un medio que absorbe/emite y
donde los fotones pueden no haber sido originados en la superficie. Por lo tanto, de manera similar
a como se hizo con el poder de emision, se define la intensidad radiativa I como el flujo de energia
radiativa por unidad de dngulo sélido y unidad de drea normal a los rayos (opuesto al drea superficial).

Nuevamente se puede distinguir entre intensidad espectral y total

intensidad espectral Iy = flujo de energia radiativa / tiempo / drea
normal al rayo / dngulo s6lido / longitud de onda
intensidad total I = flujo de energfa radiativa / tiempo / drea

normal al rayo / dngulo sélido

Nuevamente, la intensidad espectral y total se relacionan por

I(r,8) = /OOO In(r,8, \)dA. (3.17)

Ahora, r es un vector posicién fijando la ubicacién de un punto en el espacio, § es el vector unitario de
direccion previamente definido. Mientras que el poder de emisiéon depende de la posicion y la longitud

de onda, la intensidad depende ademds del vector de direccién §. De esta manera, la energia emitida

]
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desde dA en la direccion § contenida dentro de un angulo sélido infinitesimal d€2 = sen 8dfdp es
I(r,8)dA,dQY = I(r,8)dA cos 6 sen §dfdyp, (3.18)

donde dA,, es el drea proyectada de dA normal al rayo, por lo que dA es vista desde la direccién —8.
Entonces, integrando sobre todas las posibles direcciones se obtiene la energia total emitida desde dA,

por lo que dividiendo luego por dA

2 pm/2
E(r) = / / I(r,0, ¢) cos @ senOdbdyp = / I(r,8)n - 8d12, (3.19)
o Jo 27

la cual también es valida en una base espectral.

El comportamiento direccional de la intensidad de la radiaciéon dejando un cuerpo negro se puede
obtener facilmente de na variacién de la Ley de Kirchhoff. Considerar una superficie pequena y negra
suspendida en el centro de un volumen esférico isotérmico (ver Fig. 3.3), asumiendo que el volumen
tiene una superficie que lo reviste que refleja toda la radiacion que llega y al igual que un espejo en todo
el lugar, excepto por una pequena drea en el manto dAg, que también refleja toda la radiacién que llega
excepto por un pequeiio intervalo de longitudes de onda entre lambda y A + d\. En este pequeno rango
de longitudes, dA, se comporta como un cuerpo negro. Ahora, toda la radiacién dejando dA, viajando
a la esfera (excepto por la luz de longitud lambda viajando hacia dA;), serd reflejada hacia dA donde

serpa absorbida (ya que dA es negra). Entonces, el flujo de energia neta desde dA a la esfera

Figura 3.3: Ley de Kirchhoff para el comporta-
miento direccional de la intensidad de un cuerpo
negro.

A
Ipa (T, 0,0, \)(dA cos 0)dQsd\ = TIpa(T, 0, ¢, \)(dA cos ) (2;) dA, (3.20)

donde df2, es el dngulo sélido con el cual dA, es visto desde dA. Por otro lado, también por la Ley
de Kirchhoff, la esfera no emite ninguna radiaciéon ya que no absorbe nada excepto sobre dA, a la

longitud de onda A. Toda la energia emitida desde dA, eventualmente regresara a si misma excepto por
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la fraccién interceptada por dA. Entonces, el flujo de energia neta desde la esfera a dA es

dAcosf
Ty (T, \)dAsdQdN = Typx (T, A)d A (Rz) dX, (3.21)

en donde el subindice n denota emisién en la direccién normal (05 = 0, parbitrario), y dQ es el dngulo
solido con el cual dA es visto desde dAs. Ahora, por la Segunda Ley de la Termodinamica, esos dos

flujos deben ser iguales para un volumen isotérmico
I\ (T,0,0,A) = Iyna (T A). (3.22)

Ya que la direccion (6, ¢) con que dAg estéd orientada es arbitraria, se concluye que Iy es independiente
de la direccién, con lo que
Iyx = Ipn (T, ). (3.23)

Por lo que sustituyendo la Ecuacién 3.37 en la Ecuacién 3.19, se obtiene la siguiente relacion entre la

intensidad de un cuerpo negro y el poder de emisién
E},)\ (I‘7 )\) = 7TIb)\ (I‘, )\) (324)

Lo anterior implica que la intensidad dejando un cuerpo negro o cualquier superficie cuya intensidad de
salida es independiente de la direccién (difusa), puede ser evaluada desde el poder de emisién de un
cuerpo negro o flujo de calor de salida

- Eb)\ (I‘, )\)

Ia(r,\) = =25 (3.25)

En la literatura, la intensidad espectral de un cuerpo negro es usualmente conocida como Funcidn de
Planck. El comportamiento direccional de la emisién de un cuerpo negro es encontrada al comparar
la intensidad (flujo de energia por dngulo sélido y por drea normal a los rayos) y el flujo direccional
emitido (flujo de energia por dngulo sélido y por unidad de area superficial). El flujo direccional de

calor también es llamado poder de emisién direccional

Ell)k (I‘, Aa 9, (p)dA :Ib)\ (I', )\)dAp
El/))\ (I‘, )‘7 97 90) :Ib)\ (I‘, )\) COS 97 (326)

esto significa que el flujo direccional emitido de un cuerpo negro varia con el coseno del angulo polar, lo

cual también se conoce como Ley de Lambert o Ley del coseno.

3.3.6. Flujo de calor radiativo

Considerar la superficie de la Figura 3.4. La radiacién térmica desde un angulo solido infinitesimal
alrededor de la direccion §; incide en la superficie con una intensidad I, (8;). Dicha radiacién se denomina
ldpiz de rayos ya que el dngulo solido infinitesimal es usualmente dibujando visto como la punta de un

lapiz afilado. Luego, aplicando la definicién de intensidad se puede ver que imparte un ratio de flujo de
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Figura 3.4: Flujo de calor radiativo inci-
diendo en una superficie arbitraria.

calor infinitesimal por longitud de onda en la superficie en la cantidad de
dQ)\ = I)\ (gl)dQZdAp = I)\(él)dQl (dA COSs 91)7 (327)

donde la tasa de calor es tomada como positivo en la direcciéon de la normal de la superficie exterior
(entrando al medio), de modo que el flujo entrante que entra en la superficie es negativo ya que cos 8; < 0.
Luego, integrando sobre todo 27 direccines entrantes y dividendo por el area superficial, se obtiene el

total de flujo de calor entrante por unidad de longitud de onda
(@), = / I, (8;) cos 6;dS2;. (3.28)
cos 0;<0

La perdida de calor de la superficie a lo largo del lapiz de ratos en la direccién §,, integrado sobre

todas las direcciones salientes
(@) ous = / Ix(80) cos 0,dS2oi. (3.29)
cos 0,>0

Si la superficie es negra (e, = 1), entonces no hay energia reflejada desde la superficie y I, = I,» dejando
a ((p\)out = FEy». Si la superficie no es negra, la intensidad saliente consiste en las contribuciones tanto
de la emisién como de las reflexiones. El flujo de calor saliente es positivo ya que esta entrando al medio.

El flujo neto de calor desde la superficie puede ser calculado al sumar ambas contribuciones

(q)\)net = (qA)in + (q)\)out = A IA(é) cos ng, (330)

donde un solo vector direccién § es considerado para describir el rango total de angulos solidos 4.
Como se puede ver desde la Figura 3.4, cosf = 11 - § ya que el flujo de calor neto es evaluado como el
flujo en direccién-i positiva

(@)t =Qn -0 = / I, (8)h - 8dQ2. (3.31)

4
Por lo tanto, para obtener el flujo de calor radiativo total en la superficie, la Ecuacién 3.31 es integrada

sobre todo el espectro
q-n= / qy - nd\ = / / I, (8)n - 8dQd . (3.32)
0 0o Jar
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3.3.7. Intensidad de la radiacién en el vacio

Como se vio en la seccion 3.3.3, el concepto de intensidad tiene una ventaja sobre el poder de
emisién, esto es, la intensidad emitida no varia con la direccién. Dentro de un medio, la definicién de
poder de emisién no es aplicable ya que no hay superficie al cual relacionarlo. La intensidad, definida
como la energia radiativa transferida por unidad de tiempo, angulo sélido, variable espectral y area
normal al 1apiz de ratos, es la variable mas adecuada para describir la transferencia radiativa en dentro

de un medio.

Considerar la intensidad radiativa penetrando en un dngulo normal a través de un area infinite-
simal ficticia dA; en la posicién sy y tiempo t; como se presenta en la XX. Basado en la definicién de
intensidad, se puede ver que la cantidad de energia pasando a través de dA; por una duracién dt y

rango espectral dn que llegarda un poco después a la superficie infinitesimal dAs

dA
I (s1,t1)dtdy odndA, = L,(sl,tl)dtsizzdnd/lh (3.33)
2 — 51
donde d€;_,5 es el angulo solido con el cual dAs es visto por un observador en dA;. Ya que a la
radiacion le toma un tiempo to = t1 + (s2 — s1/c) para viajar desde s; a so, se puede decir que esa

energia entrando en dAs que viene de dA; es

dA

Iy (52, t2)dtdQa 1 dnd Az = I, (sa, to)dt————— dnd As, (3.34)
(s2 = 51)
y ya que ambas energias deben ser iguales
In(SQ,tl + (52 — 51)/0) = In(sl, tl). (335)

Sin embargo, ya que la velocidad de la luz es tan grande en comparacion que las escalas de tiempo utiliza-
das en los problemas de ingenieria, casi siempre se puede asumir que la energia llega instantaneamente.?
cualquier parte en el medio,

I(s2) = I(s1). (3.36)

o bien,

I,,(8) = constante. (3.37)

Por lo tanto, dentro de un medio que no emite, absorbe ni es disperso (conocido como medio
no participativo), la intensidad radiativa en cualquier direccién dada es constante a lo largo de la
trayectoria. En cambio, en un medio participativo que absorbe, emite y/o es disperso, cualquier cambio

en la intensidad a lo largo de cualquier trayectoria dada debe ser por uno o mas de esos fenémenos.

3.3.8. Radiacidon caracteristica de las particulas

La interaccién entre fotones (o bien ondas electromagnéticas) con pequenas particulas es un

tanto diferente de cuando es con gases, liquidos o sélidos homogéneos. Mientras que para un medio
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Dispersion
- 0
o Refraccion
A— e
» Absorcion
/ Figura 3.5: Interaccién de ondas electro-
Reflexion magnéticas con una particula pequena.

homogéneo, la radiaciéon que viaja a través de una nube de particulas puede ser transmitida, reflectada
o absorbida. Ademads, la interaccién con una particula puede alterar la direccién en la que el fotén viaja
(ver Figura 3.5). Esto puede ocurrir por uno de tres mecanismos: (i) La trayectoria del fotén es alterada
sin colisionar nunca con otra particula por difraccién. (ii) Un fotén puede cambiar su direccién por
reflexién de la particula. (iii) El fotén puede penetrar dentro de la particula, cambiando su direccién por
refraccion. Los tres fenémenos en conjunto son conocidos como dispersion o scattering de la radiacién.
La absorcion toma lugar cuando la onda electromagnética penetra dentro de la particula. Por tanto, en

presencia de scattering, la ecuacion para la transmisividad de una capa de material Ecuacién 3.38
T, =e " (3.38)

debe ser extendida a
Ty = e~ (Fatoe)s — g=hns, (3.39)

donde oy, es conocida como coeficiente de dispersion o scattering y By = Kk, + 04y €s el coeficiente
de extincion. Los rayos dispersados viajan sin atenuacion, y la probabilidad de que un rayo desde una
direccion sea dispersado (scattering) en otra cierta direccién por en un éngulo 6 es descrita por la
scattering phase function o funcion de fase de dispersion ®,. Ademas, se puede establecer el single
scattering albedo, donde albedo es el porcentaje de radiacién que cualquier superficie refleja respecto a

la radiacién que incide sobre ella, definido como

Osn Tsn
wy = —en = T (3.40)
! kn+ 0sy Bn

por lo que cuando un medio no presenta dispersiéon en absoluto, tiene w = 0, mientras que un w = 1

indica que es puramente dispersién (nonabsorbing media o no absorbente).

3.3.9. Ecuacién de transferencia radiativa (RTE)

Para determinar el flujo radiativo en una superficie o cualquier punto dentro del medio, se
requiere conocer la intensidad radiativa en ese punto, para todas as direcciones y todas las longitudes
de ondas o periodos. El campo de intensidad dentro de un medio participativo es gobernado por la
ecuacion de energia radiativa, que es el balance de energia radiativa a lo largo de un lapiz de rayos

delgado. Esta ecuacion establece que a lo largo de una linea de visién en la direccion 8§, la intensidad
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radiativa espectral cambia de acuerdo con

% = iy Iyy — tinLy — Gonly + %: Aw 1,(8:) (81, 8)dC;. (3.41)
Los términos del lado derecho indican como a lo largo de la trayectoria s, la intensidad es aumentada
por emisién (K, Iyy,), disminuida por absorcién (x,I;) y dispersién o scattering lejos de § (o4,1,). La
radiacion dispersa es simplemente cancelada en otras direcciones, entonces el dltimo término en la
Ecuacion 3.41 es el incremento de la intensidad debido a la radiacién desde otras direcciones, pues
la funcién de fase de dispersién ®(8;,8) da la probabilidad de que un rayo proveniente desde §; es
dispersado hacia 8. Se debe notar que si x,, = 0,5, = 0 (medio no participativo), la Ecuacién 3.41 se

reduce a la Ecuacion 3.37
dly

ds

Para una mejor diferenciacién entre atenuacion y aumento de radiacién, se introduce la funcion fuente

0

o

I,,(8) = constante. (3.42)

para la intensidad radiativa

Sn(S, é) = (1 — wn) Ibn + %/ [n(gl)@(§la§)d9u (343)
4

donde w es el single scattering albedo definido en la Ecuacién 3.40. Por lo que la ecuacién de transferencia

radiativa se puede simplificar
al, _

ds

Para el caso especial de un coeficiente de extincién espacial invariable /3, =constante

By [Sn(s,8) — L] . (3.44)

I,(s) = L,(0)e® + /0 Sp(s',8)e =3, ds'. (3.45)

Figura 3.6: Variacién de la intensidad al
interior de un medio radiativamente parti-
cipativo.

La intensidad local en s consiste en dos partes (ver Figura 3.6). (i) Intensidad entrando al medio
en s = 0 (digamos un muro delimitador) atenuado por absorcién y dispersién-saliente de 0 a s, y
(iii) incremento de intensidad a lo largo de la trayectoria en s’ (por emisién y/o dispersién-entrante)

atenuado a lo largo de la distancia restante entre s’ y s. Es importante recordar que si el medio dispersa
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(w > 0), la funcién fuente en la Ecuacién 3.45 contiene la intensidad radiativa en cada punto a lo
largo de la trayectoria, para todas las posibles direcciones (no solo §): la ecuacién de transferencia
radiativa Ecuacién 3.41, es una ecuacién integro-diferencial (intensidad aparece tanto como derivada
como también dentro de la integral en el lado derecho) en cinco dimensiones (tres espaciales y dos
coordenadas direccionales). Esto hace la RTE extremadamente dificil de resolver, por lo que los métodos
existentes para resolverla son de suma importancia pero a su vez, también muy complejos de comprender

y aplicar.

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 42



3.3. FUNDAMENTOS DE LA RADIACION TERMICA

Referencias
[1] Horatio Scott Carslaw y John Conrad Jaeger. Conduction of heat in solids. Inf. téc. Clarendon
Press, 1959.
[2] Y Cengel y A Ghajar. Fundamentals of heat and mass transfer. 2002.
[3] William Morrow Kays. Convective heat and mass transfer. Tata McGraw-Hill Education, 2011.
[4] Michael F Modest. Radiative heat transfer. Academic press, 2013.
[5] Frederick W Mowrer. «Fundamentals of the fire hazards of materialsy. En: Handbook of Building
Materials for Fire Protection (2004).
[6] Donald A Nield, Adrian Bejan y col. Convection in porous media. Vol. 3. Springer, 2006.
[7] M Necati Ozisik. Heat transfer: a basic approach. Vol. 1. McGraw-Hill New York, 1985.
[8] M Necati Ozisik. Heat conduction. John Wiley & Sons, 1993.
[9] James G Quintiere. «Fundamentals of fire phenomenay. En: (2006).
[10] Warren M Rohsenow, James P Hartnett, Young I Cho y col. Handbook of heat transfer. Vol. 3.

McGraw-Hill New York, 1998.

]

¥ Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 43



Parte 111

Diseno Experimental

#  Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias

44



Capitulo

Aparato Experimental

Contenidos del Capitulo

4.1.
4.2. Descripcién general

4.3. Componentes del set up experimental

4.3.1. Heater . . . . . .. .
4.3.2. Motorlineal . . . . . . . ... L oo
4.3.3. Porta muestras o basket . . . . . ... ...
4.3.4. Termocuplas . . . . . . . ..o
4.4. Metodologia experimental . . . ... ... ... ........
4.4.1. Preparacion de las muestras . . . . . . .. ...
4411, Seco . . ..o

4.4.1.2. Humedecido . ... ... ... ... ... ... ...

4.4.2. Procedimiento . . . . .. ... ... L0
4.4.3. Medidas de ignicién . . . .. ...
4.4.3.1. Temperatura . . . . .. .. ... ... ... ..

4432, Tiempo . . . . . . ..o

4.4.3.3. Flujocritico . . .. .. .. .. ... L.
Referencias . . . . . . . . . . . i i e e e e e e

Introduccién

46
46
47
47
48
48
48
49
49
49
49
49
50
50
50
51
52

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias

45




4.1. INTRODUCCION

4.1.

Introduccién

El presente capitulo caracteriza y describe como se ha obtenido la data experimental utilizada

para validar los modelos teéricos desarrollados en este trabajo. Para este propésito, se pueden distinguir

tres grandes campanas experimentales que han servido de apoyo para los modelos aqui trabajados.

1. Para un lecho de combustible forestal seco en un medio poroso desarrollado, la data se obtuvo de

los experimentos realizados por Nicolas Herndndez, MSc. en el aparato experimental I-FIT, en
cuyos ensayos vari6 el grado de porosidad del estrato para flujos de calor de hasta 25 kW /m?.
Las muestras de biomasa utilizada fueron aciculas de pino radiata colectadas en la regiéon de
Valparaiso, Chile. Esta data se utilizé para validar los modelos desarrollados para un medio seco
(Capitulo 7)

. En un lecho de combustible forestal rehidratado para un medio poroso, alcanzando un contenido

de humedad promedio de ~ 17 % luego de la rehidratacién de la biomasa muerta y variando
la porosidad del estrato. Esta campana fue realizada por Felipe Gonzélez, MSc. en el aparato
experimental I-FIT y sus ensayos alcanzaron flujos de hasta 30 kW/m? para aciculas de pino
radiata colectadas en la regién de Valparaiso, Chile. Esta data es utlilizada en conjuntos a los
modelos desarrollados para un medio con humedad y en un sistema de coordenadas cilindricas
(Capitulo 8).

. Para un estrato de combustible forestal humedecido para una porosidad fija. Estos experimentos

fueron realizados por el profesor Jorge Contreras, PhD. en el aparato experimental cono calorimetro
para aciculas de pinus pinaster colectadas en Malaga, Espana. En esta campana se modificé el
contenido de humedad testeado desde un 0% hasta un 110 % aproximadamente con flujos de
calor de hasta 30 kW/m?2. Mayores detalles en la seccién 6.5 del Capitulo 6.

En este capitulo se presentan conceptos generales que son relevantes para comprender las

campanas experimentales y metodologias empleadas en los ensayos realizados en el aparato experimental
I-FIT.

4.2.

Descripcion general

Los experimentos de ignicion esponténea se realizaron con lechos de combustible forestal comun-

mente encontrados en la naturaleza, concretamente aciculas de pino (pine needles). Para ello se utilizd

el Idealized-Firebrand Ignition Test (I-FIT), el cual es un aparato experimental especialmente diseniado

para reproducir las condiciones que se pueden encontrar en un escenario real, esto es, representar

a una acicula de pino incandescente (pavesa), que cae y aterriza verticalmente sobre un terreno de

biomasa.
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Figura 4.1: Aparato experimental I-FIT y sus principales componentes.

Como se puede ver en la figura, la seccién que representa el aterrizaje de la pavesa se encuentra
dentro de una estructura metdlica que permite aislarla de efectos externos (como corrientes de viento)
mediante Plezrigas, esto con el fin de controlar las condiciones que se estan representando en los
experimentos para asi poder modelar de manera fisico-matematica estas mismas condiciones, buscando
disminuir las fuentes de incertidumbre o condiciones que provoquen respuestas no controladas en las
variables de estudio. Lo anterior es fundamenta para poder obtener medidas precisas de perdida de
masa o mediciones de temperatura debido a que una corriente de viento puede provocar perdidas de
calor, y en los modelos a desarrollar, se busca aislar los efectos activos y aleatorios del medio ambiente

debido principalmente a la dificultad adicional que esto involucra.

Para los experimentos, la pavesa es representada por un heater eléctrico, el cual mediante una
fuente de energia (red electrica), puede elevar la temperatura del heater y dadas sus caracteristicas
de fabricacién, este puede emitir radiacion simulando la incandescencia de la pavesa. Luego este
heater encendido es posicionado dentro de un porta muestras de manera tal que no tenga puntos de
contacto con la biomasa evitando que se produzca conduccién, por lo que el calor que emite solo es
mediante radiacién (debido a la ausencia de corrientes de aire). Con este proceso se realizan una serie
de mediciones, como pérdida de masa, mediciones de temperatura y tiempo hasta que se produzca la

ignicién (segin criterios que se discuten més adelante en el Capitulo 7).

4.3. Componentes del set up experimental

4.3.1. Heater

Diversos estudios han mostrado que las geometrias mas comunes de encontrar en pavesas son

con formas de disco y cilindricas [1, 3, 4], lo cual es intuitivo al considerar que la mayorfa de pavesas
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proviene de ramas con seccién transversal circula, de ahi las formas cilindricas o de discos.

Por lo anterior es que el heater utilizado tiene forma cilindrica. Fue fabricado por Bach RC' y
tiene dimensiones r = 5 mm y un largo (zona caliente) de I = 46 mm. La composicién del heater es
a base de nitruro de silicio (Si3Ny) cuya emisividad es de € > 0,9, lo cual es de gran utilidad para
objetivo de estos experimentos y posterior modelado. Otra de las cualidades de este componente es
la alta temperatura que soporta gracias a su composicion, pues puede soportar mas de 1.000°C sin
problemas de seguridad, mientras que el resto de heaters disponibles en el mercado se encuentran en un

rango de 500 a 700°C y con emisividades muy bajas.

4.3.2. Motor lineal

Corresponde al mecanismo utilizado para el descenso rapido, preciso y seguro del heater al interior
del estrato vegetal. El motor elegido es fabricado por Thorlabs, modelo LTS150. Su desplazamiento es
lineal y unidimensional, con un maximo de 150 mm y un paso minimo de 1 ym. En posicién vertical
permite una velocidad de hasta 3 mm /s soportando hasta 4 kg, lo cual es fundamental una vez producida

la ignicion en el estrato ya que permite retirar rapidamente el heater desde la llama generada.

4.3.3. Porta muestras o basket

La forma y distribucién del volumen de control fueron elegidos de manera conveniente con el fin

1
inc*

de simplificar los célculos de radiacién incidente ¢ Con lo cual el factor de forma entre la superficie
cilindrica del heater A, = 27wr,l y la del estrato expuesto a radiacién A; = 27r;l es mas sencillo cuando
ambos son axisimétricos, lo que respalda la elecciéon de un portamuestras de seccién anular. En tanto
que su altura fue elegida igual a la altura [ de la zona caliente del heater. Por otro lado, el radio
externo, 7, y el interno r; fueron elegidos de tal manera que el espesor del estrato (r, — r;) representara
condiciones realistas, por lo que se definié a r; = 20 mm y r, = 65 mm. Ademds, se concluy6 luego de
multiples ensayos, que una malla delgada y lo suficientemente abierta permite controlar el bending de

las agujas de pino durante el calentamiento, evitando con ello muchos ensayos fallidos.

El material elegido debe cumplir con dos condiciones béasicas: densidad relativamente baja y
capacidad de soportar altas temperaturas, por lo que finalmente se opté por acero inoxidable y las
uniones en soldadura TIG. La restriccién de densidad estd dada por la capacidad maxima de la balanza

que es de 320 g.

4.3.4. Termocuplas

Son el instrumento de medicién de temperatura y consisten en la unién de dos metales distintos
que producen una diferencia de potencial (mV) lo cual depende de la diferencia de temperaturas. Las
termocuplas elegidas son tipo K, donde uno de los metales es una aleacién denominada cromel (Ni—Cr)
y el otro alumel (Ni-Al), con un rango de operacién de —200 °C hasta 1370 °C aproximadamente. Sus

dimensiones son de 1,5 m de largo y didmetro de 1 mm, por lo que son un instrumento de medicién
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relativamente no intrusivo al interior del estrato, es decir, no provocan grandes perturbaciones en las

mediciones.

4.4. Metodologia experimental

4.4.1. Preparacion de las muestras

Los experimentos de los cuales se utiliza la data experimental para validad los modelos en este
estudio, corresponden a aciculas de pino obtenidas en la regién de Valparaiso, Chile, de la especie
Radiata (pinus radiata), colectados directamente de los bosques en zonas WUI (Wildland urban
interface) [5-7].

4.4.1.1. Seco

Para reducir el contenido de humedad, la biomasa es secada en un horno a 333 K por al menos
12 h, siguiendo el procedimiento de [5, 7], luego de las 12 h no se observan cambios en la masa de las

muestras por lo que se asume que su contenido de humedad es ~0 %.

4.4.1.2. Humedecido

Para el caso humedecido las muestras luego del proceso de secado, son nuevamente rehidratadas
a la maxima capacidad del horno humidificador, esto es a 95% de humedad relativa. Lo anterior se
traduce en que las aciculas vuelven a tener un contenido de agua pero que solo alcanza un ~17 %
aproximadamente, lo que se debe a recomposiciones estructurales de la biomasa. No se indaga en
mayores detalles ya que son problemas de la bioquimica de la vegetacion que esté fuera del alcance de
este tipo de estudios. No obstante, es importante destacar que este proceso de rehidratacién se realiza
desde cero para asegurar que las muestras sean homogéneas, eliminando el efecto de la humedad inicial

con que fueron colectadas.

4.4.2. Procedimiento

Posterior a la preparacion de las muestras y a la distribucion de las aciculas de pino, el recipiente
se coloca sobre la balanza analitica y su eje de simetria es alineado con el del heater. Una vez que el
recipiente se encuentra alineado, se establece el voltaje de salida en el transformador variable con el que
efectivamente operara el heater. Una vez que el voltaje ha sido fijado y el circuito cerrado, se espera a
que el heater alcance condiciones de estado estacionario, lo cual es verificado mediante un radiémetro
para medir que la radiacién incidente no varie de forma importante en el tiempo, de no verificarse esta

condicién se debe esperar hasta que se alcance un estado estacionario.

Luego que el heater se encuentra emitiendo en forma estacionaria, se inicia su descenso por

medio del motor lineal hasta quedar introducido dentro del estrato vegetal como en la Figura 4.2. Una
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vez se ha detenido el descenso y el heater esta correctamente posicionado de manera concéntrica con el

basket (volumen de control para los modelos teéricos), se inician las mediciones [2, 5].

il

Figura 4.2: Esquema del heater y termocuplas posicionadas al interior del porta muestras junto con la biomasa,
donde se indican algunas de las dimensiones del volumen de control.

4.4.3. Medidas de ignicion

4.4.3.1. Temperatura

La temperatura del estrato vegetal se determina colocando cinco termocuplas denominadas como
TC; con j ={1,2,...,5}, al interior del estrato de manera equidistantes en direccién radial y a una
altura de 23 mm medido desde el fondo del contenedor de aciculas, las cuales miden en tiempo real
la temperatura y la envian al DAQ para ser transmitida al computador. Las mediciones se detienen

posterior a la ignicién y combustién, cuando ya no existen cambios apreciables en la masa.

4.4.3.2. Tiempo

El tiempo de ignicién se determiné considerando flaming ignition ( ignicién con presencia de
llama) por inspeccién visual. Sin embargo, a pesar de que en algunos experimentos se detecté glowing
(ignici6n sin presencia de llama), estos tiempos no fueron considerados. Adicionalmente, las mediciones
por inspeccién visual con cronometro, se contrastan con los datos obtenidos de la balanza por perdida

de masa y de las termocuplas con el cambio abrupto de pendiente en la curva de temperatura.
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4.4.3.3. Flujo critico

Para determinar el minimo flujo en ge se produce ignicién, se parte desde un valor elevado para
luego descender hasta los flujos mas bajos, cuando se detecta un punto en que la ignicién toma mas
tiempo en ocurrir se disminuye el paso de descenso y se consideran tiempo de 60 min como valor critico
para discriminar que la ignicién no sucederéd para ese flujo. En estos valores se aumenta el numero d

experimentos debido a la alta variabilidad en los resultados.
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5.1. INTRODUCCION

5.1. Introduccion

Para comprender los fendmenos fisicos que se estudian y darles un sentido matematicamente, es
necesario comprender algunos conceptos y fundamentos del calculo vectorial. Por ello, en este apartado
se describen brevemente algunos conceptos como Gradiente, Divergencia y Laplaciano junto a sus
aplicaciones tanto a campos escalares como vectoriales. Dado que el objetivo de este trabajo es el
desarrollo de modelos tedricos acerca de fenémenos fisicos, en este apartado se abarcan de manera
muy general los conceptos que son necesarios para comprender las componentes que interacttian en las
ecuaciones de calor y balances de magnitudes fisicas, mientras que su detalle y correcta aplicacién se

desarrollan en los apartados correspondientes de cada modelo.

5.2. Definiciones generales

Se dice que existe un campo asociado a una magnitud fisica, en una regién del espacio, si se
puede asignar un valor a dicha magnitud para todos los puntos de dicha regién en cada instante. Los
sistemas fisicos formados por un conjunto de particulas interactuantes de la mecénica clésica y los
sistemas fisicos de particulas relativistas sin interaccidn, son sistemas con un ntmero finito de grados de

libertad, cuyas ecuaciones de movimiento vienen dadas por ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los campos fisicos, ademas de la variaciéon de magnitud en el espacio, muestran la variacién en el
tiempo. Esa caracteristica hace que los campos fisicos se consideren informalmente como sistemas con
un nimero infinito de grados de libertad. Las peculiaridades de los campos hacen que sus ecuaciones de
"movimiento” o evolucién temporal vengan dadas por ecuaciones en derivadas parciales en lugar de

ecuaciones diferenciales ordinarias.

5.2.1. Campo escalar

En matemadticas y fisica, un campo escalar representa la distribucién espacial de una magnitud
escalar, asociando un valor a cada punto del espacio. En matematicas, el valor es un nimero; en fisica,
una magnitud fisica. Los campos escalares se usan en fisica, por ejemplo, para indicar la distribucién

de la temperatura o la presiéon de un gas en el espacio.

Un campo escalar en una regiéon U C R™ es una funcion:

f:U—->R

en la que a cada punto x € U, se le asigna un ntimero o escalar f(x). Esta funcién también es conocida

como funcién de punto o simplemente funcién escalar.
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5.2.2. Campo vectorial

En matematicas, un campo vectorial representa la distribucién espacial de una magnitud vectorial.
Es una expresion de calculo vectorial que asocia un vector a cada punto en el espacio euclidiano, de
la forma ¢ : R™ — R™. Los campos vectoriales se utilizan en fisica, por ejemplo, para representar la
velocidad y la direccién de un fluido en el espacio, o la intensidad y la direcciéon de fuerzas como la

gravitatoria o la fuerza electromagnética.

Un campo vectorial sobre un subconjunto del espacio euclidiano X C R™ es una funcién con
valores vectoriales:
F:X->R"

Se dice que F es un campo vectorial C* si como funcién es k-veces diferenciable con continuidad en X.
Un campo vectorial se puede visualizar como un espacio X con un vector n- dimensional unido a cada

punto en X.

5.3. Operatoria vectorial

5.3.1. Derivada

En célculo diferencial y andalisis matemaético, la derivada de una funcién es la razén de cambio
instantdnea con la que varia el valor de dicha funcién segtin se modifique el valor de su variable
independiente. La derivada de una funcién es un concepto local, es decir, se calcula como el limite de la
rapidez de cambio (media) de dicha funcién en cierto intervalo, el cual se torna cada vez més pequefio.

Por esto es que se habla del valor de la derivada de una funcién en un punto dado.

Entonces, el valor de la derivada de una funcién en un punto puede interpretarse geométricamente,
pues corresponde a la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funciéon en dicho punto, la
cual es a su vez, la mejor aproximacién lineal de la funcién alrededor de dicho punto. La nocién de
derivada puede generalizarse para el caso de funciones de més de una variable con la derivada parcial y

el diferencial.

5.3.1.1. Notaciones

En esta seccién se describird de manera muy general algunas de las notaciones cominmente
utilizadas por la literatura para describir el concepto de derivadas, las cuales se utilizardn en el resto de

capitulos.

Sea f una funcién. Se escribe la derivada de la funcién f respecto al valor z segin en los

siguientes modos [2-4].
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Notaciéon de Newton
Agregar un punto arriba del nombre de la funcién segin el orden de derivacién:
& =a'(t)
i =x"(t)
Notaciéon de Leibniz

Esta notacion sugiere la idea de que la derivada de una funcién con respecto a otra se puede

expresar como un cociente de diferenciales.

d(f(z)) d _df
=g @)=

[0
d dx
dx dx™

La notaciéon de Leibniz es muy util ya que permite especificar la variable de diferenciacién (en
el denominador); lo cual es pertinente en caso de diferenciacién parcial o teorema de cambio de
variable.

dy dy du

de ~ du dz

Notaciéon de Jacobi

Es la notacién utilizada frecuentemente para referirse a derivadas parciales. Esto es; la derivada
parcial de una funcién de varias variables es la derivada con respecto a cada una de esas variables

manteniendo las otras como constantes.

Sea f(z1,z2,Ts,...) un funcién multivariable.

o _ 9

6301 a 6301 - azlf

donde 9 es conocida como la letra «d» de Jacobi.

Nota: Newton desarrollé en Cambridge su propio método para el calculo de tangentes, donde
desarrollé un algoritmo para derivar funciones algebraicas que coincidia con el descubierto por Fermat.

A finales de 1665 se dedicé a reestructurar las bases de su célculo, intentando desligarse de los
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infinitesimales, e introdujo el concepto de fluzidn, que para él era la velocidad con la que una variable

«fluyey con el tiempo (varia).

Por su parte, Gottfried Leibniz formulé y desarrollé el célculo diferencial en 1675. Fue el primero
en publicar de manera independiente los mismos resultados que Isaac Newton descubriera 10 afios
antes. En su investigacion conservé un caracter geométrico y traté a la derivada como un cociente
incremental y no como una velocidad, viendo el sentido de su correspondencia con la pendiente de la

recta tangente a la curva en dicho punto.

5.3.2. Operador nabla o del

En calculo vectorial, nabla o también llamado del, es un operador diferencial vectorial simbolizado
por V, su aplicacion es valida tanto para campos escalares como vectoriales y su resultado difiere si es

aplicado a uno u otro.

Puede darse una definicién del operador nabla que no esté condicionada a un sistema de
coordenadas fijo. Esta definicién es una generalizacion de la que se emplea para definir la divergencia

(se explica con mayor detalle su definicién en la seccién 5.3.4):

. 1 g

En la Ecuacién 5.1, la expresién x representa una funcién de producto arbitrario que puede ser
escalar, vectorial, tensorial o por un escalar (como producto punto o producto cruz) y F es un campo
que puede ser escalar, vectorial o tensorial. La expresién AV es un volumen diferencial que en el limite
se reduce a un punto, de esta manera puede definirse de forma intrinseca el gradiente, la divergencia, el

rotacional y otros operadores con la misma expresién general [1].

5.3.3. Gradiente

El gradiente o también conocido como vector gradiente, denotado por V f de un campo escalar
f, es un campo vectorial. El vector gradiente de f evaluado en un punto genérico x del dominio de
f, Vf(z), indica la direccién en la cual el campo f varfa més rdpidamente y su médulo representa el

ritmo de variacion de f en la direccién de dicho vector gradiente.

El gradiente se representa con el operador diferencial nabla (V) seguido de la funcién (no
confundir el gradiente con la divergencia; esta ultima se denota con un punto de producto escalar

entre el operador nabla y el campo). También puede representarse mediante v f, o usando la notacién
grad(f).

La generalizacion del concepto de gradiente para funciones vectoriales de varias variables es el

concepto de matriz Jacobiana.

En matematicas, el gradiente es una generalizacién multivariable de la derivada. Mientras que

una derivada se puede definir solo en funciones de una sola variable, para el caso de funciones de varias
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variables, el gradiente toma su lugar. El gradiente es una funcién de valor vectorial, a diferencia de
una derivada, que es una funcién de valor escalar. Al igual que la derivada, el gradiente representa la
pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién. Mas precisamente, el gradiente apunta a los
puntos de la grafica a los cuales la gréafica tiene un mayor incremento. La magnitud del gradiente es la

pendiente de la grafica en esa direccion.

Los componentes del gradiente en coordenadas son los coeficientes de las variables presentes en
la ecuacion del espacio tangente al grafico. Esta propiedad de caracterizacién del degradado permite
que se defina independientemente de la eleccién del sistema de coordenadas, como un campo vectorial
cuyos componentes en un sistema de coordenadas se transformarian cuando se pase de un sistema de

coordenadas a otro.

Se toma como campo escalar el que se asigna a cada punto del espacio una presién P (campo
escalar de 3 variables), entonces el vector gradiente en un punto genérico del espacio indicard la
direccién en la cual la presién cambiard més rapidamente. Otro ejemplo es el de considerar el mapa
de lineas de nivel de una montafia como campo escalar, que asigna a cada pareja de coordenadas
latitud /longitud un escalar altitud (campo escalar de 2 variables). En este caso el vector gradiente en
un punto genérico indicard la direccién de méxima inclinaciéon de la montana. Nétese que el vector

gradiente serd perpendicular a las lineas de contorno (lineas «equiescalares») del mapa.

Si f:R™ — R" es un campo escalar entonces el gradiente de f en r se define como el campo

vectorial Vf : R®™ — R"™ cuyas componentes son las derivadas parciales del campo escalar, esto es:

i) - (2400, 200

De forma geométrica, el gradiente es un vector normal (perpendicular) a la curva de nivel en el
punto que se estd estudiando (z1, z2, x3) como por ejemplo temperatura. Considere una habitacién en la
cual la temperatura se define a través de un campo escalar, de tal manera que en cualquier punto (x,y, z),
la temperatura es ¢(x,y, z). Asumiendo que la temperatura no varfa con respecto al tiempo, para cada
punto de la habitacién, el gradiente en ese punto indicara la direccién en la cual la temperatura au-

menta més rapido. La magnitud del gradiente dira cuan rapido aumenta la temperatura en esa direccion.

5.3.4. Divergencia

La divergencia mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo entrante de un campo vectorial
sobre la superficie que rodea a un volumen de control, por tanto, si el campo tiene "fuentes'la divergencia
serd positiva, y si tiene "sumideros’, la divergencia sera negativa. La divergencia mide la rapidez neta con
la que se conduce la materia al exterior de cada punto, y en el caso de ser la divergencia idénticamente

igual a cero, describe al flujo incompresible del fluido.

La divergencia de un campo vectorial F(x) en el punto xg se define como el flujo del campo

vectorial por unidad de volumen conforme el volumen alrededor del punto tiende a cero:
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divF| = (V-F)] =1imi// F - ds
o ro v VI Sy

donde S es una superficie cerrada que se reduce a un punto en el limite.

5.3.5. Operador Laplaciano

Es un operador diferencial eliptico de segundo orden, denotado como A. Expresado en coordenadas
cartesianas es igual a la suma de todas las segundas derivadas parciales no mixtas dependientes de una
variable. Corresponde a la divergencia del gradiente de un campo f, es decir, div (grad f) donde se

hace uso del simbolo delta A o nabla cuadrado V? para representarlo.

5.3.6. Resumen para cada sistema coordenado tradicional

En este capitulo se desarrollan algunas descripciones y carcaterizaciones generales para algunos
operadores matematicos ampliamente utilizados en ingenieria. En los capitulos siguientes se presentara
como estos conceptos son fundamentales para la derivacién de todos los modelos de energia independiente
del sistema de coordenadas que se estudie, si bien el sistema cartesiano es el sistema mas simple de
trabajar en la mayorfa de los casos desde un punto de vista matemético (como lo es para la derivacién de
modelos en la teorfa clésica), algunos escenarios requieren que el sistema en que se modele sea distinto
y en esos casos los operadores aqui descritos son igualmente validos pero con algunas dificultades
adicionales en cuanto a la matemédtica involucrada, como se detallard més adelante (Capitulo 7) para
un sistema de coordenadas cilindricas ya que es la manera mas conveniente de representar el caso
estudiado (I-FIT). No obstante, su desarrollo y validez no se limita a este sistema de coordenada por
lo que a continuacién se presentan tablas que resumen los operadores trabajados en este capitulo para

cada sistema de coordenadas.

¢ Campo escalar F Campo vectorial
(V¢) Gradiente (V - F) Divergencia

Cartesianas %@ + 9%, + %2 oF,  oF, + OF;
Oox oy 0z

or oy 4 0z

o 96 196 . 0o 1(0pF,) 10F, OF.
Cilind s+ 2264+ %2 - it
e <3ﬂp+p3¢(p+ 52'2) ,\p 0Op p Op e
L. op,. 100 1 0¢ - 1 (0r°F,) 1 O(seneF,) 1 O(Fy)
Esf —F+ —= — —
slerieas <8r rE r 8<ptp rseny 81/)77[1 r2  Op + rseny Op + rseny Oy
Resulta en Campo vectorial Campo escalar

Tabla 5.1: Resumen
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( div (grad) f), f Campo escalar
Af = (V-V)f = V2f Operador Laplaciano

Pf  Of 8°f

Cartesianas 922 T o 92
Cilindricas 1 2 g 1 ﬁ az—f
pop\"op) T 20?922
L. 10 af 1 0 of 1 *f
Esf ——r?= — — — | ==
sletieas (r2 or (T 8r> + r2seny Op seny 8<p> + r2sen?p <81/}2
Resulta en Campo escalar

Tabla 5.2: Resumen Laplaciano
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6.1. INTRODUCCION

6.1. Introduccion

En el area de investigacién asociada a los incendios e ignicién de sélidos existen diversos modelos
de prediccién que derivan de la teorfa cldsica (Capitulo 2), sin embargo, la gran mayoria realiza cambios
a alguna de los componentes de la ecuacion de energia ya desarrollada en los modelos clasicos. Ante
esto, existen algunos trabajos que tratan algunos aspectos claves del fenémeno de la ignicién y estan
directamente relacionados a los conceptos que se desarrollan en este trabajo, por lo que se incluyen de
manera general algunos modelos relevantes para este estudio como casos desarrollados previamente.
Como se verd hacia el Capitulo 10, con el modelo general que se busca con este trabajo, es posible
derivar a cada uno de los modelos aqui presentados, por ello, se deben tener algunas consideraciones

antes de continuar este capitulo.

En cada seccion se sigue la notacién propia del modelo desarrollado ya que no existe una notacion
equivalente entre todos los trabajos previos y el actual, no obstante, la notacién que se mantiene y
puede ser homologada no es especificada y se refiere a los mismos parametros declarados para este
trabajo. Ademds ,esto es 1til para el lector para continuar la lectura de los trabajos propios de cada

autor y ver en mayor profundidad cada uno de los modelos.

Es importante destacar que solo se incluyen los aspectos maés relevantes y representativos de
los modelos, ademas, se presenta en este apartado de modelos solo algunos de los diversos trabajos
relacionados a modelos de ignicién. Por supuesto existen muchos otros modelos con otras variantes
tales como [1, 2, 5, 7, 11, 12], pero estos son los fundamentos de las ecuaciones de conservacién por lo
que engloban de manera general los conceptos mas cercanos a lo trabajado en este estudio, tal como la
inclusion de la humedad, variacién de sistemas de referencias y penetracion de la radicacién, solo por

mencionar algunos.

La clasificacién de los siguientes trabajos se hace en relacion a su contribucién y similitud
a los modelos que se desarrollan en este estudio, lo cual no significa que estos trabajos y modelos
estén limitados a lo que aqui se presentan o dependan en términos absolutos de la clasificacién aqui
dada.

6.2. Incluyendo humedad al modelo clasico - Khan et al

El modelo de khan incluye la humedad al modelo cldsico de ignicién para solidos [4, 8], sin
embargo solo presenta sus hallazgos para los tiempos de igniciéon. Por lo demads, en su trabajo la
temperatura es superficial y es un parametro obtenido desde el flujo critico de ignicién, por lo que no

se detiene en buscar alguna expresion para la evolucién de la temperatura,

(42 = Xder) tig = a (1 +ymy) . (6.1)

El modelo presentado representa que los requerimientos energéticos para alcanzar la ignicién deben
ser iguales a la energia recibida por la superficie, en donde los pardametros utilizados corresponden a «

como la energia requerida para calentar el material sélido, v el incremento adicional para evaporar el

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 64



6.3. INCLUYENDO DIVERGENCIA DE LA RADIACION EN DIRECCION X PARA UN MEDIO POROSO -
MINDYKOWSKI ET AL

agua contenida y m,, es la fraccion anadida de masa de agua en la muestra, la cual se define a partir
del contenido de humedad, MC= m,, x 100. Los parametros descritos se definen como
Cpw (Tb — To) + Ly (mwet - mdry)

"
= L = m,, =
« Cpcmdry ( ig—To ) Y Cpe (nngo ) w Mary

Como se mencioné anteriormente, el modelo considera la obtencién de la temperatura de ignicién desde
el flujo critico. Este a su vez, es obtenido desde los datos experimentales como el best-fit de la data
experimental en 1/t;,, interceptando la recta formada por esta tendencia cuando corta al eje de la

ordenada en cero.

6.3. Incluyendo divergencia de la radiacion en direccién x para

un medio poroso - Mindykowski et al

Este trabajo es uno de los primeros trabajos que trabaja casos de estudio similares a los
desarrollados aqui, por una parte incluye el estudio de un medio poroso y por el otro incluye la
penetracién de la radiacién en el medio, en una configuracién en coordenadas cartesianas [6], ya que
los experimentos son desarrollados en el Fire Propagation Apparatus (FPA). Pero uno el aspecto mas
relevante que lo hace sumamente til para la comprensién de este trabajo, es que es el primero en
trabajar a la temperatura como un fenémeno volumétrico, producto del hecho de considerar que la

radiacion penetra y con ello produce calentamiento hacia el interior.

En este caso, el modelo desarrollado desde la ecuacién general corresponde a

0 0 0 oT
g (agpghg + arprhi) + 92 (agpgughg) = E [)\eqax} + Kq [G — 4UT4] , (6.2)
luego, aplicando las condiciones de borde y resolviendo el modelo radiativo

oT  ay 2ay, —4 h —
Cop e = by 2% (T4—T) Qeonv p T 6.3

A PrUpk It 5 anc+ 5 o 00 + 5 ( ) ( )
donde el término correspondiente a la radiacién, es obtenido por medio de la Aproximaciéon de Schuster-

Schwarzchild, con la absortividad definida como ap = 1 — exp (—2(axox/4)9).

6.4. Incluyendo divergencia de la radiacién en direccién r para

un solido - N. Hernandez et al

Este modelo es desarrollado a partir de los acercamientos propuestos por Mindykowski (ver
seccién 6.3), pero esta vez se realiza para un sistema en coordenadas cilindricas para un medio sélido [3].
Al tratarse de coordenadas cilindricas, no es posible realizar el mismo tratamiento al término radiativo
va que la aproximacién de Schuster-Schwarzchild es desarrollada para placas planas paralelas, lo cual era

posible en el caso anterior. Por ello, este trabajo usa la Aproximacién-P; para obtener el comportamiento
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de la radiaciéon en un medio en coordenadas cilindricas, lo cual requiere de un manejo distinto de las

ecuaciones diferenciales involucradas y las condiciones de borde que caracterizan al problema.

De esta manera, este trabajo es el punto de inicio de los modelos desarrollados mas adelante en
los capitulos 7 y 8, ya que considera a la temperatura como un fenémeno volumétrico siendo promediada
espacialmente (continuando lo propuesto por Mindykpwski en coordenadas cartesianas), y con ello
considera un modelo radiativo apropiado para un sistema de coordenadas cilindricas. Esto representa
un gran avance, pues como se detallard més adelante, las ecuaciones involucradas en los modelos de
este tipo son matematicamente dificiles de manejar, por lo que este trabajo brinda indicios de como

trabajarlas y senala el camino a seguir.

EL modelo de energia desarrollado en términos promediados es el siguiente,

T 2, = 2
pcpa =——h (T - Too) - 7q;'(7“o)7 (6.4)

o o

al cual solo resta agregar el modelo radiativo, que es obtenido mediante la Aproximacion-Pj.

6.5. Incluyendo humedad y porosidad al modelo clasico

Este desarrollo tiene cabida luego del desarrollo de Khan et al en la seccién 6.2 donde incluye
la humedad al modelo clasico. En esta seccién se extiende el modelo para un medio poroso como un
nuevo modelo desarrollado a partir de los conceptos previos aqui descritos y sirve como un modelo
introductorio a los problemas con humedad, pues no indaga en mayor profundidad en otros conceptos
mas complejos como por ejemplo considerar la penetracién de la radiacion u otro sistema de coordenadas.

Este tipo de problemas seran abordados més adelante en el Capitulo 8.

6.5.1. Modelo térmico

Ahora bien, considerando al medio poroso m como un medio equivalente continuo y radiativamente
participativo, con la fase solida s y gaseosa g en equilibrio térmico, se puede plantear desde la ecuacion

general de energia (cuya derivacién es tratada con mayor detalle en el Capitulo 7),

0
p (aj + vVu) = - vy, (6.5)
6 2 o/
— (agpses + agpgeq) + Vg - Vagpgeg = — kVT — Vag (6.6)

ot

. T . .

donde «; es la fraccién en volumen y e; = fT Cp,idT para cada una de las fases involucradas i = s, g
oo

respectivamente. Ademas, se tiene que la entalpia asociada a la fase gaseosa es aproximadamente ~ 103

ordenees de magnitud menor que la de la fase sélida a,pscp s, por lo que puede ser despreciada de la

ecuacién de energia.
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Luego, dadas las caracteristicas fisicas y geométricas del problema modelado, se puede considerar
transferencia de calor solamente en la direccién del eje z, en donde [, corresponde al espesor fisico del

volumen de control

oT o*T Oey  04f
AsPsCps gy = <kza 5 + agpgvza— + [“)zR) . (6.7)
Se aplica el operador folz dz a ambos lados de la Ecuacién 6.7 sujeto a las siguientes condiciones de
borde,
5 + DY/ ANy 6.8
a QgPgCyq =linc XYcri ( . )
z=0
oT
k— + agpge > =0 (6.9)
< D2 gPgCq .

Con lo anterior, se puede definir un flujo de calor incidente combinado como ¢4 = Xq2.;, el cual

= q’LnC
es obtenido desde flujo de calor incidente menos las pérdidas promedio de calor como una porcién del
flujo de calor critico mediante el factor x, con lo cual se puede reescribir la Ecuacion 6.7 de la siguiente
manera

anprlecp—r =@t —eo (T —Tx) . (6.10)

oT
ot
Para obtener una expresion analitica que permita obtener la temperatura, se realiza una
aproximaciéon mediante series de potencias de Taylor al término no linea de T al rededor de la
temperatura ambiente T, para lo cual se define un coeficiente de calor efectivo como hr = 4eaT..

Entonces, el balance de energia en su forma linealizada para un medio poroso queda como

oT
sPslaCp s E—qT hr(T — Ty), (6.11)

el cual corresponde a una variacion del modelo clédsico, el cual ahora es derivado para un medio

poroso.

Por otro lado, con el procedimiento estudiado en la seccién anterior 6.2, es posible integrar el
efecto de la humedad a este modelo poroso de la Ecuacion 6.11. Para ello, se definen los siguientes
pardmetros; ¢ como la energia requerida para alcanzar la ignicién del material sélido en la fase s, p
como el incremento normalizado de energia que se requiere para calentar el agua contenida y evaporarla

de a fase sélida

_ Cp,w(Tb - Too) + Ly, )= My

= Tig — T
S pdczhd( ) ) Cp,d(:rig _ Too) Mg

siendo A el contenido de humedad medido en base seca, por lo que la Ecuacién 6.10 se puede reescribir

como

or
ot (JT

Esta ecuaciéon de calor involucra los requerimientos para calentar el material seco junto al agua contenida

aklzg(l +,LL/\) hR(TfTOO). (612)

en la muestra como contenido de humedad hasta evaporarla y luego provocar la ignicién del material,
entonces, solo resta obtener la expresién analitica que permita obtener la temperatura a la que esto

ocurriria. Para ello, para resolver la ecuacién planteada, se definen los siguientes parametros y variables
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normalizadas
T—Ts l,¢(1 A
ng — Too Aeri
_hR(Tig _Too) _ q§'~
w - <1 Y= 1
qc'ri qcri

Con esto, la Ecuacién 6.12 es reescrita en forma normalizada sujeta a la condicién inicial ©];—o = 0,

con la que finalmente se puede obtener una solucién analitica para T'(t) como

ht

-1 -
T(t) = Too + 3= |1 ¢ (akﬂdlz%?d(”w) . (6.13)
R

6.5.2. Resultados

Para ver el desempefio del modelo desarrollado, se contrasta con mediciones experimentales
realizadas por el profesor J. Contreras (PUCV) en Malaga, Espana. Estas mediciones experimentales
se hicieron para aciculas de pinus pinaster con diferentes contenidos de humedad utilizando un cono
calorimetro. Mayores detalles del procedimiento y metodologias usadas no son incluidas en este estudio,
pero se detallan en el articulo producto de esta campana experimental en conjunto con la utilizaciéon de

este modelo térmico.

6.5.2.1. Temperatura de igniciéon

La evolucién de la temperatura en el tiempo para diferentes flujos de calor incidente, se puede
graficar a partir de la Ecuacién 6.13. Esto se presentan en la Figura 6.1 para cuatro diferentes humedades

en un rango de flujos de calor incidente entre 13 kW/m? y 30 kW /m?.

La temperatura a la que se alcanza la ignicién esta marcada por la linea punteada en cada
grafico, lo cual permite obtener el tiempo de ignicién al interceptarla con la curva de evolucién de
temperatura en el tiempo. De esto se puede desprender que mientras mayor es el contenido de humedad,

la ignicién toma mas tiempo en alcanzarse.

Para observar el impacto del contenido de humedad, se grafica la evolucién de la temperatura
segun el flujo de calor incidente para un tiempo de ignicién dado, lo cual se puede ver en la Figura 6.2.
Esta figura muestra que para un mismo flujo incidente, el volumen de control alcanza temperaturas
de ignicién mas bajas en la medida que el contenido de humedad es mayor ante un mismo tiempo de

exposicion. Lo anterior se hace atin mas evidente para los flujos de calor mas altos.

6.5.2.2. Tiempos de ignicién

Para obtener el tiempo de ignicién, la temperatura de ignicion debe ser un valor conocido,

independiente de la forma en que se obtenga ya sea de medidas experimentales, de manera teérica o
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Figura 6.1: Evolucién de la temperatura versus tiempo para distintos flujos de calor incidente ¢,,. y contenidos

de humedad A\

desde la literatura. Para este caso, hace mediante su relacién con el flujo critico de ignicién cuando

T =T,

1

eri =0

(T — T2)

(6.14)

Entonces, desde la Ecuacién 6.13 cuando ¢ — oo alcanza el estado estacionario, se linealiza el término
exponencial y se aplican las condiciones de ignicién (Ecuacién 6.14), con lo que se puede obtener una

expresién para el tiempo de ignicién

- O‘klzg(l + /u)‘)

g — " 1 11
Qine =~ Xeri

(6.15)

Luego, desde la Ecuacién 6.15 se puede obtener una relaciéon lineal entre el inverso del tiempo

de ignicién 1/t;4 y el flujo incidente combinado ¢7. como se presenta a continuacion,

1
tig (aklzg(l + pA)

tig

) (@ — L)

(6.16)

Los resultados del modelo son presentados en la Figura 6.3 junto a la data experimental disponible,
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Figura 6.2: Temperatura T versus flujo de calor
125 150 175 200 225 250 27.5 30.0 incidente ¢}, para distintos contenidos de humedad
Qinc [kW/m?] a un tiempo de exposicién de 140 s.

en donde se puede extrapolar de manera teérica desde la Figura 6.3b para derivar un flujo critico
de ignicién teérico g, ;.,, dada la dificultad experimental que representa su obtencién. Este valor es
obtenido de manera iterativa con la Ecuacién 6.16 cuando t — 00, ¢j;,. = epi e0r dando un valor de
8,5 W/m?.
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Figura 6.3: Tiempos de ignicién para distintos flujos de calor incidente ¢;,,. para diferentes contenidos de
humedad A

6.5.3. Propiedades efectivas

Desde la ecuacion Ecuacién 6.16, se pueden obtener las tendencias lineales extrapolando la data
experimental y con ello obtener un best-fit. La recta formada tiene una pendiente m) segin cada
humedad, con la que se pueden obtener las propiedades efectivas para el material, el proceso es analogo
para obtener propiedades efectivas desde el modelo analitico pero el punto de interés radica justamente
en el comportamiento efectivo de las propiedades termo-fisicas cuando se encuentran sometidas a un
estrés externo (calentamiento). Desafortunadamente, esto solo es posible obtenerlo de manera separada
para pq ¥ Cp,4 ya que se encuentran relacionadas por el contenido de humedad que es medido en base

seca, esto significa que las propiedades extensivas como la densidad y masa, siempre estaran ligadas al
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contenido de humedad y no asi con el calor especifico, por lo que no es posible obtener una expresion

para ambas propiedades en su conjunto como propiedades termo-fisicas

1

o ’ 6.17

et = ails (ep.a(Tig — Too) + Mcpoao(Th — Too) + Lu)) (047
1 A(ep,w(Ty — Too) + Lu)

o e, _ 6.18

Cpdef | m)\OzklZ,Dd(Tig - Too) pd(TiQ - TDO) ( )

No obstante, ya que no es posible obtener relaciones directas para las propiedades efectivas en seco,
se pueden obtener para las propiedades humedecidas, es decir, incluyendo el efecto que tiene el

requerimiento adicional de energia para calentar y evaporar el agua contenida

1
m,\aflz (Tig — Too)

PdCp,d (1 + ,U)\) = (619)

6.5.4. Desarrollo en condiciones Thermally Thick

Tratando el volumen de control como en la teoria clésica, es decir, como a un sélido semi infinito
en donde la variable de interés es solo la temperatura en la superficie T, la Ecuacién 6.6 se convierte

en

or_ o
ot 922’

siguiendo la notacién del modelo thermally thin. Entonces, a partir del coeficiente de difusién

Ok PECp (6.20)

D = k/(pcp) se introduce un coeficiente de difusién modificado por la porosidad como D,.

Las condiciones de borde que caracterizan el problema, junto a la condicién inicial se pueden

definir como

x =0, T =T, constante
T —00, T =T,
t =0, T =T,

Luego, con el propésito de resolver la ecuacién diferencial anterior, se definen las siguientes variables

normalizadas
T T
Q(n) = > 6.21
R —— (621)
z
= 6.22
Wi (6.22)

Notar que el proceso de normalizacién consiste en desplazar la variable a su origen, es decir, mover el
punto cero, para luego dividir por el intervalo en que la variable original estda definida. De esta manera,

se realizan las sustituciones correspondientes y el problema inicial se presenta ahora en las nuevas
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variables normalizadas

(1.~ 1) G (~31) = Da (T~ T ‘f;ff (w%f (6.23)

el cual se resuelve para las condiciones presentadas en 6.8 y 6.9, dando como solucién para la temperatura

superficial

21!
T, = To + 1L (1 —er erfc(fy)) : (6.24)

1
cre

en donde v = x¢7.;v/Dat/(ks(1 + pX)).

En las condiciones de ignicién, la temperatura superficial se convierte en 7 = Tj,4, por lo que el

tiempo de ignicién ¢;, se puede obtener de la Ecuacién 6.24 aplicando una expansién en serie

7D s+ )

tig(thick) = (625)

(dfre = X0lrs)”
6.5.5. Respuesta térmica del material

Considerando la expresion obtenida en la Ecuacién 6.15 como el tiempo de ignicién en condiciones
thermally thin, se puede definir un tiempo de difusién térmica 74, (s), el cual demarca la transicién
de la respuesta térmica del material, es decir, el paso desde un comportamiento thermally thin a uno

thermally thick o viceversa.

Q. (]. + /i)\)4pdcp7dl§
TRy ’

Tth

(6.26)

Esto es 1til para entender el comportamiento de la respuesta térmica de un material, permitiendo
definir acercamiento fisico con que se debe abordar el problema de manera mas precisa, es decir, tratar
las condiciones del problema como thermally thin o thermally thick. Con esto, se pueden relacionar los

tiempos segin cada forma de abordar el problema por medio del coeficiente de difusién térmica

1/2
tig(thin) = (Tenbig(thick)) 2 (6.27)

Entonces, utilizando la relacion de la Ecuacion 6.27, se puede definir una forma generalizada que puede

ser aplicada a los dos comportamientos antes mencionados

_ (Gine — Xder) 1
tig(thick/thin) = 1/2 2

/
(%akD(l + P‘A)) S (Tig —Tx) Tth

8- —1/4
(dine — Xderi)
- 1/2
(ForD+uN) < (Tig = Tuo)

(6.28)
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Entonces, en la Ecuacién 6.28 si el comportamiento del material corresponde a uno thermally thick,
el tiempo de ignicién ¢;4 serd menor al tiempo de difusién térmica 7y, de lo contrario, si el material
responde como un material thermally thin, el tiempo de ignicion serd mayor que el tiempo de difusion
térmica. De esta manera, la relacién entre 7, y t;; proporciona la transicién entre el comportamiento

thermally thin y thermally thick.

0.25
—— MC = 0.020
MC = 0.137
0.20{ — MC = 0.510
—— MC = 0.757
= 0.15
B
-~
S 150
F 0.10 ’
251 Thick
100 ——mm e Z -
Thin
0.75
0.05 0.50
0.25
O T s 75 180 125
0.00
5 10 15 20 25
qr [kw/m?]

Figura 6.4: Respuesta térmica del material versus flujo de calor combinado ¢7 para distintos contenidos de
humedad.
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7.1. INTRODUCCION

7.1. Introduccion

Una vez que se manejan los conceptos mateméaticos basicos del calculo vectorial y se han estudiado
algunos modelos previamente desarrollados, es posible continuar el andlisis hacia modelos de ignicién
mas complejos que requieren el dominio de los conceptos tratados con anterioridad. En este capitulo se
derivard a partir de la ecuacion de energia, un modelo de ignicién para un medio poroso sin humedad,
cuyas condiciones geométricas y disposicién requieren trabajar la ecuacién de calor en coordenadas
cilindricas. Este punto es fundamental, ya que requiere un manejo mas acabado de las herramientas del

calculo vector que en un escenario en coordenadas cartesianas.

Que el medio sea poroso tiene repercusiones importantes en la forma de abordar la ecuacién
de energia, pues al incluir la presencia de aire al interior del volumen de control, el medio pasa a
representar el calentamiento de dos fases distintas que tienen al equilibrio térmico y por ello generan
gradientes de temperatura al interior. Lo anterior es congruente con lo trabajado en el Capitulo 2, en
donde las aproximaciones thermally thick y thermally thin presentan formas de abordar el problema,
sin embargo, estos acercamientos clasicos son desarrollados para un medio sélido. Como se estudié en
dicho capitulo, estas aproximaciones consideran solo a la temperatura superficial y al problema como
un problema puramente de conduccion, por lo que no incluyen efectos como la emisiéon o absorcién.
Ademss, al tratarse de un medio poroso, la transferencia de calor al interior no puede darse enteramente
por conduccién ya que debido a la porosidad, el material s6lido tiene muy pocos puntos de contacto
por lo que el mecanismo que predomina debe ser otro. Si se considera un medio aislado de corrientes
externas de aire de tal forma de controlar las condiciones de borde del problema para poder modelar
el fenémeno, la conveccidon tampoco tiene un gran impacto pues solo se produce como conveccién
interna producto de la liberacion de gases. Entonces, la respuesta radica en la transferencia de calor
por radiacion, la cual no es absorbida enteramente en la superficie por los mismos fenémenos descritos

recientemente, por lo que en este apartado se aborda de manera especial el término radiativo.

Desafortunadamente, al hablar de radiacién es usual encontrarse con dificultades matematicas
considerables, partiendo por el hecho de que no es posible encontrar expresiones analiticas de manera
trivial debido al comportamiento de este término. Por ello, en este capitulo se propone un modelo que
incluye el fenémeno radiativo como la divergencia de la radiacion al interior del medio, del cual se
obtiene una soluciéon por medio de una resolucién numérica, y adicionalmente, con el fin de obtener
expresiones afines a la teoria clasica, se propone un modelo analitico que aproxima el término radiativo

asumiendo un nivel de perdida de precisién en los resultados.

7.2. Planteamiento general de la ecuaciéon de calor

De acuerdo con Modest, la ecuacion general de energia para un fluido compresible en movimiento

se puede se puede establecer de la siguiente manera

De

P = —V - pVv+pd + Q" (7.1)

]
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7.2. PLANTEAMIENTO GENERAL DE LA ECUACION DE CALOR

donde las propiedades del medio corresponden a p densidad del medio, u energia interna, v vector
velocidad, ¢” vector de flujo de calor total, ® funcién de disipacién y QW calor generado en el medio
(por ejemplo, una reaccién quimica). Un desarrollo mas detallado del modelamiento general de la
ecuacién de energia se puede ver en [9]. Si el medio es radiativamente participante a través de la emision,
absorcion y scattering, entonces la ecuacién de conservaciéon para momentum y energia son alteradas

por tres efectos:

1. El termino del flujo de calor ¢”, en la mayoria de las aplicaciones no tiene el termino de radiacién
por lo que es solo difusién molecular (conduccién de calor), pero ahora tiene otro componente que
es el flujo radiativo debido a la energia radiativa interactuando con el medio dentro del volumen

de control.
2. La energfa interna ahora contiene la contribucién de la radiacién (radiacién incidente G).

3. El tensor de presion de radiacién se debe agregar al tradicional tensor de presién de dinamica de
fluidos.

Luego, la derivada material, se puede reescribir como [Modest]:

De Oe

Luego, despreciando los efectos de disipacién y momentum producto del movimiento de las parti-
culas, sin generacion de calor producto de reacciones internas en el proceso de pirdlisis ni ninguna otra

reaccion quimica, la Ecuacién 7.1 combinada con la Ecuacién 7.2 permite reescribir lo siguiente

Oe

pl = +vVu ) =-V¢qg". (7.3)
ot

Lo anterior es valido para un medio continuo en una sola fase o estado, pero el caso en estudio

de este trabajo corresponde a un medio poroso, por ello, la Ecuacién 7.3 se debe desarrollar méas para

el caso particular aqui planteado.

Al tratarse de un estrato poroso, se tiene que coexisten por un lado una fase gaseosa y por otro
la parte solida del medio, de esta forma, se considera al lecho combustible como un medio heterogéneo
compuesto por particulas solidas de igual geometria y propiedades. Luego, para un pequeiio volumen
de control de este estrato V', se dice que la fase sélida seca d coexiste en equilibrio con la fase gaseosa g

por lo que se puede definir una fracciéon en volumen, o packing ratio ay

%
g = Vd (7.4)

donde Vj es el volumen ocupado por la fase sélida seca d en el volumen V. De manera analoga, se tiene

para el volumen ocupado por la fase gaseosa, es decir, la porosidad o grado de aireacion

Yy

ag = (7.5)

]
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7.2. PLANTEAMIENTO GENERAL DE LA ECUACION DE CALOR

Para este estrato poroso, considerando un contenido de humedad teérico del 0 %, se puede decir que en
él solo hay material seco solido y material gaseoso solamente como aire, por lo que el medio m solo
contiene una fase solida seca d (de dry en inglés) y la fase gaseosa g. Estos conceptos se deben integrar

de alguna manera a lo definido en la Ecuacién 7.3.

De acuerdo con [10], los modelos de ignicién se pueden clasificar en tres grandes: (i) fase gaseosa,
(i) heterogéneos, (iii) fase solida, segtn lo cuales las ecuaciones que gobiernan el proceso de ignicién
puede diferir en algunos aspectos. En este sentido, el presente estudio se puede clasificar como igniciéon
hetoregenea ya que el mecanismo que controla el proceso es la interaccién que existe entre la fase
solida y el ambiente, a su vez, las ecuaciones de los modelos de ignicién de fase solida, el mecanismo
predominante que eleva la temperatura es por el intercambio de calor con una fuente externa. De esta

manera, se tiene que la ecuacién de energia para la fase solida esta dada por

0 . . . .
3t (pscpaT) =V - (kaVT) + Qguim.d + Grad.d — Qo T Qot.a (7.6)
SN——— N—— N—— N—— ——

. conduccién 4 PR iz N, , L.
energia térmica reaccion exotérmica absorcién radiacién perllSlS energila fOthlllmlCa

Mientras que para la fase gaseosa se tiene que la ecuaciéon de continuidad es

D)+ Vilve =0 (77)
< — —

2 tasa de eflujo mésico
acumulacién de masa

Si bien estas ecuaciones pueden diferir en algunos elementos segin algunos autores, las concepciones
generales son las mismas, por lo que bajo las consideraciones mencionadas al inicio de esta secciéon, las
ecuaciones de conservacion para la fase solida y gaseosa se pueden unificar en una sola ecuacién general
para el medio mediante las fracciones en volumen a; y a4 de cada fase en la forma de la Ecuacién 7.1

como

0 . .
a (adpded + agpgeg) +V- AgPg€gVg = — v(qgond,m + qll)v (78)

con e; = f;

oo

Lo ey ., .
cp,idT energia interna de la fase 1, Yeond,m el vector del calor por conduccién en el medio

v q” el vector de calor radiativo.

Dado que la entalpia asociada a la fase gaseosa agpgcp g €5 ~ 103 ordenes de magnitud menor
a la entalpia de la fase sélida, se puede despreciar de la Ecuacién 7.8. Reordenando los términos, se

tiene:

0 .
En (agpacp,dT) = —V(qund,m) — V- agpgeqve — V(q”) (7.9)

En este punto ya se tiene un balance de energia compacto, el cual puede ser trabajado con las
condiciones fisicas del problema sin un mayor nivel de dificultad. La Ecuacién 7.9 representa un balance
en donde el lado izquierdo corresponde a la variacién de energia interna del estrato, el cual debe ser

igual al lado derecho, en donde se tiene la variacién de calor por conduccién (ley de Fourier), menos el

]
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7.3. COMPONENTE DE LA ECUACION DE CALOR

calor producto del movimiento de gases al interior del estrato y finalmente la variacién producto de la

radiacidn, el cual serd trabajado como la divergencia del flujo radiativo (seccién 7.5).

7.3. Componente de la ecuaciéon de calor

Ahora bien, se procede a trabajar cada término mencionado por separado ya que al tratarse
de fenémenos fisicos espaciales, el operador nabla descompone cada magnitud fisica en diferentes
componentes espaciales o direcciones segiin su comportamiento (campo vectorial o escalar). Por lo que
es importante realizar algunas aclaraciones y definiciones para comprender la distribucién espacial y

temporal de las magnitudes involucradas.

7.3.1. Operatoria a magnitudes fisicas

Las magnitudes fisicas se pueden distinguir segiin como esta condicionado el sistema que describen,

esto es:

= Propiedades intensivas son aquellas que no dependen de la cantidad de materia que posee un
cuerpo. Si el sistema se divide en varios subsistemas su valor permanecerd inalterable, por este

motivo no son aditivas.

= Propiedades extensivas son aquellas que si dependen de la masa, son magnitudes cuyo valor
es proporcional al tamano del sistema que describe, son propiedades aditivas. Estas magnitudes
pueden ser expresadas como la suma de las magnitudes de un conjunto de subsistemas que forman

el sistema original de cada materia.

Muchas magnitudes extensivas, como el volumen o la cantidad de calor, pueden convertirse en intensivas
dividiéndolas por la cantidad de sustancia, la masa o el volumen de la muestra; resultando en valores
por unidad de sustancia, de masa, o de volumen respectivamente; como lo son el volumen molar, la
porosidad, el calor especifico o el peso especifico. Con lo anterior, se procede a describir vectorialmente
cada magnitud fisica involucrada en la ecuacion de calor de manera genérica para luego desarrollarla

por si sola.

7.3.1.1. Temperatura

La temperatura es un magnitud intensiva que adopta un valor distinto para cada punto del
espacio, por lo que puede ser descrito como un campo escalar T = T'(x1, x2, x3) en el que (x1,x2,x3)
son las coordenadas del punto considerado. Asumiendo que el valor de la temperatura viene dado por

una funcién continua y diferenciable, el gradiente VT se define mediante derivadas parciales como el

or or or
T=|("—,—,—
v (81'178%278.%3)

vector:

]
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7.3. COMPONENTE DE LA ECUACION DE CALOR

7.3.1.2. Flujo de calor

El vector de flujo calor total dy, = §.nq.m + 4" se puede descomponer en sus componentes

direccionales, tanto para el término de conduccién como el de radiacion.

qlclond,m = (qgond,m,w qgond,m,tp? qgond,m,z) (71())
él// = (qgv QZ7 q;/) (711)

Es importante notar que desde la Ley de Fourier para la conduccion, se tiene que el flujo de calor
por unidad de superficie es igual al gradiente de temperatura por la conductividad térmica del medio
dcond = kVT. Lo cual, dado lo anterior, transforma el campo escalar de temperatura en un campo
vectorial (gradiente), por lo que consecuentemente el flujo de calor se entiende como un campo

vectorial.

7.3.1.3. Velocidad

La conveccidn al interior del estrato esta dada por la velocidad con que se mueva el fluido, en
este caso el aire, al interior del medio

V- agpgeqVe.

Las propiedades de la parte gaseosa a4p, son constantes al tratarse al aire como un material isotrépico,
por lo que e4vg es un campo vectorial, luego, al aplicar el operador gradiente sobre un vector, actia
como la divergencia de dicho vector, V - (e4vg), da como resultado un escalar. Para ejemplificar esto,

se definen A, B vectores:

By
By

A-B=1A; Ay, .. A, ' =A1B1+ A3By + ... + A, B, (712)

B,

Con lo anterior, ahora es posible plantear cada termino de manera direccional, y con ello
buscar una forma de resolver la ecuacién de calor de manera conjunta. De esta manera, se continua

desarrollando cada término de la Ecuacion 7.9.

Como se ha dicho, el lado izquierdo corresponde a la variacién de energia interna del sistema, en

cuanto al lado derecho se detalla cada término.

]
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7.3. COMPONENTE DE LA ECUACION DE CALOR

7.3.2. Conduccién

Sea k,, el coeficiente de conduccién del medio equivalente k,,, = apki + (1 — ag)ky.

V (knVT) =k, VT (7.13)
10 (0T 1 02T 9°T
=km (?"({97" <T87’> + 7'7287902 + 322) (7.14)

7.3.3. Conveccion interior

Desde la Ecuacion 7.2, se debe encontrar una expresion para la derivada convectiva o derivada

direccional, en donde, desde [15] se tiene que:

D 9
Ecuacién de continuidad: % =—(V-pv) (7.15)
Dp

La ecuacion de continuidad en la forma de 7.15 describe la tasa de cambio de la densidad en un punto
fijo el fluido. Luego, diferenciando a ambos lados y agrupando todas las derivadas de p en el lado
izquierdo, se puede obtener la forma equivalente de la ecuacién de continuidad como Ecuacién 7.16,
por lo tanto las expresiones de las ecuaciones generales para la fase gaseosa son equivalente entre lo
propuesto por [10, 13, 15].

Luego, aplicando el mismo proceso a la energia interna e en lugar de la densidad para el vector

de velocidad vg = (ug, vg, wy), se tiene lo siguiente:

Vg - Ve, =Vg - Vagpgeey
=agpg (V- egv)

=agpg (V- (egug, eqvg, eqwg))

10 10 0
=Py (rar(egrug) + ;%(egvg) + aZ(egwg)) (7.17)

7.3.4. Radiacion

El vector de flujo radiativo tiene componentes direccionales por lo que puede ser descompuesto en
cada direccién. De momento solo se detallard como se puede desagregar en un sistema de coordenadas

cilindricas y su desarrollo se expandira en la seccion 7.5.

#  Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 82



7.4. ECUACION GENERAL DE CALOR PARA UN MEDIO SECO

a" =(q,, 4z, d7) (7.18)
o _10(rg))  10(dg) | 0(¢Y)
a == T - L4 z
V-a r Or + r Oy + 0z

(7.19)

7.4. Ecuacion general de calor para un medio seco

Ahora bien, reemplazando en la Ecuacién 7.9 cada término obtenido en la seccién anterior
(Ecuacién 7.14, Ecuacién 7.17 y Ecuacién 7.19).

PR kg = 7Fm A\ Uar o r2 0p?2 022

10 10 o 19(rg!)  10(43)  9(q))
QgPg <r67‘(egrug)+rﬁgp(69vg)+&(69w9)> <r o "‘; D + 92 (7.20)

Ahora bien, dado que la temperatura es un fenémeno espacial y temporal, no es posible obtener
un valor inmediato, ya que se requiere definir en que punto del espacio y tiempo se obtendra la
temperatura (campo escalar), ademds, se tiene un medio participativo con dos fases presentes (solida y
gaseosa), por lo que para cada punto espacio-tiempo existird una medida de temperatura para cada
fase, las cuales eventualmente tenderdan a un equilibrio térmico (transferencia de calor entre fases
hasta llegar a un punto de equilibrio). Este proceso se da de manera continua, motivo por el cual
la temperatura para este caso de estudio es efectivamente un campo escalar que posee diferentes
medidas para cada combinacién espacio-tiempo. Para poder resolver el problema, se asume un equilibrio
térmico entre fases, es decir, el medio es tratado como un medio continuo en donde la fase solida
y gaseosa se encuentran en equilibrio térmico, por lo que en cada combinacién de espacio-tiempo,
existird una tnica temperatura para todo el volumen de control, lo cual permite reducir las ecua-

ciones de energia para T} y T, a una sola ecuacién de transferencia de calor en una temperatura tinica 7.

De esta forma, la Ecuacion 7.20 representa lo anteriormente descrito, pero aun se requiere definir
cada punto del espacio para obtener las coordenadas en donde se desea medir la temperatura en algtin
tiempo determinado, pero realizar este proceso no resulta practico ni demasiado 1til en aplicaciones
para la ingenieria. En este punto, la teoria clasica para la transferencia de calor en un medio participante
asume que toda la radiacién se absorbe en la superficie por lo que la divergencia del flujo radiativo es
cero, y con ello, el problema se transforma en conducciéon pura. Sin embargo, como se ha trabajado en la
seccion referente al flujo radiativo, tratar este fendmeno de esa manera no seria del todo correcto ya que
el espesor de penetracion de la radiaciéon no debe ser necesariamente despreciable, ya que en el proceso
de calentamiento, este fenémeno cobra gran importancia sobretodo en fenémenos en donde el medio es
poroso (como este caso de estudio), ya que el material (aciculas de pino) al encontrarse distribuidas de

manera aleatoria, tienen muy pocos puntos de contacto al interior del volumen de control, por lo que

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 83



7.4. ECUACION GENERAL DE CALOR PARA UN MEDIO SECO

mientras mayor sea la porosidad del material, mas importante se vuelva la transferencia de calor en
donde no hay dependencia del contacto fisico, tal como lo es la conveccién y la radiacién, en donde esta
ultima es tradicionalmente despreciada en la mayoria de configuraciones debido a la dificultad para

abordar fisica y matemaéaticamente el fenémeno.

Por lo anterior, se define una temperatura espacial promedio T, la cual representa la temperatura
de todo el estrato o volumen de control como un solo elemento, permitiendo obtener un valor para la
temperatura de todo el estrato para cada instante de tiempo. Al tratarse de un valor promedio, es de
esperar que el valor medido en la superficie (expuesta a un flujo de calor) o al final del estrato (expuesto
a las condiciones propias del ambiente que rodea al medio), puedan ser muy diferentes entre si, por lo que
el valor de T se encontrard en aquel rango. Dicha temperatura promediada espacialmente puede definirse
de manera general para un sistema en coordenada cilindricas como se presenta en la Ecuacién 7.22,
en donde la temperatura volumétrica es promediada entre las coordenadas iniciales del volumen de
control, que es por donde incide el flujo de calor que genera el proceso de calentamiento, hasta el punto
interior en donde la penetracién de la radiacién tiene efecto, es decir, hasta un espesor de penetracién
6 en la direccién del calentamiento. Es importante destacar que este punto no necesariamente debe
coincidir con el extremo externo del volumen de control, pues puede ser el caso en que las condiciones
y comportamiento del material o del medio no permitan que la radiacién penetre a todo el material

debido a sus propiedades térmicas o configuracion, etc.

Promediar espacialmente la temperatura es posible ya que el medio es continuo y equivalente, la
fase solida y gaseosa se consideran en equilibrio térmico como se ha mencionado en el parrafo anterior,
por lo que la temperatura puede asumirse como homogénea al interior del estrato gracias al gradiente

de temperatura a medida que la radiacién penetra y calienta el medio.

Lo anterior es un punto fundamental, ya que el gradiente es pequeno al interior del medio, por
lo que se puede asumir un equilibrio térmico entre las fases y esto permite obtener una temperatura
promedio del medio espacialmente hablando thermally thin. Que el medio sea térmicamente delgado
proviene del numero de Biot, el cual establece que si Bi” < 1, el medio se considera thermally thin.

Este se calcula como

(7.21)

que se traduce en que si un medio estd expuesto a un mismo flujo (heony) v es capaz de conducir més
calor a través de el (), este serd térmicamente delgado. Esto ocurre por que el medio es optically thin,
es decir que la radiacién puede entrar facilmente al medio ya que el camino éptico es muy pequeno
(” < 1), comportandose como si fuese un medio cuasi-transparente. Caso contrario seria si el medio
fuese optically thick, es decir que es demasiado "grueso'para que la radiacién penetre mas alla de la
superficie, esto provoca que la radiacién se absorba casi completamente en la superficie provocando un
gradiente muy grande al interior del medio (porque pasa de una temperatura muy alta en la superficie a
temperatura ambiente en tan solo unos milimetros al interior del medio), lo cual genera que la radiacién
"no penetrez el medio tome un comportamiento como material thermally thick, por lo que no seria

correcto utilizar una temperatura promediada espacialmente, solo se deberia considerar la temperatura
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superficial como se ha hecho en diversos trabajos de varios autores, continuando el acercamiento de la

teoria clasica.

Para un volumen de control definido en un sistema en coordenadas cilindricas, entre un radio rq
y 72, una altura [y y Iz, una circunferencia entre 1 y 2, se puede definir una temperatura promediada

espacialmente como

2
fff Ty, 2, t)rdrdedz

T(t) = L2 . (7.22)

la @2 72
fffrdrdgpdz

i1 $1 T

Con lo anterior, se puede obtener un operador que es capaz de pasar la variable de temperatura
puntual a un valor promediado. Como se ha descrito en esta seccién, debido a las limitantes de
trabajar con valores puntuales y su conflicto con el fenémeno fisico, se busca trabajar en términos

de propiedades promediadas para el volumen de control, por lo que se aplica el operador integral

l T
/ ——————— f ’ L 2 f ’ rdrdpdz a la Ecuacién 7.20, obteniéndose

T2

w2 la T2 w2 o
or 10 (0T 1 9*°T  9°T
L[ »[ L[ (akpk6p7k87f> T’dengZ f f f km (r@r <T(97“> + ﬁw + 8) T’dT’dngD

p1 i m

w2 la 7o o w2 la 7o
fffrdrdzdgo fffrdrdgodz
p1 Iy 7T Y1 i m
10 0
fffagpg( (egrug) + Ta@(egvg)—i—(?z(egwg)) rdrdpdz
1
p2 la 7o
fffrdrdgodz
p1 i T
w2l T2
(3' I 1
r r dp 0z

w1 1l T

- l . (7.23)

P2 b2 T2
f f f rdrdpdz
w1 13 7™

Para el caso del I-FIT, se tiene que las condiciones geométricas del estrato en estudio son ry

y r9 =11 + d, una altura I = 0y lo = [, una circunferencia entre ¢; = 0y @2 = 27, por lo que los
parametros de integracion se pueden simplificar. Es importante destacar que para este caso, como el
espesor de penetracion es mayor al didmetro exterior del sample holder, se considerard como notacién

solo como 19 entendiendo que es es el radio inicial interior mas el espesor de penetracién ¢. Luego,
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aplicando la condicién de simetria radial, las variaciones ¢ son cero.

o f fru (b0 () 20)

or _ _
Ak PLCp,k o — (r% — T%)
-1
27Tf fagpg ( @g?”ug) + aa (egwg)> rdrdz 27rf f (1 a qu a(aQZ))
z
7wl (r3 —137) l, (r2 — 12) (7.24)

Ahora, reagrupando los términos para cada direcciéon:

T2

oT 27l 10 oT 10
QR PkCp k= 5 = —77% = 5 kmra + agpg ;E(egrug) rdr

T1

l2 T2

m(r3 —ri) O*T 9 a(d!) 2rl, 190t
g kg3 + agpg-(eqwg) + === | dz a0z | e (7.25)

5 T1

Se reordenan términos y factoriza cada derivada direccional para facilitar la aplicacion del
teorema fundamental del calculo. El término radiativo en la direccién r se ha dejado como un término

por si solo ya que sera tratado en un apartado especial para la radiacién.

Qf PRC 3?__# 10 km 8T+a eqTUgy | rdr
L T (r2 —r?) ror or 9PgCe" g

l2 T2

m(r3 — i) 0 or . 2l 19, .,
iz | 55 Py dz— ——5— [ == dr (7.26
wl, (r3 —r?) 0z 0z T+ QgPgCWe T4z ) G2 wl, (r2 —r?) r or (rgy)rdr )

15 T1

Luego, debido a que no hay condiciones que sustenten lo contrario, se asume que el gradiente en el eje
z es lo suficientemente débil como para generar un impacto considerable en la ecuacién de calor, por lo

que se puede despreciar de la Ecuacién 7.26.

or 2 190 or 2 190, ,
= -7 — + — v — = 2
QEPECp ko " CE / r (k " agpgegrug) rdr CEn / r r(qu)Tdr (7.27)
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Aplicando las técnicas de integracion para intervalos cerrados y considerando al radio interior ry = r;
como radio interior (in) y ro = r; + 6 = r, como el radio exterior de integracién (out) que es hasta

donde la penetracién de la radiacién tiene efecto, se obtiene lo siguiente:

—(k rw—ﬁ—aperu)
. mT o gPg€gTUg

o

aT
akPka,ka = - (7“027—7“12) kmrﬁ + agpgegrug

T4

2 Y
- @Trf) (rq,)

o

(7.28)

To

A continuacién, se aplican las condiciones de borde que caracterizan al problema fisico en particular,
dando forma a una situacién muy particular, por lo que es en este punto donde la aplicaciéon de este
mismo modelo estd sujeto a la validez de las condiciones de borde consideradas. De momento, al término
de la radicacion y sus valores en la frontera, no seran considerados y solo se dejardan expresados, pues
como se mencion6 anteriormente, se tratard este termino de manera especial en donde se utilizardn un
método de resolucion y es en ese punto donde se aplicaran las condiciones de borde, no obstante, se
podria explicar ese apartado en este mismo punto y aplicar todas las condiciones de borde en r; y 7, de
manera simultanea para los términos agrupados de conduccién y conveccion y también a la radiacién,
pero dada la extensién y complejidad de este ultimo, no es conveniente hacerlo de manera simultanea

por lo que se harda de manera consecutiva como se ha descrito.

N Y]
ded =4co

ch _i T
4, ~a, T 1)
) - 2 or h = 1
Fenémeno volumétrico: Gl <km8r) = (12 (T - Too)> N

(7.29)

Por lo tanto, en el borde interior r; se tiene que la conveccién interna junto a la conduccién (efectos
convectivo y difusivo) se pueden agrupar con un solo coeficiente de transferencia de calor h. para

intercambio entre la superficie interior expuesta y el ambiente.

Reomp /= 2 oT
r=r;: li (T — Too) :m (kmrar + chpgegrug) (730)

2 oT
=r;+0: 0=—s—s | kppr— 7.31
ren T (b st et i

Con esto, se puede plantear una ecuaciéon de calor en término de las propiedades promedio:
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aT hc T -1 ./
ka = — E (T — Too) - (TT’/‘?) (TOQT (ro) —Tiq, (7‘1)) (732)

Qg Pk Cp,

Ahora bien, como se ha mencionado antes, se trabajara el termino de la radiacién de manera especial y

se aplicaran las condiciones de borde que no se han utilizado en esta tultima parte.

7.5. Divergencia del flujo radiativo

Para contextualizar el problema, en este apartado se trabajard la divergencia del flujo radiativo,
es decir, V - " con lo cual se busca obtener una solucién para la componente radial del vector de flujo

de calor radiativo ¢!/ (por el supuesto empleado de transferencia de calor solo en la direccién 7).

De acuerdo con la teoria clasica, el termino radiativo se considera absorbido completamente
en la superficie, por lo que la temperatura es la temperatura superficial (no como en este caso que se
considera un promedio espacial), y por tanto no hay calentamiento interior producto de la penetracién
de la radiacion, esto se traduce en que al expresar la divergencia del flujo radiativo en la ecuacién de
calor, se puede emplear sin dificultad el teorema fundamental del calculo ya que al aplicar el operador
integral a la divergencia del flujo de calor radiativo, este se considera constante en la direccién de la

transferencia de calor resultando en el mismo flujo radiativo, es decir:

Z2
[ =it (733)
z1
debido a que se considera que toda la radiacién es absorbida en la superficie, el término de la radiacién
evaluado en un punto hacia el interior del estrato evaluado (en el ejemplo una profundidad mayor a

z1 = 0) alejado de la superficie es cero.

Por otro lado, en este caso al tratarse de un medio poroso, la conduccién se da en muy pocos
puntos por lo que la transferencia de calor debe producirse por lo otros medios, sin embargo, al no
existir un movimiento importante de fluido o aire al interior del volumen de control, la conveccién
esta limitada a un papel secundario, por lo que el principal mecanismo de transferencia de calor es
la radiacién. Por este motivo es que no se aplica el mismo procedimiento clasico y se considera un
espesor de penetracién § para la radiacién. Lo anterior se sustenta en el supuesto de thermally thin
conditions, en donde el material se comporta lo suficientemente delgado térmicamente como para
permitir que la radiacién penetre en el medio. Por esto y todo lo anterior, es que en este estudio se
debe trabajar la divergencia del flujo radiativo V - q” para encontrar una solucién (o comportamiento)
para el flujo radiativo ¢”(r) en funcién de que tanto avanza en el medio (direccién r), el cual tendrd un
comportamiento distinto al del flujo radiativo tratado de manera tradicional como ¢ = ec A T2, atin
cuando ambos puedan depender de la temperatura a la cuarta potencia (como se verd a continuacién),

difieren en su dependencia con la direcciéon de la transferencia de calor.
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7.5.1. Meétodo de los esféricos armonicos

Para un medio con condiciones de borde delimitadas por ser superficie difusa y gris, la
Aproximacién-P; se puede trabajar de dos formas: (i) por medio de ecuaciones diferenciales par-
ciales de primer orden (EDPs-1) simultaneas en radiacién incidente y flujo de calor radiativo, o (ii) por
una ecuacioén diferencial parcial eliptica de segundo orden (EDP-2) para la radiacién incidente. Para

este caso se utilizard la primera forma ya que se tiene equilibrio radiativo para un medio gris.

Las ecuaciones simultaneas de manera general son las siguientes:

V-q=k{drl(T) - G) (7.34)
VG =— (36— Aros)q (7.35)
r=ry: 2q-n= 4J,(ry) — G (7.36)

donde q es el flujo de calor radiativo total, V - q es la divergencia del flujo de calor radiativo total, G
es la radiacion incidente, I;(T") es la intensidad de la radiacién en el medio, A1 es un linear-anisotropic
scattering factor, Jy, (1) es el flujo de calor total dejando la superficie en la locacién r,, k es el coeficiente
de absorcién, o es el coeficiente de scattering (dispersién), S es el coeficiente de extincién, y se tiene

que:

B=kK+0s (7.37)

Para este caso en particular, se considera un medio non-scattering (sin dispersién), por lo que
0s = 0. De esta forma, el coeficiente de extincién es § = k. Luego, desarrollando las condiciones de

borde para coordenadas cilindricas de manera general, se pueden plantear en funciéon de T

V& =k (4D, (T) - Q) %% (rd") =k (47 1,(T) — G) (7.38)
VG = (35 - M) & 00 = sl (7.39)
Luego, desarrollando el término para el flujo radiativo

V- -§"' =k @drL,(T) - G) (7.40)
%% (rdﬁ) =k (4rI,(T) — G) % (7.41)
2 (71‘(57” (rq;.’)> — n@f) (7.42)
(7.43)

Entonces, se puede combinar con la radiacién incidente VG = — (38 — Aj04) 4",
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or
(O (L 1O (N (2 (2 ),
r(@rqr> 7“2<qr +7“8r )+ ar \arfr r
0? -1 19 -1 2 1 3!
(1) + v () = (32 2) (2
7’2i2 i +Tﬁ -1 _ 3 2 2+1 I —O (7 49)
arz\Ir ) T\ ) T ) '

En donde la Ecuacion 7.49 responde a la forma de una Fcuacion de Bessel Modificada.

7.5.1.1. Ecuacion de Bessel

Como se menciona en el apartado anterior, la Ecuacién 7.49 tiene la forma de un tipo especial
de ecuacion de Bessel. En este apartado se explicard brevemente los conceptos generales de este tipo de

ecuaciones para poder entender como afectar al modelo para la radiacién.

Usualmente en problemas relacionados a fenomenos fisicos, las soluciones de las ecuaciones
difereciales no es posible encontrarlas como un conjunto cerrado, sin embargo, si se pueden encontrar en
la forma de series de potencias convergentes. Para entender la utilidad de esto, se presenta a continuacién

un breve y sencillo ejemplo. Sea

y = axy (7.50)

Su solucién analitica se puede obtener ficilmente mediante separacién de variables: y = Ce® /2. Ahora,
se busca resolver el mismo problema mediante una expansién en series de potencias para la funcién

desconocida:

o0
y=ag+ a1z + axx® +aszd + ... = Z apz” (7.51)
k=0
Asumiendo que la serie es absolutamente convergente, se puede diferenciar y obtener:
oo
y' = a1 + 2a92 + 3asz? + dagad + ... = Z kagz® 1 (7.52)
k=0

Luego, combinando la Ecuacién 7.51 y Ecuacién 7.52, se obtiene lo siguiente:
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a1+ 2a0x + 3a3x2 + 4a4x3 + 5a5x4 + 6a6x5 +...=apxr+ a1x2 + a2x3 + a3x4 + a4m5 + a5x6 +... (7.53)

Ahora igualando los coeficientes de la misma potencia de x, se obtiene:

aq =0 as :a1/3 =0 as :CL3/5 =0 (754)
as =ap/2 ag =az/4 =ag/(2-4) ag =a4/6 =ap/(2-4-6),... (7.55)

Entonces, la expansién de la Ecuacién 7.51 se puede reescribir como:

+ ) (7.56)

7 7’ . . . 2
Donde la expresién entre paréntesis corresponde a una serie de MacLaurin de e* /2, por lo tanto, la
7 .7 -2 . . ez . . .
expresién de Ecuacién 7.56 es y = age® /2, luego, aplicando la condicién inicial en que y(0) = C = ay,

la solucién en serie de potencias coincide con la obtenida mediante variables separables.

Lo anterior muestra la posibilidad de encontrar soluciones mediante series de potencias para
funciones desconocidas, lo cual resulta bastante ttil cuando se tienen funciones en que los métodos

primarios mas sencillo no pueden ayudar, lo cual es el caso del flujo de calor radiativo.

Ahora bien, en muchos problemas en que se modelan fenémenos fisicos especialmente, es comin

encontrar ecuaciones diferenciales de la forma:

2y (r) + ry (z) + ()\T2 - p2)y(r) =0 (7.57)

donde p es un valor fijo dado y A es un parametro adicional. La Ecuacion 7.57 es llamada como
Ecuacion de Bessel de orden p y por lo general tiene soluciones no triviales que corresponden a un set
de condiciones de borde dadas solo para ciertos valores del parametro A, los cuales se conocen como
eigenvalues (valores propios). El objetivo se vuelve encontrar esos eigenvalues para un set de condiciones
de borde dadas y sus soluciones y(r), las cuales se llaman eigenfunctions o funciones propias. Para
mayor detalle en la explicacién y obtencién de las soluciones, se recomienda [4-6, 11]. Sea el cambio de

variable z = v/Ar, la Ecuacién 7.57 queda:

2y (z) + 2y’ (x) + (2% — p*)y(z) = 0 (7.58)
Dividiendo:
1 2
y' + =y + (1 —~ p2> y=0 (7.59)
T T

Luego, la solucién se obtiene mediante series de potencias, en la forma de:
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T p+2k
(3)

T\P x\Pt2 z\PH
G G G) et

p! Up+1)!  2(p+2)!

y = ap2Pp! + ... (7.60)
Como la serie en los paréntesis cuadrados es absolutamente convergente para todos los valores de x
(confirmar usando criterio de D’Alambert), y por la presencia de los factoriales en el denominador, la

serie converge rapidamente. Esta suma es llamada como funcion de Bessel de orden p y se denota como
JIp(x):

]ik;' I ( )Mk (7.61)

De esta manera se obtiene una solucién para la Ecuacién 7.59 para el caso de la funcién y(z) finita en
x = 0. Pero esta solucion es valida solo para valores enteros no negativos de p. Una solucion de la
Ecuacién 7.59 es cualquier funcién de la forma AJ,(x), donde A es el ntimero 2Pp! el cual resulta de
que ag puede tomar cualquier valor y porque la multiplicacién de la solucién por cualquier constante

también es una solucién debido a la linealidad y homogeneidad de la ecuacién.

Ahora, se busca generalizar el caso anterior de p enteros no negativos a valores reales arbitrarios.
Para ello, se reemplaza el valor entero de la funcién p por la funciéon Gamma I'(p) que estd definida

para valores reales de p, con lo cual se obtiene lo siguiente:

T\P —1)k x\ 2k
Tol@) = (5) kz_()r(k+1gr(11<)+p+1) (5) : (7.62)

lo cual converge para cualquier p, en particular, reemplazando p por —p:

-p e k X
T-»(@) ( ) ZF 13 p+1)(2>2k (7.63)

k=0

Como la ecuacién de Bessel 7.59 contiene p?, las funciones J,(z) y J_,(x) son soluciones para el
mismo p. Si este es no entero, las soluciones seran linealmente independientes ya que el primer término
en 7.63 y 7.62 tienen diferentes potencias de x, p y —p respectivamente, entonces la solucién general

puede ser escrita como:

y = Cody(x) + Col_y(2) (7.64)

Nota: El punto z = 0 debe ser excluido del dominio de la definicién de la Ecuacién 7.63 ya que

x~P diverge en ese punto.

Las soluciones J,(z) no son las tnicas soluciones de la Ecuacién 7.59. Todas las soluciones
de esta ecuacién tienen un nombre en comun, funciones cilindricas o funcones de Bessel, las cuales

aparecen naturalmente en muchos problemas fisico-matemaéticos con coordenadas cilindricas o polares.
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Estén compuestas de las funciones cilindricas de primera especie J,(x) (funciones de Bessel), pero
también se pueden encontrar funciones cilindricas de segunda especie N,(z) llamadas funciones de
Neumann o también conocidas como funciones de Weber Y, (x) y las funciones cilindricas de tercera

especie H,(,l)(x) y H,(,2) (z) conocidas como funciones de Hankel.

Figura 7.1: Gréfica de las funciones de
T T T T = primera especie Jo(z), Ji(x) y J2(z).

Aclarados los conceptos anteriores, ahora se puede avanzar a las ecuaciones de Bessel modificadas,
las cuales tienen formas:
2y (z) + ay' (x) — (¢® +p%) =0 (7.65)
Usando la transformacion x = iz, la ecuacién se puede reducir a una ecuacién de Bessel ordinaria:
2y"(2) + 29/ (2) = (> = p*) =0, (7.66)

en donde se puede resolver con un procedimiento andlogo al mostrado anteriormente, obteniendo

expresiones similares a las de la Ecuacién 7.62

xT

o) =(3)" > T(k + I)sz+p+ 0 (9%’ (7.67)

k=0

pero sin el componente oscilatorio. Es importante destacar que si el cambio de variable x = iz de la
Ecuacion 7.66 se realiza en la Ecuacién 7.62, se puede obtener la expansién en serie de potencias de la
Ecuacién 7.67 de manera inmediata, lo cual es valido para valores reales arbitrarios de p. En particular,

para obtener I_, solo es necesario reemplazar p por —p en la Ecuacién 7.67.

De esta forma, I,,(z) es llamada funcion de Bessel modificada de primera especie, y su relacién

con la funcién ordinaria queda dada por:

I,(z) = P Jp(z). (7.68)

Ya que el término en la serie de la Ecuacién 7.68 tiene signo constante, I),(z) crece monotonicamente
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3:_1_
2+
104
= Figura 7.2: Gréfica de las funciones mo-
1 1 == dificadas de primera especie Io(z), I1(z) y
0 l ] 3 4 5 f Ir(z).

con el incremento de x.

Nota: Una funcién se dice monotdnica si y solo si, es enteramente no-creciente o enteramente
no-decreciente en su dominio. Si una funcién crece monotonicamente, no necesariamente debe ser

enteramente creciente, simplemente debe no-decrecer.

Otra solucién para la Ecuacién 7.65 se define como:

mI_,(x)— I,(x)
ky(x) = = —2~2 P77 7.69
p(@) 2 sen pT ( )
La funcién Kp(x) se llama funcion de Bessel modificada de sequnda especie o también se conoce como
funcion de Macdonald. Andlogamente a la funciéon de primera especie, se tiene una relaciéon con las

funciones ordinarias de Bessel,

K,(z) = gz'PHH;U(m). (7.70)

Entonces la solucién general para la Ecuacién 7.65 es:

y(x) = C1I,(z) + Co Kp(z). (7.71)

Sip<0,1,2,..., entonces la soluciéon dada por la Ecuaciéon 7.71 es la combinacién de las funciones
linealmente independientes I,(x) y I_,(x). Pero si p es un entero no negativo, el segundo término
contiene un ratio indeterminado 0/0, el cual puede ser resuelto con el teorema de L’Hopital. Sin embargo,
se puede decir que la Ecuacién 7.71 es una solucién general a las ecuaciones de Bessel modificadas para

cualquier real p. La expresién para K,(x) es andloga a la funcién de Neumann N, (z) para Ko(x):

T e x2k
k=1

De esta manera, para enteros p, la funcién K, (z) diverge mientras  — 0 y decrece monotonicamente
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cuando x incrementa.

Figura 7.3: Gréfica de las funciones mo-
% dificadas de segunda especie Ko(z), K1 (z)
y Ka(z).

7.6. Ecuaciéon de calor con un modelo radiativo para un medio

sin humedad

Una vez comprendido el comportamiento de las funciones que modelan el flujo radiativo obtenido
desde la aproximacion por esféricos arménicos, se puede obtener finalmente una expresion para el flujo
de calor al interior del medio dadas sus particularidades y condiciones de borde caracteristicas. Asi, la

Ecuaciéon 7.49 escrita en la forma de la Ecuacién 7.71 tiene como solucion
ql(r)y=C11h (\/§m"> + Cy K, (\/§mﬂ> . (7.73)

Para resolver la Ecuacién 7.73 se deben considerar las condiciones de borde del problema y aplicarlos a
al fenémeno de la radiaciéon mediante la Aproximacién-P;, donde se deben encontrar expresiones para
las constantes C1, Cy de las funciones. Es en este punto donde se evalian las condiciones de borde para
la parte radiativa que se omitieron y dejaron expresadas en la seccién anterior al trabajar en 7.30 y
7.31.

r=r,: 2q" -n=4J, - G (7.74)
€
- Arlyy — G 7.75
(il - G) (x.75
—4 110
r=r;: 2q) =4 (qg;w + 0T§O> - <40T4 - === (rc}i’)) (7.76)
T=T; KT ar T=T;
— 11
r=r;+0: —2q =40T% — (40’T4 _ 110 <rq:f>) (7.77)
r=r;+08 KT Or r=r;+0

Con lo que finalmente se pueden obtener expresiones para las constantes C'y, Cy para la Ecuacién 7.73,
lo cual junto a las funciones I; de primera clase orden 1 y K7 segunda clase orden 1, permiten obtener

una expresion para el flujo de calor en la direccién r.
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Ahora que se tiene una forma para el modelo radiativo (Ecuacién 7.73) con sus respectivas
constantes para las funciones de Bessel, se puede acoplar a la ecuacién de calor (Ecuacién 7.32) y de
esta forma obtener una solucién para temperatura y tiempos de ignicién segin cada evaluacion de los
parametros. Pero desafortunadamente la resolucién de estas ecuaciones de manera simultanea no es
posible ya que la solucién es implicita, pues la variable de T estd como variable respuesta pero también
aparece dentro del modelo radiativo elevada a la cuarta potencia. Este tipo de ecuaciones corresponden
a un tipo especial de ecuaciones diferenciales de primer orden, lo cual se trabajara a continuacién. Para

ello, recordar la ecuacién de calor

T he : :
Oékpkcp,ka = A (T - Too) - m (Toq;/(To) - Tﬂj!(ﬁ'))-

En cuanto al modelo radiativo, se tiene que las constantes Cy, Cy son funciones de f (74,6, ¢, k, Too, 0, T)
por lo que se puede buscar una forma de reagrupar términos y separar las funciones de Bessel como
factores independientes de la temperatura promedio, lo cual da una forma similar a la tradicional de

tratar la radiacién (xT*). Esto se puede ver como:

oT _ . 4
qkprep e = = bahe (T = Tie) + bidfe = bo (T - T;;) : (7.78)

en donde los coeficientes by, by y b3 solo dependen de r;, d, k, 0, Tso, los cuales son pardmetros, ya no se
encuentra la dependencia de las variables T y ¢/, . dentro de los coeficientes. Asi, reagrupando se tiene

una forma similar a un tipo de ecuacién diferencial de primero orden conocida, esto es:

oT — =t 4 ol 7
akpkcpyka = —b2 (T — Too) — bghc (T — Too) + blqmc (779)
dy @)y (z) g(z)y(z) h(z)
dx

Lo anterior responde a la forma de una ecuacion de Chini:

dy

7 = J@)y" (@) + g(@)y(z) + h(z). (7.80)
Para n = 2 es una ecuacion de Ricatti, para n = 3 es una ecuacion de Abel. Sin embargo, para ordenes
superiores no se tiene un procedimiento general de integracién como para las anteriores, por lo que solo

se puede obtener el invariante de Chini, el cual es:

I=n""f(2)""n(@) 72 (f(2)h' (2) = f'hlz) — nf(@)g(x)h(@))" (7.81)

el cual si satisface que dI/dx = 0, entonces se puede resolver de manera directa. Lo cual para el caso
estudiado no se cumple, por lo que su resoluciéon solo es posible obtenerla de manera numérica. No

obstante, con el fin de obtener un modelo analitico que sea manejable, se realizan ciertos supuestos y
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técnicas de linealizacion para obtener una expresion analitica como en la teoria clasica.

7.7. Condiciones de Ignicion

Para establecer un criterio de ignicién (desde el punto de vista de la teoria cldsica de ignicién),
primero se debe diferenciar el proceso ya sea para ignicién piloteada o ignicién espontdnea (ver seccién
2.3 y 2.4), donde esta ultima presenta caracteristicas distintas a la ignicién piloteada. Una vez que se ha
logrado una mezcla inflamable, se requiere que esta aumente su temperatura hasta que la reacciéon de
combustién ocurra alcanzando la temperatura de ignicién T;4 5p. En este proceso se puede diferenciar
un tiempo asociado a la fase de pirdlisis y otro de induccién; el primero comprende el tiempo desde el
inicio del proceso de calentamiento del solido hasta que se produce la mezcla inflamable, luego, como
no se tiene un piloto para iniciar la reaccion, esta mezcla debe aumentar su energia lo suficiente como

para poder alcanzar la ignicién.

La energia requerida se puede asociar al nidmero de Damkohler, el cual corresponde al ratio entre
tiempo de residencia (asociado a la rapidez de reaccién de los gases) y tiempo requerido por la reaccién
quimica en cuestién (obtenido desde el inverso de la tasa de reaccién de la ecuacién de Arrhenius).
De esta forma, si el tiempo requerido por la reaccién quimica es menor al tiempo de residencia, la
reaccion tiene suficiente tiempo para continuar y la llama puede existir, por lo tanto, existe un ntimero

de Damkohler critico que debe ser alcanzado antes de que la ignicién ocurra.

7.7.1. Flujo Critico

En lo descrito anteriormente se hace referencia a la energia necesaria para llevar a cabo el proceso
de calentamiento y todo lo que ello provoca, sin embargo, dicha energia debe obtenerse de alguna parte.
Es aqui donde entra en juego el flujo de radiacion incidente, pues como se ha descrito a lo largo de esta
investigacion, no hay contacto entre la fuente de calor y el medio, por lo que la energia que llega al
volumen de control proviene exclusivamente por radiacién. Asi, se define el flujo critico de un material
sélido como el minimo flujo externo de calor al cual debe estar sometido el medio (¢/.;) para que pueda
generar cantidades suficientes de gases de pirdlisis sobre su superficie para permitir la ignicion del
material [8]. Al igual que antes, este flujo critico de ignicién se puede diferencia para cuando el proceso
es ignicién espontdnea o piloteada, y como se puede esperar intuitivamente, los flujos criticos para esta
ultima son menores que los de ignicién espontanea debido a la energia extra necesaria para provocar la

ignicioén.

7.7.2. Charring

Producto de algunas reacciones quimicas en sélidos, puede producirse material carbonizado
(char) sobre la superficie del solido durante el proceso de pirélisis (denominado charring). Esta capa
de material carbonizado que se forma interfiere en la tasa de transferencia de calor entre el entorno

y el material o medio donde ocurre la pirdlisis, por ello ademés se reduce la tasa de pirdlisis en el
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tiempo. Esta interferencia en la tasa de transferencia de calor se debe tanto a sus propiedades como
aislante térmico y a la re-radicacién producida por esta capa, la cual puede alcanzar temperaturas muy

superiores a T),. [15]

7.7.3. Temperatura y Tiempo de Igniciéon

Como se ha mencionado en secciones anteriores () se han considerado algunos supuestos para
poder abordar el problema. Uno de ellos es considerar al solido como inerte durante el proceso de
calentamiento hasta que ocurra la ignicién, y ademaés, que la fase gaseosa y solida estan en equilibrio
térmico. Esto permite caracterizar al proceso de ignicién por medio de una temperatura caracteristica
de la superficie, la cual se conoce como temperatura de ignicién T, la cual se alcanza luego de que el
solido esté expuesto a una fuente externa de calor durante un determinado tiempo hasta que se alcance

la ignicién, el cual se denomina tiempo de ignicién ¢;4 asociado a dicha temperatura.

Luego de lo anterior, se puede decir que la condicién critica de ignicién se da cuando el tiempo
requerido para alcanzarla t;, es infinitamente largo, por lo que no existirdn gradientes de temperatura
al interior del medio y las pérdidas de calor por la superficie serdn iguales al calor recibido desde el
exterior, por lo que existe un flujo de calor minimo (flujo critico ¢j;,. ), al cual debe estar sometida la

superficie hasta alcanzar la temperatura de ignicién Tj,.

Lo anterior se refiere a las condiciones criticas para un sélido, en donde se considera la temperatura
de la superficie expuesta a la fuente de calor como temperatura de ignicién, no obstante, en este trabajo
se considera la temperatura promediada espacialmente, por lo que las condiciones criticas son evaluadas
con algunas particularidades, especialmente para la temperatura, pues si bien el medio eleva su
temperatura superficialmente, también se produce un proceso de calentamiento interior mediante la
penetracién de la radiaciéon (mayoritariamente, no exclusivamente), de esta manera existe una energia
adicional requerida versus una concepcion tradicional solo para temperatura superficial, pues a medida
que se eleva la temperatura en la superficie, se produce un gradiente interior por lo que se requiere un
incremento adicional de energia para compensar ese gradiente y continuar elevando la temperatura en
la superficie al mismo tiempo que se requiere energia para calentar el material hacia el interior hasta
que se logre alcanzar la ignicién. Ademés, no se debe olvidar que se estd considerando al medio como
inerte, desde un punto de vista quimico significa que en dichas condiciones, se considera que no hay
reaccién (por ello tampoco se produce charring), lo cual es diferente del hecho de que el medio si pueda
elevar su temperatura interna y no solo superficialmente. De esta manera, la temperatura que se debe

lograr es T';4 en las condiciones descritas.

/!

inc,cri no es una

Es importante hacer mencién al hecho de que este flujo critico de ignicion ¢
condicién absoluta del material, pues es la resultante de diversos factores como las propiedades termo-

fisicas del material y las condiciones a las que se encuentra expuesto [7].
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7.7.4. Criterio de Ignicion

Luego de todo lo anterior, se pueden establecer condiciones que deben darse para que la igniciéon

1

inc €5 igual al

se lleve a cabo. Esto se traduce en que cuando el flujo radiativo que incide en el medio ¢
z . . . . . . e T . . . o . <1
minimo flujo necesario para que la ignicién ocurra a la temperatura 7';4, es decir, el flujo critico ¢;,, . i
lo cual se da luego de un largo tiempo de exposicién al flujo ¢;, o bien cuando las variaciones de la
temperatura en el tiempo son lo suficientemente pequefias como para decir que el gradiente temporal es
cero, lo que se conocer como condiciones en estado estacionario. Esto se ve en el modelo de la ecuacién

de calor (Ecuacién 7.32) como

0=—-=(Tiy - Two) — ﬁ (Toq’;f(ro) - Tidi«’(ﬁ')) (7.82)

o

7.7.5. Resumen de supuestos considerados en la derivaciéon del modelo para

el medio sin humedad

La aplicacién y el andlisis de esta metodologia para otras configuraciones depende de validez
de los supuestos empleados segin cada caso. A continuacién se resumen los supuestos utilizados que

permiten continuar el andlisis fisico del problema:

1. El estrato vegetal se considera como un medio continuo, en donde la fase gaseosa y la fase
sblida se encuentran en equilibrio térmico. Lo anterior permite tratar ambas fases como un todo,
considerando variables para un solo medio y no necesitar resolver ecuaciones de calor de manera

simultaneas para la fase gaseosa y soélida.

2. Luego de los procesos de secado de las muestras, se asume que el medio no tiene humedad (A=0%)

y puede ser tratado como un medio opaco y negro.

3. Se consideran thermally thin conditions, las cuales son validas cuando el numero de Biot es menor

a 1 [12], lo cual sucede en este caso.

4. Los elementos del estrato vegetal permanecen inertes durante el proceso de calentamiento, es
decir, hasta antes de que la igniciéon ocurra. Este supuesto sustenta el hecho de no incluir las
ecuaciones de conservacién de masa y momentum y que deban resolverse simultdneamente junto
a la ecuacién de energia. Por lo tanto, el proceso de pirdlisis y su efecto en el calentamiento del

estrato es despreciado.

5. La distancia del medio que esta afecta al proceso de calentamiento estda dada por el camino libre

medio de radiacién 4, el cual es calculado usando la férmula estdndar § = 4/agw [12].

6. La ignicién ocurre cuando se alcanza la temperatura critica o temperatura de ignicién espontinea
Tig = Tig,sp- En la practica, la temperatura de ignicién se alcanza en la superficie més cercana a
la fuente de calor, sin embargo, el modelo desarrollado en este trabajo, obtiene la temperatura
promediada espacialmente, lo cual tambien aplica para el caso de la ignicién, es decir, se obtiene
T,.
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7. Las propiedades termo-fisicas son obtenidas como un valor aparente, esto quiere decir que en un
escenario realista, estas propiedades pueden experimentar variaciones en la medida que se producen
gradientes de temperatura. Para esto, en secciones posteriores se presentard una alternativa en

donde se obtienen propiedades efectivas.

8. El desarrollo del modelo esta dado por la teoria de ignicién basado en calentamiento radiativo de

un material inerte.

7.8. Resolucion Numérica Exacta del Modelo de Energia

Como se acaba de presentar en la seccién anterior (7.7.4), la Ecuacién 7.82 tiene a la variable de
temperatura promedio Tig tanto de manera explicita como de manera implicita (ver sec. 7.6), por lo
que en condiciones de estado estacionario, no se puede obtener una expresién analitica directamente
para la temperatura de ignicién, por lo que se resolvera numéricamente mediante algin software de

analisis numérico, lo cual se presentard en mayor detalle en secciones posteriores.

Luego, la Ecuacién 7.32

oT he — . .
akpkcp,ka =- E (T - Too) - m (roq;/(ro) - Tiqg(ri))

o

se resuelve de manera numérica para la temperatura de ignicién encontrada también numéricamente,
con lo que es posible obtener los tiempos de ignicién t;, para dicha temperatura, los cuales para fines
practicos se nombraran como pardmetros exactos, ya que esta es la resolucion més precisa que se puede
obtener aiin sin ser obtenida de manera analitica, esto debido a que todos los términos considerados en

la derivacién del modelo son conservados en su estado natural (sin aproximar).

7.9. Modelo Analitico

Como se ha mencionado anteriormente, no es posible obtener una expresién analitica para la
temperatura de ignicion directamente desde la Ecuacién 7.32, lo cual se puede ver mas claramente en

la Ecuacién 7.78

T _ .
akpkcp,k%t = — byhe (T — Too) + bl — b (T4 _ T;g) ,

sin embargo, se puede linealizar el término radiativo (similar al procedimiento clésico), por lo que la
Ecuacion 7.78 se transformaria en una ecuacién diferencial de facil resolucion. Para esto, se utiliza
un desarrollo limitado de Taylor o serie de Taylor, que corresponde a una aproximacién por series de
potencias enteras para polinomios alrededor de un punto en particular. Esto es especialmente 1til para
este caso, ya que el término combinado estd formado por un polinomio de grado 1 desplazado en (-Tw)

, por lo que la expansién en series se realiza para el mismo orden y alrededor de T4, esto es:
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T' T4 ~AT3 (T - T, (7.83)

con lo que la Ecuacién 7.78 linealizada queda

ak.pkcp,kaa—f = —bshe (T — Two) + bidime — b24T3 (T — T) - (7.84)

Definiendo un coeficiente global combinado como hr = h. + 4by /b3T2 se puede factorizar y reescribir

la Ecuacién 7.84 de manera compacta,

akpkcp,kaa—z; = — bshp (T — Too) + b1 - (7.85)

Estos tltimos pasos aplicados luego de la linealizacién hasta obtener el modelo compacto como
la Ecuacion 7.85, son solo para simplificar la forma de resolver el modelo linealizado de la Ecuacién 7.84,
bien se podria resolver directamente y obtener una expresion analitica para la temperatura desde alli,
sin embargo, desde este punto es més sencillo de manejar algebraicamente para obtener dicha expresién
de forma "manual', lo cual se puede hacer por cualquier método de resolucién que el lector estime
conveniente, como aplicar una transformacion de Laplace o realizar algin otro cambio de variable que
simplifique la resolucién. En este caso, se procedera con esta tltima, estableciendo nuevas variables y
parametros normalizados de manera conveniente para la Ecuacién 7.84, lo cual sera de utilidad mas
adelante para obtener relaciones adimiensionales entre las variables de interés, dejando todos los otros

factores como parametros normalizados. Sea 6:

T-T,
0 == =
Tig —Too
- T—-Ts
Derivando en T i (9) :i ()
or O \T;g — T
00 1
oT (Tz-g — TOO)
Con lo cual, la Ecuacién 7.85 se puede reescribir como
96 (Tyy — Too _ .
akﬂk%,k% =—bshr (0 (Tig — Tx)) + bidime, (7.87)
ahora, dividiendo a ambos lados por (b1}, ..;) se tiene
akpkcp,k (ng B TOO) @ e bghT (TZQ B TOO) 9 + qélnc (7 88)
bl qz/'{nacri ot bl qz/'{m;cri qz/’/nc,cri . '
T P @
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Asi, la Ecuacién 7.85 se puede plantear como una ecuacién diferencial de manera compacta en funciéon

de las variables y pardmetros normalizados

g — T - T - :akpkcp,k (Tig - Too)
Tig — Too blqgfnc,cri
,(/) — bShT (Tlg B TOO) o= q;/n('
bl ql{{nc,cri qz/'/nc,cri

Obteniéndose lo siguiente

00
e
Tat vl +
o0 ®
R .
6t+r + - (789)

De esta manera, se puede apreciar que la Ecuacién 7.89 tiene forma de

y'(z) + Pa)y(z) = Q(), (7.90)

la cual corresponde a una ecuacion diferencial lineal de primer orden para un caso no homogéneo.

Sea y factor integrante definido como p(z) = exp ([ P(x)dz), aplicdndolo a ambos lados de la

Ecuacién 7.90

(@) (' (z) + Pla)y(z)) =p(x)Q(z)

) @) e /[

C 1
=) + @) /,u(;v)Q(x)dx (7.91)
——

yn () Yp (@)

Por lo tanto, para una EDO con las condiciones de la Ecuacién 7.90, se tiene que su solucion estd dada
por la Ecuacién 7.91, donde el primer término se llama solucién homogénea yn(x) y corresponde a la
familia de soluciones indexadas por la constante C, mientras que el segundo término se conoce como
solucion particular y,(z),

y(@) = yn(z) + yp(@). (7.92)
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Asi, la solucién de la Ecuacién 7.89 esta dada por
0(t) = 0n(t) + 6,(2), (7.93)

en donde se tiene que la soluciéon homogénea

Condicién inicial = T(0) =T
Too — To
== =(Cexp (0)
Tig— Teo
0=C
On(t) =0, (7.94)

0, (t) =exp ( / qjjclt) /exp </ :Z_)dt) %dt
=exp (—ft) /exp <:/_)t) %dt
=exp (—wt> (T exp (wt) k4 + K)
T P T )T
:g + exp (—ft)K
Condicién inicial = 6(0) =0
¥
~Y K
Y
0y(t) =2 — L exp (-ft), (7.95)

por lo que finalmente, combinando los resultados de la Ecuacion 7.94 y la Ecuacién 7.95

o(t) = g <1 — exp <th>) . (7.96)

Regresando a las variables y parametros originales, se tiene una expresién analitica para la temperatura

promedio

(T-To) _ e Do | R N .
(Tig—T)  bineeri bshr (Tog—To) Wipem  anprepr (Tig—T) ) |

y finalmente

- b1d;, [ ( bsht ) ]
Tt) =Ty + 2|1 —exp | ————— |t] . 7.97
®) bshr P QL PKCp.k (7.97)
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7.10. Medidas experimentales

Como se ha descrito en secciones anteriores (ver sec. 7.4), la temperatura T'(t) se ha definido
como un promedio espacial (ver Ecuacién 7.22), que luego de algunas consideraciones y supuestos se ha
tratado como una temperatura que varia en el tiempo y seglin su penetracién en la direccién r, es decir
T(r,t). Con esto, para obtener medidas comparables a las anteriormente obtenidas con el modelo, se
realiza una discretizacion de la temperatura similar al proceso hecho en la Ecuacién 7.22 pero para

medidas experimentales, por lo que se define una temperatura experimental discretizada T

la w2 12

fffT(r,gp,z,t)rdrdcpdz

=~ li o1 T
T(t) == 112 1472

f f f rdrdydz

i P11 7™

2l Y T(rj,t)Ar
i=1
= 7.98
wl, (13 —r?) ( )

donde T'(r;,t) corresponde a la temperatura medida por la termocupla (T'C;) en la posicién ;. Como se
puede observar, ya que la medida buscada es un promedio, cuanto mayor sea el niimero de temperaturas
medidas 7'C;, mayor serd la precisién en caracterizar el comportamiento de la temperatura al interior

del medio.

Nota: Como se ha observado, para poder determinar las variables de interés como temperatura
o tiempo de ignicién, es necesario conocer alguno de los valores criticos. Algunos autores consideran
la Tj, como un valor estdndar para ciertos materiales y con ello desarrollan sus modelos, es decir
determinar el flujo critico de ignicién y todo lo que prosigue. No obstante, esta a pesar de ser la manera
tradicional, no es la unica, pues se puede obtener esta temperatura de ignicién también de manera
experimental y obtener resultados mas precisos en los modelos, pero esto no es siempre posible. Sin
embargo, en este estudio se plantea la alternativa de obtener el flujo critico de ignicién ya que al
trabajar una temperatura promediada espacialmente, no es tan sencillo obtenerla, asi, la metodologia
utilizada es obtener un flujo critico desde la campana experimental para la resolucién numérica que
necesita el valor para el flujo critico, y asi determinar una temperatura de ignicién exacta Tig@wc, pero
también se puede hacer desde la recién planteada Ecuacién 7.97, ingresando nuevamente con el valor
del flujo critico y asi obtener un valor aproximado para la temperatura de ignicién de manera analitica
Tig.app- Y finalmente, como es de esperarse, también se puede obtener un valor directamente desde la
data experimental para la temperatura de ignicion YN}%EW, que es obtenida ponderando la temperatura

medida por cada termocupla segin su distancia desde la superficie expuesta al flujo incidente.
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7.11. Correlaciones

Tomando las variables y pardmetros normalizados definidos anteriormente en la seccién 7.9,
es posible obtener relaciones adimensionales entre estos y las variables de interés originales como #;.

Recordando los pardmetros definidos

9 — T - T - :akpkcp,k (Tig - Too)
Tig — Too blq.;ifrw,cm'
,(/) — bShT (Tlg B TOO) o= q;/nr
bl ql{{nc,cri qz/'/nc,cri

se puede observar que por ejemplo, la variable @ corresponde a la temperatura T’ normalizada por todo
el intervalo de valores que esta puede tomar, es decir, ir desde T, — Tig, por ello, el rango completo
de la funcién de temperatura queda definido como (Tig — Ts) v se desplaza en T, para mover la
normalizacién a cero. Similar es lo ocurrido con ¢, en donde el flujo incidente es normalizado por su
valor critico y queda sin dimensién (también se podria haber desplazado al cero pero solo moveria el
grafico hacia el origen). Ahora bien, tal como en la teoria cldsica de ignicién, es interesante conocer la
relacién que se producird entre el tiempo de ignicién segun el flujo incidente al que estd sometido, esta
vez de manera adimensional ya que ello facilita la obtencién y lectura de pardmetros, por ello, se utiliza
el parametro 7 que responde al tiempo de ignicién, si bien no es adimensional pues tiene dimensién
de tiempo, se puede obtener la relacién que existe entre este parametro y el tiempo de ignicién para
obtener una relacién entre t;4 y ¢i,,. pero de manera adimensional. Lo anterior se traduce a obtener

una relacién entre 7/t;; y ¢ como se verd en la seccién 7.12.3.

7.12. Resultados

7.12.1. Temperatura de ignicion

La temperatura de ignicién es un valor critico y muy sensible a pequenas variaciones en el

1!
cre?

flujo critico ¢ ., pues no hay una manera directa de obtener un valor para la temperatura dicho flujo.
De esta manera, se puede obtener un valor para la temperatura de ignicién de manera experimental
(Ecuacién 7.98), mediante la solucién exacta por resolucién numérica (Ecuacién 7.32) y de manera
aproximada mediante el modelo analitico de temperatura (Ecuacién 7.97). La precisién de los modelos
varia segun las condiciones del problema, como se puede ver en la Figura 7.4 para una fracciéon en
volumen ag = 0,07, la temperatura aproximada es mas cercana a la temperatura exacta para valores

maés altos de ¢, . y pierde precisién en la medida que ¢, . — ¢7.;.
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Figura 7.4: Evolucién de temperatura promediada. Comparacién entre data experimental, soluciéon exacta y
analitica para flujos incidentes de ¢i,.=24,6 kW/m? y ¢in.=8,8 KW /m>.

7.12.2. Tiempos de ignicion

En la figura se presentan las mediciones obtenidas para el tiempo de ignicion de manera
experimental junto a los resultados del modelo exacto resuelto numéricamente y los obtenidos desde el

modelo analitico obtenido por la linealizacién.
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Figura 7.5: (a) Resultados experimentales para el tiempo de ignicién t;, versus flujo incidente ;. para
estratos con diferentes porosidades. (b) Comparacién de los resultados experimentales para el inverso del tiempo
de ignicién 1/t;4 con las soluciones exactas (lineas continuas) y aproximadas (lineas punteadas) para diferentes
fracciones en volumen.

Como se puede ver, cuando la porosidad aumenta, es decir, la fraccién en volumen del material

« disminuye, los tiempos de ignicién son mayores para un mismo flujo incidente. Por otro lado, cuando
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la fraccién en volumen aumenta se obtienen tiempos de ignicién menores, lo cual es consistente con
lo reportado para materiales sélidos, ya que mientras . aumenta, se acerca al comportamiento de un

material sélido.

Es importante notar que cuando la fraccién en volumen es menor, es decir, el medio es mas
poroso, los modelos pierden precisién, lo cual se explica por el hecho de que el medio contiene cada vez
menos puntos de contacto, lo que dificulta la transferencia de calor por conduccién, haciendo aun mas
importante el efecto de la penetracién de la radiacién. Esto también explica la perdida de precision del
modelo analitico respecto de la solucién exacta, pues al linealizar el término radiativo incrementa el

impacto del error por este fenémeno.

7.12.3. Adimensionalizacion

Con las variables y pardmetros normalizados presentados en la seccion 7.11, se puede obtener
una relaciéon lineal bastante ttil para aplicaciones de ingenieria. Esto es obtener de manera rapida una

estimacién de los tiempos de ignicién solo conociendo la magnitud del flujo incidente.

4.0
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r v a=0.05 L7
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Figura 7.6: Tiempo de ignicién adimensional para toda la data experimental.

La Figura 7.6 presenta el colapso de toda la data experimental mediante los pardametros y

variables normalizados, en donde se puede ver que forman una relacién lineal entre ¢ y 7/t;4. Con esto,

basta conocer la magnitud del flujo incidente ¢}, . para obtener el valor de la abscisa y por medio de la
recta formada con estos pardametros obtener un valor para 7/t;; en la ordenada. Luego, dado que 7 es
un pardmetro normalizado de las propiedades termo-fisicas del medio, es posible obtener rdpidamente

un valor estimado para ;4.
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7.12.4. Propiedades efectivas

Durante el proceso de calentamiento y en especial bajo las condiciones criticas en las ignicién, las
propiedades termo-fisicas de un material sufren alteraciones producto del aumento de temperatura. Si
bien son consideradas como propiedades practicamente constantes, pero en las condiciones de igniciéon
esto no es necesariamente igual debido al estrés al que se encuentra sometido el material dado el
gradiente de temperatura y perdida de masa. Por esto, se busca obtener alguna manera de cuantificar
este impacto en las propiedades termo-fisicas en comparacion con los valores estdndar que se encuentran

en la literatura para condiciones normales de presiéon y temperatura.

Para obtener una expresion analitica y estudiar el comportamiento de las propiedades efectivas,
se toma la Ecuacién 7.97 debido a que es el tnico acercamiento del que se dispone para obtener

relaciones analiticas. Luego, para las condiciones de ignicién T4(t;,) en estado estacionario cuando el

flujo incidente es el valor critico ¢, . = ¢, se tiene desde la Ecuacién 7.85 que la temperatura en la
ignicién
= b1ders
Tig ~ Too + tderi (7.99)
bshr

Asumiendo que la temperatura de ignicién permanece constante para todos los flujos de calor incidentes,

se tiene que la Ecuacién 7.97 en condiciones de ignicién junto a la Ecuacion 7.99

qr. [ ( bshr ) ] big”
Too 4+ R 11 —ex - t; = Too + (,77,7 7.100
bshr P PECpk) D bshr ( )

por lo que linealizando el término exponencial mediante una expansién en series con las aproximaciones

de Taylor
big;, b1dcr
T —ne ¢, =T, —r 7.101
ot Qapacpd ot bshr ( )
Con lo que finalmente se obtiene
1 bsh
— ~ (3T”) Qe (7.102)
lig QdPdCp,dGer;

La Ecuacién 7.102 presenta una relacién lineal entre el inverso del tiempo de ignicién 1/t,4 y el

flujo incidente ¢,,.., por lo que los pardmetros contantes que acompaian al flujo incidente, estan dados
por la pendiente m; formada en esta relacién lineal, asi, solo conociendo el valor de la pendiente de las

tendencias 1/t;4 vs ¢}, se pueden obtener las propiedades efectivas para cada porosidad ay.

bk

1
miadqcm’

PdCp,d = (7.103)

Es importante destacar que en esta metodologia se utiliz6 una aproximaciéon para la temperatura
de ignicién Tig con el fin de expresar todo en funcién del flujo critico, pero también es posible hacerlo
por medio del valor exacto o experimental de la temperatura de igniciéon, en cuyo caso basta con
reemplazar el lado derecho de la Ecuacién 7.101 por el valor més preciso de la temperatura de ignicion.
Por otro lado, ya sea para la forma presentada en la Ecuacién 7.102 o con un valor dado de Tig, se
pueden obtener las propiedades efectivas tanto para los modelos como para las tendencias de las medidas

experimentales, para lo cual solo se debe modificar el valor de la pendiente m; utilizada. Las pendientes
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de la relacién 1/t;4 vs ¢, se pueden obtener desde la Figura 7.5b cuando los modelos cortan al eje de
las abscisas, mientras que las tendencias experimentales se pueden obtener al aplicar el best-fit a los

puntos experimentales.

Finalmente, en la Tabla 7.1 se presentan los resultados obtenidos para las propiedades efectivas
desde el modelo con ambas soluciones y desde la data experimental en comparacién con los valores

estandar de la literatura.

Tabla 7.1: Comparacién de propiedades efectivas obtenidas con el modelo por resolucién numérica (pscp,s)",
modelo con solucién analitica (pscp,s)? y desde la data experimental (pscp,s)® con las propiedades efectivas
estandar de la literatura (pscp,s)* para diferentes fracciones en volumen () de las muestras con masa ms de
combustible forestal, junto a los correspondientes flujos criticos y temperaturas medias de ignicién para las
muestras testeadas a 0% de humedad.

Ms  Qeeri Ligeap  Ligteo  (PkCpr)' (prCpi)?  (0xCpi)®  (pkCpr)?

g kW /m? K K kJ/m3K  kJ/m*K kJ/m3K kJ/m3K
as =0,09 33,26 6,64 401 400 834 849 743 904
as =0,07 25,87 8,42 443 420 936 967 812 904
0. =0,05 1848 1146 449 452 1037 1116 816 904
as=0,03 11,09 15,25 460 481 1804 2115 1021 904
as =0,01 3,70 20,85 461 489 7167 11318 4319 904
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8.1. Introduccion

Luego de trabajar y desarrollar el modelo de igniciéon para un medio seco, surge la pregunta, ;que
ocurre cuando el medio tiene humedad? pues uno de los fuertes supuestos trabajados en su desarrollo
fue que no tenia humedad y en la campana experimental utilizada para validar los resultados se asegurd
que la biomasa testeada estuviese en las mismas condiciones. En este capitulo se explota esta idea,
pero como se verd mas adelante, no es posible utilizar las metodologias tradicionales para incluir la
humedad.

En la literatura existen algunos estudio (sin ser demasiados) que tratan el tema de la humedad,
sin embargo, en su mayoria no abordan el problema desde el punto de vista de la ignicién sino desde
el secado y evaporacion del agua. Esto significa que el volumen de control que modelan los trabajos
aludidos es evaluado como un drying problem o problema de secado, en donde solo se considera el
fenémeno hasta que el agua contenida en dicho volumen es completamente evaporada, por lo que el
proceso de calentamiento es mas bien lento y expuesto a bajos flujos de calor. Lo anterior se retrata en

problemas de estudio como algunos presentados para melting problems [2, 3, 7, 10, 18].

Para sobrellevar el problema antes mencionado, en este capitulo se desarrolla un modelo derivado
desde la ecuacién general de energia similar al Capitulo 7 que incluye la energia adicional requerida
para calentar y evaporar el agua contenida en el volumen de control, lo que equivale a un problema de
secado para el material y luego, una segunda parte en donde se calienta el material restante sin agua
contenida. A pesar de que la idea parece ser correcta y ser simplemente la suma de dos variables, en la
practica no es de esta manera. Esto debido a que el modelo considera dos fenémenos, cuyas condiciones
de borde y las ecuaciones diferenciales involucradas que gobiernas los procesos son representantes de
variables y dominios diferentes pero que derivan de un mismo problema inicial. Una situacién similar
es estudiada por Crank en [7], en donde propone una embedding technique, la cual es utilizada para
combinar dos problemas con condiciones de borde distintas pero relacionadas por la misma temperatura.
Maés adelante en este capitulo se aborda esta técnica y se proponen formas para dar solucién a la
ecuacion de calor de tal forma que aborde el problema de secado junto a la ignicion del sélido. Y anédlogo
al capitulo anterior, se propone un modelo radiativo conjunto a la ecuaciéon de calor, que incluye la
divergencia radiativa para ambas partes, pero debido a las limitaciones impuestas por la forma de
las funciones involucradas no es posible obtener expresiones analiticas directas, motivo por el que se
desarrollan modelos aproximados para obtener expresiones analiticas a ambos problemas. Posterior a
esto, con el fin de obtener correlaciones mas sencillas y rapidas de conseguir, se propone un modelo
unificado, en donde se transforma a todo el problema como un problema de secado siguiendo la manera
tradicional en que se ha hecho hasta el momento, pero aplicado a un medio poroso y en un sistema
de coordenadas cilindricas, lo cual no esta exento de dificultades adicionales como se ha visto en el

anterior capitulo.

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 113



8.2. PLANTEAMIENTO GENERAL DE LA ECUACION DE CALOR PARA UN MEDIO DE MULTIPLES FASES CON
HUMEDAD

8.2. Planteamiento general de la ecuaciéon de calor para un

medio de muiltiples fases con humedad

Como se trabajé en la seccién 7.2, la ecuacién general de energia para el medio participante
es valida para una fase continua en movimiento. Recordando la ecuacién general de energia se tiene

que

D nr
P = —Va = pVV e+ Q"

donde las propiedades del medio corresponden a p densidad del medio, u energia interna, v vector
velocidad, ¢” vector de flujo de calor total, ® funcién de disipacién y QW calor generado en el medio
(por ejemplo, una reaccién quimica). Nuevamente para un medio radiativamente participativo con

emision, absorcion y difusion, la ecuacion general esta sometida a tres principales efectos

1. El termino del flujo de calor ¢, en la mayoria de las aplicaciones no tiene el termino de radiaciéon
por lo que es solo difusién molecular (conduccién de calor), pero ahora tiene otro componente que
es el flujo radiativo debido a la energia radiativa interactuando con el medio dentro del volumen

de control.
2. La energfa interna ahora contiene la contribucién de la radiacién (radiacién incidente G).

3. El tensor de presion de radiacién se debe agregar al tradicional tensor de presién de dindmica de
fluidos.

Luego, con la derivada material

De de vy
— =p|(=+vVu],
"Dt — P\t
y despreciando los efectos de disipacién y momento, sin generacién de calor por reacciones quimicas, la

ecuacién para un medio continuo se puede escribir como

Oe B i
p(m-i-vVu) =-Vq".

En este apartado se trabaja el para el escenario en que el estrato si cuenta con la presencia de agua,
es decir, un contenido de humedad distinto de cero. Para esto, se considera ahora al lecho combustible
como un medio heterogéneo compuesto por particulas solidas de igual geometria y propiedades, de
n diferentes tipos. Para un pequeno volumen de control de este estrato V', N fases solidas coexisten
con la fase gaseosa. Por lo que se puede definir una fraccién en volumen al igual que en el caso seco

como

Q; = —,

Vv

donde V; es el volumen ocupado por la fase i, es decir, o, para la fase gaseosa (ver Ecuacién 7.5) y as
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para la fase solida. Sin embargo, en este caso no hay solo material seco por lo que se necesita modificar
este parametro para incluir el efecto del agua, para ello, se amplia el concepto de fraccién en volumen
[18]. La fase sélida puede estar compuesta por k tipos de particulas distintas dentro del volumen V/,
por lo que puede contener mas de un tipo de material con sus respectivas propiedades termo-fisicas, de

esta manera, se redefine la fracciéon en volumen para la fase sélida como

N
as = Zak, (8.1)
k=1

con lo que también debe cumplirse

N
ag+ Y ap=1. (8.2)
k=1

Para el caso particular donde solo hay un tipo de material y contenido de agua, se puede tratar
al agua como una de las k fases de la parte sélida, que si bien es un liquido, desde el punto de vista
energético puede tratarse como sélido, y considerando que el agua que participa en el proceso de
calentamiento, no es absorbida por el material seco en sus interior o por algiin mecanismo bioldgico que
modifique su estructura, es decir, solo se adhiere a la superficie externa del material seco, por lo que

puede entenderse como una fase distinta que solo esta en contacto con la fase seca,

Qs = Og + Qs (8.3)

en donde ag4 es la fraccién que ocupa el volumen solo de la fase solida seca y a, corresponde al volumen

ocupado por la fase liquida (agua o water en inglés).

Ahora que la fase solida contiene mdas de una fase, se debe verificar que las ecuaciones de
continuidad sigan siendo validas en las formas planteadas anteriormente. Recordando la ecuacién de

energia para la fase sélida seca (Ecuacién 7.6) es expandida a la fase sélida s

0 . . . .
a (pscp,ST) =V (kSVT) + ngiz‘m,s + q;“,(;d,s - qu{ro,s + q}l’ot,s’ (84)

en donde no hay interacciones quimicas entre el agua y el material sélido, por lo que los términos
asociados a la parte quimica nuevamente son despreciados del balance de energia. Luego, considerando
al volumen de control como medio m donde se desarrolla un proceso de calentamiento para todas las

fases involucradas, se puede plantear la Ecuacién 7.1 como

0 .
B (aspses + agpgeq) + Vagpgvgey = =V, (85)

con e; = me ¢p,idT como energia interna de la fase 7 y ql,, vector de calor al interior del medio.
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8.3. Incremento de energia térmica: lado izquierdo

Luego de este punto no se puede replicar el mismo procedimiento que para el caso anterior donde
el medio tenia solo una fase seca (ver Capitulo 7), debido a que los balances de energia y propiedades
cambian segin la fase sélida sea seca o agua, y por sobre todo, el dominio y recorrido de las variables y
funciones no es el mismo por lo que no se pueden separar simplemente como una suma aritmética simple,

se debe distinguir cada propiedad segtin como esta esté definida y sea coherente fisicamente.

Ahora bien, con el balance general de energia de la Ecuacién 8.5, se puede trabajar algebrai-
camente para desarrollar los términos y obtener expresiones de manera analoga a como se hizo en el

Capitulo 7 para el modelo desarrollado en un medio seco.

0 (Vimg V, m .
a (Vves + ‘/?‘/Qeg> + Vagpgvgeg = —VqﬁI (86)
s g
01 oy
AV (mses +mgeg) = =V, — Vagpgvgeg (8.7)

Los términos del lado izquierdo corresponden a la variacién de energia de la fase gaseosa y solida.
Ya que esta ultima contiene agua, en el proceso de calentamiento se pueden distinguir el calor sensible
y calor latente de vaporizacién debido a que existe una etapa de calentamiento y posteriormente se
produce un cambio de fase cuando el agua alcanza su temperatura de vaporizacion. No obstante, atin
cuando este valor sea un parametro conocido a priori (2.264,3 KJ/Kg a 97°C), se desconoce la rapidez
a la que se realiza este proceso de calentamiento, por lo que no es posible determinar su impacto en el
tiempo adicional requerido para la ignicién del medio en estado seco. Solo se conoce su temperatura o
calor de vaporizacién, pero no cuanto de este calor es requerido en cada unidad de tiempo, lo cual agrega
un problema adicional al fenémeno, pues no solo se debe determinar el calor necesario para calentar
el material sélido seco, sino que ademas, se debe adicionar calor para calentar el agua y evaporarla
para poder alcanzar el punto de ignicién del material seco. Esto bajo el supuesto en que el agua esta
contenida a un nivel superficial y no a un nivel estructural donde podria modificar las propiedades del
material, por lo que el agua superficial se calienta, luego evapora, y finalmente calienta el resto del

material seco hasta alcanzar su punto de ignicién

01 .

Fri <mdcp,d(T —Too) + MuCpw(Ty — Too) + My Ly + mgeg> = =V — Vagpgvgey, (8.8)
donde L,, es el calor latente de vaporizacién del agua, mg y m,, son las masas de combustible seco
y masa de agua presentes en el estrato respectivamente. Ahora, con manipulaciones algebraicas y

agrupaciones convenientes de términos en el lado izquierdo se puede reescribir el problema
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01

priv <mdcp,d(T —Too) + MuwCpw(Ty — Too) + My Loy + mgeg> = der (8.9)

01 myCp,d
pv (mdcp,d(T —Tw) + (mdcz,d> (mwcpyw(Tb —Tw) + mew> + mgeg> = der (8.10)

01 mM4Cp.d
av <mdcp7d(T — TOO) + <7’ndcz7d> |:(md+w - md) Cp,w(Tb — TOO)

+ (Mapw — Ma) Lw] + mgeg> =der (8.11)

dado que la masa de agua durante el proceso de calentamiento comenzard a evaporarse, la masa de agua
liquida planteada disminuird conforme pasa el tiempo, por lo que m,, = f(t) y puede escribirse como la
masa inicial total menos la masa seca, que se considera constante en el proceso de calentamiento, bajo
el supuesto de que la perdida de masa seca es despreciable respecto de la perdida de agua. De esta
manera, se define el contenido de humedad en base seca, como la evolucion de la masa de agua en el
tiempo A(t)

(8.12)

por lo que la Ecuacién 8.11 continua como

01 (m(t)dw) — M4
%Y (md%d(T —Too) + macp.a (chp,d ¢pw(Th — Too)
t)d+w) —
+mqcp.q (Wr)mCl) L, + mgeg> =der (8.13)
MdCp,d

01 Cp.w L,

—— | macp,a(T — Teo) + macpa | —— | AE)(Tp — Too) + Macpa—A(t) + mgey | =der  (8.14)
otV Cp.d Cp.d

Dado que la temperatura T' = f(x, t) es una funcién del espacio x y tiempo ¢, se puede separar
su dominio como la uncién de dos sub-dominios. De esta manera, se puede definir el tiempo en que la
funcién de la temperatura existe como la unién de dos intervalos, es decir, t € [t, t5]U]ts, tig], donde
to es el tiempo t = 0 cuando la muestra se encuentra a temperatura ambiente, t; corresponde al tiempo
en que el agua alcanza su punto de vaporizacién a una temperatura Ty y t;4 es el tiempo en que el

estrato alcanza la temperatura de ignicién Tj,.

Desde este punto, se hara diferencia al hablar de temperatura y su respectivo tiempo de evaluacién
con los sub-indices h, d para referirse a la parte en que hay material seco-humedecido h y solo material

seco (d). Con esto, se puede escribir la diferencia de temperatura segiin su dominio
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T(t) = (Tn(tn) + Ta(ta)), Tu(tn) ={(tn,Tu(tn)) : th € [tocs to] = [Toos Tp]},
Td(td) :{(td,Td(td)) 1 tg € [tb7tig] — [TbaTig]} (815)

Notar que la temperatura de ignicién se da cuando solo hay material seco (d), por lo tanto no se hace
diferenciacion para ello, pues se asume que en todas las condiciones y materiales a evaluar con este
tipo de modelos, requieren una temperatura de ignicién mayor a la de ebullicién del agua, y con ello,
primero se debe pasar por el tiempo de ebullicién para alcanzar dicha temperatura, con lo que le tiempo

de ignicién también sera siempre mayor a al tiempo de ebullicion.

Tig(t) — Too(t) = (Tig(ta) — To(ta)) + (Tu(tn) — Toc(tn)) th € [too,tb), ta € [to, tig] (8.16)

En la Ecuacién 8.16, el tiempo t., corresponde al tiempo inicial en que las propiedades son
medidas a condiciones ambiente, es decir, to, = tg = 0 s, luego, el tiempo t; representa el tiempo de
calentamiento cuando atn existe agua en la muestra, es decir, se calienta el material seco y hiimedo
simultaneamente, luego, el tiempo t4 corresponde al tiempo en que solo queda material seco en la
muestra y es calentado hasta alcanzar la ignicién, ya que luego de la temperatura Ty, toda el agua ha
sido evaporada y no se encuentra presente en forma liquida en el estrato. De esta forma, la Ecuacién 8.14

se puede continuar como

o {mdcp,d <(Tig(td) — Th(ta)) + (Th(tn) — Too(th))) + Macpa <Tb(th) - Tm(th)) (pr> A(th)

Cp,d

L'U)
+ dep’dc Atn) + mgeg(th + td):| =der (8.17)
P,d

Luego, aplicando la condicién de borde a T'(¢ se tiene que cuando el tiempo t se acerca a

) |t=tb7
ty, la temperatura T'(t,) debe ser igual tanto por la izquierda como por la derecha, por lo que

lim Th(t) = lim Td(t) (818)

th—ty ta—t

lo que permite asegurar la continuidad de T'(¢),t € [to, t;4] para todo el dominio y separar el problema

en 2 partes. Con lo anterior, la Ecuacién 8.17 sigue como

01

v (mdcp,d(Tig(td) = Th(ta)) +macp.a(Tw(tn) — Too(tn))

w L'U)
ey (T(tn) = Toa(t) ) (22 ) Ath) + macy Atn) + mgey ) = der (.19

Cp,d p,d
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o1 (mdcp,d<Tig(td) _ Tw(td)> i mdcp’d(Tw(th) - Too(th)> {1 + (Z‘:) )\(th)}

L

+ mdcp,dc—wk(th) + mgeg(t)> =der (8.20)
P,d

luego, con la definicién de fraccién en volumen de la Ecuacién 8.1, se puede separar el lado izquierdo

en dos sub-problemas con sus respectivos dominios como se plante6 en la Ecuacién 8.16, en donde

se puede asegurar la continuidad del problema en T, (t) con la existencia de los limites como en la

Ecuacién 8.18,

24 i) 1 (el 0) o (30

oV, Lu
(Tycp,ch(th) + mgeg(t)> —der (8.21)
s p,d

en donde aparece el término V; el cual corresponde al volumen ocupado por el material seco
y el contenido de humedad de la muestra como se planteé en la Ecuaciéon 8.1, lo cual, junto a la
Ecuacién 8.12 representan el cambio del volumen de la fase k£ en conjunto conforme transcurre el tiempo

y se evapora el agua de la muestra, por lo que Vi = f(¢), por lo que, de una manera rigurosa

2 o) ena(Tilta) ~ Twad))} T <a3<t>§(‘;)cp,dijzx<th> T mgey(tn + m))

+ % {as(t)v%cp,d<Tw(th) - Too(th)> (1 + (Zf;’) )\(th)]> —der (8.22)

pero dado que la energfa necesaria para calentar solo el material seco (primer término del lado izquierdo),
es una funcién definida en el dominio de ¢ €]t,,, ;4] y la variacién en el tiempo del volumen esta definida
para Vi = f(t),t € [to, tw] que es cuando el agua se evapora, deja al volumen para ese intervalo como

un valor constante Vi(tq) = Vy,tq €]tw, tig]. Ademas,

as(t) = aq(ta) + ow(th) 8.23)

as(t) = aa(ta) + cw(tn) (8.24)
‘/s(t) _ 7d(td) Vw(th)

=y T (8.25)
_ Valta) + Vi (ta)

as(t) v (8.26)

as(t) = Pu (8.28)
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por lo que aj(t) se puede plantear como una tnica funcién para todo ¢, o bien, separar en dos partes

(g + @) v considerar solo como variable a a, (tq).

Considerando la relacién entre la masa del material y el volumen inicial que este ocupa para la

fase s, se puede definir la densidad aparente del material seco como

pranlt) = 75 (8.29)

Luego, con la Ecuacién 8.29 y definiendo los siguientes pardmetros se puede escribir la Ecuacion 8.22

de una manera mas compacta

B(t) =ps,ap(t)cp.a (8.30)
y = (8.31)
Cp,d

considerando que los calores especificos permanecen constantes durante el proceso de calentamiento.
Algunos autores proponen un ajuste de las propiedades de materiales himedos incluyendo un factor de
ajuste por el contenido de humedad inicial de la forma proppumeds = Propseca - (1 + w)MCy. Por el
momento no se realiza un ajuste a las propiedades ya que el balance realizado se hizo de tal manera
de mantener por separado las propiedades del material seco y material humedecido, por lo que no es

necesario ajustarlo, pero se detallard su uso mas adelante en la seccién 8.7.1.

Para el lado izquierdo se tiene el balance general, incluyendo el andlisis para la compactacion

Qm, en donde se puede distinguir los fendmenos fisicos que ocurren en cada dominio del tiempo ¢

Sraa(tal3(ea)(Tofta) = Tu(t)) + Srow(tn)iton) (Tu(e) - 7o) (14200

+ % (aw(th)ﬂ(th)L“’)\(th) + mgeq(tn + td)) —der (8.32)

Cp,d

8.4. Intercambio neto de calor en la interfase: lado derecho
Ahora, trabajando el lado derecho planteado al inicio en Ecuacion 8.9,
der = —Vd,, — Vagpgvgey (8.33)
donde el término correspondiente al flujo de calor total en el medio m

Vdm =V (Qhond.m +4") (8.34)

tiene las componentes para la conduccion y radiacion en el medio. Dado el problema de la humedad,

ambos fenémenos tendran distintos comportamientos segun el intervalo de tiempo que se evaliie, antes o
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después de que toda el agua sea evaporada en (tw, Tw (tw)). Con esto, el lado derecho se puede plantear

de la siguiente manera
der = —V(k,,VT(t)) — Vagpgvgey(t) — V" (8.35)

8.4.1. Componentes de la ecuacién de calor para un medio hiimedo

Como se trabajo en la derivacién del modelo sin humedad, se analiza cada componente de la

ecuacién de calor para ver su comportamiento direccional y temporal.

8.4.1.1. Conduccién en medio himedo

Dado que coexisten varias fases dentro del medio, se puede ponderar un termino global para el
coeficiente de conduccion k,,, el cual al tratarse de un fenémeno volumétrico con transferencia de calor
a todo el volumen, se puede realizar un procedimiento similar a la fracciéon en volumen presentado en

Ecuacion 8.1 mediante ponderaciones.

qgond,m :kWVT(t) (836)

= (wkg + g (t)ks) VT(t) (8.37)

Esta es una forma de abordar el problema, considerando la conduccién limitada por la evoluciéon
de perdida de masa de agua A(t;). No obstante, para continuar la homogeneidad del problema y su
futura resolucién, puede ser més conveniente separar la conducciéon para la parte humedecida y para la
parte solo con material seco. Es importante destacar que si bien, se adicionan variables al problema, se
pueden solucionar gracias a las condiciones de borde y la existencia y unicidad de los limites en T,
(Ecuacién 8.18).

(']gond,m = <Ozg (td)kg + Ozd(td)kd) VT(td) + <Ozg (th)kg + Ozd(th)k?d + ay (th)kw> VT(th) (8.38)

Puesto que ambos dominios de temperaturas se encuentran claramente definidos, al evaluarse el
tiempo fuera de su dominio, el valor es cero, ya que no se encuentra definida la funcién de temperatura
(a(ta)Tu(ta)), ademds, la parte gaseosa se debe asociar a ambos tramos, lo que en su conjunto
representa que el término de conduccién asociado al aire interior del estrato es considerado tanto para

la parte humedecida como para la parte de material seco.

Ahora se puede desarrollar cada término del lado derecho como se planteo en la Ecuacién 8.35,

dejando por el momento el término de la radiacién (divergencia de la radiacién) como un factor del
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medio V§” y se tratard con mayor detalle en secciones posteriores (seccién 8.6).

V(kn VT(t)) =k, V?T(t) (8.39)
_ 10 T(’?T(t) 19°T(t) | 9*T(t)
=k (1" or < or > + r2  9p? + 072 > (8.40)

Por su parte, como la temperatura es funcién de las coordenadas espaciales y el tiempo, se puede
manipular separando como en los casos anteriores en la variable tiempo, ya que en las coordenadas

espaciales continua en un solo dominio.

T(r7(p7zat) = T(ra@azvth) +T(7‘, QO,Z,td) V. ore [TivTi + 5]a p e [0727T]7Z € [O’ZZ]v (841)

th € [toosts], ta € [ty tig]

lo cual permite desarrollar la divergencia de la conduccién en el medio para la parte seca y hiimeda,

ko V2T (1) = (ag(th)kg +ad(th)kd+aw(th)kw> (18 (raTh(th)> N 1 0Ty (tn) N 32Th(th))

ror or 2 Qp? 0z2
10 [ 0T4(ty) 1 0%Ty(tq)  0?Ty(ty)
+ (ag(td)kg + Oéd(ﬁd)kd) (7“67“ (7" or ) + ﬁ 8(,02 + 622 (842)

8.4.1.2. Conveccién al interior del medio hiimedo

Para el término de conveccién al interior del medio poroso, este tiene efecto tanto para la parte
seca como para la parte hiimeda, por lo que el término de conveccion es valido para ambos intervalos

de t, entonces, aplicando las condiciones de continuidad (Ecuacién 7.16)

Vagpgvgey =ay(t)pgcpo(V - e4(t)vg) (8.43)

1 0rey(t) 1 dey(t) Oey(t)
=as(t)py (“ o U e, Ty

_ag(t)pg{<u918reg(th)+v 1 0ey(tn) T 3€g(th)>

r  Or Ir Oy 9 0z
1 0rey(ta) 1 9egy(ta) Oey(ta)
+ (ug P + g R + wy 55 (8.44)

8.4.1.3. Radiaciéon en medio humedo

Nuevamente se presenta de manera muy breve el término radiativo ya que se tratara en detalle
en secciones posteriores. Se expresa de manera general para el medio en la direccién r y mas adelante

se desarrollara su expansién a los diferentes intervalos [teo, tp), |tp, tig)-

VA" =4 +d; +d.
10(r¢’) | 10(d8) | 9(¢%)
_ T z z 4
r  Or +7“ dp + 0z (8.45)
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Por lo tanto, el lado derecho puede expresarse en funcién de cada componente para el espacio en

coordenadas cilindricas como:

der = — V(kaT(t)) — Vagpgvgeg(th +ta) — Vq”
= —kn V2T (1) — agpycpg(veVT) — (R + Rinp + Rin.2)

10 8Th(th) 1 82Th(th) 82Th(th)
=— (ag(th)kig + aq(ty)ka + (th)kw) < or (T or ) 2 D2 + 022

- (%(td)k‘g + ad(td)k?d> (18 (TaTd(td)> + iaQTd(td) + 82Td(td))

r Or or r2  Qp? 022
1 8TTh(th) 10Ty, (ﬁh) oTy, (th)
(Dpges, [ (ugr or + Yoy Op T 0z
1 8er (td) 1 8Td(td) aTd(td) . 1 87"('1// 1 8(.1// 8(.]”
+ (ugrar + Vg ay + wy P o + " Dy + 5, (8.46)

8.5. Ecuacién general de calor para un medio humedecido

Combinando la expresién de la Ecuacion 8.32 para el lado izquierdo con la Ecuacién 8.46 para
el lado derecho, se puede obtener una ecuacion general de energia a la cual integrar el modelo radiativo

de la Ecuacién 8.85, resultando en

Sttt Tiota) ~ Tatta) ) + mran()8(en) (Talen) — ) (1477000

+ % (Oéw(th)ﬁ(th) Lp d/\(th) +mgeg(tn + td)) =

9 ( 8Th(th)> N 1 9%Ty(ty) N 82Th(th))

Qmmk+%wmﬁaMMk>(

ar or r2 Op? 922
ITa( 1 82T t 92Ty (t
_ <ag(td)kg +ad(td)kd> ( p < a(t )> a(ta) n 32(2 d)>
19rTy(t B! aT 1, Ot
— ag(t)pycp,g { (ugr (‘;7"( ) h ) h( i ))
lw laTd(td) aTd(td) 1 arq” 1 8('1// 8(-1//
+ <u9r or Y Ta, TWTg, o tras Tor ) (8.47)

Es importante destacar que si el contenido de humedad inicial es cero y considerando que
la muestra no se humedecera producto del contacto con el ambiente con una rapidez suficiente que
modifique el contenido de agua en la muestra en el tiempo de evaluacién, es decir, 0% de humedad de
manera constante, la Ecuacién 8.47 es equivalente al modelo presentado en la Ecuacién 7.20, lo cual es

posible ya que existe continuidad en Ty (¢) como se ha descrito anteriormente (ver seccién 8.3),

T
5 = ~V(knVT) = (1 — aq)pgVvgey — V", (8.48)

cuyas condiciones iniciales y resolucién ya han sido trabajadas. Para que el modelo planteado en

QdPdCpd—r
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la Ecuacién 8.47 represente el fenémeno fisico que se esta modelando, se deben realizar algunas
consideraciones y supuestos que deben ser expandidos a los presentados en el modelo anterior (ver

seccibn 7.4).

Por otro lado, la temperatura es un fenémeno espacial y temporal, de esta manera, se puede
definir una temperatura volumétrica promediada (de manera espacial, no temporal como promedio

estdndar) del medio hasta donde la penetracién tiene efecto.

w2 la 1o

f T(r,,z,t)rdrdpdz

T1

el _ ©Pn 5

T(t) = e a— (8.49)
fffrdrdgodz
pn Il T

Ademds, se debe recordar que dada a dependencia de la temperatura del tiempo, esta se puede
separar en tramos siempre y cuando exista continuidad en los puntos extremos de cada tramo, lo cual

es independiente de las coordenadas espaciales

T(t) = (Td(td) +Th(th))/ T}L(th) = {(t}L,T}L(th)) 2th € [too, ty] — [TOO,Tb]}, (8.50)

Td(td) = {(td,Td(td)) 1 tq € [tbatig] — [TlnTig]} (851)
Siempre y cuando exista continuidad, de ta manera que

lim Tj(t) = lim Ty(t) (8.52)

th—ty ta—t)

Ahora bien, dado que la temperatura es un fenémeno espacial y temporal, no es posible obtener
un valor inmediato, ya que se requiere definir en que punto del espacio y tiempo se obtendra la
temperatura (campo escalar), ademds, se tiene un medio participativo con dos fases presentes (solida y
gaseosa), por lo que para cada punto espacio-tiempo existird una medida de temperatura para cada
fase, las cuales eventualmente tenderédn a un equilibrio térmico (transferencia de calor entre fases
hasta llegar a un punto de equilibrio). Este proceso se da de manera continua, motivo por el cual
la temperatura para este caso de estudio es efectivamente un campo escalar que posee diferentes
medidas para cada combinacién espacio-tiempo. Para poder resolver el problema, se asume un equilibrio
térmico entre fases, es decir, el medio es tratado como un medio continuo en donde la fase solida
y gaseosa se encuentran en equilibrio térmico, por lo que en cada combinacién de espacio-tiempo,
existird una tunica temperatura para todo el volumen de control, lo cual permite reducir las ecua-

ciones de energia para T} y T, a una sola ecuacién de transferencia de calor en una temperatura tGnica 7.

De esta forma, la Ecuacién 7.20 representa lo anteriormente descrito, pero aun se requiere definir
cada punto del espacio para obtener las coordenadas en donde se desea medir la temperatura en algin

tiempo determinado, pero realizar este proceso no resulta practico ni demasiado til en aplicaciones

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 124



8.5. ECUACION GENERAL DE CALOR PARA UN MEDIO HUMEDECIDO

para la ingenieria. En este punto, la teoria clasica para la transferencia de calor en un medio participante
asume que toda la radiacién se absorbe en la superficie por lo que la divergencia del flujo radiativo es
cero, y con ello, el problema se transforma en conducciéon pura. Sin embargo, como se ha trabajado en la
seccion referente al flujo radiativo, tratar este fendmeno de esa manera no seria del todo correcto ya que
el espesor de penetracion de la radiaciéon no debe ser necesariamente despreciable, ya que en el proceso
de calentamiento, este fenémeno cobra gran importancia sobretodo en fenémenos en donde el medio es
poroso (como este caso de estudio), ya que el material (aciculas de pino) al encontrarse distribuidas de
manera aleatoria, tienen muy pocos puntos de contacto al interior del volumen de control, por lo que
mientras mayor sea la porosidad del material, méds importante se vuelva la transferencia de calor en
donde no hay dependencia del contacto fisico, tal como lo es la conveccién y la radiacién, en donde esta
ultima es tradicionalmente despreciada en la mayoria de configuraciones debido a la dificultad para

abordar fisica y mateméaticamente el fenémeno.

Por lo anterior, se define una temperatura espacial promedio T, la cual representa la temperatura
de todo el estrato o volumen de control como un solo elemento, permitiendo obtener un valor para la
temperatura de todo el estrato para cada instante de tiempo. Al tratarse de un valor promedio, es de
esperar que el valor medido en la superficie (expuesta a un flujo de calor) o al final del estrato (expuesto
a las condiciones propias del ambiente que rodea al medio), puedan ser muy diferentes entre si, por lo que
el valor de T se encontrard en aquel rango. Dicha temperatura promediada espacialmente puede definirse
de manera general para un sistema en coordenada cilindricas como se presenta en la Ecuacién 7.22,
en donde la temperatura volumétrica es promediada entre las coordenadas iniciales del volumen de
control, que es por donde incide el flujo de calor que genera el proceso de calentamiento, hasta el punto
interior en donde la penetracién de la radiacién tiene efecto, es decir, hasta un espesor de penetracién
é en la direccion del calentamiento. Es importante destacar que este punto no necesariamente debe
coincidir con el extremo externo del volumen de control, pues puede ser el caso en que las condiciones
y comportamiento del material o del medio no permitan que la radiacién penetre a todo el material

debido a sus propiedades térmicas o configuracion, etc.

Promediar espacialmente la temperatura es posible ya que el medio es continuo y equivalente, la
fase solida y gaseosa se consideran en equilibrio térmico como se ha mencionado en el parrafo anterior,
por lo que la temperatura puede asumirse como homogénea al interior del estrato gracias al gradiente

de temperatura a medida que la radiacién penetra y calienta el medio.

Lo anterior es un punto fundamental, ya que el gradiente es pequeno al interior del medio, por
lo que se puede asumir un equilibrio térmico entre las fases y esto permite obtener una temperatura
promedio del medio espacialmente hablando thermally thin. Que el medio sea térmicamente delgado
proviene del numero de Biot, el cual establece que si Bi” < 1, el medio se considera thermally thin.

Este se calcula como

(8.53)

que se traduce en que si un medio estd expuesto a un mismo flujo (heony) y es capaz de conducir mas

calor a través de el (k), este serd térmicamente delgado. Esto ocurre por que el medio es optically thin,
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es decir que la radiacién puede entrar facilmente al medio ya que el camino éptico es muy pequeno
(” < 1), comportdndose como si fuese un medio cuasi-transparente. Caso contrario serfa si el medio
fuese optically thick, es decir que es demasiado "grueso'para que la radiacion penetre mas alla de la
superficie, esto provoca que la radiacién se absorba casi completamente en la superficie provocando un
gradiente muy grande al interior del medio (porque pasa de una temperatura muy alta en la superficie a
temperatura ambiente en tan solo unos milimetros al interior del medio), lo cual genera que la radiacién
"no penetrez el medio tome un comportamiento como material thermally thick, por lo que no seria
correcto utilizar una temperatura promediada espacialmente, solo se deberia considerar la temperatura
superficial como se ha hecho en diversos trabajos de varios autores, continuando el acercamiento de la

teoria clasica.

Para evitar confusiones por notacion, desde ahora se omitiran las barras para representar las
propiedades constantes y solo se referird al promedio, para este caso temperatura promedio 7', con lo

que la Ecuacién 8.47 se reescribe como

%as (td)ﬁ(td) (Td(td) — Th(td)) + %as(th)ﬁ(th) (Th(th) - Too> (1 + ’Y)\(th)>

+ 2 (aw@h)ﬁ(th)L”A(th) eyt + m)) -

Cp,d

- %% [(ag(th)kg + aq(tn)ka + o (th)kw) <7"6Tgfh)) + (ag(ta)ky + aqlta)ka) <T8Tg§d))

+ag(t)pgcp.q (ungh(th)—&—ungd(td))—F(TqH)} —li [(ozg (th)kg+aq(tn)katou (th)kw) (iazggh))

r dp
+agltalky + aatta)ta) (37902 ) + g Oy (0 Thltn) + vTalta) + @)

+ % |:(ag(th)kg + aa(tn)ka + o (th)kw) (8Tgith)> + (ag(ta)ky + aa(ta)ka) (aTng)>

+ ay(t)pgcp.g (ngh(th) + ngd(td)) + (q")] ) (8.54)

Con la Ecuacién 8.49, se busca plantear el balance de energia de la Ecuacion 8.47 en funciéon
de las propiedades promediadas. Para ello, se integra en el volumen del estrato en que penetra la
radiacion (@1 — @a,l1 — la, 71 — 72) a ambos lados de la Ecuacién 8.54 y se divide por el volumen en
que la radiacién actia, resultando una ecuacion general para un sistema en coordenadas cilindricas con

presencia de humedad.
Ahora, considerando los siguientes supuestos:

i) El cuerpo de estudio es el volumen entre dos cilindros concéntricos de la misma altura finita, es decir,
sus limites son (p; =0 — o =27), (1 =0—= 1y =1,), (r1 =7, —ry =r; +9).
i) La temperatura no varia en el eje radial, por lo que los gradientes en este eje son cero (simetria

radial o axial).

i) La variacién a lo largo de la altura del medio varfa muy poco por lo que se considera despreciable, es

decir, el gradiente de la temperatura en el eje z es cero.
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Luego, se puede expresar la Ecuacién 8.54 en términos promediados como

%as (td)ﬁ(td) (Td(td) — Th(td)) —+ %as(th)ﬂ(th)(fh(th) - TOO) <1 + "/)\(th)>

+ % (as(th)ﬂ(th)LwA(th) +my (e, (th) +eg(td))> _

p,d
OTw(tr)
or

I R
(G377 =17)

+ (Oég(td)kg + ad(td)k‘d)r

[(ag(th)kg + aq(tn)ka + an(tn)kn)r

OTy(tq)
or

+ ag(t)pgcp,gUgr (Th (tn) + Td(td))
(ri+9)
0Tq(ta)

+ (o (ta)ky + alta)ka)r 2v?)

OTh(tn)
" or

or

) + (rqi-’,d(r) )] (8.55)

8.5.1. Condiciones de borde para un medio con multiples fases

- (ag(th)kg + aq(tn)ka + o (t)kw)

J

+ ag(t)pgcp,gugr (Th (tn) + Td(td)>

-1
— Tq7.7d
ri+d,d

Despreciando la variacién de energia de la fase gaseosa, se pueden establecer las siguientes

condiciones de borde para el problema segiin cada etapa (con o sin presencia de humedad).

r=rit=tn:  —hen(Th(tn) — Too) = — (g (tn)ky + aa(tn)ka + w(tn)ka) aTgith)
— ag(tn)pgCp,gugTh(tn) (8.56)
r=rit=ts:  —hea(Talta) — Too) = — (ag(ta)ky + ca(ta)ka) 8Tg£td)
— og(ta)pgcp.gugTa(ta) (8.57)
=140t =ty 0= — (ay(tn)ky + aq(tn)ka + aw(tn)ky) aTgit’l)
- ag(th)pgcp,gugTh(th)CL;;)\(tw) (8.58)
r=r;+6,t=tq: 0=-— (ag(td)kg+ad(td)kd)aTgiff‘”
— ay(ta)pgcp,gtg (Ta(ta)) (8.59)
r=r;+6,t: Th(tn) =Ta(ty) =Two (8.60)
T(r,tp) : Th(ty) = Ta(ty) =T (8.61)
Ta(r,0) : Th(0) =T (8.62)
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Con he p, he,q como coeficientes de transferencia de calor entre el medio y el ambiente que incluyen las

perdidas radiativas y convectivas para cada fase respectivamente. Con lo cual se puede reescribir

57 (t) B(ta) (Ta(ta) — Th(ta)) + %as(th)ﬁ(th)(fh(th) —Tw) (1 + 7A(th>>

+ 57 (anttnsen) a0 =

p,d

heh — 2 . .
— l7h (Th - Too) - m <(7"z',h + 5)Qal~/,h(ri7h +6) - (ri,h)q;/,h(ri,h))
he, 2 . .
T - (Td TOC) - ((ri +96)% — r2) ((Ti,d + 5)‘11’/,d(7"i,d +9) — (ri,d)q:f,d(ri,d)) (8.63)

8.6. Divergencia del flujo radiativo para un medio humedeci-
do

Como se trabajé en la seccién 7.5, el fenémeno radiativo es fundamental en el proceso de
calentamiento de este tipo de problemas, atin cuando el medio este humedecido, sigue siendo poroso por
lo que la conduccion se da a través de muy pocos puntos de contacto, asi, el fendmeno predominante en

el calentamiento interior es la radiacion.

8.6.1. Meétodo de los esféricos armdénicos para medio humedecido

La formulacién matemaética para este sub-problema aislado no cambia desde la formulacién en
seco, por lo que su planteamiento inicial es valido para este escenario. Recordando las ecuaciones que se

deben resolver de manera simultanea

En cuanto al término radiativo, éste deberia ser tratado andlogamente a las otras partes del
problema, considerando un comportamiento de la penetracion de la radiacién de manera distinta cuando

hay presencia de agua a cuando no la hay.

Se definen las propiedades que afectan a la penetracién de la radiacién segin el dominio que
se evaluie. Para la parte en donde existe agua, las propiedades se trabajaran como pertenecientes al
dominio 1 (para tiempo desde ¢ty — t, y dominio 2 para las propiedades en que el medio se encuentra

seco (t, — tig)

Dh RS [tooatb] / Q':“/ = (j;‘/,h(’r)|t:th (864)
Daq : tq € [to tig) / 4 = qa/nl,h(r)|t=td (8.65)

donde existe continuidad en el flujo radiativo incidente en el limite t,,,

lim ¢, (r) = lim g 4(r) (8.66)

th—ty, ta—t;

siendo @/ (r) el flujo radiativo en r, con los sub indices h,d para los dominios en que el medio contiene

]
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humedad y cuando esta seco respectivamente, como se presento anteriormente en Ecuacién 8.64,

Ecuaciéon 8.65.

Primero se plantean las condiciones de borde de manera general para ambos dominios, con lo

cual se tiene lo siguiente

V- §" =k (47L,(T) — G) (8.67)
VG = — (38— Ai0s) §” (8.68)
r=ry: 2" = 4J,(ry) -G (8.69)

donde q” es el flujo de calor radiativo total, V - ¢” es la divergencia del flujo de calor radiativo total, G
es la radiacién incidente, I (T) es la intensidad de la radiacién en el medio, Ay es un linear-anisotropic
scattering factor, Jy, (1) es el flujo de calor total dejando la superficie en la locacién ry, k es el coeficiente
de absorcién, o es el coeficiente de scattering (dispersién), S es el coeficiente de extincién, y se tiene

que:

B=rk+ o, (8.70)

Para este caso en particular, se asume un medio non-scattering (sin dispersién), por lo que
os = 0. De esta forma, el coeficiente de extincion es 8 = k. Luego, desarrollando las condiciones de

borde para coordenadas cilindricas de manera general, se pueden plantear en funcién de T

V-q" =k (4rL,(T) — G) %% (rq!) =k (4r1,(T) — G) (8.71)

g oG 1
VG =—- (36, — A10s) 4 o = 3K4,. (8.72)

Luego, desarrollando el término para el flujo radiativo
V-q"' =k drL,(T) - G) (8.73)
Lo ([ .\ _ 0
g (10, .\ oG

5 (o o) =—+(5) (579)

(8.76)
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Entonces, se puede combinar con la radiacién incidente VG = — (38 — Aj05) ",

1o 1o/ .
kOr \ror "
0

1 a i -1 a -1 1 8
——S \T"5 | 9 + 4, + = qr |~ + 4
r2 r r r  or
_} ﬁ -1 _ i -1 lﬁ -1 ﬁ 2 -1
r <8rqr> 72 <qr + ror W |+ or \ Or @ +
0

=—3kq’  (8.77)
=3k2¢! (8.78)
=3k2¢! (8.79)
(g () = 50
6722 (qg) + %% ) ) (8.81)

0? 0
7’2% (q;.') + "o (q;’ - (3/@21"2 + 1) <q;’> =0 (8.82)

En donde la Ecuacién 8.82 responde a la forma de una Funcion de Bessel Modificada, las cuales son del

tipo [Henner, Belozerova,Forinash]:
8.6.1.1. Ecuacion de Bessel

2%y (z) + 2y’ (z) — (k*2® +p*) =0 (8.83)

Cuya solucion general es

y(x) = C1Ip(kx) + CoKp(kx) (8.84)

Por lo tanto, la solucién a la Ecuacion 8.82 es de la forma:

¢/ (r) = Cily (\/ﬁm) + C2 Ky (\/gm’) (8.85)
8.7. Ecuaciéon de calor con un modelo radiativo para un medio

con humedad

Para resolver la Ecuacién 8.85 se deben considerar las condiciones de borde para la aproximacién

P, tanto para la parte humedecida como seca.

w
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r=ry: 2q" -h=4J, -G (8.86)
€
=5 (47 Iy — G) (8.87)
— 110
r=r 24", =4( gl () +oTh ) = (40T, — —=—(rg! (8.88)
tet e Kp T Or .
h T=Ti T=Ti h
— 110
r=ri+0 —24", 40T — <40T2 g (m;’)) (8.89)
tety, r=rin+6 kip T Or r=rin+6
— 110
r=r; 24, 4 =4 (q;'m(t) + ono) — (40T§ - (rq';’)) (8.90)
rety g Kq T Or r—ri 4
_ 1190
r=ri+6 —24!", 40T — <40T3 - (m;’)) (8.91)
tety r=r; a+6 kg T Or r=r; g+

Con lo anterior, se obtienen las constantes ¢y, co para la Ecuacién 8.85, la cual se obtiene en dos partes
segun las condiciones de borde usadas, obteniéndose una parte del flujo de calor total para el medio
himedo y otra para el medio seco, en donde existe continuidad en el flujo radiativo incidente en el

limite t,, como se definié anteriormente,

lm gy, (r) = lim g, 4(r) (8.92)

th—ty, ta—t,

Con lo cual se tiene:

q;/,h(r) =c1,11 (\/gffiﬂ’) + 21 K> (\/gﬁhr) (8.93)
Gy q(r) =c12 (\/gndr) + co0K> (\/é/fﬂ) (8.94)

8.7.1. Propiedades y humedad

Como propone Khan et al., las propiedades k, p y C,, son afectadas cuando hay un incremento
en el contenido de humedad. Ignorando la migracién de humedad y el pequefio calor de des-absorcién
del agua, las propiedades humedecidas pueden relacionarse de la siguiente manera; el calor especifico
aumenta como ¢, x = ¢, 4(1 + 5 Xg), la conductividad térmica kx = kq(1 + 2,1 - Ao) y la densidad
px = ps(1+ Ag). Las cuales corresponden a tendencias empiricas obtenidas solo como correlaciones
experimentales. De esta manera, en ausencia de otros modelos que incluyan la humedad a las propiedades

termo-fisicas, estas se pueden aproximar mediante las relaciones empiricas mencionadas.

]
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8.7.2. Dos problemas - inverse embeed technique

De esta forma, el problema de la Ecuacién 8.63 se puede separar en dos sub-problemas; problema
hiimedo P-1 y problema seco P-2 debido a la continuidad de todas las funciones en ambos dominios
de t y la dependencia de las variables. La temperatura al estar promediada espacialmente, pierde su
dependencia en las coordenadas (r, p, z) y solo depende del tiempo ¢, ademds, el problema radiativo solo
tiene dependencia en r que se ha separado de tal forma en que las condiciones de borde del problema
radiativo permiten separarlo en dos tramos, tanto para el dominio de t; como de t4, por lo que la
resultante, visto graficamente como una relaciéon T vs t, se puede observar la separacién y continuidad
de las variables T}, + T4 en todo el dominio de ¢.

Problema hiimedo Py:

% as(th)B(tn) (Th(th) — Too) (1 +vA(th)) + Oés(th)ﬁ(th)ft)\(th)] =

T~ 1) = gy (o O+ 0) = ()if(rin) ). (899

El problema htimedo Py, corresponde a un problema de secado o drying problem y consiste principalmente
en evaluar el calentamiento hasta que el agua contenida en el volumen de control es evaporada

completamente. Luego, el aumento de energfa de la Ecuacién 8.95 (lado izquierdo) puede ser reescrito

como
0 Oés(th) = Cp wmw(th)(Th - Too) Lw mw(th)
J— 2 —_—— 5 .
oV, mdcp,d(l h ZOO) + macp q Py + macp P (8.96)

por lo que reordenando los términos, se tiene

gas(th)
ot Vs

(8.97)

macp.a(Th — Two) (1 4 (cpw(Th — Too) + Lu) mw(th)>] .

MaCp,d (Th - Too)

Luego, considerando la definicién de la evolucién del contenido de humedad en base seca, se puede

obtener B
9 — (cpyw(Ty — Too) + Luy)
— |as(t th)(ITh —Too) | 1+ ~— — At . 8.98
5 [ (tn)B(tn) (Th ) ( epa(To— To0) (th) (8.98)
. . (Cp7w (Tb - Too) + Lw) . , .
Siendo I' = el incremento de energia necesario para calentar el agua y evaporarla

Cp,d (Tb - TOO) -
hasta que se alcanza la temperatura T normalizada por la energia necesaria para calentar el material

seco en ese mismo rango de temperatura. Luego, combinando este resultado con la Ecuacién 8.95

oras(t4)B(0) (Th() = Toc) (14 TAG)

heh = 2
L (T T) = g =y

(( ) (rin +8) — m,h)q;’,h(m,h)), (8.99)
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Problema seco Pg:

(ta)B(ta)(Ta(ts) — Th(ta)) =

hc,d
L.

ot
. d
((ri +6)2 = 77)

(Tu—Tw) - (a4 Diatria +9) = (iilalri)) - (8200)

8.8. Condiciones de ignicién para para el modelo de dos par-

tes

Cuando se habla de ignicién, se debe tener en cuenta que esta ocurre cuando se produce una
mezcla inflamable producto de un proceso de calentamiento en donde ocurre un aumento de temperatura
hasta alcanzar un punto critico en donde el aumento de energia en el medio sea suficiente para que se de

la presencia de flama y esta pueda mantenerse una vez que se retira la fuente de calor externa.

En este proceso, la presencia de agua se asume que solo es absorbida por el material sin producir
alteraciones estructurales, lo cual se traduce en que durante el proceso de calentamiento al aumentar la
temperatura, esta se ird evaporando desde las capas superiores hacia las interiores, es decir, en esta
parte del proceso se puede considerar como un proceso de secado en donde el agua migra a través
de las capas solidas, alcanza la interfase y luego escapa de la fase sélida. Al tratarse de un proceso
que involucra una fase sélida con material seco en contacto con la fase correspondiente al contenido
de humedad, durante el proceso de calentamiento se asumen ambas fases como inertes quimicamente,
por lo que es posible despreciar las perdidas de masa producto de la pirdlisis del material seco y solo
considerar las perdidas de masa producto de la evaporacién del agua contenida. Este supuesto es
fundamental para el modelo desarrollado ya que de lo contrario, la energia producto de las reacciones
quimicas deben ser modificadas y consideradas en los balances de energia, tal como se describe en la

Ecuaciéon 7.6.

8.8.1. Flujo critico

1
cre

El minimo flujo externo de calor al cual debe ser expuesto el medio ¢.. para producir la ignicién
se define de igual manera que en la seccién 7.7.1, pues es un aspecto externo al medio. No obstante,
la comparacién entre un flujo critico para un material seco y un material humedecido no es trivial,
pues es un valor dificil medir dada la sensibilidad con la temperatura y diversos factores. Pero desde
un punto de vista tedrico, el flujo de calor incidente es el que genera los aumentos de temperatura en
el medio al ser la fuente de calor externa, por lo que el medio al estar humedecido requiere de una
mayor cantidad de energia para alcanzar las condiciones de ignicién, esto se puede ver en la definicién
del los parametros u, A que representan el incremento de energia adicional que es necesario para el
calentamiento de la masa de agua y producir el cambio de fase. De esta manera, se puede decir que el
medio humedecido requiere de una mayor cantidad de energia para alcanzar la ignicién, pero eso no
significa que requiera de una mayor temperatura o que el flujo critico sea mayor, pues bien, el punto

de ebullicién del agua esta por debajo de las condiciones de ignicién del medio, por lo que este punto

]
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es solo un paso intermedio en el proceso de calentamiento, no asi con el tiempo de ignicién, el cual

intuitivamente serd mayor y se describira en las siguientes secciones.

8.8.2. Charring

Producto del agua en la muestra y dado que se ha considerado como un medio inerte quimicamente,
no hay presencia de material carbonizado en el medio producto de las reacciones quimicas con la
influencia del agua contenida en el volumen de control, por lo tanto, al igual que en la seccién 7.7.2 no
se considera en el modelo la presencia de material carbonizado que interfiera en los mecanismos de

transferencia de calor en la superficie o interior (debido a que se trata de un estrato poroso).

8.8.3. Temperatura y tiempo de ignicién

Como se menciona en la seccién 8.8.1, al haber presencia de agua contenida en el volumen de
control se requiere de energia adicional para calentar dicha agua y producir su cambio de fase en la
evaporacion, sin embargo, esto no se traduce directamente en que la temperatura de igniciéon sera
mayor ya que la temperatura de vaporizaciéon del agua esta por debajo de la temperatura de ignicién
de un material sélido (en la mayoria de los casos, puede varfan en situaciones puntuales). Este supuesto
sustenta la idea y metodologia utilizada para separar la ecuacién de calor en dos sub-problemas, por un
lado, un problema de secado en donde se calienta el medio hasta que se evapora toda el agua contenida
a una temperatura Tj que se alcanza luego de un tiempo de exposicién t;, mientras que por el otro se
tiene un problema clasico de ignicién de un medio sélido en donde este es calentado hasta alcanzar
la ignicién a la temperatura Tj, luego de un tiempo t;,. Lo anterior es gracias a la continuidad en el
punto de ebullicién del agua, en donde el punto de término del problema de secado es la condicién
inicial del problema de ignicién en un sélido. Mayores detalles de las condiciones de ignicién para un
solido se describen el la seccién 7.7.3, las cuales también son validas para el problema de secado junto a

las condiciones aqui mencionadas,

8.8.4. Criterio de igniciéon

Las condiciones de ignicién dadas en la seccién 7.7.4 son andlogas para el caso con humedad, sin
embargo, las condiciones al problema modelado cambian pues el problema se encuentra separado en dos
partes. La ignicién ocurre cuando el flujo externo que incide en el medio ¢/, . es igual al minimo flujo
necesario para que la ignicién ocurra a la temperatura Tig luego de evaporar el agua a la temperatura
Ty, es decir, el flujo critico ¢, c.cri-que se da luego de un largo tiempo de exposicion al flujo externo ¢;, o
bien cuando las variaciones de la temperatura en el tiempo son lo suficientemente pequenas como para

considerar que se ha alcanzado el estado estacionario para ambos problemas. Por tanto, la Ecuacion 8.63

]
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debe cumplir que

hc,h o2l 2 . .
0=— L (Th - Too) - m <(Ti,h + 6)Q:~/,h(ri,h +0) — (Ti,h)q;/,h(ri,h)>

hc,d
L.

(Td - Too) - m ((Ti,d + 5)@4’@(”@ +4) — (Ti,d)q';/,d(ﬂ,d)> (8.101)

8.8.5. Resumen de los supuestos considerados en la derivacion del modelo

para el medio con humedad

A continuacion se presenta un resumen de los supuestos y consideraciones empeladas para el
desarrollo del modelo de ignicién para un medio con presencia de humedad. En la Figura 8.1 se muestra
de manera esquematica como se ha considerado el fenémeno fisico para coordenadas cilindricas en un

medio poroso con presencia de agua en el volumen de control.

Figura 8.1: Esquema del proceso de seca-
do del agua contenida en un medio poroso
en coordenadas cilindricas. Fenémeno mo-
delado para el caso del I-FIT con contenido
de humedad.

1. El estrato vegetal se considera como un medio continuo, en donde la fase gaseosa y la fase sdlida,
incluyendo la parte seca y agua en el problema de secado, se encuentran en equilibrio térmico. Lo
anterior permite tratar a todas las fases como un solo medio para intervalo [t,tp], considerando
variables para un solo medio y no tener que resolver ecuaciones de calor de manera simultaneas
para la fase gaseosa y sélida. Luego, el mismo supuesto permite tratar a la fase sélida seca y
la fase gaseosa como un solo medio en el intervalo [ty,t;4]. De esta manera ambos dominios y
recorridos de las funciones tiene un solo set de ecuaciones de conservacion que se deben resolver

sin incurrir en el acoplamiento de ecuaciones como las momentum dentro del mismo problema.

2. Los elementos del estrato vegetal permanecen inertes quimicamente durante el proceso de calenta-
miento, es decir, hasta antes de que la ignicion ocurra. Este supuesto sustenta el hecho de no incluir

las ecuaciones de conservacion de masa y momentum y que deban resolverse simultaneamente

]
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junto a la ecuacién de energia. Por lo tanto, el proceso de pirdlisis y su efecto en el calentamiento

del estrato es despreciado.

3. El agua contenida en el volumen de control no participa en ninguna reaccién quimica que pueda
modificar la ecuaciéon de calor, es decir, también se considera como inerte quimicamente durante

todo el proceso de secado.

4. La distancia del medio que esta afecta al proceso de calentamiento estd dada por el camino libre

medio de radiacién §, el cual es calculado usando la férmula estdndar 6 = 4/aw.

5. La ignicién ocurre cuando se alcanza la temperatura critica o temperatura de ignicién espontinea
Tig = Tig,sp- En la practica, la temperatura de ignicién se alcanza en la superficie més cercana a
la fuente de calor, sin embargo, el modelo desarrollado en este trabajo, obtiene la temperatura
promediada espacialmente, lo cual también aplica para el caso de la ignicién, es decir, se obtiene
Tig~

6. En el punto de vaporizacién del agua, se considera que las ecuaciones diferenciales de cada sub-
problema son continuas en dicho punto. En este punto se considera que a la temperatura media de
vaporizacién el agua de todo el volumen es evaporada. Es cierto que esto no es necesariamente asi,
ya que al ser promediada espacialmente, la temperatura cercana a la superficie expuesta alcanzara
antes la temperatura de vaporizaciéon y hacia adentro del medio puede que en ese tiempo ain no
suceda lo mismo, pero debido a los gradientes de temperatura y la poca masa de agua presente,

se puede considerar este supuesto como valido.

7. Las propiedades termo-fisicas son obtenidas como un valor aparente, esto quiere decir que en
un escenario realista, estas propiedades pueden experimentar variaciones en la medida que
se producen gradientes de temperatura. Para esto, en secciones posteriores se presentard una
alternativa en donde se obtienen propiedades efectivas afectas al impacto de la humedad, pues
al trabajar la evolucién del contenido de humedad en base seca, no se puede separar el efecto
de la densidad del material seco del contenido de humedad. No obstante, en la literatura hay
referencias disponibles de relaciones empiricas para las propiedades termo-fisicas modificadas por

el contenido de humedad inicial.

8. El desarrollo del modelo esta dado por la teoria de ignicién basado en calentamiento radiativo de

un material inerte.

9. El agua contenida en estrato combustible, ya sea solo contenida de manera superficial por
el material seco, o bien, absorbida en parte al interior del material sin alterar su estructura,
es evaporada del volumen de control sin alterar la biomasa a un nivel quimico o estructural,
considerando que el estrato de estudio corresponde a biomasa muerta desde un punto de vista
nutricional pero que ha sido rehidratado por un mecanismo externo y no como un proceso
natural. Lo anterior se traduce en que durante el proceso de secado, el agua contenida sube a
la superficie del material seco que la contiene, alcanza la interfase entre la fase sélida y gaseosa,

donde finalmente sale de la fase sélida en forma de vapor [18].

10. El volumen de control considera la presencia de agua, por lo que durante el periodo de calenta-

miento, esta experimenta un proceso de secado. De esta manera, el volumen de material sélido en

]
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la fase s cambiard a medida que transcurre el tiempo de secado del material, asimismo, existira
una perdida de masa asociada al agua (fase w), por lo que las propiedades aparentes como la
densidad o masa total contenida en la fase s experimentaran variaciones con el tiempo hasta
que toda el agua contenida sea evaporada en el punto de vaporizacién a T}, luego de lo cual se

consideran constantes debido al supuesto de material sélido seco inerte.
11. Se considera una transferencias de calor unidimensional solo en la direccién r.

12. La variacién de entalpia de la fase gaseosa se puede despreciar de la ecuacion de calor.

8.9. Resolucion numérica exacta para el modelo de dos par-

tes

Tal como ocurrié para el modelo sin humedad en el Capitulo 7, la temperatura aparece como
variable explicita e implicita, por lo que no es posible obtener una expresion analitica de manera directa.
El problema se vuelve atin mas dificil de manejar al tratar la humedad como una funcién que evoluciona
en el tiempo y considerar dos partes, una para secado y otra para ignicién, por lo que con las condiciones
de ignicién presentadas en las secciones anteriores, solo es posible resolver numéricamente el modelo de

la Ecuacién 8.63.

8.10. Modelo analitico para el modelo de dos partes

Ya que no es posible obtener una expresién analitica desde la Ecuacién 8.63 desde el punto
de vista del dominio de las funciones (sin considerar el tipo de funciones provenientes del término de
radiacién ain), para poder obtener una solucién se realiza un procedimiento inverso de los moving
boundary problems [2, 7, 10], en donde al tener condiciones de borde variables y con ello, ecuaciones
diferenciales de diferentes dominios, se realiza algo similar ya que el escenario es inverso, pues se tiene
un problema con dominios diferentes. Por ello, primero se resolvera el problema del primer tramo, ya
que el borde del dominio de este problema es el inicio del otro sub-problema, es decir, la condicién y

resultados obtenidos en T’ (t,) = Tp(tp) son los valores de la condicién inicial del problema P,.

8.10.1. Problema P,

Entonces, planteando el problema que involucra el calentamiento de la parte de material seco y

el contenido de humedad, se tiene

%ad(th)ﬂ(th) (]. + F)\(th)> (Th) =

hc,h
L.

2
((ri +0)> =)

(Th — Two) — <(7°i,h +6)d, p(rin +06) — (Ti,h)qq/«/,h(ri,h)>a (8.102)

]

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Industrias 137



8.10. MODELO ANALITICO PARA EL MODELO DE DOS PARTES

el cual es bastante similar al la Ecuacién 7.32 de la seccién 7.4, pero posee elementos que no permiten
resolver y aproximar el modelo en la misma forma, por una parte se tiene la presencia de dos fases, luego,
las propiedades termo-fisicas de las fases no son constantes por lo que si muestran un comportamiento
variable a medida que avanza el tiempo del calentamiento, mateméaticamente esto significa que no

pueden dejarse fuera de la derivada temporal en el laso izquierdo de la ecuacién.

Se ha relacionado el contenido de humedad de manera conveniente para permitir tener el
problema planteado en esta forma, esto significa que si bien el problema considera la humedad y las
propiedades cambian, matematicamente solo se trata de una nueva variable respuesta, por lo que solo
el lado izquierdo es el que presenta las modificaciones importantes. Se debe notar que el término de la
radiacién y el término de perdidas de calor por conveccién son similares al caso anterior por lo que es
posible obtener un modelo para la radiacién de manera similar. Como se describié al inicio de esta
seccién (ver seccién 8.7.2), el problema se resuelve por parte, por ello, al igual que en el Capitulo 7
se obtendra una expresién analitica para el problema que involucra la presencia de agua dentro del
volumen de control. Primero se reescribe el problema en forma factorizada tal como en se hizo con la

Ecuacién 7.78

Sraatn(0) (1 TN ) (Ta) = —bushen (T~ To) + bl (8)—bon (T - T2) . (820)

la que también posee forma de una ecuacion de Chini

dy _

Y = @y @) + 9@y + h),

por lo que para obtener un modelo analitico, se linealiza el término radiativo mediante una expansién
en series al rededor de T

—4 " 3 =

T, —T, ~4T, (Th — Too) ,

obteniéndose una expresion linealizada como

%ad(th)ﬁ(th) (1 + F)\(th)> (Th) =

— by nhen (Th — Too) + bindime(t) — bondT3 (Th — Tao) . (8.104)

Se define un nuevo coeficiente combinado como hrp = hep, + 4ba p/ bg,th)o, con lo que se reescribe la
Ecuacion 8.103

%ad(th)ﬁ(th) <1 + F/\(th)> (Th) = —bg,hhﬂh (Th — Too) + bthglnc(t). (8.105)

Ahora bien, con el planteo compacto de la Ecuacién 8.105 es posible resolver la ecuacién diferencial y
para ello se realiza un proceso de normalizacién como se realizé para el modelo sin humedad. Para ello
se define una funcién g(t) que representa la variacién de energia producto del efecto de la humedad en

las propiedades térmicas y se define como

g(t) = aq(tn)B(tn) (1 +TA(tr)), (8.106)

]
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de esta manera, la Ecuacién 8.105 se reescribe como

Thf +9g—— = —bg’hhTyh (Th — Too) =+ blth;lnc(t). (8107)

Nota: Desde la ecuacion general de energia, se tiene que la entalpia es una variacién respecto de T
hasta la temperatura medida, sin embargo, se trabaja la variacién de la energia en el tiempo, por lo

que la constante T, es cero y es omitida de las ecuaciones. Luego, se define 6,

T - Ta
Ty —Te
Derivando en T, i <9h> :i (Th_TOO>
dT'y, dT, \ Ty — Teo
dé, 1

T~ ) (8.108)

O,

Luego reemplazando en la Ecuacién 8.107 y dividiendo por (bl,hqggbc7c,.i)

Ty — Tro d Ty, — Ty dé bs.ph Ty — Teo i (t
o (l’ >g+g(t) (b ) h_ banbra (T )9h+ G (3109)

1 1 1! 1
bl»hqinc,cri dt b17hqinc,cri dt b17hqinc,cr7i qinc,c’ri

Asi, con al definicién de pardmetros normalizados

0 :(Th_Too) - :(Tb_Too)
" T(Ty — To) " b ndfe s

by nhan (T — To) ine(t)
1! Ph == )

1
blvhqinc,cri qinc,cri

U =

se puede reescribir la Ecuacién 8.109 de manera compacta

dg déy,
\ LA + . A1
Th at On + Thg(t) dr Yrbn + (1) (8.110)

Luego, reordenando los términos

49y

Th h
dt M 0 en(®) , (8.111)
Th9(t) dt mh9(t)

—_— Q(t)
P(t)

se obtiene una ecuacién diferencial en la forma

dd—gf + P(t)0y = Q(t). (8.112)

En la Ecuacién 8.112 se puede observar que esta tiene la forma de

y'(z) + Px)y(z) = Qz)y(z)", (8.113)
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la cual corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no homogénea de coeficientes

variables cuya generalizacién es conocida como ecuacion diferencial de Bernoulli.

Sea el cambio de variable definido como z = y(z)*~", entonces

dz —ndy
= L= my(@) ™" (8.114)

por lo que se puede replantear lo siguiente

(1 =n)y " (@) (¥ () + Pla)y(z)) =(1 — n)y " (z)Q(z)y" (x)
(1 —n)y"(2)y'(z) + (L = n)y " () P(z)y(z) =(1 — n)Q(z)
Z'(x) + P(x)(1 —n)z(z) =(1 — n)Q(x), (8.115)
p(z) a(z)

que corresponde a una ecuacion diferencial lineal de primer orden no homogénea normalizada. Luego,
puede ser trabajada como la Ecuacién 7.90, es decir, como una ecuacién diferencial de coeficientes

variables.

Sea u factor integrante definido como u(x) = exp ( Ik p(x)dx), luego, se multiplica a ambos lados
de la Ecuacién 8.115

) (+0) + p()2(0) ) =uta)a(o)

W) 0 =uonte) ] |

C 1
z(x) :m + m/u(w)q(w)dm (8.116)
——

zn () zp(x)

En donde nuevamente se tiene una solucién particular y una solucién homogénea. Luego, expandiendo

el factor integrante como p(z) = exp ([ (1 — n)P(z)dz), la solucién en y(z) esta dada por

v = Cop— ([0~ mp)

+exp (- / (1— n)P(x)d:c) / [exp ( / (1— n)P(m)dm) (1— n)Q(m)} do. (8.117)

Lo anterior corresponde segtun la Ecuacién 8.112 a un caso particular con n = 0, donde se necesita
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conocer el valor de la constate C' de la condicién inicial, por lo que

y(z) = Cexp (- / P(x)dx) + exp (— / P(x)dm) / [exp ( / P(@@;)Q(x)] de.  (3.118)

yn () yp(x)

De esta manera, la solucién de la Ecuacién 8.112
On(t) = Onn(t) + Onp(t), (8.119)

tiene como solucién homogénea a

d
Thdfg +Yn
thh(t) =C exXp | — T(t) dt

dg

dt Vn 1
12
Cexp ) dt + - ) dt (8.120)

to to

La Ecuacién 8.120 representa una expresiéon general para cualquier comportamiento de la evoluciéon
del contenido de humedad, por lo que para continuar el desarrollo hacia una expresién especifica se
debe definir u obtener de manera experimental (o bien literatura), una forma para la evolucion de la
pérdida de agua, ya sea constante, lineal, polinomial o bien exponencial. Desde este punto, con el fin de
obtener una expresién analitica y ver la forma del modelo analitico conjunto, se evaluara para un perfil

constante de la evoluciéon del contenido de humedad fijado por la humedad inicial \y. Con ello
9= 0as0B0(1+TAo), (8.121)

por lo que la Ecuacién 8.120 continua como

On,n(t) =C exp — <%t>

9Th
Condicién inicial = Th(0) =T
1;: :]T’:: =Cexp (0)
0=C
On,n(t) =0. (8.122)
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Dado que la constante C' = 0, se tiene que existe una solucién particular en la forma

t t
0h717(t) =€exXp | — ﬁdt /exp < %dt) Mdt

97h 9th ) 9Th
to to
t
t
— exp (—wh(t - t0)> /exp (wht> ont) gy (8.123)
9Th 9Th 9Th

0

El flujo de calor incidente puede tener un perfil temporal variable, por ello no se puede resolver sin
definir un perfil en particular. Sin embargo, la Ecuacién 8.123 representa la formulacién general de
la EDO para el problema con humedad, para el cual solo basta con definir un comportamiento de la
radiacién incidente y continuar la resolucién. Para continuar con en andlisis se asume un perfil constante

por lo que el flujo de calor incidente queda como ¢,,., y con ello, ¢ ya no es dependiente de la variable

tiempo
O () = exp <—;i’;(t - to)) (‘ZZ exp (;’T’;(t - t0)> ;TZ + K>
:% + exp (—;ﬁ_};(t — t0)>K
Condicién inicial = Ohp(to) =0
_% K
Onp(t) :% - % exp <;/:;(t - to)), (8.124)

por lo que finalmente, combinando los resultados de la Ecuacién 8.122 y la Ecuacién 8.124
On(t) = 21 (1 — exp (—wh(t - to))> . (8.125)
(o 9Th

Regresando a las variables y pardmetros originales, se tiene una expresién analitica para la temperatura

promedio humedecida T,
(Tn = Te)
(T —T5)
ine b1 h imeeri |~ exp bsnhrn (To—T) Ql/h% (t— to)

- . it . — — - . — — o )

dircars bsnhrn (Ly—To) b ez asB(1+T) (To—T)

y finalmente

- b1 i, bs,nhr
Ty =T — e 1] ——(ty, — ¢ . 8.126
h 0o T bS,hhT,h exp asﬂ (1 + FAO)( h O) ( )

8.10.2. Problema P,

El problema para la parte seca t € [ty, ;4] se resuelve de manera andloga al problema planteado

en la seccion 7.9 del Capitulo 7, en donde se pueden encontrar mas detalles acerca de las condiciones
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criticas de ignicién. Ahora, replanteando el problema de la seccién 7.9 en términos del subproblema
seco trabajado en este capitulo, se tiene

T ho

as(td)ﬁ(td)ﬁ = —E(Tg _Too) —

2

(CEDEED) ((h‘,d +0)q, 4(ria+9)— (Ti,d)q';l,d(rz‘,d)> - (8.127)

Para ello, se redefinen los parametros en la notacién trabajada en este capitulo para resolver la
Ecuacion 8.127
0T 4

_ ) —4
€aBa 5t = = baahed (Ta = Toe) + bradfne(t) = baa (T - T;*O) . (8.128)

Tal como se ha explicado con anterioridad, debido a la forma de la ecuacién es necesario aproximar el
término radiativo para obtener una expresién analitica, luego, se define un nuevo coeficiente combinado
como hr g = heq+ 4b27d/b3,dT§’07 con lo que se reescribe la Ecuacién 8.128

Ty

adﬁdﬁ = —b3.ghr,a (Ta— Too) + b1,adim.(t). (8.129)

Con esto se definen los parametros y variables normalizadas

0, — Tq—Ty . ~afa (Tig —T)
d —= = d="7 3
Tig - Tb bl,dqg/nc,cri
p —beahra (Tig — To) _ dne(t)

bladq-gglc,cri 4 qgnc,cri

Obteniéndose la Ecuacién 8.129 en la forma

00 B
5+ o =", (8.130)

la cual tiene forma de
y'(x) + P(z)y(z) = Q(z),

que corresponde a una ecuacién diferencial lineal de primer orden para un caso no homogéneo, de
coeficiente P(x) constante. Asi, para una EDO con las condiciones de la Ecuacién 8.129, se tiene que

su solucién estd dada por una parte homogénea 64 j,(t —t;,) y una solucién particular 6q (¢t — t5)

0a(t) = 0 (t) + 0ap(t). (8.131)
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La soluciéon homogénea esta dada por
t
ed,h(t) :C’exp - / %dt
Td
ty

~Cexp (<24 -1)

Td
Condicién inicial = T(ty) =T}
Ty, —T
b _Cexp (ty — tp)
Tig - Tb
0=C
4.1 (ty) =0. (8.132)

Dado que la constante C = 0, se tiene que existe una solucién particular

t t
'l/)d ’l/)d Sod(t)
- - —_— —2d
9d,p(t) exp J y dt /exp (/ » dt> t

ty

= exp (—fj(t - tb)> /exp (wdt> palt) g (8.133)

Td Td

b

Como se definicién en el problema con humedad de la seccién anterior, se considera un perfil constante
para el flujo de calor incidente, por lo que este queda como ¢ ., v con ello, ¢ ya no es dependiente de

la variable tiempo

By (t) = exp (-fj(t - tb)> (Td exp (fj(t - tb)> 21y K)

Vg
:% + exp (—:p_:(t - tb)>K
Condicién inicial = 0ap(ty) =0
N
Oap(t) =% - % exp (—fj(t - tb)), (8.134)

por lo que finalmente, combinando los resultados de la Ecuacion 8.132 y la Ecuacion 8.134

0a(t) = % (1 — exp (—i’d(t - tb)>> . (8.135)

d
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Regresando a las variables y pardmetros originales, se tiene una expresién analitica para la temperatura

promedio seca Ty
=)
qr. b1,d Gireeri 1— exp bs.ahr.a (Tig—T5) bd imear (t—t)
: . T _ . _ _ - . — — — Uy )
Gireori bsahra (Tig—T5) b Gt aapicpa(Leg—T0)

y finalmente

mo_T bl,dqglnc b3,th,d
Ti=Ty+ —"|1—exp| ————>— (td — tb) . (8.136)
bs.ahT,q QO dPdCp.d

Ahora, con ambas expresiones para la temperatura (Ecuacién 8.126 y Ecuacién 8.136), se puede
obtener una funcién por tramos para la evolucién de la temperatura promediada espacialmente T'(t)

incluyendo el efecto del contenido de humedad, recordando la Ecuacién 8.16
Tig(t) = Too(t) = (Tig(ta) — Th(ta)) + (To(tn) — Too(tn)) th € [too, to], ta Elty, tig),

por lo que sumando ambas expresiones el término 7', se cancela en t,, y se obtiene finalmente

T(t) =Ts + 7b1’hqglnc [1 — exp (—b3’hhT’h (tn — t0)>]
* by phrg 05,080 (1 + 7o)

by,adj, [ ( bs,ahr,d ) ]
4 Bdfine g eny [ = 2240d Yy (8.137
ot [ 1 oxp (- BALLY )| (s

8.11. Medidas experimentales para el modelo de dos partes

Las medidas de temperatura experimentales deben ser calculadas de manera andloga a como se
planteo en la seccién 7.10 del Capitulo 7, ya que esta varia en el tiempo y segin su penetracién en la
direccion 7, es decir T'(r,t), por lo que atin cuando la temperatura puede tener un comportamiento
(gradiente) diferente segiin el intervalo que se evalia, al ser discretizada este efecto ya es incluido pues es
ponderado por la distancia a la que se mide. Esto es posible solo por el hecho de tratar la temperatura
como un fenémeno volumétrico y ser promediada espacialmente, lo cual no seria posible en un promedio

temporal dado que la ponderacién de cada paso de tiempo es desconocida a priori. Luego

la @2 7

f T(r, ¢, 2, th, ta)rdrdedz
f(thatd): li w1 71

la w2 7

f f rdrdpdz

i ¢1 ™

27l Y- T(rj,th, ta)Ar

i=1
o 8.138
wl, (13 —r?) ( )

]
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donde T'(rj,tn,tq) corresponde a la temperatura medida por la termocupla (T'C;) en la posicién

Tj.

8.12. Unificacién de los modelos para fase seca y con hume-
dad

Como se ha presentado en las secciones anteriores (8.10.1 y 8.10.2), es posible obtener expresiones
analiticas para cada tramo, separando el problema en dos sub problemas de manera similar como se
trabaja con los problemas de secado y cambio de fase en el proceso de fusién pero de manera inversa,
es decir, un set de ecuaciones diferenciales es separado en dos. Sin embargo, este método no permite
obtener soluciones de manera rapida ya que requiere la soluciéon de un problema para poder resolver el
siguiente, ademas, no es posible obtener relaciones lineales debido al cambio de pendiente producto del

cambio de funcién de temperatura segin cada intervalo de tiempo.

Para abordar estos inconvenientes, en esta seccién se propone abordar el problema genera como
un problema de secado. Esto se traduce en que se relajan los supuestos usados a lo largo de este
capitulo de tal manera que ahora se considera todo el proceso de calentamiento bajo un solo intervalo
de tiempo, es decir, ahora t, € [to,t;4] por lo que se considera que la humedad participa a lo largo de
todo el proceso, mientras que por otra parte, se considera como despreciable las variaciones asociadas a
la fase gaseosa. Aun cuando esta consideraciéon no sea correcta y reste precisién de las predicciones,
representa una aplicacion 1til para obtener correlaciones de manera rapida sin un alto impacto en la
precisiéon como ocurre por ejemplo con la linealizacién de la radiaciéon. Este tltimo punto se discutira
més adelante, ya que representa un punto de sensibilizacion importante, pues plantea la pregunta
acerca de que efecto tiene un mayor impacto en el proceso de calentamiento, es decir, el contendido de

humedad o la penetracién de la radiacion.

Dado que ahora el problema no se divide en intervalos de tiempo, se reférmala el planteamiento

general desde el inicio y para ello se debe recordar la Ecuacién 8.32

Graata)Bta) (Tigt) = Tulta) ) + grau(tnen) (Tuten) = T ) (14900) )

0 Ly,

+ = as(th)ﬁ(th)ix\(th) + mgeg(th + td) = der.
ot Cp,d

Replanteando los términos en funcién de un solo intervalo de tiempo ¢, y despreciando la entalpia

asociada a la fase gaseosa, se tiene

0

a@(mﬁﬁ(m» (Tlg (tu) - Tw(tu)> + g

0 (68000 (Tult) - T ) (1492(0))

+% (as(tu)ﬁ(tu)L“’A(ts)> =der. (8.139)

Cp,d

De esta forma, la diferenciacién respecto del tiempo es homogénea para todos los términos por lo que

es posible agruparlos dentro de un solo operador diferencial, ademas, las propiedades « y 5 ahora son
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continuas y validas para todo el intervalo independiente de si se refieren al material seco o al agua, por

lo que se pueden agrupar bajo el mismo subscript s para referirse a la fase sélida completa

0

En |:Oésﬂ (Tig(ts) — Tw(ts)) + asfB (Tw(ts) — Too) (1 +7A(ts)) + <aS,BCLw)\(tS))] =der, (8.140)

p,d

lo cual, en término de las propiedades propiedades promediadas, se puede reescribir en la forma de la

Ecuacién 8.55 como

% [asﬁ (Ta—Ts) +asB (To — Too) (1 +yA(ts)) + (asﬂi:;)\(ts)ﬂ = der (8.141)

haciendo uso de las condiciones de continuidad en Th(t,) = Ta(ty) = T, (Ecuacién 8.61). Luego,

factorizando y ordenando términos

01 S — — CpawMay (L)
av [mdcpyd (Td — Tb) + macp.d (Tb — Too) <1 + pCp,d’md> + mw(tu)Lw] = der, (8142)
es posible obtener
01 — _
5T [(Macp.a (Ta— Too) + muw(te) (¢pw (T — Ts) + Ly) | = der. (8.143)

Por la definicién de la evolucién del contenido de humedad en base seca, es posible reescribirlo

como

o1
otV

Cp,d

_ Cpw (T — Too) + Ly
macp.a (Ta — Too) + A(tu) ( pw (T ) ) mdcp,d] = der, (8.144)
con lo que se puede compactar en términos de ag y 8

9
ot

asB(Ta—Tso) + asf3 (C’““ (T ; Too) + L”) )\(tu)] = der. (8.145)
p,d

Luego, la Ecuacién 8.145 se puede convertir en

Cp,w (Tb - Too) + Ly
ep.d (Tig — Too)

o _

aasﬁ (Ta—Tx) <1 + )\(tu)> = der, (8.146)
considerando la energia adicional requerida para calentar el agua como normalizada por la energia
necesaria para todo el proceso de calentamiento. Esto, mientras se produce un gradiente de temperatura
hasta lograr la ignicién en Tl-g. Ahora, considerando la energia adicional que se requiere para calentar

y evaporar el agua normalizada por la energia necesaria para todo el proceso de calentamiento como
B (a,,,w (Ty — Too) + Lus

, se obtiene
Cp.d (ng — Too) )

9 _

aasﬂ (Ty — Tso) (1 +TA(ty)) =

2
((ri +0)* =r7)

<(Ti,u +0)g) (riw+9) — (ri,u)d;f(m,u)) (8.147)
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8.12.1. Divergencia del modelo radiativo para el modelo unificado

El procedimiento y justificacién para la obtencién de la divergencia de la radiacién mediante el
método de los esféricos armonicos se puede ver en mayor detalle en la seccién 8.6. La formulacion ya se

realizé para la parte de secado del problema de dos partes
gy (r) = Cih (\/ﬁna,sr) + Oy K, (\/??na,sr) : (8.148)

por lo que para este modelo unificado solo cambian las condiciones de borde de la formulacién

previa.
r=r"y: 2¢q" -h=4J, - G (8.149)
—— (4r1,, - G) (8.150)
2—¢€
— 110

r=r; 24 =4 (qg;w(t) + 0T§o> - (40T§ -—== (chi.')) (8.151)

tEL, ’ =T s Ks T 87' =T

— 110
r=r;+9 —2(}1{5 :4orT§O - <4UT;1 - —— (rcjﬁ)) (8.152)
tet, r=ris+0 ks T 87‘ r=r; s+0

De lo anterior se obtiene un modelo radiativo para el problema de secado en todo el intervalo de tiempo
tal como en el Capitulo 7, sin embargo, difiere en que este modelo considera la humedad a través de las
propiedades térmicas, esto es, mediante una evolucién en el tiempo del contenido de agua por lo que
las propiedades pasan a ser funciones del tiempo y el modelo radiativo debe ser resuelto de esta manera
junto a un perfil temporal de la radiaciéon incidente. No obstante, como se ha hecho en las secciones
anteriores, por simplicidad y continuar hacia expresiones generales, se considera que el flujo incidente
glr . tiene un perfil constante y las propiedades térmicas pueden ser ajustadas a la humedad solo con su

valor inicial Ay tal como se describe en la seccién 8.7.1.

8.12.2. Resoluciéon numérica exacta para el modelo unificado

Como el modelo se unificado, ahora tiene la forma idéntica al modelo del problema de secado,
por lo que sus condiciones de ignicién son las mismas descritas en la seccién 8.8, y se tiene el mismo
inconveniente de resolucién por la temperatura como variable implicita. De esta manera, este problema
unificado se resuelve numéricamente para una temperatura de ignicién exacta obtenida numéricamente

para el estado estacionario

2
((ri +0)> =r)

hc,u

0=-7

(Tu —Tw) - ((n;u +0)4) (ri +0) — (n,m:’(n,u)), (8.153)
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8.12.3. Modelo analitico unificado

Obtener una tnica expresion analitica para la evolucion de la temperatura ahora si es posible
mediante un procedimiento similar al utilizado para obtener la expresién para el modelo de secado de
la seccién 8.10.1, para ello, se reescribe la ecuacion de calor en conjunto con el modelo radiativo de

forma factorizada
0 3l _ =3l -1 ki 4
aasﬁ (Tu — Too) (L4+TA(tw)) = —b3 she,s (TS — TOO) + b1 5 (t) —bos (T, —To ) s (8.154)

desde la cual se puede reformular de manera compacta mediante la definicién del coeficiente combinado

como hr,s = he,s + 4bs /b3 s T2, resultando en
o — .
aozsﬂ (Tu — Too) (1 + TA(ty)) = —bs shrs (Ts — Too) + b1 sl (t). (8.155)

Para el caso méas simple considerando ajustes solo por el valor del contenido de humedad inicial Ag y

un flujo incidente con perfil constante, la Ecuacién 8.155 queda

oT,,
9" o1

= _b3,uhT,u (Tu - Too) + bl,uq';fn‘m (8156)

para g = asf (1 4+ T')\g). Luego, con la introduccién de las variables y pardmetros normalizados

(Tu - Too) (Tzq - Too)
au - E—— Ts :f
(T'ig - Too) blauqinc,cri
_ b3v“hT7“ (TZQ - TDO) _ q::zc
1/15 o blﬂiqgfnc,cri o _qgfnc,cri

se tiene lo siguiente

u  Yuy _ Pu 1
q +gTu0“ = (8.157)

Lo cual corresponde a una ecuacién diferencial lineal no homogénea, sujeta a la condicién inicial

0s(ts = 0) =0, por lo que su solucién estd dada finalmente por

0u(t) = 24 (1 — exp (—w“(t - t0)>) . (8.158)

B (0 [

Luego, regresando a las variables y parametros originales, se tiene una expresion analitica para la

temperatura promedio para todo el intervalo de de exposicién hasta alcanzar la ignicién en T4

(T — T)
dine . blv“% . |} — exp <— b3.uhTu L. >’ . %gi;@ > (t— to)]
st byl (L) bz af 1+ Tho) (Tig—Te]

y finalmente

Ty=Tx+ Drudine {1 — exp (—bB’"hT’u(t — to)ﬂ . (8.159)
bB,uhT,u a3 (1 + FAO)
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8.13. Resultados

En esta seccion se presentan algunos de los principales resultados obtenidos por el modelo con

humedad para, los cuales son contrastados con datos experimentales de campanas previas. Para ello, se

mantienen las condiciones con que se realizaron dichos experimentos, por lo que los resultados que se

muestran a continuacién son para un contenido de humedad constante A=17 % y flujo de calor incidente

glh . constante.
8.13.1. Temperatura de ignicion
450: ______
400
< |
&~ I r=2%
A=17%
350 A =40%
A =70%
A =100%
_____ 7_"11:
_________ T‘/)
00 v o b
0 500 1000 1500 2000 2500
t(s)
()

450 C
400 -
< |
~ I r=2%
i A=17%
3301 A =40%
I n=70%
I X =100%
v, -~ TT=== Ty
0 - - A T T
0 200 400 600 800 1000
t(s)
(b)

Figura 8.2: Evolucién de la temperatura promedio para diferentes contenidos de humedad A para (a) flujo de

1

calor incidente ¢,.=9,82 kW/m? y (b) un flujo de ..

=20,85 kW /m?>.
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Figura 8.3: Evolucién de la temperatura promedio para diferentes flujos incidentes ¢;y,. para (a) contenido de
humedad A=17% y (b) contenido de humedad A=70 %.
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Figura 8.4: Evolucién de temperatura versus tiempo para un contenido de humedad A=17 %.
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450 - 450
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i e i
400 |- S 400 |- -
—_ | __i'./’ —~ L
% - ,!':,’j % | tig tig
I~ f ' [ »
I Exact i — Exact
3500 4 | - = === Approx. 3o A - - - == Approx.
L o Unified Exact 3 —— Unified Exact
3 lig|tig e - Unified Approx. + ettt - Unified Approx.
L L tigll tig |
| l‘[g: lig |
300 ““l“:“l““ 300\\\\l\\\\|\\\‘:\|\\\\|\\\\|\\:\\\
0 5000 10000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
t (s) t(s)
(a) (b)

Figura 8.5: Evolucion de la temperatura promedio segun los diferentes modelos para un contenido de humedad
A=100% para (a) flujo de calor incidente ¢/,.=9,82 kW/m? y (b) un flujo de ¢},,.=20,85 kW /m?.

8.13.2. Tiempo de ignicién
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Figura 8.6: (a) Tiempos de ignicién segin los diferentes modelos y data experimental versus flujo de calor
incidente ¢j,,. para una fraccién en volumen a=0,09 para un contenido de humedad A=17%. (b) Tiempos de
ignicién mediante solucién exacta versus flujo de calor incidente ¢;,,. para una fraccién en volumen a=0,09 a
diferentes contenidos de humedad.

8.13.3. Adimensionalizacién

Con las variables y parametros normalizados definidos para obtener la solucion analitica, se puede
obtener una relacion lineal bastante til para aplicaciones de ingenieria. Esto es obtener de manera

rapida una estimacién de los tiempos de ignicién solo conociendo la magnitud del flujo incidente.
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Figura 8.7: Tiempo de ignicién adimensional para toda la data experimental a un contenido de humedad
A=17%.

La Figura 8.7 presenta el colapso de toda la data experimental mediante los parametros y

variables normalizados, en donde se puede ver que forman una relacién lineal entre ¢ y 7/t;5. Con esto,

basta conocer la magnitud del flujo incidente ¢}, . para obtener el valor de la abscisa y por medio de la
recta formada con estos pardmetros obtener un valor para 7/t;, en la ordenada. Luego, dado que 7 es
un parametro normalizado de las propiedades termo-fisicas del medio, es posible obtener rapidamente

un valor estimado para ;4.

Es interesante destacar que el valor de la pendiente es muy cercano a 1, las variaciones que esto
puede experimentar se explican por la variabilidad en la data experimental, sin embargo, el modelo
analitico desarrollado logra compensar esto y presenta una relacién lineal con una baja variacién. Asi
mismo, el intercepto tiene un valor absoluto cercano a 2, el que varia del valor teérico que deberia
ser 2, por las misma razones antes mencionadas. También se debe mencionar que, dada la forma de
obtener esta adimensionalizacién, es decir, mediante la suma de dos variables normalizadas para el flujo
incidente (05, + 64), el eje de las abscisas parte en desfasado en 2, lo que se explica porque esta variable
es normalizada por el flujo critico de ignicién ¢~.; por lo que al sumar dos veces el flujo incidente (uno

por cada variable normalizada), se ve desfasado en = 2.
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9.1. INTRODUCCION

9.1. Introduccion

Desde el Capitulo 6 al Capitulo 8 el desarrollo de los modelos que representan un fenémeno fisco,
han estado estrechamente relacionado con los conceptos fundamentales del calculo vectorial debido a la
naturaleza de los problemas, en donde es importante notar que si bien, hay elementos de cada problema
que son similares a los de otros fenémenos como los mecanismos de transferencia de calor, estos no se
trabajan de la misma manera. Partiendo por el hecho de que si el fendmeno de calentamiento se da una
geometria determinada, las mismas condiciones de borde en otra disposicién geométrica requieren una

derivacion completa desde la ecuaciéon de energia para el nuevo sistema coordenado.

Por lo anterior, en este apartado se deriva un sistema coordenado general conocido como
coordenadas curvilineas, desde el cual se puede migrar a cada uno de los sistemas de coordenadas
ortogonales tradicionales (cartesianas, cilindricas y esféricas). Si bien este sistema de coordenadas
basado en superficies ya tiene una derivaciéon conocida por la literatura, en este capitulo se abordan
solo los elementos claves que son necesarios para derivar la ecuacién de calor desde sus inicios sin

condicionarla a un sistema coordenado en particular.

9.2. Coordenadas Curvilineas Ortogonales

Las coordenadas curvilineas son un sistema coordenado del espacio Euclidiano, en donde el
sistema de coordenadas puede ser curvo. Este sistema de coordenadas se puede derivar a partir del
conjunto de Coordenadas Cartesianas usando transformaciones que sean invertibles y biyectivas en
cada punto, es decir, se puede transformar un punto en el espacio cartesiano a un punto en el espacio

curvilineo y viceversa.

Para comprender la definicién anterior, es ttil el ejemplo de los sistemas de coordenadas
curvilineas conocidos, es decir, los sistemas de tres dimensiones del espacio Euclidiano R? como
coordenadas Cilindricas y coordenadas Esféricas, mientras que el sistema de superficies Cartesianas en
el espacio son planos coordinados, por ejemplo z = 0 define al plano = — y a la altura de z = 0, por el
contrario, una superficie coordinada de r = 1 en coordenadas esféricas define a una esfera unitaria, la

cual forma en efecto, una superficie curvada.

El hecho de agregar el caso especial de ortogonalidad, se refiere a que las superficies coordenadas
se unen en un punto y forman angulos rectos entre ellas. Por ejemplo, en coordenadas Cartesianas
en R® (x,9,2), es un sistema ortogonal ya que sus superficies coordenadas x = constante, y =
constante, y z = constante son planos que se unen y forman adngulos rectos entre cada uno de ellos

(perpendiculares).

Estos sistemas de coordenadas curvilineas pueden transformar varias cantidades fisicas de un
sistema a otro, lo cual es bastante 1til en algunos casos en donde se pueden aprovechar propiedades de
otros sistema, como por ejemplo simetrias axiales, radiales, condiciones de borde, etc., ademas, segin el
problema fisico estudiado, este puede estar definido con mayor facilidad en un sistemas que en otro. Es

por estos motivos que se presenta un andlisis tensorial de alguna propiedades que son requeridas en los
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problemas de transferencia de calor, como lo es el Gradiente, Divergencia, Rotor y Laplaciano, con lo
cual se busca modelar un fenémeno fisico en una ecuacién general que permita moverse entre diferentes
sistemas coordenados segun lo requiera cada problema modelado, ya sea por propiedades fisicas o sus

condiciones de borde, etc.

9.2.1. Superficies y curvas coordenadas

A partir del sistema Cartesiano que es ortogonal con coordenadas (z,y, z) para cualquier punto
P del espacio, se busca transformar este punto P a un sistema coordinado curvilineo con coordenadas
(u,v,w). Si x,y,z pueden ser expresadas como funciones de (u,v,w) y tienen derivadas continuas,

entonces:

y =y(u,v,w) (9.1)

Ahora, supongamos que el sistema de 9.1 puede ser resuelto para u, v, w en funcién de x,y, z:

u=u(z,y,2)
v =v(z,y,z) (9.2)

w =w(z,y, z)

Entonces, con los sistemas de 9.1 y 9.2 se pueden formar infinitos sistemas curvilineos, pero para
trabajar con espacios dimensionales conocidos como Coordenadas Cilindricas y Coordenadas Esféricas,
el andlisis se limitara a los sistemas curvilineas ortogonales. De esta manera, andlogo a como se presento
anteriormente para el sistema Cartesiano, cualquier punto en el espacio en coordenadas curvilineas se

puede determinar por la interseccién de las superficies curvas u, v, w mediante:
u=0Cp, v=C,, w=0Cy, (9.3)

Estas corresponden a las superficies coordenadas las cuales son generalmente curvadas y se pueden definir
como la familia de superficies que varian segun los valores de C,,, C,,, C,,, asi mismo, las tres curvas
resultantes de la interseccion de los pares de dichas superficies corresponden a las curvas coordenadas o
lineas. Por tanto, un punto P(z,y, z) cualquiera en el espacio Cartesiano, tendra asociado un tnico
conjunto de coordenadas (u, v, w) llamadas coordenadas curvilineas del punto P. Entonces, cada curva
coordenada es a través de la cual solo esa coordenada estd variando (ceteris paribus) mientras que
las otras coordenadas permanecen fijas, por ejemplo, la curva coordenada u es a través de la cual la

coordenada u varia mientras que v, w permanecen constantes.
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w

\..>

(a) Evolucién de la humedad en el tiempo ¢1. (b) derivada de la evolucién de la humedad en el tiempo ¢;.

9.2.2. Vectores unitarios en sistemas curvilineos

Para poder expresar los operadores diferenciales como gradiente o divergencia en un sistema
curvilineo, es conveniente comenzar por explicar como se define un incremento diferencial en coordenadas

cartesianas. Sea el vector r = 7
r =i+ yj + 2k (9.4)

que representa un vector posicién para un punto P. Ademads, en el sistema cartesiano por las condiciones

de ortogonalidad se cumple lo siguiente:

1 j=j-k=k-i1=0
ii=j-j=k k=1 (9.5)

En base a lo anterior, cuando se aplica la transformacién para pasar del sistema cartesiano al sistema
curvilineo con los sistemas de 9.1 y 9.2, se puede redefinir el vector r como r = r(u, v, w), expandiendo
el término diferencial de dr: 5 5 5
r r r
dr=—du+ —dv+ —dw 9.6
ou v ow (9:6)

Por lo tanto, un vector tangente a una curva coordenada en el punto P a lo largo de u, v, w respectiva-

mente, estd definido por:
Or Or or

ou’ v’ Ow

los cuales, son vectores mutuamente ortogonales. Entonces, el vector tangente normalizado en cada

(9.7)

direccién a lo largo de 9.7, se define como:

or or or

s _ _Ou . _ O s _ Ow

eu - @ b 6’U - @ b ew - ﬁ (9 8)
ou ov ow
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en donde los médulos del vector se definen como factores de escala, de la forma h;:

Or Or Or
uw = |55 | > v = |57 w = |5 | 9.9
Ju v ow (99)
De esta manera, cada vector tangente a una curva coordenada queda definida como:
Or Or Or
7:huAu7 7:]7/1)/\1) 5 7:thw 9.10
ou M e Y gw (9.10)
Con lo cual, el incremento infinitesimal de la Ecuacién 9.6, se puede reescribir como:
dr = hyé, du + hyé, dv + hyé,, dw (9.11)

9.2.3. Vectores normales y tangentes en sistemas curvilineos

Como se verd en mayor profundidad en secciones posteriores Seccién 5.2, superficialmente un
gradiente se puede interpretar de manera geométrica, como un vector normal (perpendicular) a la curva
de nivel en el punto que se estd estudiando. Dicho esto, ﬁf es normal a la superficie f(z,y,z) =k en
el sistema cartesiano, entonces, aplicando la misma interpretacién geométrica al sistema curvilineo, ﬁg
es un vector normal a la superficie u, v, w = C;, por lo que un vector unitario en la direccién de u, v, w

estd dado por:

—

Yu 7 Eu Vo N YVw
v

E, = (9.12)

Entonces en un sistema curvilineo en cada punto P, existe de manera general dos conjuntos de

vectores unitarios, é,,é,, &, son vectores tangentes a las curvas o lineas coordenadas, mientras que

FE., E,, E, son vectores normales a las superficies coordenadas.

Figura 9.2: derivada de la evoluciéon de la humedad en el tiempo ;.

Esto es andlogo a lo que sucede en el sistema cartesiano con 4, j,k en donde al pasar de un

punto P; al un punto P;;; no se puede producir un cambio de direccién, mientras que en un sistema
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curvilineo, esto si puede ocurrir debido a la curvatura de las superficies que forman el equivalente a los

ejes cartesianos.

9.2.3.1. Ortogonalidad en un sistema curvilineo

Como se ha descrito en las secciones anteriores, para poder definir los operadores diferenciales en
un sistema curvo y replicar las transformaciones de cambio de sistemas sin problemas, se deben cumplir
las condiciones de ortogonalidad, por lo tanto, para que las coordenadas curvilineas u, v, w se digan
ortogonales, los vectores unitarios de direccién é,, é,, €, deben ser ortonormales, de la misma manera
en que lo son los vectores 1, J, k en el sistema cartesiano. Como ya han sido normalizados (unitarios), se

debe cumplir la condicién de normalidad respecto de la superficie (ortogonales), por ello:

€y €y =€y €y =€y - €, =0

éu cCy =€yt Cy = éw ' éw =1 (913)

y ademas, las tangentes é,, é,, &, en el punto P, deben ser mutuamente perpendiculares a las curvas

coordenadas u, v, w, entonces, el sistema coordenado u, v, w se dice otogonal.

€y X €y = —€y X €y =€y
€y X €y = —€y X &y, =84 (9.14)
Ep X €y = —€y X €4y =€,

9.3. Gradiente en un sistema curvilineo

Dada una funcién f(u,v,w) en un sistema de coordenadas curvilineas, se busca una forma para

aplicar el operador gradiente. Para esto, se plantea la funcién escalar ¢ en su forma diferencial

Vo=1-(0) (9.15)
dp =V¢ - dr (9.16)

ahora, expandiendo su forma diferencial usando coordenadas curvilineas como en la Ecuacién 9.6:

_ 09 9¢ ¢
Entonces, se aplica el operador / *hihl a ambos lados de la Ecuacion 9.17
1 0¢ 1 0¢ 1 0¢

Usando la definicién presentada en la Ecuacién 9.11, se puede obtener lo siguiente:

€y dr=hydu, é,-dr=h,dv, é,- dr=h,dw (9.19)
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Entonces, reescribiendo d¢:

10 1 99 190,

af ==L dar+ —2%, ar+ — 2%, .d 2

/ huau6 rJrhU(%6 I'Jrhw@we g (9:20)
106 106, 1 0¢.

e+ — L 2. 21

Y\ maal T an® T hyawte) I (9:21)

Comparando con el resultado presentado en la Ecuacién 9.16, se tiene finalmente lo siguiente:

C10p, 106, 1 0%,
V(b = E%eu + h*y%ev + E%ew (922)

lo cual representa la forma general para el gradiente en un sistema de coordenadas curvilineas. Luego,

desde la Ecuacién 9.22 se puede obtener la expresion para el operador nabla:
6y O 6, O &y, O
_ (9 I | Cw O 9.23
v <hu3u+hvé‘v+hw 6‘w> ( )
9.4. Divergencia y Laplaciano en un sistema curvilineo

Para la divergencia, considerar un elemento de volumen al rededor del punto P con coordenadas

curvilineas (u,v,w). Luego, la divergencia de un campo vectorial F en P se define como:

. 1 N
VF= lim oo §I§(F -h)ds (9.24)
s
; 1
lim — // F-dS (9.25)
AV=o |V s(V)

hwdw

(a) Evolucién de la humedad en el tiempo t;. (b) derivada de la evolucién de la humedad en el tiempo ¢;.

en donde S es la superficie cerrada al rededor del elemento de volumen AV, i es el vector
unitario normal que apunta hacia afuera de la superficie S como se puede ver en la FIG. Luego, para

calcular la superficie integral en la Ecuaciéon 9.24, se debe proyectar el vector v a lo largo de las
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componentes u, v, w y multiplicar el resultado por cada elemento de drea perpendicular a la superficie
evaluada. Considerando al punto P (u, v, w), el elemento de volumen estard definido por las coordenadas
(u—du/2,u + du/2) alo largo de u, coordenadas (v — dv/2,v + dv/2) a lo largo de v y coordenadas
(w—dw/2,w+ dw/2) a lo largo de w.

Ahora bien, desde las condiciones de ortogonalidad de 9.13 y 9.14, se pueden definir las operatorias

geométricas en un sistema curvilineo como longitud, drea y volumen.

N
9]

—_—
x// _ 5
A

(a) Evolucién de la humedad (b) derivada de la evolucién de (c) derivada de la evolucién de
en el tiempo ;. la humedad en el tiempo ¢;. la humedad en el tiempo ¢;.
S =|A x B|

S1w =|(hy duéy) x (hy, dvé,)|
=hyhy, dudv|é, X é,|
=hyhy dudo|é,|
=hyh, dudo (9.26)

El procedimiento es andlogo para las superficies normales a u, v, por lo tanto S, = hyhy dvdw,

Sy =hyhydudw y S| = hyhy dudw. En cuanto al cdlculo del volumen:

V =|A- (B x ()|
=|(hu duéy) - ((hy dvéy) X (hy dwéy))|
=hyhyhy dudo dw|é, - |6, X 4]
—hyhyhy dudo dw|é, - &,
=hyhyhy dudo dw (9.27)

Ahora bien, aclaradas las operatorias geométricas, se puede continuar con el desarrollo para obtener la

divergencia para un campo vectorial F de manera general.

Se aplica el operado del al vector F, lo que deja lo siguiente:

F =F,é, + Fyéy + Fuéy
V-F=V-(Fé,)+ V- (Fuéy) + V- (Futw) (9.28)

Ahora se debe encontrar una expresién para el operador aplicado a cada componente del campo vectorial,
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F,, F,, F,. Primero, se calcula el comportamiento del gradiente aplicado a cada una de las superficies,

con el fin de encontrar relaciones entre los vectores de direccién, es decir:

Sea ¢ = u;
Sea ¢ = v;
Sea ¢ = w;

Por lo tanto

Luego, con lo obtenido en 9.32, se pueden reescribir los vectores unitarios de direcciéon como:

ey = €y X €y
éy = Ew X éy
Ew = ey X &y

oo (D e D
“= hyOu hy,Ov  hy Ow
(fwdu edu éwou
hyOu h, v  hy, Ow
ou ou ou
ﬁ%—l,%—o,%—o
éi
=
é, 0 é, O Ew O
V’U:(huau-‘rhvav‘f'hwaw)
(fdv e i e v
T \hyOu  hy, v hy Ow
o _p vy 9

% T Ov T Ow

h
0  éwd
hau hav hy 0w )

€y Ow 61) ow n w Ow
h Au h v hy Ow
ow ow
au B
éw
=

= 8y = haVu, éy = hyVv, &4 = heyVw

= hy,Vv X hyVw =
= hoVw x h,Vu =
= h,Vu x h,Vv =

hyhyw Vo x Vw
hywh,Vw x Vu
hyhyVu x Vo

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)
(9.34)
(9.35)

Con esto, se puede replantear la Ecuacién 9.28 en términos de las relaciones 9.33, 9.34, 9.35 para cada

]
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superficie.

F.é, =F,h,h,Vv x Vw
V- (Futa) =V - (Fuhyhy Vo X V)
= Usando: V- (aF) = Va - F 4+ a(V - F)
=V (Fyhyhy) - (Vo x Vw) + Fuhyhy V- (Vo X V)

=V (Fyhohy) - % x Z;““ + Fuhyho [(V - Vo) Vo — (V - Vo) V]
0
= pero: V.- )
€y
= F .
vV Ehoha) -

= Usando la definicién de Ecuacién 9.23

é, O é, O ey O ey
= (huau oy B0 hw8w> (Fuhohu) - 1o
B (éua(Fuhvhw) n €y O (Fyuhyhy) € 8(Fuhvhw)> ey

hy ou hT, ov + E ow . hyhy

(9.36)

Finalmente, a la Ecuacién 9.36 se aplican las condiciones del producto punto de los vectores direccionales

9.13, con lo que:

é 6 0 4 0 .
V- (Fué,) = bu O (Fuhohu) | & O (Fuholrg)™ | éw O (Fuboha)™") _Eu
fu U i o d Ow hoh
= €y 6,=1
1 0(Fuhyhy)
V . (Fueu) _huhvhw au (9.37)

Se realiza el mismo procedimiento que es andlogo para las otras superficies, por lo que combinando el
resultado de todas las superficies en la forma de la Ecuacion 9.37 con la Ecuacién 9.28, se obtiene la

divergencia para un campo vectorial F de manera general:

<
e
]

Vo (Fubu) + V- (Fyey) + V- (Fuéu)
L 9(FRhhe) 1 O(Fohuh) 1 8 (Fuhehy)
hahohw  Ou hahohw  OU hahohe 0w

1 0 o 9

En cuanto al Laplaciano del campo escalar ¢, este también se puede expresar de manera general
para un sistema de coordenadas curvilineas. Para ello, considerar a ¥ = V - ¢, el cual corresponde a un
campo vectorial, pues el operador nabla aplicado a un campo escalar, da como resultado un campo

vectorial. Luego, V - T puede ser expresado en la forma de la Ecuacion 9.38:
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106, 106, 1 09¢

U=— b 4+ — by 4+ ———0
hoOu " hyOv " hyOw "
—— —— ——

v, v, Wy

= V(1) =V-(V-¢) = V%

N | O (Uyhphy) O (Vyhyhy) O (Pyhyhy)
Vo = ( v T e T ow (9:39)
Con lo que finalmente se puede obtener
1 0 (1 Ophyhy 0 (1 0phyhy 0] 1 Ophyh,
2, L [0 [ 1 O0PhyN L 0PNty O [ L 9Phyity
Vo= hohphy <8u (hu ou ) o (hv v > * ow (hw ow ’ (9.40)
o bien,
1 0 ([ hyhy O 0 [ hyhy 0¢ 0 ([ hyhy 00
2 [ — —_— PR E— —_ [ —_—
Vo= Pl oy <8u ( I 3u> T o ( Ty 81}) * 5w ( how 8w>> ’ (0.41)

En la Tabla 9.1 y Tabla 9.2 se presenta un resumen con los operadores diferenciales en un sistema
curvilineo para un campo escalar ¢ y campo vectorial F. Por el momento se excluye la obtencién
del rotor para un campo vectorial ya que hasta este punto es despreciado de la Ecuacién General
de Energia (no se incluye el tensor de esfuerzos). Luego, en la Tabla 9.3 y Tabla 9.4, se muestran
las transformaciones aplicadas a los sistemas tradicionales de Coordenadas Cartesianas, Cilindricas y

Esféricas.

9.5. Matriz y determinante Jacobianos

Una vez definidos los operadores diferenciales para un sistema curvilineo cualquiera, solo resta por
trabajar los operadores integrales, necesarios para realizar operaciones en que se requiera realizar opera-
ciones sobre una superficie o un volumen con cambio de sistemas de coordenadas. Para ello, se requiere

comprender como aplicar las transformaciones integrales mediante matrices y el determinante Jacobiano.

Para céalculo vectorial, la matriz Jacobiana de una funcién vectorial de varias variables, es la
matriz cuyos elementos son las derivadas parciales de primer orden de dicha funcién. Sea F : R* — R"
una funcién tal que sus derivadas parciales de primer orden existen en R™. Esta funcién toma un punto

x € R™ y devuelve un vector F(x) € R", luego, la matriz Jacobiana de F (denotada por J) es definida

como una matriz de tamafio m X n cuya (4, j)-ésima entrada es: J; ; = %
j

N Y

\Y (bl al’l 8xn
OF OF ' - '

= | — ee - | — . = . : : 9'42
VT¢m 8¢m %
L - L Ox1 T Oz
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donde V7 ¢; es la traspuesta del gradiente de la i-ésima componente.

Lo anterior se traduce en que el determinante jacobiano de una aplicacién diferenciable
¢: A — R" donde A es un abierto de R™ como Jo(z) = det (¢/(z)) para cada z € A.

Teorema* Sean A y B subconjuntos abiertos y con volumen de R™, y sea g : A — B un

difeomorfismo C'. Entonces para toda funcién integrable ¢ — R, la funcién (¢ o g)|Jg| es integrable en

Ay
o= [ (¢og)llg| (9.43)
/=]

siendo g = (g1, -, 9n); Y1 = G1(2), ..., Yn = gn(z). Luego,

/ o(9(x))\Tg(x)|dz = / o(y)dy (9.44)
B

A

Por ello, para aplicar poder aplicar el operador integral a una transformacién de variables con
funciones definidas, se debe emplear el teorema del cambio de variable y obtener el determinante
Jacobiano, lo cual ocurriria por ejemplo, al querer pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas

esféricas con una transformacién centrada en el origen.

Sea g(u,v,w) definida ¢ : R® — R? definida por:
g(r,0,9) = (rsenf cos g, cosfsen p,rcosf) (9.45)

tal que A ={(r,0,¢) :7>0,0< ¢ <2m,0<60 <7}

En este caso, la transformacién es a coordenadas esféricas por lo que los factores de escala son
hy. =1, hg =1, hy, = rsenf, lo cual, de acuerdo a 9.27 resulta en que el diferencial de volumen para la
integracion es dV = r2sen 0drdfdy. Por otra parte, mediante el teorema de cambio de variable para
una transformacioén clésica como la presentada en este apartado, se obtiene que el determinante de la
matriz Jacobiana es Jg(r, 0, p) = r?sen 6, el cual al ser aplicado junto al operador de integracién para el
calculo de un elemento de volumen es un resultado equivalente al recién mencionado para coordenadas

curvilineas. Lo anteriormente mencionado se traduce en lo siguiente:

/ o(g(r,0,0)|Jg(r,0,9)|dV = / o(rsen @ cos p, r cos O sen p, r cos @)r?sendV  (9.46)

V(r,0,0) V(r,0,0)
/ G (u, v, w)hyhyhwdViy 4wy = / d(u, v, w)L -7 - rsen 0dViy o w) (9.47)
V (u,v,w) V (u,v,w)

en donde los lados derechos de ambas ecuaciones representan la misma forma de integrar un elemento

de volumen.

Nota: La féormula de Leibniz expresa el determinante de una matriz cuadrada en términos de
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permutaciones de los elementos de la matriz, pero para matrices cuadradas de orden 3 (m =n = 3), se

puede utilizar la Regla de Sarrus para calcular rapidamente el determinante de la matriz.

Por otro lado, continuando la transformacién de 9.45, los factores de escala se pueden obtener

como la derivada del vector posicién respecto a la direccién que se esta escalando (Ecuacién 9.9).

2 2 2

= \/<8f ) + (g‘:{ ) + (gi ) =/sen? 0 cos? ¢ + sen?  cos? ¢ + cos? 0 = 1 (9.48)
2 2 2

hg = \/<gz ) + (gz ) + (g; ) =v/r2cos20cos? o +r2cos2fcos? ¢ +r2senf =r  (9.49)
2 2 2

hy = \/<2:Z > + <2Z > + <g; > =/r2sen2fsen? ¢ + 2 sen? f cos? p = rsen b (9.50)

Lo cual es congruente con los resultados obtenidos anteriormente tanto para los operadores diferenciales

con la matriz Jacobiana, como para las transformaciones mediante factores de escala de la 77.

9.6. Resumen de operadores diferenciales en coordenadas cur-

vilineas

A continuacidn, se presentan de manera resumida los principales operadores diferenciales traba-
jados en este capitulo. Se debe notar que el operador Laplaciano no se detalla para un campo vectorial
ya que no es de interés para este estudio, sin embargo, el procedimiento es el mismo trabajado en este
capitulo con la diferencia que la resultante es un campo tensorial, util para otras aplicaciones como por

ejemplo la inclusién del tensor de esfuerzos de la ecuacién de energia (el cual no es considerado en este

trabajo).
¢ escalar
by 0 & 0 &y 0
Operador V() (hau + - Bo + h(“)w> .

. 1 0¢, 1 0¢, 1 0¢ ,
Gradiente V E%eu + hj,%ev 4 E%ew

Divergencia V- -

, 1 0 ([ hyhy 0@ 0 ([ hyhy 09 0 ([ hyhy 99
2 —_ 7 - 7 —_ -7
Laplaciano v Py Py {8u ( o, 6u> + Ov ( oy 81}) + ow ( Py 8w)]

Tabla 9.1: Resumen
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F’ vectorial

1 0 0 0
Operador V() i <8u (-hphy) + P (-hwhy) + B0 (-huhv))
Gradiente V -
. ) 1 0 0 0
Divergencia V- o <6u (Fuhyohy) + 5 (Fyhwhy) + e (thuhv))

Laplaciano V2 -

Tabla 9.2: Resumen

9.6.1. Aplicacion a los sistemas de coordenadas tradicionales

Para los sistemas de coordenadas cartesianas y cilindricas queda de la siguiente manera.

Cartesianas Cilindricas
Coordenadas U=, V=9, W=2 U=p,v=p w=2
Factores de escala  hy =1, h, =1, h, =1 hy=1 hy,=p, h, =1
oo, 0¢, 0¢ . op,. 10¢ ., 0¢,
v 8xx+8yy+3zz 8pp+p8<p(p+8zz
v. oF, 0F, OF, 1(5‘Fpp) . 10F, n OF,
Or dy 0z p Op p Oy 0z
o Fo 0o o 10 (o0p)) 1P %
ox?  Oy? 022 pOp\ Op p2 0p% 022

Tabla 9.3: Resumen

Mientras que para un sistema de coordenadas esféricas se convierte en lo siguiente.

Esféricas
Coordenadas u=r,v=0,w=y¢p
Factores de escala h. =1, hg =7, hy =rsend
Op . 10¢ 1 09 .
v ET—F;%G—FTSGHQ%@
v. ia(Fpﬁ) n 1 O(Fpsenb) n 1 O(F,)
r2  Op rsen 6 00 rsenf Jdy
v? 1 d A(¢r?) n 1 0 (O(¢send) n 1 @
r20r\  Or r2sen 6 96 06 r2sen20 \ Oyp?

Tabla 9.4: Resumen
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10.1. INTRODUCCION

10.1. Introduccion

De los capitulos trabajados anteriormente, se puede decir el modelo con humedad (Capitulo 8)
corresponde a una extension y generalizacion del caso en seco, ya que es posible derivar al modelo sin
humedad (Capitulo 7) a partir de él. Lo anterior se debe a que el modelo con humedad ha sido derivado
y planteado de tal forma, que si el contenido de humedad es cero el problema de secado se combina con
el problema seco por las condiciones de continuidad. Con lo cual, es posible agrupar ambos problemas

en un solo dominio y obtener finalmente el modelo en seco.

Por otro lado, como se pudo ver en el Capitulo 6 de modelos previos, existen similitudes entre
algunos modelos en cuanto a las condiciones de borde pero parecen ser problemas totalmente diferentes
al ser representados en geometrias y orientaciones distintas. Lo cual ponen énfasis en que los modelos
son derivados inicialmente condicionados a un sistema coordenado. No obstante, como se ha presentado
en el Capitulo 9, es posible moverse de un sistema coordenado a otro gracias a las funciones de escala

de las coordenadas curvilineas.

Por lo tanto, es posible plasmar todos los fenémenos involucrados en el proceso de calentamiento
e igniciéon en un solo modelo general, el cual puede ser adaptado desde un medio poroso a un medio
solido, ir desde un medio humedecido a uno seco. En el cual es posible moverse desde coordenadas
cartesianas a coordenadas cilindricas o esféricas. Y que ademads, considera que el fenémeno de la
radiacion puede ser tratado como una absorcién completa en la superficie expuesta a la fuente de calor,
o bien, desarrollarse como una divergencia radiativa al interior del volumen de control mediante de la
temperatura volumétrica, la cual tiende al valor superficial cuando el espesor de penetracién tiende a

cero.

En este capitulo, se desarrolla el modelo general descrito, detallando cada una de las componentes
de la ecuacién de energia y su forma en coordenadas generalizadas. Finalmente, se presenta como este
modelo general es capaz de derivar a cada uno de los modelos presentados en el Capitulo 6 al inicio del

desarrollo de los modelos.

10.2. Planteamiento general

Tal como en los modelos obtenidos para un medio seco y humedo trabajados en el Capitulo 7
y Capitulo 8, el modelo general se deriva partiendo desde la ecuacién de energia para un medio
radiativamente participativo sin ser condicionado a ningun sistema de coordenadas, el cual es valida

para una fase continua en movimiento

De

pp; = VA" —pVV +pd + Q"

donde las propiedades del medio corresponden a p densidad del medio, u energia interna, v vector
velocidad, ¢” vector de flujo de calor total, ® funcién de disipacién y QW calor generado en el medio
(por ejemplo, una reaccién quimica). Luego, con la derivada material y despreciando los efectos de

disipacién y momentum, sin generacién de calor por reacciones quimicas, la ecuacién para un medio

]
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10.3. VOLUMEN DE CONTROL CON HUMEDAD Y CONTINUIDAD DE FASES

continuo se puede escribir como

Oe B i
p(m-i-vVu) =-Vq".

Lo cual es vélido para un medio poroso con N fases sélidas en equilibrio térmico con la fase gaseosa
(Ecuacién 8.2)

N
Qg —|—Zak =1,
k=1

esto bajo el supuesto de que los materiales que componen la fase sélida son inertes quimicamente y
todos tienen puntos de ignicién superiores al punto del agua, y ademas, todos los componentes de la

fase gaseosa pueden ser tratados de manera homogénea inclusive después del cambio de fase.

Luego, considerando al volumen de control como un medio m donde se desarrolla el proceso de

calentamiento para todas las fases involucradas

0

N
ot ( Qkprer + agpgeg) + Vagpgvgey = =V, (10.1)
k=1

con ej = fT:o Cp ;dT como energla interna de la fase j y §L, vector de calor al interior del medio.

10.3. Volumen de control con humedad y continuidad de fa-

ses

Esta seccién presenta una recapitulacién de algunos de los conceptos clave para comprender el
desarrollo del modelo para un volumen de control con humedad presentado en el Capitulo 8, por lo
que para mayor detalle de su derivacién se debe revisar el capitulo mencionado. No obstante, para
poder desarrollar las ecuaciones para el modelo general se deben recordar algunos conceptos fisicos y

matematicos presentados anteriormente.

Ahora bien, la Ecuacién 10.1 plantea un balance de energia para multiples fases, sin embargo,
en las secciones siguientes se considerara que la fase sélida tiene solo un tipo de compuesto al igual que
en la derivacion del modelo hiimedo en el Capitulo 8. Luego, considerando que el agua esta contenida a
un nivel superficial y no a un nivel estructural donde podria modificar las propiedades del material,
se tiene que el agua superficial sera calentada y luego evaporada, por lo que solamente luego de este
proceso de cambio de fase del agua, se calienta el resto del material seco hasta alcanzar su punto de

igniciéon. Recordando la Ecuacién 8.8

01

"V <mdcp,d(T = Too) + mMuwCpuw(Ty — Too) + My Ly + mgeg) = —Vim — Vagpgvee

Por otro lado, se tiene que la masa de agua contenida en el volumen de control disminuird conforme

aumenta el tiempo de exposicién a la fuente de calor externa producto del aumento de temperatura,

]
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10.3. VOLUMEN DE CONTROL CON HUMEDAD Y CONTINUIDAD DE FASES

por lo que al igual que en la Ecuacién 8.12, se considera la evolucién de la masa de agua como

A = —m(t)d:ﬁ“; —,

considerando que el material s6lido no pierde masa o sufre una variacién despreciable respecto de la
perdida de masa de agua durante todo el proceso de calentamiento, de esta manera, la Ecuacién 10.1

se transforma en

1 Cpw Ly
—— | Macp,a(T — Too) + MaCp,a PENXNE(Ty — Too) + macp.a—A(t) + mgey | =
otv Cp,d Cp,d

— Vdm — Vagpgvege,. (10.2)

En este punto se tiene una sola ecuacién que combina la fase del agua y la fase sélida, sin
embargo, ambas ecuaciones tienen dominios y recorridos diferentes de acuerdo a la variable temporal
ya que el punto de ebullicién del agua se da a una temperatura menor a la temperatura esperada de
ignicién de un material sélido, por lo que se pueden considerar dos intervalos independientes en la

variable tiempo

T(t) = Th(th) + Td(td) / {Th(th) :{(th,Th(u,v,w,th)) LU € [ul,ug}, NS [’Uh’UgL

w € [wy,ws], th € [too, ts] — [Too,Tb]}

Ty(tq) z{(td,Td(u,v,w,td)) cu € [ug, uz], v € vy, 2],

w € [wy,wa], tq € [ty tig) = [Tbﬁng]}} (10.3)

bajo los supuestos antes mencionados. Con lo anterior, se pueden definir funciones de temperatura
para cada fase con tiempos distintos pero que comparten el mismo volumen de control de manera

espacial

T(u,v,w,t) = Thp(u,v,w,ty) + Talu,v,w, ty), YV th € [too, ty], ta € [to, tig), (10.4)

u € [ug, us], v € [v,v2],w € [w,ws]

por lo tanto, la Ecuacién 8.16 sigue siendo manteniéndose para un sistemas en coordenadas curvili-

neas

T(u,v, wvt) - Too = (Td(uava watd) - Td(uvvvwvtb)) + (Th(u7U,U},th) - Too)
ty € [too;tb]atd S [tbatig]a (105)

lo cual es valido cuando se cumpla que

lim Th(u,v,w,t) = lm Ty(u,v,w,t). (10.6)

th—ty ta—ty

]
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10.4. INTERCAMBIO DE CALOR EN LA INTERFASE EN COORDENADAS CURVILINEAS

Luego, para compactar el modelo considerando las condiciones de continuidad para ambas funciones de

temperatura, se han definidos los siguientes pardmetros (Ecuacién 8.30 y Ecuacién 8.31)

ﬁ(t) :ps,ap(t)cp,da

_S%,w
- )
Cp,d

con lo que finalmente se puede reescribir la Ecuacién 10.1

0

e (t3(ea)(Tatw,v.,t0) = T ,1) ) + o080 Tl t) = T ) (149000 )

0 Ly .
+ En (as(th)ﬁ(th)cd)\(th) + mgeg(t)) = =V, — Vagpgvge,. (10.7)
P,

Notar que si en este caso el contenido de humedad es cero, se traduce en que A(t) =0y as = a4 por lo

que con las condiciones de continuidad

0
adpdcpyd&T(u,v,w,t) = —Vdm — Vagpgvge,. (10.8)

10.4. Intercambio de calor en la interfase en coordenadas cur-
vilineas

Tal como se trabajé en el Capitulo 8, se analizan los componentes de la ecuacién de calor que

influyen en el intercambio de calor en la interfase (lado derecho)

— Vdm — Vagpgveeqy

-V <)\mVT(t) + ('1") — Vagpgveey(t)

10.4.1. Componentes de la ecuacion de calor

10.4.2. Conduccion

Para el término de conduccion se tiene desde la Ley de Fourier, que el flujo de calor transmitido
por unidad de superficie en un medio isétropo es proporcional y de sentido contrario al gradiente
del campo de temperatura en una direccién dada. La constante de proporcionalidad corresponde al
coeficiente de conduccién térmica, que en este caso es definido para el medio equivalente (més de una

fase)

]
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10.4. INTERCAMBIO DE CALOR EN LA INTERFASE EN COORDENADAS CURVILINEAS

q/clond,m :)‘WVT(t)

- (ag(t)xg - ak(t)Ak> VT(t)

Sin embargo, lo que se busca es la divergencia de la conduccién, por lo que en coordenadas curvilineas

se tiene

k 0 [ hyhy OT 0 ([ hyhy 0T 0 ([ hyhy, OT
2 _ m . v wi I w ui . u vi
Vi T() = Py Py [&u ( hy, 8u) T ( Dy 81}) t 5w ( o 8w>] ’ (10.9)

lo cual es valido para un medio homogéneo de una fase, por lo que extendiendo la forma curvilinea al

problema con humedad

2 B (Ozg(th)kg + Oés(th) + Ols(th)kh) 0 h h 8Th 2 h h 8Th
kn VT (1) = Trahioh au a0
i hyhy @ n (ag(ta)Ag + as(ta)) 8 hohaw 8l
ow \ hy, Ow hyho o u h, Ou
0 ([ hyhy 0Ty 0 [ hyhy, 0Ty
5 ( T a) " o ( ™ aw)] (10.10)

10.4.3. Conveccién interna

Para el término de conveccién al interior del medio poroso, este tiene efecto tanto para la parte
seca como para la parte hiimeda, por lo que el término de conveccion es valido para ambos intervalos
de t y se debe extender a coordenadas curvilineas, asi, combinando las propiedades de la divergencia
de un campo vectorial (Ecuacién 9.38) para el vector de velocidad de movimiento del gas al interior

(Ecuacién 8.43)

Vagpgvgey =gpgcpg(V - eg(u, v, w, t)vg)

_ %Py 9 9 9
“hhihe (8 (egUuhyhy) + 0 (egUphwhy) + e (egvuhuhv)> (10.11)

hy | O o ow

hy
=5 }(L)"’ {‘9 (eg(Th)vuhohy) + 4 (eg(Th)vvhwhuHi(eg(Th)vuhuhv)

0 0 0
+% (eg(Tq)vuhyhy) + E (eq(Tq)vohuwhy) + 0 (eg(Td)vuhuhv)} (10.12)

10.4.4. Radiacién

Se presenta de manera muy breve el término radiativo ya que su desarrollo depende enteramente

de la aproximacién que se utilice para modelarlo. Se expresa de manera general para el medio coordenadas
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10.5. ECUACION GENERAL DE CALOR EN COORDENADAS CURVILINEAS

curvilineas como la divergencia del vector de flujo de calor radiativo

1 0 0 0
_ 1 a 7] 8 15/ 8 19/
i | (e LTI b) + 5 TR + 5 T
a 17 8 -1 8 -1
(LTI + o TR + 5 T (1014)

10.5. Ecuacion general de calor en coordenadas curvilineas

Teniendo las componentes de la ecuacion de calor en coordenadas curvilineas, se puede diferenciar
y replantear la ecuacién general de calor trabajada hasta este punto, esto es combinando la Ecuacién 10.8
para la variacion de energia térmica con la Ecuacién 10.9, Ecuacién 10.11 y Ecuacién 10.13 para el

intercambio de calor en la interfase

9 oo om0 (hohyOTN O (huhy 0T\ O (huhy OT
Otdpde,d at u,v,w, - huhu hu) _au hu 8'“ aU hv aU aw hw 6’([}
_ 1 [ 9 Y 0 T 0 »
huhvhw _% (qu(T)hvhu)) + % (qv (T)hwhu) —|— % (qw(T)huhv)
ogpg [ O 9 Kl
Ruhohe | Ou (eguuhyhy) + 50 (eguuhiwhy) + 5o (eguuhuhy)| . (10.15)

Asi, la Ecuacién 10.15 es una forma general de ecuacién de calor para un medio poroso participativo

radiativamente para cualquier sistema coordenado sin humedad.

Por otro lado, el modelo general de la Ecuacién 10.15 se puede extender para el caso en que
hay agua contenida en el volumen de control (bajo los supuestos y consideraciones mencionadas con
anterioridad), esto se logra combinando la Ecuacién 10.7 para la variacién de energia térmica con

la Ecuacién 10.10, Ecuacién 10.12 y Ecuacién 10.14 para el intercambio de calor en la interfase con
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10.6. DIVERGENCIA DEL FLUJO RADIATIVO EN COORDENADAS CURVILINEAS

presencia de humedad

ettt (Tt 0.t~ Ty, ) ) e ()30 T, 0) =T ) (14230

+ g5 (@B ZEN0) + mye(T)) =

p,d

_ (Oég(th)kg + Oés(th) =+ Oés(th)kh) |: 0 <hvhw aTh) 0 (hwhu 8Th) i (huhv 6T},>:|
ow

hyhyho ou \ h, Ou o h, Ov hy Ow

. (ag(ta)Ag + as(ta)) [ O [ hohw % n 2 hwhy % 0 [ hyhy %
hoyhyhy h, Ou ov h, Ov hey Ow
ag(t)pg [ 9

0 0
b | 0u (eg(Th)vuhyhay) + e (eg(Th)vohwhy) + 0 (eg(Th)vyhyuhy)

ou

+8w

0 0 0
—5—% (eg(Ta)vuhyhy) + P (eg(Ta)vohwhy) + 0 (eg(Td)vuhuhv)]

1 0 I 2 ) E »
huhvhw [<6u (qu (Th)hvh“)) + ov (qv (Th)hwhu) + Ow (Qw(Th)huhv)

+ (86; (@(To) hoho) + ;U (2(Ta)huyh) + 8% (q.;/j(j"d)huhv)>:| _ (10.16)

Con lo anterior, la Ecuaciéon 10.16 se convierte en una ecuacién de calor para un medio poroso
participativo radiativamente valida para cualquier sistema de coordenadas incluyendo el efecto de la
humedad, el cual se puede convertir rapidamente en el modelo de la Ecuacién 10.15 cuando el contenido
de humedad es 0%, por lo que también es véalido para los casos descritos anteriormente con el modelo

general en coordenadas curvilineas para un medio seco.

10.6. Divergencia del flujo radiativo en coordenadas curvili-

neas

10.6.1. Aproximaciéon Shuster-Schwarzschild

Para placas paralelas

d
d—z =(1 - w)drl, — G) (10.17)
dG
oy 10.1
- q (10.18)
T=0: G+ 2q=4.J, (10.19)
T=7TL: G —2q =4J, (10.20)

w
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10.7. ECUACION GENERAL DE ENERGIA EN COORDENADAS CURVILINEAS PARA PROPIEDADES PROMEDIADAS
ESPACIALMENTE PARA UN MEDIO SECO A HUMEDO

10.6.2. Aproximacién de Milne-Eddington (Método del Momentum)

dgq
— =(1-— 4l — 10.21
S (1 - w)(drT, - G) (10.21)
dG
- = 10.22
dr 34 (10.22)
7=0: G+ 2q =4J; (10.23)
T=TL: G —2q=4J, (10.24)
En equilibrio radiativo se tiene que dg/dT =0
10.6.3. Aproximacion P,
V-q=(1—-w)drl(T) - G) (10.25)
VG =—- (38— A4105)q (10.26)
r=ry: 2q-a= 4J, -G (10.27)

Si se pasa a coordenadas cartesianas, se tiene el Método del Momentum (seccién 10.6.2).

10.7. Ecuaciéon general de energia en coordenadas curvilineas
para propiedades promediadas espacialmente para un

medio seco a hiimedo

Si las condiciones del problema modelado requieren trabajar con propiedades promediadas, se
puede redefinir la temperatura como un fenémeno volumétrico promediado espacialmente utilizando la

Ecuacién 9.27
uz V2 w2

fT(um,mt)huhthdudvdw
T(t) = 221 : (10.28)

Uz v2 w2

fffhuhvhwdudvdw

Ul v wi

que corresponde al caso cuando existe solo una fase seca sin humedad.

La metodologia para pasar a propiedades promediadas espacialmente realizada en la Ecua-

cién 10.28, se puede extender para el caso cuando hay agua presente en el volumen de control por

]
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10.7. ECUACION GENERAL DE ENERGIA EN COORDENADAS CURVILINEAS PARA PROPIEDADES PROMEDIADAS
ESPACIALMENTE PARA UN MEDIO SECO A HUMEDO

medio de las condiciones de continuidad trabajadas anteriormente

V2

wa
Th(u,v,w, ty)hyhyhydudvdw
w1

V1

T

Entonces, aplicando el operador /

)
(==

V2 w2

[
fffhuhvhwdudvdw
w1

v wi

V2 W2

vl Wi

ug
fffTd(u7v7w,td)huhvhwdudvdw
+ =

V2 w2

Uy
fffhuhvhwdudvdw
5

v w1

U2 v2 W2

(10.29)

« [ [ | huhyhywdudvdw -1/ fV(u,mw) huhyhwdViypw) | @ ambos

Uy vy Wy

lados de la Ecuacion 10.16, se obtiene la Ecuacién 10.30 que se detalla a continuacién. La cual es

valida para un medio poroso radiativamente participativo con agua contenida en el volumen de control

en un sistema de coordenadas curvilineas que se pueden adaptar a cualquier sistema de coordenadas

tradicionales solo modificando los factores de escala.

]
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10.7. ECUACION GENERAL DE ENERGIA EN COORDENADAS CURVILINEAS PARA PROPIEDADES PROMEDIADAS
ESPACIALMENTE PARA UN MEDIO SECO A HUMEDO

0 — — 0 0
mmwmm(mw>zwm>+&%mmm)ﬂﬁmn)@+nww) 2 myey(t) =
72]272 Oy th k + Oés(th) + Oés(th)kh) 2 hvhw %
[ ha h Aoy dudvdw huhohow ou \ h, Ou
V(u,v,w) Ul V1 wi
0 [ hyhy 0Ty, 0 [ hyhy, 0T},
7/7 o d g + as(ta)) [ & (huhw OTy
[ ha h hy dudvdw huhoha Ou \ h, Ou
V(u,v,w) U1 v Wi
0 ([ hyhy 0Ty 0 [ hyhy, 0Ty
% ( hv 8’1)) + % ( hw 8w>:| huhvhwdudvdw

[ h h h dudvdw///h By { (Th)vuhvhw)+%(eg(Th)'Uuhwhu)

V(u,v,w) U1 v w1
+ L eo Ty ouhuhn) | B hududvdu— 7/7“9 (T)vahohu)
ow €g(Lh)Vylylly by My AUAVAW f h hvhwdudvdw 6g d ) Uy by ey
V(u,v,w) “1 v
0 0
+ — 5 (eg(Tq)vphwhy) + 0 (eq(Tq)vyhuhy) | hyhyhydudvdw
[ [ [ e |2 o + 2 gnan
i hhhdudvdw hhhwé‘u A
V(u,v,w) Ul v1 wi
o ., 1 7/7 1 o[o .,
— Th)huhy) | hyhyhydudodw — — = Ta)hyhy
g (i) )] O T T o hpdudvdw Fhog | Bu (G T o)
V (u,v,w) U1 v1 wi
+ 9 (@(Ty) hawha) + 9 (G2t (Ty) hahy) (10.30)
v v \Ld)wlly Ow w\Ld)ylly . .
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Luego, se pueden factorizar y reordenar los términos de la Ecuacién 10.30 obteniéndose

0 _ _ 0 _ 0
spar(t(ea) (Tatta) = Tu(w) ) + Sraan)(en) (T(t) - T ) (1 + m(m)) + 2 mgey(t) =
(’LU2 — wl)(vg — ’Ul) f (O[g(td))\g + Ols(td)) h h 8Td 6
— —_— Ta)vuhyho
T huhyhydudvdw huhohe g T A
V (u,v,w) U1
(Ozg(th)kg + Oés(th) + Ots(th)kh) 0 hvhw 8Th Otg(t)pg 0
a a a T u vlbw
+ T 0 e Ou + Tuholy 04 B)Vuhyh ) | Byhyhy dudo dw
(w2 —wi)(u2 —w) / (ag(ta)Ag + as(ta)) 9 (hwhy 01y n ag(t)pg 0 ( S(T)ouhwha
T huhohwdudvdw hatohe 90\ By o0 ) T huhohy o\ CoTaV0 e
V (u,v,w) v1
(ag(tn)ky 4 as(tn) + as(tn)kn) 0 [ huwhy 0Ty ay(t)pg O
+ Il 50 e o + TouTili B0 Th Uphwhy | | hyhohy dudo dw
(v2 —v1)(u2 — u1) 72 (ag(ta)Ag + as(ta)) O (huhy, 0Ty ay(t)pg O
T huhohedudvdw hhohe 9w\ 0w ) by 9w \ G0 TRy
V (u,v,w) w1
(ag(tn)kg + as(tn) + as(tn)kn) O h h, 0T}, ag(t)pg O
9 9 (e (T vwhuhy ) | huhyhy dudod
+ Toshoo o ow Dw ) T huhuh, 9w \CoTR)Y v dw
(w2 — wl)(UQ — Ul) 72 1 [0 -1 0 N
- a_ T hvhw a T hvhw huhvhwd d d
T huhohwdudvdw | Tahohg |9\ %70 g\ (M) Haeraen
V (u,v,w) U1
(w2 — wl)(UZ — ul) 72 1 [0 7 0 1
— — T, ’ — T .
T Tuhohwdudvdw | hahoig |50 \ B Tuh ) 4 50 o TRk || by dudo dw
V (u,v,w) v1
(U2 - vl)(u2 — ul) 72 1 [0 N7 0 <11
— Ta)hyhy — Ti)hohy || hyhyhy dudo dw.
T Tuhohwdudvdw | hahohg | 5w \ %00 * G | G (Th) wdvdw

V(u,v,w)

Ahora bien, desde la Ecuacién 10.31 se

(10.31)

puede obtener un modelo que unifica el problema de secado y

calentamiento de un sélido en un solo modelo. Lo anterior se logra con el procedimiento desarrollado en

la seccién 8.12 del Capitulo 8, en donde se considera todo el proceso de calentamiento como un problema

de secado en donde se evapora el agua contenida en el volumen de control. De lo anterior se obtiene un

modelo general unificado que permite modelar la ecuaciéon de energia para propiedades promediadas

espacialmente para un medio desde sélido a poroso, para radiacién absorbida completamente en la

superficie hasta un espesor de penetracién J, para flujos de calor incidente ya sea constante, polinomial

o exponencial, para casos en que el volumen de control es seco A = 0, o bien, cuando posee un

contenido de humedad constante Ay hasta uno que evoluciona en el tiempo A(t) con un perfil temporal
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determinado

o _
i (T =T) 1+ TA) =
(’LU2 - wl)(vg — ’Ul) /“2’1 0 (kmhvhw oT

[ huhyhydudvdw | hy Ou h, Ou + Qgpgegv > U
V (u,v,w) uy

v2
(w2 — w1)(uz — u1) 1 8 (kmhwhy 0T
oo\ n 9 vhwhu hvd
[ huhohydudvdw | hy Qv h, Ov +agpgeqgv v
V (u,v,w) v

(’UQ — Ul)(UQ — ul) wzii (kmhuhv oT

a0 whuhq; h )d
f huhvhdedvdw hw aw hw aw + agpgegl) > wdw
V(u,v,w) w1

Uz

Wy — w))(vs — v 1o
- (f i ;z)(hzdudz)dw/ o g (BTl

V(u,U,w) Uy
v2
(w2_w1)(u2_u1) / 1 0 .11
[ huhohydudvdw | hy Qv (4, (T) ) hvdw
V (u,v,w) v1
S I 7218 (@ (T)huhy) hwdw (10.32)
T huhohwdudvdw | hy, 0w Tt/ : .
V(u,v,w) w1

luego, solo resta aplicar las condiciones de borde y condiciones iniciales segin cada problema para
simplificar el modelo, usualmente se trabajan problemas en que la transferencia de calor se puede
considerar unidimensional, por lo que los gradientes en las otras coordenadas serdn cero (simplificacién

en Ecuacién 10.34).

10.8. Movimiento a distintos modelos de energia

Ahora, desde el modelo simplificado de la Ecuacién 10.32 es posible derivar a otros modelos
solo aplicando las condiciones de borde propias de cada problema. Por tanto, para un problema

con transferencia unidimensional (por ejemplo, solo en la direccién u) en que el medio es poroso y
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radiativamente participativo, se tiene que
acysﬂ (T —Tx) (14+TA®R)) =

U2
B L

[ huhohydudvdw | hy Ou hy Ou
V (u,v,w) w1
0
V2 O
(wZ - wl)(UQ - Ul) / 10 kmhwhy, O /gM'
- A 7
T huhohwdudvdw | Ty 0v e B T (Qapeertiliuin)
V (u,v,w) v1
0
wa O
(va —v1)(ug — u1) / 1 0 [ knhyhy O W’
7 A - w 'U/h'U
T uhohedudvdn | hodw | he Gw T \Cale )
V (u,v,w) w1
u
(wg—wl)( 2—’1)1) / 1 0
T hehohwdudvdw | Ty, gy (Gu(T)hoho) hudu
V(u,v,w)
(wg — wy)(uz —uy) / W
— hvd
T huhyhydudvdw vaw
V (u,v,w)
(vg — v1)(uz — u1) / M
— —_— v)  hwd 10.33
[ hehohedudvdw e (1033)
V(u,v,w)

resultando finalmente para coordenadas curvilineas en

9 _
5058 (T = Toe) (1+TA(D)) =

_ _ F T
Cu—w)los ) [ 10 (k mhoh OF | o pgeqvuhohug >hudu

[ huhohwdudvdw | h, Ou \ h, Ou
V (u,v,w) u1
(w2 —wi)(v2 — 1) 72 1 0
- — —Z ("(T)hyhy) hud 10.34
[ huhyhydudvdw | Ty, 0u (6 (D hohw) hudu (10.34)
V (u,v,w) uy

10.8.1. Movimiento a coordenadas cilindricas para un medio poroso ra-
diativamente participativo, sin humedad y con radiacién incidente

constante

Desde el modelo de la Ecuacién 10.34, es posible obtener el modelo de la Ecuacién 7.27 trabajado
en el Capitulo 7 por medio de la definicién de los intervalos de integraciéon y del sistema de coordenadas,
es decir, para coordenadas cilindricas se tiene el cambio de variable es (u,v,w) — (r, ¢, z) y los factores
de escala son h, = 1, h, = r, hy, = 1, por lo que los limites de integracion estan definidos por el

problema en donde la dimensién radial es u; = r1, us = r1 + 6, la dimensién axial es v1 =0, vo =27 y

w
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la dimensién azimutal es w; = 0, wo = [, por lo tanto, para un medio sin humedad (A(t) = 0)

ri+0
o (1.)(27) / 0 ( komr OT
carcpag IO == G or L | or "1 o TOsecst T
r;+90
(I2)(2m) 0

| s @@na (10.35)

T4

7((ri +6)2—r)l,

asi, se obtiene finalmente

ri+0

0 = 2 0 or
QdPdCp,d 3tT(t) T )] / ar (kmr 5 + agpgegvrr> dr
= Y on
((Tz' + 5)2 _ ,,,ZQ) / or (qr (T)T) d’l", (1036)

T

en donde el modelo radiativo se resuelve en funcién del sistema de coordenadas segin se present6 en la
seccion 10.6, el cual ya fue ampliamente explicado en la secciéon Secciéon 7.5 del mismo Capitulo 7 y es

valido para este caso ya que es con radiacion incidente constante.

10.8.1.1. Movimiento a un medio sélido

Aplicando las mismas condiciones a un medio sélido, es posible derivar el modelo de la Ecuacion 6.4

del Capitulo 6 de modelos previos, haciendo ahora que ag =1y r; =0

o~ . 2 [0 arT o fo
PaCp.d ) = —E / o <k‘mrar> dr — E o (¢, (T)r)dr. (10.37)
0

10.8.2. Movimiento a coordenadas cartesianas para un medio poroso ra-
diativamente participativo, sin humedad y con radiacién incidente

constante

Desde el modelo de la Ecuacién 10.34, es posible obtener el modelo de la Ecuacion 6.2 trabajado
en el Capitulo 6 por medio de la definicion de los intervalos de integraciéon y del sistema de coordenadas,
es decir, para coordenadas cartesianas se tiene el cambio de variable es (u, v, w) — (z,¥, ) y los factores
de escala son h, =1, h, = 1, hy, = 1, por lo que los limites de integracién en x son u; = 0, us = 9,

los limites en y son v; = 0, vo = y™*, los limites en z son w; = 0, wy = z* y sin contenido de humedad
) b )

(At) = 0)

9 (¢2(T)) dz, (10.38)

5
o _
QaPdCp,d 8tT( = 5yz / < —&-agpgegvac) dx
0
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por lo que simplificando y resolviendo el modelo radiativo con la Aproximacion de Shuster-Schwarzschild

presentada en la seccién 10.6.1
§"(z,T) =0 (T4 - TOO) (e—2<5—-”f) - e—h) il (e 2, (10.39)

se tiene una expresién para el flujo de calor radiativo en la direccién x. Luego, combinando el modelo
radiativo con la ecuacién de calor y aplicando las condiciones de borde del problema para radiaciéon

incidente constante, se obtiene finalmente

0 = hconv T 2a 74 ap .
Qapacpa g T(t) = == (T = T)) = =Lo (T" = T ) = il (10.40)

considerando la absortividad del medio como a, = (1 — exp (—24)), lo cual es equivalente al modelo

desarrollado por Mindykowski et.al como se presenta en el Capitulo 6, seccion 6.3.

10.8.3. Movimiento a coordenadas cartesianas para un medio poroso sin
divergencia radiativa, con humedad y radiacién incidente constan-
te

Desde el modelo de la Ecuacién 10.34 es posible derivar el modelo sin aproximar de la secciéon
6.5 del Capitulo 6. Para ello se definen las coordenadas del sistema cartesiano por medio del cambio de
variable (u,v,w) — (x,y, z), cuyos factores de escala son h, = 1, h, = 1, hy, = 1. Luego, estableciendo
los limites de integracién en x como u; = 0, us = 9§, los limites en y como v; = 0, vo = y* y limites en z
como wy = 0, we = z*. En este caso, se define un contenido de humedad constante para todo el proceso

como Ay sin considerar su evolucién en el tiempo, por lo que la Ecuacion 10.34 se transforma en

_ 4 &

or _ _y= [0 [ O y'2r [0

as8(1+TX) o oy /ax (k;m o + agpgeng) dz 5y /&E (g(T))dz,  (10.41)
0 0

luego, en este modelo no se considera una divergencia radiativa sino que esta es absorbida en su

totalidad en la superficie y se aplican las condiciones de borde
orT iy Y 4 4
asB6 (1+TXg) i (G5 — Xoni) — €0 (T = T5,) . (10.42)

Se linealiza el término de la radiacién y se define hr = 4eaTS . Luego, se divide a ambos lados por

i
B0 (14T Xg) 00 = xq . Tig —Too) h
O[‘ﬁ (.//+ 0) E — (qznc '”qurz) _ ( ig — OO) Re’ (1043)
Aerg Aers Aeri
y se introducen los siguientes parametros y variables normalizadas
T-T, 80 (1+TA
6 = T :40[ B (.,,+ O)
T%g - Too Aerg
_hr(Tiy —Tx) _ (ine — X4eri)
V=T T,

]
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Con lo que se obtiene la ecuacién diferencial

o vy

¥
o T (t)+:;, (10.44)

sujeta a la condicidn inicial 8(t = 0) = 0, por lo que su solucién esta dada por

o(t) = % (1 — exp (—f(t - t0)>) : (10.45)

asi, regresando a las variables originales

(T_Too) _
(T' 00 a
(e = xil) _ Gimemmi [ ey i (t—to)
Greer hr (LT e @B (1+T ) (Tig—Tn o
y finalmente
(q// _Xq'/l ) hR
T(t) = Too + ~Hine Meri) 9 _ S —- . 10.4

De esta manera, el modelo de temperatura de la Ecuacién 10.46 equivale al modelo de la Ecuacién 6.13,

en donde el espesor fisico del volumen de control es § = [, dado que no hay divergencia radiativa.

Adicionalmente, es importante destacar que para el caso planteado en la seccién 6.5, es posible
obtener una solucién exacta con el modelo de la Ecuacién 10.41 (mediante resolucién numérica), el
cual se obtiene desde la derivacion del modelo general en coordenadas curvilineas para las mismas

condiciones.
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