Universidad Técnica Federico Santa Maria.
Departamento de Fisica.

Formalismo para perturbaciones
cosmoloégicas afines

Manuel Morocho-Lépez
Advisor: Oscar Castillo

Trabajo de tesis presentado en cumplimiento parcial de los
requisitos para el grado de Doctor en Ciencias Fisicas, de la
Universidad Técnica Federico Santa Maria y la Pontificia
Universidad Catdélica de Valparaiso.

Julio, 2024






TITULO DE LA TESIS:

FORMALISMO PARA PERTURBACIONES
COSMOLOGICAS AFINES

AUTOR:
MANUEL MOROCHO-LOPEZ

Trabajo de tesis presentado en cumplimiento parcial de
los requisitos para el grado de Doctor en Ciencias Fisicas,
de la Universidad Técnica Federico Santa Maria y la
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso.

COMISION EXAMINADORA:

Oscar Castillo (USM)
Alfonso Zerwekh (USM)
Cristébal Corral (UAL)

Aureliano Skirzewski (UDELAR) ... ..

4 de octubre de 2024

MANUEL MOROCHO-LOPEZ I



A mi esposa, mi hijo, mis padres, mis amigos y profesores.

I1



Resumen

La suposicién de que la materia en el Universo se distribuye de manera homogénea e
isotropica nos ha permitido entender gran parte de la fenomenologia asociada a la evoluciéon y
expansion del mismo. A pesar de lo anterior, la formacion de estructura no puede explicarse
a partir del Principio Cosmolégico solamente. La implementacion de perturbaciones sobres
soluciones cosmoldgicas tipicamente es utilizada para modelar la formacién de clisteres de
galaxias y cimulos de estrellas. Hasta ahora, el formalismo de perturbaciones sélo ha podido
implementarse en formulaciones métricas de gravedad como relatividad general y su equivalente
en teorias afines no ha sido desarrollada. En el presente trabajo tiene como fin proponer una
metodologia para implementar perturbaciones cosmolégicas en teorias de gravedad que tengan
a la conexion como su campo fundamental. Se utiliza la teoria de grupos junto con los objetos
disponibles en soluciones cosmolégicas (afines) para determinar los campos irreducibles en los
que una perturbacién cosmolégica afin puede descomponerse, en analogia con su contraparte
métrica. Ademads, en el presente trabajo se exploran las diferentes elecciones de gauges que
pueden implementarse en el formalismo para eliminar los grados de libertad de la perturbacion
asociados a elecciones particulares de sistemas de coordenadas y se muestra de qué manera
pueden construirse campos invariantes bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas.
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Capitulo 1

Introduccion

En la escala cosmoldgica, el Universo se modela bajo los preceptos de isotropia y homo-
geneidad y en la mayoria de esquemas cosmologicos se supone que la teoria que explica las
interacciones gravitacionales es la Relatividad General. La premisa anterior tipicamente es co-
nocida como el principio cosmologico y se acepta como valida cuando se consideran porciones
grandes del espacio. A pesar de lo anterior, actualmente se entiende que aceptar la condicién
anterior con rigurosidad no permitiria explicar la formacién de estructuras como los clusteres
de estrellas, galaxias y demds en el Universo observable.

De la breve discusion anterior, podemos postular que la formacién de estructuras en el
Universo debe resultar de una desviacion desde el principio cosmologico. En teorias como
relatividad general, debido a la complejidad de las ecuaciones de Einstein, la estrategia que
tipicamente se sigue radica en considerar perturbaciones desde una solucion de fondo isétropa
y homogénea; y luego encontrar las condiciones que las ecuaciones de campo imponen so-
bre los campos de la perturbacion, hasta un cierto orden. En dicha formulaciéon y en otras
fundamentalmente métricas, la métrica es el campo responsable que media las interacciones
gravitacionales, por lo que tipicamente uno considera que una métrica g,, general (es decir,
perturbada) resulta de la suma de una métrica g,, isétropa y homogénea de fondo; y de un
tensor simétrico hy,,, es decir, g, = gu + €hy,, en donde € es un pardmetro de expansion que
controla el tamano (u orden) de la perturbacion.

Por otro lado, tenemos el hecho de que en el modelo A de materia oscura fria (en donde A
indica la existencia de una constante cosmoldgica), el 26 % del Universo observado corresponde
a materia oscura 'y el 69 % de éste comprende energia oscura, lo que en conjunto constituye lo
que tipicamente recibe el nombre de sector oscuro del Universo y que realmente corresponden
a dos objetos cuyo origen y naturaleza, al dia de hoy, aiin no son bien entendidas ni han podido
ser observadas directamente, [1]. Aunque hemos podido observar efectos que podrian atribuirse
a su existencia, no han podido detectarse directamente.

El hecho de que en ciertos escenarios resulte necesario un gran sector oscuro para entender
la estructura y evolucién del Universo en la escala mas grande, a través de los fundamentos
del modelo A de materia oscura fria, resalta la incégnita sobre si nuestras teorias de gravedad
y particulas son fundamentales o sélo teorias efectivas (en el sentido Wilsoniano) de teorias
fundamentales aun por descubrir. La cuestion anterior ha impulsado la formulaciéon de muchas
generalizaciones de los modelos estandar, incluso agregando tipos exdticos de materia e inter-
acciones desde el punto de vista de la fisica de particulas y la extension del sector gravitacional.

Si nos centramos en el conjunto de extensiones del sector gravitacional se pueden encontrar
varios tipos de teorias. Hay teorias métricas de gravedad que consideran ordenes mayores
para la curvatura en su accién, como las formulaciones de gravedad de Lanczos-Lovelock |2,
3]; v también hay teorias métrico-afines de gravedad en las que tanto la métrica como la
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1. INTRODUCCION

conexion afin son considerados campos fundamentales (e independientes, incluso), [4]. Ademas,
existen teorias (puramente) afines de gravedad en los que el campo que media la interacciones
gravitacionales corresponde a la conexion afin y el tensor métrico no es requerido para construir
su accién correspondiente, [5}/6].

Respecto al ultimo tipo de formulaciones de gravedad, soluciones cosmologicas asociadas a
éstos han sido obtenidas en varios escenarios, [7-9]. A pesar de lo anterior, anélisis de pertur-
baciones desde soluciones cosmoldgicas exactas en estas teorias no han sido desarrollados en la
misma medida con la que se han implementado para teorias métricas dado que para llevarlos
a cabo se necesita hacer perturbaciones sobre la conexion. Aunque a finales del ano pasado
se reporté un formalismo de teorfa de perturbaciones para teorias métrico-afines |10], hasta
antes del desarrollo del presente trabajo no se presentado en la literatura un simil para teorias
puramente afines de gravedad.

En este trabajo presentamos un formalismo para poder desarrollar perturbaciones afines
cosmoldgicas sobre la conexién afin. El método que presentamos puede utilizarse para analizar
las inhomogeneidades del Universo tanto en teorfas puramente afines como en teorias métrico-
afines de gravedad. En resumen, el método de perturbaciones consiste en tomar una soluciéon
cosmologica de fondo de una teoria afin de gravedad que induzca la existencia de un tensor
métrico en la subvariedad 3-dimensional espacial del espaciotiempo y perturbarlo con una
campo afin general. La existencia del tensor métrico mencionado puede interpretarse como un
requerimiento del método dado que, como una perturbacién de la conexiéon se comporta como
un tensor, se puede usar la teoria de grupos para obtener la descomposiciéon de Helmholtz
de la perturbacién y para eso resulta conveniente trabajar con tensores cuyos indices sean, o
bien todos covariantes o bien contravariantes y es ahi en donde aparece la necesidad de un
objeto que permita subir y bajar indices espaciales, como minimo. El hecho de que el método
necesite que la solucién de fondo de la teorfa (en el caso de interés) sea cosmolégica (de forma
que aparezca naturalmente un objeto que se comporte como un tensor métrico), hace que el
formalismo pueda ser categorizado como un formalismo de perturbaciones cosmolégicas.

El presente trabajo se organizara de la forma que se comenta a continuacion. En el capitulo
se describen los fundamentos e ideas necesarias de la teoria de grupos que se utilizaran para
desarrollar la descomposicion de nuestra perturbacién afin. En el capitulo [3] se presentan los
elementos de geometria diferencial que utilizamos para construir el espaciotiempo para el cual
hallaremos soluciones cosmologicas y las herramientas con las que podemos construir y carac-
terizar perturbaciones afines. En el capitulo [4| se presentan tanto la formulacién de gravedad
del modelo estandar como también varias formulaciones alternativas de gravedad en las que
el campo fundamental de la misma es la conexién. Ademaés, en dicho capitulo presentamos
una revision de la teoria de gravedad polinomial afin, la cual corresponde a la formulacion de
gravedad que hemos utilizado en este trabajo para obtener soluciones cosmolégicas en nuestro
espaciotiempo de fondo. En el capitulo |5 se presenta una breve revisiéon del formalismo actual
de perturbaciones métricas del que se dispone en la literatura, con el objetivo de poder contex-
tualizar la forma en la que actualmente se desarrollan perturbaciones en formulaciones métricas
de gravedad. En el capitulo [6] empezamos formalmente el trabajo del desarrollo del método de
perturbaciones afines al detallar la manera en la que pueden obtenerse descomposiciones de
Helmhotz de perturbaciones afines cosmologicas. En el capitulo [7| continuamos el trabajo de la
construccion del formalismo de perturbaciones afines mostrando los gauges y campos invarian-
tes que pueden contruirse a partir de la descomposicion de la perturbacién afin. Finalmente,




el capitulo [§] desarrolla un anélisis de los principales resultados por la formulaciéon propuesta
y plantea la conclusion de este trabajo.
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Capitulo 2

Teoria de grupos

En este capitulo se presenta una revision de las principales herramientas asociadas a la
teoria de grupos que hemos utilizado para este trabajo. Se detallan las definiciones de grupos,
clases, caracteres y descomposiciones en representaciones irreducibles en el contexto tanto de
grupos discretos y continuos haciendo un énfasis en los ultimos, dado que las simetrias de
nuestros objetos de estudio estan asociadas a varios grupos de ese tipo.

2.1. Definicién de grupo

Un grupo G es un conjunto de objetos, {g¢;}, dotados de una operacién binaria (-) (tipi-
camente llamada multiplicacion por la forma en que es interpretada cuando los elementos del
grupo se ordenan en su respectiva tabla de multiplicacion), que cumplen los siguientes axiomas:

» Clausura: El resultado de la operacion g¢; - g; = gi, Vgi,9; € G vive dentro del conjunto
G, es decir g, € G.

» Asociatividad: (g¢; - g;) - gx = ¢i - (g; - gx) para cualquier g;, g;, gx € G.

» Existencia de elemento identidad: Dentro de G debe aparecer un tinico elemento identidad,
e, tal quee-g; =g¢g;-e = g;,Vg; € G.

» Existencia de elemento inverso: Para todo elemento g € G, existe un elemento ¢g=! € G
talque g-g =g t-g=c.

Los elementos de un grupo pueden ser de cualquier naturaleza, en el sentido de que pueden
corresponder a cualquier tipo de objeto, siempre y cuando el conjunto de éstos cumpla los
axiomas que permita calificarlo como grupo. Varios de los elementos de los grupos que se men-
cionan en la seccién siguiente corresponden, por ejemplo, a transformaciones que actian sobre
un conjunto de objetos en donde el grupo como tal corresponde al conjunto de transformaciones
en lugar del set de objetos en si.

Una operacién que permite formar un grupo a partir de dos grupos ciclicos (los cuales se
definen en la seccién es el producto directo de grupos ciclicos. Si G = ({ga},") vy G' =
({g.,},*) son dos grupos, el producto directo G x G’ comprende de:

» El conjunto de los elementos de la forma (g, g.,),

» La operacién [ que satisface la relacién general (g4, 9.,) B (96, 95) = (Ga = Gbs Gh * 0ly)-

MANUEL MOROCHO-LOPEZ 5



2. TEORIA DE GRUPOS

Por 1ltimo, una idea que nos resulta ttil definir ahora es la de subgrupo: Un subgrupo H
de un grupo G es un grupo (en el sentido definido al principio de esta seccién) formado por un
subconjunto de elementos de GG que satisfacen entre ellos mismos los axiomas de grupo bajo la
operacion de grupo.

2.2. Grupos discretos y continuos

Los grupos pueden dividirse en grupos discretos y en grupos continuos, dependiendo de
si, para etiquetar o diferenciar los elementos del grupo entre si, se requiere de una variable
discreta (que puede tener asociado un ntimero finito o infinito de elementos) o de una variable
continua. El nimero de elementos del grupo es conocido (en el contexto de la teoria de grupos)
como el orden del grupo.

2.2.1. Revision breve de algunos grupos discretos y el grupo de
permutaciones S,

Algunos ejemplos de grupos discretos de interés son los grupos ciclicos Z,, de orden n (que
corresponden a aquellos grupos en los que todos los elementos del mismo se pueden generar
para partir de uno sélo), los grupos dihedros D,, (que corresponden al conjunto de simtetrias
de poligonos regulares de n vértices) y el grupo de permutaciones S,, 6 grupo de simetrias
(que corresponde al conjunto de las transformaciones de n objetos indistinguibles). Entre los
anteriores, el grupo 5, nos resulta de mayor interés debido a que pueden ser estudiados bajo
la descomposicion de ciclos.

Como se menciond, el grupo de simetrias S,, corresponde al grupo conformado por todas
las permutaciones que pueden efectuarse sobre n objetos indistinguibles y, por lo anterior, el
orden del grupo de simetrias .S, es ord(.S,) = n!. Una caracteristica de los elementos del grupo
Sy, (es decir, de cada permutacion) corresponde a la descomposicion de ciclos que puede usarse
para representarlos.

La descomposicion de ciclos de una permutacion en .S, corresponde a una notacion utilizada
para indicar todos los ciclos que experimentan los n objetos que se permutan en cada elemento
del grupo. Si ¢ repesenta un elemento del grupo en Sg entonces estabelecer que, por ejemplo

o = (126)(4)(35) = (126)(35),

Indica que en la permutacién de los 6 objetos, el primero es permutado a la segunda posicion,
el segundo a la sexta, el tercero a la quinta, el cuarto no se permuta, el quinto es permutado
a la tercera y el sexto es permutado a la primera. El ciclo (126) se conoce como un 3-ciclo, el
ciclo (35) es un 2-ciclo y el ciclo (4) es un 1-ciclo (que en la notacion tipica suelen omitirse). La
palabra ciclo viene precisamente del hecho de que los objetos permutados en un ciclo siempre
tienen la posicion inicial del primer objeto igualada a la posicion final del tltimo objeto, lo que
permite que esta permutacion se cierre sobre si misma o cierre su ciclo de permutaciones.
Una forma grafica de entender la estructura de ciclo de S, puede obtenerse a partir de
dibujar las particiones de n, y representando los r-ciclos con un arreglo de r cajas ordenadas
en filas con un niimero de cajas igual al de la cantidad de objetos en cada ciclo de un elemento,




2.2. GRUPOS DISCRETOS Y CONTINUOS

empezando desde arriba con la(s) fila(s) mas larga(s) y culminando abajo con la(s) fila(s) més
corta(s). Los arreglos mencionados son dibujos que se conocen tipicamente como los diagramas
de Young para el grupo S,, [11].

Por ejemplo, la estructura de ciclo de S, (y su correspondiente descomposicion en partes
irreducibles, que es un tépico que se explica con mas detalle desde la seccion [2.4] hasta la seccién
, estd dada por los siguientes diagramas de Young:

» Una copia del diagrama | [ [ [ |= (XXXX),

» Tres copias del diagrama L1 (XXX)(X),
= Dos copias del diagrama = (XX)(XX),

|
» Tres copias del diagrama | | = (XX)(X)(X) y

Una copia del diagrama (— = (X)(X)(X)(X).

Cada una de las copias (o patrones) mencionadas en la descomposicién anterior para el grupo Sy
se conoce como tableau estandar de Young, las cuales se construyen ubicando los valores desde 1
hasta 4 (para Sy) en las cajas de cada diagrama, de forma que los niimeros no decrezcan cuando
se mira una fila de izquierda a derecha, sin que se repitan; y que aumenten cuando se lee una
columna desde arriba hacia abajo. El ordenamiento de los niimeros en cada diagrama de Young
determina el nimero de patrones independientes de cada diagrama y establece la dimension de
la representacion irreducible asociado a cada diagrama en que puede descomponerse el grupo
S, en este caso. Por lo anterior, los diagramas y tableau de Young pueden utilizarse para
determinar la descomposicion en representaciones irreducibles de algunos grupos. Esta técnica
se explorara con mayor detalle en la seccién de este capitulo y en la seccion del capitulo
siguiente.

Un resultado muy importante asociado al estudio de los grupos de permutaciones se resume
en el teorema de Caley: Todo grupo de orden n finito es isomorfico a algiin subgrupo
del grupo de permutaciones S,. Un isomorfismo corresponde a un mapa o funciéon para
el cual existe un inverso y que, tanto la ésta como su inversa, preservan la estructura de los
grupos bajo los que acttan.

2.2.2. Revision breve de algunos grupos continuos: grupos de Lie

Como se menciond anteriormente un grupo continuo es aquel que estd conformado por
elementos etiquetados por variables continuas, es decir, g; — ¢(#). La operacién de grupo para
grupos continuos actia de la forma siguiente.

9(0a)9(03) = 9(6y = f(0a:65))-q (2.1)
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2. TEORIA DE GRUPOS

La funcién f en la ecuacién [2.1] es una funcién continua en los parametros 0, y 63. Cuando
esta funcién f es una funcion analitica, el grupo continuo es conocido como grupo de Lie. Los
grupos de Lie son, de hecho, los grupos que tipicamente se estudian con mayor profundidad en
Fisica.

Ademas de la definicion anterior, se suele decir también que los grupos de Lie son grupos que
pueden interpretarse como una variedad. Una variedad, como se vera en detalle en el capitulo
[3) corresponde a un conjunto dotado de una topologia y un homeomorfismo entre el conjunto y
el espacio real R? d-dimensional. Los homeomorfismos son mapas o funciones que preservan la
estructura del grupo y una topologia corresponde a un subconjunto del conjunto potencia de un
cierto conjunto que cumple ciertos axiomas. Puede ver el capitulo[3|para mayores detalles. Cada
elemento del grupo es simultdneamente un punto en una variedad y actia en otros elementos
como una transformacion de punto (por su interpretacién como punto dentro de una variedad).

En general, un grupo de Lie G, como variedad, tiene mas de una componente conectada.
La componente conectada al elemento identidad estda denotada como G y corresponde a una
variedad suavemente conectada. La propiedad analitica y el hecho de que los elementos estén
parametrizados por una variable continua nos permite escribir los elementos de la componente
mencionada como una funcién analitica de la forma

g(¢7) = 1% (2.2)

para j = 1,...,n, en donde n se conoce como la dimension del grupo, n = dim(G), y los Tj son
los generadores del grupo.

A partir de la relacién de clausura, es posible ver que el corchete de Lie [T}, T}] de dos
generadores T y T}, (que se comporta como el conmutador [A, B] = AB — BA) cumple la
siguiente condicion,

(15, i) = if3'Th- (2.3)

Los corchetes de Lie definen un dlgebra de Lie (que se puede interpretar como un conjunto de
objetos sujetos a las condiciones de clausura, asociatividad, existencias de elementos identidad
e inverso, pero dotados con el corchete de Lie como operacion del dlgebra, sujetos al cumpli-
miento de la ecuacién . Los coeficientes f;;' son constantes, conocidas como constantes de
estructura, que definen las propiedades algebraicas de su grupo de Lie correspondiente.

Entre los grupos de Lie mas relevantes para el trabajo presente podemos destacar los
siguientes:

» El grupo general lineal GL(n,K): Corresponde al conjunto de todas las matrices n x n
con cada una de sus componentes perteneciendo al campo K y determinante no nula,
es decir, los elementos no singulares de Mat(n, K); dotados junto con la multiplicacién
matricial como operacién binaria del grupo. Este grupo también puede representar el
conjunto de todas las transformaciones lineales en un espacio vectorial V= Vg = K". De

lo anterior puede verse que la variedad asociada al grupo GL(n,K) es una subvariedad
de K™,

Un resultado importante asociado a los grupos de Lie que conviene mencionar es el
siguiente: Todo subgrupo continuo de un grupo de Lie es un grupo de Lie.

El enunciado anterior implica justamente que subgrupos relevantes pueden obtenerse
restringiendo el grupo general lineal al subconjunto de elementos preservando ciertas
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propiedades del espacio Vi en el cual actiian. Tres propiedades que resultan importantes
de preservar en Vi son: (i) el volumen, (ii) la norma y (iii) la orientacién.

» El grupo especial lineal SL(n,K): Corresponde al subgrupo de GL(n,K) con elementos
de determinante unitaria que preservan el volumen. Dependiendo del campo K, pueden
haber distintos tipos de grupos especiales. Por ejemplo, dos casos de interés corresponden
aK =R 6 C, en el que los grupos SL(n,R) y SL(n,C) comprenden grupos de transforma-
ciones que preservan el volumen en R” y C", respectivamente, definidos por el subconjunto
de matrices de GL(n,K) con determinante igual a uno, es decir, det(M) = +1.

» Los grupos unitarios U(n, K) y SU(n, K): Corresponden a los grupos de transformaciones
que preservan métricas sesquilineales (es decir, funciones de distancia en el que uno de
sus dos argumentos es intercambiado por el conjugado del original). Como subgrupos de
GL(n,K), comprenden el conjunto de todas las matrices de transformacién U que son
unitarias, es decir, que cumplen, UUT = UTU = 1, en donde U representa el transpuesto
conjugado de U. Si no se impone restriccion alguna sobre el determinante de los elementos
del grupo anterior, éste se llama U (n, K), mientras que la restriccion adicional det(U) =
+1 hace que el grupo sea el grupo unitario especial SU(n, K).

» Los grupos ortogonales O(n,K) y SO(n,K): Corresponden a los grupos de transforma-
ciones que preservan métricas simétricas bilineales (es decir, funciones de distancia que
dependen de dos argumentos y que son simétricas bajo el intercambio de éstas). Como
subgrupo de GL(n,K), comprenden el conjunto de todas las matrices de transformacion
O que son ortogonales, es decir, que cumplen, OO = OTO = 1, en donde O representa
el transpuesto de O. Tanto los elementos de O(n, K) como SO(n, K) tienen |det(O)|= +1,
sin embargo la determinante de algunos elementos de O(n,K), asociados a inversiones,
puede ser igual a —1, lo que no ocurre con todos los elementos de SO(n,K) para los que
su determinante es siempre igual a +1.

2.3. Clases de conjugaciéon de grupos

Una forma para poder subdividir elementos de un grupo en subcategorias o clases se puede
realizar a través de la operacién de conjugacion, la cual es un homeomorfismo analogo a las
operaciones de transformaciones de similaridad en algebra lineal. Se dice que, en un grupo G,
dos elementos g,, g, € G son conjugados el uno al otro si es existe un ¢ tal que

Go = 999 (2.4)

Algo que vale la pena senalar es el hecho de que la multiplicacién de elementos del grupo es
invariante bajo la conjugacion (de forma anédloga a como la traza y la determinante de matrices
son invariantes bajo transformaciones de similaridad). La conjugacién, ademds, preserva la
descomposicién por ciclos del grupo de permutacién S, (lo que tipicamente se suele ser referido
al decir que los elementos conjugados tienen la misma estructura de ciclo).

Como la conjugaciéon preserva la estructura de ciclo, esta caracteristica es utilizada pa-
ra reagrupar elementos del grupo en subconjuntos con propiedades similares, conocidos como
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clases: La descomposicion de un grupo en clases es una particion del grupo G, en donde los ele-
mentos dentro de cada pieza de la particion se relacionan por conjugacion. Matematicamente,
una clase C, se define por la expresion

Co = {9949 194 fijo, g € G} (2.5)

Si el orden del grupo es n = ordG, el niimero de clases, k, siempre k£ < n. Es notable ademés
que la identidad, e, es por si solo una clase.

2.4. Representaciones de grupos finitos

Una representacion de un grupo D es un homeomorfismo desde el grupo G sobre el conjunto
de endomorfismos (o conjuntos de matrices, en este caso) asociados al espacio vectorial V', es
decir, D : G — End(V). Asi, para un espacio vectorial V' dado, si uno dispone de un conjunto
de matrices sobre V| es decir, D € End(V), tal que:

» Hay una matriz D(g) (no necesariamente diferente), asociado a cada elemento g € G del
grupo,

» Vg,,9r € G, sus matrices asociadas satisfacen D(g;)D(gx) = D(9;9x),

en ese caso entonces el conjunto de matrices se dice que es una representacion del grupo G.
De la definiciéon anterior queda claro que la identidad e del grupo debe asociarse a la
identidad de End(V), es decir, D(e) = 1. Ademas la dimension de la representacion se define
como la dimensién del espacio vectorial sobre el que actia, es decir, dim(V).
Vale la pena tener presente que el espacio vectorial V', referido arriba, se supone abarcado
por una base N-dimensional {|i)} satisfaciendo ortogonalidad, es decir, (i|j) = ¢*; y clausura,

2 |Z> <Z‘ =1

2.4.1. Tipos de representaciones

Un mismo grupo G puede tener asociadas, en principio, infinitas y diferentes formas o tipos
de representaciones. Entre las méas relevantes tenemos las siguientes:

» La representacion trivial: Es una representaciéon 1-dimensional en la que todos los ele-
mentos del grupo son mapeados al nimero uno, es decir, Vg € G : D(g) = 1.

= La representacion reqular Dg: Es una representacion en la que cada elemento g del grupo
G se asocia a un vector base de V. La dimension de esta representacion es igual al orden
del grupo G, es decir, dim(Dg(G)) = dim(V') = ord(G).

= Representaciones unitarias: Son representanciones para las cuales, los endomorfismos
D(g) son operadores unitarios en V,Vg € G.

= Representaciones reducibles: Son representaciones para las que el espacio vectorial V' tiene
subespacios invariantes bajo la acciéon de la representacion D que se esté analizando.
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Cuando una representacion es reducible, se puede definir un operador proyector P en el
subespacio invariante, tal que

PD(g) = D(g)P, Vge€Q@G.

Como P es un proyector, en el sentido de que P? = P, entonces su accién por izquierda
en la ecuacion anterior da

PD(g)P = D(g)P, Vge€Q@G.

= Representaciones irreducibles: Son representaciones que pueden considerarse como una
base para las deméds representaciones (en el sentido de que éstas puedan escribirse como
una suma directa de representaciones irreducibles). A partir de la definicién de represen-
taciones reducibles, se puede establecer que una representacion es irreducible si su accién
sobre el espacio vectorial V' no deja subespacios invariantes.

» Representaciones completamente reducibles: Son representaciones reducibles en las que
la representaciéon D que se analiza puede partirse o descomponerse en una suma directa
de representaciones irreducibles D; con ¢ = 1,2, ...,7, es decir,

D=D®Dy®..®D,, (2.6)
en cuyo caso, el espacio vectorial V' admite la descomposicion
V=Viele.. oV,

en donde Vj es el espacio vectorial en el que la representacion irreducible D; actia. Toda
representacion completamente reducible puede ser escrita como una matriz diagonal por
bloques.

» Representaciones equivalentes: Son aquellas que se relacionan a través de una matriz no
singular S. Asf, D y D’ son representaciones equivalentes si Vg € G, D'(g) = S™'D(g)S.

2.5. Caracter de una representacion

En la teoria de la representacion (que es la rama de la matemédtica asociada al estudio
de las representaciones), la traza de una representaciéon D, se conoce como caracter, x.(g) =
Tr(D,(g)). El caracter de una representacion, aprovechando su propiedad de invarianza bajo
transformaciones de similaridad, permite establecer una descomposicion de la representacion
(si es que esta es reducible) en términos de representaciones irreducibles bajo la particién del
grupo a través de sus clases de conjugacién (debido a que esta operacién se comporta de forma
andloga a una transformacién de similaridad actuando sobre la traza de una matriz).

Lo anterior permite establecer relaciones de ortogonalidad entre los caracteres de diferen-
tes representaciones y pensar en éstos como elementos de una base que permiten escribir los
caracteres de representaciones reducibles como una combinacion lineal de caracteres de repre-
sentaciones irreducibles, [12-20]. Si utilizamos las letras latinas mindsculas desde la a hasta

11
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la h para etiquetar los subindices de un caracter asociados a representaciones diferentes; y las
letras desde la i en adelante para etiquetar los subindices de un caracter asociados a clases de
conjugacion diferentes, las relaciones de ortogonalidad pueden escribirse de la forma siguiente

1 e

¥ D NiXaiXei = {Xa> Xo} = 0ap Y (2.7)
i=1
Ny N e
Z XaiXaj = E(Sij con N = Z Ny, (2-8)
a=1 ? i=1

En donde N representa el orden del grupo (o la dimension de éste, en el contexto de grupos
continuos) considerado, n. corresponde a la cantidad total de clases de conjugacién del grupo, n,,
corresponde al total de representaciones irreducibles que tiene el grupo (y que puede verificarse
que se relaciona con n, como n, = n,). La notacién {x,, x»} representa un corchete entre
el caracter de la representacion a y el caracter de la representacion b, como tipicamente es
conocido; y se interpreta como una especie de producto interno entre caracteres de diferentes
representaciones.

La notaciéon detallada en el parrafo anterior permite, por decirlo de algiin modo, proyectar
el caracter x(g) de una representaciéon reducible de un elemento g de un grupo G en una
base generada y abarcada por caracteres de representaciones irreducibles. Si consideramos
una representaciéon D de un grupo G conteniendo la a-ésima representacion irreducible con
multiplicidad n,, es decir, D = %", n,D,, entonces

X(9) = naxalg) con {x,xs} =D na{Xa> X6} = M, (2.9)

En donde n; representa la multiplicidad de la representacién irreducible D,. Ademas

06x3 =D nan{xa xo} = D_ni- (2.10)

Un caso particularmente interesante se obtiene cuando se aplican las ecuaciones y
(2.10) para proyectar el caracter de una representacion regular R. En este caso se puede de-
mostrar que x(g # €) =0, xg(e) = N v {Xr, Xa} = na. A partir de las relaciones anteriores,
se puede ver que si se descompone esa representacion reducible (regular) en términos de repre-
sentaciones irreducibles n,-dimesionales (con multiplicidad n,), entonces

N=Yn (2.11)

La cual es una relacion que puede aplicarse siempre que la representacion reducible tenga
dimensién igual al orden del grupo, es decir, sea reqular.

2.6. Descomposicion de representaciones reducibles

El calculo de caracteres y los diagramas Young, junto con algunos objetos caracteristicos
de cada grupo, nos permiten descomponer representaciones (reducibles) de éstos a través de
representaciones irreducibles correspondientes al grupo considerado.

12
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Como se mencioné en la seccién [2.2] los diagramas y tableau de Young permiten descompo-
ner representaciones regulares del grupo de permutaciones Sy a través de clases de conjugacion,
por sus correspondientes ciclos de descomposicién. Una forma para determinar la dimension
Ay de cada representacién irreducible (como alternativa al conteo de los tableau estdandar de
Young asociado a cada diagrama Y) corresponde al uso de la siguiente férmula de Hook, [11]:

k!

A)\ = T\
Al

(2.12)
En donde |A| es un nidmero calculado con una regla de Hook: |A| corresponde al producto de
todos los niimeros insertados en cada caja del diagrama de Young A, de forma que en cada caja,
su numero correspondiente sea igual al total de cajas a la derecha y abajo de la caja considerada,
méas uno (por la propia caja en si). Asi, los ciclos de descomposicién determinan cada una de
las representaciones irreducibles que pueden utilizarse para descomponer una descomposicion
regular del grupo Si y la dimension de estas representaciones irreducibles puede calcularse a
partir de la ecuacion , de forma que esta representacién regular tenga una descomposicién
de la forma dada en la ecuacién ([2.6]).

Tal y como se mencion6 al principio de la seccion [2.5] el calculo de caracteres también
permite determinar la descomposicion de una representacion reducible de un grupo en términos
de representaciones irreducibles. En el caso de representaciones regulares, tal y como ocurre
con el grupo de permutaciones, las clases de conjugacion establecen la cantidad total de las
representaciones irreducibles asociadas al grupo y la ecuacién establece la dimension y
la multiplicidad de cada representaciéon irreducible en la descomposicion.

Para representaciones de producto tensorial de un grupo, ademas de que con la técnica de
diagramas de Young se pueda obtener una descomposicién en representaciones irreducibles por
las simetrias de sus indices (con la representaciones del grupo de permutacién), la técnica de
caracteres también puede ser utilizada a través del calculo de éstos, asociado a cada repre-
sentacién (irreducible) para obtener el producto tensorial. Si V,, y V}, son espacios vectoriales
con dimension n, y ny, respectivamente; y D, y D, son representaciones irreducibles no equi-
valentes de un grupo G que actta en V, y V,, respectivamente, la representacion de producto
tensorial D, ® D, del grupo G que actta en el espacio vectorial n, X n,-dimensional V, ® V},
es una representacion con regla operacional

(Do ® Dy)(9) [va) @ |b) = Da(g) [va) @ Du(g) |vs) ,

Con v, € V, y v, € V. Como el caracter de la representaciéon D, ® D, puede ser calculado
como X, * Xp, por la regla operacional anterior, se puede utilizar el corchete entre caracteres de
representaciones para encontrar la multiplicidad r, de cada representacion irreducible D, del
grupo con la que puede descomponerse el producto tensorial, es decir,

{Xaxbaon} =Ta- (213)

En este caso, antes de aplicar la ecuacién , conviene realizar una tabla de caracteres de
forma que se conozca el caracter x,; de cada clase j de conjugacién del grupo en todas sus
representaciones irreducibles D, para desarrollar la suma en la ecuacion.

La descomposicién de grupos continuos como G L(n,K), SU(n,K) y SO(n,K) (ademés de
otros grupos continuos mencionados anteriormente) puede desarrollarse mediante representa-
ciones de diagramas de Young. Como todos los grupos en cuestién son subgrupos de GL(n, K),

13
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todos son invariantes bajo transformaciones lineales que, en general, si consideramos un 7-
tensor covariante de r indices, pueden asociarse a permutaciones de sus indices, por lo que
se pueden utilizar algunos argumentos de la descomposicién del grupo S, para encontrar la
descomposicién de estos grupos continuos, [21].

En primer lugar, el argumento mencionado en el parrafo anterior implica que las repre-
sentaciones irreducibles de Sy y GL(n,K) coinciden para k-tensores covariantes siempre que
los tableau estandar de Young utilizados para tal efecto no tengan mas de n filas, |11]. Otra
cuestion que puede demostrarse es que, dado que la determinante de los elementos de los
grupos SL(n,K) y SU(n,K) es +1, las representaciones irreducibles de GL(n,K), SL(n,K)
y SU(n,K) coinciden y son independientes entre si, [21], (tomando en cuenta que, dada las
restricciones de determinante para los grupos SL y SU, los tableau de Young de mas de n — 1
filas no son admisibles para desarrollar la descomposicién). Lo anterior implica que las dimen-
siones de estas representaciones se pueden calcular de la misma forma. Una expresion para
determinar la dimensién d, de la representacion irreducible asociada al diagrama de Young A
esta dada como, [11]:
fa(n)

Al

dy = (2.14)
En donde fy(n) es un polinomio obtenido por el diagrama de Young A multiplicando los
numeros escritos en las cajas de A, considerando que:

= La caja superior izquierda contiene un n.

= Los nimeros en una fila incrementan por una unidad cuando se leen de izquierda a
derecha.

= Los nimeros en una columan decrementan por uno cuando se leen desde arriba hasta
abajo.

Asi, si k es el nimero de cajas en A, fi(n) es un polinomio en n de grado k. Otra forma para
calcular d, se presenta en la seccion a manera de ilustrar que existen varias maneras para
calcular la dimensién de una representacién irreducible de GL(n,K).

Para obtener las representaciones irreducibles de SO(n,K) se debe tener presente que este
subgrupo de GL(n,K) dispone de la operacion traza, ademas de las transformaciones lineales
que permiten obtener representaciones irreducibles para G L(n, K). Lo anterior implica que una
descomposicién adicional de las representaciones que son irreducibles para G L(n, K) puede rea-
lizarse a través de esta nueva operacion, si es que estas representaciones tienen traza no nula.
Por el contrario, representaciones irreducibles para GL(n,K) con traza nula son representa-
ciones irreducibles también para SO(n,K). De este modo, las representaciones irreducibles de
GL(n,K) que no tienen traza y aquellas representaciones sin traza que resultan de la descom-
posicién de las representaciones (irreducibles para GL(n,K) que tienen traza no nula pueden
ser representadas también con los diagramas de Young asociados a sus representaciones co-
rrespondientes de GL(n,K). La dimensién de las representaciones irreducibles sin traza de
SO(n,R) puede determinarse a partir de la resta de la dimension de la representacion irreduci-
ble de GL(n,K) y la cantidad total de trazas que pueden calcularse para dicha representacion,
considerando que las transformaciones lineales en general y el calculo de trazas conmutan para
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los objetos sobre los que acttian los elementos de SO(n,K) conmutan y que un r-tensor cova-
riante, por ejemplo, tiene r(r — 1)/2 trazas disponibles. Expresiones explicitas para el célculo
de las dimensiones de las representaciones irreducibles in traza de SO(n,K) pueden hallarse
en [11] y [22].

2.7. Homeomorfismo de los grupos SU(2,C) y SO(3,R)

A partir de la definicién de los grupos unitarios, se puede demostrar que los generadores
de estos grupos deben corresponder a matrices H hermiticas, es decir, aquellas que cumplen
H = H'. Ademés de lo anterior, puede verse que el conjunto de la identidad con las matrices
de Pauli o es decir, (1,0) con i = 1,2,3 conforma el conjunto de generadores para U(2,C)
y que las matrices de Pauli conforman el conjunto de generadores para SU(2,C) dado que la
condicién de que sus elementos tengan determinante igual a +1, se traduce en que la traza de
sus generadores tenga traza nula.

A continuacion, vale la pena mencionar que cualquier matriz hermitica M puede ser escrita
como una combinacion real linear de las matrices de Pauli y la matriz identidad como sigue

1
M = iTr(M)]l + Tr(o; M) oy,

De donde puede verse que una combinacion real de las tres matrices de Pauli tiene traza nula
y es hermitica. Suponga ahora que x; con ¢ = 1,2, 3 con las componentes de un vector 7y una
S una matriz tal que

o2 = 7P

NI

3
1
o-r Eale con xi:§Tr(Sai), det(S) = —
=1

=1

Si consideramos la transformacién de similaridad S = USU —1 tal que U es un elemento de
SU(2,C), la matriz resultante S serd una matriz hermitica cumpliendo detS = detS. De forma
andloga a lo que se planted anteriormente para .S, bien podriamos establecer que

3 3
S = ZUZ‘QZ'Z', con Ir; = ZRijxj
i—=1 i=1

En donde R;; representan los elementos de una matriz real ortogonal R que pertenece, en
general al grupo O(3,R) y que implica que las normas de los vectores 7y 7 son iguales, por
definicion de los grupos ortogonales. Si suponemos un cambio continuo de U desde la matriz
identidad, esto implica necesariamente la variaciéon continua de R desde su correspondiente
matriz identidad |y por ende que R deberia ser un elemento de SO(3,R). Las relaciones entre
los vectores 7"y 7 y sus correspondientes matrices S y S establecen una correspondencia uno-

a-uno entre +U € SU(2,C) y R € SO(3,R) de la forma
3

UvO'Z‘Uv_1 = ZJiRij-
=1

Como la correspondencia anterior es invariante bajo la multiplicacion de los elementos del
grupos, esto implica la existencia de homeomorfismo entre SU(2,C) y SO(3,R), es decir,

SO(3,R) ~ SU(2,C). (2.15)
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Capitulo 3

Geometria diferencial

En este capitulo se introducen las ideas y objetos méas relevantes con los cuales podemos
caracterizar y construir el espacio con el que pretendemos modelar el espaciotiempo que ana-
lizamos en capitulos posteriores. Se detallan con cierto nivel de profundidad las definiciones
de topologia, espacios topologicos, variedades, vectores, covectores, tensores, conexiones y mé-
tricas haciendo principal enfasis en los tltimos objetos dado que son los que mas estudiamos
a lo largo de este trabajo. La discusiéon mostrada en este capitulo esta basada en las referen-
cias [23-26] y [27].

3.1. Topologias y espacios topoldgicos

El espaciotiempo puede entenderse, en primera aproximacion, como el conjunto de todas las
coordenadas (espaciales) e instantes de tiempo (o coordenadas temporales) con el que pueden
describirse todos los eventos en el Universo, dotado de cierta estructura que permite establecer
mediciones. La primera estructura con la que podemos construir nuestro espaciotiempo es la
topologia.

Sean los conjuntos X y O € P(X) en donde P(X) representa el conjunto potencia del
conjunto X (en donde el conjunto potencia de X corresponde al conjunto que tiene como
elementos los subconjuntos de X). Podemos establecer que O es una topologia si:

= Tanto el conjunto vacio como X pertenecen a O.

= Para todo par de subconjuntos U,V € O del O, su intersecciéon U NV es un elemento de
O, es decir, UNV € O.

» Considerando un coleccion arbritrria de conjuntos U, € O con a € A formando parte de
un conjunto de indices, su unién es un elemento de O, es decir, (Upes Ua) € O.

Todo conjunto X dotado con una topologia Ox C P(X), es decir la dupla (X, Ox) conforma
un espacio topoldgico. Una topologia de interés, dada su utilidad, corresponde a la topologia
estindar Ogq que, junto con el conjunto R”, forma el espacio topolégico asociado al espacio
euclideano.

La topologia estandar Oy comprende todo conjunto U € Oy para el que si y solo si
p € U, entonces existe r € R tal que la bola abierta en el punto p B,.(p) C U. La bola abierta
en un punto p € R? es el conjunto

B.(p) = {(6117(]27 s qa) | Z(qz —pi)* < r2} con r€RT
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Un subconjunto U € M de un conjunto M se conoce como conjunto abierto si U € Oy
siendo Oy una topologia de M. Ademas el abierto U(x) es un vecindario o entorno de x si
x € U(x). El concepto de vecindario es importante dado que nos permite tener una nociéon de
la idea de cercania a un punto. Respecto a espacios topoldgicos asociados al espacio euclideano,
un punto a estd mds cerca de un punto b que otro punto ¢ si 3;(a; — b;)* < 3;(c; — b;)?.

Otra idea u objeto que nos resulta 1til a la hora de realizar mediciones o parametrizar un
fenémeno fisico en nuestro espaciotiempo es la del homeomorfismo, que se definié anteriormente
en la seccion Ahora detallaremos un poco mas esta idea.

Sea f: X — Y un mapa (o funcién como se menciond también anteriormente) que relaciona
cada elemento x € X con un elemento y = f(x) € Y. Si para todos los elementos y € Y del
conjunto del llegada, existe al menos un elemento z € X tal que f(z) =y, se dice que el mapa
es sobreyectivo. Si ademas f(z1) = f(r2) = x1 = 29, es decir cada elemento del conjunto
de llegada o imagen tiene una Unica preimagen o elemento correspondiente del conjunto de
partida del mapa, se dice que el maa es inyectivo y si un mapa es tanto sobreyectivo como
inyectivo entonces se dice que es biyectivo.

Ademés, un mapa entre dos espacios topoldgicos (X, Ox) vy (Y,Oy), f : X — Y es continuo
con respecto Ox y Oy, si YU € Oy = preim;(U) € Ox.

Un mapa entre dos espacios topoldgicos (X, Ox) y (Y, Oy) es un homeomorfismo si

» f tiene asociado un mapa inverso f~! tal que f~!(f(x)) = z. Esta condicién necesita
que f sea biyectiva.

» Tanto f como f~! son mapas continuos respecto a Ox y Oy.

Cuando existe un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos se dice que estos son homeo-
morficos.

3.2. Variedades

Como necesitamos asociar los puntos de nuestro espaciotiempo a espacios R" (asi como
la superficie de la Tierra puede ser representada por una seccion R? a través de un atlas),
introducimos ahora el concepto de variedad con el fin de poder definir mas objetos y poder
dotarlo de méas estructura. Antes de presentar la definicion de variedad, definimos primero
algunos objetos y propiedades auxiliares para tal fin.

Si C' € O es una coleccion de abiertos, entonces C' se conoce como cubierta abierta si la
union de los conjuntos en C' recubre el espacio topoldgico por entero.

Un espacio topolégico (M, Oyy) es un espacio topoldgico de Hausdorff si para cualquier par
de puntos p y q con p # q, existe una vecindad U de p y una vecindad V' de ¢ de tal forma
que su interseccion es vacia, es decir, 3U € Oy AV € Oy :UNV =0, conpe Uy qe V. Si
consideramos un espacio topolégico (M, Oys) con una cubierta C, una cubierta abierta C, de
forma que YU € C,3U € C, con U C U, se llama refinamiento abierto. Un espacio topolégico
(M, Oxr) es paracompacto si toda cubierta abierta C' tiene un refinamiento abierto C' que es
localmente finito.

Un parche U es un subconjunto abierto en una topologia O, es decir U € O. Los parches
U en un espacio topoldgico (M, Oyy), es decir, U € Oy, se equipan con mapas z : U € x(U)

18



3.2. VARIEDADES

sobre bolas abiertas en (R, Oy4), es decir, z(U) C R%. El par (U, z) se conoce como una carta
coordenada para M.

Un espacio topolégico paracompacto de Hausdorff (M, Oy) se conoce como una variedad
topoldgica d-dimensional (o variedad simplemente) si, para todo punto p € M, existe una
vecindad (abierta) U de p, es decir, U € Oy con p € U; y un homeomorfismo z : U — z(U) C
R entre (M, Op) y (R, Oga).

Las definiciones anteriores permiten interpretar a las imdgenes x(p) de los elementos p €
M de la variedad M como coordenadas en el espacio euclideo R?, por lo que el mapa z
se conoce como el mapa de la carta y estd compuesto por d mapas coordenados, es de-
cir, z(p) = (p1,p2,...,pa) € RL Un atlas A es la coleccién de todas las cartas, es decir,
A ={(Uy,x4) | @ € A} siendo A el conjunto de indices y considerando que Uyeq Uy = M en
donde M es la variedad.

Consideremos ahora un punto p comun a dos abiertos U y V, es decir, para estos abiertos
existe una region de traslape U NV # (). Este punto puede ser descrito desde la perspectiva
de dos cartas diferentes, (U,z) y (V,y) y por ende a partir de mapas compuestos de la forma
yox ' : R - Ry zoy™t : RY — RY conocidos como mapas de transicion. Estos mapas
permiten describir un mismo punto p perteneciente a la region U NV a través de conjuntos
diferentes de coordenadas.

Las variedades topologicas consideran la cualidad de continuidad que puede asociarse a los
elementos del espacio. Ademads de lo anterior, una variedad también puede ser suave pero esto
requiere una nocion de diferenciabilidad. Un mapa suave es un mapa infinitamente diferencia-
ble, es decir, un C'"*°-mapa. Un difeomorfismo es un homomorfismo en el que el mapa que lo
define es suave. Dos cartas son suavemente compatibles si el mapa de transicién entre ellas es
un difeomorfismo. Un atlas mazrimalmente suave es un atlas que contiene toda carta que es
suavemente compatible con cada una de las otras cartas que lo conforman y asi, una variedad
suave es la dupla consistiendo de un conjunto M y un atlas maximalmente suave en M.

3.2.1. Vectores y covectores

Dado que las variedades pueden no corresponder a espacios planos, en Geometria diferencial
tipicamente se introducen los objetos que en este contexto se conocen como vectores a través
del concepto de wvelocidad, a la que se dota con la cualidad de ser tangente a su trayectoria
correspondiente.

Sea el triplete (M, Oy, Apr) una variedad suave, siendo Oy y Ay la topologia y el atlas
asociado al conjunto M. Sea v : R — M una trayectoria al menos de clase C, tal que y(\g) = p
con \g € Ry p € M. La velocidad de la trayectoria 7, en el punto p, es un mapa lineal (es
decir, linear en sus argumentos) que actia sobre las funciones (suaves) f : M — R:

Uyp: CF(M) =R
ferv,(f) = (f o) (M),

En donde el conjunto C*(M) es el espacio vectorial (es decir, un conjunto dotado de una
operacién suma entre sus elementos y una operaciéon producto con elementos de R) de las
funciones infinitamente diferenciables (suaves).

El conjunto T,M = {v,, | para todas las curvas suaves 7 a través de p} de las velocidades
de todas las curvas que pasan a través de un punto p en la variedad M es un espacio vectorial

(3.1)
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3. GEOMETRIA DIFERENCIAL

conocido como espacio tangente de la variedad M en el punto p. Para escribir los vectores
(velocidad) de forma explicita, se utiliza una carta (U, x) € Asyave, que a través de la regla de
la cadena nos permite expresar lo siguiente,

vyp(f) = (f o) (M) =((foz™") o (z09))'(Ao)
((z07)) (M) - (fox™)(x(p))

0 1y
_(fox™") (z(p)) (3.2)

~((#279)) () 5

(0
v (Wf)p

=VIfl.

Los escalares V' = ((x o v)’)" son las componentes del vector (velocidad) V en la carta y
i)

ox?
conocida como base natural (lo que establece que la dimensién del espacio tangente T,M es
igual al de la variedad sobre la cual se define). Ademas, la notaciéon V[f] = V9, f, en la que
f es una funcion sobre M, puede interpretarse como una derivada direccional de f a lo largo
de la direccion V', por lo que el vector velocidad V', actuando sobre la funcion f, repesenta la
variacion de la funcién f en el punto p de la trayectoria v a lo largo de la direccion de V.

Como un vector V' = V[f] es el mismo sin importar la carta a la cual sea referido para
escribirlo explicitimente, es posible obtener una relacién entre las componentes del vector ex-
presadas por medio de diferentes cartas (ya que el cambio de carta se puede interpretar como
un cambio de coordenadas para el mismo punto en una variedad). A través de un desarrollo
similar al que se realiz6 en la ecuacion , puede verse que las componentes V* obtenidas en
la carta (U, z) y las componentes V? obtenidas en la carta (U, z) se relacionan como

o7
"~ Oxd

Tal y como se puede asociar a cada punto p de la variedad suave (M, Oy, Ajps) un espacio
tangente T, M, podemos asociarle también un espacio vectorial dual (al espacio tangente en p)

T M en el que viven los mapas cuyo conjunto de partida es el espacio tangente T),M hacia los
escalares R, es decir,

los objetos { } (denotados también como ;) forman una base (inducida) por la carta (U, x)

Ve Vi, (3.3)

M ={w|w:T,M — R}. (3.4)
La manera en la que los elementos de T7M actian sobre los vectores que viven en T, M

estd contenida en la operacién gradiente de una funcién. Si f € C*°(M), entonces el gradiente
de f en el punto p € M se define como

(df), : T,M — R
Vo= (df)p(V) = VIS,
Los objetos w € T),M se conoce como covectores. Por la base natural {0;}, inducida por los

vectores que viven T, M, la operacién gradiente induce una base {dz'} en el T,M y que es dual
a la base {0;} del espacio tangente, es decir,
oxt

(dz"),(9;), = i (dz'|0;) = o' (3.6)

(3.5)
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Con la base dual, podemos escribir un covector w en general como w = w;dz’ y la accién
de un covector general w sobre un vector general V' puede verse como

w(V) = (w|V) = (wda'|V79;) = w; V5" = w;V". (3.7)

Incluso, conociendo cémo transforman las componentes V* de un vector, es posible ver cémo
transforman las componentes de un covector. A partir de un andlisis similar al utilizado para
obtener la ecuacion de transformacion , es posible ver que las componentes w; obtenidas
en la carta (U, z) y las componentes @; obtenidas en la carta (U, Z) se relacionan como

oxd

W

3.2.2. Tensores

De la misma forma en la que definimos el espacio dual al espacio tangente de un punto de
una variedad, es decir, como un conjunto de mapas (lineales) que van del espacio (tangente)
de los vectores hacia los escalares, podemos definir un tensor como un mapa multilineal (es
decir, con varios argumentos) que va desde un espacio de tipo producto de espacios vectoriales

hacia R. Asi, un (2 ) -tensor sobre T,M es un mapa de la forma
T:"T,M Q" T;M — R. (3.9)

Tal y como se realizd con los vectores y covectores para escribirlos de forma explicita, un
tensor 1" se puede escribir de forma explicita a través de una carta (U,z) y las bases {0;} y
{dz'} como o . .

T=T""; ;0;®.. Q0 dr'"® .. ®dr". (3.10)

Las cantidades 7"} . representan las componentes del tensor. La forma en la que trans-
forman estas componentes del tensor entre cartas puede deducirse a partir de las ecuaciones
de trasformacion de las componentes de vectores y covectores, ecuaciones (13-3) v (3.8). De
esta manera es posible ver que las componentes 7% *7; ; obtenidas en la carta (U, z) y las

componentes T ji..j, Obtenidas en la carta (U, ) se relacionan como

Trir--ip gz Q' Jat Oa's k-
J1--dq — Dk Dke O 9

by (3.11)

3.3. Fibrados

Con lo que hemos hecho ahora, hemos podido construir un espaciotiempo que considera las
nociones de continuidad, cercania, suavidad y que permite asociar a cada punto de este objeto
un espacio vectorial (tangente) y un espacio dual a éste. La limitacion de esto esté en el hecho
de que aunque hemos provisto a este espaciotiempo con una estructura de espacio vectorial,
esta sélo asociado a un punto. Para poder analizar campos fisicos, que son cantidades con la
propiedad de estar definidos en cada punto de la variedad, necesitamos dotar a nuestro espa-
ciotiempo con una estrucutra adicional que permita generalizar la nociéon de espacios tangentes
a un punto. Esta estructura se conoce como fibrado.
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3. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Un fibrado es un triplete de la forma (E, M, 7) en donde FE representa una variedad suave
comunmente llamada espacio total, M representa a otra variedad suave cominmente conocida
como espacio base y w : & — M representa un mapa sobreyectivo conocido como mapa de
proyeccion que asocia cualquier punto pgy € E a un punto p € M. Para todo punto p € M, la
preimagen de p por el mapa de proyeccion 7w es conocido como la fibra F,

F = preim_(p). (3.12)

Otro objeto importante que puede definirse ahora es una seccion del fibrado. Una seccion
o : M — E de un fibrado (F,B,7) con 7 : E — M es un mapa tal que 7 o 0 = Idg. Son
estos objetos los que se utilizan en geometria diferencial para representar campos vectoiales, sin
embargo, para tal fin necesitamos definir una estructura adicional asociada con la estructura
de fibrado. Esta nueva estructura se define en la secciénl siguiente.

3.3.1. Fibrado tangente

Para definir campos vectoriales, de forma analoga a la construcciéon de los espacios vec-
toriales tangentes a un punto de una variedad, es evidente que seria bueno disponer de una
estructura tipo fibrado, analoga a una variedad suave, en donde una fibra en cualquier punto p
en la variedad M represente un espacio tangente 7, M. Esta estructura, que se comporta como
una variedad suave y es un fibrado, se conoce como fibrado tangente a la variedad M. Para
que un fibrado asociado a una variedad M sea un fibrado tangente, éste se caracteriza de la
forma siguiente:

= El espacio total T'M de este fibrado tangente corresponde a la unién de todos los espacios
tangentes a los puntos de la variedad M, es decir, Vp € M,TM = U, T,M.

= El espacio base de este fibrado se establece igual a la variedad M de forma que la
proyeccion 7 : T'M — M del fibrado sea el mapa que lleve un vector V. € T,M al
punto p de la variedad M correspondiente, es decir, 7(V') = p.

= Para que el mapa 7 sea continuo, se requiere que dotemos al conjunto 7'M con una topo-
logia Q7). Si consideramos un conjunto U € O, podemos definir Ory; = {preim_(U) |
U e O}

» Para que a partir del espacio topolégico (T'M, Oryr) podamos construir una variedad
suave, se necesita definir un atlas suave Ar,; sobre este espacio. Se sabe que es posible
inducir un atlas suave en el fibrado tangente a partir del atlas (suave) A, de la variedad
M. Para toda carta (U,z) € Ay y VI'U € Orpr, podemos definir Ary = {(TU,&,) |
(U,z) € Ay}, en donde el mapa &, : TM — R?? acttia sobre los vectores V en TM de
la forma siguiente:

&) = (@ om)(V), ... @" o m)(V), (dz" vy (V) -, (d2")zy (V) ) (3.13)

Al interesante del mapa &, es que sus imagenes viven en un espacio R?? en el que las
n primeras componentes de cada imagen estdn asociadas a las coordenadas (en RY) del
punto p € M y las siguientes n componentes estan asociadas a las n componentes del
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vector V' € T,M. Se puede verificar que con estas propiedades el atlas Aprj; es suave y
por ende el triplete (T'M, Oryr, A7) es una variedad suave, a partir de la definicién del
fibrado tangente (T'M, M, ).

3.3.2. Campos vectoriales

El fibrado tangente T'M, dotado de una topologia O, considera la nocién de continuidad
con la que se deben caracterizar las estructuras y los objetos fisicos en escala macroscopica.
Dotado con el atlas suave Ar)y, el fibrado tangente T'M ademés toma en cuenta la suavidad y
diferenciabilidad con la que se pueden definir estructuras y mapas que puedan ser diferenciables.
Este tipo de estructuras resultan analogas al concepto de campo, introducido por Faraday en
sus trabajos sobre electrodindamica. A partir de esta analogia, podemos establecer que un
campo vectorial x es una seccién (suave) en el fibrado tangente T M, es decir, un mapa suave
X : M — TM tal que mox = Idy;. De forma andloga a como se han definido espacios duales (o
cotangentes) al espacio tangente a un punto en una variedad, bien se pueden definir también
fibrados cotangentes y campos tensoriales.

3.4. Conexiones afines

Hasta este momento hemos dotado a nuestro espaciotiempo con la estructura suficiente
como para poder definir campos vectoriales (continuos y diferenciables) en todo punto de
nuestra variedad. A pesar de lo anterior, nos hace falta dotar a nuestro espaciotiempo con
una estructura que permita establecer comparaciones entre objetos geométricos localizados en
lugares diferentes.

En el caso de vectores, para compararlos lo que tipicamente se hace es trasladar paralela-
mente los vectores hasta un origen de coordenadas en donde podemos caracterizarlos a través
de sus componentes. En el caso de nuestro espaciotiempo, con toda la estructura con el que
lo hemos dotado, no podemos hacer esto sin una estructura adicional: la conexion afin. Esta
nueva estructura deberia ser construida de forma que nos indique cémo cambia un vector es
desplazado en cierta direccion, por lo que deberia poder asociarse a una derivada direccional
(conocida también como derivada covariante) que pueda operar sobre vectores (e incluso ten-
sores de cualquier tipo) y por ende deberia poder interpretarse como una generalizacion de la
derivada de funciones (escalares) f.

Una conexién sobre una variedad (suave) (M, Oy, Ayr) puede formarse a partir de un mapa
V:O®(TM)®C=(TP(M)) — C(TP(M)), en donde C* (TM) representa una seccion suave
en el espacio T'M definido en la seccién anterior (y de forma anédloga con los espacios tangentes
TP(M)). Si X es el vector que da la direccién respecto a la cual se deriva (o se transportan los
objetos), el mapa Vx es una conexion si cumple las siguientes propiedades:

= Vxf=X[f],Vf € C®(M).

« V(T +8) = VxT + VxS, VT, S € C=(TP(M)).

s Vx(T®S) = (VxT)® S +T & (VxS), VT, S € C(TP(M)).
s Vf, g€ C®(M), VixsgyT = fVxT + gVyT.
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Para ver la forma explicita de las componentes de una conexion Vi, se puede hacer ope-
rar esta sobre un vector Y € C°°(T'M) con respecto a una cierta carta. Si consideramos una
variedad suave (M, Oy, Apr) con la conexion V como el cuadruple (M, Oy, Ay, V), conocida
también como variedad conectada afinmente, las componentes de la conexion pueden determi-
narse a partir del cdlculo de VxY con respecto a una carta del atlas suave Aj;:

VxY = inai (YJE)J) = szdz (Yj6]>
= X' (VaY?) 0+ X'V (V0,0y)
= X' (0:Y7) 0; + X'Y7 (I'%;0,)

En donde hemos aplicado la definicién Vy,0; = I';9;0, dado que este objeto tiene dos indices
libres por lo que es posible refereirlo a una base {9,}. De lo anterior es posible establecer
entonces que '

(VxYY =X (0Y7 +Y™T,,) . (3.14)

Los coeficientes I';9;, : U € Ay — R representan las componentes de la conexion con
respecto a una carta (U,z) € Ay del atlas Ay de la variedad conectada afinmente. Dada
su cantidad de indices, corresponden, en general, a un conjunto de (dim M )3 funciones inde-
pentientes, necesarias para definir la conexién (o derivada direccional de un campo vectorial).
Ademas, a partir de la regla de Leibniz, podemos calcular la derivada direccional de covectores
y (Z) -tensores. A partir de lo anterior, es demostrable que:

(VXw)j = XZ (aiw]' — wmfimj) y (315)

1192...9p S _yn 1192...0p ) n i1 mig...lp ) n ip 1192...M )
VxT J1j2---Jq =X"0,T J1j2---Jq + X" T J1j2---Jq + ...+ X", T J1j2---Jq
YRy mo iy YR Mo giie.dp |
X Fn ]lT mja...Jq X Fn qu J1j2...m: (316)

Ademés, considerando otra carta (U',z’) tal que (U, x), (U',2") € Ay y UNU' # 0, se
puede ver que entre cartas los coeficientes de la conexion transforman como

oz 9% oz dx™ Hz" ;

F/ijk = : - m n-
oxl 9z ox'  Oxl Oz’ Oz'*

(3.17)

La ecuacion es muy importante dado que permite demostrar que, a primer orden, bajo
transformaciones infinitesimales de coordenadas, es demostrable que la ley de transformacion
de una perturbacién afin general C,”, en una conexién de fondo I',”, esta dada por la derivada
de Lie £¢T,”., de la conexion en direccion del generador ¢ de la transformacion, [23}28], es
decir,

6C.P, = £047, (3.18)

En donde 5C’a57 representa la variacién de la perturbacién afinbajo la transformacion infi-
tesimal de coordenadas. Esta identidad nos servird mas adelante para realizar el analisis de
las variaciones de las componentes de una perturbacién afin general. Por ahora, nos parece
suficiente mencionar que la derivada de Lie es un operador diferencial, analogo a la derivada
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covariante, que mide la variacion de cualquier tipo de campo u objeto a lo largo del flujo de un
campo vectorial, aunque sin necesidad de definir una conexiéon pero suponiendo que conoce-
mos el campo vectorial en el punto en donde se evaliia la derivada de Lie y su correspondiente
vecindario.

Por 1ltimo, nos parece meritorio senalar que es posible caracterizar el paralelismo de cam-
pos vectoriales a través de la conexion afin. Si (M, Oy, Ay, V) es una variedad conectada
afinmente, se dice que un campo vectorial X en M se transporta paralelamente a lo largo de
la curva v : R — M si

Vo, X = (V'U—y,»y(A)X)’Y()\) = 0. (3.19)

Ademas, se dice que la curva v esta transportada autoparalelamente o es autoparalela si
cumple la condicién

V., v, = 0. (3.20)

Considerando una carta (U, z) € Ay en el atlas de una variedad conectada afinmente, la
ecuacién (3.20)) puede reescribirse como

ATk =0, (3.21)

en donde las derivadas en los objetos & y 7 corresponden a derivadas con respecto al pardmetro
A que parametriza la curva y(\).

3.4.1. Torsiéon y Curvatura

A pesar de que la conexién no es un tensor (dado que no transforma como tal por su ley
de transformacion, ecuacién (3.17))), a partir de ella podemos definir dos tensores que son de
particular interés: la torsion y la curvatura.

La torsion de una conexiéon V es el (;)—tensor T definido como

T(X,w,Y) =w(VxY — VyX — [X,Y)), (3.22)

En donde X e Y son vectores, w es un covector, [X,Y] representa el conmutador de X y Y,
es un campo vectorial definido por

(X, Y]f = XY [A] = YIX[AL (3.23)

Dada una carta (U, x) € Ay, se puede demostrar que las componentes 7 (9;, dz*, 9;) = T;*; de
la torsion T pueden calcularse como

TF; =T =% =20k (3.24)
La curvatura R de una conexiéon V es un (;) -tensor definido como
R(X,KW,Z) ZW(VXVyZ—VyVXZ—V[ny]Z). (325)

De forma andloga a lo realizado para la torsién, dada una carta (U, z) € Ay, se puede mostrar
que las componentes R(9;, 9;, dz*, ;) = Ri;* del tensor de curvatura (o de Riemann) pueden
calcularse como

Ry =o" — o0 + T, =TT =2 (a[irﬂkl + rmknrm",) : (3.26)
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A nivel practico, la torsién y la curvatura resultan relevantes dado que toman en cuenta
la diferencia al calcular el resultado de la aplicaciéon de dos derivadas covariantes sucevisas en
direcciones diferentes sobre funciones o vectores y luego restarlo del resultado de invertir estas
direcciones, es decir, al calcular la anticonmutacion de derivadas covariantes. Sobre funciones
(escalares), esta diferencia estd dada directamente dada por la torsion (lo que implica que
cuando una conexién no tiene torsion, dos derivadas covariantes actuando sobre una funcién
conmuten). Sobre vectores, covectores y tensores en general, la diferencia estd contenida en
la curvatura y en la torsion, pudiendo quedar esta informacién contenida sélo en la curvatura
cuando la conexién afin no tiene torsion.

Otro tensor de mucha utilidad es el tensor de Ricci R;; que corresponde al tensor que se
obtiene cuando se contraen dos indices del tensor de curvatura. Lo anterior implica que se
deben tener en cuenta las simetrias del tensor de curvatura, es decir, se debe tener presente el
hecho de que el tensor de curvatura es antisimétrico bajo el intercambio de sus dos primeros
indices, por ejemplo. Con las consideraciones anteriores, bien podemos decir que el tensor de

Ricci puede definirse como
Rij = Rii"; = —Ra", (3.27)

o bien,
Rij = Rij*s. (3.28)

3.5. Meétricas

Hasta ahora, nuestro espaciotiempo tiene la estructura suficiente como para poder desarro-
llar fisica a través de él. Sin embargo, hay una estructura adicional con la que tipicamente se
suele dotar a los espacios topologicos en Relatividad General y en muchas otras formulaciones
métricas de gravedad. Esta estructura adicional se conoce como métrica, a la que asocia la
nocion de distancia.

La métrica s es un (g) -tensor que cumple las siguientes dos propiedades:

» Es simétrico, es decir, s(X,Y) = s(Y, X).
» Es invertible.

Dada una carta (U, x) € A, las componentes s(0;, 0;) = s;; de la métrica s pueden estable-
cerse. A través de estas componentes, podemos establecer longitudes de elementos de lineas o
diferenciales de distancia dI* como

di* = s;dx'da’. (3.29)
Podemos definir las componentes 5% del tensor inverso a la métrica a través de la relacién
silsy; = 0. (3.30)

Ademas, siendo la caracteristica que nos resulta mas relevante, la métrica nos permite hacer
una correspondencia entre vectores y covectores a través del proceso de subir y bajar indices,

sinj =X, y sy, =Y. (3.31)
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Con la correspondencia anterior, es posible definir la operacion del producto punto en donde
indices de objetos que viven en el espacio tangente y en el espacio dual pueden igualarse,

XY =s5;XY7 = XY, = X;Y7. (3.32)

En particular, el producto punto de un vector consigo mismo, permite definir la norma de
un vector, dado que este producto punto puede igualarse al cuadrado de la norma,

X - X=X*=5;X'X' = X'X;. (3.33)

El signo del resultado anterior permite clasificar a los vectores como vectores de tipo tiempo,
de tipo espacio o de tipo luz.

Utilizando una base de coordenadas adecuada, la métrica puede escribirse como s;; =
diag(—1,...,—1,1,...;1). A partir de eso, podemos definir la signatura de la métrica como el
par (p,q) en donde p indica la cantidad de 1’s y ¢ indica la cantidad de -1’s en la diagonal
de la métrica. De eso, tipicamente se establece que una métrica es riemanniana si es que su
signatura es (p,0) en una variedad p-dimensional y es lorentziana si su signatura es (1,q) en
una variedad (g + 1)-dimensional o (p, 1) en una variedad (p + 1)-dimensional.

A partir de la métrica y el tensor de curvatura se puede definir el escalar de curvatura R
como sigue,

R = Sinkikj = SinZ’j. (334)

El escalar de curvatura es de gran importancia dado que es parte de las ecuaciones de
campo de la teoria de relatividad general, a través de la construccion del tensor de Einstein,
cuya definicién se mostrard més adelante, en la seccién [4.1]

A partir de la definiciéon del elemento de line, , podemos definir el largo L[] de una
curva, sumando todas las longitudes de los elementos de linea consecutivos. Asi, dada una
curva y(A) : (0,1) — X, el largo de dicha curva puede calcularse como

L[’y] = /01 \/ (U,y()\), U,y()\))d/\. (335)

Ademds, una curva 7y se llama geodésica si el largo L[| es estacionario (es decir, constante)
con respecto a las variaciones 0y de ésta. Estas curvas pueden obtenerse a partir de un analisis
variacional y de las ecuaciones de Euler-Lagrange que resultan de este analisis. De hecho, las
ecuaciones de Euler-Lagrange corresponden a la ecuacién de la geodésica:

..Z' 1 7/ . .
v+ 58 ](aijl + alskj — 8i$kl)")/k’}/l =0. (336)

3.5.1. No metricidad
La conexiéon puede ser o no compatible con una métrica s;; de acuerdo con la condicién
Vksij = 0, (337)

en el sentido de que cuando se cumple, se dice que la conexién es compatible con la métrica
y esta condicion suele especificarse ademas comentando que la métrica es covariantemente
constante.
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Ademas de la condicion anterior, la conexion ademés puede no tener torsion. Una conexién
que es compatible con la métrica (es decir, para la que su derivada covariante es tal que se
cumple la condicién (3.37)) y que no tiene torsion es la conexion de Levi-Civita {}';}, que puede
construirse a partir de una métrica s;; como

{kzl} ;SU (8k5jl + 818kj — 81'8“). (338)

Se puede verificar que, cuando se utilizan conexiones afines sin torsion, como la conexion
de Levi-Civita, las ecuaciones de curvas autoparalelas, es decir la ecuacion , y las de las
de geodésicas, como la ecuacion , son fisicamente equivalentes.

De acuerdo con lo que se ha mencionado, una conexién afin general (que puede tener torsién)
puede no ser compatible con una métrica. Una forma de cuantificar esta incompatibilidad entre
la métrica y la conexion afin puede realizarse a través del tensor de no metricidad Q;j; que se
define como

Qz‘jk = Visjk- (3-39)

El efecto de la no metricidad puede ser medido y analizado en algunas teorias de gravitacion,
como en algunas formulaciones métrico-afines de gravedad, [29].
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Capitulo 4
Formulaciones de gravedad y el
principio cosmolégico

La cosmologia es la rama de la fisica que estudia las propiedades a gran escala (tipicamente
conocida como la escala cosmoldgica), la estructura y la evolucién del Universo como un todo.
El modelo actual bajo el cual se representa el Universo en la escala cosmologica es el modelo A
de materia oscura fria, ya mencionado anteriormente en el capitulo [I} dado que gran parte de
sus predicciones tedricas han podido ser corroboradas a través de muchas observaciones, como
puede verificarse con una busqueda bibliografica sencilla. Este modelo supone que la teoria
general de la relatividad es la formulacion correcta de gravedad para el Universo en esta escala.

Actualmente, sin embargo, se reconoce que la relatividad general representa mas una teo-
ria efectiva (en el sentido wilsoniano) que una teoria fundamental por lo que al dia de hoy,
varios investigadores se encuentran desarrollando teorias alternativas de gravedad que resulten
consistentes con relatividad general en cierto limite y que puedan explicar de formas més na-
turales la fenomenologia del Universo en escala cosmoldgica. Varias de las formulaciones que se
proponen, postulan que una alternativa viable para poder estudiar el campo gravitatorio en el
Universo corresponde a tomar a la conexion afin (revisada en detalle en la seccién como
el campo fundamental que media las interacciones gravitacionales dados los beneficios que han
podido observarse en teorias analogas de particulas que tienen a una conexién como campo
fundamental. Estas teorfas de gravedad en las que la conexion afin es el campo fundamental
del mismo son tipicamente conocidos como mo teorias o formulaciones afines de gravedad.

Respecto al objetivo de nuestro trabajo, hasta ahora, con todo lo que se ha presentado,
disponemos casi de todas las herramientas necesarias para poder desarrollar el analisis de per-
turbaciones afines en un fondo cosmoldgico. A partir de este punto, a la luz de lo que acabamos
de comentar respecto al surgimiento de formulaciones de gravedad alternativas a relatividad
general, lo que debemos hacer es establecer una solucion de fondo para el espaciotiempo que
hemos construido y para esto tenemos que escoger una teoria afin de gravedad adecuada y
determinar soluciones de sus ecuaciones de campo que sean consistentes con el principio cos-
moldgico, es decir, soluciones para las que el Universo pueda caracterizarse como un objeto
isotropo y homogéneo.

El formalismo de gravedad a utilizar deberia tener como campo fundamental a la conexién,
de manera que sus soluciones cosmoldgicas puedan ser perturbadas de forma afin. Por lo ante-
rior, en este capitulo presentamos en detalle tanto la formulacion de relatividad general como
también varias teorias afines de gravedad de manera que puedan contrastarse las capacidades
de todos las formulaciones que se presentan y cémo las teorias afines, a pesar de que su campo
fundamental sea la conexién afin y no la métrica, pueden conducir a resultados consistentes con
aquellos que pueden ser obtenidos a través de relatividad general. Entre todas las formulacio-
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nes afines de gravedad que presentamos en este capitulo, la teoria que escogimos para obtener
una soluciéon de fondo cosmoldgica es la formulacion polinomial afin de gravedad dadas sus
caracteristicas, las cuales son presentadas detalladamente en la seccion de este capitulo, y
cuyas posibles soluciones cosmoldgicas son mostradas al final de esta parte de nuestro trabajo.

En términos de notacion, vale la pena tener presente que, a partir de este momento, se hace
la clara distincion entre la forma en que pueden escribirse los indices de un objeto. A partir de
ahora, los indices se representaran con letras griegas si es que pueden evaluarse para cualquier
direccion del espaciotiempo, o con letras del alfabeto latino si es que se asocian solamente a las
direcciones que pertenecen a la subvariedad 3-dimensional espacial de nuestro espaciotiempo.

4.1. Relatividad general

En esta subseccién revisaremos brevemente los detalles que nos parecen mas relevantes de
la teoria de la relatividad general de Einstein, a la luz de que es el formalismo que se utiliza
para analizar las interacciones gravitacionales en el Universo en el modelo cosmolégico estandar
actual, el modelo A de materia oscura fria. La teoria de la relatividad de Einstein se basa prin-
cipalmente en interpretar a la gravedad como consecuencia de las caracteristicas geométricas
del espaciotiempo. La discusion que se presenta a continuacién esta basada principalmente en
el trabajo de Cheng, [30].

La teoria especial de la relatividad detalla como observadores inerciales, es decir en movi-
miento relativo con velocidad constante y para los cuales se cumple la Primera Ley de Newton,
pueden describir varios eventos de forma distinta aunque compatible. Los postulados de la
teoria especial de la relatividad de Einstein son los siguientes:

= Las leyes de la fisica son las mismas para todos los observadores inerciales.

= La rapidez de la luz c en el vacio es una constante universal y es la misma para todos los
observadores inerciales.

Las transformaciones de coordenadas, entre observadores inerciales, que resultan ser con-
sistentes con los postulados de la relatividad general son las transformaciones de Lorentz. Una
forma de caracterizar las transformaciones de Lorentz, radica en el hecho de que estas trans-
formaciones dejan invariante a la métrica de Minkowski, 7;;, la cual, para cierta carta en un
cierto atlas del espaciotiempo, bien puede representarse como n = diag(—1,1,1,1).

Una manera en la que se puede extender la teoria de Einstein para poder analizar la forma
en la que observadores no inerciales pueden describir eventos, consiste en recurrir al principio de
equivalencia. El principio de equivalencia permite establecer relaciones entre las observaciones
desde sistemas con aceleracién y sistemas en los que actua la gravedad. A partir de esto, el
principio de equivalencia permite compatibilizar observaciones en las siguientes situaciones:

= Una persona dentro de una nave, en el espacio exterior, lo suficientemente lejos de cual-
quier fuente de gravedad que pueda afectar el movimiento de la nave. En el interior de la
nave, la persona podria estar en contacto con la nave o flotando, pero ambas se mueven
de la misma forma y su separaciéon relativa se mantiene constante.
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= Una persona y una nave se mueven en caida libre hacia la superficie de la Tierra. Aunque
ambos aceleran hacia la Tierra, ellos aceleran de la misma forma y, si la persona estaba
flotando cuando empiezan a acelerar, su separaciéon, tal y como en el caso anterior, se
mantendra constante.

= Ahora la persona y la nave se encuentran sobre la superficie de la Tierra. En este caso,
la persona, parada sobre la base de la nave, percibe que la nave ejerce una fuerza sobre
si. La fuerza que percibe es que la que tipicamente reconocemos como la fuerza normal.

» Por ultimo, si la persona esta parada sobre la base de la nave y se encuentran lejos de
cualquier fuente de gravedad pero la nave acelera, la persona otra vez percibira una fuerza:
la fuerza que el piso de la nave ejerce sobre él. Esta fuerza es también la fuerza normal
pero, en este caso, esta fuerza hace que la persona acelere con la misma aceleracién de
la nave.

A partir de estas situaciones, se puede pensar que lo que los observadores experimentan
producto de la gravedad resulta indistinguible de lo que observarian cuando estan en un sistema
acelerado. Lo anterior implica que una teoria general de la relatividad, o relatividad general,
deberia ser vista como una teoria de gravitacion.

Otro experimento interesante es aquel en el que un rayo de luz se emite de forma perpendi-
cular a la direcciéon de movimiento de un sistema que puede acelerar o caer en caida libre por
efecto de la gravedad. El principio de equivalencia establece que el comportamiento observado
del rayo debe ser indistinguible en ambos sistemas por lo que se puede concluir que la gravedad
deflecta o curva la trayectoria del haz luminoso. Dado que el comportamiento de la luz en el
sistema con gravedad se debe a un caracter puramente geométrico, en la relatividad general la
gravedad deja de considerarse como una fuerza (la cual fue la interpretacién que se le di6 a
través de las leyes de Newton), para ser interpretada como una manifestacion de la geometria
del espaciotiempo, que tipicamente se especifica a través de su curvatura o comentando que el
espaciotiempo es curvo.

En un espacio curvo, las curvas equivalentes a las lineas rectas en espacio plano (es decir,
aquellas que dan la distancia més corta entre dos puntos) son las curvas geodésicas, caracteri-
zadas por la conexion de Levi-Civita como se vio en la seccién [3.5, Por lo anterior, la ecuacion
de movimiento de una particula cualquiera en caida libre, dentro del formalismo de relatividad
general, es la ecuacion de la geodésica, la ecuacion peqref:eqgeo.

La cantidad fundamental en el formalismo de relatividad general, que media y determina
las interacciones gravitacionales en esta teoria, es la métrica, tipicamente representada en este
contexto como g,,. Tal y como se mencioné en la seccién [3.5] la métrica permite establecer
nociones de distancia, separacion entre puntos en el espaciotiempo y permite calcular productos
punto y contraer indices en objetos de interés para la teoria. Las ecuaciones que dictan como
se curva el espaciotiempo en el formalismo de relatividad general son las ecuaciones de campo
de Einstein, que tienen como solucién justamente a la métrica g,,,.

Las ecuaciones de campo de Einstein corresponden a una extension de la Ley de gravitacion
de Newton, es decir, corresponden al limite relativista de la ecuacion

V20 = 4Gy, (4.1)
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en donde G representa la constante universal de Newton, p representa la densidad de masa y
® es el potencial gravitacional clasico.

La construccion de una extension relativista de la ecuacion anterior debe considerar una
ecuacién (tensorial) que sea invariante bajo transformaciones de coordenadas (para que la
misma sea valida para todos los observadores). El tensor correspondiente a la densidad de
masa p en relatividad general es el tensor de energia-momento T),,. El tensor de energia-
momento contiene informacién asociada a la densidad de energia (que por la definicién de la
energfa en reposo en la teorfa especial de la relatividad, se escribe tipicamente como pc?) y
dispone también de informacion asociada a la densidad de momentum p* y del flujo de estas
cantidades. Por definicion, el tensor 7T}, es simétrico, es decir, T}, = T,, y es covariantemente
constante, es decir, V,/ TH = (.

Respecto al lado izquierdo de la ecuacion , el término del laplaciano (clésico) del poten-
cial gravitacional V2® deberia asociarse a un término (tensorial) que efectivamente corresponda
a la segunda derivada de la métrica y, ademas, por la covarianza de los indices, este término
deberia ser simétrico en sus dos indices libres y covariantemente constante. Uno podria consi-
derar al tensor de Ricci R, como un buen candidato esta tarea dado que se forma a partir de
segundas derivadas de la métrica (por la definicién de la curvatura en términos de la conexién
afin y por la definicién de la conexién de Levi-Civita en términos de la métrica), mas sin em-

bargo, no dispone de todas las propiedades con las que cuenta el tensor de energia-momento
T

-

Es posible construir un tensor covariantemente constante, junto con las simetrias y propie-
dades requeridas, a partir del tensor de curvatura y aprovechando la propiedad de la métrica
por la que permite subir y bajar indices. De esta manera, podemos escribir el tensor de curva-

tura con todos sus indices abajo como
Raﬂ'y& = g'yuRZﬁé- (42)

El tensor de Riemann con los indices abajo tiene las mismas simetrias que el tensor de
curvatura tal y como fue presentado en la seccién [3.5] sin embargo de este objeto nos interesan
solo tres simetrias. Dos de estas simetrias corresponden al hecho de que el tensor de Riemann
es antisimétrico bajo el intercambio de sus dos primeros indices y es antisimétrico bajo el
intercambio de sus dos tltimos indices, es decir,

Raﬁ'yﬁ = _R,Ba'y(5> Raﬁ'yé = _Raﬁéfy- (43)

La tercera simetria que nos interesa, y que sdlo es aplicable cuando consideramos una
conexidn sin torsion o compatible con la métrica (que es algo que ocurre en relatividad general)
[31], corresponde al hecho de que el tensor de Riemann es simétrico bajo el intercambio, por
bloques, del bloque del primer y segundo indice con el bloque del tercer y cuarto indice:

Raprs = Rysap, (4.4)
por lo que el tensor de Ricci puede ser escrito como

Rﬁ5 = ga’yRaﬁ'yé = Raﬁa67 (45)
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y, por lo comentado antes respecto a la tercera simetria, en el caso de relatividad general se
puede demostrar que el tensor de Ricci es simétrico bajo el intercambio de sus indices,

Rps = Rsp. (4.6)

A partir de todo lo que se ha comentado, podemos construir un (g)—tensor simétrico en
sus dos Indices y covariantemente constante. Un buen punto de partida para tal tarea consiste
primero en plantear una identidad de Bianchi asociada a la derivada covariante del tensor de
Riemann (considerando de nuevo una conexiéon compatible con la métrica, como ocurre en
relatividad general),

V. Ruyap + ViRuvas + ViR = 0. (4.7)

Lo siguiente, consiste en obtener el escalar de curvatura a partir del primer término de la
ecuacion. Para realizar esto, podemos contraer toda la ecuacion con la métrica ¢g¥“ e introducir
dicha métrica dentro de la derivada covariante en los otros términos recordando que la métrica
es covariantemente constante en relatividad general, es decir, V,¢"* = 0. Asi, podemos escribir

ViRas = VaRyup + V(9" Rypap) = 0. (4.8)
Ahora, si contraemos la ecuacién resultante con la métrica ¢”° podemos obtener,
VR — VV(QWBRM}) = Vo (9" Rayu) = 0. (4.9)

En esta tltima ecuacién, podemos ver que los dos ultimos términos en el lado izquierdo de la
ecuacion son iguales. Para poder despejar la derivada covariante en la iltima ecuacion, podemos
contraer una vez més la ecuacién con una métrica de la forma ¢”?. Al hacerlo, finalmente la
ecuacion anterior puede reescribirse como

V,.(g"*R — 2R") = 0. (4.10)
La ecuaciéon anterior define el tensor que tipicamente es conocido en relatividad general
como tensor de Finstein, G,
1
G/u/ = R;u/ - §Rgm/7 (411)
con el que las ecuaciones de campo de Einstein pueden reescribirse como

G = kT (4.12)

La cantidad k da cuenta de las constantes en el lado derecho de la ecuacion de la teoria de
Newton, la ecuacién , por lo que también representa una constante. De esta forma, para
que el limite relativista de la ecuacion de Newton corresponda a las ecuaciones de campo de
Einstein, se debe establecer que

k=———. (4.13)

Hasta ahora, se puede entender que G, es un (g)-tensor simétrico y covariantemente
constante. A pesar de lo anterior, en relatividad general, dado que la conexion afin esta dada
por la conexién de Levi-Civita, la métrica g,, también se comporta como un tensor simétrico
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covariantemente constante. Este argumento nos perimte agregar un término adicional en el
lado izquierdo de la ecuacion (4.12)). De esta manera, podemos escribir

1
R}U/ - iRguu - Aguu = kTuua (414)

en donde la constante A se conoce como constante cosmolégica (mencionada en la seccion (1)) y
tipicamente suele asociarse a la materia oscura del Universo en el modelo cosmoldgico estandar.

A lo largo de los anos, se han propuesto muchas soluciones a las ecuaciones de campo de
Einstein, es decir, a las ecuaciones , dependiendo de las propiedades geométricas con las
que se modela el Universo (o parte del Universo) en el problema de interés a la mano. En
nuestro caso, dado que tenemos interés en un espaciotiempo de fondo caracterizado de forma
consistente con el principio cosmoldgico, nos interesan soluciones que en el sector espacial
del espaciotiempo resulten homogéneas e isétropas. En el modelo cosmoldgico estandar, esta
solucién corresponde a la métrica de Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker que en términos
de componentes, bien puede escribirse como

)

9 i
gij = a”(t) | 05 + A z) 9t=0 gn=-1 (4.15)

y en donde x? representa la norma al cuadrado de un vector de posicién que vive en la sub-
variedad 3-dimensional espacial del espaciotiempo, a(t) se conoce comunmente como factor de
escala y K es un parametro que toma en cuenta la curvatura del espaciotiempo y que puede
tomar los siguientes valores dependiendo de si la subvariedad 3-dimensional del espaciotiempo
es simétrica bajo los grupos de transformaciones de rotaciones SO(4) en todo el espaciotiem-
po, transformaciones de rotaciones E3 en un espacio euclideo, o transformaciones de Lorentz

SO(3,1)

1 SO(4)
k=30 Ij . (4.16)
—~1 S0(3,1)

Para establecer por completo la solucién, el comportamiento del factor de escala a(t) se
debe determinar introduciendo la solucion (4.15) en las ecuaciones de campo de Einstein y
considerando una ecuacion de estado para los elementos del tensor de energia-momento 7,,.
Dependiendo de la ecuacion de estado que se proponga, en concordancia con la época del
Universo que se esté estudiando, soluciones para el factor de escala a(t) pueden determinarse.
En todos los casos, las soluciones del factor a(t) nos permiten deducir que el Universo se
expande, siendo diferente la manera en la que se expande y dependiendo esta diferencia de la
época del Universo que se esté considerando y de la solucién explicita de a(t). La expansion
del Universo es un comportamiento consistente con muchas observaciones obtenidas hasta este
momento, como las desviaciones en las frecuencias de lineas espectrales desde galaxias distantes
cuando se comparan con sus valores observados en laboratorios localizados en la Tierra, [32].

4.2. Algunas formulaciones alternativas de gravedad

Con el fin de extender el trabajo de Einstein o proponer formulaciones de gravedad que
podrian ser cuantizables o, tal vez, proponer formulaciones de gravedad que resulten mas
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fundamentales, a lo largo del siglo 20 hasta la actualidad se han propuesto varias formulaciones
de gravedad que resultan alternativas a relatividad general.

A pesar de su éxito, la teoria general de la relatividad enfrenta dificultades que sugieren
que se necesita ain una descripcién més fundamental de las interacciones gravitacionales que
su formalismo. La necesidad de incluir un sector oscuro para el cual, a pesar de todo, no existe
evidencia y que domine la evolucion cosmica y la dindmica de galaxias y clusteres de ellas,
puede apuntar hacia la necesidad de una nueva dinamica gravitacional, al menos, necesaria
para el analisis de la radiacién infrarroja, [33]. Como resultado, con el paso del tiempo se esta
normalizando mas la nocién de que la relatividad general puede ser vista principalmente como
una teoria efectiva que requiere extensiones, sobre todo a escalas muy pequenias 'y muy grandes.

La forma en como una formulacion de gravedad deberia ser planteada, requiriendo que pue-
da considerarse como una modificacion al compararse con relatividad general, es una cuestién
importantisima a la hora de proponer una idea y es por eso que actualmente se pueden en-
contrar multiples alternativas en la teoria. Entre todos los intentos de generalizacién, teniendo
presente que las dificultades que surgen en relatividad general sugieren el desarrollo de nue-
va fisica, implicando la introduccién de nuevos campos o cambiando la teoria gravitacional,
incluso, se encuentran aquellos en los que se propone, o cambiar el campo fundamental del
formalismo o agregar nuevos campos a la métrica en el conjunto de campos fundamentales de
la teoria con el fin de intentar cuantizar las interacciones gravitacionales. Por esto, a lo largo
de los anos, se han desarrollado teorias en los que el campo fundamental del formalismo de
gravedad propuesto no es la métrica sino mas bien la conexién (o al menos anadirla como
campo fundamental junto a la métrica), a la luz de que, por ejemplo, las interacciones dentro
del modelo estandar de particulas son descritos a través de conexiones y es por ello que la
cuantizacion de la teoria es completamente realizable.

A continuacién presentamos algunas formulaciones de gravedad afin con el fin de poder
ilustrar de qué manera se pueden obtener las ecuaciones de campo en estos formalismos y
coOmo sus resultados pueden compatibilizarse con los que podrian obtenerse a partir de la
relatividad general.

4.2.1. Formulacién afin de gravedad de Eddington

La primera teoria de gravedad en la que la conexién era el campo fundamental de la
misma, (que pertenece al conjunto de formalismos comtinmente conocidos como teorias afines
de gravedad) fue el formalismo de Sir A. Eddington, presentado en 1924, que considerd a una
conexién l“o/3V como el campo fundamental del formalismo y una accién Sgqq definida como la
raiz cuadrada del determinante de un tensor de Ricci, [34], es decir

Spaa = 2k / d'z\/IR], (4.17)

en donde k es una constante con dimensiones inversas a las de la constante cosmolégica A y |R|
representa el determinante del tensor de Ricci, R,,. En este caso vale la pena sefialar que el
tensor de Ricci es construido por completo a partir de la conexion. Al variar la accién Sgqq con
respecto a la conexion, puede obtenerse la siguiente ecuacién de campo, después de eliminar
términos con traza nula,

Va(2ky/|RIR™) = 0, (4.18)
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en donde V representa la derivada covariante definida a partir de la parte simétrica de la
conexion (que en esta teoria, de hecho, corresponderia a la conexién completa dado que, por
definicion, se establece que la conexion sea simétrica en sus indices covariantes al establecer
el formalismo, [35]). R* representa el inverso del tensor de Ricci. Para resolver la ecuacion

anterior, se puede definir un tensor invertible ¢, de manera que 2k,/|R|R"" = /|q|¢"", de
forma que la ecuacién (4.18)) pueda reescribirse como

Va(y/lalg™) = 0. (4.19)

Puede verse que las ecuaciones podrian reescribirse como las ecuaciones de Einstein
si se identifica al tensor ¢, con la métrica g,, de relatividad general y & = A~!. Por lo
anterior, la accion de Eddington puede representar un punto viable y alternativo de partida
a relatividad general para modelar las interacciones gravitacionales en el Universo. De hecho,
puede pensarse que ambas teorias, relatividad general y la teorfa afin de gravedad de Eddington,
son duales la una a la otra en el sentido de que la accidon Sggq es inversamente proporcional
a la constante cosmldégica A, mientras que la accién a partir de la cual pueden obtenerse las
ecuaciones de campo en relatividad genera]E] (conocida como la accion de Einstein-Hilbert,
Sgn), es proporcional a A. De este hecho se podria pensar que cada formalismo podria ser 1til
en diferentes regimenes.

A pesar de los resultados mostrados, la teoria de Eddington se considera como incompleta en
el sentido de que, asi como se establece el formalismo, no puede incluir materia, [36]. Para poder
incluir materia en el formalismo de Eddington, se consideran wvariaciones de su método en los
que la accion depedente de una conexion I'; asi como también de grados de libertad materiales
asociados a un campo V¥ y de una métrica g, aunque considerando que la métrica y la conexion
son campos independientes, como se postula tipicamente en formulaciones métrico-afines de
gmvedaaﬂ Estableciendo la variacion de la accién de la accidon con respecto a la métrica y luego
con respecto a la conexiéon pueden obtenerse ecuaciones de campo de gravedad, que, aunque
no corresponden a las ecuaciones de campo de Einstein, si conducen a correcciones adicionales,
incluso, [37].

4.2.2. Extension afin de relatividad general de Kijowski

Otra teoria relevante de gravedad afin, que surgié posteriormente, al formalismo de Ed-
dington corresponde a la formulacion afin de relatividad general de Kijowski, presentada en el
trabajo [38].

Kijowski se di6 cuenta de que la conexién (simétrica en sus indices infereiores), mas que la
métrica, podria cumplir el rol de potencial en la relatividad general. Ademés, postuld que las
ecuaciones de campo de Einstein pueden ser obtenidas a través de la variacién de una acciéon
S = [d*zL con densidad lagrangiana £ dependiente de una conexién (simétrica) L), un
campo material ¥ (de haber alguno); y de sus primeras derivadas parciales, es decir, de 0,I'( ,/\l,)

'La accién de Einstein-Hilbert estd dada como Sgn = 3 [ d*z/]g](9*’Ras — 2A) en donde Ros representa
el tensor de Ricci asociado a la métrica g, a través de la conexion de Levi-Civita.

2Una revisién bastante completa de las formulaciones métrico-afines de gravedad mas relevantes en aflos
recientes estd disponible en la referencia [4].
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y de 0,¥. En este formalismo, puede mostrarse que la métrica aparece como una componente
del momento canonico 11 conjugado a la conexion:

oL
"= —— (4.20)
a(aﬂr(u)\ﬁ))

En el formalismo de Kijowski, la relatividad general puede obtenerse como un caso particular
del mismo. Para esto, puede interpretarse a la relatividad general como una teoria regida por
el siguiente supuesto: la densidad lagrangiana £ depende de las derivadas de I sélo a través
de la parte simétrica R,y de un tensor de Ricci R, (no necesariamente simétrico):

7?'(,uz/) = R}\(MAI/)y (421)

en donde RW’\V representa el tensor de curvatura, definido en la seccién .

Por simplicidad y con el fin de mostrar la compatibilidad del formalismo de Kijowski con
relatividad general, supongamos que £ depende de I' a través de R ., por lo cual, consideremos
que

L=L(Rw,¥,0,.Y). (4.22)

La suposicion expresada en la ecuacién (4.22)) implica que el momento II, de acuerdo con
su definicién dada en la ecuacién (4.20)), en este caso puede reescribirse como

oL 1 OR(ap)
II\M" = — D ) — 196,56, 1857 — 6,5, 85" 4.23
en donde or
% = . (4.24)
R (ap)
Al final podemos obtener que
[I,MF = 6T — §,(FITV%. (4.25)

Puede verse que este formalismo es equivalente a la relatividad general de Einstein si se
interpreta la densidad tensorial II*” como la densidad contravariante del tensor métrico g, es
decir,

1
e = — /=gl (4.26)

en donde k es la constante en la ecuacién de campo de Einstein, es decir, en la ecuacion
. La ecuacion anterior representaria una definicion del tensor métrico en el formalismo
de Kijowski, en términos del momento II.

Las ecuaciones de campo del formalismo mostrado pueden obtenerse a partir de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange que surgen de tomar la variacion de la accion .S con respecto a R,
y U. Se puede demostrar que la ecuacion de campo asociada a R,y toma la forma

V1475 = 0, (4.27)

en donde V representa la derivada covariante asociada a I'. La ecuacion anterior, a través de la
ecuacion y la definicion de la métrica en el formalismo de Kijowski dada en la ecuacion
(4.26)), puede reescribirse como

Vg = 0. (4.28)
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que representa la condicion de que esta métrica, dada por la ecuacién , es covariantemente
constante y la conexién I',*, es compatible con la métrica g,,, en el contexto establecido en
la seccion Este resultado implica que, como consecuencia de considerar una densidad
lagrangiana que depende de la conexién a través de un tensor de Ricci simétrico, la conexion
necesariamente debe ser compatible con un tensor invertible asociado al momento conjugado del
tensor de Ricci simétrico. A partir de aqui se ve que la conexién, al principio no necesariamente
simétrica en sus indices covariantes, debe corresponder a la conexion de Levi-Civita presentada
en la seccién [3.5]

Una ecuaciéon de campo equivalente a la ecuacion de campo de Einstein, ecuacion (4.12)),
puede obtenerse analizando la ecuacion de Euler-Lagrange asociada al campo material W y con-
siderando la transformacion de Legendre de la densidad lagrangiana. Después de un manejo
algebraico cuidadoso y a partir de las ecuaciones de Hamilton que se obtienen por la transfor-
maién de Legendre, las ecuaciones de Hamilton asociadas a R(,,) y su momento canénico II
conducen a la ecuacion

1 OLmat

e Ot
V=gl 99"

la cual es una ecuacién equivalente a la ecuacion de campo de Einstein en ausencia de constante
cosmologica A si Ly = L — %R(W)H’“’ puede interpretarse como una densidad lagrangiana
material. R representa el escalar de curvatura presentado en la seccién [3.5

1
R/,w - iRgm/ = (429)

4.2.3. Teoria afin de gravedad de Poplawski

Un ultimo formalismo afin de gravedad que nos parece importante mencionar es la for-
mulacién desarrollada por Nikodem Poplawski a principios del siglo XXI, [39]. El formalismo
de Poplawski se diferencia de las otras teorias en el sentido de que propone una densidad la-
grangiana £ dindmica mds simple y que depende enteramente de la conexién y es una funcion
lineal de sus derivadas, es decir, no depende implicitamente de la conexién a través de un
tensor simétrico asociado a ésta sino que depende explicitamente de algunos de los campos que
componen la conexion.

Como la conexién FH’\V no es un tensor, formalmente sélo puede aparecer en la densidad
lagrangiana a través de tensores que se puedan construir a partir de ella. Estos tensores son el
tensor de curvatura R/w/\p y la torsién 7?‘” o un tensor asociado a ésta, definidos ambos en
la seccién En el formalismo de Poplawski, el tensor asociado a la torsion se representa
como S, = TN = T,0 /2.

Para construir a partir de cada tensor un escalar que sea lineal en las derivadas de la
conexion (con el fin de que la densidad lagrangiana sea lo mas simple posible), la curvatura
o el tensor asociado a la torsion deben contraerse con un tensor contravariante de segundo
rango que no sea proporcional a las derivadas de la conexién. Este tensor contravariante de
segundo rango debe formarse entonces a partir del tensor S. Los tensores de segundo rango
mas sencillos que se pueden formar a partir del tensor S son cuadraticos en el mismo y pueden
ser tres, difiriendo de otros como maximo por constantes multiplicativas

km/ = S)\pp,SpAz/; (430)
l,uzx = S,upuSpa My, = SMS,,, (431>
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en donde S, = S,”,. Bajo una transformacién de coordenadas, al menos una componente
de la traza S, del tensor S puede anularse, lo que implicaria que los tensores [, y m,, no
sean invertibles. Por lo anterior, el tensor méas conveniente para formar escalares a partir de
los tensores de curvatura y S es el tensor k,,, conocido también como tensor de Poplawski.
Definimos ademaés el tensor contravariante k#* de rango dos como la inversa al tensor £,

Kk, = 6", (4.32)

Considerando entonces que k = |k|= det(k,,), la densidad (escalar) lagrangiana L, del
campo gravitacional, sin considerar diferencias por factores globales multiplicativos, en el for-
malismo de Poplawski puede definirse como

L, = Rk VE. (4.33)

La expresién anterior representa la densidad lagrangiana mas sencilla, dinamica y no degene-
rada que estd enteramente compuesta por la conexion, a través de la curvatura y torsion y
es lineal en la derivada de la conexiéon. Con el fin de que la densidad lagrangiana de la ecua-
cién tenga significancia fisica, se impone sobre el 2-tensor k,, asociado a la torsiéon la
condicion de que k # 0.

Si empezamos el andlisis con el campo gravitacional en ausencia de materia, la variacion
de la accién 4.5, utilizando el hecho de que dk = —%kkwék’“’, es

68 =8 [ Rk \/kdQ = [ R,k ka2 + [ (R - ;Rpgkpokw)ak#“\/EdQ, (4.34)

en donde df2 representa un elemento de 4-volumen. Las ecuaciones de campo que resultan de
igualar a cero la variacién expresada en la ecuacion pueden obtenerse a partir de la
variacion de la conexion o'/, considerando que esta puede dividirse en una parte simétrica
5F( : ») ¥ una parte antisimétrica (5F[up ) = 05,7,. La accién se puede variar bajo estas dos partes
por separado. Si consideramos primero la variacién con respecto (5F(: vy 1 variacion 0.5, de
la accion en ese caso puede escribirse como

38, = / 0T (2 (286" — 25,61k — 25, kM)W — V (k' VE) + 6V, (k"7 VE)|dQ,
(4.35)
en donde V representa la derivada covariante asociada a la conexion (completa) I'.

Igualando a cero la variacién dada en la ecuacion (4.35)), a través de la definicién de campos
auxiliares y después de varias contracciones con el tensor k,, es posible obtener la siguiente
descomposicion para la conexion I',”,, como resultado de la variacién de la acciéon bajo la parte
simétrica de la conexion:

1
Lf, =0+ S/ — 3(0475, +0,7S,), (4.36)

en donde {7, }, representa la conexién de Levi-Civita asociado al tensor k,,, tal y como se
defini6 en la seccion (y cuyas componentes comtinmente son conocidas también como sim-
bolos de Christoffel). La ecuacién de campo (4.36) relaciona la conexién con la torsién y sus
derivadas.
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Si se define .
Cp,uz/ = F,upzx - {/fz/}k = Supl/ - g(éupsz/ + 5upSM), (437)

es posible descomponer el tensor de curvatura y el tensor de Ricci en términos asociados sélo
a la conexion de Levi-Civita y un resto asociado al campo C' recién definido en la ecuacién

3.

Si Rgf,) = Rgf,)pu es el tensor de Ricci asociado a la componente de Levi-Civita de la

conexion, la accion S puede reescribirse como
1
S = / (REK 44— Zmyu k) VEaQ, (4.38)

Como el ultimo término entre paréntesis en la ecuacion puede anularse bajo una
transformacién de coordenadas conveniente, la acciéon anterior puede manipularse para que
adquiera la forma de un lagrangiano de tipo Einstein-Hilbert para el campo gravitacional
con una constante cosmolégica en relatividad general considerando que el tensor k,, puede
identificarse con un tensor métrico g,,, siendo diferentes, como maximo, a través de un factor
global. Si definimos un tensor adimensional

2
Guv = Kk:uuy (439)

en donde la constante A tiene dimensién del inverso de una longitud al cuadrado, entonces
los simbolos de Christoffel construidos desde g, satisfacen {f,}, = {/, }r. Los tensores de
curvatura y de Ricci cumplen también las mismas relaciones que las conexiones de Levi-Civita
de los tensores k., ¥ guw-

De esta forma, los primeros dos términos de la ecuacion (4.38]) representan una accién de
Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica A (difiriendo por un factor global):

S / (RWg" +20),/gde, (4.40)

en donde g = det(g,,). Para que la relacién tenga significado fisico, se utiliza el requiri-
miento de la signatura sobre g,,,,, lo que impone una restriccién sobre el signo de det(k,,) y que
se establece como negativo de manera que el tensor métrico g,, tenga signatura Lorentziana,
en el sentido definido en la seccién 3.5

Un resultado interesante del presente andlisis radica en el hecho de que la ecuaciéon le
da sentido fisico a la constante consmoldgica. En el contexto que aqui se presenta, la constante
A provee una escala de longitud de la conexién afin. Junto con las constantes universales ¢ y
G, A provee un sistema natural de estandares de medicién para las cantidades de longitud,
masa y tiempo.

En presencia de materia, se debe agregar un término adicional a la densidad lagrangiana
L, que esté asociado a la materia, la densidad lagrangiana £,, para la materia. En ese caso la
accion para el campo gravitacional y la materia toma la forma

S = /(Lg +al,,)de, (4.41)

en donde « representa una constante que estableza las unidades de masa. Si los campos ma-
teriales no se acoplan a la conexion a través de la derivada covariante, entonces soélo pueden
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depender de la conexion a través de la torsion. En ese caso, todos los resultados obtenidos hasta
el momento no cambiarian a pesar del término adicional en la accion de la ecuacion dado
que la variacion de la accién bajo la parte simétrica de la conexiéon seria independiente de los
campos materiales. En esos casos, la accién debe reescribirse como

1
S = / (REK +4 = Sk ) VRAQ + a / L,dQ. (4.42)

Tomando ahora la variacién de la accion dada en la ecuacién (4.42) respecto a la parte
antisimétrica de la conexion, se pueden obtener las siguientes condiciones para una variacion
05,7, arbitraria

S, =0,
1 g
RE) — RO Kk, = 2k, —

w9

o
N

Al sustituir la definicion (4.39)) en la ecuacion anterior y utilizando la definicién del tensor de
energia-momento, 7}, valida para relatividad general 6£,, = %TW\/gégW, llegamos a

(4.43)

@2 0hm @
Aygogm TR

1 o}
R = SRS G = Mgy —

T,.,. (4.44)
La ecuacion anterior reproduce las ecuaciones de campo de Einstein de relatividad general
con constante cosmoldgica, presentadas en la seccién [4.1] si consideramos

act

“="%m

(4.45)
como constante gravitacional.

Con la formulacién que se acaba de presentar hemos visto de qué maneras podemos com-
patibilizar las ecuaciones de campo que surgen en algunas teorias afines de gravedad con las
ecuaciones de campo de Einstein de relatividad general. A partir de la seccién siguiente se
presenta el formalismo de gravedad polinomial afin, el cual es también una formulaciéon afin de
gravedad pero que corresponde a la teoria que utilizamos para construir nuestra solucion de
fondo para el espaciotiempo, considerando el principio cosmoldgico. Asi, en las dos secciones
siguientes presentamos una descripcién breve del formalismo, de las ecuaciones de campo que
pueden obtenerse a partir del mismo y de las soluciones que pueden proponerse para éstas a
la Tuz del principio cosmolégico.

4.3. El formalismo de gravedad polinomial afin

Como se mencioné en la introduccién de este capitulo, la teoria de gravedad polinomial afin
es un formalismo de gravedad en el que, a diferencia de lo que se establece en el relatividad
general, el campo fundamental de la teoria es la conexion y no la métrica, por lo que se
categoriza como un formalismo de gravedad afin, [40]. El adjetivo de polinomial en el nombre
de la teoria surge del hecho de que la accion del formalismo se forma a partir de una densidad
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que resulta ser un polinomio de los campos que principalmente definen la conexién y la forma
de volumen, como se mostrara en breve.

Algo interesante de la formulacién en cuestién es que la accién considera todos los términos
posibles no redundantes que se pueden formar a partir de las combinaciones de los campos de la
conexion, a diferencia de lo que pasa con la teoria de relatividad general y demas formalismos
métricos en los que la acciéon suele poder formarse a partir de tantos términos asociados a la
métrica o la curvatura, como se desee.

Entre otros aspectos relevantes del formalismo de gravedad polinomial afin, se encuentra
el hecho de que es capaz de reproducir las ecuaciones de campo de Einstein en el caso sin
materia en el limite sin torsion requiriendo que la conexién sea equiafin. También, aunque no
sea necesario para el formalismo, a través de los campos que definen la conexiéon se pueden
construir (g)—tensores simétricos e invertibles que pueden desempenar un papel de métrica
y que permiten introducir campos materiales en la teoria. Estos tensores se conocen en el
formalismo como métricas emergentes. A continuacién se mostrard en detalle varias de las
caracteristicas de la teoria que se han mencionado hasta este momento.

Como se mencioné anteriormente, el campo fundamental de la teoria es una conexién afin
general de la forma I’aﬁv. Para construir la accién, resulta conveniente descomponer la conexion
afin de la siguiente forma

T2, =Tu%) + T2, (4.46)

en donde el primer término corresponde a la parte simétrica de la conexién y el segundo a
su parte antisimétrica. Adicionalmente, podemos descomponer la parte antisimétrica en una
parte con traza y otra sin traza, de modo que podemos definir A, = I'i,*,) como la traza de
la parte antisimétrica de la conexién y B,”., como la parte sin traza de la parte antisimétrica
de la conexién. De este manera la conexién se puede descomponer como

T2, =10, + B2, + 6, Ay, (4.47)

en donde hemos identificado F(aﬁv) = faﬁv. Es importante recordar que los dos tultimos térmi-
nos en el lado derecho de la ecuacion corresponden a la contribucion de la torsion en la
descomposicion.

Posteriormente es conveniente definir una forma de volumen para construir la accion del
formalismo, aunque el mismo no considere la existencia a priori de un tensor métrico. A pesar
de lo anterior, podemos utilizar el producto cuna para construir un objeto que se comporte (o
represente) como una forma de volumen como dV " = daz® Adada” Ada®. Como se requiere
que la accion de la teoria sea invariante bajo difeomorfismos, los términos que pueden formar
la densidad lagrangiana sélo pueden asociarse a la parte antisimétrica de la conexiéon y como
maximo la parte simétrica solo puede aparecer a través de la acciéon de la derivada covariante
V! asociada a la parte simétrica de la conexién. De esta forma, los bloques de construccion de
la accién s6lo pueden formarse a partir de los campos VY, B,7,, A, y dV*#7.

Para construir todos los términos posibles que podrian conformar la accion, se realiza una
especie de andlisis dimensional en el que se toman en cuenta la cantidad de indices libres y
el peso de cada término, en el sentido de cada uno se comporta como una densidad tensorial
y el peso de estos lo determina el grado de la potencia del Jacobiano que resulta como factor
cuando varian bajo una transformacién de coordenadas. La idea principal radica en que todos
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los términos no tengan indices libres y, como la densidad lagrangiana es una densidad escalar,
el peso de todos los términos debe ser igual a uno.

Para lograr el objetivo mencionado se definen dos operadores, N' y W que cuenten el
numero de indices libres, tanto superiores como inferiores; y el peso, respectivamente, de cada
término. En el caso del operador de indice N, éste se establece de forma que pueda considerar el
hecho de que un indice sea covariante (es decir, inferior) o contravariante (es decir, superior).
Para hacerlo, se establece que el operador N aumente en 1 por cada indice libre superior
que el término tenga y disminuya en 1 por cada indice inferior que tenga el término. Con
estas consideraciones, los operadores aplicados a los campos con los que se va a conformar los
términos de la densidad lagrangiana dan los siquientes resultados

NA =-1, NB =-1+1-1=-1, N(V)=-1, N(@AV*°) =4,
W(A) =0, W(B) =0, W(V) =0, WAV Py =1,

Si consideramos un término polinomial en los campos mencionados anteriormente de la
forma general Z = V™ A"BP(dV*#79)4 los resultados de aplicar los operadores Ny W sobre
este tipo de términos son

N(Z)=—-m—n—p+4q,
W(Z) =q.

De este andlisis, se ve que los términos que pueden formar parte de la densidad lagrangiana
son aquellos que cumplen las condiciones m + n + p = 4q y ¢ = 1. Se debe tener presente,
sin embargo que para cada configuracion, pueden haber miltiples permutaciones que necesitan
analizarse a la luz de las simetrias de los campos fundamentales con los que se construyen.
Asi, a partir de todas las consideraciones mencionadas, la accién S més general (excep-
tuando invariantes topoldgicos y términos de borde) en cuatro dimensiones esta dada como

(4.48)

g / Qs [Blnwﬂpsavﬁzaﬁ & ByRag B 5B’y + ByRou aBs" As + ByRus® B s Ay

+ BsRag’ B, 5 Ay + C1Rua™ V3B, s + CoRas” VB 75 + DiB,"\B," o V 5B, s
+ DoBo 3B, VB s + D3Bo",Bs* VB, s + DB’ 38,75V s Ay + DsBu 5 A,V B, s
+ DeBo? 3 A,V As + DiBa® s sV As + BV Bo? 5V o BB, 75 + BV B 5V A (449)

+ FlBa“,BBVU(;BM)‘pBap/\ + FQBQMBBWV)\B(SA,)BMK)V + FgBV’u)\BMVaBﬁ/\VAg + F4BQMBBWV5ANA,/ .

En la acciéon anterior, como se menciond antes, la derivada covariante esta asociada a la par-
te simétrica de la conexion, por lo que el tensor de curvatura que aparece en la densidad
lagrangiana también estd asociada a dicha parte de la conexién por lo que R = R'.

Una caracteristica bastante relevante de este formalismo radica en el hecho de que la falta
de un tensor métrico implica necesariamente que el nimero de términos en la accién es finito.
Esta propiedad tipicamente es conocida como rigidez de la teoria. El hecho de las constantes
de acoplamiento (las amplitudes de cada contribucién en la densidad lagrangiana) sean adi-
mensionales sugiere que la teoria puede ser renormalizable por conteo de potencias, de manera
que, en el caso hipotético en que la teoria sea cuantizable, todos los términos que podrian
surgir deberfan tener la forma de aquellos escritos en la ecuacién . Lo anterior resulta
algo beneficioso desde el punto de vista de la teoria cuantica de campos. Adicionalmente, la
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naturaleza adimensional de las constantes de acoplamiento sugiere una simetria conforme, al
menos a nivel clasico.

Por medio de la accién definida en la ecuacion , se pueden obtener las ecuaciones de
campo de la teoria bajo la variacién de la acciéon en términos de los campos de los que depende
la densidad lagrangiana £ a través de un andlisis variacional. En este caso las ecuaciones
de Euler-Lagrange corresponderian a las ecuaciones de campo del formalismo. Dado que la
conexion estd descompuesta a través de tres campos, las ecuaciones para cada campo estan

dadas como:
O L B —)
0(0,0%)) ot

oc \ oL (4.50)
On <a<au8»p>> 05,7, =
oL oL
O (a(aﬂAg) “oa "

Para obtener una forma conveniente de estas ecuaciones, explicitas en términos de los
campos de la conexion, resulta provechoso definir momentos canénicos conjugados a los campos
de la conexién. Primero, podemos definir el momento canénico Il conjugado a I' definido como

(M = 95— 9k (4.51)
A9ulA,) Ol

Como la derivada de la conexion sélo aparece en el tensor de curvatura, bien podemos
escribir
oL 37—\),@575 aB 587?/04,376
= (20)"" =
ORagYs 01,2, ol >,
En donde se ha definido (2;:)%%.° = 9L/0R.57s. El segundo factor en el lado derecho de
la ecuacién (4.52)) puede ser calculado explicitamente a partir de la definicién del tensor de

curvatura. De esta forma es demostrable que

(Hp)"s" = : (4.52)

a@?‘“f’:‘; = 46730 1,0" 5675, (4.53)
pv’p
de donde se obtiene que
(M) 5P = 2(zp) 5, + 2(20) 7. (4.54)

De forma similar el segundo término de la ecuaciéon de Euler-Lagrange para I'. De esta

manera puede obtenerse que
oL 0L O0R.57s

or,,  ORag’s o1,

(4.55)

Una vez mas, el ultimo factor de la ecuacion anterior puede ser calculado a partir de la definicion

de curvatura:
GRa 575

or,,

= 4[(57)\5@[&1:‘/3}’))5 + 5955(V[5fa]7)>\}, (4.56)
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Y con este resultado podemos obtener

oL
o>,

= 2{(211‘)[”5])\5]?‘,3’05 + (zf)[pﬁ]kéfﬁvd + (Zf‘)[ﬁy}'ypf‘ﬁ’y)\ + (zf)[ﬁ”]v”f“gh} (4.57)
= —(TIp)" 5T s — (Tp)"75°T s + (TTp)", 7T, (4.58)

De esta forma, las ecuaciones de campo para la parte simétrica de la conexion pueden
escribirse como .
oL

or,?,
en donde el asterisco en la derivada parcial del lado derecho de la ecuacién anterior senala
que la derivada se toma soélo sobre los términos en los que r aparezca explicitamente y no en
aquellos en los que apareceria indirectamente a través del tensor de curvatura.

Un tratamiento similar puede realizarse para los campos B y A. Con definiciones adecuadas
de momentos conjugados para los campos B y A, denotados como (Ilg) y (IL4), respectiva-
mente, las ecuaciones de campo para estos campos pueden escribirse como

Viu(Ip)"5" =

, (4.59)

oL
V. (IIp)H,\° = . (4.60)
a 0B,*,
oL
V. (I )" = DA (4.61)
En el caso de la ecuaciéon de campo para B conviene tener presente que
6Va85’75
L % — 95k 67\ 5675, (4.62)
(9B, )
y también que
8VQB v A A A
Wf‘s — 20,7 5670567\ — 20,10 50" 567 + 21,7301 567s. (4.63)
v'p

La ecuacion de campo para A es mas sencilla de manejar y, através de un enfoque riguroso
como el que se utilizo para obtener las otras ecuaciones de campo, se puede reescribir dicha
ecuacion en términos de su momento conjugado.

Otro aspecto intersante de la gravedad polinomial afin descansa en el hecho de que, aunque
este formalismo es una teoria afin, es decir, su campo fundamental es la conexiéon y se puede
prescindir de un tensor métrico, es posible en este formalismo construir (g) -tensores simétricos
a través de los campos de la conexion. Si son invertibles, estos objetos pueden considerarse
como tensores métricos que emergen o son inducidos por la conexiéon y las simetrias que se
imponen sobre ella. Algunos (g) -tensores simétricos que pueden formarse a partir de los campos
de la conexion son el tensor simetrizado de Ricci R, definido aqui convenientemente como

R;w = RA(,u)\u)a (464)

el tensor de Poplawski P, presentado en la secciéon [4.2.3, que corresponde a una contraccion
de la torsion,
P < T 0T, (4.65)
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y, de forma analoga, bien se podria definir un tensor simétrico que surga de la contraccién del

campo B
B, < BB, . (4.66)

Después de esto, lo que resta es obtener soluciones a las ecuaciones de campo que tengan las
simetrias requeridas de acuerdo a algin problema de interés. Dado que nos interesan soluciones
cosmolbgicas a las ecuaciones de campo, a continuacion veremos cémo pueden establecerse
explicitamente las componentes de la conexion afin, como soluciones a las ecuaciones de campo
y de manera consistente con el principio cosmologico.

4.4. Soluciones del formalismo de gravedad polinomial
afin consistentes con el principio cosmolégico

Como se ha mencionado antes, el principio cosmolédgico establece que, en escala cosmo-
logica, el Universo es isétropo y homogéneo. Si nuestro espaciotiempo es cuatro-dimensional
con coordenadas z# = (t,7,0,¢), el principio cosmoldgico impone isotropia y homogeneidad
a nuestro espaciotiempo a través de la subvariedad tri-dimensional, que en nuestro caso estéa
parametrizado por las coordenadas z' = (1,6, ¢).

La isotropia impone la cualidad de que nuestra subvariedad 3-dimensional sea indistinguible
bajo rotaciones, mientras que la homogeneidad asegura que el origen de coordenadas de la
subvariedad sea indistinguible bajo traslaciones. Lo anterior establece que nuestra subvariedad
3-dimensional tiene tres elecciones posibles para su grupo de simetrias: el grupo ortogonal
SO(4), el grupo ortogonal SO(3,1) y el grupo euclideo FEj.

El dlgebra de los grupos anteriormente mencionados permite establecer los generadores de
las transformaciones asociadas a estos grupos, es decir sus vectores de Killing correspondientes.
Estos vectores de Killing, en coordenadas esféricas, pueden escribirse explicitamente como:

= ( —cosf cotfsin gp) : (4.67)
:(0 0 sind CotHSmg@) (4.68)
Js=(0 0 0 1), (4.69)
P =+1—rr? (O sin 0 cos ¢ M —Z’li“g) , (4.70)
Py=vV1—rr?(0 sinfsing c=fine _cong) (4.71)
Py=+v1—=5r? (0 cosf —52¢ 0), (4.72)

en donde el parametro k, tal y como ocurre en la construccién de la métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker en el formalismo de relatividad general, seccién estd dado
por

1 SO®M)
k=40 E . (4.73)
~1 S0(3,1)

Como hay seis vectores de Killing asociados a la subvariedad espacial 3-dimensional de nues-
tro espaciotiempo, se puede ver que nuestra 3-subvariedad espacial, sujeta a las caracteristicas
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de homogeneidad e isotropia, es mazimalmente simétrico, [41]. Las componentes explicitas de
la conexién, bajo las imposiciones de que la subvariedad 3-dimensional es isétropa y homo-
génea, pueden determinarse a partir de la derivada de Lie de la conexién considerando a los
vectores de Killing como generadores de las transformaciones anteriormente mencionadas, [40].
Asimismo es demostrable que las simetrias en esta subvariedad espacial inducen una métrica
$;; y una conexion v,/ que emergen como resultado de la imposicién del principio cosmoldgico,
dadas como

1—}“‘2 0 0
Sij = 0 r? 0 5 (474)
0 0 7r2sin%6

la parte simétrica de la conexién dada como

T KT r 3
%r:ma Yoo = KI' —T,
) 1
Yo o = (/{7“3 — 7") sin’ 6, ’)/(reg) =
1 (4.75)

%% = —cosfsind, Vo) = e
cos 6
6% = sin )’

y los términos adicionales asociados a la torsién (diferentes, como méaximo, por un factor
multiplicativo)

”y[ijk] = Sijk = \/gSjlgilk. (476)
A partir de estos objetos, se puede establecer la solucion para la conexién 4-dimensional, de
acuerdo con [42],
(1), L'y = g(t) sij,
N h(t) &; Ly =7 1y

; ; . A (4.77)
'y =p) S’ Tiln = q(t) S,

en donde f, g, h, p y q son sélo funciones del tiempo, las cuales son determinadas cuando
uno requiere que las ecuaciones de campo, obtenidas por el formalismo de gravedad polinomial
afin, sean satisfechas (por lo que dichas funciones dependen de la teoria que se utilice). De
las funciones anteriores, bajo una reparametrizacion adecuada del tiempo, f puede igualarse
a cero, por lo que la solucién cosmoldgica de fondo estd determinada principalmente por las
funciones g, h, p y ¢; ademéds de la métrica s;; y la conexién ;7. Es posible, ademads, relacionar
las componentes de esta conexién isétropa y homogénea, dadas por la ecuacion , con la
traza A, y la parte sin traza B,”.,. Es demostrable que, a partir de las simetrias impuestas por
el principio cosmoldgico, las componentes no nulas de A, y B,”., pueden escribirse como

At == —3p(t), Bijk = F[ij] = q(t)Sijk. (478)

Dicho todo lo anterior, a continuacion obtendremos las ecuaciones de campo de la teoria a
partir del formalismo mostrado en la seccion y sustuiremos en ellas las ecuaciones (4.77)) y
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para obtener soluciones para las funciones g, h,p y ¢q. El anélisis mostrado a continuacién
representa un resumen del trabajo [43].

A través de la variacion de la accion detallada en la ecuacién (4.49) y utilizando las so-
luciones para la conexiéon mostradas en las dos ecuaciones anteriores, pueden obtenerse las
siguientes ecuaciones de campo

(Bs (9 + gh +2r) — 2By (§ — gh) — 6Depg — 2F3¢%) q = 0, (4.79)
(=3Bspq + 6Bapg + C1(¢ — 2hq))g = 0, (4.80)
—3(Bs + 2B4) pgq + 2C1(kq + 4ghq — 94 — qg) — 2¢>(Dy — 2D + D3) = 0, (4.81)

—3Bs(p(hq — 4) — qp) + 6Ba(p(—hq — §) — qp) + C1(4h*q + 2gh — G) + 9Dep’q =0, (4.82)

—3Bs3(g + gh + 2k)p + 6B, (§ — gh) p + C1(26h + 4gh® + 2gh — §)
— 6hq* (D1 — 2Dy + D3) + 9Dgp*g + 18 Fspg® = 0

en donde A y B producen solo una ecuacién cada una, ecuaciones y (4.83)), respectiva-
mente, mientras que las otras tres vienen de la parte simétrica de la conexién I'. Es meritorio
resaltar que tenemos cuatro funciones desconocidas del tiempo (g(t), h(t), q(t), p(t)) mientras
que tenemos cinco ecuaciones diferenciales, lo que significa que el sistema de ecuaciones dife-
renciales esta sobredeterminado. Este sistema de ecuaciones, sin embargo, puede ser resuelto
analiticamente sin ninguna suposicion. Aqui es conveniente desarrollar un esquema légico que
permita buscar sistematicamente soluciones por medio de ramas.

Primero, puede evidenciarse que las ecuaciones (4.79)) y (4.80) tienen la forma

(4.83)

F<gag7h7Q7p)q = 07 (484)
G(h,q,4,p)g =0, (4.85)
en donde
F(9.G.h,q,p) = B3 (§ + gh+ 2K) — 2By (§ — gh) — 6Depg — 2F3¢". (4.86)
G(h,q,4,p) = —3Bspq + 6Bypg + C1 (¢ — 2hq) . (4.87)

Asi, utilizando las ecuaciones (4.84]) y (4.85)) es posible distinguir cuatro ramas diferentes:
= Primera rama: F(g,h,¢,p)=0 A G(h,q,p)=0.
» Segunda rama: F(g,h,q,p) =0 A g =0.

s Tercera rama: G(h,q,p) =0Aq=0.
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» Cuarta rama: g =0A g =0.

Puede demostrarse que solo aparecen soluciones analiticas no triviales a las ecuaciones de
campo en la primera y segunda rama. Sin embargo, aqui se presentaran solamente las soluciones
correspondientes a la primera rama dado que permiten construir métricas emergentes a partir
de las soluciones obtenidas, de acuerdo con lo que se presento en la seccién [4.3]

Con el fin de simplificar los cédlculos, introducimos el factor constante 2 definido como

0=, (4.88)
afb

en donde «, # y v representan constantes asociadas a algunas constantes de acoplamiento que
aparecen en las ecuaciones de campo definidas como

Dy — 2D, + D3)
= 4.89
o= Cy ’ (4.89)
3B3 — 2B
= (3 - 4) , (4.90)
v = (8 —2B3) a+2F;, (4.91)
y considerando ademads los reescalamientos por la constante de integracién A
q(t g(t
o) - 1 o) » 4. (1.92)
A A
nos permite escribir
Q
h(t) = — 4.93
0 2t (1+Q)’ (4.93)
g(t) = git T — (1 jQ) £, (4.94)
1 o
— T 4
o) = (155) 0. (4.95)
p(t) =0, (4.96)

en donde g; es una constante de integraciéon. En esta representacion, el parametro €2 determina
la dependencia temporal, mientras que la razén g;/a caracteriza la amplitud relativa de los
dos términos en la ecuacion . Considerando la dependencia temporal en esa ecuacion, de
hecho, puede notarse que si 2 > 1, entonces los dos términos divergen en el origen del tiempo,
divergiendo el primero mas rapido al principio pero decayendo mas rapido que el segundo.
Si, en cambio, 0 < 2 < 1, entonces sélo el término proporcional a ¢; diverge en t = (. Para
—1 < Q < 0, este término se anula en t = 0 y el segundo es dominante para tiempos posteriores.
Por tltimo, si 2 < —1 entonces ambos términos divergen en t = 0. No es dificil ver que ¢(t) es
regular en el origen del tiempo sélo cuando 0 < 2 < 1. Esto implica que la tnica forma posible
de hacer que ¢(t) y g(t) sean regulares en ¢t = 0 consiste en establecer el valor de la constante
de integracion ¢; igual a cero cuando 0 < €2 < 1. A pesar de todo, sin importar el valor de (2,
h(t) siempre diverge cuando t — 0.
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De acuerdo con lo comentado en la seccion [.3], en el formalismo de gravedad afin pueden

construirse algunos (0) -tensores que pueden ser candidatos de métricas inducidas en la teoria,

2
es decir, candidatos de métricas emergentes. En este caso, dado que establecimos que p(t) = 0,
la cual es una funcién asociada a la traza de la parte antisimétrica de la conexion, no se formar
un (g) -tensor invertible a partir de la parte antisimétrica de la torsion, por lo que en este caso
el tensor de Poplawski no representaria una métrica.

Por el contrario, el tensor simetrizado de Ricci, mostrado primeramente en la ecuaciéon
y formado a partir de la curvatura asociada a la parte simétrica de la conexién (o de
la simetrizacién del tensor de Riemann con una conexién general), si puede representar una
métrica. Utilizando la solucién cosmolédgica para la conexién presentada en la ecuacion (4.77)),
las componentes no nulas del tensor de Ricci son

Ri = =3 (h+1?). R,, = JToh T2 (4.97)
1—kr?

con Rgpg y Ry relacionados con R,, como se esperaria. Si este tensor de Ricci debiese ser
identificado con una métrica homogénea e isotrépica, hubiéramos podido escribir g = Ry /Ry
y a*(t)s;j = Rij/Ro en donde a(t) representaria el factor de escala mencionado en la seccién [4.1]
si; representaria la métrica inducida en la solucién de la conexién por el principio cosmologico
en la subvariedad 3-dimensional del espaciotiempo y Rg es una constante con dimensiones de
curvatura de manera que tengamos una métrica sin dimensiones.

Utilizando las ecuaciones (4.93)), (4.94) vy (4.97), podemos calcular las componentes del
tensor simetrizado de Ricci (en el caso de k = 0)

30 (2 + 30
Ry = —SH2 4 30) (4.98)
12 (1 + Q)
Q-2
L= a2 ey (4.99)
2(Q11)

Tenga presente que si ) # —1 entonces el tensor de Ricci con seguridad se comporta como un
tensor métrico debido a que esa condicién define una matriz invertible.

Lo que deberia verificarse a continuacion es si este objeto satisface la restriccion de signatura
lorentziana (en el sentido con el que esta propiedad fue presentada en la seccién en una
variedad (1, 3)-dimensional como bajo la cual nuestro espaciotiempo puede ser representado.
De lo que debiésemos asegurarnos es que la teoria sea invariante bajo una eleccion libre de
signatura en el sentido de que uno pudiese tener plena libertad de escoger entre — + ++ 0
+ — ——. Bajo un anélisis cuidadoso puede apreciarse que esta libertad puede conseguirse a
través de la constante arbitraria de proporcionalidad Ry, definiéndola de manera adecuada en
ambas elecciones de signatura.
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Capitulo 5

Formalismo de perturbaciones métricas

En este capitulo se describe brevemente el formalismo habitual de perturbaciones que se
implementa sobre la métrica en relatividad general y que cumple el papel del método conven-
cional que se utiliza para realizar perturbaciones cosmolégicas, actualmente. Esta introduccion
al formalismo mencionado se realiza con el fin de poder contrastarlo con el método de perturba-
ciones cosmoldgicas afines que proponemos en este trabajo. En la primera seccion del capitulo
describimos brevemente como se desarrolla el método y en la segunda seccion desarrollamos
en detalle un caso ilustrativo: la teoria de perturbaciones métricas como herramienta para
modelar la aproximacion de gravedad débil. El método es esencialmente el mismo aunque el
espaciotiempo de fondo no sea curvo. La discusion que se presenta en este capitulo esta basada
principalmente en las referencias [32,44] y [45].

5.1. Descripcion general del método

El método de perturbaciones cosmolégicas (métricas) en relatividad general se fundamenta
principalmente en la idea de considerar desviaciones desde soluciones exactas de las ecuacio-
nes de campo de Einstein, ecuacion . La motivacién de esto radica en el hecho de que a
través de la idea de un Universo perfectamente isétropo y homogéneo, no se puede explicar la
formacion de estructuras como estrellas, clisteres de galaxias y demés objetos que no puedan
sustentarse directamente a partir del principio cosmologico. En este aspecto, la teoria de per-
turbaciones y el andlisis de la dindmica de éstas surgen en conjunto como una primera forma
de abordar el problema de la formacién de estructuras en el Universo sin necesitar encontrar
soluciones exactas a las ecuaciones de campo que consideren estas inhomogeneidades en el
Universo.

El desarrollo del método empieza suponiendo que la métrica real g, del espaciotiempo
puede ser expresada como

Juv = G + h;w (5.1)

en donde h,, representa una desviacion perturbativa de la métrica real desde una métrica g,
de fondo, la cual es una solucion exacta de las ecuaciones de campo de Einstein. Para pertur-
baciones cosmologicas, esta métrica de fondo representaria la métrica de Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker, ecuacién . Por la consistencia que se supone para la ecuacion anterior,
la perturbacion h tiene las mismas simetrias que las métricas g y g, por lo cual, se puede ver que
tiene 10 componentes independientes. A partir de este punto, el método puede desarrollarse
de dos formas completamente equivalentes.

La primera forma, bajo el supuesto de que la perturbacion es pequena consiste en desarrollar
una linealizacion de las ecuaciones de campo en un parametro de control A que mide el tamano
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de la perturbacidn en el sentido de que la métrica real g = g(\) depende diferenciablemente del
pardmetro y g(0) = g, es decir, cuando el paramétro de control se iguala a cero, las soluciones
real y de fondo son equivalentes, [44].

Si £[g(A)] = 0 representa la ecuacién de campo evaluada en la métrica real, una forma mas
sencilla de esta ecuacién puede obtenerse diferenciandola respecto al parametro A\ y estable-

ciendo A igual a cero,

d _
SEG)| =0 (5.2)

A=0
La ecuacién (5.2)) es una ecuacion linealizada para la perturbacién

_d

h - ’
dA |y _y

(5.3)

lo que implica que pueda ser expresada como Z(h) = 0 en donde .Z representa un operador
lineal (tipicamente diferencial).

La segunda forma consiste en calcular los términos de las ecuaciones de campo de Einstein
que dependen explicitamente de la métrica y escribirlos en términos de la perturbacién h hasta
el orden de la misma que se desee considerar y sustuir dichas expresiones en las ecuaciones de
campo.

Hasta este punto, si se decidiera tomar cualesquiera de los dos caminos mencionados sin
tratar previamente la perturbacion, las ecuaciones que se obtendrian podrian catalogarse como
repulsivamente complicadas", |32]. En el caso cosmolégico, sin embargo, es posible simplificar
dichas expresiones si se considera una descomposicion (3+1) de la perturbaciéon y posterior-
mente una descomposicion de Helmholtz de sus componentes de manera que la perturbacion
pueda descomponerse en escalares, vectores solenoidales o transversos (es decir, cuya diver-
gencia es cero) y tensor simétricos sin divergencia y sin traza, dado que esta descomposicion
permite desacoplar entre si las ecuaciones de campo de Einstein en modos escalares, vectoriales
y tensoriales. En la seccién se mostrard como puede realizarse esta descomposiciéon en el
caso de un fondo con una métrica de Minkoswki. Las descomposiciones de Helmholtz generales
de vectores y (g)—tensores simétricos en el caso de fondos con curvatura no nula estan dadas
desde la ecuacién hasta la ecuacion en la seccion [6.5]

Como tultimo paso previo antes de tratar las ecuaciones de campo en términos de la per-
turbacién h es conveniente ademas realizar una transformacion infinitesimal de coordenadas
sobre los campos en los que se descompone la perturbacién con el fin de encontrar gauges (o
calibres como suelen ser conocidos, clasicamente) que puedan establecerse sobre el sistema e
incluso poder definir cantidades invariantes bajo la transformacion. Este tipo de andlisis es re-
levante debido a que ilumina la forma en como pueden categorizarse las componentes o grados
de libertad de los campos de la pertubacion.

Puede verse que al fijar un gauge, cuatro grados de libertad pueden ser eliminados de
la perturbacién dado que éstos codifican informacién sobre las coordenadas solamente. De
aqui se ve que el verdadero nimero de componentes independientes de la perturbacién, que
contienen informacién respecto al campo gravitacional solamente (y que por ende no depende
de la eleccion del sistema coordenado, son seis, [45]. Este analisis permite establecer cudntos
campos invariantes (y de cudntas componentes cada uno) bajo transformaciones infinitesimales
de coorenadas pueden establecerse.
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Después del analisis mencionado, es conveniente entonces ahora si implementar la pertur-
bacion a través de sus campos en las ecuaciones de campo de Einstein de cualquiera de las dos
formas anteriormente descritas. A través de esto, la dindmica de los campos de la perturbacién
puede establecerse y muchas conclusiones pueden desarrollarse a partir de las ecuaciones de
evolucion que puede obtenerse para cada campo de la perturbacién. Esta fue la manera, de
hecho, en como apareci6 el primer indicio (teérico) de la existencia de ondas gravitacionales,
representadas a través del campo doblemente transverso (es decir, que tiene traza y divergen-
cia nulas y, por ende, sélo cuenta con dos grados de libertad) de la perturbacion. Al aplicar
el método de perturbaciones descrito puede demostrarse que la ecuacion de evolucién para el
campo mencionado toma la forma de una ecuacién de onda, lo que inmediatamente sugiere
que su solucién debe ser una funcién de onda para que sea solucién de la ecuacién mencionada.
Analisis posteriores pueden demostrar incluso que los dos grados de libertad del campo pueden
asociarse a las dos polarizaciones posibles que la onda gravitacional puede tener.

Esencialmente, el método como tal consiste en lo que se ha descrito y desarrolla los cimien-
tos del analisis de fluctuaciones cosmolégicas dado que a través del formalismo presentado se
pueden deducir las ecuaciones de la teoria de relatividad general que gobiernan la dinamica
de fluctuaciones pequenas y se pueden establecer conclusiones e implicaciones a partir de su
estudio. Desde el punto de vista de la cosmologia, sin embargo, tratamientos posteriores pue-
den realizarse a los campos en los que se descompone una perturbaciéon métrica cosmologica.
Tipicamente, el formalismo presentado en este capitulo es aplicado para estudiar la evolucion
de estructuras en el Universo desde la era dominada por la radiacién hasta tiempos cercanos
al presente, con el fin de obtener resultados que puedan ser contrastados con las fluctuaciones
observadas, por ejemplo, en el forndo césmico de microondas, |32]. Lastimosamente, este ané-
lisis posterior escapa al alcance del presente trabajo dado a que el formalismo que proponemos
aun se encuentra en una etapa temprana de desarrollo y lo que se busca con esta propuesta es
mostrar que efectivamente es posible establecer un formalismo de perturbaciones cosmolégicas
para teorias de gravedad afines y presentar algunos resultados de esta propuesta.

A continuacion, ilustramos la aplicacién del formalismo de perturbaciones métricas a través
de un caso particular en la seccién siguiente.

5.2. llustracion del método en el caso de gravedad débil

Con el fin de ilustrar el método de perturbaciones métricas de primera mano, en esta sec-
cion lo aplicamos al problema de gravedad débil. En este sentido, el método de perturbaciones
permite modelar un Universo en el que el campo gravitatorio es lo suficientemente débil en
todas partes como para ser considerado como una desviacion pequenia desde un Universo esen-
cialmente plano (es decir, sin curvatura). En este caso, la solucién (de fondo) de la ecuacion
de campo de Einstein corresponde a la métrica de Minkoswki 7, ya presentada anteriormente
en la seccién [4.11

A partir de lo anterior, la métrica real g en el problema de gravedad débil puede expresarse
como

Gop = Nap + hag. (5.4)

Una primera descomposicion de tipo (3+1) sugiere que la perturbacion h puede analizarse a
través de sus componentes hy, hy; ¥ hij. A continuacioén, conviene proponer una descomposicion
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de Helmholtz para cada una de estas componentes. En este sentido, la componente escalar hy;
de h no puede descomponerse mas dado que corresponde sélo a una componente independiente
y la descomposicién de Helmholtz permite descomponer campos de tres o mas componentes
independientes en campos de una y dos componentes independienteﬂ. Es demostrable entonces

que las componentes de la perturbacion métrica tienen las siguientes descomposiciones de
Helmholtz, [45]:

htt = 22/{/02,
hy = —4U; [ — aiX/Cal (5.5)
hij = 252‘]']}/02 + (81J — g(SUVQ)W + (@Wj + 8jWi)/02 + hTT

ij
junto con las condiciones
QU =0, IW =0, bl =0=06,hik. (5.6)

Se debe tener presente que, como el fondo es plano, la descomposicion de Helmholtz puede
plantearse a través de derivadas parciales para los términos longitudinales y transversos en
lugar de utilizar derivadas covariantes. En el caso de un fondo con curvatura, las derivadas
parciales deben ser sustituidas por derivadas covariantes, como se realiza en la referencia [46].
Asimismo, en el caso de un fondo mas general, los tensores delta de Kronecker deber ser
reemplazados por el tensor métrico del fondo (o el que pueda definirse o emerger en la solucion
de fondo).

Por las restricciones dadas en la ecuacion , puede verse que los campos U, U;, X,
V, W, W, vy hg;T tienen una, dos, una, una, una, dos y dos componentes independientes,
respectivamente. Las constantes asociadas a factores numéricos y la rapidez de la luz pueden
ser absorbidas en los campos mencionados pero en este ejemplo se dejan intencionalmente con
el fin de facilitar el algebra.

A continuacién, veremos coémo las 10 componentes independientes de la perturbacion métri-
ca h (contenidas en los campos mostrados en la descomposicion ([5.5))) varian bajo una transfor-
macién infinitesimal de coordenadas, pertenecientes al grupo de diffeomorfismos infinitesimales.
Para esto, es necesario primero ver como varia cualquier componente de la perturbacién i bajo
la transformacion de coordenadas mencionada. Consideremos una transformacion pequena de
coordenadas de la forma

2 =% + (o), (5.7)

en donde (* es un vector en el mismo orden que la perturbacion, es decir, ambos son del orden
del parametro de control A, en el contexto de la discusion desarrollada en la seccién bl A primer
orden en )\, la inversa a la ecuacién serfa x® = 2/* — (*(2' b ), dado que las dierencias entre
¢(z?) y ¢*(2'") son de segundo orden en A. Lo anterior implica que un elemento diferencial
de posicién transforma como dz® = (3% — 95¢*)dx"” y su sustitucién en la ecuacién del
elemento de linea di? = gosdz*dz® revela que la métrica real transforma como

glaﬁ = Nap + haﬁ - aa<775uC“) - 85(%#(”) + O()‘Q) (58)

!Desde el punto de vista de la teoria de grupos, capitulo la descomposicion de Helmholtz puede entenderse
como una descomposicién de una representacion irreducible en el grupo SO(3) en representaciones irreducibles
para el grupo SO(2). Una justificacién de este enunciado, a través del cdlculo de carcteres de elementos tipicos
a ambos grupos, se presenta en la seccion del capitulo @
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De esta manera, evidenciando que a primer orden en A la métrica de fondo es invariante bajo
la transformacion, se puede ver que la perturbacién transforma como

h,aﬁ = haﬁ - aaCB - 8/5(047 con Ca = naucu- (59)

Como paso siguiente para ver como varian los campos de la perturbacion bajo transforma-
ciones infinitesimales de coordenadas, es conveniente descomponer también el generador (, de
la transformacion a través de una descomposicién de Helmholtz. De forma analéga a lo que se
hizo en la ecuaciéon (5.5, podemos establecer

Ct = a/c,

. 5.10
G = Bi/c® + 0y, con 98 =0, (5.10)

en donde otra vez se han insertado factores ¢ por conveniencia. La substitucion de las ecuaciones

(5.5) y (5.10) en la ecuacién de transformacion ((5.9)), eventualmente produce que

U=U-a,
U =U; + b,
1

V=V- §CQV2%

T 3 TT (5.11)
h'ij =h;,

X =X+a+7,

W =W — 2y,

W' =W, — 44,

en donde (y partir de ahora) hemos usado la notacién A = 9,A. Ademés vale la pena recordar
también que t = x'/c y senalar ademés que la parte doblemente transversa hg;-T es invariante
bajo la transformacion por el hecho de que el generador de esta es un vector.

Como resultado de haber obtenido las variaciones de la ecuacién , la inspeccién de
estas revela que podemos definir las siguientes cantidades invariantes:

. 1 .

D=U+ X+ W,
1 .

i = Ui + W, (5.12)
1

U=y-— 6cQVQW,

asi como hg;T son todas invariantes de gauge. Tal y como se menciond en la discusiéon de
la seccién anterior, estos potenciales tienen codificada la informacién asociada sélo al campo
gravitacional y esta informacion no depende de la eleccién del sistema de coordenadas. Por
lo tanto, los verdaderos grados de libertad del campo gravitacional estan contenidos en estos
potenciales invariantes de gauge. En los potenciales escalares ® y ¥ tenemos sélo una compo-
nente independiente en cada uno, en el potencial vectorial ®; tenemos s6lo dos componentes
independientes (dado que se define a través de campos solenoidales) y en el potencial tensorial
hg;-T tenemos s6lo dos componentes independientes (ya que es doblemente transverso). Este
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conteo de componentes implica que el nimero de grados de libertad puramente gravitaciona-
les es seis y con estas definiciones se eliminan cuatro componentes de la perturbacion h que
contienen informacién (fisicamente irreleante) sobre el sistema de coordenadas escogido. Esta
eliminacion de grados de libertad fisicamente irrelevantes también puede lograrse al escoger un
gauge.

Hay diferentes gauges que pueden escogerse. En el gauge de Coulomb, por ejemplo, se
establece que X = W = W, = 0 y con eso algunos de los campos de la descomposicion de la
perturbacion pueden igualarse a los potenciales invariantes de gauge. El paso siguiente consiste
en analizar la dindmica de los campos de la perturbacién (o de los potenciales invariantes de
gauge).

En este caso, se aplicara el enfoque de calcular los términos de la ecuacion de campo de
Einstein, ademas de que todo el andlisis siguiente se realizara escogiendo el gauge de Coulomb
con el fin de facilitar los calculos. Si consideramos un Universo sin energia oscura y sin materia
oscura, podemos anular el valor de constante cosmoldgica A y la ecuacion de campo de Einstein
toma la forma dada en la ecuaciéon . Lo primero que debemos hacer es calcular la forma
que toma el tensor de Einstein G, en términos de la perturbacién h. Puede verificarse que,
en este caso, el tensor de Einstein puede reescribirse como

1 1
Gaﬁ = —§<Dha5 + aaﬁO]W/hm,) — 8wh”3 — aguh‘ua> + iﬁag(DO]‘uth,) — 8#,,}1“1/), (513)

en donde O = 7*%9,4 representa el D’Alembertiano u operador de onda de espaciotiempo plano.
Utilizando la descomposicion de Helmhotz de la pertubacion, dada en la ecuacion y la
definicion de las cantidades invariantes, dada en la ecuacion , las componentes del tensor
de Einstein pueden escribirse como

2
Gtt - — ?VQ\II,
Cc

2, . 2
Gy =— 30,V + gvzcbi,
c c

2 . 1

1

<aij - ;@jv?) (@ — 0) + 624(@@]- +0;;) — SONTT.
(5.14)

Por las sustituciones anteriores, a través de la ecuacion , se ve que se ha podido obtener
una descomposicion de Helmholtz para el tensor de Einstein. Para completar la escritura de
la ecuacion de Einstein, es conveniente también establecer una descomposicion de Helmholtz
para el tensor de energia-momento 7,4. De forma andloga a lo que se hizo con la perturbacién

h en la ecuacion ([5.5)), para el tensor 7" podemos proponer que

2
Gij = — @%VZ((I) - \I/) -

Ttt — QCZ,
T" = (s'+ 9's)c, (5.15)
TY =167 + (0 — gé”VQ)U + (007 + & a’) + o,

junto con las condiciones

;87 =0, ;09 =0, 0ol =0= 0,00 (5.16)
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En este contexto, p representa la densidad de masa de la distribucién de materia como se mide
por un observador en reposo respecto a un marco coordenado z® (y que es diferente de la
densidad de masa propia p de un fluido perfecto). El vector s*+d's es la densidad de momento
de una distribucién de materia y 7% es el tensor de esfuerzos.

Aunque parezca que el tensor T posee diez componentes independientes, la conserva-
cién del momento-energfa, escrita para el fondo considerado como 937*° = 0, impone cuatro
restricciones sobre las componentes del tensor 7", por lo que estrictamente hablando el ten-
sor de energia-momento tiene seis componentes independientes. Dado que el enunciado de la
conservacion de la energia-momento puede escribirse en términos de las ecuaciones siguientes

Vis=—p, Vi =-5 Vo= —‘;’(s' +7), (5.17)
puede entonces notarse que solo g, s, 7y oy; son campos independientes, acumulando entre
ellos seis componentes independientes.

Como tenemos descomposiciones de Helmholtz para el tensor de Einstein y el tensor de
energia-momento, podemos hacer una identificacion entre los términos de cada descomposicion
para obtener ecuacion de evolucién para los potenciales invariantes de gauge. Sustituyendo
entonces las ecuaciones y en la ecuacion (4.12)), podemos obtener las siguientes
ecuaciones de evolucion

V23U = 471G,
127G
V(@ - W) = —(547),
) ¢ (5.18)
V (I)z == 47TGSZ',
167G
TT TT

A partir de este punto, lo inico que queda es intentar hallar soluciones explicitas para las
cantidades invariantes en la ecuacion anterior. Las tres primeras ecuaciones en (/5.18)) represen-
tan ecuaciones de Poisson en las que los campos independientes del tensor de energia-momento
son fuentes de dichas ecuaciones. En estas ecuaciones, los potenciales invariantes en el instante
de tiempo t dependen del estado de las cantidades materiales en el mismo instante.

La ultima ecuacién en , en cambio, representa una ecuacion de onda para el campo
doblemente transverso h’” de la perturbacién. En esta ecuacién, los valores de A'T en un
instante ¢ depende del estado de las variables materiales en un instante anterior ¢’; siendo este
retraso lo que permite la propagacion de una sefial luminosa desde una fuente puntual en la
posicion x’ hacia la posicién x.

Como resultado del andlisis de las ecuaciones podemos concluir que, de los seis grados de
libertad del campo gravitacional, solo dos son radiativos (las componentes independientes de
hTT); las cuatro restantes no lo son y todas son dependientes de la distribucién material (aunque
si no consideraramos una distribucion material, igualmente podriamos obtener ecuaciones de
Laplace y de onda que podriamos resolver en términos de alguna condicién de borde). De esta
manera, puede verse que, bajo la fijacion de un gauge y disponiendo de soluciones para las
componentes independientes del tensor de energia-momento, virtualmente es posible encontrar
soluciones para los potenciales invariantes de gauge.
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Capitulo 6

Obtencién de la descomposicién de
Helmholtz de una perturbaciéon afin
cosmologica

Con el fin de establecer un formalismo de perturbaciones para teorias de gravedad en
los que el campo fundamental no sea la métrica o, al menos, no sélo ésta forme parte del
conjunto de campos fundamentales de la teoria, en este capitulo establecemos la primera parte
de un formalismo de perturbaciones afines, es decir, perturbaciones que puedan realizarse
sobre la conexion cuando éste sea el campo fundamental de una teoria de gravedad. Tratando
de establecer un formalismo similar al de las perturbaciones métricas, en el sentido de que los
pasos a seguir resulten, al menos, parecidos al del método descrito en el capitulo o] lo primero
que intentamos hacer respecto a las perturbaciones afines es implementar una descomposicion
de Helmholtz sobre todas sus componentes.

De esta manera, en este capitulo detallamos el formalismo bajo el cual pueden obtenerse
los campos (irreducibles) en los que una perturbacion afin cosmoldgica puede descomponerse.
A partir de aqui, las perturbaciones afines pueden considerarse cosmoldgicas dado que nos
servimos de cémo el principio cosmolégico establece una solucién de fondo del formalismo de
gravedad afin, consistente con las simetrias del principio, e induce la existencia de un objeto
en la subvariedad espacial del espaciotiempo que se comporta como una métrica. Este objeto
es utilizado explicitamente para desarrollar la descomposiciéon de Helmholtz de la perturba-
cién, por lo que automaticamente el formalismo propuesto se convierte en un formalismo de
perturbaciones afines cosmolégicas.

De forma analoga a los analisis de perturbaciones alrededor de soluciones exactas de las
ecuaciones de campo de Einstein en relatividad general, la descomposicion de perturbaciones
detalla la distribucion de las componentes de la perturbacion entre los campos que la generan,
permite eliminar componentes irrelevantes (asociadas a la eleccién de un sistema coordenado
particular) a través del andlisis de variaciones de los campos bajo transformaciones infinite-
simales de coordenadas y puede dar luz del significado fisico de estos campos (como ocurre
con el campo doblemente transverso de una perturbaciéon métrica que se asocia tipicamente
a las ondas gravitacionales en el andlisis de perturbaciones descritas en el capitulo . Todo
lo anterior da cuenta de lo 1til que resulta disponer de un algoritmo que permita descompo-
ner pertubaciones en formulaciones de gravedad en los que en el campo fundamental sea la
conexion.

La diferencia méas relevante respecto a las descomposiciones de Helmholtz que pueden de-
sarrollarse en perturbaciones métricas y en perturbaciones afines radica en el hecho de que
en el ultimo caso es menos trivial obtenerlas porque la cantidad de indices en perturbaciones
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afines y la falta de simetrias inherentes a éstas implican que se deben desarrollar descom-
posiciones intermedias entre la descomposicién (3+1) y la descomposicién de Helmholtz de la
perturbacion. Aprovechando la propiedad de que la perturbacién afin se calcula a partir de una
diferencia de conexion, puede postularse que la perturbacion se comporta como un tensor y es-
ta propiedad permite aplicar la maquinaria de la teoria de grupos para poder desarrollar estas
descomposiciones intermedias. Durante el desarrollo, mostraremos que es posible descomponer
la perturbacion bajo los grupos GL(3,R) y SO(3,R), en ese orden, antes de implementar una
descomposicion de Helmholtz, como paso conveniente para obtener campos analogos a aquellos
en los que se descompone una perturbacion métrica bajo una descomposiciéon de Helmholtz.

A continuaciéon presentamos en detalle todo el proceso bajo el cual puede obtenerse la
descomposicion de Helmholtz de una perturbacion afin cosmoldgica.

6.1. Analisis preliminar del comportamiento tensorial
de la perturbacion

Consideremos ahora un espaciotiempo cosmolégico, modelado por un formalismo cuyo cam-
po de fondo es la conexién FO/BA, y que es pertubada a través de un campo afin general eC’aﬁw,
dando pie a una conexién perturbada I',”, de la forma

I, =T.", +eC.°,. (6.1)

De la ecuacion se puede ver que, como la perturbacién €C,,”, se puede calcular a partir
de una diferencia de conexiones, ésta transforma como un tensor de 64 componentes, por los
valores posibles que pueden tomar sus indices libres [32,45,47]. El factor € es un pardmetro
que controla el tamarfio de la perturbacion (lo que resultard util cuando estudiemos la dindmica
de los campos que generan la perturbacion, [44]) y el tensor C'aﬁ7 contiene la informacion de
los campos que generan la perturbacién. A partir de ahora, en lo que resta del capitulo, por
conveniencia nos referiremos al tensor C,,”., como la perturbacién afin general.

Tal y como se hace con perturbaciones métricas [32,45], para analizar las diferentes com-
ponentes de la perturbacion afin se puede suponer que en el espaciotiempo en cuestion existe
una base y podemos proyectar la perturbacion general a través de las direcciones de ésta. Por
lo tanto, si queremos obtener la descomposicién escalar-vectorial-tensorial de la perturbacion
(o, de Helmholtz como también es conocida), con el fin de que podamos analizar los campos
generadores de ésta, podemos obtener la descomposicion de Helmholtz de contribuciones de
la forma C',, C’tit, Cti, City, Citj, C’tij, C’jit y C’ijk. Esta es la primera descomposicion que
podemos desarrollar para la perturbacién, la cual tipicamente se conoce como descomposicion
(34+1). Aqui vale la pena recordar que se esté considerando que esta perturbacién afin es general
en el sentido de que no necesariamente es simétrica en sus indices inferiores.

De las contribuciones mencionadas en el parrafo anterior, la primera se comporta como un
escalar, los tres objetos siguientes se comportan como vectores, las siguientes tres contribuciones
se comportan como 2-tensores y la tltima contribucién se comporta como un 3-tensor. A
continuacién, para facilitar el analisis, es conveniente considerar también una separacion previa
del tensor C,”, en sus partes simétrica y antisimétrica, 3,7, y A,”, respectivamente, con
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respecto a sus dos indices inferiores, es decir,

—_

1
DI 5((Jaﬂ7 +C5) vy AL, =26, -G (6.2)

2

Como ultimo paso previo al analisis, considerando que en el sector espacial del espaciotiem-
po considerado existe un objeto s;; que se comporta como una métrica, adicionalmente nos
resulta de utilidad establecer las siguientes relaciones

O’yta = nyta y C’yia = Sijc,yja. (63)

La primera de las dos relaciones anteriores se establece de la forma descrita porque, en el
formalismo de gravedad polinomial afin, contribuciones de la forma C.', y C,:, son depen-
dientes la una de la otra a través de un factor (global) que solo depende del tiempo, lo cual es
irrelevante para descomponer la perturbacion. La segunda relacién surge a partir del uso del
tensor s;; por las razones ya mencionadas. De esta manera, la tarea de descomponer la pertur-
bacién se reduce entonces a obtener la descomposicion de tensores covariantes y, con ello, se
puede disponer de todo el aparataje matematico de la Teoria de grupos para lograrlo, [48]. En
la tabla |6.1] resumimos la cantidad de componentes asociadas a cada contribucién relevante en
la perturbacion afin.

CUADRO 6.1: Niimero de componentes asociadas a cada contribucién de la perturbacion afin

general.
Términos Parte simétrica (X)) | Parte antisimétrica (A)
Cin 1 0
Citt, Chi 3 3
Cj 6 3
Cijt, Ciji 9 9
Cijik 18 9
Componentes en total: 40 24

El ntmero de componentes de cada contribucion en la tabla puede determinarse a
partir de la consideracién de las simetrias inherentes a la misma y del hecho de que cada indice
libre tiene, como méaximo, tres valores posibles (y por ende conlleva tres componentes en su
contribucion correspondiente). A partir de este andlisis se puede observar que todas las 64
componentes de la perturbacién afin general pueden asociarse a alguna de las contribuciones
anteriormente mencionadas.

La descomposicion de Helmholtz de todas las contribuciones, a excepcién de la tltima,
puede obtenerse a partir de los resultados de otros trabajos, [32,/45]. Por otra parte, la descom-
posicién de Helmholtz del 3-tensor en la ultima fila de la tabla [6.1] que sélo tiene indices que
viven en el sector espacial del espaciotiempo, no esta disponible en ningtin trabajo previo. En
las préximas secciones de este capitulo, detallaremos la descomposicion de todas contribuciones
ya mencionadas de la perturbacion afin general, haciendo un énfasis especial en la contribucion
tipo 3-tensor dado lo novedoso que nos resulta su estudio.
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6.2. Descomposicion de las contribuciones de la pertur-
bacién bajo el grupo GL(3,R) y el grupo SO(3,R)

Por lo mencionado en la seccién [6.1], empezaremos con una descomposicion preliminar de
la contibuciéon novedosa. La contribuciéon de tipo 3-tensor covariante Cjj; de la perturbacion
en total tiene 27 componentes ya que el espacio en donde vive puede construirse a partir del
producto tensorial de 3 espacios de dimensién 3 (por la naturaleza de sus indices libres). A su
vez, tal y como se mostrd en el capitulo , esta contribucién, bajo el grupo GL(3,R), puede
expresarse como una suma directa de componentes irreducibles de acuerdo al diagrama de
Young siguiente [12-17],48,49).

OeDe0- ([eH) O
“[TT]e—Je I@E 6.4)

18 —
simétricas L9
antsimétricas

= 10GL3 ) 8GL3 ©® 8GL3 ©® 1GL3-

El niimero de componentes de cada una de las partes (irreducibles bajo el grupo GL(3,R))
en que puede descomponerse el 3-tensor Cjj;;, al final de la ecuacion (6.4]) puede determinarse
a partir de una formula de longitud de Hook, equivalente a la ecuacion ([2.14]), mostrada en
la seccion 2.0 Este procedimiento de célculo de componentes también puede ser aplicado a
cada una de las partes irreducibles en que pueden descomponerse las demas contribuciones
de la perturbacién afin bajo el grupo GL(3,R). Si C,, representa la m-ésima parte del tensor
Cijr (asociada a su m-ésima representacion irreducible para SO(3,R)), entonces la dimensién
dimC,, (o el nimero de componentes) de la m-ésima parte se puede calcular como

34+ 0 —«

dimC,, = d, — 2TrPTa
o Am 11 hook(c, )

(a,B)EMm

(6.5)

En donde )\, representa el diagrama de Young asociado al espacio de la m-ésima parte de la
contribucién. El par de nimeros («, 5) denota la posicion de una celda en la tabla de Young
Am: « representa a la fila y 3 representa a la columna de la celda. Asi mismo, para una celda
(cv, B), el niimero natural hook(«, 3) se conoce como longitud de Hook y se define como el
numero de celdas que estan en la misma fila a la derecha de la celda de interés, sumado con
el nimero de celdas en la misma columna abajo de ella, mas uno (por la misma celda, en si).
Este calculo del nimero de componentes permite corroborar la descomposicién (en el sentido
de verificar que el producto tensorial de los espacios debe ser igual a la suma directa de los
nuevos espacios en los que se descompone) y, a su vez, determinar el niimero de componentes
asociados a cada parte. Asi, a partir del analisis con los diagramas de Young en la ecuacién
, corroborado con la féormula de la ecuacion , se determina que el tensor Cjji, bajo el
grupo GL(3,R), se descompone en una parte 105z, totalmente simétrica (por su representacion
con los diagramas de Young) de 10 componentes, 2 partes 8¢, miztas (es decir, que no son
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ni totalmente simétricas ni totalmente antisimétricas) de 8 componentes cada una y una parte
lgr, totalmente antisimétrica de 1 componente.

La consideracién de que el espaciotiempo de fondo (o background como también suele ser
referido) es cosmolégico implica la existencia de una forma de volumen y de una métrica s;; en
su sector espacial, dotdndolo de una estructura de tipo SO(3, R). Por lo tanto, las componentes
obtenidas al final de la ecuacion pueden a su vez descomponerse como

10¢L; — 7so; @ 3505,
8ars — 9505 D 3505, (6.6)

1GL3 — 1503.

La descomposicién de la ecuacion surge precisamente de la consideracion del tensor
sij, el cual nos permite descomponer tensores de rango n > 2 en una contribucion asociada a
la traza del tensor (las partes 3gp,) v otra contribucién sin traza (las partes 7so, ¥ Dsos, €n
este caso). De esto y del hecho de que el grupo SU(2,C) es homeomérfico al grupo SO(3,R)
como se mostré en la seccion de este trabajo, [12-20}48,49], podemos establecer que la
contribucién Cjj (considerando tanto su parte simétrica como su parte antisimétrica) puede
generarse a partir de un campo de spin 3, dos campos de spin 2, tres campos de spin 1 y un
escalar.

Las primeras cuatro contribuciones en (las tres primeras filas de) la tabla tienen una
descomposicién trivial bajo el grupo SO(3,R) debido a que corresponden a escalares y vectores
tanto para el grupo GL(3,R) como para SO(3,R). De esta forma podemos escribir

1— 1GL3 — 1503, (67)
3 — 3GL3 — 3503. (68

Las siguientes tres contribuciones en la cuarta y quinta fila de la tabla tienen una
descomposicion un poco mas compleja. Dado que corresponden a 2-tensores covariantes, de
manera general y bajo el grupo GL(3,R) éstas contribuciones se descomponen en una parte
totalmente simétrica 65z, de 6 componentes y una parte totalmente antisimétrica (sin traza)
3cr, de 3 componentes. La consideracion del objeto s;; en el sector espacial del espaciotiempo
permite hacer una descomposicién adicional de las contribuciones en cuestion bajo el grupo
SO(3,R) debido a que la traza de un 2-tensor covariante corresponde a un escalar. Asi, los
objetos de 6 y 9 componentes, respectivamente, se pueden descomponer como

6 — 6gr,; — 950, D lso;, (6.9)
9 — 6GL3 ) 3GL3 — 5503 o) 1503 ) 3503. (610)

En la tabla presentamos un resumen de la descomposicion de todas las contribuciones
de la perturbacién afin en términos de sus partes simétrica y antisimétrica, bajo el grupo
SO(3,R).

A partir de este punto, para obtener la descomposicién de Helmholtz de todas las con-
tribuciones de la perturbacién, es necesario hacer una descomposicion mas. Esta tltima des-
composicién consiste en reescribir las representaciones irreducibles de SO(3,R) en términos de
representaciones irreducibles de SO(2,R) dado que esa es la forma en como puede interpre-
tarse una descomposicion de Helmholtz en términos de la teoria de grupos. Un argumento que
justifica esta ultima descomposicion se presenta en la seccion siguiente.
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CUADRO 6.2: Resumen de las representaciones irreducibles de SO(3,R) obtenidas a partir de
las componentes irreducibles de la perturbacion afin tensorial C, en términos

de sus partes simétrica (¥) y antisimétrica (A).

Contribucién | Componentes | Descomposicién GL(3,R) | Descomposicién SO(3,R)
pI Ix lar, 1so,
Dtit 3y 3ar, 3504
Ytti 35 3GLs 3503
Ay 3 3ar, 350,
it 6y 6crL, 550, @ 150,
Nigj 3A 3G, 3504
Dtij 9% 6crs D 3ar, 9505 D lso, D 350,
Avij 9 6ar, @ 3ar, 9505 @ lso, @ 350,
2ijk 185, 10¢L, ® 8cr, 7505 © 3505 D D505 D 3504
Niji 9 6crs D 3cLs 5505 @ 1sos D 3504

6.3. Origen de la descomposicién de Helmholtz para ele-

mentos del grupo SO(3,R): Pasando de SO(3,R) a
SO(2,R)

De acuerdo con lo que se revisé en la seccién del capitulo [2| la descomposicién del
caracter de una representacién (reducible) de un grupo como la suma directa de los caracteres
de otras representaciones (irreducibles) ilustra la forma en que una representacién reducible
puede descomponerse en términos de otras representaciones irreducibles. Es justamente esta
idea la que nos permite dilucidar que una representacién de SO(3, R) puede descomponerse en
varias representaciones irreducibles de SO(2,R).

Las representaciones irreducibles de SO(3,R) (es decir, sobre espacios vectoriales reales)
tienen dimensién (2¢ + 1),V¢ € N y las clases de conjugacién del grupo estan constituidas por
todos los objetos que efecttian rotaciones (sobre otros) a través de un angulo 6. El caracter
Xg)O?)(Q) de la clase de conjugacion de los elementos del grupo caracterizados por dicho angulo,
en representaciones irreducibles etiquetadas por el spin £, se puede expandir como

Xff())3(9) =142 XE: cos (nf) = 1+ 2(cos (0) + cos (20) + - - - + cos (£0)).

n=1

(6.11)

Por otra parte, todas las representaciones irreducibles de SO(2,R) (sobre espacios vec-
toriales reales también), con la excepcion de la representacion trivial, son 2-dimensionales y
estan etiquetadas por £ € N. De forma explicita, un elemento M) (g(#)) caracterizado por el
parametro 6 en la representacion irreducible etiquetada por ¢ tiene la siguiente forma

MO0 = (St oot ) 6.12)
Y su caracter es
XS0, (6) = 2 cos(£0). (6.13)
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El resultado de la ecuacién (/6.13) muestra que SO(2, R) esta contenido en SO(3,R). Lo anterior
sustenta el hecho de que es posible descomponer representaciones irreducibles de SO(3,R) en
representaciones irreducibles de SO(2,R) de la siguiente forma:

(20 +1)s0; = Lso, + 250, + -+ + 20, (6.14)
lveces
En donde hay una representacion 2%g,, para cada valor de n = 1,2,---,£. Asi, por ejemplo,

bien podemos decir ahora que

lso; = 150, (6.15)
3505 — Lso, @ 245, (6.16)
550, = lso, ® 285, ® 2457, (6.17)
Ts0s — Lso, @ 245, ® 2%5; & 245 (6.18)

Los resultados desde las ecuaciones (6.15)) hasta la ecuacion (6.18]) implican que, por ejem-
plo,

» Los escalares en SO(3,R) son escalares en SO(2,R).

» Los 1-tensores 350, 0 campos de 1 spin, vectores y 2-tensores covariantes antisimétricos
(dado que solo tienen 3 componentes independientes, como se senalé en la discusién
anterior a la tabla tienen una descomposicion de Helmholtz a través de un escalar
longitudinal y un vector transverso.

» Los 2-tensores covariantes simétricos sin traza 5sp, o campos de spin 2 tienen una des-
composicion de Helmholtz a través de un escalar longitudinal, un vector transverso y un
2-tensor simétrico transverso y sin traza.

» Los 3-tensores totalmente simétricos sin traza 7go, tienen una descomposicién de Helmholtz
a través de un escalar longitudinal, un vector transverso, un 2-tensor simétrico sin traza
y transverso y un 3-tensor totalmente simétrico transverso y sin traza (siendo la traza
transversa también).

Las nociones de longitudinal y transverso se aclararan en la seccién siguiente. El andlisis
anterior resulta util dado que da una idea clara de las propiedades de los campos con los que se
pueden desarrollar las descomposiciones de Helmholtz de las contribuciones de la perturbacion
afin.

La forma explicita de la descomposicién e Helmholtz de las cinco primeras contribuciones
en la tabla 6.2 estd reportada en trabajos anteriores, [32L/45]. La descomposicién de Helmholtz
de las 3 contribuciones siguientes resultan un poco diferentes a las anteriores por la presencia
de la parte de tipo 2-tensor antisimétrico 3gp, no nula que tienen. La forma explicita de la
descomposicion de esas partes se realiza considerando la simetria de los indices libres y un
objeto que sea antisimétrico y que esté disponible en el sector espacial del espaciotiempo. En
esos casos un objeto como &, = \/E €ijk, que corresponde al tensor de Levi-Civita asociado a la
forma de volumen del sector espacial del espaciotiempo, es ideal para escribir la forma explicita
de la descomposicion. Las descomposiciones de Helmholtz de las tltimas dos contribuciones
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resultan mas complicadas debido a que corresponden a descomposiciones de 3-tensores. En
la seccién siguiente se vera cudl es el procedimiento para determinar la forma explicita de la
descomposicion de ese tipo de objetos.

6.4. Obtencion de la descomposicion de Helmholtz de
las contribuciones novedosas en la perturbacion

La contribuciéon Cjj;, de la perturbacion se puede analizar estudiando las contribuciones
Yijk ¥ Nijr. A partir del tableau de Young en la seccién se puede ver que 18 de las 27
componentes de Cjj;, estan asociadas a X;;;, y las 9 restantes estan asociadas a A;j;. Asi mismo,
los andlisis en las secciones y muestran que las 18 componentes de Y;;, se pueden a
su vez repartir en 10 componentes para una parte totalmente simétrica E(lo)ijk y las restantes
8 a una parte mixta E(B)ijk; mientras que las 9 componentes de A;j, se pueden repartir en 1
componente para su parte totalmente antisimétrica A(l)ijk y las restantes 8 para una parte
mixta A(s)ijk también. Debe tener presente, sin embargo, que las partes mixtas de ;5 v Ajjx
se descomponen de forma diferente dadas las simetrias propias de cada contribuciéon, a pesar
de que tengan el mismo niimero de componentes. Asi, considerando las simetrias de los objetos
mencionados en el parrafo anterior y su descomposicién bajo el grupo SO(3,R), se puede
establecer que Z(w)ijk, Z(B)ijk, A(l)ijk y A(S)ijk explicitamente, |48|, se pueden descomponer
como

3 .
E(lo)ijk = gs(ijz(?ﬂk) + 2(7)“]{’ con N®), = 8”2(10)@7@,

) (6.19)
Emz‘jk = 2(7)(ijlc) y 5”2(7)ijk =0
1 . . :
N® = 5(5ilgkzj + 611 E5™) (2P (y + S ), (6.20)
con slm2(5)(lm) = slmZ(?’/)[lm} =0
1 .

AW = 65%/\, con A=EFRAD, (6.21)

1 /

A® e = —(26,' €™ + 61 €™ — 0 E1™) (AP () + AP 1),

ik 2( i Eik K Eik i) (A imi]) (6.22)

con slmA(5)(lm) = slmA(?’/)[lm] = 0.

Por los resultados de las ecuaciones desde la hasta la ecuaciéon y a partir de la
discusion final en la seccion [6.3] nos parece conveniente senalar que

= A es un escalar bajo SO(2,R).

= 3G, B v A, se comportan como vectores bajo SO(3,R) (incluso los dos 1l-
timos, dado que son 2-tensores covariantes antisimétricos Oy, en el sector espacial del
espaciotiempo y por tanto pueden reescribirse como &,,,"0, siendo 6, un vector bajo
SO(3,R)); vy se descomponen a través de un escalar longitudinal y un vector transverso
bajo SO(2,R).
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= Las partes 2(5)(ml) y A(5)(ml) son 2-tensores covariantes simétricos sin traza bajo SO(3,R)
y se descomponen a través de un escalar longitudinal, un vector transverso y un 2-tensor
simétrico y sin traza.

= Por tltimo, %(7,;. es un 3-tensor covariante totalmente simétrico sin traza bajo SO(3,R)
que se descompone a través de un escalar longitudinal, un vector transverso, un 2-tensor
simétrico transverso sin traza y un 3-tensor totalmente simétrico transverso y sin traza

bajo SO(2,R).

Ademéds de lo anterior, es conveniente comentar ahora que los objetos en SO(2,R) son
longitudinales o transversos respecto a su divergencia y su traza. Los objetos son transversos
si su divergencia o su traza en el sector espacial del espaciotiempo es cero y son longitudinales
basicamente cuando no son transversos. Con todo lo dicho y desarrollado hasta ahora, estamos
listos para detallar la descomposicion del objeto Emijk, el cual es realmente el mas novedoso
de los mencionados hasta el momento.

El método que se muestra a continuacion podria considerarse como una extension de la
descomposicién de 2-tensores simétricos que se muestra en el trabajo de Poisson, [45]. Con-
sideremos un 3-tensor covariante Ry, totalmente simétrico y sin traza (R, = Ramn) ¥
ST Ry = 0) para el andlisis. Para desarrollar la descomposicién de Helmholtz del tensor
mencionado, consideremos primero una descomposicién espectral de la forma

Rimn = / &k R (F) exp ik - 7), (6.23)

La cual resulta 1til debido a que esto permite la descomposicion de la amplitud Ry (que
tampoco tiene traza) en contribuciones longitudinales (o paralelas) y transversos (u ortogona-
les) al vector k. Lo anterior, de hecho, corresponde al significado original con el cual fueron
definidos los términos longitudinal y transverso.

Pensando en poder extender la descomposicion ((6.23)) a casos de espacios planos y no planos
incluso, por el requerimiento de que el tensor Riypmn es totalmente simétrico, podemos proponer
entonces que

Ripn = —ikghkmkny R — 3kkn R 0 + 3ikRD iy + BT (6.24)

E imponemos condiciones de ortogonalidad sobre BT, R™,,, v BT, es decir, ikl RT),; = 0,
ikl}?(T)lm =0e iklﬁ{(T)lmn = 0. Lo anterior proveé la descomposicién de ]%lmn en partes longi-
tudinal, longitudinales-transversas, longitudinal-transversa-transversa y totalmente transversa
(en el sentido de que las contribuciones en que se descompone Ripn son proporcionales a tres,
dos, uno o ningin vector k;). Ahora podemos ademés plantear la descomposicién de los ten-
sores R(T) m'Y RM 1mn €N partes con traza y sin traza, sujetas a las condiciones anteriormente
mencionadas:

A

1 ~ A A ~
RO = SsimBT + R con sYRIDy; =0, k'R =0y (6.25)

A

1 .
RM e = 5(@'8]1; + Biswi + Brsi;) + BT

con sin(T)ijk = [, sijl%(TT)ijk =0y z'k;lf%(TT)lmn =0.

(6.26)
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Las etiquetas (T'T) en los superindices de los objetos indica que estos son doblemente trans-
versos (tienen traza nula y son ortogonales al vector E) Del hecho de que }A%Z-jk no tiene traza
se puede establecer que R = %kzﬁ’ y B; = k*R™);, mostrando que las trazas de R, y
R(T)lmn no contribuyen con componentes independientes a f%,]k Lo anterior y las condiciones
impuestas sobre RT7),,, y R(TT)
ponentes independientes cada uno. Dado que R es un escalar y R™); es un vector sujeto a una
condicién de ortogonalidad, estos objetos aportan con sélo 1 y 2 componentes independientes,
respectivamente, en la descomposicién de f{ijk, mostrando asi que la descomposiciéon propuesta
es consistente.

Asi, considerando que D; representa la derivada covariante asociada a la parte simétrica de
la conexion del sector espacial del espaciotiempo, a partir de la descomposicién espectral en la
ecuacion , para el 3-tensor sin traza totalmente simétrico Ry, se puede plantear ahora
una descomposicion de Helmholtz, en el caso de espacio plano (sin curvatura), de la forma

ijk permiten demostrar que ambos tensores solo tienen 2 com-

Ry = RO, + RD, + R®, RO, (6.27)
En donde
RO = (01000 — gs(lman)DQ)R (6.28)
ROt = 0000 R~ 0 DR, (6.29)
R®,n = 04R"™ 0 (6.30)
R® = RTD, (6.31)

Con sus componentes estando caracterizadas por las condiciones

SmnanR(T)m _ O, SmnR(TT)mn _ 0’ SmnanR(TT)ml _ 0’ SmnR(TT)lmn -0 y SmlalR(TT)mnp —0.
(6.32)

Del andlisis anterior, puede considerarse a la descomposicion como una extension de
la descomposicion de Helmholtz de un 2-tensor sin traza totalmente simétrico para el caso de
espacio plano.

Después de proponer una descomposicién como la de la ecuaciéon , lo que tipicamente
se realiza para validar la misma es considerar la ortogonalidad de dichas componentes para
obtener ecuaciones de Poisson (o de Helmholtz inhomogéneas) para éstas y corroborar la exis-
tencia de soluciones de dichas ecuaciones, [50]. El analisis anterior, a partir de algin Teorema
de Existencia y Unicidad que pueda aplicarse en el caso de interés, permite concluir que, si las
soluciones de las ecuaciones anteriormente mencionadas existen, satisfaciendo condiciones de
borde y regularidad que resulten consistentes con requerimientos fisicos, entonces la descom-
posicion propuesta es valida.

La descomposicién de la ecuacion puede utilizarse también para plantear una des-
composicion de un 3-tensor totalmente simétrico y sin traza en el caso de espacio no plano con
curvatura K constante. Si se "particionan'todos los términos desde la ecuacion hasta la
ecuacion en "términos no redudantes.® los que las derivadas covariantes no conmuten,
se puede plantear una descomposiciéon de Helmholtz para el caso de espacio curvo con cur-
vatura constante. Traduciendo el requerimiento de que el tensor simétrico no tenga traza en
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la condicién de que cada una de las contribuciones de la descomposicién no tenga traza, en
el caso de curvatura K constante, la descomposiciéon de Helmholtz de un 3-tensor totalmente
simétrico y sin traza Ry, queda como

2 1
len = (D(leDn) - 5D2S(lmDn) - gs(lmDn)D2)R + D(leR(T)
1
5

(6.33)
1 ,
S(lszR(T)n) - gs(lmDJDn)R(T)] + D(IR(TT)mn) + R(TT)lmn

Asi mismo, con sus componentes estando sujetas a las restricciones

SmanR(T)n — 07 SmnR(TT)mn — 07 SlnDlR(TT)mn — 07 SmnR(TT)lmn =0 y SlprR(TT)lmn

(6.34)

De las ecuaciones ((6.33) y (6.34)) se evidencia que es posible obtener la descomposicion (6.27)

como un caso particular de la descomposu:lon (6.33) en la que la curvatura K es cero (caso

plano). Esta tltima descomposicién se ha verificado de acuerdo con la idea de las soluciones

de ecuaciones de Poisson y Helmholtz inhomogéneas planteada anteriormente, en base a un

trabajo anterior asociado a la sustentacion de descomposiciones de Helmholtz para 2-tensores
simétricos, [46].

6.5. Descomposiciéon de Helmholtz completa de una per-
turbacién afin general

Las ecuaciones (6.33)) y (6.34) especifican la forma en que puede descomponerse explicita-
mente el tensor X(7; (0 cualquler 3-tensor totalmente simétrico sin traza 7go,, de hecho). Tal
y como se ha mencionado a lo largo del capitulo, las descomposiciones de Helmholtz de objetos
3505 ¥ Dso, esta disponible en trabajos anteriores, [32L|45]. A partir de las obras mencionadas,
si A; representa un objeto 350, (como X®);) y B;; representa un objeto 550, (como % )( Ny
A(5)(ml)), sus descomposiciones de Helmholtz explicitas estan dadas como

H, =HD, + DU (6.35)

Z,; = (D;D; — ;)J DT + 2D I, + BT, (6.36)
Con sus campos sujetos a las reestricciones
s D, ID, = s D, HD, =0, sz =0 y s"DITD, . =0. (6.37)

Las descomposiciones de Helmholtz de 2-tensores covariantes antisimétricos (como 2(3/)[7,”]
y A(?")[ml}) se puede realizar como se senala en la discusion posterior a la ecuacion ,
rescribiendo estos objetos en términos del tensor de Levi-Civita y utilizando luego una des-
composiciéon como la de la ecuaciéon . Las descomposiciones de Helmholtz explicitas de
objetos 650, v 9s0, se pueden obtener combinando las descomposiciones de las ecuaciones
y , considerando las simetrias de sus indices y agregando objetos 150, escritos de
forma que la descomposicion sea covariante, en el sentido indicado en [48]. Asi si C;; representa
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un objeto 650, y JFi; representa un objeto 950,, sus descomposiciones de Helmholtz explicitas
estan dadas como

Sii Sii
Cij = 52G + (DiD; = 2 D*)C + 2D ™) + Ty (6.38)
Sii Sii
Fij = ?j’H +(D;D; — ?jDQ)f + 2D F T+ FID 4 & s (DT + T) (6.39)
Asi también, con sus campos sujetos a las restricciones
s™D,cD, =0, smcTD, =0, s"DCTD,. =0, (6.40)
s™"D,, F1, =s"D, D, =0, s™FI =0 y s"DFTD, =0. (6.41)

A partir de todo lo anterior, podemos proponer las siguientes descomposiciones de Helmholtz
explicitas para las contribuciones de las partes simétrica y antisimétrica de la perturbacion afin
general listadas en la tabla [6.2;

Ettt — A, (642)
Sui = DiD + B, (6.44)
Ayi = DB + C;, (6.45)
Ny = z‘ijkl(D15+ E), (6.46)
Suj = LF + (DiDj - ngD2> G +2DH, + I, (6.47)
Siij = Eijus™ (D] + K)) + %L + <DiDj - ngD2> M + 2D Nj) + Oy, (6.48)
Ayij = Eijis™ (Dzj + f(l) + %E + <DiDj B S:;jD2> M +2DN;) + Oy, (6.49)

3 2 1
Zijk = ¢ (565D P + 5@ ) + (D(iDa‘Dk) - 5D23<ijDk> - 53(ijDk)D2) R

1 1 1
+ DuD;Sy) — 5D25(ijsk) - 55(iijDk)Sm + DTy + Uiji + iqu (EijpOk" + Ekjpdi’)

1
KDqDT — 35’qu2) V 4+ 2D W,y + Xgr 4 Egrms™ (D, Y + Zn)} :
(6.50)

Y, por tltimo

Aijk = gzgkA + ;Spq (Qgikpéjr + Eijpék”” — gkjp(;ir>
1 5 . 5 o (6.51)
KDQD,, - 35’qu2) V4 2D Wiy + Kgr + Egrs™ (DoY + Zn)} ,

En donde todos los campos vectoriales son transversos y todos los campos de tipo 2-tensor
y 3-tensor son simétricos, transversos y no tienen traza. En resumen, la perturbacion afin
general ha sido descompuesta en catorce escalares, seis pseudoescalares (en el sentido de que su
signo se invierte bajo inversiones de paridad), diez vectores transversos, cinco pseudovectores
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transversos, cuatro 2-tensores simétricos (77T), dos pseudo 2-tensores simétricos y un 3-tensor
totalmente simétrico (TT). Esta descomposicion resulta crucial cuando se examina la dindmica
de teorias que preservan la paridad. Es posible concluir que campos escalares y pseudoescalares
de la perturbacién afin no se mezclan en el andlisis, de forma que no se viole la paridad, sin
embargo no se puede asegurar lo mismo para algunos vectores y pseudovectores, por lo que
comportamientos como éstos enfatizan el potencial de que estos campos puedan interactuar en
este contexto. En la tabla presentamos en detalle a qué categoria pertenece cada campo.

CUADRO 6.3: Categorias de los campos generadores de la perturbacion afin general.

Escalares A,B,D,F.G,L,M,P,R,Y,B,L,M,Y
Pseudoescalares J,V, fl D, j 1%

Vectores Cy, E;, H;, Ni, Q:, S;, Z:i.Cs, Ny, Z;
Pseudovectores K;,W;, E; K Wi

2-tensores L;;, 045, T O

Pseudo 2-tensores X X

3-tensores Uijk

Todos los campos listados en la tabla determinan por completo una perturbacién afin
general (sobre una conexién de fondo cosmoldgico) y permiten obtener la descomposicién de
Helmholtz de la misma.
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Capitulo 7

Analisis de variaciones de los campos
de una perturbacion afin cosmoloégica y
gauges asociados

El siguiente paso en el analisis de perturbaciones corresponde a determinar, de ser posible,
cantidades invariantes a partir de los campos generadores de la perturbaciéon (que permitan
describir ésta de la mejor forma posible) y establecer gauges convenientes para el estudio. A
continuacion presentamos en detalle las variaciones de los campos generadores de la perturba-
cién afin general bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas y toda la informacion
que podemos extraer a partir de éstas.

7.1. Variaciones de las contribuciones de la perturbacién
bajo transformaciones infinitesimales de coordena-
das

Para determinar las transformaciones (o variaciones) de los campos de la pertubacion bajo
transformaciones infinitesimales de coordenadas (con su correspondiente generador de trans-
formaciones denotado como &,), primero resulta conveniente obtener expresiones explicitas
para las variaciones de sus contribuciones, es decir, para los objetos listados en las tablas
y [6.2 Como se mencion6 en la seccién [3.4] se puede demostrar que, bajo transformaciones
infinitesimales de coordenadas, [23}28], obviando el parametro global € que controla el tamano
de la perturbacion, la variacién §C,,*, de la perturbacién afin se puede calcular a través de la
derivada de Lie £ gI’”AV de la conexién de fondo:

5CA, = L0,

o A A A ¢o (71)

:f Rau V+Vuvuf - vu(% 06 )7
En donde RW’\V representa el tensor de Riemann o tensor de curvatura, V, es la derivada
covariante (para todo el espaciotiempo) y 7?‘1, = ZF[M’\V] es la torsion, asociados a la conexion
de fondo T',*,. Después de calcular cada uno de los términos de la ecuacién , utilizando las
definiciones explicitas de las componentes de la conexién de fondo I',*,, definidas en el capitulo
4.4} y evaluando explicitamente los indices libres en ésta como indices temporal ¢ é espacial i
(6 a través de cualquier indice latino), se pueden obtener las siguientes expresiones para las
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variaciones de cada una de las contribuciones de la tabla [6.1F

0C = ¢, (7.2)
5C/" = & +2h¢’, (7.3)
6Cyt; = Digt + gsijéj — (h —p) Dy, (7.4)
6C;'y = Dig" — (h+ p)Di€' + gsi;&7, (7.5)
0Ci' = DiD;E" + 2gska D)€" — gq (23kj8ikl + s5.S;" 1+ Sklsikj) ¢ +5i;(98" — g€") — ¢S*; Dy,
(7.6)
0C; = Di& + 870,((h — p)€") — 457 kE", (7.7)
0C7, = Di& + 670,((h +p)€') +¢S7E*  y (7.8)

6C*; = DiD;g" + w (6lk5ij - 5ik51j) € — g5y + S € + (h+ )8 Die" + (h — p)é;* Dig!

—q (S D" + 25Dy
(7.9)
A partir de la descomposicion de la perturbacion afin C’aﬁy en sus partes simétrica Zaﬁ7 y
antimsimétrica A,”,, de acuerdo con la ecuacién (6.2)); y de los resultados obtenidos desde la
ecuacion [7.2 hasta la ecuacién las variaciones de las contribuciones de la partes simétricas
y antisimétricas de la pertubacién afin, listadas en la tabla[6.2] pueden establecerse como

0%, = &, (
0%, = & + 2h¢’, (
0%ty = Di€' + gsi;& — hDig', (
A = —hD;gt, (
085 = DiDj€" + 2 D" + 5 (9¢" — 9€"), (
oA = —gq (25kjsikl + skSi*1 + Sklsikj> ¢ — ¢Si*;Dig, (7.15
0y = Di&’ + 67 0,(he"), (
0N = 670, (pg") + ¢S k", (
5Eikj = D(iDj)fk + K (5lk5ij - 5(ik5j)l) ¢ - gsijfk + 2h5(iij)£t y (
OA*; = DDpe® — kb g + ¢St i€t + 2pot Dy — q (S Digk + 25 :Dyet) . (
A continuacion, utilizaremos los resultados detallados desde la ecuacion hasta la ecua-

cién ([7.19)) para obtener las variaciones de los campos generadores de la perturbacién afin en
la seccion siguiente.

7.2. Variaciones de los campos de la perturbaciéon bajo
transformaciones infinitesimales de coordenadas
Para obtener la forma explicita de las reglas de transformacién de los campos generadores

de la perturbacién afin bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas, debemos descom-
poner las componentes espaciales £ del generador de la transformacién en sus componentes
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longitudinal y transversa, es decir,
¢ — D)+ ¢" con D' = 0. (7.20)

La descomposicién [7.20] permite calcular explicitamente las derivadas covariantes del gene-
rador de la transformaciéon que aparecen en varios de los términos de las ecuaciones de trans-
formacion de las contribuciones simétricas y simétricas de la perturbacion, desde la ecuacion
hasta la ecuacion . Junto con la descomposiciones de estas mismas contribuciones,
listadas desde la ecuaciéon hasta la ecuaciéon , a través de un método de identifi-
cacion, [45], o sirviéndonos de la naturaleza longitudinal, transversa o doblemente transversa
de los campos que se analizan, podemos usar ambos conjuntos de ecuaciones ya referidos para
obtener las ecuaciones de transformacion de los campos.

De las ecuaciones y (7.10)), se puede obtener directamente que

SA = ¢, (7.21)
Similarmente, las ecuaciones (6.43) y (7.11]) producen las variaciones,

6B = 1) + 2h1), (7.22)
6C" = (' + 2h¢'. (7.23)

A partir de las ecuaciones de transformacién ([7.12]) y (7.13)), los campos de las descompo-
siciones (6.44)) y (6.45]) transforman como

6D = &' — het + gi), (7.24)
0E; = g5y (7.25)
6B =pé', (7.26)
6C* = 0. (7.27)

Luego, de la ecuaciéon de transformacién (|7.15)), los campos de la descomposicién ((6.46))
tienen las variaciones

6D = q&, (7.28)
§E; = 0. (7.29)

Después, considerando la descomposiciéon (6.47]) y tomando las trazas, tanto de dicha ecua-
ciéon como de la ecuacion de transformacion (|7.14]), podemos obtener las siguientes variaciones

OF = 3g€t — 3g€' + D?(&' 4 2g0)), (7.30)
0G = &' + 29, (7.31)
0H; = gGi, (7.32)
51 = 0. (7.33)
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La variacion ([7.16)) permite obtener las ecuaciones de transformacion de los campos de la
descomposicién ((6.48]) como
1

§(DJ + K)) = —mslkskijDiCj, (7.34

)

SL = 3(h& + he') + D%y, (7.35)

oM =4, (7.36)
SN; = ;g (7.37)

Enseguida, la ecuaciéon ((7.17)) da las variaciones de los campos de la descomposicién ((6.49
de la forma siguiente

6J = qu, (7.39)
MNQ = qsij€j7 (7.40)
0L = =3(p¢" + peh), (7.41)
M =0, (7.42)
ON; = 0, (7.43)
60;; = 0. (7.44)

A partir de las ecuaciones de transformacion y se pueden obtener las varia-
ciones de los campos restantes. Mediante un procedimiento similar al aplicado para obtener
los resultados desde la ecuacion hasta la ecuacion , es decir, tomando la traza de
las ecuaciones y y de sus ecuaciones de descomposicion correspondientes, pueden
separarse las contribuciones y, a través de un método de identificacién (o calculando divergen-
cias en su defecto), pueden obtenerse las ecuaciones de transformacién restantes. Asi, puede
comprobarse que los campos de la descomposicion transforman como

4 1 .
6P = D*) + gw + ?f)hgf — ggz/;, (7.45)
2 1 5 .
0Q; = —kG + - D¢ — — i 4
Q@ 3f~e< +3 G 39< (7.46)
SR =), (7.47)
6Ty = 0, (7.49)
0Ui; =0 (7.50)
5V =0, (7.51)
1 .
5Wz = g\/EEijkDJCk, (752)
6X;; =0, (7.53)
4 2 2
Y = —wtp — Zhet — = 7.54
3w 3 3 3gw, (7.54)
2 1 2
7 = k¢ +=D%* — Zqc .
0Z; 3/s<;+ 3 Gi 396“ (7.55)

76



7.3. DISCUSION SOBRE CANTIDADES INVARIANTES Y DETERMINACION DE LOS GAUGES POSIBLES

Mientras que los campos de la descomposicién (6.51]), varfan como sigue

. 1
§A = g& + qu%, (7.56)
oV = ;lqw, (7.57)

W, = 20G. (7.5%)

60Xy =0, (7.59)

-2
§Z; = 0. (7.61)

De esta manera hemos obtenido las variaciones de todos los campos generadores de la
perturbacion. Para finalizar el capitulo, en la seccion siguiente analizamos los diferentes gauges
y cantidades invariantes que podemos establecer a partir de las ecuaciones de transformacion
recientemente obtenidas.

7.3. Discusion sobre cantidades invariantes y determi-
nacién de los gauges posibles

Después del analisis descrito en las dos secciones anteriores, lo primero que podemos hacer
es destacar los diferentes campos que bajo transformaciones infitesimales de coordenadas re-
sultan invariantes por defecto. En adicién a los 2-tensores y 3-tensores que, por defecto, ya son
invariantes bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas (debido a que el generador de
dichas transformaciones es un vector, |45]), de la ecuacion observamos que el campo V' de
la parte simétrica; y los campos M, C;, E;, B;, Z; de la parte antisimétrica de la perturbacién,
a partir de las ecuaciones ([7.26)), (7.27), (7.29), (7.42)) y (7.61]), son también invariantes bajo
transformaciones inifintesimales de coordenadas o gauges. Cantidades invariantes adicionales
pueden definirse a partir de la combinacién de las ecuaciones de transformacién de los otros
campos, sin embargo, la definiciéon de las cantidades invariantes adicionales no es tnica.

Considerando que podemos establecer la siguiente relacion entre la componente temporal
del generador de transformaciones infinitesimales de coordenadas y algunos de los campos de
la perturbacion a partir de sus variaciones:

& =68§(G —29R), (7.62)

una eleccién de definicién de cantidades invariantes (adicionales a las ya mencionadas) puede
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ser la siguiente:

A=M-R, (7.63)
A, = S; —2N;, (7.64)
©=DB-R—-2hM, (7.65)
0, = C; — S; — 4hN;, (7.66)
=E=A— att(G - QQR), (767)
I1=D—0/(G—2gR) + h(G —2gR) — gM, (7.69)
Il; = H;, — g5; (7.70)
YT =F—-DG-3(g— 90)(G — 2gR), (7.71)
1
® =L~ D*M - 30,(h(G — 2gR)), (7.73)
1 2
O, =7Z; — g(D2 +2K)S; + ggEi, (7.74)
, 4 5 10
x=P—(D +§m)R+§ng—?(G—29R), (7.75)
Xi = 3W; — £ D7 S¥, (7.76)
4 2 2
V=Y — gliR + ggM + gh(G —2gR), (7.77)
U, = K + DyJ + S8 ik, (7.78)
S

A=qB-pD, (7.79)
- J 3_(V

e

==B- §Y, (7.81)
=9y +2L, (7.82)
- ~ 1 ~

- (A _ 4D2V> —gD v (7.83)

- K, 3. (W

P =—"—-29(— 84

que comprenden en total 56 de las 64 componentes de la perturbacion.

Recordando que 4 componentes de la perturbacién pueden relacionarse directamente con la
eleccién de un sistema de coordenadas particular, las 4 componentes restantes pueden obtenerse
a partir de la combinacion de las variaciones de algunas cantidades de la parte simétrica de la
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perturbacion y algunas de su parte antisimétrica. Asi, bien podemos definir

L= 4qR — 3V, (7.85)
i=D+29qR—¢G v (7.86)
L = 2¢S; — 3W; (7.87)

que corresponden a las cantidades que completan un conjunto particular de campos, asociados
a la perturbacién (es decir, que permiten escribirla en términos de éstos), que son invariantes,
es decir, no varian bajo la acciéon del grupo de diffeomorfismos infinitesimales.

La observacién de los campos que son invariantes (por defecto) implica que 24 componentes
de la perturbacion son invariantes de gauge, dejando 40 componentes que varian bajo transfor-
maciones infinitesimales de coordenadas y cuyas variaciones se detallan en la seccién anterior.
Especificamente, de las 40 componentes mencionadas, 29 componentes pertenecen a la parte
simétrica de la perturbacién y las 11 componentes restantes pertenecen a la parte antisimétri-
ca. La libertad de eleccion del gauge puede ser utilizada para reducir las 40 componentes no
invariantes a 36 componentes no invariantes, [45], dado que las 4 restantes pueden asociarse a
la eleccidon de un sistema coordenado particular, como se mencioné anteriormente. A continua-
cion, estableceremos algunos gauges posibles igualando algunas variables especificas a cero. En
nuestro contexto, esta flexibilidad sera exclusivamente aplicada al sector gravitacional debido
a que en este trabajo no estamos tomando en cuenta campos materiales.

Para determinar los gauges posibles, primero podemos aprovechar la libertad asociada con
la transformacion en la coordenada temporal para eliminar uno de los siguientes siete campos
(G, P)Y, A, B, D, Y/) Adicionalmente, la transformacién en la coordenada espacial nos permite
escoger 1 estratégicamente, pudiendo eliminar uno de los cinco siguientes posibles campos
(F,G,R, A, ‘7) Finalmente, la libertad asociada con las contribuciones ¢’ nos permite remover
uno de los campos del conjunto siguiente (H;, S;, W;, W;, D;J + K;) dando pie a un total de
165 combinaciones de gauges diferentes[]. Un gauge que nos parece particularmente interesante
resulta de establecer J = K; = 0 a través de (*, ec. , porque J es un pseudoescalar que
transforma a través del vector ¢?, produciendo por lo tanto un término de naturaleza mixta.

Finalmente, podemos senalar que, considerando un fondo sin torsion, indicando que p =
¢ =0, los campos (A, B,D,.J,L,V,Y K;,W;) permanecen invariantes. Lo anterior implica la
invarianza de la parte antisimétrica (tensorial) A,”, de la perturbacién bajo transformacio-
nes infinitesimales cuando la conexion de fondo es simétrica en sus indices inferiores. Dicha
invarianza es una consecuencia del lema bien conocido de Stewart-Walker, que asegura que un
tensor es un invariante de gauge si es que se puede anular en el fondo, [51].

LA pesar de que hemos considerado un espaciotiempo genérico, es importante notar que en casos especificos,
el nimero de cantidades invariantes puede variar. Por ejemplo, si la conexiéon de fondo no tuviese torsion, es
decir, p = ¢ = 0, esta condicién implica la existencia de nuevas cantidades invariantes.
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Capitulo 8

Discusion de resultados y conclusiones

En este trabajo, hemos supuesto que la estructura de nuestro espaciotiempo esta determina-
da por completo a través de la conexién. En este contexto, pudimos desarrollar un formalismo
de perturbaciones cosmolégicas. Suponiendo un fondo consistente con un Universo isétropo y
homogéneo, hemos podido desarrollar perturbaciones sobre la conexion, es decir, implementar
perturbaciones afines en el fondo. Considerando la ausencia de métrica, a partir del formalismo
propuesto hemos dispuesto 64 campos de la perturbaciéon afin, asociados con la conexion. A
pesar de la naturaleza no tensorial de la conexion, la perturbacién es un tensor y ésta se ha
descompuesto en dos partes diferentes: una parte simétrica y una parte antisimétrica asociada
a la torsion. La descomposicion anterior permite a su vez una descomposiciéon posterior en 40
componentes asociadas a la parte simétrica y 24 asociadas a la parte antisimétrica. Vale la
pena notar, sin embargo, que cuando se supone que la torsion es despreciable, la perturbacion
tiene 40 componentes independientes en total, como tipicamente se esperaria en concordancia
con Relatividad General.

Posterior a la implementacién de una descomposicién de tipo (3+1) en las componentes
de la perturbacién afin y aprovechando las simetrias impuestas en la subvariedad espacial
3-dimensional, adicionalmente descompusimos las contribuciones de la perturbacién bajo los
grupos GL(3,R) y SO(3,R). Evidenciando, a través de la expansién del caracter de un ob-
jeto tipico de SO(3,R), que representaciones irreducibles de SO(3,R) pueden descomponerse
a su vez en representaciones irreducibles de SO(2,R), los diferentes campos asociados con la
perturbacion afin se sometieron a una descomposicion en componentes irreducibles, como la
descomposicién de Helmholtz en el marco de trabajo cosmoldgico convencional. Al final como
resultado de la descomposicién, establecimos una clasificacién de los campos de la perturba-
cion afin en escalares, pseudoescalares, vectores, pseudovectores, 2-tensores, pseudo 2-tensores
y 3-tensores. La clasificaciéon mencionada contrasta con la naturaleza de los campos en que
se descompone una perturbacion métrica, por lo cual resulta interesante y podria volverse
importante a la hora de estudiar la dindmica de los campos de la pertutbacion afin.

Asimismo, imitando el formalismo de perturbaciones que se utiliza tipicamente en Rela-
tividad General, hicimos uso de la libertad asociada a la implementacién de transformacio-
nes infinitesimales de coordenadas para simplificar el andlisis de las perturbaciones. A partir
de la técnica anterior, identificamos todos los campos que son invariantes bajo este tipo de
transformaciones y establecimos todas las variaciones de los campos bajo transformaciones de
coordenadas, permitiéndonos establecer, a partir de éstas, un total de 165 posibles gauges en el
caso general. Estas posibilidades de gauges pueden estudiarse en trabajos posteriores con el fin
de determinar cudles de ellos pueden resultar ventajosos para simplificar calculos algebraicos.

Finalmente, pudimos observar que cuando la parte antisimétrica de la conexién es cero en
el fondo, su perturbacion se vuelve un invariante de gauge, lo que resulta una manifestiacion
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del lema de Stewart-Walker. A partir de esta discusién, podemos ver que este formalismo es
valioso por el cimulo de posibilidades de estudio que pueden derivarse a partir de él y un
analisis de la dinamica de los campos de la perturbacién afin resulta meritorio con el fin de
explorar la posibilidad de obtener resultados consistentes con el formalismo de perturbaciones
en Relatividad General.
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