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Capitulo 1
Introduccion

Uno de los problemas fundamentales de la fisica moderna es la reconciliacién
entre las teorias microscépicas, descritas por la teoria cuantica de campos, y la
teoria a grandes escalas, descrita por la relatividad general. Si bien ambas teorias
han sido extremadamente exitosas en sus respectivos dominios, la falta de testeos
experimentales que arrojen luz sobre su naturaleza en conjunto ha obstaculizado
su unificacion. En este contexto, el fenémeno de radiacion de Hawking en agujeros
negros ha resultado ser particularmente atractivo, ya que constituye uno de los
pocos escenarios en que la interaccién entre estos dos marcos teéricos ha de ser
manifiesta.

Segtn el descubrimiento de Bekenstein y Hawking, los agujeros negros emiten
toda clase de particulas debido a efectos cuanticos en el horizonte de eventos y
tienen una temperatura que, para el caso de agujeros negros de Schwarzschild,
es inversamente proporcional a su masa. De este modo, los agujeros negros se
evaporan a una tasa creciente, debido a que al radiar, pierden masa y aumentan
aln mas su temperatura. Por este motivo, se predice que las etapas finales del
proceso de evaporacion estan descritas por una explosién de rayos gamma. Ahora
bien, aunque los agujeros negros han sido confirmados experimentalmente y la
relatividad general permite que éstos posean cualquier masa, la evolucion estelar
establece una cota minima en su masa de unas cuantas masas solares, lo que
implica que los agujeros negros astrofisicos que hoy conocemos poseen una tem-
peratura muy baja como para ser detectada y como para haber alcanzado etapas
avanzadas en su evaporacion. En consecuencia, los agujeros negros primordiales
han sido propuestos como candidatos viables para su eventual deteccion.

Los agujeros negros primordiales son agujeros negros hipotéticos que se habrian
formado en etapas tempranas del universo y que tendrian un rango de masas que
va desde la masa de Planck hasta aproximadamente 10° masas solares. De este
modo, ciertos agujeros negros primordiales formados en el universo temprano
podrian estar culminando su proceso de evaporacion en la actualidad, generando
el burst de particulas de alta energia. Las propiedades de este burst dependen en
gran parte del modelo de la fisica de particulas aplicado. Luego, la confirmacién de
la evaporacion de agujeros negros no solo representaria un acercamiento hacia la
unificacion de la teoria cuantica de campos y la relatividad general, sino también
sobre el universo temprano y la fisica de altas energias.

MIGUEL ANGEL FIGUEROA VILLEGAS 1



1. INTRODUCCION

A pesar de las propiedades termodinamicas de los agujeros negros, el espectro
observado por un observador distante difiere del de un cuerpo negro ideal a causa
de los denominados factores de cuerpo gris. Estos factores se originan debido a la
retrodispersion ocasionada por el potencial gravitacional o centrifugo y dependen
tanto de la frecuencia como de la especie o tipo de particula emitida. En conse-
cuencia, su consideracién es necesaria para obtener el espectro resultante y para
estudiar fuentes actuales de rayos gamma que puedan tener un origen debido a
este fenémeno. No obstante, la presencia de dichos factores plantea interrogantes
sobre la verdadera naturaleza térmica del espectro y del mismo agujero negro.

En este trabajo investigaremos el espectro de emisién en el proceso de evapo-
racion de un agujero negro de Schwarzschild siguiendo el formalismo de la teoria
cuantica de campos en espacios curvos. Analizaremos los factores de cuerpo gris
que dan a lugar a las desviaciones con respecto a un cuerpo negro y estudiaremos
los efectos en el espectro de diferentes especies no masivas, con particular énfasis a
particulas escalares y vectoriales. Adicionalmente, mediante un analisis semiclasi-
co, se estudiara el rol de los efectos dispersivos en la determinacion del espectro
térmico y se determinara el tamafio efectivo como fuente emisora. Esta tesis se
organiza de la siguiente manera: en el capitulo 2 se presentan los fundamentos
tedricos de la radiacion de Hawking y la teoria cuantica de campos en espacios
curvos. En el capitulo 3 se desglosa la derivacion del espectro de emisién y la
metodologia para obtener los factores de cuerpo gris. En el capitulo 4 se presenta
los resultados y el analisis para el caso de particulas escalares y vectoriales sin
masa, y se examinan otras especies. Finalmente, en el capitulo 5 se expone las
conclusiones y el trabajo futuro.




Capitulo 2
Fundamentos tedricos

2.1. Preliminares

Los agujeros negros son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein en
las que se presentan regiones del espacio-tiempo donde el campo gravitacional
es tan intenso que nada, ni siquiera la luz, puede escapar. Independiente del
proceso en el cual se hayan formado, los agujeros negros asintéticamente planos y
estacionarios, que son soluciones a la relatividad general clasica, estan inicamente
caracterizados por su masa M, el momento angular J y su carga eléctrica @ [1,2].
Esta propiedad se conoce como el teorema de no pelo. La soluciéon mas sencilla
que describe a un agujero negro sin rotacion ni carga eléctrica se conoce como
agujero negro de Schwarzschild, cuyo elemento de linea es:

~1
s <1 _2GM ) 22— (1 _2GM ) dr® — r? (d6® + sin?0d¢?)  (2.1)

rc2 rc?

donde G es la constante de gravitacion universal, c es la velocidad de la luz y M
es la masa del agujero negro. El radio

2GM
- 2

Ts (2.2)

c
se denomina el radio de Schwarzschild. La superficie r = r, se denomina el hori-
zonte de eventos e indica el borde de la regién del agujero negro y la superficie
del pasado de la que es imposible escapar al infinito. El tamano del agujero negro
es medido por el drea del horizonte de eventos, A = 47r2.

Para cualquier agujero negro, caracterizado por M, J y (), se satisfacen los
siguientes principios:

= Ley cero: La gravedad superficial x de un agujero negro estacionario es cons-
tante sobre el horizonte.

= Primera ley: Para un agujero negro estacionario con masa M, momento
angular J y carga @), cualquier perturbaciéon esta dada por (unidades natu-
rales):

SM = ;M + Q5T + BSQ, (2.3)
T

MIGUEL ANGEL FIGUEROA VILLEGAS 3



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

donde €2 es la velocidad angular del agujero negro y ® es el potencial elec-
trostatico en el horizonte.

= Segunda ley: El area del horizonte de eventos de un agujero negro no decrece

[3]:
5A > 0. (2.4)

» Tercera ley: Es imposible reducir, por cualquier procedimiento, la gravedad
superficial k a cero en un ntimero finito de pasos.

Estas se conocen como las cuatro leyes de la mecanica de agujeros negros [4].
Las cuatro leyes de la mecanica de agujeros negros son analogas a las leyes de
la termodinamica. La correspondencia es completa si se identifica:

E+— M, S+—A y T<+—xk (2.5)

El primero en establecer esta analogia fue Bekenstein [5] al proponer que la
entropia es proporcional al drea del agujero negro:

3
_ ks (2.6)

S_4Gh '

donde h es la constante de Planck y kp es la constante de Boltzmann. Ademas,
propuso que la segunda ley de la termodinamica se mantiene para la entropia del
agujero negro, S4y, v la entropia de la materia fuera del agujero negro, S,,;:

0S5 =6(San + Sm) > 0. (2.7)

La validez fisica de la descripciéon termodinamica, mas que simple analogia,
quedé establecida con la radiacién de Hawking [6,7]. En consecuencia, se pudo
determinar que los agujeros negros tienen una temperatura:

hk
T=— 2.8
27TC]€B ’ ( )
que para agujeros negros de Schwarzschild es
hc?
Ty =——. 2.9
"8G Mk (2:9)

A continuacion, se considerard exclusivamente el caso de agujeros negros de
Schwarzschild.

4



2.2. APROXIMACION DE CUERPO NEGRO

2.2. Aproximacién de cuerpo negro

Los agujeros negros tienen una temperatura Tp establecida por su masa o
tamano. Luego, se puede suponer que su emisién esta determinada por la ley de
Kirchhoff de la radiacion térmica [8]:

Qw,T) = Aw, T)Qox (w, T), (2.10)

donde Q(w,T) es la emisién espectral por unidad de area del radiador térmico,
Qcn(w,T) es la emisién espectral por unidad de drea de un cuerpo negro y
A(w,T) es la absortividad espectral. Como primera aproximacién, supondremos
que adicionalmente los agujeros negros son cuerpos negros, A(w,T) = 1.

Un cuerpo negro puede representarse como una caja caliente de luz en equili-
brio térmico, donde las ondas electromagnéticas tienen frecuencias discretas de-
bido a las condiciones de borde en las paredes de la cavidad:

2
Wy = L7T|ﬁ|c, (2.11)

con I = (ng,ny,n,) un 3-vector de numeros enteros. La densidad de estados a
una frecuencia angular w viene dada segin

) 3
W) = dngi () w?,

donde g; es el nimero de grados de libertad. Por otro lado, la energia media
asociada a cada modo viene dada por el nimero medio de ocupacion:

heop,
exp (Awpf) F 17

W

(En) = hw(ny) = (2.12)

donde 8 = 1/kpTy y en el denominador el signo
a fermiones.

El interior de la cavidad puede verse un como gas de bosones o fermiones
en equilibrio térmico. Asi, ya que un cuerpo negro emite toda la radiacion que
absorbe, la salida espectral de una cavidad muy grande puede determinarse por
el flujo de energia sobre una pequena apertura.

La densidad de energia espectral en el limite L > 1, viene dado por la energia
total en todos los modos disponibles a frecuencia angular w, dividida por el vo-
lumen del sistema:

corresponde a bosones y “+”

G hw?
- 2n2B3exp(hwfB) F1°

u(w) (2.13)




2. FUNDAMENTOS TEORICOS

FicUraA 2.1: Diagrama del flujo de energia desde el interior de un cuerpo negro hacia una
apertura de drea A (drea gris oscura) desde un dngulo de incidencia 6 con
respecto al eje perpendicular al plano. El flujo que atraviesa la apertura en
un tiempo dt es igual a la energia contenida en el cilindro de base A y altura
ccos fdt.

Considerando una pequena apertura de area A, el flujo de energia incide desde
todas las direcciones debido a la isotropia del sistema. El flujo espectral sobre
esta area en una direccion definida 6 viene dado por la proporciéon moviéndose
en esa direccion, d€2/4m, y la proyecciéon que incide perpendicularmente sobre la
superficie, u(w)c cos 6:

ds2

dQ(w,0) = —u(w)ccosb. (2.14)

47
Integrando sobre todas las direcciones de incidencia, se obtiene que la emision
espectral por unidad de area A viene dada por:

c gi huw?

Qw) = Julw) = 8r2c? exp(hwf) F 1

] (2.15)

Esta cantidad refleja la potencia emitida por unidad de area, por lo que para
una superficie esférica de radio R la potencia total emitida o la emisién espectral
de todo el cuerpo viene dado por

huw? 1
8m2c? exp(hwf) F 1’

P = (4xR?) [ dwg, (2.16)




2.2. APROXIMACION DE CUERPO NEGRO

lo cual, para el caso de fotones con g; = 2, sigue la ley de Stefan—Boltzmann:
P = (4nR*) 0Ty, (2.17)
con o = 2m°k%/15¢%h3 v la ley de Wien:
Amae T = 2,898 - 107°[m K] (2.18)

con A = 27c/w.

Para un agujero negro, tanto la temperatura como su radio dependen de su
masa, por lo que la potencia emitida o emisién espectral estd completamente
determinada por M. Reemplazando R por el radio de Schwarzschild, ec. (2.2),
y Ty por la temperatura de Hawking, ec. (2.9), y considerando que solo emite
radiacion electromagnética, entonces:

P 1 1 [J
Pry = :35-1032H 2.19
EM (153607@2) M2 M? s (2.19)
M N\2TJ
_ .1—29<®> ] 2.2
8.8-10 ik (2.20)

donde M, es la masa solar. A partir de la conservacién de la energia, la potencia
emitida es igual a la tasa de evaporacion o pérdida de masa:

M 2
po_® dtc ) (2.21)
con lo cual:
dMEM C4 1
- . 2.22
dt (153607TG2) M?2 ( )

Resolviendo la ecuacion diferencial, si en un tiempo tj el agujero negro tiene una
masa My, entonces suponiendo una evaporacion cuasi-estacionaria, la masa M (t)
del agujero negro en un tiempo t esta dado por:

1/3

M(t) = (Mg — 3a(t — ty)) (2.23)

donde

C4

* T 153607G2

(2.24)

:39-1015[@3].

S

Para tener una estimacion del proceso de evaporacion consideremos un agujero
negro con una masa igual a la masa solar. El radio de Schwarzschild para este
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

agujero negro es de aproximadamente 3[km| y su temperatura es del orden de
6 - 107°[K]. En base a esto, la potencia emitida (2.20) es aproximadamente 55
ordenes de magnitud menor con respecto al sol, por lo que su tasa de emision
es muy pequeinia. Suponiendo que un agujero negro fue formado con esta masa,
entonces a partir de la ecuacion (2.23) el tiempo necesario para que un agujero
negro se evapore por completo es de:

At =6,8-10™[s], (2.25)

cerca de 57 ordenes de magnitud mayor que la edad del universo. En consecuen-
cia, para agujeros negros con masas del orden de la masa solar, la evaporacion
por radiacién de Hawking resulta tan insignificante que supera con creces la sen-
sibilidad de los detectores actuales.

2.3. Teoria cuantica de campos

Una idea extendida para explicar la radiaciéon de Hawking es a través de la
creacion de pares virtuales cerca del horizonte de eventos, donde las particulas
con energia positiva alcanzan a escapar de la atraccion gravitacional, mientras
que particulas de energia negativa caen hacia al agujero negro [7]. Aunque esta
idea es bastante ilustrativa, la descripciéon completa del fenémeno involucra el
uso de la teoria cuantica de campos en espacios curvos. Cabe senalar que la
radiacion de Hawking ha sido derivada de multiples maneras, muchas de ellas
usando un cuadro simple de la mecanica cuantica sobre un agujero negro eterno.
No obstante, desde un punto de vista riguroso, la creacién de particulas requiere
el proceso de formacién de un agujero negro en un tiempo finito del pasado, a
causa de un colapso gravitacional.

La teoria cuantica de campos en espacios curvos es una generalizacién de la
teoria cuantica de campos en el espacio-tiempo de Minkowski. En este formalis-
mo, se estudia la propagacion de los campos cuanticos sobre el fondo gravitacional
clasico y curvo, sin cuantizar. A continuacién, presentaremos los aspectos funda-
mentales que permiten efectuar la cuantizacion en agujeros negros y sentar las
bases de la derivaciéon de la radiacion de Hawking. Para una comprensiéon mas
completa de estos conceptos, remitimos al lector a los libros de Toms y Parker [9] y
Navarro-Salas y Fabbri [10]. En lo que sigue, trabajaremos en unidades naturales

c=h=G=kp=1.

2.3.1. Conceptos basicos de teoria de campos

Asumamos que un sistema esta descrito por una acciéon

S = [d'zL(¢(x),06(x)), (2.26)




2.3. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

donde x = (¢, Z) son las coordenadas de Minkowski y L(¢(z), dp(x)) es la densi-
dad lagrangiana dependiente del campo y sus derivadas. A partir de esta densidad
lagrangiana, se define el momento conjugado del campo como:
0L(x)
m(x) = =7, 2.27
= Bow) 220
donde dy = 9/0t.
El principio de minima accién conlleva, luego de variar el campo ¢(z), a las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL oL
8, (a(fm)) —(%:0, (2.28)

donde la coordenada repetida p representa la convencién de suma de Einstein.
Adicionalmente, postulamos que:

) [45(1?: T), 7 (t, @) = i0*(F — ') (2:29)
[0(t, @), o(t, 7)) = [7(t, 2), (8, )] = 0.

donde §(Z — @) es la funcién delta de Dirac. La dependencia en t se incluye para
sefialar que los campos, ahora operadores, dependen del tiempo de acuerdo al
cuadro de Heisenberg.

Consideremos el caso de un campo escalar real libre ¢(z) sin masa, con den-
sidad lagrangiana:

L= ("0,00.9), (2.30)

donde 7, = diag(l,—1,—1,—1) es la métrica de Minkowski. La ecuacion de
Euler-Lagrange (2.28) conlleva a

Od(z) = (9F = V*)d(x) =0, (2.31)

lo cual se conoce como la ecuacion de Klein—Gordon.
Si dos soluciones fi(x) y fo(z) satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon, enton-
ces el producto escalar

(Fi o) =i [ AVi {F{(F ) fol T, 1) — (D0 f{ (1) fo(F )}

, 9 g
=i [ AV, 0 ofo. (2.32)
es conservado y satisface las propiedades
(fl; f2)* = (f27f1) = _(f1*7f2*) (233)

9



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

En adelante, el superindice asterisco, f*, indica el complejo conjugado de f.
Usaremos este simbolo de ahora en adelante.
Un set completo ortonormal de soluciones a la ecuacion (2.31) viene dado por:

gp(x) = (2m) 72 (2wp) M exp [i(k - T — wit)], (2.34)
donde wy, = UZ |. Estas soluciones son ortonormales en el sentido de que satisfacen:

(97, 90) =0k —K) v (g7, 95) = 0. (2.35)

Los modos (2.34) se denominan modos de frecuencia positiva respecto al tiem-
po global inercial ¢. Esto significa que:

0

i g5(r) = wog(o) (2.36)
para w > 0. R
Expandiendo el campo ¢(z) en estos modos, tenemos que:
dx) = [ &k (d(/g)g,;(x) + a(z%’)*g;g) . (2.37)

Dado que gg(z) y o(x) satisfacen la ecuacién de Euler-Lagrange (2.31), encon-
tramos que los operadores a(k) y af(k) estan dados por:

— A — A

a(k) = (gz.¢) v al(k)=—(g9), (2.38)

independiente de t. A partir de las relaciones de conmutacion (2.29) y el producto
escalar (2.32), se sigue que:

a(k),a (k)] = [i [ dVi(gir — iwngzd), =i [ dVi(gpat +iwngpdh)
= i (wpr + wp) [ dVadV]grgpid(3 — 7)
- 5(E - k_;)a

— A

a(k), a(k)] = [i [ dVa(gir — iwrgid),i [ dVi(ghh — iwpgsd)]

= [ AV,dV (iwwgia (). da')] + isnglgh B(a). 7 (2)])
=0,

por lo cual son analogos a los operadores creacion y aniquilaciéon en un oscilador
armonico.

10



2.3. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

Etiquetando los modos mediante j, el operador:

N. = ala, 2.39
J 77

es el operador nimero en un modo j, cuyos cuyos autovalores son enteros no
negativos. El estado que no contiene cuantos se define como el estado vacio |0)
que cumple:

a;|0) =0 para todo j, (2.40)

con normalizacion (0|0) = 1. Los estados obtenidos actuando el operador creacion
a'(k) en el vacio, generan los estados de multiparticulas:

(1), m2(je), -+ ) = (nalngl -+ )72 (ah )™ (af,)™ - |0y, (2.41)

que contienen n; cuantos en modo ji, no en modo jo, etc. Esta representacion del
estado de Hilbert, que forman autoestados simultaneos del operador nimero Nj,
se denomina la representacion de Fock.

2.3.2. Extensién a espacios curvos

Cuando el espacio-tiempo no es el de un espacio-tiempo de Minkowski, es
necesario generalizar los pasos realizados en la construccion de la teoria cuantica
campos dada en la seccion anterior. El primer paso es considerar la accion total,
incluyendo la materia y su influencia gravitacional al curvar el espacio-tiempo.
La accion de la gravedad esta dada por la accion de Einstein—Hilbert

Spr = 16; [d'zy/=g (R —2A) (2.42)

donde g = det(g,,), R es el escalar de Ricci y A es la constante cosmolégica. Asi,
la accién total del sistema es:

Stot - SEH + Sm. (243)

donde S,, es la acciéon de la materia. Ambas partes de la accion dependen de
la métrica g,,(z), pero solo S,, depende de los campos ¢(x) que describen a la
materia y a las particulas. En lo que sigue, consideraremos exclusivamente un
acoplamiento minimo.

Las ecuaciones de campo para la métrica y los campos son obtenidos aplicando
el principio variacional a la accién:

5St0t 6St0t
—0 =0, 2.44
S0 Y 5 (2.44)

11



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

lo que para la parte gravitacional se reduce a las ecuaciones de Einstein:

871G
G + Ay = :TW, (2.45)

donde G, es el tensor de Einstein y T}, es el tensor de energia-momento asociado
a la materia:

2 0SS,
vV 43 59;@

Para describir este sistema, es necesario resolver las ecuaciones de movimiento
simultdneamente para la métrica g, (x) y el campo ¢(x). Para nuestro propésito,
sb6lo consideraremos perturbaciones del campo a primer orden en torno a ¢ = 0.
Como resultado, ya que el tensor de energia momento es de segundo orden, la
ecuacién de Einstein (2.45) se reduce a las ecuaciones de vacio. Asi, g, () es
considerado como un campo externo de fondo no cuantizado.

La accion para la parte de los campos que describen la materia se construye de
forma que sea invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. Luego,
reemplazamos las derivadas ordinarias d,, por derivadas covariantes V,, la métrica
Nuw POT guy y consideramos el elemento de volumen invariante, remplazando dx
por d3ry/—g. Esto es consistente con el principio de equivalencia y el principio
de covariancia.

Suponiendo que la accién es un extremo, la accién bajo variaciones de ¢ esta
dada por

T — _

(2.46)

6S¢:A . d4x\/_( 09 + (ai(ﬁ) (Vu¢)>

= d'z\/—g (a¢> 5¢ (2.47)

4—wvol

. oL oL
Lt (% (i) - (o) ) @

Asi, aplicando el teorema de Gauss en el contexto de espacio-tiempos curvos:
4 — o 3 _ «
/M d'ay/=gVo A" =, o P/ =hn, A (2.49)

con A® un vector arbitrario y donde h,, es la métrica inducida en el borde M
y Nnq es la normal unitaria en OM, obtenemos las ecuaciones de Euler—Lagrange
en espaclios curvos:

oL oL
— =V, ——— =0 2.50
96~ VraV,g) (2:50)
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2.3. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

donde se ha considerando que las variaciones del campo d¢ se anulan en el borde
y son arbitrarios.

Bajo la prescripcion aplicada, la accién del campo escalar para espacio-tiempos
curvos, esta dada por:

1 e 2o 2
S = /d4x\/—g (29“ vu¢vy¢> . (2.51)
Luego, la ecuacion de Euler—Lagrange (2.50) para un campo escalar se reduce a

Oé(z) = g, VIV’ d(z) = 0. (2.52)

Si dos soluciones fi(x) y fo(x) satisfacen esta ecuacién de Klein-Gordon ge-
neralizada, entonces el producto escalar conservado (2.32) para el espacio-tiempo
curvo es generalizado a:

(Fi. o) =i [ dx|g]"2g™ (F(F )0, o(T,1) — (0,7 (7,1)) fo( &, 1))
=i [ dalgl " £i(2,0) D 1o, ), (253

con las mismas propiedades (2.33):

(fi, f2)" = (fo, fr) = —=(f1, [5)-

Si bien es posible formar una base de soluciones a las ecuaciones de movi-
miento (2.50) ortonormales con respecto a este producto escalar generalizado, la

soluciéon mas general que describe al campo qub(x) en espacio-tiempos dinamicos
no permite, por lo general, separar las soluciones de frecuencia positiva y negativa
en todo instante del tiempo como en el caso de un espacio-tiempo de Minkowski,
(2.37) [9]. Puesto que en un espacio-tiempo plano la expansién del campo permi-
te seleccionar los operadores creacién y aniquilacién, y con ello, el estado vacio
sobre el que se genera el espacio de Fock, esto implica que el estado vacio no
es (globalmente) tinico y por tanto da a lugar a conceptos inequivalentes de los
estados con un numero definido de particulas, (2.41) [10, 11]. La ausencia de la
nocién tnica de vacio es la principal diferencia con el caso de un espacio-tiempo
plano, y es el origen de la creacién de particulas en ciertos espacio-tiempos curvos.
Sin embargo, al considerar espacio-tiempos estacionarios esta ambigiiedad queda
resuelta, al igual que la seleccion de modos de frecuencia positiva.

Supongamos que existen dos regiones estacionarias. Si f(z) es una solucién

de frecuencia positiva normalizada, entonces el campo ¢(z) puede expandirse
segin

(@) = [ dw (@ f2(x) + a7 f2*(2)) (2.54)

13
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Escogiendo alternativamente la otra region estacionaria, si f2" es una solucién de

frecuencia positiva normalizada, entonces ¢(x) puede expandirse de igual manera
como:

= [ dw (3" £ (2) + a2 £ (). (2.55)
Los operadores a,, y d:[, correspondientes, verifican las relaciones de conmuta-
cion:
@, al] = 65, [ana;) =0 y [al,al] =0, (2.56)
con 7 y j denotando etiquetas generales de los modos.

Dado que los modos fi' y f9% son completos, es posible expandir en la base
de su contraparte:

£ (@) = [ dw’ (s F3(3) + B 37 () (2.57)

Estas relaciones son las transformaciones de Bogoliubov y los coeficientes ay,, v
Buww son denominados como coeficientes de Bogoliubov. En base a esta expansion,
tenemos que:

Ay (fm fout) y wa/ — _(fm* fout) (258)

Estas relaciones permiten ademas relacionar los operadores. Mediante las re-
laciones de ortonormalidad de los modos y la expansion del campo ¢(z), (2.55)
obtenemos:

&Zut - fOUt A /dw ( R Agl - 6:Jw’d(ljl’T)
&Zutf — _(f(gut* A /dw (ﬁww’aw 1 AIHT) . (259)

Relaciones inversas de f y los operadores ! y o™ pueden obtenerse siguiendo
las mismas definiciones.
En base a las expansiones (2.54) y (2.55), los estados vacios son definidos segun

~in ~out
para todo w. De este modo, si calculamos el operador ntimero de una region esta-
A T
cionaria, NO™ = ao"'Gou con respecto al estado vacio de la otra, |0;,), tenemos

a partir de (2 59):

\you AOU TAou
<OiH‘Nw t|OiH> = < m‘ ’ t‘Oin> = /dwllﬁww"Q- (261)

14
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Luego, si uno de los coeficientes de Bogoliubov [, es no nulo, entonces el con-
tenido de particulas del estado vacio |0;,) es diferente de cero con respecto a la
base de Fock formada a partir de |Ogyt)-

Finalmente, ya que tanto los operadores a’"* como a satisfacen las relaciones
de conmutacion (2.56), y estan relacionados por (2.59), tenemos entonces que los
coeficientes de Bogoliubov satisfacen:

[ do (|ogw? = |Buwl?) = 1. (2.62)

Notese que si los operadores satisfacen reglas de anticonmutacién, entonces en
(2.62) hay un cambio de signo sobre el argumento de la integral. Esta relacién
sera relevante para calcular la cantidad de particulas creadas desde el vacio de
Minkowski en el espacio-tiempo de un agujero negro.
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Capitulo 3
Derivacion

En este capitulo se calcula el espectro de emisiéon de un agujero negro de
Schwarzschild, siguiendo la derivacion original utilizada por Stephen Hawking.
La estrategia consiste en estudiar la propagacion del campo en el espacio-tiempo
de fondo de un cuerpo en colapso gravitacional. Para ello, se emplea una version
simplificada de la dindmica del espacio-tiempo.

3.1. Modelo

La formacién de un agujero negro, debido al colapso gravitacional, puede se-
pararse en tres etapas:

(1) Etapa de materia diluida y baja densidad: El espacio-tiempo presenta pe-
quenas fluctuaciones respecto al espacio-tiempo de Minkowski y los modos
son aproximadamente los de la ec. (2.34). El estado vacio, |0;,) estd bien

definido.

(2) Colapso: luego de un largo periodo de tiempo, la materia empieza a acumu-
larse por efectos gravitacionales hasta colapsar en un agujero negro. Esta fase
implica un espacio-tiempo dindmico y por lo general, no posee una manera
natural de definir el vacio.

(3) Formacion del agujero negro: luego de la formacién y los procesos de re-
lajacion, se obtiene una configuracion estacionaria descrita por el espacio-
tiempo de Schwarzschild. El estado vacio, |0,,:) puede definirse segin la
region asintoticamente plana, lejos del horizonte de eventos.

La creacion de particulas se entiende como una consecuencia directa de la
dindmica del espacio-tiempo: la diferencia entre los estados |0;,,) v |0py¢) conduce
a que un observador en la regiéon asintéticamente plana interprete el estado inicial
como un estado de multi-particulas en su base de Fock. Por simplicidad, se asume
un colapso esférico. Luego, en virtud del teorema de Birkhoff, la solucién externa
al cuerpo en colapso esta descrita por la métrica de Schwarzschild.

Una de las soluciones a las ecuaciones de Einstein que describe estas etapas es el
espacio-tiempo de Vaidya, cuyo elemento de linea en coordenadas de Eddington—

MIGUEL ANGEL FIGUEROA VILLEGAS 17



3. DERIVACION

Finkelstein (v, 7,6, ¢) es:

2M (v)

ds® = (1 — ) dv? — 2dvdr — r*dQ*, con M(v) = MO(v —vp), (3.1)

donde M es la masa final del agujero negro, y su densidad de energia esta dada
por:

7. - L)

= 2 donde L(v) = Md(v — vy). (3.2)
m

Esta métrica describe el colapso gravitacional mediante un cascarén esférico que
se dirige radialmente desde el infinito al origen a la velocidad de la luz a partir
de un tiempo v = vy. La coordenada v se denomina coordenada avanzada de
Eddington-Finkelstein, la cual se relaciona con las coordenadas de Schwarzschild
segin

t+r, parav <

vV =

t+r* parav > v,
con * = r + 2MIn(r/2M — 1). Luego, v < vy representa la etapa (1) de un
espacio-tiempo plano, v = vy la etapa (2) del colapso y v > vy la etapa (3) de un
espacio-tiempo de Schwarzschild, Fig. 3.1.

A continuacion, utilizando esta descripcion del espacio-tiempo y el limite opti-
co geométrico analizamos la propagacion del campo sobre las distintas etapas.

3.1.1. Propagacion del campo

En coordenadas (t,, 0, ¢), los modos normales del campo ¢(z) en un espacio-
tiempo de Minkowski corresponden a las ondas planas vistas en el capitulo ante-
rior, ec. (2.34). Dada la simetria esférica, es conveniente describir estos modos en
ondas parciales. Por simplicidad, si consideramos solo ondas planas en la direccion
Z, los modos estan descritos por:

ks _ o , 0 . ikt il _ gikr ,—ilG
ethz — lz%z A (21 + 1), (kr)Y;"(0), con  ji(kr) = S ’
(3.3)

siendo j;(kr) las funciones esféricas de Bessel.

En un espacio-tiempo que describe un colapso gravitacional, los modos estan
determinados por las condiciones en el pasado, Z= —el borde asintoticamente
plano del espacio-tiempo desde el punto de vista conformal—, o el futuro, ¥ =

18
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Singularidad

Centro del cuerpo

FicUura 3.1: Diagrama de Penrose del colapso gravitacional de un cascarén esférico en un
espacio-tiempo de Vaidya.

It UHT, donde ZT es el infinito nulo futuro y H™' es el horizonte de eventos.
Luego, el campo puede expandirse como

&) = [ dw’ (e fom + @l fin) (3.4)
en 7, donde

—iw'v

e

fortm ~ Y™ (0, ¢). (3.5)

con v la coordenada nula avanzada, representa ondas entrantes, o bien,
¢($) = /dw <pwlmbwlm + lembI;lm + qwlméwlm =+ qz;lmél)lm> . (36)

en Y = ZTUHT. Aqui p,, corresponde a soluciones salientes de frecuencia positiva
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en la region asintéticamente plana Z* (nulo en H*) de la forma:

— WU

e

Pt ~ ——Y"(60, 6. (3.7)
donde u es la coordenada nula retardada, u =t —1r*, y ¢, son un set de soluciones
entrantes al horizonte (nulas en Z7) con norma de Klein—Gordon positiva. De
esta manera, @ y @, corresponden a los operadores creacién y aniquilaciéon en
T~y (b, b,) junto a (&f,2,) son operadores creacién y destruccién en ZT y H*,
respectivamente. A continuacién omitiremos los indices (I, m) para simplificar la
notacion.

Dado que f, vy f; forman un set completo ortonormal en Z~, los modos p,, y
¢ pueden trazarse atras en el tiempo y escribirse como combinacion en esa base.
Suponiendo todos los modos ya normalizados, entonces:

Puw = /dw/ (Oéww’fw’ + 6ww’f::’) Y 4qu = /dw/ (’wa’fw’ + nww’fj’) ) (38)
donde

Oy = (fw’:pw> wa’ = _(f:;pr)
Yww' = (fw’>Qw) Nww' = _(fz’a%u)

son los coeficientes de Bogoliubov. Notese que para realizar esta expansion es ne-
cesario reescribir los modos en términos de los parametros afines correspondientes.
Para ello, aplicaremos el limite 6ptico geométrico.

En base a la Fig. 3.2, trazando hacia atrés en el tiempo, los modos salientes p,
atraviesan el cascardén esférico en un cierto radio r = Ry (sobre la hipersuperficie
v = 19) y llegan al origen para reflejarse hasta llegar a Z~. De esta manera, de
las definiciones de las coordenadas nulas, se satisface en el cascarén:

uin = vg — 2Ry, desde dentro del cascarén |, y
Ry —2M

u: —2* — —2R _4M1 )
Uout () T Vo 0 1 oM

T:RQ

desde fuera del cascaron .

Notando ademas que un rayo entrante desde Z~ llega al origen, r = 0, en ty, =
vin v se transforma en un rayo saliente con coordenada retardada del mismo
valor, u;, = v, (= tg — r|,—¢ en origen), tenemos al combinar ambas ecuaciones la
relacion entre los parametros afines de p, y f.r:

VH — Vin
Ugt = Vin — 4M In 1]\4, v < vg, (3.9)

donde vy = vy —4M. Notese que vy, = vy € L7, es el rayo que cruza el cascarén
esférico en Ry = 2M, en la formacién del agujero negro. Por otro lado, los modos
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r=20
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FicurA 3.2: Diagrama del colapso gravitacional de un cascarén esférico en un espacio-tiempo
de Vaidya. El rayo entrante desde v = vy € L~ representa al cascarén esférico.
Por otro lado, el rayo entrante desde v = vj, € L~ representa el origen de un
rayo saliente con u = Ugys en I .

entrantes con v > vy corresponden a los modos que cruzan el horizonte, q,,, y no
alcanzan el infinito nulo futuro. Luego, tenemos que:

oitous eiw(v—4M In 20
Dol ~ = : (3.10)
7 r r
Analizando el comportamiento en las regiones limites de —oco < v < vy te-
nemos que aquellos modos que alcanzan primero Z© (g — —00) siguen siendo
modos de frecuencia positiva con respecto al tiempo inercial en Z~

WU, WU
e out e

Pow — . (311)

V—>—00 /8 T

Por otro lado, los modos con v — vy (Ueys — +00):

. . v —v
eiwout ezw(vH—4Mln e )

Do~ = . (3.12)

V—UVH r r
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son, presumiblemente, mezclas de modos f, v fJ.

Fuera del régimen del limite 6ptico geométrico, los modos que se propagan a
través del espacio-tiempo son dispersados. Si consideramos esto y propagamos
nuevamente atras en el tiempo p,, desde ZT, entonces una parte pf}) es dispersada
en la region estatica de la geometria de Schwarzschild y alcanza Z= con v > vy
con la misma frecuencia w, por lo que no hay mezclas de frecuencias positivas
y negativas. Por otro lado, sélo una fraccién del modo original, p(?), atraviesa el

cuerpo en colapso. Luego, tenemos en 7 : ’
po = p +p (3.13)
donde
P = b fu
p? = [ (ol for+ B2 15). (3.14)

No obstante, los modos pff) que atraviesan el cuerpo en los ultimos instantes de

la formacion del horizonte son sujetos a un fuerte corrimiento al azul (visto en
inversién temporal). Esto significa que estos modos tienen frecuencias altas en las
etapas (1) y (2), por lo cual la dispersion del espacio-tiempo es débil y el cuerpo
en colapso es “transparente”. En consecuencia, el limite 6ptico geométrico sigue
siendo valido en ambas etapas (junto a la expresion (3.12)) y por lo tanto, es
independiente de los detalles del colapso.

Debido a que p,, define los operadores creacién y aniquilacién de un observador
en el futuro nulo infinito, el valor de expectacion del ntimero de particulas del
estado inicial vacio, |Oy,), estd dado por

(0| N5 101) = (Oia[B0101) (3.15)

donde b, es una combinacién de operadores creacién y aniquilacién en Z~:
b = (por @) = [ o (it — Bl )
b, = — (v, 0) = [ do (@uw/aw/ + &ww/ai,) . (3.16)
3.1.2. Creacién de particulas y niimero de ocupacion
Reemplazando la expresién (3.16) en el valor de expectacién se obtiene

(O NE]0w) = [ du’| B2, (3.17)

Por otro lado, ya que

(Pus p) = 0, p1) + 02, p?) = 1,
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y de (3.14):

W p) = [ de (Jalo? = 1817) =Tw < 1, (3.18)

donde T, es la fraccién de p,, que entra al cuerpo en colapso, entonces basta con
obtener la relaciéon entre 040(2/ y ﬁo(fg, para obtener el valor de la integral, (3.17)
y (3.18). A continuacién omitiremos el superindice para hacer referencia a los
modos que atraviesan el cuerpo en colapso.

Como se ha mencionado anteriormente, solo los modos con v — vy son modos
con mezclas de frecuencia positiva y negativa. Definiendo asi, el set de paquete

de ondas completo y ortonormal:

.7+1 2miwn

Djn = \/_/j dwe™ < p,, (3.19)

con j > 0 y n entero, formaremos paquetes de ondas con v cercano a vy. Estos
paquetes de onda estan centrados en u,,; = 27n/e con ancho 2w /e, por lo que
el espectro en tiempos tardios (u — oo) de ZT estard determinado por e — 0
y n — o0o. Bajo esta definicién, los nuevos modos y el valor de expectaciéon en
tiempo tardios de Z* seran:

— /dw (Oéjmwfw + ﬁjn,wf;) , (3.20)

A (T+ o0
(O N5 [0} = [ d| By (3.21)

respectivamente.

Segtin hemos mencionado, toda la dindmica de los campos esta completamente
determinada por estos coeficientes. A partir de la ecuacion (2.58) extendida a
paquetes de ondas, tenemos por definiciéon:

Binw = — (I Pjn)
= — /3 dvr2dQ(fw/&Jpjn — PinOy fur)
= 2i /j  dvrdQp;,0, f (3.22)

Qjn ! = (fw’apjn)
— /J dvr?dQ (5 0upin — pinOu )
= —2i | dvr?dQp;0,.f5 (3.23)
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3. DERIVACION

donde se ha integrado por partes en v en ambas expresiones.

El calculo de ambos coeficientes es directo y puede verse en el apéndice A.
Como resultado final se obtiene que, para paquetes de ondas con n — oo centrados
en w = wj, los coeficientes de Bogoliubov se relacionan segun

dnMw; 2iw'v
Qjnw’ = —€ e Hﬂjn,wl' (324)
De manera que el valor de expectacién del niimero de particulas es

T,
exp (8rMw;) — 1

(Osn| Nm 05 "2 (3.25)

Este es el resultado principal derivado por Hawking: Un agujero negro emite
particulas con temperatura

1
- 8tM
en unidades naturales. Debido a que en el limite 6ptico geométrico (I'y, = 1) el

valor de expectacion corresponde a la distribucion de un cuerpo negro, I'y, se
denomina factor de cuerpo gris.

Tn (3.26)

3.2. Factores de cuerpo gris

En la seccion anterior derivamos la distribuciéon del nimero de particulas me-
diante la forma asintotica de los modos salientes. A continuacion revisaremos
con mayor detalle los modos normales en el espacio-tiempo de Schwarzschild e
indicaremos la metodologia de obtencion de los factores de cuerpo gris.

3.2.1. Modos normales en geometria de Schwarzschild

La ecuacion de movimiento de un campo escalar real sin masa esta dado por
la ecuacion de Klein—Gordon

O = ¢, VIV"T(x) = 0. (3.27)
Realizando la separacién de variables

Wom (7, 1) = ¢ir)nm(e, P)e ™", (3.28)

donde Y}, (6, ¢) son los armoénicos esféricos, la ecuacion diferencial para la parte
radial puede reescribirse segun:

( d‘i; + (K — w(r))) Y(r*) =0, (3.29)
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3.2. FACTORES DE CUERPO GRIS

donde k =wy

(3.30)

es el potencial efectivo.
La ecuaciéon (3.29) corresponde a una ecuaciéon de onda tipo Schrodinger en
funcién de la coordenada tortuga o coordenada radial de Regge-Wheeler,

r—2M
= 2MIn —— 3.31
r r—+ n IR ( )

con un potencial tipo barrera. Como se puede ver en la Fig. 3.3, el potencial
efectivo se anula en el horizonte (r* — —o0) y en el infinito (r* — o0), con lo
cual las soluciones en ambos limites corresponden a ondas esféricas en términos
de r*.

La ecuaciéon diferencial tipo Schrodinger puede interpretarse de la misma ma-
nera que en el problema de dispersion inelastico de ondas parciales, donde la
coordenada radial (en espacio-tiempo plano) se extiende a r < 0 con el objeto de
definir con un potencial efectivo la pérdida de energia en otros grados de liber-
tad [12]. Esto permite definir un cambio de fase complejo que modela la pérdida
de flujo entrante debido a la filtracion hacia la region extendida. Aunque este
procedimiento es fenomenoldgico en el contexto de mecanica cuantica, en este es-
cenario representa una dispersion en una regiéon completamente fisica en funcién
de 7* que se extiende de —oo (horizonte) a +o0o (regién asintéticamente plana).
Asi, el potencial V(r) de la ec. (3.30), representa una interaccion finita localizada
entre ambas regiones en torno al origen r* = 0.

El factor de cuerpo gris se define como la probabilidad de transmision sobre la
barrera o potencial, ec. (3.30). Por lo tanto, dependen del momento angular [ y la
frecuencia angular w. Ademads, se encuentran relacionados a la seccion transversal
de absorcion

Uabs( ) 71-72

i(zz +T(w). (3.32)

Observemos que esta cantidad se obtiene de la dispersiéon de ondas planas, ec.
(3.3), y es proporcional a la suma de las probabilidades de transmisiéon de cada
modo:

l

STi(w) = S+ D), (3.33)
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3. DERIVACION

V,[rs'z](unidades naturales)

1 2 3 4 5

rlrs]

FI1GURA 3.3: Potencial efectivo Vi(r) de un campo escalar dado por la ecuacién (3.30) en
funcién de la coordenada radial en unidades de radio de Schwarzschild, r.

3.2.2. Ondas en geometria de Schwarzschild

Para resolver la ecuacion diferencial es necesario imponer las condiciones de
borde. Noétese que en los modos de interés p,,, con u — oo, hemos mostrado que
los modos cruzan el cascaréon en Ry ~ 2M, cuando el espacio-tiempo en la regién
exterior casi se ha establecido. Luego, consideraremos como buena aproximacion
que las ondas emergen desde el horizonte, de la misma manera que en un agujero
negro eterno.

Imponiendo modos puramente salientes en Z tenemos asintéticamente:

e (AT ey

w,l elwr” ., — +o0.
donde A™ es el coeficiente de incidencia desde el horizonte en el pasado y A" es
el coeficiente de salida en el horizonte futuro, como se indica en la Fig. 3.4.a.

Ya que el wronskiano W (11, 19) = 11105 — 191)} de dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial (3.29) es constante, es directo demostrar
a partir de definir

1 A (w
ti(w) = AP (@) y m(w) = A?l‘“((w)) (3.35)

y evaluar el wronskiano en la regiones asintéticas, r* — 400, que los coeficientes
satisfacen

it (w)|* + ry(w)]* = 1. (3.36)
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3.2. FACTORES DE CUERPO GRIS

Modo UP Modo IN

FIGURA 3.4: Modos (a) UP e (b) IN representando la dispersién segin las condiciones de
borde aplicadas en la aproximacion de un agujero negro eterno.

Otra configuracion fisicamente relevante es la dispersién de ondas incidentes
desde el infinito, la cual produce produce ondas puramente entrantes en el hori-
zonte HT, Fig. 3.4.b:

ity [T BT ey
’ e , 1 — —00
Del mismo analisis, definiendo
1 BOUt(w)
Tiw)=zm— v Riw)=—~ (3.38)
B (w) B'(w)
se encuentra que los coeficientes 1) y R, satisfacen:
Ty(w) P + [Ry(w)* = 1. (3.39)

out

Definimos adicionalmente como soluciones linealmente independientes a 0%

y 139" Jos modos

S0t = ()T Y Wl = ()" (3.40)

Los modos 139" y 9% se muestran en la Fig. 3.5. Ya que estos modos no

poseen data en ZT y HT, respectivamente, pueden expandirse en términos de g,
y p, tratados en las secciones anteriores.

27
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(a)
fH+

Modo DOWN Modo OUT

FIGURA 3.5: Modos (a) DOWN y (b) OUT representando la dispersién segiin las condiciones
de borde aplicadas en la aproximacién de un agujero negro eterno.

Adicionalmente, aplicando las propiedades del wronskiano entre todas estas
soluciones, se tiene que
Ti(w) = t;(w) (3.41)
Ti(w)ry (w) = —Ri(w)t; (w)
Es decir, la fraccion de la onda que no es retrodispersada es la misma para
ondas originadas desde el horizonte de eventos o desde el infinito.

3.2.3. Metodologia

Dada la equivalencia anterior, estudiemos la probabilidad de transmisién para
la dispersion de ondas desde el infinito. Reescribiendo la ecuacién de movimiento
(3.27) con x = kr y xs = krg para la separacion de variables:

Ui (7 1) = R(r)Y,™(0, ¢p)e ™", (3.42)
se obtiene para la parte radial la ecuacién diferencial
d? dR
x(xr — xs)zdaf + (v — x5) (22 — IS)% + (23 + (z — 2)(1 + 1)) R(x) = 0.
(3.43)

En esta forma, las soluciones fisicas tienen un comportamiento asintético [13]

R ~ z'“/47r(2.l + 1)61‘6141% [e—z‘(az+xs In(z—x,)) (_1)lslei(x+:z:s ln(xfxs))} Lo 1
T—00 Nr $2

44)
Ry v, ai(ws)(z — )T + O ((x - 2,)).

T—Tg
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3.2. FACTORES DE CUERPO GRIS

donde S; es la amplitud de retrodispersion, d; es el cambio de fase y g;(xs) solo
depende de [ y x,.

Matematicamente es conveniente definir una nueva solucién radial ¢;(r) con
g1 = 1, la cual difiere de R; unicamente en normalizacion. Definiendo F4) y i)
como aquellas soluciones de onda puramente entrantes y salientes en el infinito,
entonces

il w) = 17 (@) Figey ) + [ (@) Fy oy (w, ). (3.45)
Luego, los coeficientes estan determinados por
r(x — T,
9 = 2w [ 0. e, )
_ r(xr — X,
1) = =y (B (e ) a2 (3.46)

Estas relaciones se obtienen directamente a partir del wronskiano correspon-
diente a la ecuacion diferencial:

W
con Wy constante. En particular, evaluando Wlp, ¢*| en x — x4
. 21T .
Wlp, 0] = o) s Wy = 2iz”. (3.48)
y x — o0:
Wi, o' = 1A PW i, Bl + 1A PWIFC, Bl (349)
(=) 2 20 (+) (. 2 2
= )| ———m— )| ——m— 3.
se obtiene la relaciéon de conservacion
()12 2
1 |fl(_)‘ = (3.51)
PV
De esta forma, considerando
_ (+)
Si(xy) = 0 = —fl(_)(xs) (3.52)
fi 7 (xs)
se obtiene el factor de cuerpo gris:
2
:'CS
N(w)=1-|5*= P (3.53)
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Ya que fl(_) estd dado por la ec. (3.46), resolveremos numéricamente para
¢i(x,zs) y evaluaremos en un punto finito x = xy > xg, lejos de la zona de
influencia del potencial. Utilizaremos como buena aproximacién Fj) dado por el
comportamiento asintético (3.44) y lo reemplazaremos en la definiciéon del wrons-
kiano

Wifi, fo] = fi(@) fa(x) — f3(@) fi (). (3.54)
3.3. Distribucién de probabilidad

En la derivacion anterior hemos considerado solo el niimero promedio de
particulas creadas por un agujero negro. A continuacién, derivaremos la distribu-
cién de probabilidad (bosones) mediante la expansién del estado vacio inicial en
términos de la base de Fock en ¥ = ZT U H™:

0m) =TT 22 C) Inw)z- )y - (3.55)

ww' m

Consideraremos primero el limite 6ptico geométrico y posteriormente incluiremos
la dispersién ondulatoria en el espacio-tiempo de Schwarzschild.
De las expansiones del campo, (3.4) y (3.6):

d(w) = [ do (A fur +al, 1)

(@) = [ dw (puby + pLbl + qut + q22)

A

tenemos que el operador aniquilacién en Z~, a, = (f,,, ¢), puede expresarse como
combinacién de los operadores de los operadores en X = Z7 U H ™,

Ay = /dw (aww’gw - B:M'BL + 'wa’éw - nzw’é:[;) (356)
donde
Oy = (fw’apw) Buow = _(fcj’?pw)
Yow' = (fw’a QW) Nww = _(f(j;Qw)

son los coeficientes de Bogoliubov. El calculo de los coeficientes se puede realizar
de la misma manera que en la seccién 3.1.2 mediante paquetes de onda. Ya que
segin la ec. (3.24)

. ArMw; 2iw'vyg
Qjn o = —€ ‘e Bjn,w’a
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3.3. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

bastara con obtener las deméas coeficientes.

Notemos que en la derivacion de la distribucién de particulas no hemos espe-
cificado los modos ¢, y es que, debido a que considera parte del colapso, no existe
manera de definir un vector traslacion temporal global en el horizonte, lo que re-
sulta en una ambigiliedad al definir los modos de frecuencia positiva. No obstante,
aun es posible definir un set completo con norma positiva. En particular, para
efectos de simplificar el célculo, se define: [10, 14]:

1 eiw(vaZlMln(vZ]tﬁ))

o = 47ty w T

De este modo, del producto de Klein—Gordon, los coeficientes de Bogoliubov estan
dados por:

Yo = —2i [ d*xv/=99" (4.0, £3) (3.58)

O(v —vg). (3.57)

1 eiw(vH—4M ln(vZ;CIH )) Z.w, eiw’v
= 2 [ dor’dQ | — -
i ), dor ( e ; v o)
(3.59)
y
— 9 3 Ov
Now = 20 [ d*2v/=99" (4.0, fur) (3.60)
1 eiw(vH—4M ln(vaf[ )) i e—iw’v
= 24 2400 | — — o).
Z/I_dUTd ( o . p e O(v —vg)
(3.61)

Asi, con el cambio de variable z = v — vy, se tienen las relaciones (véase
Apéndice A):

drMw g* —ArMw  *
Vww' = —€ ww' Y Tww = —€ Qe - (362)

Puesto que el estado vacio |0;,) se define como el estado que es aniquilado por
a,, con cualquier frecuencia w:

Gy [0) =0, Vo, (3.63)

usando (3.56) y (3.55), es posible determinar el estado vacio en la base de Fock
en tiempo tardios.

Alternativamente, notemos que de expresar nuevamente los operadores crea-
cién y destruccion como combinacién de a,, y @) :

Bw - /dw/ <azw’&w’ o B:Jw’&j) ’ ZA)L - /dw/ <ﬁww’&w/ + @ww’&l:’) ’

éw - /dw/ (votw/aw’ - no*Jw’&L/> ’ éIJ - /dw/ <77WW'&w/ + /wa’&ju’> ’ (364)
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el estado vacio es aniquilado por
([;w _ 6_47T]V[wéi]) ’Oin> — 0 y
(€ — e *™Mbl) [05) = 0, (3.65)

donde hemos usado relaciones (3.62). Los operadores en paréntesis, corresponden
a una transformacién unitaria de un operador squeezed (comprimido) [15, 16]:

SHC) by S(C) = by, — e ™Mwel

w

ST(¢) &, 8(¢) = &, — e~ Mp (3.66)

U

S(¢) = ea(¢huto—CLeL) (3.67)
o bien,

S’(C) _ eexp(—47er)lA7LéLeln(l—exp(Swa))%(IA)I,IA)M+6L€W+1)€— exp(—47er)lA)wéw. (368)

Luego, ya que los operadores Bw y &, son operadores que aniquilan el vacio en Z
y H*, respectivamente, tenemos a partir de la ecuacion (3.65):

bo (SO 10m) =0 Vo — S(C)|0w) = [0)7+
& (S(O10m) =0 Yo = S(0)[0w) = |0)s . (3.69)

i.e. las proyecciones de los vacios |0)7- y |0)7+. Luego, ya que el vacio en tiempos
tardios se construye como el producto tensorial de los vacios en Z7 y H*:

[Oout) = |0>I+ ® |0>7-L+ ) (3.70)
la expansion de |0,) en la base de Fock de ¥ = ZT U H ™ estd dada por:

0) = 51(0) 00u) = T(1 = ") Zexp (et

w

_ 1;[(1 . e—Swa)1/2 znze—zmen ‘nw>z+ ® ‘nw>7.[+ . (371)

Luego, el estado vacio inicial describe la creacion de multiples pares de particu-
las correlacionadas en las que una de estas entra al agujero negro justo después
de su formacién, mientras que la otra escapa al infinito. Cabe senalar que, es-
trictamente, sélo para este ultimo se tiene una interpretaciéon fisica de particula
inequivoca [17]. Por otro lado, se sigue que la probabilidad de encontrar n particu-
las (bosones) en un modo w es:

P(n) = (1 — exp(—8mMw)) exp(—8mMwn). (3.72)
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Luego, ya que solo las particulas salientes son observadas en Z, la probabilidad
de observar particulas en el infinito en un modo w (en la aproximacion del limite
dptico geométrico) es idéntica a la distribucién térmica de un cuerpo negro a
temperatura T = Ty, ec. (3.26) [14].

Hasta el momento hemos omitido la retrodispersion ocasionada por el potencial
efectivo. Para incluirlo notemos que de la seccién 3.2.1 los dltimos modos en salir
desde el cuerpo en colapso son dispersados en la regién de Schwarzschild:

by =tH(w)pw + (W), (3.73)

con lo cual parte es transmitida al infinito y otra parte es retrodispersada al
horizonte de eventos. Esto modifica la distribucién térmica y la expansién del
estado vacio |0y,) mediante:

Nz — —= + 7)) [0)74 @ [0}y - (3.74)

Retomaremos posteriormente este resultado en nuestro andlisis del espectro de
un agujero negro de Schwarzschild.
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Capitulo 4
Resultados y analisis

En el capitulo anterior hemos derivado la distribucién del niimero promedio de
particulas escalares emitidas, ec. (3.25), incluyendo las desviaciones determinadas
por el factor de cuerpo gris, I';(w). La generalizacion a otras especies es directa y
sigue el mismo procedimiento. En particular, la principal diferencia ocurre para
el caso de fermiones en el signo del denominador ntiimero de ocupacién, ec. (3.25),
a causa de las relaciones de anticonmutacién y las ecuaciones que satisfacen los
coeficientes de Bogoliubov, (2.62) y (3.18). En base a lo anterior, la tasa de emision
de una particula de especie i, spin s; y grados de libertad g;, en un tiempo dt y
frecuencias [w,w + dw| estd dado por (recuperando unidades) [18,19]

EN; g w2+ DI (w)
dwdt — 2m elw/ksTu — (—1)2si

(4.1)

El numerador de la expresion anterior estd intimamente relacionado con la
seccion transversal de absorcion:

w2

o (w) = wZ(2l+1)F()( w), (4.2)

la cual determina la cantidad de particulas que llegan al infinito sobre todo el
angulo solido con respecto al flujo de energia emitido. De esta expresion, definimos
la seccién transversal parcial como

o' (w) = "5 @+ DI W) donde 0¥(w) =S of(w).  (43)

w? l

La potencia emitida total o luminosidad de un agujero negro esta dada por la
potencia emitida por cada especie:

(2 hwg
Poot(M / AP0 ) =g (4.4)
Asi, la tasa de pérdida de masa viene dado por:
dM 1
E = —ijtot(M) (4'5)
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4. RESULTADOS Y ANALISIS

A continuacién mostraremos los resultados obtenidos para los factores de cuer-
po gris y las tasas de emision de cada especie. Haremos particular énfasis en el
caso escalar y vectorial (fotones). Posteriormente analizaremos el comportamien-
to realizando una aproximacion semiclasica, la cual nos permitira interpretar la
relevancia de los factores de cuerpo gris en el espectro térmico de agujeros negros.
Finalmente analizaremos los efectos de la dispersion en la expansion del estado
10;,) en la base de Fock de un observador situado en el infinito.

4.1. Factores de cuerpo gris

4.1.1. Campo escalar real

En la Fig. 4.1.a presentamos los resultados numéricos del factor de cuerpo
gris, ec. (3.53), en funcién de la frecuencia angular en unidades [r;!c], donde r,
es el radio de Schwarzschild y ¢ es la velocidad de la luz, para los primeros cin-
co modos de momento angular [. Como se puede observar, las curvas presentan
un comportamiento creciente, aumentando desde un valor nulo hasta alcanzar
asintéticamente la unidad. Ademas, se observa que el factor de cuerpo gris alcan-
za valores cercanos al maximo a menor energia mientras menor sea el momento
angular [, en intervalos de aproximadamente Aw = 0,5[r;!c]. Este comporta-
miento se puede entender debido a que las particulas menos energéticas no son
capaces de superar la barrera de potencial efectiva de la ecuaciéon diferencial ti-
po Schrodinger, la cual aumenta con el nimero cuantico [, Fig. 3.3. Destacamos
que a bajas energias, el inico modo que se transmite significativamente hasta un
observador en el infinito es el término monopolar (I = 0). No obstante, inclu-
so para este modo, que representa una radiacion isotropica , la probabilidad de
transmision tiende a cero con w — 0. Por otro lado, debido a que la frecuencia
angular esta en términos del radio de Schwarzschild, las curvas de los coeficientes
de cuerpo gris son invariantes ante reescalamientos del tamafo del agujero negro
y por tanto, se mantienen las mismas curvas independiente de la temperatura y
el estado en el proceso de evaporacion.

En la Fig. 4.1.b presentamos la secciéon transversal de absorcién parcial, o;, en
unidades de [r?] para los primeros cinco modos. Como se puede observar, cada
seccion transversal de absorcion alcanza un méaximo resonante y decae a cero en el
limite de altas energias. De igual manera que en el caso del factor de cuerpo gris,
los méximos de o; ocurren en intervalos Aw = 0,5[r;tc7!], aproximadamente,
entre curvas con Al = 1. Obsérvese que tanto el decaimiento a altas energias
como la disminucién del maximo de o; a medida que aumenta [ se debe al factor
w™? en la expresién de la seccién transversal de absorcién, ec. (4.2). Por otro lado,
en el limite de bajas energias, el inico modo con seccién transversal parcial no
nula corresponde al modo [ = 0.
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al [rsz]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

w [rs_1C]

FIGURA 4.1: (a) Factores de cuerpo gris I'j(w) en funcién de la frecuencia angular w en
unidades de r;'c para los primeros modos de un campo escalar. (b) Seccién
transversal parcial en unidades de r? en funcién de w para los mismos modos.

La seccion transversal total o, se muestra en la Fig. 4.2. A partir de la figura,
se aprecia que a medida que aumenta la energia, la secciéon transversal total se
incrementa a partir del area del agujero negro (representado por la linea roja
punteada) y oscila en torno a la seccién eficaz de captura cléasica o. = (27w /4)r?
(linea azul punteada). Se atribuye el comportamiento oscilatorio a los efectos de
la difraccion y a la contribucion de nuevos modos en la seccién transversal parcial.
Asimismo, la convergencia en el limite de altas energias se atribuye al decaimiento
de o; y a la contribucion significativa de sélo un nimero finito de modos a una
frecuencia dada, Fig. 4.1.
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T T T T T T T T T T T

Seccion eficaz ]
de captura

N
6]
T

27 /rrsz
k JC [
—_ [ 4
N, 15 i ; ]
& Area del agujero negro
o F
[ op =4 rs2
10 ]
5f ]
o [ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L
0 1 2 3 4

w [rs_1C]

FIGURA 4.2: Seccién transversal de absorcién total en unidades de r? en funcién de la fre-
cuencia angular w.

4.1.2. Campo vectorial

En el caso de un campo vectorial, la dispersién en una geometria de Schwarzs-
child estd determinado por las ecuaciones de movimiento [20-22]:

v, F" = 0. (4.6)

donde F* = VHFAY — V" A* es el tensor de campo electromagnético y A* es el po-
tencial electromagnético. Utilizando un gauge de Coulomb, es directo demostrar
que los componentes satisfacen una ecuaciéon diferencial radial tipo Schrodinger
con potencial (apéndice B):

VEM ) = (1-12) (l(l“)) | (4.7)

r r2

para ambas polarizaciones. Las probabilidades de transmisién, i.e. los factores
de cuerpo gris, son por lo tanto independientes de la polarizaciéon y pueden ob-
tenerse siguiendo la metodologia de la seccion 3.2.3, al imponer soluciones que
asintéticamente correspondan a ondas planas polarizadas. Esto implica que en
la expansién multipolar de una onda plana en direccién Z en armoénicos esféricos
vectoriales solo aparecen modos con [ > 1 y m = 41, como consecuencia a la
helicidad impuesta por el espin no nulo. En la Fig. 4.3 se muestra el potencial
efectivo en funcién de r de este campo vectorial sin masa.

La Fig. 4.4.a muestra los factores de cuerpo gris, I';, en funciéon de w en uni-
dades [r;!c| para los primeros cuatro modos de un campo vectorial y una de las
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V,[rs'z](unidades naturales)

| 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |

1 2 3 4 5

rlrs]

FIGURA 4.3: Potencial efectivo Vi(r) para un campo vectorial sin masa dado por la ecuacién
(4.7) en funcién de la coordenada radial en unidades de radio de Schwarzschild,
rs.

polarizaciones. Como se puede apreciar, las curvas presentan el mismo comporta-
miento creciente que en el caso escalar, convergiendo asintéticamente a la unidad
a altas energias. Ademas, observamos un ligero desplazamiento en las frecuencias
donde se incrementa significativamente el factor de cuerpo gris, en comparacion
al caso anterior. Esto se origina debido a la ausencia del término independiente
de [ en el potencial vectorial efectivo, ec. (4.7), o bien, al cambio en las barreras
de potencial, Fig. 3.3 y 4.3. Destacamos que debido a la ausencia del modo mo-
nopolar (I = 0) en la expansion de ondas planas polarizadas, la transmision de
los modos es despreciable en el régimen de bajas energias. Luego, casi todas las
ondas “emitidas” en este régimen son reabsorbidas por el agujero negro.

La seccion transversal parcial para un campo vectorial sin masa se muestra
en la Fig. 4.4.b. Nuevamente, se observa un incremento en o; hasta alcanzar
un maximo resonante, seguido de un decaimiento asintotico a altas energias.
Comparando con el caso escalar, se puede apreciar que las frecuencias resonantes
presentan un corrimiento hacia mas bajas energias y que ademas, se alcanza un
mayor valor en la seccion transversal parcial en comparacion a los mismos modos
de momento angular /. Fig. 4.4.c muestra la seccion transversal de absorciéon total,
dado por la suma de todas las secciones transversales parciales. A diferencia del
caso escalar, esta cantidad se incrementa desde cero hasta oscilar en torno al
mismo valor de la secciéon eficaz de captura, 0., como resultado de la ausencia del
modo monopolar. Por consiguiente, la seccién transversal de un campo vectorial
sin masa se encuentra suprimida en el régimen de bajas energias.
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FIGURA 4.4: (a) Factores de cuerpo gris I'j(w) en funcién de la frecuencia angular w en
unidades de r;'c para el caso de un campo vectorial sin masa. (b) Seccién
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0 1 2 3 4
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FIGURA 4.5: Seccion transversal total (sumada sobre todos los modos con momento angular
definido) de particulas no masivas en unidades de r2 en funcién de la frecuencia
angular w.

4.1.3. Otras especies

La dispersién de estas y otras especies de particulas (sin masa) en un espacio-
tiempo de Schwarzschild ya han sido estudiadas por otros autores previamente
[19,23-27]. En general, se encuentra que todas las ecuaciones de movimiento se
reducen a ecuaciones tipo Schrodinger con potenciales efectivos modificados. En

particular, para el caso bosdnico se tiene que el potencial efectivo viene dado
por [28]:

oo = (1= ) (P + =), -

r 72 r3

donde s es el espin. Con el propdsito de comparar entre especies, presentamos
en la Fig. 4.5 la seccién transversal de absorcion total (omitiendo factor de dege-
neracion) para especies sin masa con s = {0,1/2, 1,2}, siguiendo la metodologia
vista en la seccién 3.2.3. Como podemos observar, todas las curvas presentan el
comportamiento oscilatorio determinado por las contribuciones de las secciones
transversales parciales, alcanzando en el limite de altas energias la secciéon eficaz
de captura. Por otro lado, para el limite de bajas energias, la secciéon transversal
se ve suprimida para particulas con espin superior. Esto se debe, tal como en caso
de fotones, a la helicidad de las particulas y a la ausencia de modos con [ < s en
la expansiéon multipolar de las soluciones polarizadas. Por lo tanto, esta supresion
aumenta a mayor nimero de espin.
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FIGURA 4.6: Tasa de emision espectral de particulas sin masa en funcién de la frecuencia
angular en unidades de r;'c. Se incluye emisién espectral de un cuerpo negro
a misma temperatura Ty con area superficial igual al area del horizonte de
eventos.

4.2. Tasas de emision

Los resultados previos muestran que las particulas emitidas con frecuencia
angular w ~ r; ¢ (o longitudes de onda comparables al radio de Schwarzschild,
A ~ rg), son practicamente reabsorbidas en su totalidad por el agujero negro.
No obstante, la distribucién estadistica indica que la mayoria del nimero de
particulas creadas se encuentra precisamente en este rango de frecuencias (w ~
kpTy ~ r;te). Luego, el espectro de emision en este régimen diferird ampliamente
en comparacion al espectro de una cavidad de un cuerpo negro (de largo L > 1)
con la misma temperatura.

En la Fig. 4.6 se muestra la tasa de emision espectral para las distintas es-
pecies. De acuerdo con lo presentado, se puede observar una fuerte dependencia
del espectro a la naturaleza de las particulas, como consecuencia del fenémeno
de retrodispersion y de la ausencia de modos con [ < s. Para valores de espin
superior s, se encuentra que el espectro presenta un corrimiento hacia el ultravio-
leta y un menor pico en la tasa de emision debido al menor nimero de particulas
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emitidas a altas frecuencias, aiin cuando el niimero de grados de libertad es ma-
yor. Senalamos que las desviaciones en relacién al espectro de una cavidad de
un cuerpo negro (de largo L > 1), permitirian identificar la evaporacién de un
agujero negro con respecto a otros fenémenos del cosmos. No obstante, debido a
que un agujero negro emite toda clase de particulas, es necesario considerar las
modificaciones a este espectro debido al decaimiento de particulas inestables.

La diferencia en las tasas de emision implica que unas especies contribuyen
en mayor o menor medida a la evaporacién de un agujero negro. En base a los
resultados anteriores, se tiene que la potencia de emision de cada especie viene
dado por:

2 r

3,2-107% (%) % , paras=20
3510728 (%)2 ] para s = 1/2

P=1<" M, Lsl? 4.9
1,4-10728 (%)2 {ﬂ , paras=1 (4.9)
1,7-107% (%)2 % , para s =2

con M la masa solar. Determinar la potencia total emitida por un agujero negro
resulta esencialmente complejo, ya que depende del modelo tedrico de la fisica de
particulas aplicado. Estimaciones en base al modelo estandar bajo la aproxima-
cién ultrarelativista pueden encontrarse en [18]. Si bien el orden de la potencia
de emision es comparable a los resultados encontrados, cabe senalar que para
particulas masivas la ausencia de la invariancia de gauge para s = 1y s = 2,
ha de reincorporar los modos [ < s para algunas polarizaciones. Esto sugiere
que parte de la tasa de emision y la potencia emitida ha de incrementarse a ba-
jas energias, y por tanto, su tasa de evaporacion. Por otro lado, comparando la
potencia de emision de fotones y la potencia de emisién en la aproximacion de
cuerpo negro, (2.20), encontramos que la potencia de emision de éste ltimo es
un orden de magnitud menor. Comparando la expresién de cada especie,

P = [dw ol e

2T 02 elhw/kT _ (_1)231. (4.10)

con la de un cuerpo negro a la misma temperatura, ec. (2.16), podemos notar que
el area superficial de emisién es A(w) = 40. Si bien este depende de la frecuencia
angular w, en el limite de altas energias esta area corresponde al area superficial:

A4 (3\2/_7“) : (4.11)

Es decir, el area de una esfera dado por el parametro de impacto critico. De este
modo, la potencia de emisién es mayor ain cuando hayan efectos dispersivos, ya
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que el area de emision es en realidad mayor que el area del horizonte de eventos.
Observemos que en este limite donde la seccién transversal es constante se tiene
precisamente el espectro térmico de un cuerpo negro. Esto sugiere que los efectos
dispersivos no son ajenos a la termodinamica del agujero negro, ain cuando a
bajas energias originan desviaciones importantes en el espectro. A continuacién
analizaremos este aspecto.

4.3. Analisis semiclasico

De acuerdo con lo presentado, los factores de cuerpo gris son fundamentales
en la determinacién del espectro, la potencia emitida y el area superficial de
emisién. Ahora bien, a causa de la comparativa con un cuerpo negro, (4.10), es
mas eficiente analizar el comportamiento de la seccién transversal de absorcion.
Para comprender el porqué éste converge a la secciéon eficaz de captura, notemos
que para fotones, el potencial efectivo (4.3) coincide formalmente con el potencial

que se obtiene de analizar la ecuacién de la geodésica en un espacio-tiempo de
Schwarzschild [29, 30]:

o (dr\? 9 re\ ¢2L?
c (dQ —E (1 r) 5 (4.12)
donde F y L son las cantidades conservadas de energia y momento angular (clasi-
cas), respectivamente, y A es el parametro afin. Luego, ya que toda particula con
energia E' y momento angular L que cae desde el infinito al agujero negro puede
recorrer la misma trayectoria invertida (si se origina en la afueras del horizon-
te), encontramos que las particulas emitidas de un agujero negro deben tener
exactamente los mismos parametros. Esto es, un parametro de impacto menor

al parametro de impacto critico en el problema clasico de captura gravitacional,
Fig. 4.7:

L| 3v/3
D(E,L) = 2 < by = "1, 4.1
( ) ) ‘ﬁl < t 2 r ( 3)

donde F = |plc. En otras palabras, un observador en el infinito ve brillar un
objeto con area transversal:
9 27

2
—TTy,

(4.14)

0= ﬂ-bcrit -
la cual es la seccién eficaz de captura. Esto es consistente con el tamano efectivo
de esta fuente emisora, (4.11).

En la derivacion de la radiacion de Hawking el caracter térmico del espectro
observado se debe principalmente a la eleccién de la base ortonormal de modos
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(a) Incidencia

bcrit

Esfera de fotones
—

(b) Emisién
P Tint = Ers
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[ —
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2

F1GurA 4.7: Diagrama del problema clasico de captura gravitacional en un agujero negro de
Schwarzschild (circulo negro) para (a) particulas paralelamente incidentes desde
el infinito y (b) la misma trayectoria con inversién temporal. La circunferencia
punteada representa la esfera de fotones de radio ri, = 3rs/2.

de frecuencia positiva definida en Z7. Este resultado resalta el caracter local de
las mediciones realizadas por un observador en el infinito: la detecciéon de un flujo
de particulas desde el agujero negro (segin su base de Fock) y la potencia de
emision sobre el area transversal que ve brillar, le permite medir las propiedades,
como la irradiancia y temperatura, de este cuerpo.

Si bien la interpretacion clasica reproduce correctamente la seccion transversal
de absorcién en el limite 6ptico geométrico, la descripcion completa del fenémeno
de reabsorcion requiere considerar los efectos ondulatorios y la cuantizacion del

momento angular. Ahora bien, definiendo el pardmetro de impacto semiclasico
[12,31]:

L] R+ 1)
Il hk
es posible reproducir el mismo analisis en dispersion de ondas esféricas. Esta

cantidad se justifica ya que indica el punto sobre el cual la energia del modo
se iguala al potencial centrifugo en un espacio-tiempo plano, dando una nocién

bi(k) (4.15)
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Area anillo
circular

o] = 27Tb[Abl

FiGURrA 4.8: Diagrama de un flujo de particulas sobre un plano perpendicular a su direccion
de movimiento con valores discretos del parametro de impacto by(k), ec. 4.15,
y el area del anillo circular que forma entre modos contiguos al impactar en el
plano.

de hasta donde logran penetrar la propagacion de las ondas. En efecto, esto
puede verse directamente del andlisis de la region oscilatoria y amortiguada de la
ecuacion diferencial de la parte radial de las soluciones (en coordenadas esféricas)
de dicha geometria:

d?j;  2dj l(l+1
Sl L </€2 — (:2)> g1 =0, (4.16)

donde k = w/c, y que corresponden, evidentemente, a la ecuacion diferencial que
satisfacen las funciones esféricas de Bessel.

Vale notar que en este enfoque semiclasico la seccion transversal de estos modos
corresponden a anillos circulares dados por un radio promedio 0; y un ancho
Ab; = biy1(k) — bi(k) que representa la diferencia entre el parametro de impacto
de dos modos contiguos (Al = 1). Asi, el area de impacto de este modo es:

o] = QngAbl. (4.17)

Luego, considerando [ > 1, donde

1 1 1

en base a la ec. (4.15), encontramos que reproducen consistentemente la parte
incidente de la seccién transversal de absorcion utilizado en la dispersion ondu-
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latoria, ec. (4.3):

o~ Y (24 1). (4.19)
k l

De este modo, en analogia a la dispersiéon clasica, la expansién multipolar de
una onda plana ~ e+*" representa la descomposiciéon de un flujo continuo de
particulas sobre un plano en particulas que inciden a distancias discretas b;(k)
con respecto al centro, como se puede apreciar en la Fig. 4.8.

En la teoria de dispersion, el analisis mediante ondas parciales es particular-
mente Util en interacciones con un potencial localizado:

V(r) =0, para cierto radio r >> . (4.20)

ya que, en concordancia al analisis anterior, se puede inferir que solo aquellos
modos con un parametro de impacto menor a la zona de influencia del potencial,
Tint, Seran afectados.

A partir de la ecuacién diferencial tipo Schrodinger del campo vectorial sin
masa,

ER (kz (1=l ”) R(+*) = 0 (4.21)

dr*2 r r2

se tiene que la region de interaccion r;,; para la dispersion en un espacio-tiempo
de Schwarzschild esta dada por la localizacion del maximo del potencial efectivo
(o el punto donde la ecuacion diferencial pasa de un régimen oscilatorio a uno
amortiguado). Asi se obtiene que la regién de interacciéon viene dado por:

3

Tint = =T, (4.22)

2
el cual es el radio de la esfera de fotones. Notemos que desde el punto de vista
semiclésico, los inicos modos que se veran absorbidos (o expelidos) por la presen-
cia del agujero negro, seran entonces aquellos modos con parametro de impacto
menor a:

bi(k) = M < Tint (1 _

(4.23)

2 TS?

s )5_3\/3
. _

Tint

similar a la dispersion clasica. Cabe sefialar que esta aproximacion es equivalente
a definir de manera determinista si las particulas interactiian o no con el objeto
que las dispersa, por lo que desprecia los efectos ondulatorios y el tunelamiento
en la barrera.

Bajo esta aproximacion, existe un valor maximo de momento angular, [,,.z,
que satisface la desigualdad. Asi, la seccion transversal de absorciéon vendra dada
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por la suma de todas las secciones transversales de los modos que logran ser
absorbidos (en el caso de incidencia desde el infinito):

SO _ T S~ (9141)0 (3\2/§TS B ﬁ/Z(z]j 1))

o

abs _ﬁl

T lmag m 9
= E Xl: (2l + 1) = ? (lmax + 1) ) (424)

donde

| (4.25)

segin la ec. (4.23).
En base al calculo anterior, reconocemos ademaés el factor de cuerpo gris en la
aproximacion semiclasica:

(k) = © (3\2/§r5 - Vl(lkf 1)) | (4.26)

lo cual describe la probabilidad de transmision clésica. Es decir, si la particu-
la escapa o no, segun excede el umbral energético impuesto por la barrera de
potencial.

Definiendo ¢ con 0 < § < 1 como la diferencia con el valor entero en [, y
considerando k > (3+/3/2)r, entonces la seccién transversal en el limite de altas
energias viene dado segun:

2

2
so) ™ (3V3 0
Oubs " = 13 (2 r$k> 1+ <3\2/§rsk:) , (4.27)

lo que indica, en concordancia a nuestros resultados previos, que la seccién trans-
versal de absorcién oscila en torno a la seccion eficaz de captura. Luego, desde el
punto de vista semiclasico, si un agujero negro emite particulas en todas direc-
ciones y en todas las energias disponibles, entonces un observador en el infinito
ve brillar un cuerpo de un area transversal dado aproximadamente por la seccion
eficaz de captura, pero con particulas que inciden en valores discretos del parame-
tro de impacto, formando anillos iluminados dentro de esta area. Obsérvese que
la cantidad de anillos es mayor si se detectan particulas mas energéticas.
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Adicionalmente, a partir de la ec. (4.27), notemos que estos efectos, causados
por la discretizacién del momento angular, son apreciables mientras las longitudes
de onda (A = 27 /k) de las particulas emitidas sean del orden del parametro de
impacto critico, o bien, sean particulas con energias:

-1
E::hkCAJhc(gg§m> 2115-1011<§§v[eV] (4.28)

donde M es la masa solar. Para un agujero negro con una masa solar estas
energias son muy pequenas y, en la practica, indetectables. No obstante, como
hemos mencionado, este es justamente el rango de energias en el cual opera la
radiacién de Hawking:

he

4mrg

E~kpTy =

M%>@vy (4.29)

~52-u)”<
’ M

En otras palabras, el fenémeno de evaporacion de agujeros negros, ocurre en un
régimen donde la naturaleza ondulatoria de las particulas y la discretizacion del
momento angular es siempre relevante, ya sea para agujeros negros astrofisicos,
como para agujeros negros primordiales muy pequenos.

Para otras especies el analisis es analogo, puesto que en el limite [ > 1 el
potencial centrifugo domina en los potenciales efectivos de cada teoria, ec. (4.8).
Modificaciones al parametro de impacto critico en los modos de menor momento
angular se pueden estimar calculando la regién de interaccion del potencial. Para
estos se encuentra que todos los modos tienden al parametro de impacto critico
en el limite antes mencionado.

La comparacion de los factores de cuerpo gris en la aproximacion semiclasi-
ca con los resultados obtenidos en la dispersion de los modos se muestran en
la Fig. 4.9.a. En esta figura, las funciones escalén (curvas coloreadas) indican el
umbral energético a partir del cual las particulas logran alcanzar el infinito, en
consecuencia a la naturaleza determinista de la aproximacion. Por otro lado, las
curvas punteadas indican la probabilidad de transmision de los modos emergen-
tes desde el horizonte, vistos en la seccién 4.1.2. Luego, la diferencia entre ambas
curvas se explica debido a que estos ultimos, por efecto tinel, incluso a energias
menores a los de la barrera de potencial, logran transmitirse parcialmente hasta
el infinito, lo que suaviza la transicion a una transmisién completa. Cabe senalar
que la ausencia del término monopolar ocurre, como ya hemos explicado, inica-
mente debido a la estructura del campo. En particular, desde el punto de vista
clasico, esto equivale a afirmar que un agujero negro no puede emitir particulas
isotrépicamente, o bien, particulas radialmente salientes sobre toda su superficie.
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FIGURA 4.9: (a) Factores de cuerpo gris y (b) seccién transversal parcial en unidades de 12
en funcién de la frecuencia angular w para la aproximacién semiclasica consi-
derando un potencial efectivo andlogo al campo vectorial sin masa. (c) Seccion
transversal de absorcion para el método semiclasico en comparacién con resul-
tado de campo vectorial sin masa.

En la Fig. 4.9.b se muestra la seccion transversal parcial g;. Obsérvese que
el maximo de resonancia es mayor que en el caso de dispersion del campo. Por
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otro lado, la diferencia entre ambas curvas ocurre en torno a las frecuencias
resonantes, principalmente debido a que en la dispersiéon ondulatoria parte de la
onda incidente sigue siendo reflejada a estas energias. Fuera de ese régimen, se
aprecia como ambas curvas convergen.

En la Fig. 4.9.c mostramos la seccion transversal total dada por la expresién
(4.24). En la aproximacion semicldsica, encontramos que la seccién transversal
se incrementa abruptamente de cero para después oscilar en torno a la seccion
eficaz de captura, tal como hemos descrito en la ec. (4.27). Cabe senalar que las
oscilaciones son mas grandes en comparaciéon a los resultados de la dispersion de
los modos. No obstante, reproduce en general el comportamiento ya observado.

4.4. Analisis de la termodinamica de agujeros negros

Hasta la fecha, los factores de cuerpo gris han sido considerados como correc-
ciones al espectro de radiaciéon de cuerpo negro que inicialmente se emana desde
el horizonte de eventos. Ahora bien, como ya hemos podido observar, su incor-
poracion resulta ineludible en la comprensiéon completa del fenémeno. Luego, es
natural cuestionar si éste juega un rol méas trascendental en el espectro térmico
del agujero negro. Contrario a lo previsto, veremos que este es esencialmente el
caso y que, de hecho, los agujeros negros emiten en un espectro aproximadamente
térmico so6lo a través de los efectos dispersivos.

En nuestra derivacién, la creacion de particulas a partir de un espacio-tiempo
en colapso radica en la expansién de los modos de frecuencia positiva en Z* como
combinacién de los modos de frecuencia positiva y negativa en Z~. En particular,
en comparacion con la descripcion microscopica de un cuerpo negro, esto equivale
a decir que los autoestados del sistema aislado ya no son autoestados del sistema
completo (del atémo mas el campo electromagnético, en esta analogia), lo que
implica que las probabilidades de transicién no son nulas y, por consiguiente, que
se emite radiacién espontaneamente. Ahora bien, en un cuerpo negro, modela-
do como una caja caliente de tamano L en equilibrio térmico, la derivacion del
espectro se determina a partir del conteo de los modos vibracionales del campo
electromagnético y del niimero de ocupaciéon promedio en cada modo. No obstan-
te, para un agujero negro, no es tan evidente cuales son estos modos vibracionales,
ni como pueden ser contados o discretizados. Sin embargo, sabemos que solo un
nimero finito de modos superan el “umbral de transmisiéon” al infinito, por lo
que cabe preguntarse si estos son aquellos modos “vibracionales” y si reflejan
consistentemente las mismas propiedades.

Bajo la suposicion anterior, observemos que de la aproximacion semiclasica,
(4.19), si todos los modos normales tienen la misma probabilidad de ocupacién, el
ntimero de modos a una cierta energia, N (w), viene dado por la seccién transversal
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de absorcién (que incluye todos los modos que radian) dividida por la seccién
transversal del primer (y tnico) modo, 0;—¢ = 7/k%. Asi, la cantidad de modos a
una frecuencia angular fija, viene dado por:

2

w abs
N@w) = 5ota” =32+ Dl (4.30)
donde el factor (2] + 1) representa el peso de la degeneracion m = {—1[,...,[}.

Luego, es posible notar que tanto la tasa de emisién de un agujero negro, (4.1),
como la tasa de emisién de un cuerpo negro a temperatura Ty, ec. (2.16), son
fundamentalmente la misma expresion, de manera consistente a lo formulado.
Por otro lado, en el analisis semiclasico, hemos senialado que el espectro de
emision esta dominado por particulas con energia del orden de F ~ kgTy, com-
parables a la separacion energética entre modos disponibles, o bien, vectores de

onda
1
e () as

Esto equivale a decir, luego de comparar con el salto entre los modos de una
cavidad de cuerpo negro (Ak = 27/L, segtn la ec. (4.31)), que la emisién del
agujero negro se asemeja al de una cavidad muy pequena de tamano:

L = 27beyiy. (4.32)

De esta forma, ya que el limite L > 1 (o de un continuo de estados) no se
satisface, tanto la ley de desplazamiento de Wien y la ley de Stefan—Boltzmann
no son aplicables a agujeros negros, lo que explica junto a la prohibiciéon de modos
con | < s las diferencias observadas en el espectro de emision y la potencia emitida
entre diferentes especies.

Finalmente, para justificar que la dispersiéon da a lugar al espectro térmico,
analicemos la distribucién de probabilidad de bosones (incluyendo los factores de
cuerpo gris) mediante la expansion del estado vacio inicial en la base de Fock
asociada a tiempos tardios, (3.71):

05y = TI(1 — 75y 1/2 57 imdon ey @ [piny (4.33)
donde
up 1 T "
1) — = ()i + 1)) 10)z0 @ [0y (4.34)

En esta tltima ecuacién hemos recuperado las etiquetas [ y m de los operadores
creacion y aniquilacion, (3.6).
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En la seccién 3.3 ya hemos senialado que la creacién de particulas, en el limite
optico geométrico, sigue una distribucion térmica de un cuerpo negro y que se
forman pares de particulas correlacionadas entre las que escapan al infinito y
las que caen al horizonte de eventos. Luego, si para los modos que llegan al
infinito se mantiene esta distribucién, entonces podemos afirmar que los modos
y su ocupacion son equivalentes a los de un cuerpo negro. Ahora, para obtener la
distribucion de probabilidad sélo es necesario calcular la matriz densidad asociada
a |Om). De este modo, a partir del valor de expectacion de cualquier operador en

7, O = Og+ ® I+ [10,32]:

<Oin|@|0in> = H (1 — 6_87TM°‘}) io: e—SFMwn

wlm n=0

(i : (k) k'(n o k)'rf)l(l T FWZ)n_k < wlm ‘OI+‘kwlnL >) (435)

j=o n!
—8rmMw\n
_ —87er s (F € )
o ll_[ (1 o )nZO ( _ (1 . F ) _SﬂMw)n_,_l < Nim ‘OZ+‘nwlm>7

A

tenemos de (0in|O[05,) = Tr(pO), donde p es la matriz densidad:
ll_[ Z Pwlm( ) ‘nwlm>z+ <nwlm‘1'+ s (436)

que la distribucién de probabilidad de encontrar n particulas en un modo (wim)
viene dado segun:

Fw —8rMw\n
—87er) ( 1€ ) (437)

Pwlm(n) - (1 - (1 _ (1 -T, )6 87er)n+1

Esta distribucién de probabilidad difiere de la distribuciéon de un cuerpo ne-
gro. No obstante, para aquellos estados (wlm) con I',; = 1 (en la aproximacion
semicldsica), la expresion (4.37) se reduce a:

Poim(n) = (1 —exp (—8mMw)) exp (—8mMwn), (4.38)

en correspondencia a una distribucién térmica.

En consecuencia, tenemos que los modos normales del campo son analogos a los
modos vibracionales de un cuerpo negro a temperatura Ty y que los factores I'y;
no representan las desviaciones con respecto al espectro de emisién de un cuerpo
negro, si no que modulan precisamente los modos “disponibles” a frecuencias
w dadas. Cabe senalar, que la ecuacién (4.38) es estrictamente valida solo en
la aproximacién semiclasica, donde I'y; indica el umbral de energia necesario
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para su emision hasta el infinito. No obstante, es notable que tanto el enfoque
clasico como el cuantico-ondulatorio son necesarios para la identificaciéon de una
distribucién térmica, ya que solo este ultimo explica el estado mixto medido en
7" mediante la correlacién entre particulas que escapan y las que caen al agujero
negro. Kl andlisis anterior tiene fuertes implicancias en el caracter térmico de
agujeros negros, ya que establece que las propiedades térmicas se extienden fuera
del horizonte y que los efectos dispersivos son, naturalmente, parte del mecanismo
que da a lugar a la emision térmica.
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Capitulo 5
Conclusiones y Discusion

En este trabajo hemos estudiado el fenémeno de evaporacion de agujeros ne-
gros de Schwarzschild a través del formalismo de la teoria cudntica de campos en
espacios curvos. Aplicando un modelo simplificado de un colapso gravitacional
en un espacio-tiempo de Vaidya, hemos obtenido la tasa de emision de particulas
con respecto a un observador situado en las lejanias del horizonte de eventos y
hemos calculado los factores de cuerpo gris asociados a la dispersién de ondas en
la geometria curva. Para este tultimo, se ha analizado en detalle el caso del campo
escalar y el de un campo vectorial, ambos sin masa, y examinado el caso de otras
especies estudiados por otros autores. En general, ya que a bajas energias la ma-
yoria de los modos normales se ven retrodispersados y que las configuraciones con
valor de momento angular [ < s (con s el nimero de espin) no estan fisicamente
permitidos, encontramos que la tasa de emisién espectral se ve fuertemente su-
primida y desplazada hacia méas altas energias mientras mayor sea el niimero de
espin de la especie emitida.

A partir de los resultados y la comparacién con la tasa de emision de un cuer-
po negro, pudimos determinar que la radiaciéon de Hawking ocurre a través de
un cuerpo esférico de radio dado por el parametro de impacto critico, mayor que
el radio de Schwarzschild del agujero negro. Adicionalmente, pudimos concluir
que el espectro de emisién, bajo una aproximacién semiclasica, es térmico y que
contrario a lo previsto, la retrodispersion sobre el espacio-tiempo forma parte
intrinseca en su determinacion. No obstante, debido a que las energias tipicas de
los cuantos emitidos, £ ~ kpTy, son comparables al espaciamiento energético
entre los modos disponibles o bien, el agujero negro es demasiado pequeno en
comparaciéon a la longitud de onda térmica, el espectro de emision difiere con el
espectro térmico usual de un cuerpo negro descrito por una cavidad muy grande,
L > 1. Esto implica que la ley de desplazamiento de Wien y la ley de Stefan—
Boltzmann no son aplicables en agujeros negros, y que solo los primeros modos
permitidos de momento angular [ tienen un numero alto de ocupacion, lo que
explica las diferencias en las tasas de emisiéon y la potencia emitida entre dis-
tintas especies. Si bien, en este trabajo solo hemos tratado el caso de particulas
sin masa, esto sugiere que para los casos masivos de espin s = 1y s = 2, la
tasa de emision pueda ser significativamente mayor, debido a la ausencia de la
invariancia de gauge y a la “reapariciéon” del modo longitudinal con proyeccién
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en [ = 0. No obstante, también es de esperar que los efectos de la dispersion se
vean modificados junto al tamano efectivo de esta fuente emisora. Este aspecto
sera estudiado en trabajos futuros.

Es preciso reconocer que el espectro estudiado en este trabajo debe conside-
rarse como una primera aproximacion al fenémeno de evaporaciéon de agujeros
negros. A pesar de ello, resulta notable que el uso de la teoria cuantica de cam-
pos en espacios curvos, una teoria semiclasica, reproduzca exactamente un es-
pectro térmico cuando la dispersion es tratada cldsicamente. Con ello en mente,
seria oportuno profundizar en el estudio de los efectos de la retroreacciéon en los
factores de cuerpo gris y su incidencia en la distribuciéon de probabilidad, eva-
luando si estas desviaciones aumentan o no significativamente. Asimismo, plantea
importantes interrogantes en como una descripcion microscopica explicaria este
fenémeno y en el rol que desempenan los modos normales disponibles.
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Apéndice A
Calculo de coeficientes de Bogoliubov

En este apéndice seguimos la derivacion encontrada de Navarro-Salas y Fabbri
[10] sobre la expansién de los modos asintéticamente salientes en un espacio-
tiempo de Schwarzschild en la base de modos de frecuencia positiva y negativa
de un espacio-tiempo de Minkowski.

Consideremos el set completo ortonormal de paquete de ondas centrado en w:

(.7+1)5 2miwn
d,

1
Pin = \/E/Js we = Py, (A.1)

con j > 0y n entero, centrados en uy,; = 27n/e y ancho 2m/e. Asi, los dltimos
modos salientes en un espacio-tiempo de Schwarzschild estdn determinados por
el limite ¢ — 0 y n — oo. Expandiendo en el conjunto completo dado por los
modos normales f,, y f) de un espacio-tiempo de Minkowski, se define:

Pjn = /dw (ajn,wfw + ﬁjn,wf:) ) (AQ)

donde ajnw = (fusDjn) ¥ Binw = — ([, pjn) son los coeficientes de Bogoliubov.
De esta forma, la transformacién de los operadores b, y b, viene dado segiin

bin = [ 4 (0 uster = Bsils) (A.3)
b = [ d! (Bjnuwty + i)

Luego, el valor de expectacién del niimero de particulas en ZT para el estado
vacio inicial estd determinado por

A I+ A~ A~ B o
(0inl N5 10in) = (Oia[ Bl bjalin) = [ | By (A4)

De forma que el nimero medio de particulas en un modo (jn) es distinto a cero
si los coeficientes 3;, son no nulos. En otras palabras, si el operador aniquilacién
en 7T es mezcla de operadores creacién y destruccién en Z-.

Segtin hemos mencionado, toda la dinamica de los campos esta determinada
por estos coeficientes. A partir de la definicion de los coeficientes de bogoliubov
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extendida a paquetes de ondas, tenemos por definicion

Binew = —(for Pin)
= —1 /j— dUTQdQ(fw’avpjn - pjnavfw’)
= 24 /3— dvrdepjn&,fwl. (A.5)
donde se ha integrado por partes en v en la tercera linea. Integrando sobre Z~
con —o0 < v < 400 y reemplazando los modos normalizados:

+
Binw :22'/ oodv47rr2

(0]

. —_— . v —v _ ' /
(j+1)e wezm% ( 1 e_zw(vH—élMln(fT))@(’UH — U)) e

\/_/J A7r/w dn/w T

Definiendo = vy — v entonces:

]+1 2minw w’ _ —4AM1 (7))_~_ I i
6jnw = / dx/ dwe™ = \J;e W(UH n( 177 wr—iw' vy
’ 277\/_ w

%3 () . i+1)e n
_ —1 iefz(wjﬂu UH/ dr ezw’z /<j+ ) dwe (2 +4Mln—)
21/ \ w; 0 je
1 T ~ iw( 22 +4M In 224
W —i(wj+w)ve d iw'az €
€ re (27 4M
0 i (2 4 4M In 420

" omy/E\w;

En la segunda linea hemos utilizado el hecho de que el paquete de ondas esta
centrado en torno a w; y por tanto, hemos separado los términos que varian
significativamente e integrado sobre el intervalo. Definiendo

—iw'v

w=(j+1)e

w=je

2™

Ly(r)=—+4MIn—
(x) = . + ny M
se obtiene equivalentemente
—1 W' ; / oo S S1 ( 2 )
_ _ * o —i(wjtw ) ve dre™ z+iw; Ly, () . A6
ﬁ]nw - wje / xre Ln(ﬂf) ( )

En vez de evaluar esta integral, relacionemos o, s con B;y,.s y apliquemos la
condicién de los coeficientes de Bogoliubov, (3.18):

/000 dw’ (‘Oéjn,w" |ﬁjnw ‘ ) =T (w]') (A?)
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Contorno de integracion
w<0

\

Corte de ramificacion

Y
:';;
O

Contorno de integracion
w>0

F1cgura A.1: Contorno de integraciéon de I(w) sobre el plano complejo de x para w > 0 y
w < 0.

Asi:

Ojn ! = (fw’;pjn)
=i /j dvr?dQ (f50upin — Pin0uf)

= -2 /3 dvr*dQp O, £ (A.8)
Evaluando los modos, entonces:
+00
Qjp ot = — 21 /_ dvdmr?
(j+1)e M —1 . (H AM1 ( 4JV[U)) ) iw’ eiw/v
= wlv n 9 _
\/_/J (47r\/_ (vr —v) Ao T

_1 o0 (.7+1)E 271 w/ . .y
_ / dr / dwe$ e—zw(vH 4M ln(—M))—zw rHiw'vg
274/ Jo je w

(L)
;1 —z(w w)vH/ dre ™ "z+iw; Ly, (m)Sln[gn(;) )

€\ wj

Es decir, ajn. ¥ Bjnw estan relacionados por w’ — —w’ bajo el argumento
de la exponencial. Para relacionar ambas integrales consideremos la integral de
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contorno en x en el plano complejo con el corte de ramificacién de In(x) en el eje
x negativo, como se puede observar en la Fig. A.1. Definiendo

: L (z)
:/OOO dxeiW'IHWJ‘Ln(*’”)SIHL(:(;) > (A.9)

se tiene que, para w’ < 0, la integral sobre el semicirculo |z| — oo en el primer
cuadrante converge a cero. Luego, aplicando el teorema de residuos:

- (eLuz)
R PRl o

= e A (S(Lzz(l)Z)>eijn<iz>.

Por otro lado, para w > 0 sobre el semicirculo en el cuarto cuadrante, se tiene
entonces:

eLn(x)
I(W>0)=— /_Oioo dye W't "“’J‘Ln(fﬂ‘)SmL(n(;)>

=F Z/ dze~ wzsm (E(Li(;)))eiijn(iz).

En resumen

27rtnw ( ) S11 <5Ln2(ZZ))
I <0 2M7rwj - dze” "2+i4M In 7
(W <0)= e / ze —Ln(zz)
. eLp(—iz)
/ s 2Mrw; 2m:w —w'z+i4M In W S ( 2 )
(W' >0) = —e""™e / dze (a7 )s L)
Luego, ya que
, 2mn . .
L,(iz) = — +4M lnm +4M ( 5 > = L,(—iz) — 4Mmi,

eL(iz) =~ el(—iz)
encontramos finalmente que

I(W > 0) = =™ [(w <0),
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con lo cual

o = _6477ij GQiWIUHﬁjn,w’- (A].O)

Reemplazando en la condicién de los coeficientes de Bogoliubov (A.7), se tiene

finalmente que el valor de expectacién del estado vacio inicial en ZT estd dado
por

; = L(w;)
00 N ED10,) "2 [T dw| B |* = J . A1l
Ounl N 10i) " 7 a1 B = e S (A.11)
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Apéndice B
Campo vectorial

La densidad de lagrangiano del campo electromagnético en un espacio-tiempo
de Schwarzschild es:

- \/—< F, F“”) (B.1)

donde g = det(guw) y Fjuw es el tensor de campo electromagnético. Luego, las
ecuaciones de movimiento, (2.50), son:

V" = 0. (B.2)

En términos del potencial electromagnético A, las ecuaciones (B.2) adquieren
la forma:

OA, — VQ(VMA“) = 0. (B.3)
Definiendo:
LA = 0,(g"95A) + T",g"95A (B.4)

como el operador D’Alembertiano para escalares, entonces (B.3) viene dado por
20]:

2M
LAy = (80141 61140) + 80V A
2 oM 2 oM oM\ 2
LA, = (1 _ ) A, - 2cost M (1 - ) Ao (B.5)
2 r rr2sinf r2 r
2M 2 1
b - ( Dy Ay + 983A3> L OV, A
1 2 2M
LAQ - — mAQ + ; (1 - ’]") (aQAl - 81142) (BG)
cos 1
_ [
2 sin @ r2 sin? 983A3 +0V,A
2 2M 2cosf
LA; = (1 _ 7~> (Osr = 01 d5) + oo (D — By Ay) (B.7)

+ 05V, A

—~
=
oo

~—
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Para seleccionar los grados fisicos de libertad, fijamos el gauge Ay = 0, junto

a la libertad residual
2M
Vi, AF 4 —Al = 0. (B.9)

Asi, las dos polarizaciones fisicas en un espacio-tiempo de Schwarzschild son
21, 22]:

I(14+1)1 1—21) 1
Am(o, R )w“ﬁf;”)me ) (M(H)l) o0y (BAO)
(1 2M> 1

e —iwt

2wl(l+1)w Mb 09" )

A(II) _ ( ¢(T) m ¢(7a) Ylm) oWt
L wll+1) ! el +1) Y

donde [33, 34]
1 0 0
yjm= _— Zym y/m — — Y™ B.11
o Sinfdg ! Yo te Sm98¢9 ( )
y ¥(r) satisface la ecuacién diferencial
e MY (1 +1)
— (1= *) =0. B.12
(dr*z o’ ( r ) r2 W) =0 ( )

Suponiendo dos soluciones Ay y Ay a la ecuacién de movimiento (B.3),
entonces el siguiente producto escalar es conservado

(A, Ay) = i [ d*oy/=ggo, (AT — AP ), (B.13)
donde la barra significa el complejo conjugado y

1172 v
My = —F*

. (B.14)
A

Con esta nociéon de norma y ortogonalidad, se tienen que, asintéticamente,
las soluciones con polarizaciones circulares de un espacio-tiempo plano se pueden
escribir Seglin

T O7 1’2 0 thz—iwt _
\/—( Je

ﬁ (0,

< (20 + 1)) (A (1,1) Aff(l’l))

i (Va2 + 1)) (— ALY 4 ALY,
(B.15)

%\

1’ _2'7 O) eikz—iwt

?
%

%\

64



Notese que debido a la helicidad sélo se presentan modos normales con [ > 0.

Para el calculo de la seccién transversal de absorcion, sélo debemos considerar
la dispersién de ondas planas polarizadas incidentes desde el infinito. Aplicando
en la ecuacién diferencial (B.12) la metodologia vista en la seccién 3.2.3 se obtiene
entonces [21,35]

o wc?
ol — 5 (w (21 + 1>rl<w>) , (B.16
>0

ya que el cambio de fase de las dos polarizaciones fisicas a causa de la dispersion
son iguales.
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