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Capitulo 1

Introduccion

John Michell propuso en 1784 la idea de estrellas cuya velocidad de escape excediera
la velocidad de la luz, inicamente con las nociones Newtonianas disponibles en la época.
Aunque conceptualmente notable, esta propuesta no tuvo mayor impacto entre sus con-
temporaneos y permanecio esencialmente olvidada durante mas de un siglo. No fue sino
hasta el desarrollo de la relatividad general por Albert Einstein en 1915 que resurgié esta
idea con un fundamento tedrico mas sélido, cuando Karl Schwarzschild, apenas un ano
después, encontro la primera solucién exacta de las ecuaciones de Einstein, describiendo
la geometria de un espacio-tiempo esféricamente simétrico que presenta una singularidad
y un horizonte de eventos, que separa causalmente el interior del exterior del objeto.

El descubrimiento de la radiaciéon de Hawking revel6 que los agujeros negros emiten
radiacién térmica y poseen una temperatura y una entropia asociadas al area de su hor-
izonte, consolidando la idea de que estos objetos son genuinos sistemas termodinamicos,
propiedad cuyo origen es geométrico.

Uno de los rasgos més caracteristicos de los agujeros negros clasicos es su aparente sim-
plicidad. En relatividad general con campos electromagnéticos, los teoremas de unicidad
establecen que las soluciones estacionarias y asintéticamente planas estan completamente
caracterizadas por un conjunto reducido de parametros macroscopicos: la masa M, la carga
eléctrica ) y el momento angular J, independientemente de los detalles microscépicos del
proceso de colapso gravitacional que les dio origen. Esta idea se sintetiza en la conocida
expresion de que “los agujeros negros no tienen pelo”. Sin embargo, se ha demostrado que
bajo ciertas condiciones estos teoremas pueden ser evadidos, dando lugar a soluciones con
campos adicionales no triviales, entre ellos campos escalares.

Existe un permanente interés en comprender el rol de los campos escalares en sis-
temas gravitacionales, en particular en espacios asintéticamente anti-de Sitter (AdS). En
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este contexto, los campos escalares pueden condensar y dar lugar a estrellas de bosones
(objetos compactos y regulares sin horizonte) [1, 2, 3], asi como a soluciones de agujeros
negros con estructura mas rica que las soluciones clasicas, incluyendo configuraciones con
un unico vector de Killing [4, 5, 6, 7, 8, 9]. Los agujeros negros con pelo escalar de-
sempenan ademds un papel central en el marco de la dualidad AdS/CFT [10], al permitir
explorar propiedades no perturbativas de teorias de campos con dual holografico [11, 12].
De forma notable, se ha mostrado recientemente que la autointeraccion del campo escalar
puede ser relevante incluso en espacios asintoticamente planos, afectando la estabilidad
termodindmica y dindmica de agujeros negros [13, 14, 15].

En esta tesis se estudia una familia general de soluciones exactas de agujeros negros car-
gados con pelo escalar en AdSy, descritas por una accién de tipo Einstein—Maxwell-escalar
con un potencial escalar autointeractuante:

1

TGy Ay, &) 5

[ atavmg |r-cor - oz -ve] .
M

con vy dicta la intensidad del acoplamiento entre el campo escalar y el campo electromagnético,
F,., =0,A,—0,A, y U(¢) describe la autointeraccién no trivial del campo escalar. Estas
soluciones pueden embeberse consistentemente en modelos de supergravedad con términos
de Fayet—TIliopoulos diénicos [16, 17]. Soluciones relacionadas, térmica y dindmicamente
estables, existen incluso en espacio plano [13, 15, 14]. La autointeraccién del campo es-
calar modifica de manera sustantiva la estructura del espacio AdS efectivo, actuando como
una “caja” gravitacional que sugiere la aparicién de nuevos fenémenos termodinamicos y
posibles fases holograficas no triviales [18].

La termodinamica de agujeros negros en espacios AdS adquiere una estructura partic-
ularmente rica cuando se considera el espacio de fases extendido, en el cual la constante
cosmoldgica se promueve a una variable termodinamica identificada como la presion del
sistema [19, 20, 21, 22]. En este formalismo, conocido como black hole chemistry [23, 24],
la variable conjugada se interpreta como un volumen termodinamico, y la inclusién de la
constante cosmolodgica resulta esencial para la consistencia de la formula de Smarr, incluso
cuando se mantiene fija [25, 26]. Un resultado pionero en este marco fue el descubrimiento
de una interesante analogia entre las transiciones de fase de primer orden para agujeros
negros de Reissner—Nordstrom—AdS (RN-AdS) y las transiciones de fase para fluidos de
Van der Waals.

La incorporacion de un campo escalar altera de forma significativa el comportamiento
termodindmico de los agujeros negros cargados en AdS. En contraste con la solucién
RN sin pelo, la presencia de campo escalar da lugar a fenémenos criticosadicionales
tanto en el ensemble candénico como en el gran candnico. El objetivo de esta tesis es
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analizar la termodinamica extendida de esta familia general de agujeros negros cargados
con pelo escalar, comparando explicitamente sus propiedades con las de la soluciéon Reiss-
ner—Nordstrom—AdS, que se recupera como un limite continuo del modelo.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se introduce el marco
tedrico y se describen las soluciones de agujeros negros con pelo escalar que seran objeto
de estudio. En el Capitulo 3 se revisa la termodindmica de agujeros negros, tanto en su
formulacién estandar como en el espacio de fases extendido. Finalmente, en el Capitulo 4 se
presentan y analizan los resultados principales relativos a la criticalidad y a las transiciones
de fase de la familia general de agujeros negros considerada.



Capitulo 2

Agujeros negros con campo escalar

2.1 Accién y principio variacional

Con el objetivo de establecer un principio variacional en el contexto gravitacional que
permita derivar las ecuaciones de Einstein, introducimos la accion de Einstein-Hilbert.

1
Ipy = —/ d*r/—gR, (2.1)
2K M

donde R = g"”R,, es el escalar de Ricci, o escalar de curvatura y g es el determinante de
la métrica. La accién (2.1) es la expresién escalar mas simple y no trivial que se puede
construir como un invariante bajo transformaciones generales de coordenadas, que depende
de la métrica g, y de sus derivadas hasta segundo orden.

La accién gravitacional total tomara la forma
I =1Igg+ Igy + L, (2.2)

donde Igy es un término de borde de Gibbons-Hawking, necesario para que el princi-
pio variacional esté bien definido, y [, representa la contribucién de la materia. Es-
pecificamente,

K

1 1
Igw) = ﬁ//vt d*z /—gR + _/8/\/1 BrvVhK — /M d*z L, (2.3)

donde el segundo término corresponde al término de Gibbons-Hawking, en el cual K es la
traza de la curvatura extrinseca, y h es el determinante de la métrica inducida en el borde
OM. Y por otro lado, L,, representa la densidad lagrangiana para la materia.

4
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2.1.1 Variacién respecto a la métrica

Al variar el término de Einstein-Hilbert respecto al campo tensorial de métrico g"”, se
obtiene

STon = o [ ' [RSV=g+ V=30(s" ). 2.4
M

Para desarrollar el primer término del lado derecho de (2.4), debemos expresar la variacion
dy/—g en funcién de la variacién del determinante de la métrica dg. Esto se logra mediante
el corolario que se desprende de la férmula de Jacobi para una matriz arbitraria A, es decir,
In(det(A)) = Tr(In(A)). Variando esta expresion se obtiene

Jorcay et (A) = Tr(A716A4), (2.5)

Aplicando esta formula a la matriz A con elementos g, cuyo determinante es det(A) = g,
obtenemos que

1
o/—g = —5\/—ggw,5g’“’. (2.6)

Finalmente, utilizando este resultado en (2.4), la variacién del término de Einstein-Hilbert
se reescribe de la siguiente manera

1 1
Mpy = —/ d*z V—9G 69" + —/ d*x vV—99""dR,,. (2.7)
2/{ M 2/‘€ M
donde el tensor de Einstein se ha definido como
1

G,uzz = R/w - §guuR- (28>

En la expresion (2.7), el primer término contribuye a las ecuaciones de movimiento, mien-
tras que el segundo representa un término de borde. Este tltimo puede anularse mediante
el término de Gibbons-Hawking, que se discutira en la siguiente seccion.

2.1.2 Término de borde

Contribucion al borde del término de Einstein-Hilbert

Para tratar el término de borde en (2.7), que definiremos como
1
olp = —/ d'z/=gg" SR, (2.9)
2K M

bt
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consideramos la variacion del tensor de Ricci . En términos de la variaciones de las conex-
iones de Christoffel, se obtiene

SRy = (0a0T¢, + 83000, — T8 0T0, — Th 605 )
— (0,075, + Ts0T0, —T5 010, — T0,0T%5) . (2.10)

Esta expresion se puede simplificar reescribiendo (2.10) en funcién de las derivadas covari-
antes

SRy, = Va(6T%,) — V,(0T2,), (2.11)

donde este dltimo resultado se conoce como la identidad de Palatini. Continuamos desar-
rollando el término de borde (2.9), que se puede expresar como una derivada total de la
forma

9" 0R, = Va [¢"(617,) — g"*(oT7,)] | (2.12)

con el objetivo de expresarlo como una divergencia para hacer explicita su naturaleza de
término de borde. Para obtener este resultado, hemos usado la condicién de compatibilidad
métrica. Ademds, queremos expresar (2.12) en términos de la variacién del campo métrico
g - Para ello, consideramos la variacion de la relacién entre conexién y métrica

1
51—‘311 - 59045 [a,u(;gﬂy + al/(sgpﬂ - aﬂéguy] s (213)

donde hemos empleado la condicién

39wl =0, (2.14)

la cual impone que la métrica permanezca fija en el borde, permitiendo asi aplicar el prin-
cipio variacional. Esto implica que la métrica inducida en el borde h,, también permanece
fija, de modo que sdlo las variaciones de las derivadas de la métrica contribuyen al término
de borde. De esta forma, utilizando (2.13), el término (2.9) se reduce a

1
0lp = 2% /M d'z =gV [gwgaﬁ (0u0960 — 8,859W>]7 (2.15)

el cual, mediante el teorema de la divergencia (A.8), se puede expresar como una integral

de superficie:
1

0lp =— RERY _hnﬁgw (au(sgﬁll - 3559“1,). (2'16)
26 Jom
Reescribiendo g" en funcién de la métrica transversa, segin (A.4), se obtiene
1
6l = P Bz —hn” (" + en*n”) (8,695, — 056 Gu)- (2.17)
K Jom
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Se puede apreciar que en la expresién (2.17), la contraccién entre los términos n’n#n”
y (0,093, — 0309,,,) se anula debido a la simetria en los indices ¢y §. Considerando la
interpretacion de la métrica transversa como proyector, h*d,dgg, representa la variaciéon
del cambio de la métrica sobre el borde, que también se anula por la condicién (2.14). Por
lo tanto, solamente contribuye el término

1
0lp = —— &z —hn" " 9569, (2.18)
26 Jom

donde n”d3dg,, representa la variacién del cambio de la métrica en la direccién normal a
la hipersuperficie o borde, que es precisamente la componente que debe sobrevivir.

Con esto, la variacién del término Einstein-Hilbert (2.7) queda como

K

1 1
O pn = —/ d*z /—gG ., 09" — —/ Bz —hnP " 950, (2.19)
2K M 2 OM

Término de Gibbons-Hawking

El propésito del término de Gibbons-Hawking es cancelar el término de borde que
surge al variar la accion de Einstein-Hilbert, como veremos a continuacion. La variacién
del término de Gibbons-Hawking se expresa como:

§lay = 1 / d*z v/ —hiK, (2.20)
oM

K

donde K es la traza de la curvatura extrinseca en la hipersuperficie, que estd definida por
K = h"V n, = " (8,m,, — Fijna) ) (2.21)
Utilizando la variacién de la conexién (2.13), la variacién de K es

1
OK = —noh"dTy, = = nahs [9°° (04950 + 00 9us — OsGuw)] (2.22)

donde hemos considerado que h,, es constante en el borde y que el vector normal n, no

depende de la métrica. De los términos presentes en (2.22), sélo sobrevive el que involucra
la derivada en la direcciéon normal a la hipersuperficie

1 1
OK = 579 sbg = S h b g, (2.23)
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Por lo tanto, la variacién del término de Gibbons-Hawking (2.20) resulta en

1
Sloy = — &>z —hn" " 9569, (2.24)
26 Jom

Por lo que, combinando los resultados de las variaciones (2.18) y (2.24), concluimos que
0l + 6lgu = 0, (2.25)

lo que implica que el término de Gibbons-Hawking efectivamente cancela la contribucién
en el borde que surge al variar la accién de Einstein-Hilbert. De este modo, bajo las
condiciones de borde impuestas (2.14), el término de Gibbons-Hawking asegura ecuaciones
de movimiento bien definidas, evitando contribuciones no deseadas en el borde.

2.1.3 Campos de materia

Consideramos la variaciéon de la accién para la materia

oI, — — / 4oL, — — / iz Xm s (2.26)
M M dghv

donde la densidad lagrangiana L£,, depende de la métrica y puede depender de otros campos.
Asi, la variacion (2.26) se expresa como

1
61, = -3 / d*z /—gT,, 69" . (2.27)
M

donde hemos introducido el tensor de energia-momento 7}, definido como

T = 2 0L,
V=g og
T, es un tensor simétrico de rango 2. En sus componentes se codifica el flujo y densidad de

energia y momento para una distribucién de materia en cada punto en el espacio-tiempo.
Satisface ademas la condicién:

(2.28)

vV, T =0, (2.29)

que es la expresion tensorial para la conservacién de energia y momento. Esta ecuacién
generaliza la ecuacion de continuidad para un fluido en movimiento a través de un campo
gravitacional.
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2.1.4 Variaciéon total de la accion

Anteriormente hemos derivado las contribuciones individuales a la variacién de la accion
provenientes de los términos gravitacional, de borde y materia, que aportan de la siguiente

forma:
0l =6lpy + 6lgy + 61, (2.30)

Cada uno de estos términos estd dado por las ecuaciones (2.19), (2.24) y (2.27), respecti-
vamente. Con lo que la variacién total (2.30), se expresa finalmente como:

5T = L d'r/=g|G, — kT,,)5g" = 0. (2.31)
2K M
Aqui verificamos que el término de borde que aparece al variar el término de Einstein-
Hilbert se anula exactamente con la variacién del término de Gibbons-Hawking.
La ecuacion de movimiento para el campo gravitacional es aquella que extremiza la accion,
cuya variacién se present6 en (2.31). Dichas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de
campo de Einstein:
G = KT,

ns

(2.32)

las cuales se reducen a G, = 0 en el vacio cuando 7}, = 0. El tensor T}, describe cémo
la materia y la energia afectan la curvatura del espacio-tiempo y actiia como fuente de las
ecuaciones de campo de Einstein. La ecuacién (2.32) describe un conjunto de ecuaciones
diferenciales de segundo orden para g,,, con 10 componentes independientes. De estas, 4
estdn restringidas por las condiciones de ligadura V, 7" = 0 !, lo que deja 6 ecuaciones
independientes que describen la dinamica del espacio-tiempo.

2.2 Agujeros negros con campo escalar

Los agujeros negros se caracterizan por su simplicidad, determinados tinicamente por
un conjunto reducido de parametros. Los teoremas de unicidad establecen que la solucién
estacionaria, regular y asintéticamente plana més general de las Ecuaciones de Einstein-
Maxwell en el vacio esta dada por la métrica de Kerr-Newman. Eso significa que el estado
final, producto del colapso gravitacional de campos de materia, como por ejemplo una
estrella, queda tinicamente determinado por su masa, momento angular y carga eléctrica,
independiente de su composicién original.

La condicién (2.29) es una consecuencia directa de V.G" =0, que se desprende de las identidades
de Bianchi contraidas para el tensor de Riemann.
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Esta visién fue consolidada en el trabajo de Ruffini y Wheeler [27], de donde surge
la célebre afirmacion de que “los agujeros negros no tienen pelo”. Esta idea dio origen
a los teoremas de no pelo, cuya formulacién moderna establece las condiciones bajo las
cuales no pueden existir grados de libertad independientes adicionales asociados a campos
de materia. Véase [28] para una revisién de estos teoremas y los mecanismos que permiten
su evasién para obtener agujeros negros con pelo, ya sea primario, cuando introduce una
nueva carga conservada asociada al campo escalar, o secundario cuando no introduce una
carga adicional.

En este trabajo se estudiara una solucién de agujero negro Einstein-Maxwell-Dilatén
asintéticamente Anti-de Sitter, construidas en [29]. Dicha solucién pertenece a una familia
de soluciones exactas con campo escalar que incorporan de manera completa la backreac-
tion del campo de escalar sobre la geometria. Esta familia de soluciones fue desarrollada
sisteméticamente en una serie de trabajos previos[30, 31, 32]. En el articulo preliminar
solamente se asume el ansatz para la métrica y la teoria que especifica los acoplamientos,
lo que permite integrar las ecuaciones de movimiento y obtener soluciones analiticas con
campo escalar no trivial. Posteriormente, este mecanismo se extendié para incluir cam-
pos de gauge y, finalmente una constante cosmoldgica, dando lugar a las las soluciones
asintéticamente AdS con campo escalar que constituyen el objeto de estudio de esta tesis.

2.2.1 Soluciones de agujeros negros con campo escalar
A continuacién presentaremos y revisaremos las soluciones de agujero negro con pelo

mencionadas. [29], accién Eintein-Maxwell-Dilatén en AdS campo escalar no minimamente
acoplado

1 1
Mo Al = 5 [ doy=g|R=cF = Joor - v(0) . 239
con y = (g—ﬂ)%, F,, = 0,A, — 0,A, es el tensor de Maxwell, y el potencial estd dado por
200 [0 —1 | o+1 oc+1 . o—1 40% — 4 o
U(p) =— [0+281nh( I ng) — U_Qsmh( - gb) +msmh (Z)]

+02—4 o—1 0+1¢ +0+1 0—1¢ +4a2—4 10) A
302 0+26Xp ly o—2P ly o2 _4 P ly ’

(2.34)
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Capitulo 2. Agujeros negros con campo escalar

Representa una familia de soluciones, donde cada solucién esta definida por un valor de o.
Las ecuaciénes de movimiento se pueden calcular variando (2.33)

1 1
oTlg Al = - [ 00 |75 (R g FaFis = 300,000 - U(0) )|
Kk Jm
(2.35)
Variacion de la acciéon con respectoa a la métrica
Salvo por un término de borde, la variaciéon con respecto a la métrica es
1 1 1
o1lan] = 5, [t [V70 (G = 208,27 = 50,000 ) o - (°F* 4 5007 +U(0)) 0v77
Kk Jm
(2.36)
donde el primer término se calcul6 en 2.1. Con (2.6), la expresion anterior queda como

1

5I[g,u1/] = 2’1

/ d*z\/—g [GW — 2" F, F,* — %ama,,d) + % (eWF? + %(ad))? + U(¢)) g,“,} Sg
M
(2.37)

Variacion de la accién respecto campo gauge

A partir de (2.35) y redefiniendo indices, la variacién respecto a A, es la siguiente

1 1
0I[A)] = ~5- /M d*z /—ge’?6(g" 9P F i Fp) = —— /M d*z\/—ge'*F*"§F,,

K
1 5 (2.38)
= ——/ d*x \/—g67¢F“”5(8MAV - 0,A,) = ——/ d*x \/—gewF"”auéAV
K Jm K Jm
Haciendo una integracion, nos lleva a
2 2
dI[A)] = —/ d*z 0,(/—ge"? F'" )5 A, — —/ d*z 0,(v/—ge"? F"§A,) (2.39)
Kk Jm Kk Jm

Se puede apreciar que el segundo es un término de borde. Aplicando sobre €l, el teorema
de la divergencia (A.8)

ST[A) = 2 /M A /=g (P P A, — 2 /8 T A, (240)

K K

donde n, es el vector unitario normal al borde M, y h;; es la métrica inducida en el
borde.
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Variacion de la accién respecto al campo escalar

La variacién respecto a ¢ es la siguiente

SI[¢) = —i diz\/—go (MF? + %g’” 00,0 + U (¢))
(2.41)

1 U
= / o y=g (0 Fhs0-+ ¢ 0,00,00-+ " s )

Integrando por partes el término intermedio,

5116 = 5 / [ (V99" 0,6) — Vg (veWF%dzf))}w— / 02 0,(v/ =59 0,656)
(2.42)

El término de borde de la expresion anterior se anula al exigir que campo escalar se anule
también en la region asintética. Con las propiedades 0,(v/—gu*) = /—¢gV, u* y O =
V V¥, es directo ver que

1

11¢] = -

/ d*z\/—g (Dqs v F? 4 dzg(f))égb (2.43)

Las ecuaciones de movimiento se desprenden de (2.37), (2.40), (2.43) y para la que se

obtiene de (2.43), se le calcula la traza de (se obtiene R = $(9¢)?. Reemplaza de vuelta
en y se obtiene la version Simpliﬁcada Las ecuaciones de movimiento son

R (2 u¢au¢ g;w (¢) - T;];Dz}v{ = 07

dU(¢) _ (2.44)
d¢ !
V(7 F) =0,

O¢ — ”yesz —

donde TiM = 2e7%(FoF,* — 9, F?) es el tensor energia-momento para el campo electro-
magnético. La ecuacién para ¢ es una version simplifica que se obtiene al calcuar la traza
de la ecuacién original. De alli se obtiene R = %(&b)z, lo cual se reemplazar de vuelta en
la ecuaciéon para ¢.

La solucién de las ecuaciones de movimiento, dado el potencial (4.3), son

ds® = Q(x) {— f(z)dt? + %d;ﬁ +d¥?| (2.45)
_a(_ L 1\

Ap =~ ( —+ xi) 8, (2.46)

¢ =1l,In(x) (2.47)
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donde 77 y ¢ son las constantes de integracion, que estaran relacionadas con las cargas
conservadas (aunque dicha relacién no es tan directa), y d¥ = df?* +sin? dp?. Aqui, como
en [33], se defini6 el potencial de gauge A, = (=% + C) 4}, tal que, Ay(z4) = 0. Puesto

que no hay una constante de integracion asociada al campo escalar, entonces se clasifica
como “pelo secundario” (no tiene asociada una carga conservada).

La funcién de la métrica y el factor conforme, son respectivamente:
1 1 x? i x° T 2¢*(z° — 1)
S -~ (1 - 1—
/(@) €2+a{02—4 02( T2 0+2>]+Q($)[ olc—1)z |’
2,.0-1

o"x
7 (z7 —1)%

(2.48)
Qz) =

El borde del espacio-tiempo se encuentra ubicado en x — 1, en donde el dilatén se anula.
En este limite, la coordenada x se relaciona con la coordenada canodnica r a través de

Qz) — r? (2.49)

De la solucién (2.47), se aprecia que x € [0, oo para que ¢ sea un campo real. Sin embargo,
dentro del rango de posibles valores para la coordenada x coexisten dos espacio-tiempos
desconectados, la rama positiva y la rama negativa .

Rama negativa

Una de las soluciones para z, despejada de (2.49) es la que define la rama negativa

O, (2.50)

que reemplazada en la solucién para el campo dilatén (2.47), se obtiene el comportamiento
asintotico
o2—1 o%2-1

P(r) = — o e + O(r ), (2.51)

que es consistente con ¢(z) =, Inx < 0 para 0 < z < 1.

Ademas,

e La singularidad se encuentra en x = 0

e El borde del espacio-tiempo se encuentra en x = 1

13
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Rama positiva

De la misma forma, la otra solucién de (2.49) es

1 o2 —1

nro 243 O(r™):, (252)

r=1+

que define la rama positiva, y el comportamiento asintético del campo escalar

02—1 o2—1 3
o(x) = o — 2 +0O(r) (2.53)

que es consistente con ¢(x) = I, Inx > 0 para x > 1.

Y ademas,

e La singularidad se encuentra en x — oo

e El borde del espacio-tiempo se encuentra en x = 1

En este trabajo enfocaremos nuestro analisis solamente en la rama positiva.

Carga eléctrica

La carga eléctrica se calcula a través de la ley de Gauss

1
QZE\%;QQ GV*F, (254)
donde xF' = i\/—geWJPF"”dx" A dxf. Con la solucién (2.46), se aprecia que las com-
ponentes no nulas de Fy, = d,A, — 0,Au son Fy, = —Fy; = ——%5. Asi, el dual de F
es
in
*F = N/ “gero F7A0 N dp = — T2 A doo. (2.55)
nwe

Y se puede integrar, junto con e’ = z°*!, para obtener, salvo por un signo global, el valor
de la carga eléctrica.

_ 4
Q=1 (2.56)
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2.2.2 Meétodo de contratérminos

La renormalizacion holografica mediante contratérminos, desarrollada por Balasubra-
manian y Kraus [34, 35], consiste en un método sisteméatico para eliminar las divergencias
ultravioletas que surgen en la accién de la gravedad en espacios asintéticamente Anti-de
Sitter (AdS). Este enfoque aprovecha la estructura del espacio-tiempo AdS, expandiendo
la métrica cerca del borde asintético y anadiendo términos locales no dindmicos, que serian
los contratérminos, a la acciéon de bulk, cuya forma se determina por invariancia de gauge
y simetria conforme, de modo que cancelen exactamente las divergencias en la accién
on-shell y en las cargas conservadas. Asi, se obtiene una accién renormalizada finita que
permite calcular cantidades conservadas y cantidades termodinamicas bien definidas, como
el potencial termodindmico y la entropia. Desarrollado

La accién renormalizada esta compuesta por la accién del bulk I, contiene términos
de borde para asegurar un principio variacinal bien definido I,ou,q v contiene también
contratérminos para eliminar las divergencias en la accién, en nuestro caso necesitamos
un contratérmino I, que elimina las divergencias provenientes de la gravedad y un con-
tratérmino que elimina las divergencias que provienen del campo escalar, es decir,

I = ]bulk + ]bound + ]g + L;S (257)

Términos de borde

El término de borde gravitacional es el término de Gibbos-Hawking, introducido en 2.1

1
IGH = —/ dgl‘ V —hK. (258)
oM

K

Para el campo gauge, bajo ciertas condicienes se introduce un término de borde I4. Asi,
Ihoud = I + 1a.

Contratérminos

El contratérmino gravitatorio que se debe agregar a la acciéon en espacios asintoticamente
AdS, se encontré en [34] y corresponde a

K 2

donde R es el escalar de Ricci asociado a la métrica inducida en el borde.

1 2
I, = ——/ >z —h {Z + —R} : (2.59)
oM
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El contratérmino dilaténico se obtuvo en [36], y se puede escribir como

L=—= [ @#v=h [¢—2 L W) ¢3} , (2.60)

2K OM 2‘6 £a3

donde a y b son los términos a orden dominante y subdominante en la expansién del campo
escalar en funcion de la coordenada candnica

a b 1

recordando que el cambio de variable estd dado por Q(z) = 2. El campo ¢ = (0 — 1) In(x)
expandido en torno a la coordenada r queda como

Vo2 —1 +Voe?2—-1 1
0= = gy 1O (—) . (2.62)

Por lo que, se puede identificar

n (2.63)
6vo2—1

al comparar (2.61) y (2.62) Asi, la accién (2.57) es aquella que se debe considerar para el
calculo de cantidades conservadas y termodinamicas. Del cédlculo de dichas cantidades se
obtienen valores finitos, este método es efectivo en eliminar las divergencias en la accién
sin necesidad de usar un espacio de referencia.

W(a) = —

2.3 Cantidades conservadas

Una forma particularmente ttil de definir cantidades conservadas en teorias gravita-
cionales es mediante el formalismo cuasilocal desarrollado por Brown y York [37], basado
en un analisis de tipo Hamilton—Jacobi. En este enfoque, el Hamiltoniano del sistema
se interpreta como la razon de cambio de la accién con respecto al tiempo definido en el
borde del espaciotiempo. De manera natural, la energia se generaliza a un tensor de estrés

superficial definido en el borde,
2 01

Tab = ﬁW’
16
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donde h,, es la métrica inducida en el borde OM. Este tensor contiene informacién de
la dindamica del sistema. La proyeccion de 7, en la direccién normal a la hipersuperficie
t = cte entrega la densidad de energia superficial £

£ = ngnyt®. (2.65)

El vector normal a la superficie t = cte es

t
e = 2 /0 oL (2.66)

_gtt -

.

La carga conservada asociada a la simetria de traslaciones temporales, generada por un

vector de Killing £°, se obtiene integrando esta densidad sobre una seccién espacial cerrada
del borde,

E = 7{ Pz VI Tl (2.67)
s2

¥ = Q(x) sin? @ es el determinante de la métrica inducida en la 2-esfera ds? = Q(x;,)d%2.

17



Capitulo 3

Termodinamica extendida de
agujeros negros

3.1 Termodinamica de agujeros negros

Uno de los grandes desafios de la fisica tedrica radica en formular una teoria cuantica
consistente de la gravitacion. Si bien ambas teorias son altamente exitosas en sus domin-
ios, su unificacion continuia siendo una cuestion abierta en fisica tedrica. En este contexto,
la termodinamica de agujeros negros emerge como una teoria efectiva que ofrece una de-
scripcion macroscopica de los grados de libertad subyacentes, que deberian originarse a
partir de una aun desconocida teoria cuantica de la gravedad.

Las propiedades geométricas de los agujeros negros, tales como el area del horizonte
o la gravedad de superficie, obedecen cuatro leyes mecanicas cuya estructura refleja una
notable analogia con las leyes de la termodindmica clésica [38]. Este paralelismo adquirié
una interpretacion fisica concreta tras el resultado de Hawking, quien demostré que los
procesos cuanticos en el horizonte producen radiacién térmica [39]. Desde entonces, los
agujeros negros se entienden como sistemas termodinamicos.

A continuacién se presentan las cuatro leyes de la mecanica y termodinamica de agu-
jeros negros, formuladas como expresiones equivalentes de un mismo fenémeno fisico. Una
descripcién mas detallada puede encontrarse en [40].
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Ley cero

e Mecanica: La gravedad de superficie k se interpreta como la fuerza requerida por un
observador en el infinito para mantener una particula de masa unitaria estacionaria
en el horizonte de eventos. La ley cero establece k es uniforme en la superficie del
horizonte.

e Termodinamica: La temperatura en el horizonte esta bien definida y es propor-
cional a la gravedad de superficie, segin la expresion

1

T=—k.
27r/£

(3.1)

Primera ley

e Mecanica: Para un agujero negro estacionario caracterizado por una masa M, mo-
mento angular .J, carga eléctrica (Q y area del horizonte A, la variacién infinitesimal
entre estados estacionarios satisface

AM = 8idA +QdJ + ®dO, (3.2)
T

donde €2 es la rapidez angular del horizonte y ® el potencial electrostatico.

e Termodinamica: La expresién (3.2) adopta la forma andloga a la primera ley de la
termodindmica

dM = TdS + Qd.J + ®dQ. (3.3)

Segunda ley

e Mecanica: El teorema de enfoque de congruencia de geodésicas de Raychaudhuri
establece que el area total del horizonte nunca disminuye en procesos clasicos fisicos,

dA >0 (3.4)

e Termodinamica: A partir de la primera ley, se puede identificar la entropia con el
area del horizonte como

A
$=7. (3.5)

Con esto, la segunda ley implica que la entropia de un agujero negro no decrece.
Aunque la radiacién de Hawking puede disminuir el darea del horizonte, la segunda
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ley generalizada garantiza que la entropia total del sistema, compuesto por agujero
negro mas radiacion satisface

dSpy + dSyeq > 0. (36)

Tercera ley

e Mecanica: Si el tensor de energia-momento esta acotado y satisface la condicién
débil de energia, entonces la gravedad de superficie K no puede hacerse nula mediante
un proceso fisico en un tiempo finito.

e Termodinamica: Lo anterior aplica de igual forma a la temperatura del agujero
negro, lo que impide la obtencién de agujeros negros extremos mediante procesos
fisicos regulares.

3.2 Relacion cuantico-estadistico

Un enfoque alternativo para estudiar el comportamiento termodinamico de un sistema
es a través de la mecanica estadistica, la cual establece un vinculo entre la dinamica
microscopica y las propiedades macroscopicas observables. De este modo, la termodinamica
surge como una descripcion efectiva derivada de principios més fundamentales.

Aunque una descripcién completa de los fenémenos termodinamicos en sistemas grav-
itacionales requeriria una teoria cuantica consistente de la gravedad, es posible aplicar
estos métodos mediante una aproximacion semiclasica. Este procedimiento, desarrollado
por Gibbons y Hawking [41], permite establecer una relacién entre la accién euclidea on-
shell y un potencial termodinamico.

3.2.1 Funcién de particion en gravedad

La funcién de particién es una cantidad fundamental en mecénica estadistica, pues a
partir de ella se puede extraer toda la informacién termodindmica del sistema (Véase el
apéndice B ). En el contexto caso gravitacional, esta funcién se puede calcular mediante
el formalismo de integrales de camino, que proporciona una expresion para la amplitud de
transicion entre una configuracion inicial de campo ¢; en un tiempo t; y una configuracion
final ¢ en un tiempo ty

(P, ta|dr, t1) = /D¢ el (3.7)
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donde la integral funcional f D¢ denota la suma sobre todas las posibles configuraciones del
campo ¢. Sin embargo, la evaluacién de la accién I[¢] para una métrica de agujero negro
es problemética debido a las singularidades que puede presentar su geometria. Gibbons y
Hawking [41] propusieron resolver este inconveniente mediante la rotacion de Wick, definida
por

t— —ir, (3.8)

que introduce un tiempo imaginario 7.

Si consideramos el lado izquierdo de la ecuacién (3.7), tomando t; = 0y to = ¢y
restringiéndonos al caso en que las configuraciones de campo inicial y final coinciden,
¢2 = ¢1, la amplitud puede expresarse en términos del operador de evolucion temporal
como

(d1,t|61,0) = (d1] e |61), (3.9)

donde H es el Hamiltoniano del sistema. Al aplicar la rotacién de Wick (3.8), la amplitud
(3.9) adopta la forma

(61, té1,0) = Tr (e*5ﬁ> — 7 (3.10)
con la identificacién
_ 1 1
=7 = T (3.11)

La expresién (3.10) corresponde entonces a la funcién de particion Z en el ensemble
canénico.

A su vez, la accién que aparece en el lado derecho de (3.7) tiene la forma

fu@:/&m@MM@ (3.12)

y depende de la métrica g y otros campos representados por ¢ . La rotacion de Wick
(3.8) transforma esta accién desde la seccién lorentziana hacia la seccién euclidea, donde el
elemento de volumen d*x = dtd®x se convierte en id*x, y la métrica cambia su signatura a
una positiva definida. En consecuencia, la accién eulidea I'” es regular y se define tal que

I[g, ¢] = iI"[g,9]. (3.13)

De esta forma, la integral de camino (3.7), junto con (3.9), adopta la forma euclidea

7 = / D¢ Dge 71091, (3.14)

'En unidades no naturales, 8 = 1/kgT, donde kp es la constante de Boltzmann.
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En el régimen semiclasico se aplica la aproximacién WKB (o de punto silla), que consiste
en expandir I” en torno a la configuracién que minimiza esta accién.

A primer orden, la funcién de particién esta dominada por el valor de la accion evaluada
en la solucién clésica de las ecuaciones de movimiento:

7 ~ e 1"lod], (3.15)

IE]g, ¢] corresponde a la accién euclidea on-shell, que debe considerarse en su forma renor-
malizada, incluyendo términos de borde y contratérminos necesarios para eliminar las di-
vergencias que surgen en el limite asintético.

Veremos a continuaciéon cémo la accién euclidea proporciona una via directa para cal-
cular los potenciales termodinamicos de sistemas gravitacionales.

3.2.2 Ensembles termodinamicos

En teorias de gravedad acopladas a un campo de gauge, la eleccién del ensemble ter-
modinamico esta determinada por las condiciones de borde impuestas sobre los campos
dinamicos. Desde un punto de vista fisico, esto equivale a especificar el tipo de reservorio
con el cual el agujero negro se encuentra en equilibrio. En particular, es posible considerar
un sistema a temperatura y carga eléctrica fijas (7', @), o bien a temperatura y potencial
eléctrico fijos (T, ®), lo cual define dos tipos de ensemble.

Esta distincion se hace evidente al examinar la primera ley de agujeros negros (3.3). En
analogia con la mecénica estadistica coonvencional, el potencial eléctrico ®, conjugado a la
carga (), se puede interpretar como un potencial quimico. Lo cual, deja de manifiesto que
fijar ) define el ensemble candnico, mientras que fijar ® define el ensemble gran candénico. A
continuacion se explica cémo estas elecciones se implementan a nivel de la acciéon Euclidea,
a través de la imposicién de condiciones de borde apropiadas, siguiendo [42, 43].

Ensemble gran candnico (potencial eléctrico ¢ fijo)

Consideremos la accion del agujero negro con campo escalar que estudiaremos a lo largo
de esta tesis (2.33), cuya variacién conduce, entre otros términos, a la siguiente contribucién
de borde debido al campo de gauge

2
of=..— = / &z v/ —hn,e?F*§A,, (3.16)
oM

K
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obtenida en (2.40), donde h es el determinante de la métrica inducida en el borde y n, es
el vector normal a dicha superficie. Los términos omitidos en (3.16), incluyen aquellos que
dan origen a las ecuaciones de movimiento, junto con términos de borde gravitacionales y
dilatonicos.

Este principio variacional estara bien definido y entregara las ecuaciones de movimiento
solo si se impone la siguiente condiciéon de borde:

3Aulgp = 0. (3.17)

Dicha condiciéon equivale a fijar el potencial eléctrico ® en el borde, definido como la
diferencia de potencial entre el horizonte y el infinito. Por lo tanto, esta elecciéon de
condiciones de borde caracteriza al ensemble gran candnico.

Asi, la funcién de particién (3.15) depende de la termperatura y potencial eléctrico
Z(T,®). Y el potencial termodinamico que se encuentra a partir de la funcién de particién
asociado a este ensemble es la energia libre de Gibbs

G=M-TS—dQ (3.18)

A partir de la relacién entre el potencial termodinamico y la funcién de particion G =
—f7'InZ, junto con la relacién entre funcién de particién y accién Euclidea (3.15),
se obtiene la siguiente relacién fundamental entre la accién euclidea y el potencial ter-
modindmico:

I¥ = 5G. (3.19)

Esta es la llamada relacién cudntico-estadistico.

Ensemble candnico (carga eléctrica () fija)

El ensemble canénico corresponde, en cambio, a fijar la carga eléctrica (). Esto se
implementa, imponiendo la siguiente condicién sobre el dual del tensor de Maxwell en su
forma diferencial

5(e"x F =0 (3.20)

oa
Para que la accién, cuya variacién estd dada por (3.16), admita esta condicién de borde,
es necesario agregar un término de borde adicional para el el campo de gauge

In=2= / Pz —he'’n, F*" A, (3.21)
oM

K
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La variacion de este término es

K K

2 2
04 == / R TICARY, —hn, F")A, + — / >z /—he’¥n,F*§A,, (3.22)
oM oM

que por un lado cancelar exactamente la contribucién en el borde que ees proporcional a
0A, en la accién original, y por otro lado, contribuye con el término borde

2

6l = ...+ = / >z 6V —hn, F*™)A,, (3.23)
K Jam

que se anula para la condicién impuesta (3.20), y asi, la variacién total de la accién queda

bien definida también es este ensemble ? .

Asi, el término de borde asociado al campo de gauge que debe incluirse en la accion
total estda dado por con la condicion de borde impuesta , y el término de borde general que
debe incluir en la accién total (2.57) es

0 Ensemble gran canénico, 6(A,)[,,, =0

14 = ’ 3.24
4 {% Jop @2/ —he'?n, F* A, Ensemble candnico, (€« F 0 (3:24)

)‘8/\4 -

Para el ensemble candnico, la funcién de particién (3.15) dependerd de la termperatura
y carga eléctrica Z(T,Q), que en general difiere de Z(T,®). Ahora, el potencial ter-
modinamico que corresponde al ensemble candnico es la energia libre de Helmholtz

F=M-TS (3.25)

De igual forma, con F = —7'1In Z, junto con la funcién de particién (3.15), se obtiene la
relacion cuantico-estadistico para el ensemble canonico:

I¥ = BF. (3.26)
Cabe destacar que la energia libre de Helmholtz y Gibbs se relacionan a traves de la
transformacién de Legendre F(T,Q) = G(T, ®) + Q.
3.2.3 Temperatura de Hawking

El mismo procedimiento empleado para obtener la funcién de particion resulta también
util para deducir una expresién geométrica para la temperatura de Hawking, consistente

2Con la definicién xF = i\/—gewgpF””dx" A dzf y Fgéﬁ = v —hn, se puede apreciar que las
condiciones §(eY?/—hn, F* )|op =0y 6(e7 x F)|grm = 0 son equivalentes
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con la temperatura obtenida a partir de la gravedad de superficie xk en el horizonte del
agujero negro.

Consideremos una métrica estatica y esféricamente simétrica de la forma
ds®* = —f(r)dt* + f(r) " 'dr® + r?dQ? (3.27)

Cerca del horizonte del agujero negro r,, definido por la condicién f(r,) = 0, se puede
realizar el cambio de variable

fOr) = fllra)(r —ry) = R, (3.28)

y aplicar la rotacién de Wick temporal (3.8). La métrica (3.27) adopta entonces la forma
euclidea

4
ds* = R*dr* + dR* + ..., (3.29)
f(re)?
la cual posee la estructura de un espacio plano en coordenadas polares, salvo por un factor
conforme. Explicitamente,

4
ds* = R*dO® +dR* + ... 3.30
S ) [ + + ] ) ( )
si se introduce la coordenada angular
/
o= L) (3.31)

De la transformacién (3.28) se deduce que el origen de la coordenada radial R coincide con
el horizonte. Para evitar una singularidad cénica en el horizonte R = 0, se debe imponer
una periodicidad sobre la coordenada angular tal que © € [0,27]. En consecuencia, la
coordenada euclidea 7 es también periédica, con periodo

47
B=—, (3.32)
frry)
donde hemos usado la relacién de 3 con la temperatura y el tiempo euclideo a través de
(3.11). Entonces, la periodicidad (3.32) se interpreta como la inversa de la temperatura
del agujero negro T'=1/4,
_ L df(r)

- 3.33
47 dr ( )

r=ry
Esta temperatura es uniforme sobre el horizonte, en concordancia con la ley cero de la
termodinamica de agujeros negros.
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3.3 Estabilidad termodinamica global

La estabilidad termodindmica de un sistema se caracteriza por la tendencia al equilibrio
como respuesta frente a las fluctuaciones de sus parametros termodinamicos. En el contexto
de agujeros negros, los criterios de estabilidad pueden formularse como consecuencia directa
de:

e La primera ley de la termodinamica: dM = TdS + ®dQ

e La segundaa ley de la termodinamica: dS > 0

Es importante distinguir entre estabilidad global y estabilidad local. La estabilidad lo-
cal, pero estd asociada a un méaximo local de la entropia y describe la respuesta del
sistema frente a pequenas perturbaciones en los parametros termodinamicos en torno al
equilibrio.No entraremos en detalles sobre este punto, pues no es central para el analisis
de transiciones de fase que realizamos en este trabajo. Basta con mencionar que es
bien sabido que agujeros negros mas simples en espacios asintoticamente planos, como
Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y Kerr son localmente inestables desde el punto de
vista termodindmico [44, 45, 46], en el sentido que pequenas fluctuaciones termodindmicas
los puede llevar a evaporarse o crecer indefinidamente. En contraste, los agujeros negros
en espacios asintéticamente Anti-de Sitter pueden alcanzar estabilidad térmica gracias al
efecto confinante del fondo AdS. Un resultado relevante para el presente trabajo, es que
la version asintéticamente plana de los agujeros negros con campo escalar expuestos en la
secci6én 2.2.1 presenta estabilidad local termodindmica, como se mostré en [13, 15]. Este
comportamiento podria estar relacionado con las propiedades de la autointeraccion del
campo escalar, que decae en el ifinito espacial, pero actiia de manera efectiva “caja” cerca
del horizonte.

En lo que sigue nos enfocaremos enfocaremos en los criterios de estabilidad termodinamica
global, asociada al maximo global de la entropia. De esstos criterios depende la aparicién
y la naturaleza de las transiciones de fase. A continuacién, derivaremos dichos criterios
para cada ensemble termodindmico, siguiendo el enfoque presentado en[47].

3.3.1 Estabilidad termodinamica en el ensemble gran candénico
Consideremos un sistema en equilibrio con un reservorio a temperatura 7'y potencial

eléctrico . En este ensemble se permite un intercambio tanto de masa (dM # 0) como
de carga eléctrica (d@) # 0) entre el sistema y el reservorio, asumiendo que este tltimo
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es lo suficientemente grande para no ver afectado su equilibrio debido al intercambio.
Comenzamos aplicando la primera ley de la termodindmica al reservorio

dM, = TdS, — ®dQ,, (3.34)

donde M,, S, y @,, son respectivamente su masa, entropia y carga eléctrica. La conser-
vacién de masa y carga para el conjunto formado por el sistema y el reservorio implica

dM, = —dM,
dQ, = —dQ.

Se favorecera aquel proceso que satisface la segunda ley de la termodinamica aplicada al
conjunto sistema mas reservorio:

(3.35)

dS+dS, >0 (3.36)
Usando las expresiones (3.34) y (3.35) se obtiene
1
dS + f(—dM + @dQ) > 0. (3.37)
Lo cual es equivalente a
g <0, (3.38)

donde G = M — TS — ®(Q) es la energia libre de Gibbs. Por lo tanto, en el ensemble gran
canénico, el estado termodinamicamente estable es aquel que minimiza la energia libre de
Gibbs a temperatura y potencial eléctrico fijos. En particular, si existen dos fases tales
que G1(T,®) < Go(T, ®), entonces la fase 1 es globalmente estable, mientras que la fase 2
es inestable.

3.3.2 Estabilidad termodinamica en el ensemble canonico

Consideremos ahora un sistema en equilibrio termodindmico con un reservorio a tem-
peratura T y carga eléctrica @) fijas. En este caso, el sistema puede intercambiar masa
(dM # 0) y potencial eléctrico (d® # 0). Dado que la carga eléctrica en este ensemble
estd fija (d@Q = 0), la primera ley para reservorio se reduce a la siguiente expresién, usando
(3.35),

dM dM
ds, = L= 3.39
T T (3.39)
Entonces, la segunda ley para el sisytema completo implica
dM
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Lo que se puede reescribir como
dF <0, (3.41)

donde F = M — TS es la energia libre de Helmholtz. Por consiguiente, en el ensemble
canonico, la fase termodinamicamente estable es aquella que minimiza la energia libre de
Helmholtz a temperatura y carga eléctrica fijas.

Finalmente, una transicién de fase se manifiesta como una discontinuidad en las derivadas
del potencial termodinamico relevante. En particular, si bajo los criterios de estabilidad
global se produce una discontinuidad en la n-ésima derivada de G (en el ensemble gran
canénico) o de F (en el ensemble candnico), entonces el sistema experimenta una tran-
sicion de fase de o

3.4 Termodinamica de agujeros negros en espacio de
fase extendido

Pese a que la termodinamica de agujeros negros suele estudiarse en espacios asintéticamente
planos, estas soluciones con dichas condiciones de borde no suelen ser localmente estables
en el sentido termodindmico [44] (Las condiciones precisas de estabilidad se discutiran en
la seccién 3.3). Una forma de estabilizar estos agujeros negros consiste en introducir una
constante cosmoldgica negativa, de modo que su geometria sea asintoticamente Anti-de

Sitter (AdS).

Cuando se incluye una constante cosmoldgica, la literatura indica que el tratamiento
termodinamico estandar debe modificarse mediante una extenson del espacio de fase. Esta
formulacién ampliada permite capturar fendmenos que no aparecen en el esquema tradi-
cional, tales como transiciones de fase tipo Van der Waals, puntos triples, transiciones de
fase reentrantes, etc [24]. A continuacién se presentard como se realiza esta extension.

Al comparar la primera ley de la termodindamica de agujeros negros (3.3) con la primera
ley de la termodinamica estandar, se aprecia una analogia parcial debido a la ausencia de
un término equivalente al trabajo mecanico PdV en sistemas no gravitacionales. Lo cual
motiva la pregunta que surge de forma natural: ;jExiste una correcta nocién de presion y
volumen en el contexto gravitatorio? La incorporacién de estas cantidades resulta concep-
tualmente no trivial, pues no poseen una interpretaciéon geométrica directa [25].

La clave esta en que una constante cosmoldgica negativa A contribuye ak tensor energia-
momento como una presion de vacio. Esto permite definir

A
P=—— 42
=, (342
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de modo que P juega el rol del término faltante en la primera ley. Promover A a una
variable termodinamica constituye el paso fundamental en esta construccion, lo que permite
formular una primera ley extendida para agujeros negros. En la siguiente subseccién se
presenta el fundamento tedrico que respalda esta interpretacion.

3.4.1 Constante cosmoldgica como variable termodinamica

Laidea de tratar A como cantidad dinamica, en lugar de un pardametro universal fijo, fue
planteada por por [48, 49]. La motivacién proviene de resultados en supergravedad [50, 51],
donde un campo gauge totalmente antisimétrico acoplado a gravedad genera una constante
cosmolégica efectiva como constante de integracion en las ecuaciones de movimiento.

Sin embargo, este mecanismo no es exclusivo de supergravedad, y se generaliza en [52],
donde se desarrolla una formulacién completamente covariante en la que A(x) se introduce
explicitamente como un campo dindmico dentro de la accién y su valor constante emerge
como consecuencia de las ecuaciones de movimiento. Para ello se introduce un campo
auxiliar vectorial F*, puramente gauge salvo por un modo cero global, canénicamente con-
jugado a la constante cosmolélogica A(z), que puede ser tratada como variable dindmica.

La accion propuesta es

,sz/d%[wia3—2m+aA@fﬂ, (3.43)

que al extremizarla con respecto a los campos g, (x), A(x) y F*(z), se obtienen las sigu-
ientes ecuaciones de movimiento respectivamente

G;uz + Aguu = Oa
O F" — /=g =0, (3.44)
9, = 0.

En esta formulacion, A aparece como un campo dinamico en la accién, pero su caracter
constante se obtiene como resultado de las ecuaciones de movimiento, resolviendo la difi-
cultad conceptual de variar A a nivel de la accién, mientras se recuperan las ecuaciones de
Einstein con constante cosmologica.

3.4.2 Termodinamica de agujeros negros en espacio de fase ex-
tendido

En [26] se obtuvo, mediante un enfoque geométrico, la forma explicita de la primera ley
extendida para agujeros negros en presencia de constante cosmolégica, dicha generalizacion
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Se expresa Ccommo

dM = TdS + QdJ + ®dQ + VdP. (3.45)

Esta expresion muestra que la masa del agujero negro M mno corresponde a la energia
interna del sistema, sino a su entalpia. En termodinamica convencional, la entalpia M se
relaciona con la energia interna U a través de la transformada de Legendre

M=U+ PV, (3.46)
y se interpreta como la energia interna U mas la energia PV requerida para colocar el

agujero negro en un entorno con constante cosmolédgica negativa.

Por otro lado, la variable conjugada de la presién termodindmica (3.42), es el volumen
termodinamico y se define como

oM
v=(%) (3.47)
OP ) s 10

Este volumen fue interpretado en [53] con un sentido estrictamente termodindmico, pues
no representa un volumen geométrico delimitado por el horizonte.

En algunos casos simples, como por ejemplo el caso del volumen termodinamico para
un agujero negro de Reissner-Nordstom-AdS

4
V= gwri, (3.48)

pareciera coincidir con un volumen geométrico asociado a una esfera de radio del horizonte
de eventos r ero recordemos que la coordenada radial se vuelve tipo tiempo dentro del
+
horizonte, por lo que esta interpretacién no es fisica.
b

Para agujeros negros méas complejos en presencia de rotaciéon o campos escalares, el
volumen termodinamico difiere incluso de esa identificacion ingenua, lo que remarca su
caracter puramente termodindmico.

Desigualdad isoperimétrica inversa

En geometria euclidiana, la desigualdad isoperimétrica establece que, para un dominio
conexo de volumen V' y drea A, la relacion

- (M)dl—l S (3.49)

Wd—2
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satisface R < 1, donde la igualdad se cumple para la esfera. Aqui,

d+1

(2m) =

(3.50)

Wy =

es el volumen de la esfera d-esfera unitaria.

Motivados por esta relacién geométrica, en [54] estudiaron si el volumen termédindmico
de un agujero negro AdS podia satisfacer alguna propiedad similar. Encontraron que los
agujeros negros con horizonte compacto satisfacen la desigualdad isoperimétrica inversa:

R>1. (3.51)

Esta desigualdad se interpreta como que, para un volumen termodinamico V' dado, la
entropia del agujero negro se encuentra acotado superiormente por la del agujero negro de
Schwarzschild-AdS, que satura la igualdad R = 1

Posteriormente, en [55], se mostrd que existen agujeros negros AdS no compactos (de-
nominados agujeros negros super-entrépicos) que violan esta desigualdad. Esto indica que
su validez no es universal, sino que constituye una conjetura aplicable a ciertas familias de
agujeros negros con horizonte compacto.

3.4.3 Formula de Smarr

Una robusta motivaciéon para interpretar la constante cosmoldégica como presién ter-
modindmica (3.42) surge de la estructura de la formula de Smarr. Para agujeros negros en
aspacios asintéticamente planos, esta relacion se escribe como

M = 2T'S +2QJ + @Q, (3.52)

la cual fue deducida por [56] en contexto de agujeros negros a partir de argumentos de
homogeneidad y escalamiento dimensional. Esta formula es andloga a la relacion de Gibbs-
Duhem en termodinamica convencional.

Sin embargo, cuando A # 0 , la expresién (3.52) no se satisface, ya que la constante cos-
moldgica introduce una escala adicional cuya contribucién debe considerarse en el analisis
de escala.

Al identificar (3.42), y permitir su contribucién en la primera ley, la férmula de Smarr
adquiere la forma extendida [26, 24]

M =2TS +2QJ + ®Q — 2V P. (3.53)
De tal forma que la incorporacién del término VdP en la primera ley no es arbitraria, sino

que es necesario para asegurar la consistencia entre la primera ley y la férmula de Smarr.
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Criticalidad agujeros negros con pelo

4.1 Criticalidad de agujeros negros con pelo: caso
general

4.1.1 Termodinamica en espacio de fase extendido

En esta seccién, investigaremos la termodindmica y comportamiento critico de la clase
general de soluciones para el cual el campo escalar contiene un parametro extra, o, que
controla tanto el acoplamiento entre el campo escalar y el campo de gauge, como la au-
tointeraccion del potencial del campo escalar. La accién es

1== [ avy=g {R —evrt— Lagr —v)) (4.1)
26 Jm 2
donde A
Y= ("*1)2 (4.2)
—

20 o — 1 . o+1 o+1 . o—1 40% — 4 [0}
U(gb)zE [U+251nh( - gb)—a_Qsmh( T ¢>+02_4smh(a)]
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Figure 4.1: The scalar field potential U(¢) vs ¢. Left-hand panel: ¢ = /3. Right-hand
panel 0 = 3. a > 0.

donde [, = V02 — 1. Nos referimos al parametro o como el ”pardmetro” de pelo en el
sentido que se recupera el agujero negro RN-AdS usual para el valor especifico de 0 = —1.
Cuando o < —1, el acoplamiento del exponente es 0 < v < 1. Estamos interesados en
el caso ¢ > 1 en donde el acoplamiento es mas fuerte, v > 1, y asi la contribucion del
campo escalar se vuelve no trivial en su capacidad de introducir cambios relevantes en
las propiedades termodinamicas que proponemos explorar. El limite ¢ = 1 corresponde al
agujero negro de Schwarzschild y el limite ¢ — 0o en particular se analizara en el Apéndice
B.

Para ¢ pequeno, el potencial decae de acuerdo con el limite asintético AdS

6 ¢ 1 [(o?-3)\ ¢ 5
=—— - = - — — 4.4
U6 =~ 33 () 5 + O (14)
donde A = —3¢2. Como se muestra en Fig. 4.1, el potencial estd acotado por debajo y

tiene un minimo global para un valor finito de ¢, para cualquier valor de A, si o > 1y
a > 0. Asumiremos ¢ > 1y a > 0 de ahora en adelante.

Las ecuaciones de movimiento son

Ruv = 50,006 — 50uU(8) ~ TEN =,

awe) (15)
do 7

V(e F*) =0

O¢ — ,Yesz _
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donde TEVM = 2e"(F,oF," — 411 g F?) es el tensor energfa-momento para el campo electro-
magnético. La solucién de las ecuaciones de movimiento, dado el potencial (4.3), es

ds* = Q(x) [—f(:ﬂ)dt2 + %dﬁ +d¥? |,
N (4.6)
A”—a( a:"—i_aci)é’”
¢ =l In(x)

donde 1 y ¢ son las constantes de integracion relacionadas con las cargas conservadas, es
decir, la masa y carga eléctrica de los agujeros negros (campo escalar es “pelo secundario”,
pues no tiene asociada una carga conservada) y d¥ = df? + sin®fdp?. Las funciones
métricas f(x) y Q(z) son

f(ﬂf)zgiz+a[;_4—x—2(l+ v >}+Qx {1—2(’2(360_1)

e

o2 o2 c—2 o+2 (x) o(o—1)x°
0.21‘071
Qz)= ——m—.
) n?(x7 —1)?

El horizonte del agujero negro esté localizado en # = x, donde f(z,) = 0. No hay pérdida
de generalidad en asumir 7 > 0. La coordenada candnica radial estd dada por el cambio
de variable r? = Q(x). En la regién asintética (z — 1)

1 o2-1/1 1
=14+ — - — o). 4.8
R Y (Tf”?“g it " v >> 4

Ya que la masa del potencial del campo escalar es m? = —2¢~2, deberfa esperarse que el
campo escalar decaiga como ¢(r) = é + 7% + O(r=3). Resulta que, en efecto, A =Il,n"'y
B = —%lgn_Q. So, en este caso, el campo escalar obedece condiciones de borde mixtas ya
que ambos modos A y B no se anulan. Es conveniente introducir una funciéon W = W (A)
que relaciona ambos Ay B = B(A) a través de B(A) = dvg#. Se sigue de forma directa,
que

A3

6l,

Esta expresion para W(A) es relevante para el célculo de de la contribucién a la accién
euclidea on-shell proveniente del campo escalar.

W(A) = (4.9)
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4.1.2 Accion euclidea y la termodinamica usual

Aqui usaremos contratérminos consistetes con las condiciones de borde mixtas del
campo escalar [57, 36] para calcular la accién Euclidea on Shell. Hacemos el cdlculo us-
ando la condicién de borde 0A,|s,, = 0 para el campo de gauge. Una vez que la accién
estd regularizada, usamos el formalismo de Brown-York (2.3) para calcular la el tensor de
estés superficial y la energia conservada. Finalmente, verificamos que la primera ley de la
termodindmica de agujeros negros y la relacion cudntico-estadistico. Debemos enfatizar
que el parametro del pelo o se mantiene arbitario y este andlisis es mas general que el
presentado en [58].

La accién regularizada completa I” en la seccién euclidea estd compuesta respectiva-
mente por el término de bulk IF, , dado por la ecuacién (2.33), el término de borde de
Gibbons-Hawking IZ,;, el contratermino gravitacional para espacios asintGticamente AdS
1 gE y el término de borde asociado al campo escalar I, que fueron presentados en la seccién
2.2.2 1. Dicha accién se expresa como

1 1 2
Y —/ d*r vV —hK + —/ d*xN—h (— + g—R>
K Jom oM ¢

" : (4.10)
L & W) |
o ade\/__hlz_ﬂWM’

donde R = 2/ (x;) es el escalar de Ricci para la foliacién = = x, = cte, donde b se refiere
al borde, y hg, es la métrica inducida en el borde O M. Al final del calculo se toma el limite
correspondiente al borde asintético g — 1.

Procedemos calculando cada uno de los términos (4.10) por separado. Usando las
ecuaciones de movimiento, el término del bulk reducirse a la expresién

7, = —% [ )y — 272 / + (z) dm} | (4.11)

Al expandir este resultado en potencias de (2, — 1), se obtiene una contribucién finita, de
orden (x; — 1)° junto con términos divergentes, de orden (z, — 1)73.

5 1 a q° oz +1) o*-1
L nlo—1)  4dnag —1) 48532
+ g (4.12)
p
—__r —1).
+ 2 (wy — 1) + O(xp — 1)

INotar que las componentes de la accién total, mostradas en capitulos previos estdn en la seccién
Lorentziana, por lo que difieren por un signo respecto a la accién en la seccién Euclidea.
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Los siguientes corresponden a terminos de borde. Por lo que se calcularan sobre la hiper-
superficie = z;, cuyo elemento de linea estd dado por hydr®dz® = Q(z)[—f(x)dt? + dX].

Para el calculo del término de Gibbons—Hawking se requiere conocer el tensor de cur-
vatura extrinseca y su traza, respectivamente

_Q/ f(fQ),tt 0 <6 s 2 5o SO
Kab—277 Q[ o 0,0, — 0,0, —sin” 0670, | ,

1 P33y
K=—— i f_ + ,
2nV Q \ f Q
donde, la prima denota derivada con respecto a x. Y para su calculo debemos recordar la
definicién de la curvatura extrinsica K, = V,n, y su proyeccion sobre la hipersuperficie

(4.13)

r =cte K = (dx“> <%> K,,,. El vector unitario ortogonal a dicha superficie esta dado

dy®
por n, = —#.
Con esto, el término de Gibbons-hawking
3q> 3 a o’-1 30 B
£ =gl — = _ _
G =P [27](0 —-1) 4n 4p? * 167)362] * 20302 (x, — 1)3 m(xp, — 1) (4.14)
+ O(l‘b — 1)

Por otro lado, el contratérmino gravitacional es

2 2 _ 202 _ 2

7 =3 i+i_ q L 1 g +ﬁ(877€ o’ +1)

g 2n 6 nlo—1) 8P| Pz, —1)*  8ndP(xy — 1) (4.15)
+ O([L’b — 1).

Y para el contratérmino del campo escalar, consideramos la expresién (4.9) para obtener

f0*=1) | Blo*~1)

17 =
¢ 6n302 83?2 (xp — 1)

+ Oz — 1) (4.16)

Se puede apreciar que al sumar todas las contribuciones, los términos divergentes o< (x, —
1)™' y o (7, — 1)72 se cancelan entre si en el limite zp — 1, dando origen a un resultado
finito

a q° o+14(c—1)27

1
¥ =1F IE, +I1F +1F =5 |— — . (417
bulk + GH + g + /6 477 + 12773 77(0_ — 1) + 477<:U3_ _ 1) ( )

Se mostrara explicitamente que la accién total I” satisface la relacién cudntico-estadistica.
Pero antes, es necesario calcular las cantidades termodinamicas para este agujero negro.
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La energia conservada F se puede calcular a partir del formalismo de Brown-York (2.3),
que entrega el tensor de estrés en el borde 7,,. Para la accién completa (4.10)

2 61 2 ha [¢2  W(A)
b= T TRk (K“” et gG“”) 25l [? A3

y recordando que, segun el formalismo de Brown-York, la energia conervada (2.67) es

¢3} ., (4.18)

E:]{ AV AL (4.19)
530

donde X = Q%(x;,)sin?6 es el determinante de la métrica en la 2-esfera ds% = Q(z;)d%,
£* = 97 es el vector de Killing tipo tiempo y n,, el vector unitario normal a ¢t = cte, dado
por

5t .
Ng = \/% =/ Qf0,. (4.20)
Para el cédlculo explicito de la energia conservada, solo contribuird con un término no nulo
en la energia aquel término de 73; que es dominante en la expansién de potencias de (x,—1).

Esto es,

1 q° a+ 3n? )
= — -1)+0 — 1)} 4.21
=17 (757 - S ) (o= 1)+ Of(ar = 1) (421)
Con este resultado, la energia conservada es

¢ a+3p
ne—-1)  6np’
Las restantes cantidades termodinamicas se obtienen de manera estandar. La carga eléctrica
Q@ se calcula mediante la ley de Gauss evaluada en el borde,

1
4m s2, n

q
D = 7 —1).
Uxi@-s— )

(4.22)

(4.23)

y su potencial conjugado ® se define como la diferencia del potencial entre el horizonte y
el infinito, es decir, ® = A;(x = x4) — Ai(x = 1) . La entropia de Hawking-Bekenstein se
obtiene a partir del drea del horizonte de eventos S = A/4, donde A = 47Q(x) es el area
del horizonte de eventos, y la temperatura de Hawking 7T,

g rolx !
(g = 1)
f'(xy) 3E T 4ro@? 424
T=- = = +27(c—1)+o+1],

471'7] N ﬁ B 4o/ 1S erS
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se determina exigiendo la regularidad de la métrica euclidiana, eliminando la singularidad
conica en el horizonte (3.33) . Se puede verificar que la primera ley de la termodindmica
de agujeros negros estandar dE = T'dS + ®d(Q se satisface. Finalmente, se comprueba
que la accién euclidiana regularizada (4.10), en cuyo cédlculo se obtiene (4.17), satisface la
relacién cudntico-estadistico,

IE
5 = E-TS-2Q=G(T.2), (4.25)

Se identifica G como el potencial termodindmico del ensamble gran canénico. La primera
ley se puede reescribir como dG = —SdT — Qd®, de donde se desprende que G = G(T, D).

4.2 Formula de Smarr y desigualdad isoperimétrica
inversa
Ahora consideraremos el espacio de fase extendido, donde la constante cosmolégica

representa la presién de un fluido perfecto de densidad p = —P con P = —A/(87). La
primera ley extendida recordemos que es

dE =TdS + VdP + &dQ), (4.26)
donde V es el volumen termodinamico, que esta dado por
2(c—1 o—
v=(5p) - Ee Day” 7+ (o - st (127)
OP Jos 31 (7 —1)

Las cantidades termodinamicas involucradas en la primera ley satisfacen del agujero negro
estan relacionadas a través de la formula de Smarr, que se puede obtener a partir de
argumentos de escalamiento dimensional, que se demostré en e la secccion A.2 del apéndice
A, para la solucion de agujero negro con campo escalar que hemos estudiado. En este caso,
la teoria tiene dos constantes dimensionales, A y «, ademas de las variables termodinamicas
estandar (E,T, S, Q, ®), por lo que la férmula de Smarr incorpora un par extra de variables
termodindmicas conjugadas, PV y aB,

E =2TS + ®Q — 2PV — 208, (4.28)

donde B = (0E/0a)g , p midecémo cambia E respecto a variaciones de a. Esto sugiere
que la primera ley deberia poder extender para incorporar el par extra de cantidades
termodinamicas como

dE = TdS + VdP + ®dQ + Bda, (4.29)
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una vez conociendo la interpretacién fisica concreta del parametro .. Sin embargo, en estre
trabajo trataremos o como una constante fija, y de esta forma, su variable conjugada, B
no sera relevante para nuestro analisis.

Por otro lado, usando (4.8), el volumen termodindmico V' se puede expandir en poten-
cias de ry como, V' = 4mr3 /34 O(ry). En otras palabras, la contribucién dominante es el
volumen Euclideo, como se espera del hecho de que para agujeros negros grandes, el campo
escalar y su auto-interaccién son despreciables en el horizonte. En general, vimos que el
volumen termodinamico V' satisface la desigualdad isoperimétrica inversa

1

d— 1DV rwg o\ o=

o (54 a0
Wda—2 A

donde d es el nimero de dimesiones del espacio-tiempo, wy o es el area de la seccién

transversal unitaria, y A es el area del horizonte de eventos del agujero negro. En nuestro

caso, con d =4 y we = 4m, se obtiene

1 1 — 178
5lo+1) |:U+ o, 9 :| : (431)

Ry(ry) =2 x
o) =y 20 T 20
que es la expresion general para la razén R. A partir de las siguientes observaciones
lim R,(xy) =1,
:C+4>1

lim R,(xy) — oo,

#—00 o (4.32)
AR, (1) _ 250" (@] —1)(e=1) _
dx 1203 [29(c+1)+ 0 — 1]% T

es directo ver que la desigualdad (4.30) se satisface, esto es R, (z) > 1. La interpretacién
fisica es que para un volumen termodindmico fijo, el agujero negro cargado con pelo en
AdS porta menos entropia que su contraparte RN-AdS, para el cual R = 1. Lo cual se
esspera, pues la entropia restante, es portada en el campo escalar (grados de libertad del
“pelo”) fuera del horizonte de eventos.

En lo que sigue, se reescalaran todas las variables en términos de la constante positiva
fija a

n P T

n= P— —, T—>E, (4.33)

«
S—aS, Q—=+VaQ, M—+aM, Va2V

tal que todas las variables termodinamicas sean adimensionales; por consiguiente, a no
aparece explicitamente.
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4.3 Termodinamica extendida

Con todas las cantidades termodindamicas computadas, ya se puede estudiar su ter-
modinamica. El parametro pelo ¢ introduce nuevo fenémeno de transiciones de fase reen-
trantes, ademds de transiciones de fase tipo novel. Se describira cada una de ellas en detalle
en la siguiente subseccion.

4.3.1 Ensemble candnico
Potencial termodinamico

Comenzamos considerando la termodinamica en el espacio de fase extendido, mante-
niendo fija la carga eléctrica del agujero negro. La condiciéon de borde apropiada para
el campo de gauge en este ensamble corresponde a fijar la carga eléctrica en el borde
§(e7® % F)|apm = 0. El potencial termodinamico relevante en este ensemble es F (T, Q) =
E — TS y se puede obtener a través de la transformacion de Legendre del potencial ter-
modindmico del ensemble gran candénico (4.25). Esto es equivalente a anadir el término de
borde

2
H=-= / BPxvVhePn, F* A, = 3 Qd (4.34)
K Jom

en la accion euclidea, de modo que el potencial termodindmico resultante a temperatura y
carga fija estd dado por F(T,Q) = f~1IF = M — TS, where I¥ = I¥ + I},

Ecuacion de estado

Las variables termodinamicas calculadas en la seccién anterior son de utilidad para estu-
diar la ecuacién de estado P(v,T') del sistema, que puede expresarse de forma paramétrica
a través de la ecuacion para la temperatura,

1 2n*[(o + 2)z7 + 20 — 2]Q?
T = 1
Arn3Q(z4) oo —1)x%
(0420227 4 (0 - 2)2 2 (4.35)
dro/Q(xy) 7
y el volumen especifico
3V g 1 —1

p= W _wloth+o-1 (4.36)

25 n(zf — 1z
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donde n = n(xy, P, Q) se puede resolver de la ecuacion del horizonte f(z,) = 0y se obtiene

2% (@] — )y (@ P 2i e e\ 1 &P
o3(oc —1) o252 o? oc—2 o042 02 —4 3
(4.37)

Estas tres ecuaciones (4.35), (4.36) y (4.37) representan la ecuacién de estado P(v,T') en
forma paramétrica.

Para agujeros negros grandes, la ecuacion de estado adopta la misma forma que la del
agujero negro RN-AdS (Ver Apéndice C), es decir, T = Pv+1/(2mv) —2Q?*/(7v?)+O(v?),
lo cual es valido independiente del valor del parametro de pelo o. Esto se debe a que, en
dicho régimen, el campo escalar y su auto-interaccion se vuelven despreciables cerca del
horizonte, pues las correcciones inducidas por el campo escalar son subdominantes.

En contraste, estas contribuciones debido al campo escalar y auto-interaccion adquieren
relevancia en el caso de agujeros negros pequenos e intermedios, lo cual enriquece aun
mas su comportamiento termodindmico. Aparecen mas que tipo VAW (estudiaremos),
analizaremos en detalle. La ocurrencia de transiciones de fase depende de dos valores para
la carga eléctrica: Qi v Qo. Para ilustrar, tomemos un valor concreto del parametro
del pelo, por ejemplo, 0 = 2, para el cual Qui, ~ 2.622 v Qg =~ 2.712. En la figura 4.2,
se ilustran las ecuaciones de estado para tres valores representativos de (). Para valores
pequenos de la carga eléctrica, Q < Qmin (panel izquierdo en la Figura 4.2), las distintas
isotermas exhiben un patron similar: comienzan desde un minimo valor de v en P = 0
y luego, mientras v incrementa, P alcanza un méaximo y después decrece a medida que v
sigue aumentando. Para valores intermedios, Qmin < @ < Qo (panel central en la Figura
4.2), el comportamiento es dependiente de la temperatura, como es visto en el segundo
grafico de la Fig. 4.2. Dentro de este intervalo, dos puntos criticos aparecen. El punto
critico a mayor presién corresponde a una transicién de fase de Van der Waals estandar, y
para temperaturas justo bajo esto, hay un una transicién de fase estandar de primer orden
entre agujeros negros grande/pequeno. El punto critico a presién més baja corresponde
a una nueva cualidad cuya naturaleza sera clarificada posteriormente. Para temperaturas
més bajas ya no se distinguen dos fases. Finalmente, para @@ > Qo (panel derecho en
Figura 4.2), el comportamiento se vulve del mismo tipo que para la solucién de Reissner-
Nordstrém-AdS (RN-AdS), con solamente un punto critico. Debemos notar que uno de
los puntos criticos en la region Q. < Q) < Qo de ““doble criticalidad” corresponde a una
transicion entre dos fases inestables, y por lo tanto no representa interés fisico. Los puntos
criticos, denotados como (P, v, T.) satisfacen

2
(a_P) o, (9_]3) 9 (4.38)
ov T0.0 ov T0.0
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Figure 4.2: Ecuacién de estado para ) = 1.50 (panel izquierdo), = 2.65 (central) y
@ = 2.90 (panel derecho), para la teorfa con o = 2. Para Q. < @ < Qo, se observan dos
puntos criticos.

04 0.006 Oin

9

0.004

0.002 Q —
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Figure 4.3: Izquierda: z¢ = P.v./T. vs Q. Note que z¢ < 3/8, con z¢ — 3/8 cuando @ — oc.
Derecha: Trayectoria de los puntos criticos in el plano P — T, parametrizado por (). Ambos para
o=2

El tinico punto critico para @) > Qg esta caracterizado por el factor de compresibilidad
critico z. = P, /T, el cual, en el limite ) — oo se acerca a 3/8, como es esperado. Este
punto critico tipo RN-AdS se extiende a () = Q,nin, donde ambos puntos criticos coinciden.
Esto se muestra en el primer grafico en Fig. 4.3, donde se observa la doble criticalidad dentro
del rango Q.in < @ < Qo. Mientras la carga eléctrica cambia continuamente, los puntos
criticos trazan una trayectoria en el plano P —T', como se muestra en el segundo grafico en
Fig. 4.3. También es posible notar que ambos puntos criticos se fusionan en 7, ~ 0.0448
y P. ~ 0.0053 cuando @ — Qin-

Ahora estudiamos el comportamiento de fase a traves del potencial termodindmico
(ref). Para @ < Qnin, ningin comportamiento critico toma lugar (se puede ver en el primer
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Figure 4.4: Diagramas de energia libre como funcién de la temperatura para ¢ = 2. Panel
izquierdo: F vs T para Q = 0.10 (< Qmin) para el cual no hay comportamiento critico. Panel
derecho: Aqui consideramos Q = 4 ( > Qo) para el cual el comportamiento critic es similar a al
del agujero negro RN-AdS.

grafico en Fig. 4.4) y, para @) > @y, el comportamiento es més bien similar al agujero negro
de RN-AdS, con un punto critico y una transicién de fase pequenio-grande de primer orden,
como se muestra en el segundo grafico en Fig. 4.4. Las cumbres a la izquierda en los casos
Q < Qo y también Q,.;, < @ < Qg son indicativos del hecho que estos agujeros negros
no tienen horizonte interno y por ende, no existe limite extremal. Dentro de este rango de
doble criticalidad, Q... < @ < Qo, la situaciéon es mucho mas interesante. En Fig. 4.5, se
muestra una serie de instantaneas para un rango relevante de P para ) = 2.65. En P,
aparece el primer punto critico, después del cual una swallowtail “invertida” emerge. Esta
swallowtail no significa una transicién de fase, pues todos los puntos en ella estan sobre
el minimo global de la energia libre. Sin embargo, mientras la presiéon aumenta ain mas,
la swallowtail invertida se mueve hacia la izquierda y, eventualmente, en F, intersecta la
parte inferior de la curva, es decir, la rama de agujeros negros grandes y estables, como se
muestra en Fig. 4.5 con la interseccion marcada por un circulo verde. Para altas presiones,
tenemos la transicion de fase de primer orden grande-pequeno estandar que toma lugar
hasta P = P,. Ademads de eso, se observa una transiciéon de fase de orden cero, desde
un agujero negro pequeno hasta uno grande, caracterizado por un salto discontinuo en la
energia libre F, como en su primera derivada respecto a la temperatura (0F/0T)p, como
se muestra por la linea roja punteada en Fig. 4.5(c). Esta transicién de fase comienza en
P = By y se extiende hasta P = Py, cuando las temperaturas de la parte izquierda de las
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Figure 4.5: F vs T, Q = 2.65, para valores crecientes de P.

swallowtails coinciden, como se muestra en Fig. 4.5(d). Mas alla de eso, se mueve atin més
a la izquierda, dejando una segunda swallowtail (la estdndar). La ctspide superior de la
swallowtail estandar desciende a medida que la presion sigue aumentando hasta intersectar
la parte superior de la swallowtail invertida, mostrada enFig. 4.5(f), después de que aquella
invertida desaparece. La estandar continua encogiéndose mientras la presion aumenta
hasta que, en el segundo punto critico P = P., ~ 0.0049, la swallowtail estandar también
desaparece ( Fig. 4.5(g)). No hay comportamiento critico para P > P,,. La situacién estd
mejor ilustrada en Fig. 4.6, donde las lineas de coexistencia para las transiciones de fase
correspondientes han sido representadas. Vemos que, para Py > P > [, hay dos lineas de
coexistencia y, dentro de este rango de presiones, tenemos transiciones de fase reentrante
de agujeros negros grandes a pequenos a grandes a medida que la temperatura decrece
continuamente. Este fenémeno de “comportamiento reentrante”, es una caracteristica
nueva comparada con el comportamiento en la teoria que corresponde a o = oco. Cabe
destacar que la aparicién de estas transiciones reentrantes no requiere tratar a la constante
cosmoldgica A como una variable termodindmica, ya que estas transiciones ocurren al
varial la temperatura. Por ende, basta con fijar la carga () dentro del intervalo adecuado
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Figure 4.6: Coexistence lines for zeroth order phase transitions and first order phase transitions.
They meet at the large/small/large triple point at P = P.

( Qmin < @ < Qo) vy estudiar los valores (fijos) de P para los cuales la transicién de fase
reentrante ocurre. Para el caso particular () = 2.65 en la teoria ¢ = 2, el comportamiento
de fase reentrante existe, de forma aproximada, en el intervalo 4.61-1073 < P < 4.65-1073.
Estos valores fueron obttenidos resolviendo numéricamente las condiciones para el punto
critico: (OP/0v)rq =0y (0?P/ov*)rq = 0.

En resumen, el ensamble candénico exhibe una estructura de fases notablemente rica,
incluyendo doble criticidad y transiciones de fase reentrantes, como consecuencia directa de
la presencia del campo escalar auto—interactuante. Estas caracteristicas no estdn presentes
en el caso sin pelo escalar y reflejan el impacto profundo que el campo de materia tiene
sobre la termodindmica del agujero negro.
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4.3.2 Ensemble gran candnico
Potencial termodinamico

Las expresiones paramétricas para la ecuacién de estado en este ensemble (a ¢ con-
stante) son

2—0 o+2 2 X? X, —2 29 (I)Q
p-_3 V* B A I—. 2( 220 %20 —1)1, (4.39)
v

82 |lo—2 o+2 o2 —4 xi"_‘l Xo—30c o-—1
7 —1)3 2X X Pr X (X, —
PO I C S ¥ _Ab o)) (4.40)
Ao oX) (0 —1)x (27 —1) v oxi’ v
3V g 1 —1
b=V _wlotl+o-1 (4.41)
25 n(z7 — 1)z

donde X; = (0 + 1)2% 4+ (0 — 1)27 % y Xy = (0 + 2)2 + 20 — 2 han sido definidos por
simplicidad.

En este ensemble, el valor de ® determina de una forma notable el comportamiento
termodindmico de los agujeros negros. Para & < ®. = /(0 —1)/(20), las condiciones
de criticalidad (4.38) no se satisfacen, lo que significa que no hay puntos criticos. Para
d, < & < Oy(0), hay sélo un punto critico. La dependencia de &y en o se muestra en Fig.
4.7. Es preciso notar que ®q(0) < 1/v/2. Para &y < ® < 1/4/2, hay tres puntos criticos.
Para 1/\/§ < ® < 1, hay dos puntos criticos, y para ® > 1, hay un punto critico.

Este pletorico comportamiento estéd representado en in Fig. 4.8 para distintos valores de
®. Podemos observar del panel superio izquierdo que para un valor pequeno del potencial,
especificamente ® < /(o0 —1)/(20), no hay transiciones de fase, pero una vez que el
potencial alcanza el valor ® = /(o —1)/(20) vemos un nuevo tipo de criticalidad, en
donde los méximos y minimos locales de P(v) coinciden, pero P(v) no es univaluado,y
sobre el punto critico, ni P(v) tampoco v(P) son funciones univaluadas. Para valores
grandes del potencial, es decir, ® > /(o0 — 1)/(20) una transicién de fase novel se hace
presente (mostrado en el panel superior central), cuyo comportamiento discutiremos en
la siguiente seccién. A medida que ® alcanza el siguiente umbral en ® = 1/4/2, dos
nuevos puntos criticos apparecen a muy bajas presiones, mostrados en el recuadro del panel
superior derecho de Fig. 4.8; este es el comportamiento reentrante mostrado en el diagrama
central de Fig. 4.2. Sobre este rango de valores de ®, mientras la temperatra incremente,
tendremos el comportamiento reentrante discutido en la subseccién previa, seguido de una
transiciéon de fase novel del mismo tipo para /(¢ —1)/(20) < ® < 1/v/2. Cuando ® se
hace mayor que 1/ V2, el punto critico intermedio desaparece, v s6lo el més pequeiio (que
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One critical point

Two critical points

Three critical points
@ 084

Figure 4.7: El nimero de puntos criticos depende del valor de ®. Los valores de las cotas
®. v &y dependen de o.

corresponde al caso Van der Waals estdndar) y el més grande (que corresponde al caso
novel) sobreviven. Para ® > 1 el punto critico tipo Van der Waals se desvanece, y sélo
queda el que corresponde al caso novel.

Para elucidar la naturaleza de los puntos criticos, estudiaremos el potencial termodinamico
como funcién de la temperatura. De forma paramétrica, la enegria libre esta dada por

1 o 9 2092

= — (1-— -1 4.42

g 123 4n(x% — 1) [% ( o— 1) ] ’ (442)

T = T+ |i_ (‘Ti _ 1)2 + 2772-)(2(1)2 . 772(‘)(2 _ 0-)(x(-7|— _ 1)‘| : (443)

dmno oxrq o—1 orq
donde
- 202(0 — 1)27 2 8P N I ﬁ " g
(27 —1)[Xy — 029 (3 —4D2)] | 3 o?—4 o2 c—2 o+2
(4.44)

con X definido después de (4.41). Estudiando el potencial termodindmico, encontramos
que para casi todos los comportamientos criticos observados en los diagramas P — v (Fig.
4.8), tienen asociados una swallowtail estandar, tipica una transicién de fase de primer
orden agujeros negros grandes a pequenos entre fases estables G — T'. Sin embargo, esta
swallowtail no representa una transicién de fase tipo Van der Waals, sino un compor-
tamiento de fase mas novedoso, tipo movel, que discutiremos mas detalladamente en la
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Figure 4.8: Ecuacién de estado P — v para cinco valores caracterisricos del potencial conjugado
®, en el modelo 0 = 3. Los paneles muestran los casos: ® = 0.25 < ., &, < & = 0.60 < Py,

Py < ®=0.70<1/v2,1/v/2 < ®=0.85 < 1, ® > 1, respectivamente. Las lineas discontinuas
corresponden a cada isoterma critica.

siguiente subseccién. La tnica excepcién ocurre en el intervalo &y < & < 1/ V2 , donde
hay una transicién de fase reentrante ademas del comportamiento novel. Todas las dis-
tintas situaciones se representan en la Figura 4.9 y el caso excepcional, que ocurre para
oy <P <1/ V2 esté representado en la Figura 4.10. Para este caso, hay una transicién
de fase reentrante en el sentido de que hay un rango ( de valores fijos de) P para el cual

el sistema puede ir de agujeros negros grandes a pequenos en la direccion de temperatrura
decreciente.

Una cantidad adimensional que entrega informacién acera de las propiedades criticas
es el “factor de compresibilidad critica”

P,
4.45
o (4.45)

Tanto para un fluido de Van der Waals fluid como para el agujero negro RN-AdS, el factor
2z resulta ser exactamente 3/8. A diferencia de los exponentes criticos, que se espera que
sean universales, es sabido que z. difiere para diferentes sustencias en la quimica comun
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Figure 4.9: Diagrama G vs T para distintos valores de ® en el modelo o = 3. Se muestran
los siguientes casos: ® = 0.50 < ®., &, < & = 0.60 < &5, &y < & = 0.70 < 1/v/2,
1/v/2 < ® =0.85< 1, ® > 1, respectivamente. Las lineas discontinuas corresponden a la
isobarica critica. Estos diagramas son consistentes con la ecuacién de estado representada
en Fig. 4.8

[59, 60, 61]. En este caso, la compresibilidad critica depende de ®, y se muestra en la
Figura 4.11, para o = 3. la dependencia de z. en ® indica que el potencial conjugado juega
el rol de “parametro de fluido” que caracteriza la la naturaleza de la teoria de campos
conforme dual. Ademas, en la Figura 4.11, se han ilustrado las presiones criticas para el
rango completo de ®. Notice that in the limit ® — &, P — oo, and in the other hand,
in the limit & — oo, P — 0.0768.

4.3.3 Transiciones de fase tipo novel

Varias de las transiciones de fase que aparecen tanto en el ensble canénico como gran
canonico poseen caracteristicas un tanto inusuales. Uno de ellos se aprecia en los diagramas
de energia libre, que muestran swallowtails cuyo tamano aumenta al incrementartar la
presion, como en el diagrama situado més a la derecha en Fig. B.1, en los dos diagramas
ubicados méas a la derecha de la Fig. B.3, y en el segundo y cuarto diagrama de Fig.
4.9. Este fenémeno ha sido registrado previamente en gravedad de Lovelock [62], y ha
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Figure 4.10: Diagrama G — T para el caso especial &, < ® < ®y. Tomamos & = 0.70 en el
modelo ¢ = 3. Hay tres curvas isobdricas criticas, donde se muestra sélo el comportamiento
de fase reeentrante. A medida que la presién aumenta desde valores pequefnos, aparece una
swallowtail invertida. Luego, el brazo que representa agujeros negros grandes y estables intersecta
la swallowtail incertida y se forma una segunda swallowtail estdndar. Alli es donde ocurre la
tranisicién de fase reentrante, como lo muestra el segundo panel.
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Figure 4.11: Panel izquierdo: Factor de compresibilidad critica z. vs ®, para ¢ = 3, donde
d, ~ 0.5774, &y =~ 0.6957. Panel derecho: Presiéon critica vs .

sido denominado como transicion de fase de Van der Waals inversa. Esta transicion de
fase se refiere a una situacion en la cual la condensacién de agujeros negros grandes en
pequenos ocurre a temperatiuras y presiones cada vez mayores por sobre el punto critico,
en lugar de ocurrir para valores decrecientes de esas cantidades, como sucede en el caso
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estandar [24]. Un ejemplo de esto ultimo para la clase de agujeros negros con pelo que
estamos considerando se muestra en el diagrama central de la Fig.F'5, donde se aprecia el
comportamiento reentrante en el panel derecho de la Fig.F6.

Dichas caracteristicas inusuales no se restringen sélo a lo anterior mencionado, sino que
ademas en algunos casos ocurre algo sustancialmente distinto, lo cual se puede apreciar en
los siguientes diagramas P — v: El tercer panel de la Fig.F1, de los dos tltimos paneles de
la Fig. F2, y de los paneles de la Fig.F8, salvo los dos primeros. A este tipo de transiciones
de fase las hemos novel debido a su caracter novedoso, y tienen lugar a una temperatura
T.,, tal que existe una “temperatura subcritica” Ts.(< T,,) para la cual,

ov 0%v
AN Fuy 4.4
(aP)TSC 0 (aPQ)TSc ’ (4.4

Para T' < T, la presion P es una funciéon univaluada del volumen especifico v, mientras
que para T > Ty existe una regién en v donde P es una funcién multivaluada (triple).

Para poner un ejemplo concreto, fijamos & = 0.85 y ¢ = 3, y nos enfocamos en el
caso 1/v/2 < ® < 1 en el ensamble gran canénico, para la cual existen dos puntos criticos.
Estos puntos criticos estan dados por

c1: (P=513-105 v =14267, T =7.09-107%),

(4.47)
¢y : (P =0.1347, v = 3.8361, T = 0.4789).

Este caso es particularmente interesante porque el punto critico ¢;, que ocurre a baja
presion, es similar al de Van der Waals, mientras que el segundo punto critico, cs, que
ocurre a mayor presion, no tiene un analogo en los sistemas termodinamicos comunes. En
la Fig. 4.12 se muestran en detalle las isotermas criticas para este caso. Cerca del punto
critico ¢; se observa un comportamiento estandar tipo Van der Waals (panel izquierdo),
pero en torno al punto critico ¢y la presién es multivaluada: para un estado (7',v) dado,
existen como maximo, tres valores posibles de P, como se aprecia claramente en el panel
derecho de la Fig. 4.12. Con el fin de comprender la distincién entre estos dos tipos de tran-
siciones de fase, comenzaremos analizando la transicién de fase asociada al punto critico
mas familiar ¢;. En la Fig. 4.13 se muestran los diagramas G — T, G —v y G — P para
dicha transicion de fase. A partir del diagrama G — T', se obseva que la transicion de
fase de primer orden de agujeros negros grandes a pequenos es discontinua en la entropia
S = —(0G/IT)p en la direccién de temperaturas decrecientes. También es discontinua en
el volumen termodindmico V' = (9G/JP)r en la direccién del aumento de la presiénDel
diagrama, lo cual es de esperar y se puede observar del diagrama G — P. Esencialmente,
para un ensamble de agujeros negros grandes, a medida que el volumen termodindmico
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Figure 4.12: Ecuacién de estado para & = 0.85 (¢ = 3). Hay dos isotermas criticas
(lineas discontinuas negras), una que corresponde al punto critico ¢; (izquierda), y la otra
corresponde al punto critico ¢y (derecha).
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Figure 4.13: Diagramas G — T, G — v y G — P para el punto critico ¢; . La transicién de
fase de primer orden es discontinua en S = —(9G/90T)p y V = (0G/OP)r.

disminuye, la presiéon aumenta, hasta alcanzar un punto en el cual comienza la “conden-
sacion”, en donde los agujeros negros grandes se se convierten en pequenos sin un aumento
adicional de la presion ni de la energia libre, como se observa claramente en el panel central
de la Fig. 4.13. La presion a la cual esto ocurre esta determinada por la ley de areas iguales
de Maxwell. Al disminuir aiin mas el volumen, cada vez mas agujeros negros grandes del
ensamble se condensan en pequenos, hasta que el ensamble completo esta constituido por
agujeros negros pequenos. Si el volumen continia disminuyendo, la presiéon aumenta de
manera significativa, ya que una condensacién adicional es imposible. La situacion es com-
pletamente analoga a la de un gas que se condensa en un liquido a temperatura fija cuando
el volumen del sistema disminuye.

Consideremos ahora el segundo punto critico ¢y, cuyos diagramas correspondientes se
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Figure 4.14: Diagramas G — T, G — v y G — P para el punto critico ¢,. La transicion de
fase de primer orden es discontinua en S = —(9G/0T)p y V = (0G/OP)r, como en el caso
previo.

muestran en la Fig. 4.14. Aqui, las swallowtails en los planos G — T y G — P exhiben un
comportamiento opuesto al del caso anterior, creciendo a medida que aumenta la presiéon
P (diagrama izquierdo) y a medida que aumenta la temperatura 7' (diagrama derecho). El
panel central es particularmente ilustrativo: se observa que ni G(v) ni v(G) son funciones
univaluadas para temperaturas sobre 1,,. Para estas temperaturas, la transicion de primer
orden corresponde a lo que parece ser una forma de “condensacion inversa”, en la cual los
agujeros negros con menor volumen especifico se condensan en agujeros negros con mayor
volumen especifico.

Este comportamiento puede entenderse considerando la ecuacién de estado y su corre-
spondiente diagrama G — P, ambos mostrados en la Fig. 4.15, con T' = 1.62. Para este
valor de T, la transiciéon ocurre cuando P = 1, correspondiente al punto de interseccion de
la swallowtail. Las flechas indican la transicién novel desde agujeros negros de volumen
especifico grande hacia agujeros negros de volumen especifico pequeno. Consideremos el
sistema en el punto A, correspondiente a un agujero negro grande con energia libre nega-
tiva. A medida que el volumen especifico v disminuye, tanto la energia libre como la presién
aumentan hasta alcanzar el punto B. En este punto el sistema experimenta una “conden-
sacion inversa”, desplazandose de B a D, y luego a F a presién P constante, con agujeros
negros de pequeno volumen v condensandose en otros de mayor v (panel izquierdo). Todo
esto ocurre en la interseccién de la swallowtail (panel derecho). Posteriormente, el sistema
se encuentra en el punto F, correspondiente a un valor mayor de v. La ecuacién de estado
indica entonces que, al aumentar P, luego de la transicién de fase, v volvera a disminuir (y
la energia libre aumentara). El efecto neto es una transicién de primer orden de pequeno
a grande volumen especifico, a pesar de que, de forma global, el aumento de presién corre-
sponde a una disminucién de v. Notese que los puntos C y E corresponden a las cispides
de la swallowtail; y al no corresponder a minimos globales de la energia libre, el sistema
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Figure 4.15: Ecuacién de estado P — v, P — V', y el diagrama de energia libre G — P para
® =0.85 y T = 1.62 en el modelo 0 = 3. La trayectoria a través de los puntos relevantes
es comparada punto a punto para la transicién de fase que ocurre a P ~ 1. El punto
A corresponde a la fase v grande y V' grande. El punto B (y F) corresponde al punto
de interseccion de la swallowtail. Los puntos C y E corresponden respectivamente a los
maximos y minimos locales de P(v) y P(V). El punto G corresponde a la fase v pequeto
y V pequeno.

efectivamente no transita por estos puntos.

Enfatizamos que la “condensaciéon inversa” es una propiedad del volumen especifico v;
pues el volumen termodindmico V' disminuye en la transicién de primer orden, como se
aprecia en el panel central de la Fig. 4.15. Obsérvese que la ley de areas iguales puede
aplicarse aqui, a pesar de que P no es una funcién univaluada de V.

Esta forma peculiar de transicién ocurre porque ni v ni V' son funciones monétonamente
crecientes del tamano del horizonte 1/z,, como se muestra en la Fig. 4.16. Una inspeccién
de los paneles central y derecho permite distinguir qué es lo que marca la diferencia en el
comportamiento de ambos volumenes: el valor del volumen en el punto B, donde ocurre
la transicién es menor que el maximo local en el caso de v(1/xy), pero mayor que el
méaximo local en el caso de V(1/z;). En consecuencia, durante la transicién el volumen
termodinamico V' y el radio del horizonte del agujero negro disminuyen de manera consis-
tente, como se observa en el panel izquierdo, mientras que el volumen especifico aumenta.
Durante la condensacion, el agujero negro se hace mas pequeno en tamano, pero mayor en
volumen especifico, como se muestra en el panel central. Aunque pueda parecer contrain-
tuitivo que V' disminuya mientras v aumenta, esto ocurre porque la entropia decrece de
manera considerable, y por lo tanto v = 3V/(2S) presenta un maximo local mayor.
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Figure 4.16: P — xjrl, v xjrl yV — x;l para T'=1.62 y & = 0.85, en el modelo ¢ = 3.
El limite :1:;1 — 1 corresponde al limite de agujeros negros grandes.
El caso 0 — oo también exhibe un comportamiento similar, aunque presenta algunas

caracteristicas particulares que se discuten en el Apéndice B.
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Apéndice A

Demostraciones de utilidad

A.1 Hipersuperficies

A.1.1 Meétrica inducida

Consideremos una variedad M. Una hipersuperficie ¥ es es una subvariedad pert-
neciente a esta. Un caso particular de interés es el borde de la variedad, que se denota
como OM.

Si denotamos a las coordenadas en la variedad como z* y como y* a las coordenadas en la
hipersuperficie, el elemento de linea en la hipersuperficie viene dado por

ox* oz”

a_yaa_ybdyadyb = habdyadyba (Al)

ds? = gudxtdz” = g,

de lo cual se desprende que la métrica inducida en la hipersuperficie es:

ozt 0x”

hay = =— =9
" oy 8ybgu

(A.2)

Esta expresion tiene la forma de un simple cambio de coordenadas para la métrica. Sin
embargo, es preciso notar que las coordenadas {y*} viven en la hipersuperficie, por ende,
la métrica inducida h,, también. De ahi que la métrica inducida se expresa con indices
latinos, pues posee una dimensién menos que g, .
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A.1.2 Vector normal

Dada la ecuacién que describe la hipersuperficie f(z#) = 0, se puede construir un vector
unitario normal a la hipersuperficie tomando el gradiente 9, f,

€, f

n - )
e 10af05f g%

el cual se ha definido tal que su norma n,n® = € = 1 toma el valores +1 cuando n,, es
tipo espacio (y por ende, 3 es tipo tiempo) y —1 cuando n, es tipo tiempo (y por ende, X
es tipo espacio).

(A.3)

A.1.3 Meétrica transversa

La métrica transversa, también conocida como proyector se define como
hw/ = Guv — €Ny Ny. (A4)

La métrica transversa contiene toda la informacion de la métrica inducida en la superfi-
cie, pero a diferencia de ésta ultima, tiene la misma dimensién que la métrica de todo el
espacio g,,. La ec. (A.4) indica que a g,, se le sustren los elementos que no pertenecen
a la hipersuperficie. Asi, la métrica transversa actiia como un “proyector”, anulando las
componentes de cualquier tensor que se encuentren fuera de la hipersuperficie.

Para visualizar esta propiedad, calculamos el producto interno n,ngh®” utilizando la
métrica transversa (A.4).

nanghaﬁ = nanﬁg“ﬁ - enangnanﬁ = nyn® — enn® = 0. (A.5)
Esto muestra que, aunque la norma n,n® no es necesariamente nula en el espacio completo,
lo es cuando se calcula con la métrica transversa, ya que n, no tiene componente en la
hipersuperficie.
A.1.4 Curvatura extrinseca
La curvatura extrinseca se mide a través del tensor K, que se define como
K, =V,n, (A.6)

Y nos dice como cambia el vector normal a lo largo de la hipersuperficie.

67



APENDICE A. Demostraciones de utilidad

A.1.5 Teorema de la divergencia

Hemos aprendido que el teorema de la divergencia (Gauss) en geometria Euclidea esta
dado por:

/V(v.ﬁ)dvzjiﬁ.ﬁds (A7)

Mientras que su andlogo en relatividad se expresa como:

/M (Vad®)V/—gd'z = ]4 A% dx, (A.8)

oM

Con dX, = eny,v/—hd3z. Vemos que son equivalentes.

A.2 Generalizacion de la férmula de Smarr para agu-
jeros negros con pelo

La férmula de Smarr es una aplicacion de la férmula de Euler para funciones ho-
mogéneas. Que la funcién f(z,y, ..., z) sea homogénea, implica que se cumple

FOPz, My, N2) = N f(x,y, ..., 2). (A.9)

Si se realiza el siguiente cambio de variable

X = NPy,
Y = My, (A.10)
Z =Nz,

y se deriva (A.9) con respecto a «

Of(X,Y,. Z)Ox  Of(X.Y,..Z)0y  Of(X.Y,.. )02 ..,
ot e, o o o N @) (A1

se obtiene la siguiente expresion, haciendo uso de (A.9) en el lado izquierdo de (A.11),

3 8f(x,y,...,z)@+af(x,y,...,z) oy  Of(x,y,....z) 0z

< D S S RN s—1
Ox O\ oy O\ 0z O\ AT (Y5 2).

(A.12)
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O bien,
O 0r 0T Oy, 91025, _ 2y (A.13)

drox ayox " ox 0T A
En este punto hemos omitido la dependencia de f = f(z,y..,2), pues ya no es necesario
hacer la diferencia con f(X,Y,..., 7). Luego de calcular las derivadas en (A.13),

dxr  Ox 0X  px

ON  OX N N

dy _ Oy oY gy (A.14)
N OY ON N\ '
0z 0z 0Z rz

oA 0ZON N’
Se obtiene finalmente la relacion

of of  Of _

Asumiendo que la masa es una funcién homogénea M (S, @, P, «) y usando las relaciones

de escalamiento:

e M escala como ¢P—3
e S escala como (P2
e () escala como (P73

e P escala como (2

e « escala como (2!

junto con la primera ley dM = TdS + ®dQ + VdP + Bda , que consistente la con la
siguiente generalizacién de la formula de Smarr

(D —3)M = (D — 2)TS + (D — 3)3Q — 2PV — 2Ba. (A.16)
En 4 dimensiones (D = 4),
M =2TS 4+ ®Q — 2PV — 2Ba. (A.17)

Ver potencial 2.34
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Apéndice B

Criticalidad agujero negro con pelo,
caso 0 = o0

B.1 Termodinamica extendida

En esta seccién revisamos la termodinamica de la solucién exacta de agujero negro
cargado con pelo, asintéticamente AdS, encontrada en [29], correspondiente al limite v — 1
(cuando el pardmetro de pelo o — o0), para un acoplamiento constante en el exponente
entre el campo escalar ¢ y el invariante de Maxwell F? = F,,,F*”, como se muestra en la
accion gravitacional que se presenta mas abajo. Este andlisis se realiza en el espacio de fase
extendido, donde la constante cosmoldgica (negativa) A se interpreta como un término de
presion, lo que nos permite explorar el comportamiento termodindmico de todo el conjunto
de teorias AdS. Utilizamos este ejemplo como punto de partida para el andlisis completo
de toda la familia de soluciones que se estudiara en la seccién siguiente.

Consideremos la teoria de Einstein-Maxwell-escalar descrita por la accién

I= i /M d*r\/—g [R — %(agb)? —U(¢) — e?F? (B.1)

donde F),, = 0, A, — 0,A, es el campo de gauge y A, el potencial de gauge, ¢ es el campo
escalar (dilatén) y (9¢)? = ¢"*9,¢$0,¢. Adoptamos un sistema de unidades en el cual los
valores numéricos de las constantes fundamentales se fijan a la unidad: G =1, ¢ =1 (de
modo que kK = 87), h =1y, para el sector electromagnético, fijamos o = 4.

Se sabe que esta teoria admite una solucién exacta esféricamente simétrica para el
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siguiente potencial del campo escalar
2A
U(¢) = 2a (2¢ + ¢ cosh ¢ — 3sinh ¢) + 5 (cosh ¢ 4 2) (B.2)

donde « es un parametro dimensional arbitrario que tiene su origen en SUGRA [16, 17],
y A = —3/0? es la constante cosmolégica, con ¢ el radio de AdS. El potencial auto-
interactuante (B.2), para valores pequenos de ¢, decae como U(¢) = —6/02—¢*/(2+O(¢),
como se espera para una asintotica AdS, y la solucion de las ecuaciones de movimiento cor-
respondientes es

ds* = Q(x) {— f(z)dt® + ;722;[(33;) + dO* + sin® edgﬂ} : i
¢ 3
b (L) "
donde,
22 —1 1 r—1 A x

son las funciones métricas, 17 y ¢ son las dos constantes de integracién, y ¢ en el campo de
gauge es una constante aditiva que se utilizard para fijar el gauge A;(z;) = 0, donde z
es la ubicacién del horizonte del agujero negro, definida por f(z,) = 0. La coordenada
radial x toma valores en el rango 1 < x < oo, donde x = co corresponde a la singularidad
central y z — 1 al borde'. La relacién con la coordenada canénica (tipo Schwarzschild),
al menos cerca del borde, estd dada por r = \/Q(z).

Para esta solucion, la energia conservada F, la temperatura de Hawking 7', la entropia
de Hawking—Bekenstein S, la carga eléctrica () y su potencial conjugado ®, la presién Py
el volumen termodindmico V' estdn dados por [29]

S A SRS 1% (2 B Gt Vol IR CT 1 A SO C
n 1213 4mn 8mnx ry—1 T
(B.5)
S:L) @ZQ(JIJr—l)’ ng, P:—A, V:27rx+(x+—|—1)
n?(ry —1)2 T+ n 8m 3n(zy —1)3
(B.6)

IEsta es conocida como la “rama positiva” de las soluciones. Existe también una rama negativa, que
no se estudia en este trabajo.
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y satisfacen la primera ley extendida dF = T'dS + ®dQ + VdP.

Con el fin de trabajar con cantidades adimensionales, en el resto de esta seccién con-
sideraremos las variables termodinamicas reescaladas,

E S
n—+van, E—-—, T-—=al, S——, Q—)Q, P—saP, Va2V
Va « Va
(B.7)
This makes explicit the assumption that o > 0.
B.1.1 Ensemble canédnico: carga eléctrica fija
El ensemble con Ty @ fijos se obtiene imponiendo la condicién de borde §(e? x F) } oM =

0. La accién Euclidea total I” debe incluir el término de borde no nulo para el campo
de gauge Iy = (2/k) [ d®xv/—he®n, F' A,. Esta accién satisface la relacién cudntico—
estadistica ~1'I1% = F(T,Q) = E — TS [72].

Comenzamos con la ecuacion de estado, dada de manera paramétrica por las expresiones

P:3($++1)2 2(1’++1)2Q_2_i_l’i—1—2x+1n$+
8 ri(ry —1) vt 02 2(xy 4+ 1)? ’
9 9 3 (B.8)
T_(5L’++1) 2@y + (24 +2)Q° 1 w(zg—1)
C dwayg (xy —Dzy 03 v 2(zp+1)3

donde v = 3V/2S es el volumen especifico, que mide el volumen termodindmico por grado
de libertad [87]. Se puede mostrar de manera directa que, en el limite z, — 1, estas

. .7 2 —
expresiones se reducen a la ecuacién de estado de RN-AdS, P = % — 27r1v2 + % + O(v™o)
como es de esperarse. En el limite opuesto, z, — oo, se obtiene

(1+vitag)”
2Q

donde ry = 1/Q(xy). Esto indica que, en el limite z, — oo (S — 0), el volumen especifico
tiende a un valor constante, es decir, V' oc S.

(B.9)

1
U=5+2777‘i+0(7"i)7 n(ry —0) =

Los puntos criticos en este ensemble satisfacen las condiciones

2
(a_P) o, (8_];> 0 (B.10)
o)1 o o )1 o
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0786
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Figure B.1: Ecuacién de estado y diagrama F — T diagram en el ensemble candnico
para ) = 1. Los paneles izquierdo (derecho) muestran el comportamiento cerca del
primer(segundo) punto critico. Las Isobéricas/isotermas criticas estan dadas por lineas
discontinuas

para distintas temperaturas criticas. Encontramos dos soluciones a estas ecuaciones, cor-
respondientes a dos puntos criticos, para todo valor fijo |@Q] > 0.

En la Fig. B.1 se muestran los diagramas de la ecuacién de estado P—v (a T fija) y de la
energia libre F —T (a P fija) para () = 1. El primer punto critico (¢;) recuerda la criticidad
de RN-AdS, mientras que el segundo punto critico (c2) presenta nuevas caracteristicas
debidos al campo escalar. Este ultimo es particularmente novedoso. Por debajo de la
temperatura critica T.o, v(P) es una funcién monovaluada, mientras que por encima de esta
temperatura es multivaluada; el punto critico corresponde al punto en el cual el maximo y
el minimo locales de P(v) coinciden, como se muestra mediante la linea discontinua en el
segundo panel desde la derecha en la Fig. B.1.

De acuerdo con los diagramas F — T, ambos puntos criticos estan asociados a transi-
ciones de fase de primer orden entre fases térmicamente estables, lo cual se desprende del

hecho de que, para las fases coexistentes, Cg =T (g—?)Q =-T (%) > 0.
Q

B.1.2 Ensemble gran canodnico: potencial conjugado fijo

El ensemble termodinamico con Ty ® fijos es compatible con la condicién de borde
0Aulyn = 0. La accién evaluada en la seccién euclidea, [ E satisface la relacién cudntico—
estadistica 1% = G(T,®) = E — TS — ®Q [72], donde 3 = T~ ! es la periodicidad en el
tiempo euclideo y G es el potencial termodinamico del ensemblegran canoénico.
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Consideremos primero la ecuacion de estado P — T — v. De forma paramétrica se tiene

Pv,zy) = 3($++1)2(I)2+3(37++1)2 2v; Inwy — 22 +1 1
y U+ 47T(l'+ - 1)’[}2 87T-17+ 2($+ + 1)2 U2 9
B.11
T(v,2,) = <x++1>(ﬂ3++2)@2_ (2, —1)3 vy 41 3_‘_11)2 ( )
y L) = 2m(xy — 1)v drxy(zy + 1o T, — 1 5 ;

donde 1 < x; < co. Es inmediato mostrar que, en el limite de agujeros negros grandes
xy — 1, la ecuacion de estado se reduce a la ecuacién de estado de RN-AdS, esto es,
P=T/v+ (®*—1)/(2mv*) + O(1/v?), como se espera.

Aunque no existen fenémenos criticos para el agujero negro RN-AdS en el ensemble
gran canonico, la situacion aqui es mas interesante. Anteriormente se habia reportado un
punto critico en este ensemble [72], y al investigar con mayor detalle este caso, encontramos
a lo mas dos puntos criticos, cada uno de los cuales satisface las condiciones

2
(3_P> _0. <3_]:> 0 (B.12)
ov T,.@ ov T,.0

a distintas temperaturas criticas T,. Las ecuaciones en (B.12) tienen dos soluciones si
1/v/2 < ® < 1, una solucién si ® > 1, y ninguna solucién si ® < 1/4/2. Esto se ilustra en
la Fig. B.2, donde se muestran estas tres situaciones. Se observa que existen dos tipos de
isotermas criticas para valores intermedios de ®. Una corresponde al caso estandar de Van
der Waals, donde la curva P — v presenta un punto de inflexién. La otra posee las mismas
caracteristicas novedosas que en el ensemble candnico, correspondientes a la coincidencia
del maximo y el minimo locales de P(v). Este punto novedoso es el tnico punto critico
para valores grandes de ® > 1.

La existencia de isotermas criticas es indicativa de transiciones de fase, las cuales exam-
inamos estudiando el potencial termodinamico G = F —TS — (). En la Fig. B.3 se mues-
tra el potencial termodindmico para las tres situaciones. Es notable que todos los puntos
criticos estén asociados con transiciones de fase de primer orden entre fases térmicamente
estables, de grandes a pequenos agujeros negros. Las transiciones de Hawking-Page phase
transitions” (en las que el agujero negro con pelo decae hacia AdS térmico) sélo ocurre
para & < 1/ V2.

2Las dos fases involucradas en las transiciones de Hawking-Page de primer orden deberfan ser un agujero
negro grande y el estado fundamental de la teorfa. El hecho de que las soluciones puedan ser embebidas en
supergravedad es una condicion suficiente para la existencia de un estado fundamental estable de la teoria.
Si bien la construccién explicita del estado fundamental queda fuera del alcance de este trabajo, sefialamos
la referencia [88], donde se construyen soluciones exactas de solitones con pelo en supergravedad.
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Figure B.2: Ecuacién de estado. El panel izquierdo, para ® = 0.25 < 1/4/2, no muestra
criticalidad. Los paneles centrales, para 1/ V2 < & = 0.85 < 1, muestran dos isotérmas
criticas distintas, T,.; y T,.» > T,1, dadas por las lineas discontinuas. El panel derecho, para
® = 1.25, muestra una isoterma critica, también dada por una linea discontinua
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Figure B.3: Diagramas G — T. El panel izquierdo, para ® = 0.5 < 1/\/5, no muestra
criticalidad, pero exhibe una transiciéon de fase tipo Hawking-Page-type a G = 0. Los
paneles intermedios, para 1/v/2 < ® = 0.85 < 1, show muestran dos isobdricas criticas
diferenctes, P.; v P., > P.;, dadas por las lineas discontinuas. El panel derecho, para
® = 1.25, la linea discontinua muestra la isobarica critica.

B.2 Comportamiento de fase novedoso

Para 0 = oo, siempre que ® > 1//2 (valores de ® para los cuales el sistema exhibe
fenémenos criticos), el volumen especifico

NoNor V2 (2v/27282 — 1T — 892 + 3)
v = —1-
\V; 202 — 1:1:4

+ O(27?) (B.13)

tiende a un valor constante cuando x, — oo. En consecuencia, la ecuacion de estado
desarrolla una rama caracterizada por una linea casi completamente vertical en el plano
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— =162 — =162

Figure B.4: Ecuacién de estado P — v, P — V' y su correspondiente diagrama G — P para
® = 0.85, T = 1.62 en el modelo 0 = co. Para esta isoterma, la transicion de fase ocurre
a P~ 3.T7.

P — v. Una forma de entender esto es notar que, en el limite de agujeros negros muy
pequenos, la entropia y el volumen termodinamico se vuelven proporcionales. En efecto,
ambos decrecen al mismo orden en x,

27m(20% — 1)

S = . +O(z7),
+
(B.14)
2 _ 1)3/2
V= 2207 - 1) +O(x7?).
3$+

Otra manera de observar esta proporcionalidad es escribiendo z; = 1/(n*r?) +2 — n’*r} +
O(r}), expresién obtenida a partir de Q(24) = 73 en el limite 24 — oo, e insertdndola
en la expresion para V dada en (B.6). La entropia es simplemente S = wri y el volumen
resulta ser

27r7‘_2F

V =
3n

En cualquier caso, se obtiene V/S = 2/(3n), donde n(z; — o0) = 1/(v/2/2®2 — 1) puede
obtenerse directamente tomando el limite x; — oo en la expresion para 1 deducida de la
ecuaciéon del horizonte f(xy) = 0.La ecuacién de estado cerca del segundo punto critico
y el diagrama G — P se muestran en la Fig. B.4 para & = 0.85. Para este valor de P,
v(xy — 00) &~ 0.9434. Maés alld del hecho de que el volumen especifico tiende a un valor
constante en el limite z, — oo, la transicion de fase sigue las mismas caracteristicas
generales que en el caso de o finito.

+0(r}) (B.15)

Por completitud, se han graficado P — (z)™!, v— ()" y V —(z,)"!. Una diferencia
sutil en este caso, en comparacion con el caso de o finito, se observa en el segundo panel de
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w

Figure B.5: P — x;l, v — x;l yV— :C:Ll para T = 1.62 y ® = 0.85, en el modelo o = 3. El
limite :Ujrl — 1 corresponde a el limite de agujeros negros grandes.

la Fig. B.5. Una vez que se lleva a cabo la transicion de fase, desde B hasta F,el volumen
especifico v ain aumenta ligeramente al pasar de F a G. De (B.13)se sigue que, en el limite
x4 — 00, (Ov/0x ) es positivo sélo si

. 8p2 — 3
221232 — 1

Para & = 0.85, esta desigualdad se traduce en T > 0.47, lo cual se cumple dado que
T.o ~ 0.82 > 0.47. Por lo tanto, la transicién de fase de primer orden asociada al segundo
punto critico ¢y presenta la particularidad de que, en la fase de pequena —S, v aumenta
levemente a medida que S disminuye, en contraste con el caso de ¢ finito.

(B.16)
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Apéndice C

Criticalidad agujero negro de
Reissner-Nordstrom

Este apéndice cumple un objetivo doble. Por una una parte se presentara la criticalidad
del agujero de Reissner-Nordstrom (RN) en el formalismo de la termodindmica extendida,
que constituye la linea base de nuestro trabajo, pues nos interesa estudiar cémo se modifica
el comportamiento de esta solucion sin pelo cuando se agrega un campo escalar. La solucién
RN-AdS se recupera de manera continua en el limite en que el parametro de pelo toma el
valor o = 1.

Por otra parte, este apéndice cumple un rol ilustrativo, ya que permite introducir y
entender las transiciones de fase a través de dos ejemplos que encontraremos en agujeros
negros cargados AdS: transiciones de fase tipo Van der Waals y transiciones de fase de
Hawking-Page. Estos tipos de fenémenos criticos apareceran, junto con otros compor-
tamientos mas novedosos, cuando se incluye el campo escalar, como se mostraran en los
resultados de este trabajo.

Haremos una revisién del trabajo de Kubizinak y Mann [86], en donde encontraron que
las transiciones de fase en el agujero negro cargado AdS son similares a las de un fluido de

Van der Waals.

El modelo de Van der Waals generaliza el gas ideal al considerar una interaccion efectiva
entre las particulas y su volumen finito mediante los parametros a y b, respectivamente.
Se caracteriza por su ecuacion de estado

(P + %) (v —b) = kT, (C.1)

donde P, v y T son la presién, volumen especifico y temperatura del fluido. y k es la
constante de Boltzmann. Una caracteristica notable de este sistema es la presencia de una
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transicion de fase entre estados liquido y gaseoso. Para una discusién mas detallada de su
criticalidad, véase el capitulo 5 de [93].

C.1 Termodinamica del agujero negro RN-AdS

En el limite 0 = —1 (o equivalentemente, v = 0), la accién (2.33) se reduce a la accién
de Einstein—-Maxwell con constante cosmoldgica negativa, que describe el agujero negro

RN-AdS: )

I —/ d*r /—g(R — F? - 2A). (C.2)
M

:2/1

Al extremizar esta accién respecto al campo métrico y el potencial electromagnético, se
desprenden las siguientes ecuaciones de movimiento

1 1
Ry, — =guw(R—2A) =2 (FWF,,O‘ — —gu,,FQ) ,

2 4 (C.3)

V. P =0,

donde F),, = 0,4, — 0,A,. Una solucién estética y esféricamente simétrica para este
sistema es

1
ds* = —f(r)dt* + —dr® + r*d%?,
D+ 1)

b= (240) o

,
con d¥? = dh? + sin? dyp?, y C es una constante de integracién. La funcién métrica f(r)
esta dada por

fr)=1-== - =+ 5 (C:5)
donde los parametros M y () representan, respectivamente, la masa y carga eléctrica del
agujero negro.

C.1.1 Cantidades termodinamicas
Para analizar la criticalidad del agujero negro RN-AdS en el espacio de fase extendido,

lo primero es calcular sus cantidades termodinamicas, que se obtienen de forma directa,
como se muestra a continuacion.
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Presion termodinamica

En el formalismo de espacio de fases extendido, la constante cosmoldgica negativa se
interpreta como la presion termodinamica,

P=—= (C.6)

Masa

La masa M se obtiene a partir de la ecuacion del horizonte f(r;) = 0, donde 7 es el
radio del horizonte exterior.
ry A2 QP

M =
2 6 @ 2r,

(C.7)

Temperatura

La temperatura de Hawking estd relacionada con la periodicidad tiempo euclideo, y
se calcula exigiendo la ausencia de singularidad cénica en r = r, (Ver subseccién 3.2.3 ).

Esto es,
1 df(r) 1 /1 Q?
_ = — = —Ar, — = ). C.8
Amodr |,_,, 4w (r+ s rd (C8)
Entropia

La entropia viene dada por un cuarto del area del horizonte A = 47?7&,

A
S = 1= . (C.9)

Potencial termodinamico

La cantidad termodinamica conjugada a la carga eléctrica corresponde a la diferencia
del potencial electrostatico entre horizonte y el infinito, es decir, ® = A,(r;) — A;(c0),

b =—. 1
- (C.10)
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Volumen termodinamico

El volumen termodindmico se define como

V= <€;—]\F{)SQ = gm’i (C.11)

A partir del anélisis dimensional introducido en [86], se define el volumen especifico como

V= — =2r,, (C.12)
cuya expresion se generalizé en [94] y se interpreta como el volumen termodinamico dividido
por los grados de libertad asociados al horizonte.

Finalmente, se puede demostrar que las cantidades termodinamicas calculadas satis-
facen tanto la primera ley de la termodinamica

dM = TdS + ®dQ + VdP, (C.13)

como la férmula de Smarr
M =2TS + 20J + Q. (C.14)

C.2 Ciriticalidad en el ensemble candnico: Transiciones
de fase tipo Van der Waals

C.2.1 Ecuacién de estado

La ecuacién de estado es una relacion entre las variables termodindmicas del sistema,

y en general, se puede expresar de la forma P(v,T). Para el agujero negro RN-AdS en

el ensemble candnico, la ecuacion de estado se obtiene a patir de la expresién para la
temperatura (C.8), junto con (C.6) y (C.12).

T 1 20)?

p==_
v 2mv? 0 mod

(C.15)

Esta ecuacion depende del parametro (). La Fig. C.1 representa la ecuacién de estado a
través de la gréfica P v/s T para distintas temperaturas. El panel izquierdo muestra la
ecuacién de estado (C.15) para el agujero negro RN-AdS, mientras que el panel derecho
muestra, a modo comparativo, la ecuacién de estado (C.1) para el fluido de VdW.
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Figure C.1: Ecuaciones de estado para RN-AdS con () = 1 (izquierda) y para el fluido de
VdW, con parametros a = b = 1 (derecha).

Se observa que para temperaturas suficientemente altas, el término dominante es %, por
lo que las isotermas son monotonamente decrecientes, reproduciendo el comportamiento
de un gas ideal. En cambio, para temperaturas por debajo de un valor critico aparece
una region oscilatoria en la que, para cierto valor de P, existen tres valores posibles de v.
La rama que corresponde al volumen intermedio es inestable, pues (%)T < 0, mientras
que las otras dos ramas corresponden a fases termodindamicas distintas. La temperatura
umbral a partir de la cual surge este comportamiento se denomina temperatura critica y
estd indicada por una linea discontinua en los graficos de la Figura C.1. Este fenémeno
critico ocurre en el punto de inflexion que yace sobre la isoterma critica, llamado punto

critico (P., v, T.) y se caracteriza por cumplir las condiciones

oP 9*P
(&), (5),~o (10

La ecuacién de estado (C.15) presenta un punto critico, que se localiza en

Ve = 2\/6Q7
T, = —\/6
c 187‘(’@7 (017)
1
P.=—.
967 ()?
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La caracterizacién completa sobre las transiciones de fase que ocurren para 17" > T, requiere
el andlisis de la energia libre, que se discute a continuacion.

C.2.2 [Estabilidad global y energia libre

En el ensemble canodnico, es decir, a () fijo, el potencial termodinamico relevante en
este ensemble es la energia libre,
3 2
Are 3Q

1
=M —-TS =~ — 1
F S 4 T++ 3 + r (C 8)

Este resultado puede verificarse alternativamente mediante el calculo de la accion euclidea
on shell, a través de la relacion

¥ = BF, (C.19)

donde [ es el periodo del tiempo euclideo, y cabe destacar que en este ensemble se debe in-
cluir el termino de borde apropiado para el campo de gauge 4 = % f aMm d*x/—hn, F" A,.

La presencia de transiciones de fase se aprecia en la Fig. C.2, donde se muestra F en
funcién de T para distintos valores de la presion. Para P < P,., aparecen las estructuras
caracteristicas de transiciones de fase de primer orden, conocidas como swallowtails (colas
de golondrina). La linea discontinua corresponde a la presion critica, presion a la cual la
swallowtail se origina.

Cada rama de la swallowtail representa una fase distinta del sistema. Segun el criterio
de estabilidad global discutido en la Seccién 3.3, la fase que es fisicamente preferida es
aquella que minimiza la energia libre F. Esto se ilustra de forma clara en el panel derecho
de la Fig. C.2: al aumentar la temperatura desde T' = 0, la energia libre varia seguin el
recorrido de las flechas en la figura, pues esos son los valores minimos de la energia libre F
para cada T. En el punto donde se intersectan ambas ramas ocurre una transicion de fase
de primer orden, puesto que en dicho punto F presenta una discontinuidad en su primera
derivada. Las distintas fases corresponden a agujeros negros grandes y agujeros negros

pequenos, segun la relacién
oOF
— | =-5 C.20
(57), = (20

lo cual nos dice que la pendiente de la curva F(T') estd determinada por la entropia del
agujero negro. En este contexto, las distintas inclinaciones permiten identificar las fases
de agujeros negros pequenos y grandes, tal como se indica en la figura.
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1.04
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0.8 grandes

Figure C.2: Energia libre vs temperatura para el caso ) = 1.

C.2.3 Relacion criticalidad de Van der Waals

Existe una semejanza entre los puntos criticos de agujero negro RN-AdS y el fluido de
Van der Waals. La primera similitud que salta a la vista entre estos sistemas el paralelismo
entre sus ecuaciones de estado, como se aprecia en Fig. C.1. Sin embargo, para establecer
la equivalencia en la criticalidad entre ambos sistemas, es necesario analizar en mayor
detalle las propiedades del punto critico.

Para el fluido de van der Waals, cuya ecuacién de estado esta dada por (C.1), el punto
critico esta determinado por

v = 3b,
8a

1. = b (C.21)
a

Pc == W

Al comparar estos valores con los obtenidos para RN-AdS (C.17), se observa que el punto
critico del agujero negro se reproduce exactamente si los parametros del fluido se identifican

_ 3 _ 2V/6Q
como a = ;- y b= ==

Por otro lado, el factor de compresibilidad critica, definido como la siguiente razén
entre cantidades termodinamicas criticas

Pev,

T. '’

Ze

(C.22)
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toma el siguiente valor tanto para el punto critico de Van der Waals, como para el de
Reissner-Nordstrom-AdS

Este resultado es notable por dos razones. En primer lugar, z. no depende de los parametros
del sistema (a y ben el caso VAW, Q en el caso RN-AdS), lo que refleja su cardcter universal.
Es decir, todos los fluidos de Van der Waals (y los agujeros negros RN-AdS) presentan el
mismo comportamiento en el punto critico, independiente de sus parametros. En segundo
lugar, el valor coincide exactamente en ambos casos.

Los exponentes criticos gobiernan el comportamiento de ciertas cantidades cerca de los
puntos criticos. En la tabla C.1 se presenta la definicién de cada exponente critico, junto
con sus valores comparativos para los casos RN-AdS y VdW. El hecho de que también los

Exponente critico Valor para punto critico
a: gobierna el comportamiento del calor especifico a v cte. Van der Waals: a =0
—
_ 7 08 T-T, : e
Co=T7% , X ‘ T, Reissner-Nordstrom: o« =0
B: Describe el comportamiento del parametro de orden n Van der Waals: § = %
B

T—T,
7] = VUfasel — Vfage2 X ‘ T, <

Reissner-Nordstrom: g = %

~: Determina el comportamiento de la compresibilidad isotérmica. | Van der Waals: v =1

-
Kp = —% g—}; T ‘% Reissner-Nordstrom: v =1

0: Gobierna el comportamiento de la isoterma critica. Van der Waals: § = 3
|P— P| o |v—v|° Reissner-Nordstrom: 6 = 3

Table C.1: Tabla comparativa exponentes criticos
exponentes criticos coincidan para ambos sistemas, confirma que la transicion de fase del

agujero negro RN—-AdS pertenece a la misma clase de universalidad que el fluido de Van
der Waals en aproximacion de campo medio.
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C.3 Criticalidad en el ensemble gran canénico: Tran-
siciones de fase de tipo Hawking-Page

C.3.1 Ecuacion de estado

En el ensemble gran canonico, se fija el potencial eléctrico . En este caso, la ecuacion

de estado toma la forma
P T N 2 -1
w0 2mv?

(C.24)

En este ensemble se aprecia de forma més clara como el valor de ® determina el compor-
tamiento termodinamico del agujero negro, dependiendo del signo que tome el segundo
término del lado derecho de la ecuacién de estado (C.24). Para & = 1, (C.24) se reduce
a la ecuacién de estado de un gas ideal. Si |®| > 1, el segundo término en la ecuacién de
estado es positivo, lo cual mantiene el comportamiento cualitativo tipo gas ideal, como se
muestra en el panel derecho de Fig. C.3. Mientras que para || < 1, el segundo término
en (C.24) cambia signo. Esta contribucién se vuelve relevante para valores pequenos de
v, modificando asi la forma de las isotermas en ese regimen, como se observa en el panel
izquierdo de la figura C.3. Aunque las curvas difieren segin el valor del potencial ®, su
estructura no exhibe la caracteristica oscilacion asociada a las transiciones de fase tipo
Van der Waals. Y en efecto, puede verificarse que la ecuacién de estado (C.24) no admite
puntos criticos al aplicar la condicién (C.16). No obstante, en la siguiente subseccion se
mostrarad otro tipo de transicién de fase que ocurre para || < 1.

C.3.2 Estabilidad global y energia libre

EL potencial termodindmico relevante en el ensemble gran canénico, donde el potencial
eléctrico ® se mantiene fijo, es

Ard Q—T . (C.25)

1
G=M-TS—-dQ =~ |r. + — —
4 3 T4
Esta expresion puede obtenerse de manera equivalente a partir de la accién euclidea on
shell, mediante la relacién

donde 3 es el periodo del tiempo euclideo, y la accién I en este ensemble no requiere un
término de borde adicional para el campo de gauge.
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(%]
J

Figure C.3: Ecuacién de estado agujero negro RN-AdS, ensemble gran canénico. Panel
derecho: ® = 0.8, panel izquierdo: ¢ = 1.4.

La energia libre como funcién de la temperatura se muestra en la figura C.4 para distin-
tos valores de presion, y en cada imagen se ilustran comparativamente el comportamiento
de la energia libre para los posibles casos |®| <1y |®| > 1.

Para @ = 1.4 (panel derecho) la energfa libre es negativa y mondétonamente decreciente
en todo el rango considerado, lo que supone un caso trivial. En cambio, para ® = 0.8 (panel
izquierdo), la energia libre exhibe el comportamiento caracteristico de una transicién de
fase de Hawking—Page, reportada originalmente en [65] para el caso Schwarzschild—AdS.
Se trata de una transicién de fase de primer orden entre el agujero negro y la radiacién
térmica en el espacio AdS.

En este régimen de potencial termodinamico, aparecen dos ramas de soluciones de
agujero negro, correspondientes a agujeros negros pequenos, de energia libre Gpequeno ¥
agujeros negros grandes, con energia libre Ggrande. Se observa que los agujeros negros
grandes son globalmente estables frente a los agujeros negros pequenos, puesto que Ggande <
Gpequeiio €11 todo el rango, donde la igualdad sélo se cumple en el punto cispide de la curva
isobarica (siempre que P > 0). Sin embargo, cuando Ggrande > 0, estos agujeros negros son
globalmente inestables frente a la radiacién térmica, cuya energia libre se caracteriza por
Graa = 0. Siendo los agujeros negros grandes preferidos ante la radiacién solamente cuando
Garande < 0, pudiendo decaer a radiacién térmica cuando la temperatura disminuye a cierta
temperatura critica, a la cual ocurre el cambio de signo de la energia libre.
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044

0.011 -0.61

-0.%4

Figure C.4: Energia libre G v/s T para el ensemble gran canénico. Panel izquirdo: ¢ = 0.8,
panel derecho: & =1.4

Finalmente, cabe destacar que en el ensemble candénico no existe una transiciéon de
fase de tipo Hawking—Page para agujeros negros cargados. La razon es que no existe una
solucion de vacio cargada eléctricamente, por lo que el agujero negro no puede decaer a
radiacién térmica manteniendo la carga eléctrica @ fija.
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