UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
VALPARAISO-CHILE

IjEXUMBRA E.' SOLEM tl

Sobre algunos problemas de control de
ecuaciones parabdlicas de cuarto
orden en dimension superior

Tesis presentada por:

Felipe Antonio Asbiin Torres

Como requisito para optar al grado de Magister en Ciencias Mencion

Matemdtica

Director de Testis:

Nicolas Carreno Godoy

Febrero, 2026



CONSTANCIA DE VALIDACION Y CONFIDENCIALIDAD DE
MONOGRAFIA A REPOSITORIO ACADEMICO

1.- IDENTIFICACION DEL TRABAJO ACADEMICO
Tipo de monografia (marcar unaopcion): [0 Memoria o trabajo de titulo Tesis de Postgrado

Titulo del trabajo: Sobre algunos problemas de control de ecuaciones parabdlicas de cuarto orden en dimensién
superior

Nombre del candidato(a): Felipe Antonio Asbun Torres

Carrera/ Grado: Magister en Ciencias, Mencién Matematica

Campus: Valparaiso Departamento: Departamento de Matemaéticas

2.- VALIDACION DEL PROFESOR GUIA/DIRECTOR DE TESIS

Yo, Nicolas Antonio Carrefio Godoy, en mi calidad de profesor(a) guia/director(a) del trabajo académico mencionado

anteriormente DEJO CONSTANCIA que:
e Herevisado esta version del documento y corresponde a la version final aprobada del trabajo.

e Eltrabajo cumple con los requisitos académicos y de formato establecidos por la institucion.

3.- EVALUACION DE CONFIDENCIALIDAD POR PROPIEDAD INDUSTRIAL (marcar una opcién)

Eltrabajo NO contiene informacién que amerite confidencialidad y puede ser publicado de inmediato en repositorio
con acceso abierto.

O Eltrabajo CONTIENE informacién con potenciales implicancias de propiedad industrial o intelectual y requiere un
periodo de confidencialidad (embargo) por (marcar una opcioén):

[J6 meses 012 meses [J2 afos [J3anos 05 anos 010 anos

Fundamentacion de la necesidad de confidencialidad (obligatorio si se solicita embargo):

4.- FIRMAS
Profesor(a) guia o director(a) de memoria o tesis:

Fecha: 03/03/26 Firma:

Estudiante o Candidato(a):

Fecha: 03/03/26 Firma:

Este formulario debe ser insertado como pagina 2 de la memoria o tesis, completado y firmado por estudiante y
profesor(a) antes de la entrega en portal PRISMA de Biblioteca USM.



TITULO DE LA TESIS:
Sobre algunos problemas de control de ecuaciones parabdlicas de cuarto orden en dimensién

superior.

AUTOR: Felipe Antonio Asbun Torres

TRABAJO DE TESIS, presentado como requisito para optar al grado de Magister en

Ciencias Mencién Matemadatica de la Universidad Técnica Federico Santa Maria.

COMISION DE TESIS:

Integrantes Institucion

Nicolas Carreno, Universidad Técnica Federico Santa Maria, Chile.
Mauricio C. Santos, Universidade Federal da Paraiba, Brasil.

Alberto Mercado, Universidad Técnica Federico Santa Maria, Chile.

Valparaiso, diciembre 2025.



Resumen

El objetivo principal de esta tesis es estudiar algunos problemas de control para ecuaciones
parabdlicas en derivadas parciales de cuarto orden en dimensién espacial superior a uno
mediante el uso de estimaciones de Carleman. Estas estimaciones permiten establecer la
observabilidad de un sistema adjunto asociado al problema de control, lo que entrega el
resultado de controlabilidad deseado. En particular, se estudiaron dos tipos de problemas de

control.

En primer lugar, se estudia la existencia de controles insensibilizantes para este tipo de

ecuaciones. Considere el siguiente sistema para Q@ C RV, con N > 2,

v+ A*y+ay+ B-Vy+D:Viy=f+vl, enQ,

Yy = EB)_Z =0 sobre X,
y(': 0) =Y + TQO en Qa

donde @ :=Qx (0,7), ¥ := 00 x(0,T), f es un término de fuente, a, B, D son potenciales y
v es un control distribuido que actiia en un dominio de control w C €. El principal objetivo es
demostrar la existencia de controles v que insensibilicen a un funcional de observacién ®(y),
el cual mide al estado del sistema, frente a pequenas perturbaciones sobre los datos iniciales

del problema, representadas por 7gy. En particular, se analizan los siguientes funcionales:

By(y) = // Vyl? dedt,
Ox(0,T)

Daly) = // VP de dt,
Ox(0,T)

va) = [[ - IdgP asae
Ox(0,7)

Mediante la combinacion de dos estimaciones de Carleman para el problema adjunto,
se establecieron resultados de existencia de estos controles bajo los funcionales propuestos.
Ademas, se establecié la no existencia de controles insensibilizantes bajo la presencia de

potenciales poco regulares del problema.

En segundo lugar, se aborda un problema de control multiobjetivo bajo una estrategia

jerarquica. Considere el siguiente problema:

Y+ A%y +ay="F(y)+ flo en @,
y=0, % = P1V1 + P2v2 sobre 32,
y(+,0) = o en {2,



donde f es un control distribuido, llamado lider, mientras que los controles vy, v5 son controles
frontera, denominados seguidores. El objetivo es establecer la controlabilidad a trayectorias
del sistema bajo un esquema Stackelberg-Nash, donde los controles seguidores buscan que
la solucién se aproxime a ciertos objetivos locales en un equilibrio no cooperativo, mientras
que el lider acttia con el fin de que el estado del sistema alcance una trayectoria objetivo
en tiempo finito. Para ello, se combinaron tres estimaciones de Carleman sobre el sistema

adjunto asociado bajo supuestos especificos sobre los conjuntos de observacion.



Abstract

The main objective of this thesis is to study some control problems for fourth-order
parabolic partial differential equations in spatial dimensions higher than one using Carleman
estimates. These estimates allow to establish the observability of an adjoint system associated
with the control problem, which yields the desired controllability result. In particular, two

types of control problems were studied.

First, the existence of insensitizing controls for this type of equations is studied. Consider
the following system for Q C RV, with N > 2.
v+ A% +ay+B-Vy+D:V?y=f+ovl, inQ,
Yy = % = on I,
y(-,0) = yo + 7o in €,
where @ := Q x (0,7), ¥ := 09 x (0,T), f is a source term, a, B, D are potentials, and
v is a distributed control acting in a control domain w C 2. The main goal is to prove the
existence of controls v that insensitize an observation functional ®(y), which measures the
system state, against small perturbations of the initial data of the problem, represented by

TYo. In particular, the following functionals are analysed:

By(y) = / / V2 de dt.
Ox(0,T)
<I>2(y)=// IV2y[* dx dt,
Ox(0,T)
<I>3(y)=// |Ay[? du dt.
Ox(0,T)

By combining two Carleman estimates for the adjoint problem, existence results for these
controls were established under the proposed functionals. Furthermore, the non-existence
of insensitizing controls was established in the presence of low-regularity potentials in the

problem.

Second, a multi-objective control problem is addressed under a hierarchical strategy.

Consider the following problem:
ye+ A%y +ay=F(y)+ flo inQ,
y=0, 3¢ = pv; + pavs on %,
y(-,0) = wo in ©,
where f is a distributed control, called the leader, while the controls vy, vy are boundary

controls, termed followers. The objective is to establish the trajectory controllability of



the system under a Stackelberg-Nash scheme, where the followers aim to steer the solution
towards certain local targets in a non-cooperative equilibrium, while the leader acts so that
the system state reaches a target trajectory in a finite time. To this end, three Carleman
estimates were combined for the associated adjoint system under specific assumptions

regarding the observation sets.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Un sistema de control es un sistema en evolucion, en el cual se puede influir a través de
ciertos controles. En términos generales, un sistema de control se puede escribir de la siguiente
forma

dy

— =F(t 1.1.1
Y — Flt.y.u), (11.1)

donde y es el estado del sistema, el cual es una funcién del tiempo y : [0,7] — X, con X un
espacio de Banach, correspondiente al conjunto de posibles estados del sistema. A su vez, u
es llamado el control, el cual es una funcién w : [0,7] — U donde U es también un espacio de
Banach, correspondiente al conjunto de controles admisibles. En general, se pedird también

que el sistema esté bien puesto para cada control wu.

La Teoria de Control se encarga de estudiar esta clase de problemas, buscando respuestas
a ciertas preguntas que nos podemos hacer. Por ejemplo, dada cualquier condicién inicial
Yo, ies posible dirigir al sistema a cualquier otro estado posible? De no ser asi, ;existira
una clase de estados a los cuales podemos dirigir el sistema? ;Se puede realizar el proceso
de control en un tiempo arbitrario? Estas son preguntas clasicas en la teoria de control, y
existe una extensa literatura estudiando diversos casos. No obstante, la respuesta a estas
preguntas depende fuertemente de la naturaleza de la ecuacién estudiada. Por ejemplo, en
los sistemas no lineales, las propiedades de controlabilidad suelen ser solo locales, esto es,
el punto de inicio debe estar cerca del punto final. Por otro lado, las ecuaciones parabdlicas

poseen efectos regularizantes que les impiden alcanzar estados finales arbitrarios.

De hecho, la relevancia de los problemas de control se extiende incluso a problemas de

la vida cotidiana. Considérese, por ejemplo, el problema de aclimatar una habitacién, y
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usted dispone de un dispositivo para influir en la temperatura de la habitaciéon, como un
aire acondicionado. Entonces, su objetivo es lograr una cierta distribucion de temperatura
deseada en un tiempo 7" > 0. Este es un modelo muy sencillo cuya formulacién matematica

estd bien estudiada con las herramientas que proporciona la Teoria de Control.

En la presente tesis se trabajara con ecuaciones parabdlicas de cuarto orden en dimensién
superior a uno. Este tipo de ecuaciones surge también en aplicaciones reales. Por ejemplo,
en [22], los autores modelan el crecimiento epitaxial de peliculas finas a escala nanométrica,

modelado por la ecuacion

y+ Ay —V-f(Vy) =g enQ,

% = % =0, sobre X, (1.1.2)
y(+,0) = o en {2,

donde Q@ = (0,L)*, L >0, Q = Q2 x (0,7), X =90 x (0,T), yo € L*(Q), f € C'(R? R?)
v g € L*(Q). En este contexto, y representa la altura de una pelicula a escala, el término
A%y es un término de difusién superficial impulsado por capilaridad y ¢ denota el flujo de

deposicion de material.

En [19] los autores estudiaron el siguiente sistema:

u + V- ([VAuP®=2VAu) = f(z,u) en Q,
u=Au=0 sobre ¥, (1.1.3)
u(-,0) =0 en €,

donde f es un término de fuente no lineal y p es una funcién continua tal que 1 < p(z) < oo
para todo € Q. Estos modelos también surgen de problemas fisicos, como en dindmica de
fluidos electrorreolégicos o en procesamiento de imdgenes. Por ejemplo, en [27] se utiliza esta
clase de modelos para eliminar el ruido de imagenes médicas. De hecho, en el caso p = 2, se

recupera la ecuacién de Cahn-Hilliard.

En ambos casos se usan modelos de cuarto orden, lo que motiva a estudiar este tipo
de ecuaciones. En particular, esta tesis abordard dos tipos de problemas de control para

ecuaciones parabélicas de cuarto orden: control insensibilizante y control jerarquico.

En primer lugar, los problemas de control insensibilizante, como su nombre indica, consisten
en la busqueda de controles que hagan que cierto funcional de observacién que mide a la
solucion de la ecuacidén sea insensible frente a pequenas perturbaciones en las condiciones
iniciales del problema. Este tipo de problemas fue introducido por Jacques-Louis Lions,
motivado por las dificultades existentes en la determinacién de los datos de un problema

aplicado.
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En segundo lugar, los problemas de control jerarquico son, basicamente, problemas
multiobjetivo, donde tenemos varios controles actuando a la vez en la ecuacién con,
posiblemente, objetivos distintos. En este trabajo se estudiara una clase particular de este
tipo de problemas, donde los controles siguen una estrategia denominada Stackelberg-Nash.
En esta, ciertos controles toman el rol de lideres, los cuales buscan llevar al estado del sistema
a una cierta condicién final en tiempo 7" > 0, mientras que otros controles asumen el rol de
sequidores, los que buscan que la solucién minimice su distancia respecto a ciertos objetivos

locales, supeditados a la accién del control lider en la solucion.
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Capitulo 2
Marco teorico

El presente capitulo tiene como fin establecer los fundamentos tedricos necesarios para
comprender la controlabilidad de ecuaciones parabdlicas de cuarto orden. Para ello, se
realizara una revisién de los conceptos fundamentales de la Teoria de Control, desde sistemas
en dimensién finita hasta aquellos en dimensién infinita, correspondientes al estudio de

Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs).

En particular, se utilizara la ecuacién del calor como ejemplo ilustrativo para introducir
nociones basicas de controlabilidad en ecuaciones parabdlicas. Esto caso busca ilustrar
el procedimiento general al momento de demostrar un resultado de controlabilidad para
estas ecuaciones. Ademds, se verd el rol fundamental que desempenan las Desigualdades de

Carleman para demostrar estos resultados.

Finalmente, se enunciardan las herramientas fundamentales que se utilizaran para el

desarrollo de los teoremas centrales de esta tesis.

2.1. Controlabilidad en dimension finita

Primero, se estudiara la controlabilidad para el caso finito. Considérese, para N € N, el

siguiente sistema lineal auténomo de control:

{ ' =Ax+ Bu para0<t<T, (2.1.1)

2(0) = o,

donde xy € RY es la condicion inicial del sistema y u € L?(0,T)M es un control que actia
en el sistema, con 0 < M < N. Ademds, suponga A € RN vy B ¢ RN*M A continuacién,

se recuerdan las definiciones de controlabilidad y de conjunto de accesibilidad.
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Definicién 2.1.1. Se denotard por R(zo,T) al conjunto de puntos accesibles por el sistema

a partir de la condicion inicial o € RN en tiempo T > 0, el cual se define como:
R(zo,T) = {z1 = 2,(T); ue L*(0,T)"},
donde x,, es la solucion de (2.1.1) asociada a un control u.

Definicion 2.1.2. Se dird que el sistema (2.1.1)) es controlable en tiempo T > 0 si para toda
condicién inicial zg € RY, se tiene que R(xo,T) = RY. Esto es, para todo xg, z; € RN, existe
un control u € L*(0,T)M tal que la solucion x del sistema ([2.1.1)) asociado a x(0) = x¢ y u

cumple que x(T) = x;.

El siguiente teorema es central en la teoria de control de sistemas dindmicos auténomos,
puesto que nos entrega una caracterizacion de la controlabilidad del sistema mediante

el siguiente criterio de Kalman.

Teorema 2.1.1. El sistema (2.1.1) es controlable en tiempo T > 0 si y sdlo si el par (A, B)
verifica

rango(B, AB, A’B, ..., AN"'B) = N.

Otra forma de mostrar la controlabilidad exacta del problema es a través de un método
de dualidad. Para ello, considere el siguiente sistema adjunto (2.1.1)):

o+ AT =0 0<t<T
{ Pt pata =1t = (2.1.2)
©

(T) = ¥T,
con pr € RY. El siguiente teorema caracteriza la controlabilidad exacta del sistema (2.1.1))

verificando que se satisface cierta desigualdad, llamada desigualdad de observabilidad:

Teorema 2.1.2. El sistema (2.1.1)) es controlable en tiempo T > 0 si y sdlo si eziste una

constante C' > 0 independiente de ¢ de modo que

(Ol < © / Bol?dt, Vgr € RY,
donde ¢ es la solucion del sistema

Esta forma de proceder suele llamarse ”Hilbert Uniqueness Method”, introducido por
Jacques-Louis Lions, donde trasladamos la propiedad de controlabilidad de (2.1.1) a la
observabilidad de un problema asociado (2.1.2). Este método es bastante utilizado en la

literatura, puesto que también es utilizable en sistemas de dimension infinita.

No obstante, las propiedades de controlabilidad en dimensién infinita son mas complicadas.
Por ejemplo, las ecuaciones parabdlicas en derivadas parciales, como la ecuacion del calor, no

son controlables de forma exacta, debido al efecto regularizante intrinseco de sus operadores.
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2.2. Controlabilidad en dimension infinita

De ahora en adelante, se supondra sque

» H y U son espacios de Hilbert.
» A: D(A) C H— H es un operador no acotado.

= B:U — H es un operador acotado.

y considérese el siguiente sistema lineal

{ y'(t) + Ay(t) = Bu(t) para0 <t <T, (2.2.1)

y(O) = Yo,
con yy € H. Se quiere establecer la controlabilidad nula del problema (2.2.1), esto es,

encontrar un control u € L*(0,T;U) tal que y(T) = 0. Para ello, se empleard el método

HUM (Hilbert Uniqueness Method), el cual requiere introducir el siguiente sistema adjunto

aociado a (12.2.1)):

—¢'(t)+ A*p(t) =0 para0<t<T,
p(T) = ¢r,

donde A* es el operador adjunto a A. A partir de la estructura de estos sistemas, se puede

(2.2.2)

deducir la siguiente identidad:
T
(Y0, 0(0)) 1 +/ (u(t), B o(t))v dt = (y(T),1)u, Ver € H. (2.2.3)
0
Notese que si u es control tal que

/0 (ult), B*o(t)u dt + (g0, 2(0))i = 0 Vigr € H, (2.2.4)

entonces (y(T), or)n = 0, Voor € H. En consecuencia, se obtendria que y(7T) = 0. Asi, para
que se satisfaga la propiedad ([2.2.4)), se introduce el siguiente funcional:

Lo,
Her) =5 [ IB Ol dt+ (.00 (225)
0
Noétese que ([2.2.5)) satisface que

DJ(¢r)(or) = / (B*6(1), B () dt + (yo, 9(0)) 1.

16



Si @7 es un valor 6ptimo para J, entonces su derivada de Fréchet en dicho valor se debe

anular. Esto es,
T
/ (B*3(t), Bo(t))u dt + (yo, 9(0))s =0 Veor € H.
0

Definiendo @ = B*$, se tendrd la condicién (2.2.4), por lo que y(7T) = 0 tomando tal
control. La existencia de este minimizador ¢ estara garantizada si J satisface las siguientes

propiedades:

s J: H — R sea continuo.
= J sea convexo.

» Exista C' > 0 tal que para todo ¢ € H, la solucién ¢ de (2.2.2)) verifique la siguiente
desigualdad:

le(O)II% < C/O 1B (t)IE; dt, (2.2.6)

lo que asegurara la coercividad del funcional J. Esta condicién suele llamarse

desigualdad de observabilidad.
Ademas, notese que el control 4 cumple

@]l 20,7y < Yol

cuya cota se obtiene a partir de (2.2.3]) y ([2.2.6).

En la préactica, el principal desafio al estudiar la controlabilidad de un problema
corresponde a demostrar o refutar la veracidad de . Para ello, una de las
herramientas mas potentes y ampliamente utilizadas son las Desigualdades de Carleman.
Estas corresponden a estimaciones de energia (pesadas) de la solucién de una ecuacién en
términos de observaciones locales y de los datos del problema, siguiendo una estructura similar
a . Estas desigualdades constituyen una via robusta para demostrar las desigualdades
de observabilidad.

A continuacién, nos interesara estudiar un problema tipico de control, correspondiente
a la controlabilidad a trayectorias de la ecuacién del calor. Este es un clasico ejemplo de
controlabilidad para ecuaciones parabdlicas, donde las desigualdades de Carleman jugaran

un rol esencial.

17



2.3. Controlabilidad de la ecuacion del calor

Considere 2 ¢ RY un dominio abierto de clase C? y w CC Q un subdominio abierto y no

vacio denominado dominio de control. Considérese la ecuacién

y— Ay =ul, en @ :=Qx(0,7),
y=0 sobre ¥ := 9 x (0,7, (2.3.1)
y(0,") =yo  en(
donde yo € L*(Q) es la condicién inicial y u € L*(w x (0,7)) es el control.
Haciendo una analogia con el introducido previamente, aqui A = —A, B : v — vl,,

H=1*Q)yU = L*(wx (0,T)). Para ecuacione parabdlicas, se suele considerar la siguiente

nocién de control:

Definicién 2.3.1. Se dird que es controlable a trayectorias en tiempo T' > 0 si, para
todo yo € L*(Q), existe un controlu € L*(wx (0,T)) tal que la solucion y € L*(0,T; H}(2))N
C([0,T),L*(2)) satisface que

y(,T) =y, T) enQ,

donde Y es la solucion del sistema no controlado asociado a una condicion inicial Jo € L*().

Observacion 2.3.1. Debido a la linealidad del sistema (2.3.1), la controlabilidad a

trayectorias es equivalente a la controlabilidad nula.

Teorema 2.3.1. El sistema (2.3.1]) es controlable a cero para todo yo € L*()). Es decir,
existe un control u € L*(w x (0,T)) tal que y(-,T) = 0.

La demostraciéon del Teorema [2.3.1] utiliza el método HUM, trasladando el problema a la

observabilidad dle siguiente problema adjunto:

—pr—Ap =0 en(,
=0 sobre X, (2.3.2)

@(’T) = ¥r en {).

Lema 2.3.1 (Desigualdad de Observabilidad). Eziste una constante C' > 0 tal que la solucidn
del sistema (2.3.2)) satisface la siguiente desigualdad de observabilidad:

lp(0) 22y < C / / (of2 dadt.
wx(0,T)
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El Lema [2.3.1] garantiza la coercividad del siguiente funcional

1
J(pr) = 3 // |gp]2 dz dt + / Yo (x,0) dz.
wx (0,7 Q

el cual ademas es continuo y estrictamente convexo. En consecuencia, J admite un tnico
minimo @7, de modo que @ = @1, es un control tal que y(-,7") = 0, para ¢ solucién del
sistema ([2.3.2]) con condicién inicial 7.

Para obtener la estimacién del Lema (2.3.1]), se recurre a una desigualdad de Carleman.

Para introducirla, sera necesario contar con la siguiente funcion:

Lema 2.3.2 (Véase [14]). Sea wy CC Q un conjunto abierto no vacio. Entonces, existe
n € C*(Q) tal que

n>0enQ n=0en 02, |Vn >0 en Q\wo.

A partir de n, se definen las siguientes funciones de peso para m > 1y A > 0:

e2Amlnlleo _ oA(mnlloo+n(2)) e Mmlnllso+n(2))

O‘(I>t) = t(T — t) ) f(l’,t) = W7

V(z,t) € Q. (2.3.3)

En [14] se demuestra la siguiente desigualdad de Carleman:

Lema 2.3.3. Sea qy € L*(Q) y [ € L*(Q). Considere el siguiente sistema:

G —Ag=f enQ,
q=20 sobre 33,
q(-\T) =qo en .

Eriste C; = C1(Q,w) tal que para todo X > A\ (Q,w) y s > C(Q,w)(T +T?),
S 7 Gl 1) + X+ Nl

< <// PN e g da dt + // e 2 f|? do dt) . (2.3.4)
wx(0,T) Q

Observacion 2.3.2. Para demostrar que esta estimacion de Carleman efectivamente implica
la desigualdad de observabilidad (2.3.1)), nétese que

eIy (T — )73 > 6_20(1+%)% en Q x (L,20).

. e 23T ) < e*C(H%)% en 2 x (0,7).
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» Toda solucion ¢ de (2.3.2) verifica

10(0) 220 < = / lo(t) 20,

Con esto se puede deducir la siguiente desigualdad:

CeT
wx(0,T)

El Lema ([2.3.3)) se puede probar siguiendo los siguientes pasos

s Cambio de Variables:
Dados wy CC w' CC w, se define
Y =e"q,

de modo que v satisface la siguiente identidad:

My + Mayyp = e 5 f, (2.3.5)
con
My = =2sNE|Vnl*eh — 2sMEVn - Vb + 4,
My = s X2E2|Vn|* + Ay + s
Con ello,

M |[72(q) + 1Mot |72 ) + 2(M1tp, Mat)12(q) = lle™ flI72(q)s
de modo que se quiere estimar el conmutador (M), Mar)) 12

= Caélculo de (M), Myth) 12

Tras multiples integraciones por partes, se pueden obtener la siguientes estimaciones
para s > C(Quw)(T +T?) y A > C(Q,w).

o (Myy),(Math)1)r2(q) = C// PN |2 da dt — C// SPAAE3 |2 d dt,
Q

w' % (0,T)

o (Myy),(Marp)2)r2(q) = C//Q SNXE|VY|? da dt — C’//Q SENE2 || da dt

- C’// SANXEIVY|? du dt,
w’x(0,T)
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o (Mh, (Marh)s)r2(q) > —C // SPAZE3 |2 dx dt,
Q
deduciéndose lo siguiente

IV 220 + | Mot 220) + / /Q (sNEWP dadt + SXE[? de di)

<C (// e 2 f|? da dt + // SAXE|VY|? da dt + // SN e y|? do dt) .
Q w’%x(0,T) w’%x(0,T)

s Conclusién:

2, se utiliza la ecuacién (2.3.5), de modo que

//Q 5_15_1|¢t|2 dedt < C (//Q s/\2§|v¢]2 dxdt—l—//@ s)\4§|¢]2 dx dt + ||M11/J||%2(Q)) ,
/ /Q S AV dedt < © ( / /Q SN dadt + [ /Q ST2EY[? da dt + ||M2¢||%2@>)'

Finalmente, para acotar el término local de V), se utiliza una funcién cut-off € C'°(w)

Para aniadir los términos |Ay|? y |4y

tal que # =1 en ', 0 < 6 < 1. Tras varias integraciones por partes, se tendra que

// SAZE| V|2 do dt < // Os\2E|V|? dx dt
w’x(0,T) wx(0,T)
< 5// s AY|?? da dt
wx(0,T)
+C (// SSNE3|op|? da dt + // Ay da dt)
wx(0,T) wx(0,T)

Asi, se deduce la siguiente desigualdad:

// T (i aul) dxdt+//3)\2§|v¢|2dxdt+// SME[? da dt

Finalmente, se concluye volviendo a la variable original q.

2.4. La ecuacion parabdlica de cuarto orden

De ahora en adelante, considérese @ C RY, con N > 2 un dominio abierto con borde 952

regular, w CC € un subdominio abierto y no vacio, y 7' > 0. Se denotard por @ :=  x (0,7
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y X =00 x (0,T). Considérese el siguiente sistema de control:

y + A%y =vl, en Q,
y = g—z =0 sobre X2, (2.4.1)
y('a O) = Yo en Q?

con yo € L*(Q) la condicién inicial y v € L*(w x (0,T)) el control.

2.4.1. Existencia y regularidad de soluciones

En el desarrollo de esta tesis se trabajara con sistemas parabdlicos de cuarto orden. Por
ello, serd necesario contar con resultados de existencia y regularidad de soluciones para este

tipo de ecuaciones.
Proposicion 2.4.1. Sean F € L*(Q) y 2z € HZ(Q). Considere el problema

2+ ANz+az+B-Vze+D:V2=F enQ,

z=2%=0 sobre 3, (2.4.2)
2(-,0) = 2 en €,

donde a € L>(Q), B € L=®(Q)N y D € L*(Q)N*N. Entonces, existe una tinica solucion
z € HY0,T; L*(Q)) N L*(0,T; HY(Q) N HZ(Q)) N C(0,T; H*(QQ)). Ademds, eriste C > 0 tal

que

12l orize@) + 112 2o + 12llcooraz@y) < eX (1F 2@ + 20l m@) »

donde

4
K =1+ (lalloo + I BI% + IDIZ ) + llallZ, + IBII% + 1D

Demostracion. Multiplicando (2.4.2) por z e integrando en €2, se obtiene

1
_/|Z|2+/|AZ\2+/(a|z|2+B-sz+D:V2zz):/Fz_
2 Jo 0 ; )

Notese las siguientes estimaciones:

o /0L|z|2
Q

° /B-sz
Q

< llallocllzlIZ2 )

3 1 4
< IBllsollzllin@l2llz2@) < I1Bllscllzll 2oy 1211 720y < €ll2llirz@) + CllBI&II2MZ20),
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< IDllssllzll m2@llzll 2y < ell2liz@) + ClDI N2z

° /DZVZZZ
Q

° /Fz
Q

Ademads, nétese que existe C,(2) > 0 tal que para todo u € HZ(S2),

< elllliz o) + ClIF L2 0)-

1o By < () / Al

Por lo tanto, para 0 < e < €,
4
il|2ll72() + 22y < C (IIFHizm) + (lalleo + [| B|2% + \IDllio)\IZIIizm)) : (2.4.3)

4
Denote K = ||al|eo + || Bl|% + || D]|%,. De (2.4.3), se deduce que
Oullz(®) 1220 — CELl2(B)IE20) < CIF®)72(0)-

—CKit

Luego, usando el multiplicador e , se tiene lo siguiente

O (e W12y ) < CIF 320y,
Integrando en (0, t), se deduce la siguiente cota uniforme:

[z < D (IFag) + lollZae) . V€ [0,7] (2.4.4)

Asi, usando (2.4.3)) y (2.4.4), se cumple que

e (T TSR PY T (2.4.5)

Por otro lado, multiplicando la ecuacién (2.4.2]) por A2z e integrando por partes, se tiene

lo siguiente:
1
—/|Az[2+/ |A2z|2—|—/ (az A%z + B-VzA*2+ D : V22 A%) :/FA2Z.
2 Ja Q Q Q

Usando las siguientes estimaciones,

° '/azAgz
Q

< CllallZllzlZ2(0) + ellA*z] 22 ),
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o /B-VZAQZ < OBl 21 ) + el A2 22 ).
Q

. / D+ V2 A% < CIDIA |2 ngey + ellA22] 250,
Q

° /FA2Z
Q

y denotando K, = ||a||Z, + || B||% + || D||%, se deduce, para 0 < & < 1,

< C||F||2L?(Q) + 6”A2Z”%2(Q)7

8t]|Az(t)H%2(Q) + HAQZ(t)H%z(Q) < CK2HZH§{2(Q)‘ (2.4.6)
Integrando (2.4.6)) en (0,¢) y usando (2.4.4) se tiene la siguiente desigualdad:

1A%2)122(g) < CKall2l 7200 70200
< CHHTHED (P2, 0 + |20/ 3y ) - (2.4.7)

Multiplicando la ecuacién por z;, se deduce también la siguiente desigualdad:

| < C (1020320 + Kall2lm@) + 132 ) -

Usando ([2.4.5)), (2.4.6)), (2.4.7) en la anterior desigualdad e integrando en (0,7), se deduce

la siguiente cota,

213 o sy < €COTETHED (| F|2a gy + 2ol - (2.4.8)

Usando regularidad eliptica junto con (2.4.5)) y (2.4.8)), también se tiene que

21220 zarsiay < € (NliZaig + IF ) + Kallz W30 rmzce)

< COHRTH (I FI2, 00 + ollfee ) - (2.4.9)

Ademas (véase [25]),
120800 rm20)) < C <||Z||12L11(0,T;L2(Q)) + ||Z||%2(0,T;H4(Q))> (2.4.10)
Asi, de (2.4.8)), (2.4.9) v (2.4.10]) se concluye el resultado deseado. ]

Observacién 2.4.1. La Proposicion (2.4.1) también es wvdlida si se consideran las

condiciones de borde z = Az = 0.
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2.5. Desigualdad de Carleman para la ecuacién

parabdlica de cuarto orden

En esta seccién, enunciaremos algunas desigualdades de Carleman disponibles para
ecuaciones parabélicas de cuarto orden. Partiremos haciendo una revision de los resultados
disponibles en una dimension, con el fin de compararlos con los disponibles en dimension

superior a uno.

2.5.1. Desigualdad de Carleman en una dimensién

Considérese la siguiente ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky:

U+ Upzae + Miae = [ en @ := (0, 1) x (0,T),
u(0,t) =u(L,t)=0 en (0,7),
uz(0,t) = uy(L,t) =0 en (0,7,
u(z,0) = u’(z) en (0, L),

(2.5.1)

donde f € L?(Q). Para establecer la desigualdad de Carleman, considérese wy CC (0,L) y
n € C4([0, L]) tal que

n>0en, n0)=nL)=0, |'(x)]>0 Vel L\wo.

Para A > 0y m € R", se definen

e*Mnllizeso,r) e2Mnllzes o,y +An(z)
— — &>, t x,t) =

ax,t) = V(z,t) € Q.

Proposicién 2.5.1 (Véase [15} 30, [11]). Sean wy CC w, m > 1/3 y \g > 1. Existe C(L,w) >
0 tal que para todo A\ > \g y s > C(T™ + T*™),

// 6728a(87>\8€7|u|2+55)\6£5|ux|2+83>\4€3‘uzx|2+8)\2£‘uxxw’2
Q

+ 57w + |uaaae|?)) dadt < C//

wx(0,T)

sTASET e 2% y|? da dt + // e 2| f? dx dt,
Q

para toda solucion u de (2.5.1).

La primera estimacion de Carleman obtenida para ecuaciones parabdlicas de cuarto orden

en dimensién uno fue en [I0] con m = 1, estableciendo un resultado de controlabilidad local
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a trayectorias para la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky con controles frontera de la forma:

Yt + Yzzge T+ )‘yazw + Yy, = 0 en (07 1) X (Oa +OO)7
y(O0.0) = (), y(1,O)=0  parat € (0, +00),
y:(0,t) = ha(t), w.(1,t) =0 parat e (0,400),

donde A > 0y hy, ho son controles frontera.

Luego, en [30] se estableci6 una estimacién de Carleman con observacién interior,
mostrando un resultado de controlabilidad nula para el problema semilineal de una ecuacion

parabdlica de cuarto orden, de la forma:

Yo+ Yraao + f(y) = h1y en (0,1) x (0, +00),
y(0,t) =y(1,t) =0 para t € (0, +00),
yz(0,t) = y.(1,t) =0  parat € (0,+00),
y(0,-) = o, en (0,1),

(2.5.2)

con yo € L?(0,1) y f : R — R una funcién globalmente Lipschitz. Posteriormente, esta
estimacién fue mejorada en [15], estableciendo la existencia de controles insensibilizantes

cuando f es una no linealidad superlineal.

En [I1] se establecié la estimacién de Carleman presentada en la Proposicién [2.5.1]
En este articulo se establecié un resultado de controlabilidad nula para una ecuacién de
Kuramoto-Sivashinsky estabilizada del estilo:

(

Ut + Vzzge + Uzge + AUy + vty = v, + h1, en (0,1) x (0,7),
Vg — Dy + U, = uy en (0,1) x (0,7),
u(0,t) = u(l,t) =0 para t € (0,7,
uz(0,t) = u,(1,¢) =0 parat € (0,7),
v(0,t) =v(1,t) =0 para t € (0,7),
u(z,0) = up(x), wv(x,0)=uv(x) enz € (0,1),

\

donde a,v,I" € RT y ¢ € R. En particular, establecieron la existencia de controles h tales
que u(-,T) =v(-,T) = 0.

Esta estimacién fue utilizada posteriormente en [8, O] para mostrar la controlabilidad
jerarquica de la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky usando una estrategia Stackelberg-Nash

con lider distribuido y seguidores distribuidos y frontera, respectivamente.

También, en [6], estudiaron la controlabilidad a trayectorias de la ecuacién de
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Kuramoto-Sivashinsky en un sistema de la forma:

(

Yt + Yzazze T Yzzz + QYze + YYo = 2 €N (07 L) X (07 T)7

2 — D2gp + €2y = Yo + 01, en (0,L) x (0,7),
y(0,t) = y(L,t) =0, para t € (0,7),
y:(0,t) =y, (L, t) =0 para t € (0,7),

y(x,0) =yo(z), 2(x,0) = 2o(x) para x € (0, L),

\
donde a,v,I' € RT y ¢ € R. Nétese que el resultado se obtuvo a través de la accién de un

control actuando sélo en la ecuacion del calor.

Finalmente, en [7] se estudi6 el costo de controlar a cero una ecuacién parabdlica de cuarto

orden a través de controles frontera, bajo la presencia de coeficientes de difusion y transporte.

2.5.2. Desigualdad de Carleman en dimensién superior a uno con

condiciones de frontera homogéneas

Considérese la siguiente ecuacién de cuarto orden en  C RV, con N > 2:

-+ A% =f en Q:=0Qx(0,7),
o= %f =0 para ¥ := 0Q x (0,7T), (2.5.3)
e(\T)=¢r  enQ
donde f € L*(Q). Para establecer la desigualdad de Carleman, considérese wy CC € y
n € C4Q) tal que
n>0enQ, npo=0, |Vnl >0 en Q\wp.

Para A > 0, defina las siguientes funciones de peso:

eMnlloe — pAClIlloc+n(2)) e 2lnlleo+n(2))

los cuales satisfacen las siguientes propiedades:
T
loy| + & < OTE?, ¢ < oL V&= —Va=XVn. (2.5.5)

Proposicién 2.5.2 ([18]). Sea w CC Q2 tal que wy CC w. Entonces existe C = C(Q,w) > 0
tal que

// 250 (36)\8§6|gp]2 + 5N V2 + SN Ap]? + S2ALE V20]? + sA2E|V Ay
Q

e i) <o ([ awgeregppy [[ emp)
wx (0,T) Q

para todo A > C, s > C(TY? +T) y ¢ solucion de (2.5.3).
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Observaciéon 2.5.1. La proposicion también es vdlida para las condiciones de borde
v =Ap=0.

También serd de utilidad el siguiente resultado, el cual extiende la estimacién de la
proposicién [2.5.2]
Corolario 2.5.1. Sea w CC €2 tal que wy CC w y r € R. Entonces existe C = C(Q,w,r) >0

tal que

// e—QSa <S6+7’A8+7‘€6+T|<’0|2 + 84+7“/\6+T§4|v(p|2 + S3+7‘)\4+7‘£3+7’|Agp|2 + 82+r/\4+7‘§2+r|v290|2
Q

ST AR 4 THNE (o + | A%[)

S C (// S7+7“)\8+7‘£7+r6723a|90’2 +// Sr)\rgr625a‘f|2)
wx(0,T) Q

para todo A > C, s > C(TY?+T) y ¢ solucién de (2.5.3).

Observacién 2.5.2. El corolario es una consecuencia directa de la proposicion[2.5.9
Por completitud, su demostracion se encuentra en el[Apéndice E|

La proposicién [2.5.2] es la primera desigualdad de Carleman mostrada para ecuaciones
parabdlicas de cuarto orden en dimensién superior. En este articulo ademas se demostré la

controlabilidad nula del siguiente sistema:

v + A%y =vl, en Q,

y=Ay=0 sobre X, (2.5.6)

y(-,0) = yo en 2,
con yo € L*(Q) es la condicién inicial y v € L*(w x (0,T)) es el control. Cabe sefialar
que, aunque se obtuvo este resultado mediante estimaciones de Carleman, la controlabilidad
nula del problema ya habia sido probada previamente por [29] empleando técnicas

espectrales.

2.5.3. Desigualdad de Carleman en dimensién superior a uno con

condiciones de frontera no homogéneas

Considérese la siguiente ecuacién de cuarto orden en  C RY, con N > 2:

—qt+A2q+aq—V~(Bq)+V2:(Dq)+B~Vq+D:VQq:F0+V~F1+V2:F en @,

q = Jo, %:JF sobre X,
q(\T) = qr en §,
(2.5.7)
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donde gy € H2(Q), Fy € L2(Q), F, € LA(Q)N, F € L2(Q)N*N, fo e LA(%), f € L3(%), a €
L=(Q), Be L*(Q)N, D € L*(Q)N*N, B € L>(0,T; Wh®(Q)), D € L>(0,T; W>>(Q)).

Proposicién 2.5.3. Considérense los pesos definidos en (2.5.4) y supdngase que wy CC w.
Entonces, egiste C = C(Q,0, [alloos 1Blloos [ Dllocs 1Bl (o:zav1), 1Dl o rawacey) tal que:

// 86)\8566—2sa|q|2 < C’(// 87)\8576—2sa|q|2+// 6—23a|F0|2
Q wx(0,T) Q
+// 52>\2£2€23a’F1’2_'_// 84)\454672504'}%’2 (258)
Q Q
+// 85)\5556—25a‘f’2+// 87/\7676—2804|f0’2>
5 »

para todo X\ > C y s > C(T"? +T). Si ademds fy = f =0, entonces se verifica la siguiente

estimacion:

// 86/\8566_28a|q|2—|—// 34/\6546_25a|Vq|2+// 82)\4526_25a’Aq|2+// 82/\4526_28a|v2q|2
Q Q Q Q
< C’(// sTASET e 25 g|? +// e 2 Fy? (2.5.9)
wx(0,7) Q
+// 82>\2€2€23a‘F1‘2+// 84)\4546725(1”:-1‘2).
Q Q

Observacion 2.5.3. La Proposicion fue mostrada originalmente en [20] cuando
a =B =D%=0,i7j € {l,...,N}, y sin considerar el caso con condiciones de borde
homogéneas. La demostracion de la extension a estos casos se encuentra en el[Apéndice A]

Observacién 2.5.4. Las estimaciones anteriores también son vdlidas para las condiciones

de borde q = fy, Aq = f En tal caso, se debe cambiar el peniltimo término del lado derecho

de (2.5.8) por
/ / S A3E3 e f12 do dt.
%

En [20] se estudi6 el siguiente problema de cuarto orden semilineal:
yr + A%y + fi(y, Vy, V2y)Lip=0) + foly, Vy, V2y, VPy) = vl, en Q,
Yy = % =0 sobre X,
y(-,0) = yo en {1,
donde fi, fo son funciones localmente Lipschitz. En este articulo, se establecio la
controlabilidad nula de este sistema usando la Proposicién [2.5.3] Posteriormente, en [23]
se establecié un resultado de controlabilidad nula para la siguiente ecuacion
Y + A%y +agy + B-Vy+ D : V%= F(y,Vy,V?y) +vl,+g en Q,
y=Ay=20 sobre 3,
y(-,0) = yo en €,
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donde a, B, D% € L™(Q), i,j € {1,...,n}, v € L*(w x (0,T)) es el control, g € L*(Q) y
F:RxRY x R¥V*YN — R es una funcién globalmente Lipschitz. En [24], los autores también

establecieron un resultado de controlabilidad jerarquica para una ecuacién de la forma:

g + A%u+ F(u, Vu) = flo +v11o, + 1210, en Q,

u = % =0 sobre X,
u(-,0) = ug en §,

cuando F' es una funcién localmente Lipschitz.

Finalmente, el siguiente lema técnico sera de gran utilidad para recuperar términos de

orden inferior:

Lema 2.5.1 ([12]). Seanr € R y wy CC W'. Existe C(r,Q,w’',n) > 0 tal que para todo T > 0
yu€ L*0,T; H(Q)),

// 82)\2€T+2€72sa’u‘2 S C (// lfresta‘vu‘Z +// 82)\2€T+2€23a’u‘2> ]
Q Q w’x(0,T)

2.6. Resultados previos de control insensibilizante

En [2I] se presentaron varios resultados de control insensibilizante para ecuaciones
parabdlicas de cuarto orden en dimensién superior bajo distintos funcionales de observacion.

A continuacién se detallan los resultados obtenidos.

Considérese Q@ C RY, con N > 2, un dominio abierto y regular, y sean w,O CC
subdominios abiertos y no vacios. Se denotard por @ := Q x (0,7) y ¥ = 90Q x (0,7).

Considérese el siguiente sistema de control,

ye + A%+ fy, Vy, VPy) = (+0l,, en @,

y=Ay =20 sobre 3,

y(+,0) = yo + 70 en (),
donde yy € L?(2) es la condicién inicial, ¢ € L?*(Q) es un término de fuente, v € L?(wx (0, 7))
es el control, y f € C1(R x RY x R¥*N R) es una funcién globalmente Lipschitz. Por otro

lado, T € R, gy € L?*(2) son variables desconocidas con 7 pequefio y ||§o]|r2(q) = 1, los cuales

representan una perturbacion desconocida frente a los datos iniciales.

El objetivo consiste en determinar la existencia de controles insensibilizantes para los

funcionales de observacion:

1 1
@y(y) =+ // W dudt, Da(y) = - // Tyl dudr.
2 JJoxm 2 JJoxom
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Definicién 2.6.1. Sean yy € L*(Q) y ¢ € L*(Q). Se dice que el control v insensibiliza a ®;
(i=1,2), si
0, (y(x,t;v,7)
or

=0, Vo€ L*(Q), [|follr2@) =1 (2.6.1)

Se define el siguiente espacio:

L*7(Q) = {g € L*(Q) : //Q e%]gﬁ dx dt < —1—00} , 7 >0.

Teorema 2.6.1 ([21]). Supdngase que yo = 0, £(0,0,0) = 0 y wN O # . Entonces,
eziste una constante C(,w, O, T, f) tal que para todo ( € L*“(Q), existe un control v €
L*(w x (0,7)) que satisface la condicién de insensibilizacién (2.6.1]). Mds aiin, el control v

satisface la estimacion:
. 1/2
]| L2 @wx (0,1)) < e (// evi|C|]? dw dt)
Q

C = C(Q,w) (1 + % +(147) (14 ||f||3v1~>°))

Para el resultado sobre ®,, se supondrd que f satisface

donde

f(y,Vy,V?) =ay+ B-Vy+ D : V7,

donde
a€ L>(0,T), BecL>0,T), DeL®0,T)"¥

Sin embargo, en [21] se demuestra también un resultado negativo relativo a ®,. Para ello,

considere el siguiente sistema acoplado:

v+ A% +ay+B-Vy+D:Vy+ V. -VAy =vl, en @,

—uy + A?u+au — V- (Bu) + V?: (Du) — VA(Vu) =V - (Vylp) en Q, (2.6.2)
y=Ay=0, u=Au=0 sobre

y(+,0) =yo, u(-,T)=ur en

donde yo, ur € L2(Q), a € L=(Q), B,V € L=®(Q)N y D € L>=(Q)N*V.

Definicién 2.6.2. Decimos que el sistema (2.6.2)) es aprorimadamente controlable si para
todo € > 0, existe v. € L*(Q) tal que la correspondiente solucion (y.,u.) de (2.6.2)) satisface

[ue (- 0) [ L2y < €
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Para ello, se suele emplear un argumento de dualidad, de modo que la controlabilidad
aproximada del sistema (2.6.2)) es equivalente a lo siguiente: para todo ¢y € L?(£2), la solucién
(i, 1) del sistema

g+ A% +ap = V- (Bp) + V21 (Dp) = VA(VY) = V- (Vilo) en Q,

v+ ANp+ap+B-V+D:V*+V-VA) =0 en @, (2.6.3)
p=Ap=0, v=AY=0 sobre X o
90<7T) = 07 w<7 0) = ¢0 en )
satisface el siguiente Principio de Continuacion Unica:
p=0enwx (0,T) = p=1v=0enQ (2.6.4)

En [21] se prueba siguiente resultado:

Lema 2.6.1. Sea N € {1,2} y T > 0. Entonces, existen Q C RY un conjunto abierto,
acotado y conexo, O CC Q, 1y € L*(Q), a € L=(Q), B,V € L=(Q)" y D € L*(Q)"VN

tales que la solucion (p,v) de ([2.6.3) no satisface el Principio de Continuacién Unica (2.6.4)
para cualquier w CC €.

A partir de este lema, deducen el siguiente teorema:

Teorema 2.6.2. Sea N € {1,2} y T > 0. Entonces, existen Q C RY un conjunto abierto,
acotado y conero, O CC §, 1y € L*(Q), a € L=(Q), B,V € L*(Q)N y D € L=®(Q)N*N
tales que para cualquier abierto no vacio w CC , el sistema (2.6.2)) no es aprorimadamente

controlable.

2.7. Resultados previos de controlabilidad jerarquica

El primer articulo de controlabilidad jerarquica exacta a trayectorias es [3], donde se

establecio esta propiedad para una ecuacién de la forma:

v — Ay +ay = F(y) + flo + v'lp, +1v*1p, en Q,
y=20 sobre ¥, (2.7.1)
y(+,0) = yo en {2,

donde a € L>(Q), F es una funcién localmente Lipschitz e yo € L?(Q) es la condicién

inicial, f € L*(O x (0,T)) es el control lider, definido sobre el dominio de control principal
O ccQ, yovl e L3O, x (0,T)), v*> € L*(Oy x (0,T)) son los controles seguidores, definidos
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en los dominios de control secundarios Oy, Oy CC ). Dados los subdominios O 4, O 4 CC Q2
abiertos, denominados conjuntos de observacidn, y los objetivos locales y; 4 € L?(0; 4% (0,T))

(1 = 1,2), considere los siguientes funcionales:

Ji( ;,vl,vz)z%// ly — yi.al® dxdt+%// W2 dedt, i=1,2.
0,ax(0,T) 0;x(0,T)

En este tipo de problemas, se busca aplicar una estrategia Stackelberg-Nash, descrito de

la siguiente forma:

1. Dada la accién del control lider f, los seguidores v!, v? buscan un Equilibrio de Nash

para los funcionales de costo J;, ¢ = 1, 2. Esto es,
J(fioh 0?) = min Ji(f;00,0%),  Jo(fi0',0?) = min Jo(f; 0", 0%).

2. Considere 7 una trayectoria no controlada de (2.7.1]), esto es, una solucién del sistema

f =v' = v? = 0. Una vez identificado el equilibrio de Nash, se busca un lider f tal que

y(-,T)=79(-,T) en €.

De este modo, mientras los seguidores minimizan localmente la desviacién respecto a sus

objetivos y; 4, el lider busca controlar globalmente la ecuacién.

En este articulo, se trabajé sobre el supuesto que Oy 4 = Oy 4. Posteriormente, en [2] se
extendio el caso de estudio a cuando O; 4N O # O3 4N O estudiando el caso lineal (F' = 0).

Finalmente, en [I] estudiaron los siguientes dos casos:

1. Considere el sistema

vy —Ay+ay=F(y)+ flo en @,
y = prvt + pav? sobre X, (2.7.2)
y(-,0) = yo en €2,

2

donde f es el control lider, actuando de forma distribuida, y v!, v? son controles

seguidores que acttian en la frontera. Ademas, p; € C?(99) tales que
0<pi<lenS; p;=0endQ\S;.

Considere también los siguientes funcionales de costo

Ji(fi0h0%) :%// Y — vial® dxdt+%// W[ dedt, i=1,2.
Oi’dX(O,T) SZX(O,T)
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2. Considere el sistema

bt — Ap +ap = F<p) + u11(91 + u21(92 en Qa
P =rg sobre X, (2.7.3)
p(+,0) = po en €,

2

donde g es el control lider, que acttia en la frontera y u!, u? son controles seguidores,

actuando de forma distribuida. Ademds, p € C?(99) tal que
0<p<lensS, p=0endQ\S.

Considere también los siguientes funcionales de costo

Ki(g;,u',u?) = % // lp — Gial® dzdt + %// W'? dedt, i=1,2.
Oi’dX(O,T) OlX(O,T)

Se establecieron los siguientes resultados:

Teorema 2.7.1. Supdngase que O, qN O # @, i =1,2 y F € WH*(R). Se asumird que se

tienen una de las siquientes condiciones:

(010=024y&0=2E24) 0 (01aNO#024N0O).

Sea § una solucidn no controlada de (2.7.2)) con condicion inicial y, € L*(Q). Si pi/c
(1 = 1,2) es suficientemente grande, entonces eziste una funcion ¢ = (t) que explota en

t =T tal que, si y cumple

// Py —&al? dodt < 400, i=1,2,
Oi’dX(O,T)

entonces para todo yo € L*(Q), ewisten controles f € L*(O x (0,T)) con su respectivo
cuasi-equilibrio de Nash (v',v?) tal que la correspondiente solucién de (2.7.2)) satisface

y('? T) - y(? T)
Teorema 2.7.2. Supdngase que F € WH2(R),

ScO;, y 0:N0;u=9,i,j=12,

y pi/ oy suficientemente grandes de modo que existe S =3(t) que explota ent =T tal que, si
Cia € L*(O;4 % (0,T)) son tal que

// 3PP — Gal* drdt < 400, i=1,2.
Oi,dX(O,T)
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Sea p solucién no controlada de (2.7.3)) con condicién inicial p, € L*(Q). Si pi/a; (1 = 1,2)

es suficientemente grande, entonces existe una funcién ¢ = ¢(t) que explota ent =T tal que,

// P — Gal® drdt < 400, i=1,2,
Oide(O,T)

entonces ewiste Vpy € L*(Q), existen controles g € HY40,T;L*(O x (0,T)) N
L*(0,T; HY2(O x (0,T)) con su respectivo quasi-equilibrio de Nash (u',u?®) tal que la
correspondiente solucion de (2.7.3) satisface p(-,T) =p(-,T).

sty cumple

Finalmente, en [24] establecieron un resultado de controlabilidad jerdrquica similar a los

anteriores para la siguiente ecuacion:

g + A%u+ F(u, Vu) = flo +v11o, + 1210, en Q,

u = % =0 sobre X,
u(-,0) = ug en (),

donde f € L?(O x (0,T)) es el control lider, (vy,v9) son los controles seguidores y F :

R x RY — R es una funcién localmente Lipschitz.
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Capitulo 3
Control Insensibilizante

De ahora en adelante, considérese @ C R un dominio abierto, acotado y conexo con
N > 2 y con borde 0f) regular. También tome w, O CC ) subdominios abiertos y no
vacios, denominados dominio de control y dominio de observacion respectivamente, T° > 0.
Se denotard por @ = Q x (0,7) y ¥ := 0Q x (0,7). Considérese la siguiente ecuacién de
cuarto orden,

v+ Ay +ay+B-Vy+D:Viy=f+ovl, enQ,

y=25£=0 sobre X, (3.0.1)

y(-,0) = yo + 7o en €,
donde yy € L?*(2) es la condicién inicial, f € L*(Q) es un término de fuente, v € L?(wx (0, 7))
es el control, a € L®(Q), B € L*(Q)N, D € L*=(Q)N*V. Por otro lado, 7 € R, §jp € L?*(£2) son
variables desconocidas del problema, con 7 pequenio y ||%o||z2() = 1, las cuales representan

una perturbacion sobre las condiciones iniciales del sistema.

El objetivo en esta seccion es establecer resultados de control insensibilizante para esta

ecuacion para los siguientes funcionales:

1
Oy (y) = = // \Vy|* dx dt, (3.0.2)
2 JJoxom

1 1
ww =y [ Paa e =g [[ e (3.0.3)
2 JJoxom 2 JJoxom

Se considerard la siguiente nocién de insensibilizacién para estos funcionales.
Definicién 3.0.1. Sea yo € L*(Q) y f € L*(Q). Se dird que el control v € L*(w x (0,T))
insensibiliza al funcional ®; (i =1,2,3), si y sélo si

8CI>Z(y(:17, tv T, U))
or

=0 Vio € L*(Q), |9ollz20) = 1. (3.0.4)

7=0
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Asi, en este capitulo se estableceran tanto resultados positivos como negativos acerca de
la existencia de controles insensibilizantes para el sistema (3.0.1)). Para ello, la herramienta
principal a usar serdn las desigualdades de Carleman provistas en las proposiciones y
2.0.9

3.1. Controles Insensibilizantes para o,

En esta seccién, se estudiara la existencia de controles insensibilizantes para el funcional
Dy.

De ahora en adelante, se consideraran las siguientes funciones de peso:

M) llos _ Ak nllo+n()) Aot (2))

(T — tym @) = e

a(z,t) = (3.1.1)

donde m > 1, k > 2m y n € C*Q) tal que nfoq = 0, [Vn| > 6 > 0 en Q\wg y n > 0 en

Q, para wy CC w CC (). Se puede probar que las proposiciones (2.5.2)) y (2.5.3) también se

cumplen con estos pesos. Ademas, se denotara por

a*(t) = maxa(zr,t) = alg, &z, t) =miné(x,t) = ¢y,
e xEQ

las cuales ademas satisfacen las siguientes propiedades:
o] + [&] < CTE™ 7, VE=—Va = XVn. (3.1.2)

Teorema 3.1.1. Supdngase que yo = 0, wN O # & y a, B', DY € WL(0,T; L>°(Q)) N
L>(0,T;C*(2)), para todoi,j € {1,..., N}. Entonces, existe M > 0 tal que para todo f que

cumple:
// e |f|? dadt < 400
Q

existe un control v € L*(w x (0,T)) que insensibiliza el funcional ®;.

Primero, se vera que el problema de insensibilizar (3.0.2)) segtin (3.0.4)) es equivalente a la
controlabilidad nula de un problema particular:
Proposicién 3.1.1. Se denotard por z(x,t) = y(x,t)|,—0. Entonces, se cumple que

aq)l(y(mv ta v, 7—))
or

. / a(z, 0)jio(2) de,
Q

T7=0
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donde (z,q) es la solucion del problema

2+ AN24az+B-Vz+D: V2= f+oul, en Q,
—¢+A%q+ag— V- (Bg)+V?: (Dg) =V - (Vzlo) en@, (3.13)
z:g—izo, q—dq—() sobre X3,

2(,0) =yo, q(-,T)=0 en Q.

En consecuencia, buscar un control v de modo que se satisfaga la condicion (3.0.4) es

equivalente a buscar v tal que

q(z,0) =0, Vre.

Demostracién. Nétese que, para todo h € L2(O x (0,T)),

// Vy-Vh
Ox(0,T)
0y

Denotando y, = 57 , el cual es solucion de

y7t+A2yT+ayT+B'VyT+D:v2y7':0 enQ,

Yr = %ynT =0 sobre X,
yT('a O) - yO en ().

Entonces,

0P,

Lyl tiro)| = D))

= // Vy(z,t;7=0,v) - Vy,(z,t) dedt
Ox(0,T)

T=

Denotando z = y|,—o, se tiene que

0P,

— = / / Vz-Vy,
7=0 0x(0,T)

or
—/ V- (Vzlo)y
Q

—//Q (—a: + A%q+ag —V - (Bg) + V*: (Dq)) ys

—//q(yT,t+A2yT+ayT+B-VyT+D:VQyT)+/
Q

= _/QCI(UO)QO Q

Por lo tanto,

o,
or

=0 <<= / q(z,0)j0(x) dx =0 Vijy € L*(Q)
Q

=0
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Asi, v € L*(w x (0,T)) es control tal que q(x,0) = 0 Vz € Q si y sélo si v insensibiliza al

funcional ;. O

Se usard Hilbert Uniqueness Method para encontrar dicho control: considere (o, )

soluciones de

—pr+ A0 +ap — V- (Bp)+V?: (Dp) =V - (Vilp) enQ,

U+ A% +ap+ B-Vip+ D : V=0 en @, (3.1.4)
(p_acp_o %D:g_:f:o sobre X2, o
(-, T) =0, ¥(-,0) =1 en €,

correspondiente al problema adjunto a (3.1.3]). Dada la estructura de los sistemas, se satisface

la siguiente identidad:

Ademas, se supondra que yo = 0 (véase [I3] para més informacién acerca de esta hipétesis).

Por lo tanto, de (3.1.5)) se puede deducir el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.2. v € L?(w x (0,7T)) es control a cero de (3.1.3)) si y sdlo si

//f¢+// Myw_o Vipo € L*(Q). (3.1.6)

Asi, considérese el siguiente funcional:
J (o) = // lo|? d dt +/ fodrdt Vi € L*(Q),
wx(0,7) Q

donde, para cada vy, (¢, 1) es solucién del sistema ([3.1.4). Nétese que si 1y € L2(£) es un

minimizador de J, entonces se tendra que

D)) = [ / e / /Q fo=0 Wy LX),

donde ¢ y ¢ son soluciones de ([3.1.4]) asociados a @ZA)O y 1o respectivamente. Por lo tanto,
tomando 0 = ¢@|,, este control hace que se cumpla (3.1.6), siendo entonces un control
insensibilizante para ®;. Dado que J es continuo y convexo, basta con probar que es

coercivo para asegurar la existencia del tal éptimo, por lo que basta con probar la siguiente

_M
J[ e <e[[ e (3.7
Q wx(0,T)

Para ciertos m, M,C > 0. En efecto, si se satisface (3.1.7]), entonces

desigualdad:

1 .
J<wo>z—|\so\|i2<wm (e 7] iy €4 (3.18)
(@) L2(Q)
> = c)eztm ‘ y .
= ||€0HL2(wx 0,7)) / 12(Q) H<P||L2( x(0,T)) ol oo
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3.1.1. Demostracion de una desigualdad de Carleman para el

problema adjunto

Con el fin de demostrar , se probara el siguiente lema:

Lema 3.1.1. Supdngase que a, B', D7 € W'*°(0,T;L>(Q)) N L=(0,T;C*Q)), i,j €
{1,...,N}, ym >1,. Entonces, dado @ CC § abierto no vacio, existe una constante C' > 0

tal que la solucion v de (3.1.4) cumple
T
/ 810)\12£i0672sa*HwH?{Q(Q) +/ 8)\125 m 725a HwHHG // 810)\12510672sa‘Aw‘2
0 Q
(3.1.9)

+// 88)\1058628a|VA1/}‘2+// 86>\8€6672sa|VVAw|2 S C// Sll)\lQ 116788a+6sa*|Aw|2
Q Q wx(0,T)

para todo A\ > C(a, B, D) y s > C(T™ + T*™).
Demostracion. Suponga que vy € H*(Q2). Denote ¢ = VV A, solucién del problema

(3.1.10)

P, + A%+ VVA(ap + B-Viy + D : V) =0 en Q,
P(-,0) = VV Ay en (Q,

el cual posee condiciones de borde no homogéneas. Nétese que

VVA(ay) = V*(Aa) + V(2V2a - Vi) + 2Va - V3
+2V2%a - V2 + V2aAy + 2VaV Ay + ar),

VVA(B-Vy) = V*(AB-V¢) + V(2V?B : V*)) + 2V*B : V9
+2VB - V% +V?B-VAY+2VB -+ B -V,

VVA(D : V*) = VX(AD : V*) + V(2V2D .. VV V) + 2V2D .. V%)
+2VD .. V%) + V2D : ) +2VD : Vop + D : V).
Con esto, el sistema ([3.1.10)) se puede reescribir en sus componentes [,m € {1,..., N} de la

siguiente forma:

Elm_}_AQElm—’—a’%lm—}_B'vElm_’_D : v2Elm - (fO)lm Z fl lm+ Z 6” lm’ 3 111)

7,7=1

donde

(fo)im <2Va VA + 2V2a - V2 + V2aA + 2VaVAY
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+2V2B : V3 + +2VB - V% + V2B - VAY
£ OV2D Vi 4+ 2VD v%)l ,

(f1)im = —<2V2B L V2 +2V2D . vvw) e,

(f2)im = —AD: V2 € @ e,

donde ¢; es el [—ésimo vector canénico de R¥. Para justificar la posibilidad de obtener
derivadas de v superiores a las de cuarto orden, se puede probar que (vea el [Apéndice BJ),

Y € H'(0,T; Hy(Q)) N L*(0, T; H*(2))

Aplicando el Teorema a 1, se tiene que, para wy CC W' CC w,

// SG)\8§66—2504|VVA¢|2 5// 57)\8676_28a|VVA’¢|2+// 85)\5556—2504*
Q w'x(0,T) »
+ / / sTATE e 2" |V V Ay
P

Usando el Lema [2.5.1]con r =6 y u = VA,

// S8)\10€86—2sa|vA¢’2 g// 86>\8§6€_2SQ|VVA¢|2+// 88>\10§86_28a|VAw|2
Q Q w’x(0,T)

Asimismo, usando el Lema [2.5.7 con r = 6 y u = A,

// 10)\126106—250¢|Aw|2 < // 8)\1058 _28a|VA77ZJ|2 // 10)\126106—2sa|Aw|2
w’x(0,T)

Ademds, como |y = 0, también se puede agregar la norma Hs5)\6§fe_so‘*w\|%2(0 T2 4e

on

modo de obtener:
T
/ 810)\12&106QSQ*HQ/JH%%Q)_’_// 510)\12510€2SQ|A¢|2+// 88)\10586723a|VA¢|2
0 Q Q
+// 86)\85662501‘VVA¢‘25// 57)\8§7€QSQIVVA”¢’2+// 58)\1058672501‘VA¢’2
Q w’x(0,T) w’x(0,T)

2
+// 810A12§106—2SQ|A¢|2+// 85A5§£€_28a* +// 87)\7516—25(1*
w’x(0,T) b b

(3.1.12)
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irs -1 * .
Ahora, considérese 1) = p(t)1) con p(t) = 34)\653 me=5 solucion del problema

U+ A%+ ap+B-V+D: V3 =py enQ,

Y = g—f =0 sobre 3,
¥(-0)=0 en ().

Como p'(t)y € L*(0,T; H3(Q))NH' (0, T; H2(Q)), aplicando el resultado (B.6)), se tiene que

T g2 T
/ 88)\125* ™o Q) 5 / 10)\125
0 0

Asi, podemos agregar este término al lado izquierdo de (3.1.12). A su vez, usando

desigualdades de interpolacién entre H? y H®, también se pueden agregar los siguientes

’ 19\ 12,%5 5,
52)\ 5*2 Qme
Or

/0 SN2 s g2 o

T 17
/ 52 )\12§*Z 2 e
0

Ademas, por desigualdad de traza,

// 57)\7£Z€25a*|VVAw|25// 87)\7£Z672sa*”w”12qs(9)’

by Q

[[oxee // ENE
%

Por lo que si 8 — % >5y % — % > 7 (10 que se cumple si m > 1), entonces se pueden

términos:

absorber estos términos de borde.

Ahora, se quieren estimar los términos locales del lado derecho de (3.1.12)). Para ello,
considere § € C°(wy) con W CCwy CCwtalquef =1lenw, 0<60 < 1.

// 87/\8576_2SQ|VVA77/)|2 S // 987/\8576_28a|VVA¢|2
w’x(0,T) w1 % (0,T)

_/ (987)\85767280‘VA2¢VA1/} 4 1 // 87)\8V(9£7672sa> .V (|vAw|2)
w1 x(0,T) 2 ) Jurx0,1)

1
= — / / 95" \3ETe BV APV AY — = / / sTASA(OETe™25) [V Agp|?
w1x(0,T) 2 w1x(0,T)

Acotando estos términos:

17 3 ,
/ / o01) 937”&?5?”%%%4 = 5/ /Q STAZEZ ey o
w1 X (U,
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—|—C// 98%)\4§%+%6743a+23a*‘VAwIQ,
w1 X(0,T)

‘// 87)\8A<(957€_25a)‘VAw’2 5// 959)\10596_25a‘VAw’2,
w1 X (O,T) w1 X (O,T)

teniéndose entonces que

17_ 3 "
// 87)\8576_28a|VVA’17/)|2 S 6// Sg)\lsz 2m6—28a
w’x(0,T) Q

4 // 889)\10596—4sa+2sa*
w1 X (O,T)

Ahora, considere 6 e C(wsq) con wy CC we CC w tal que 0=1en wpy 0 < 0 < 1. Notese

Pl Hs

VAP

que@ﬁéyque

// 58)\1058672501‘VA¢’2 S // 089>\10£9€745a+25a*IVAQMZ.
w’x(0,T) w1 x(0,T)
Luego,
// ‘989)\10596—4811—4-25(1* |VA¢|2 < // §89A1069€—4sa+2sa*
le(O,T) UJQX(O,T)
_ // fsON100 ¢~ dsa+2sa" A2y Ay // )10y <§€9e—4sa+23a*> LV (|Av))
wa x(0,T") wa x (0,77

~ * 1 ~ *
— // 089)\105'96—4504-‘,-2504 AQwAw 4+ = // SQ)\IOA <0§96—4SO¢+280¢ > |A¢|2
wax (0,T) 2 J Jusx0,1)

Acotando estos términos:
~ * T gL *
‘// 089)\10596—45114-25& A2¢A¢’ S 6/ 89/\12§* me—2$a 77Z)||%{4(Q)
UJQX(O,T) 0

+C // 589)\859+i6785a+65a* |A¢|2,
w2 % (0,T")

vAY[?

‘// OAIOA <9~£9674so¢+28a*> ‘AWQ
w2 %X (0,7

por ello,

// 989>\10€9e—4so¢+2sa*
w1 X (O,T)

< // ésll)\12€11674so¢+2so¢* |A¢|2
~ w2 x(0,T")

9= _ sa*
VAP S < / / SN2 2,
Q

+ // ésll/\l2§11€—8sa+6sa*
UJQX(O,T)
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Con todo lo anterior, de (3.1.12]) se deduce lo siguiente:

T
/ 10)\1251 +/ 8)\126* m // 10)\12510 —2804‘A¢‘2
// 8)\1058 —250¢|VAw|2 // 6)\8 6 —2sa|va,¢|2 < C// 11)\12
(0,7)

3.1.2. Demostracion de la desigualdad de observabilidad para el

problema adjunto

De ahora en adelante, se denotara

I(w) .:/T 10A12§ +/T 8)\125

v [ saneerewavy + [ g tevvane

Ahora, se procederd a demostrar la desigualdad de observabilidad (3.1.7)). Para ello, tome

// 10)\12 10 —2so¢|A¢|2

w; CC we CC wN O y defina 6 € C°(ws) tal que
f=lenw;, 0<60<1enw,.

Como
—pi + A%+ ap =V - (Bp) +V?: (Dp) =AY en O,

entonces,

_ *
// 811)\126116 8sa+6sa
UJ1><(0,T)

S // 49811/\12511 —8sa+6sa* Ad}( t+A gO-f—CLgO v (BQD) +v2 : (D¢)) )
LUQX(OT)

.
Denote u = st \2¢He=8satbsa™ Tpteorando por partes,

// OulY (—pr + A+ ap — V- (Bp) + V> : (D)) (3.1.13)
wa X (0,77

- / / 0 (O(OulAY) + A2(QuAY) + abulp + B - V(0uli) + D - VX(Oul)) .
w2 % (0,T)

Notese que

// 00 (ulp) = // 01 (0u) Arpep + // Oulipyp,
w2 X (O,T) w2 X (O,T) w2 X (O,T)
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Jr2//mX OT)A(Qu)A2¢<p+4//w2X - V2(0u) : VA

+4 / / V(0u) - VA*) + / / Hu>1p,
w2 X OT) 0.)2>< OT
// V(0ulAy)p // V(0u) Ay + // OuB - VAyp
ng(O,T) w2>< OT w2 X OT)

// D : V2 (OulAi)p // D : V*(6u) Aw+2// V(0u)V A
UJQX(O,T) UJ2>< OT w3 X OT)
/ / OuD : V2 Arpo.
w2 %X (0,7

Notese que, por la ecuacion que satisface 1,

O(AY) + A*(AY) +aAp + B -VAY + D : V> Ay
= —Aay) —2Va -V — AB -V —2VB : V) — AD : V%) — 2V D .". V3.

Asi, de (3.1.13)), se tiene lo siguiente,

// 11>\12€11 —8sa+6sa*
le(O,T)

< // gp( — QuAay) — Ou(2Va — AB) - Vi — Qu(2V B — AD) : VX — uV D .. V3¢
w2><(0 T)

(3.1.14)

+0uB - VAY + 0uD : V?AY + B - V(0u) Ay + DV (0u)VAY + YV (0u) - VA% + D : V2(0u) Avp

+ 2A(0u) A% + AV? (0u) : V2AY + AVA(Ou) - VAY + 9,(0u) Ay + AQ(Qu)A@b) :

Denote [;, i € {1,...,15} a los anteriores términos del lado derecho respectivamente. Nétese
que por (3.1.1) y (3.1.2), u satisface lo siguiente

|anu| S CrsllJrn)\IQJrnS11+n€78soz+65a*7

1 1 *
‘atu‘ S 0812+E )\12612+E€—8sa+6sa

Y

en consecuencia,

L] < <l|Aal?, / / SN2 10,20
Q

+0// 6)812)\12512e—lﬁsoz—l—lélsoz*|§0|27 (3115)
WQX(O,T)
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|2

Y

’[2’ < €(Hva”c2>o + HAB”go) // 310)\12&06—2504* V¢’2 + C// 9812>\12€12€—16m+14sa* 0
Q wax(0,T)

(3.1.16)

‘ 2

Y

I3 < (| VB2 + |AD|Z) / / SONZEI0 250 | 7212 4 / / 0512712612, 1050t 1dser |
Q wax(0,T)

(3.1.17)

11| < €||VD||C2>O// ﬁ)\”g?*ﬁe—%ﬂvsw? + C// 9822—5)\12522—5+ﬁ6—165a+14sa* o2,
Q ng(O,T)
(3.1.18)
5 <5l [ /Q savgte s vat e [ s e (3
wo X 0,

’IG| < 5||D||io// 86>\8£662SQ|VVA1/1|2+C// 6816)\165166714sa+123a*|90|27 (3120)
Q w2 x(0,T)

2, (3.1.21)

il <elBI [[ sonretemiapp v o [ grtgeaey,
Q wa x (0,T")

o>, (3.1.22)

’IS| < 6||D||c2>o// SS)\10586_2SQ|VAQ/}|2 +C// 9816)\165166—14504—{—123&*
Q wax(0,T)

’[9’ < 5// 8%)\126*%77%6_280*|VA2¢‘ —|—C// 98%A14€%+%6—163a+145a* 90’27
Q wa X (0,T)
(3.1.23)
[ 10| < €||D||C2>o// 310)\125106_2“‘|A¢|2+C// 05161616~ Msa+1250%| (12 (3 1 94)
Q wa x(0,T")

9—L "
|Ill| Sg// 89>\12£* me—23a
Q

A21/1|2+C// (OT)6517)\16§17+ie—16sa+14sa*|¢’27 (3.1.25)
w2 X (U,
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|112’ S 8// 86>\8€66723a‘VVAw‘2 +0// 9820)\20 2067143a+123a*‘90|2’ (3126)
Q w2 x(0,T

|I13] < 5// sSA0EBe™25 | Anp|? + C’// 0520 \20¢Pe “|o)?, (3.1.27)
Q ng(O,T)

|[l4’ <8// 10)\12 106 28a|A¢|2+C// 14+ A12£14+f , (3.1.28)
w2><(0T

15| < & / / 10712105250 A2 4 / / fsPN0ED¢ o). (3.1.29)
Q UJ2><(0,T)

Como —14sa + 12sa* < —16sa + 14sa* y m > 1, de (2.5.8) y (3.1.15))-(3.1.29):

15
// 11)\12511 —8sa+-6sa™ S Z |Iz|
OJ1>< 0 T) i=1

S C// 9820)\2052067165a+148a*‘()0|2 +€Z(w>
w2 X 0,7

Por lo tanto, considerando € > 0 suficientemente pequeno,

// 9820)\205
uJ2>< OT

En particular, sera de interés la siguiente desigualdad que se puede obtener de (3.1.30)):

// 810)\12&106_25&* < // 9820)\205206_
Q w2 X(O,T)

También, aplicando la Proposicion |2 a (p con w = wy, se tendrd que

// 6)\856 3soz|90|2 // 4)‘66 e 38&|V§0|2 // 2)‘46 e 38a|v250|2
< // 7)\867 38&|S0|2 // 2)\25 e 33a|v¢10|2 (3132)
le(O,T)

Usando (3.1.31)) en (3.1.32)), en particular se tiene que para A > thi (vea el [Apéndice

D,
// 6)\856 —380&|90|2 < // 7/\867 —3$o¢|(’0|2 // 10)\12510 —2sa*
w1>< OT
// 8820)\205
~ OJQX(O,T)
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Se deducira la desigualdad de observabilidad a partir de (3.1.33). Para ello, considere

7nozznﬁn< M(%;mem__eAwwmm+nm»>7 Aﬂ):InéX(eM(m+Unwm__eAwwmm+Mx»>7

€ z€eQ
(3.1.34)
1 T —2m
y note que T =) > (§> . Entonces, para t € (0,7/2),
—12m
67380{86)\856 2 673504* (g)
_ 3sMpy 3sM T —12m
— o TO™ o TT—t)™ <§> (3.1.35)
> 212mT712m€—73'2TTanM0 oL
Denote .Y
MT,5,0) = 00 Gy(T,5,\) = 227 2me
de modo que
3
M T S,
/ / @ )‘@|2 < // SEABEBe350 o) < O (T, 5, \) // fs20N\20620~
0 Ja wyx(0,T)
(3.1.36)
Por otro lado, por el Corolario C.1] (vea [Apéndice C),
r M(T 5,0)
[ e e < /Jﬂw
T
2
T
S [ 1+ [ 180
5A\wm@+ﬁ 86320
43T 4
< / * 10012610,
%
T
S / 510)\12€i e
0
< // G520\ (3.1.37)
WQX(O,T)
Por lo tanto, de (3.1.36]) y (3.1.37)), se deduce la siguiente desigualdad:
// M(T5>\) |90|2 < // ) 20)\20§20€ (3138)
Q (0,17
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Finalmente, basta con acotar superiormente el término del lado derecho de (3.1.38). Para
ello, nétese que

200+ )7l oo

_ * _ *
820)\206206 16sa+14sa < 820)\20 16sax(t)+14sa* (t)

$20m (T _ t)QOme ’

mo

donde a,(t) = mingeq a(z,t) = T (T—t)m

Defina
F(t) — 6—16sa*(t)+14sa*(t)t—20m(T i t>_20m

)

cuya derivada es
F'(t) = (20 — 14sa* + 1650y, ) mt 20" (T — t)720m=1(2¢ — T')e10scntldse”,

Nétese que, para A > 15 se tiene que 16sa, > 14sa*. Asi, el tnico punto critico de F,
que, p oo ® q p

que corresponde a su maximo, es t = % En consecuencia,

_ * _ _1@/.92mp—2m 92mmp—2m
§20\20£20,~165a+1450" < 9A0mrp—d0m (20 20, 20(k-+ DAInl| oo =162 T =M mo +14:227 T2 Mo (3.1.39)

Por tanto, wusando (3.1.38) y (3.1.39), se deduce que existe (s =
(2,0, T, [[alloe, [ Blloos [ Dllocs 5, A) > 0 tal que

_ M(T,s,\)
/ e P < O / P
Q wx(0,7)

Fijando los valores de A y s, se obtiene la desigualdad deseada

/6‘%190\25/
Q wx (0,7

)

o] .
)

3.1.3. Un resultado negativo para la controlabilidad nula del

problema en cascada

Finalmente, se mostrara un resultado negativo para el problema (3.0.1]) cuando se considera

el funcional ®; y potenciales poco regulares (L), similar al obtenido por [21] (Lema [2.6.1))

Lema 3.1.2. Sean N € {1,2} y T > 0. Entonces, existe un conjunto @ C RY abierto,
acotado y conezxo, O CC Q, 1y € L*(Q), a, B', DV € L>=(Q), coni,j € {1,...,n} tales que

las soluciones (p,1) de

—pr + Ao+ ap -V - (Bp)+V?: (Dp) =V - (Vilp) enQ,

Y+ A% +ap+ B-Vip+ D : V3 =0 en Q, (3.1.40)
90:%5:0, w=g—ﬁ=0 sobre &, o
o(T,-) =0, ¥(0,-) =) en €,
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no satisfacen Principio de Continuacion Unica (3.1.41)) para todo abierto w CC €). Esto es,

p=0enwx(0,T) = v=¢p=0enQ (3.1.41)

Demostracion. Considere N = 1. Se construira un ejemplo de una solucion estacionaria de la
ecuacion parabdlica del sistema con potenciales que se anulen en el conjunto de observacion

O. Para ello, considere = (0,27), O = (arccos(1), 2m — arccos(1)) vy los potenciales

4 en Q\O 5 en Q\O
o(z) = en OO, 7 B=0. D(z) = en Q\O,
0 en O, 0 en O.

-]

es solucién del problema eliptico

Entonces

(cos(z) — cos(2x)) en Q\O,
en O,

= ©loo

"+ ap+ By + Dy =0 en Q= (0,27),
¥(0) =4'(0) =0,
»(2m) = ' (27) = 0.
En consecuencia, tomando ¢y = 1(z), se tiene que (0,1/;) es solucién del problema

(B.1.4) donde 1) = 1)(x) es solucién estacionaria del problema parabdlico correspondiente,
cumpliéndose que ¢ =0y ¥ # 0 en Q.

Ahora, considere el caso N = 2. Tome Q = {(z,y) € R* : 22+ > < 1} y O =
{(z,y) € R?*: 2% + y* < e~*}. Considere los potenciales

29 Il —6 Il

_ (£B2+y2)2 en Q\O, B — o :1:2+y2 en Q\O,
alz,y) = ) =0, Az, y) =

(:9) { 0 en O, () 0 en O,
con D(z) = A(z)Is. Se construiran soluciones radiales de la ecuacién
A? B-Vi¢+D:V?*) =0 Q
w:er vt Y=0 ent (3.1.42)
V= % =0 sobre 0f2.

Utilizando coordenadas polares (r,#), podemos transformar esta ecuacién a una

unidimensional:

{ PPy + 270 + (A = D)2 + 70, +ap = 0 en (0,1),
(1) =4, (1) =0,

donde A\ = 2\ v @ = r*a. Para r > e 2™, esta ecuacién tiene soluciones de la forma
)

O(r) = cr'Vosin(Inr) + cor' V5 cos(Inr) + csr'™osin(Inr) + car'™V8 cos(Inr),
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cuya derivada es

P'(r) = rVs sin(Inr)((1 4+ \/g)cl — )+ V5 cos(Inr)(cy + (1 + \/5)02)
+r Y sin(In ) (1 — VB)es — ca) + Y2 cos(Inr) (s + (1 — V5)eu).

Note que tomando ¢; = 1++/5, ¢ = —1, ¢35 = —1++/5, ¢4 = 1 tenemos que (1) = 0 puesto
que ca+c4 =0y

' (r) = (74 2v5)rY3sin(Inr) + (2v5 — 7)r VP sin(Inr),
por lo que ¢'(1) = 0. Ademas, ¢'(e">") = 0, con
1/1(6_2”) _ _6—27r(1+\/5) + 6—27r(1—\/5)

— 6—27r (62\/57r _ 6—2\/571‘)
= 22" sinh(2v/57)

por lo tanto, en coordenadas cartesianas, la funcion

( (14 V5)(x? + yQ)# sin (111 V2 +y2> — (2* + yQ)# cos (111 V2 +y2>

boy) = —(1 —/5) (2% + y2)kT\/g sin (hl Va? + y2) + (2% + yQ)%ﬁ Cos <ln Vv + y2> (z,y) € Q\O,

| 272" sinh(2v/57) (z,y) € O.

es solucion de la ecuacién (3.1.42). En consecuencia, tomando 1y = 1(x), se tiene que (0, 1;)
es solucién del problema (3.1.4) donde (z,t) = () es solucién estacionaria del problema

parabdlico correspondiente, cumpliéndose que ¢ = 0 pero 1 # 0 en Q. O]

Como consecuencia del lema [3.1.2] se obtiene el siguiente teorema

Teorema 3.1.2. Sea N € {1,2}. Entonces, existen un conjunto abierto y acotado Q C RY,
un conjunto abierto y no vacio Q@ CC 2, a € L=(Q), B € L=®(Q)YN y D € L>(Q)N*N tales
que para cualquier abierto w CC €, el sistema (3.1.3)) no es aproximadamente controlable.

3.2. Controles Insensibilizantes para ¢, y ¥

En esta seccion se estudiard la existencia de controles insensibilizantes para los funcionales

®y v 5. Se consideraran los mismos pesos descritos en (3.1.1). En este caso, se considerara
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el siguiente sistema
ye+ A% =f+ul, en@Q,
Y= % =0 sobre X2,
y(+,0) = yo + 7o en §2,

El objetivo de esta parte es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1. Suponga que yo =0 ywNO # . Entonces, existe M > 0 tal que para todo

// e¥|f|2 dx dt < +o0
Q

existe un control v € L*(w x (0,T)) que insensibiliza al funcional ®;, i = 2,3.

f que cumple:

Procederemos de una forma similar a la seccién anterior. Asi, veremos primero la siguiente
proposicion:
Proposicién 3.2.1. Considere z(x,t) = y(x,t)|,—o. Se tiene que

GCDZ(y(xv t;v, T))
or

__ / o, 0)jo(z) dv, i=2,3,
Q

7=0

donde (z,q) es la solucion del problema

2+ A% = f+ol, en Q,
—q + A% =V?: (V321p) en Q,
. o (3.2.1)

z=5=0, g=35=0 sobre X,

Z(,O) = Yo, Q(aT) =0 en Q?

sii =2, o bien
2+ A%z = f 4+l en Q,
— A?%qg = A(Az1

z:%:O, q:%:() sobre X3,
2(,0) =vo, ¢q(-,T)=0 en Q,

st = 3. En consecuencia, buscar un control v tal que satisfaga la condicion es

equivalente a buscar v tal que

q(z,0) =0, Ve

Demostracion. Se hara la demostracién sélo para ®,. La demostracion para @3 es anédloga.

Primero, note que para todo v € L*(O x (0,T)),

D, ®4(y)(v) = // V2y : Vv dx dt
Ox(0,T)
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Denote y, = a—y , solucién de

Yrt + AQZ/T =0 en(,

Yr = %ﬂ: =0 sobre X,

y-(-,0) = o en ()
Entonces,

0y
5, Wt )|

= Dy®1(y)(ys)

// y(z,t;7 = 0,v) : V2y (x,t) dovdt
Ox(0 T)
Denotando z = y|,—, se tiene que

— / v2 (V2210)y-

o

—— [[[ a2+ / o)) = [ 4,000 (-0)
—— [ at0%i

0P,
or
Asi, v € L*(w x (0,T)) es control tal que q(x,0) = 0 Vx € Q si y sélo si v insensibiliza al

Por lo tanto,

=0 < / q(z,0)go(z) dv =0 Vo € L*(Q)
Q

7=0

funcional ®,. O

Nuevamente, se usara Hilbert Uniqueness Method para encontrar dicho control. Considere
(i, 1) solucion del problema adjunto a (3.2.1))

—pr+ A2p = V2 : (V2lo) en Q,

¢t + A2¢ =0 €n Qa

3.2.3
Y= gi—O @Dz?—sz sobre X, ( )

QD(,T) :Ov w(a()) :wU en Q;

si i = 2, o bien, el adjunto a (3.2.2)

—pr + A% = A(AYlp)  en Q,

wt + A2¢ =0 €n Qa
o o (3.2.4)

p=35c=0, ¢=3-=0 sobre,

SO('vT> =0, w(a ) - % €n Q’
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si i = 3. En efecto, (para i = 2)

Jfivsaoe v

-/ / (ot 8%)s+ [ 2T T) = [ pl.0
// mmw—/( >¢<~,T>+/q<~,0>w0
e e ff

Entonces, usando esta igualdad junto con la ecuacion,

/ /Q fet //<> vo= [ a0 = [wet0) Ve 329

Se considerard yop = 0 (vea [I3]). Por lo tanto, de (3.2.5) se puede deducir el siguiente

resultado:

Proposicién 3.2.2. v € L?*(w x (0,7)) es control a cero de (3.2.1) (o (3.2.2)) si y sdlo si

// fgo—l—// on v =0 Y € L*(Q). (3.2.6)

Considere entonces el siguiente funcional:

J = 2dxd dedt V L*(Q
() //MO,T)|¢| xt+/wat vo € L(9),

donde, para cada v, (¢, 1) son solucién del sistema ([3.2.3) (o (3.2.4))). Note que si ¢y € L2()

es optimo de J, entonces se tendra que

DI (o) (o) = / / P / [ ro=0 vuye 17@)

donde ¢ y ¢ son soluciones de (3.2.3)) (o (3.2.4)) asociados a 1@0 y 1o respectivamente. Por lo

tanto, tomando v = ¢|,, este control hace que se cumpla (3 , siendo entonces un control
insensibilizante para ®; (o ®3). Dado que &5 (P3) es continuo y convexo, basta con probar

que es coercivo para asegurar la existencia del tal éptimo, por lo que basta con probar la

// e[l < 0// ol (3:2.7)

Para ciertos m, M, C' > 0. En efecto, si se satisface , entonces

siguiente desigualdad:

e2t'"fH Hew% (3.2.8)

T00) > Zlelsonory |

||§0HL2(wx(o,T))

= C et T~
H80”L2 (wx(0,T)) TR
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3.2.1. Demostracion de una desigualdad de Carleman para el

problema adjunto

Con el fin de demostrar (3.2.7)), se probard el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Suponga que m > 1,. Entonces, dado w CC ) abierto no vacio, existe una

constante C' > 0 tal que la solucion i de (3.2.3|) cumple

T
/ 810)\125;506—2804 ¢H§{8(Q)+// 810)\125106—2504‘A2w|2
0 Q

+// 88>\10€8€_2SQ|VA2¢|2 +// 86)\8566_25a|VVA21/)|2 S C// 811)\125116—8504-1-6504*
Q Q wx(0,1)
(3.2.9)

T
8-2 _ sa*
¢||H4(Q)+/ AL e
0

A%[?,

para todo X\ > C y s > C(T™ + T*™).

Demostracion. Suponga que v € H%(Q). Denote ¢ = VV A2, solucién del problema

P, + A% =0 en (),
¥(+,0) = VV A%, sobre 3,

el cual posee condiciones de borde no homogéneas. Aplicando el teorema a 1) sobre

wy CC w' CC W, se tiene que
// 86)\8566—25a|va2w|2 5 // 87)\8576_28a|VVA2'¢|2
Q w’x(0,T)
A2 |?
+ // 85)\5556—2504* avv w 4 // 87)\7616—25&*
b on )

Usando (2.5.1) con r =6 y u = VA,

// 88/\10586_25a|VA2’¢|2§// 86)\8666_2SQ|VVA2¢|2+// 88)\10586_28a|VA2¢|2.
Q Q w’x(0,1)

Asimismo, usando ([2.5.1)) con r = 6 y u = A%,

// 810)\12§106723a|A2w|2 5 // 58)\10§8672SQIVA2,¢’2 _'_// 510)\125106728a’A2w‘2.
Q Q w'x(0,T)

Ademas, de la regularidad eliptica del problema

{ A’u=f en(,

u = g—z =0 sobre 09,

VVAZY[*.
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se puede agregar al lado izquierdo el término

// s ONZE e Y540
Q
de modo que

// 86)\8566_25a|VVA2¢|2—|—// 88)\10586_25a|VA277/J|2+// 810/\12§10€—25a|A2,¢|2
Q Q Q
T
—i—/ S
0
< / / sTASET e 25| TV AR |* + / / SSAOEB e 25 T A2y |2 (3.2.10)
w'x(0,T) w’x(0,T)
+// 10)\12 10 —25a|A2w|2 // 5)\5&5 —2saux
w’x(0,T)
// 7/\757 —250u% |VvA2w‘

7 -1 * .
Por otro lado, tome ¢ = 34)\651‘ me % ), el cual satisface el problema

- on

Uy + A% = p'Y en Q,

1; g:f =0 sobre 3,
P(-,0) =0 en Q.

Como p'tp € L*(0,T; H*(Q)), se tiene que (vea el [Apéndice B])
T N T
R 0 S [ SNy
0 0

Usando desigualdades de interpolacién entre H* y H®, también se pueden agregar los

g 19 12,5 55
s2 )\ 6*2 2m€
OT .
/ 89)\125*
OT 17 17
/ 87)\125*2 2’"6
0

y por desigualdades de traza

/ / sIATELe P VVAN[? S / / sTATE e
z Q@

2
[[[#xggese < [ e ol
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Por lo que, si 8 — 2 > 5y T — —m > 7 (lo que se cumple si m > 1), entonces se pueden

absorber estos termmos de borde. De este modo, se tiene la siguiente desigualdad:
// 6)\856 —2504'va2¢|2 // 8)\1058 _25a|VA277/J|2 // 10)\12 10 _28a|A2’¢|2
o [ g [ e e g
0
S / / sTAN e VV A [? + / / D S S A ANl (3.2.11)
w’x(0,T) w’x(0,T)
i // s10\12¢10—2s| A2y12.
w’x(0,T)

Ahora, se quieren estimar los términos locales del lado derecho de (3.2.11)). Para ello,
considere § € C2°(wy) con W’ CCwy CCwtalquef =1lenw’, 0<60 < 1.

// S7>\8€76—23a|va2,¢}|2 S // 087>\8€76—25a|va2,¢|2
w’%x(0,T) w1 x(0,T)
- / / 0STNE e BT AT ALY + & / / sSTARV(0ETe™2) - V ([VA*))
w1 x(0,T) 2 JJuixo1)

1
— _// 957>\8£7€725aVA3wVA2w o _// 87)\8A(9£7€728(XHVA2¢‘2.
w1 % (0,T) 2 J Juixom)

Acotando estos términos:
17\ 19, T =5 950" 2
<e¢ STATELE e [
Q

‘// 687/\8576_2SQVA3¢VA277Z)
OJ1><(O,T)
+C// 98%)\4§%+%6743a+28a*‘VA2w|2’
w1 X(0,T)

’ / / sTAPA(OETe ) [V A?
le(O,T)

Se tiene entonces que
T\8¢T —250 T2 A2 < 120 T~ —2s0% |12
s'AY e T VVEAY® S e CER NS e 19157 @)
w’x(0,T) Q
+// 659)\10596743a+25a*
w1><(O,T)

Ahora, considere 6 € C(wq) con wy CC wy CC W tal que f=1enw v0<0<1. Nétese
que 6 < 0 y que

// 88)\10586—2sa’vA2w|2 S // 989/\10596_48a+28a*|VA21/}|2.
w'x(0,T) w1 % (0,T)
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le(O,T)
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Luego,

// 989)\10596—4504-1—2504* ,¢|2 < // 0~89/\10£96—4sa+250¢*
w1 % (0,T)  JJwx(0,1)
_ // §59N10g9—dsa+250" A3y A2y // $O)\10y <9~§96—4sa+25a*> v (|A21/1|2)
w2 X (O,T) w2 X (O,T)
~ * 1 ~ *
_ // 989>\10£9674sa+2sa A3wA2w + 5 // 59)\10A <0£9ef4soz+23a ) \A2"¢|2,
wa X (0,T) w2 X (0,T)
acotando estos términos:
~ * —L *
'// 989/\1059674sa+28a A3¢A21/1’ < 8// 59)\1253 m o250 ”leQLIG(Q)
w2 % (0,T) Q

+C // §89)\859+%6—8$o¢+630¢*
w2 X (O,T)

Wf?

[,

)// PAOA (é€9€f4sa+25a*> ‘Az
wa x(0,T7)

Por ello,
* —L *
// on 959)\105967430&23(1 w,Q S 8//@ 59)\1253 m,6728a Hw”%ﬁ(g)
w1 X (U,
+ // ésll)\12€116—83a+6sa*
ng(O,T)

Con todo lo anterior y de (3.2.11]), se deduce lo siguiente:

2 S // ésll>\12£11€f4sa+2sa* |A2w’2
wa x(0,T)

lE

T T
—2sa* 8_% —2sa* —2sa
| N ol + [N e g+ [ [ soagte e sty
0 0 Q
4 // 58>\10£867280¢|VA2¢|2 +/ 56A8£6672SQ|VVA2¢|2 S C// 811A12£11678sa+6sa*
Q Q ©x(0,T)

]

V[

3.2.2. Demostracion de la desigualdad de observabilidad para el

problema adjunto

De ahora en adelante, se denotara

() :=/T +/0 SA2g

// 8)\1058 _28a|VA277ZJ|2 / 6)\856 —2804‘va2¢|2

// 10)\12510 7280&’A21/}’2

58



Ahora, se procederd a demostrar la desigualdad de observabilidad (3.2.7)). Para ello, tome
w; CC wy CC wN Oy defina 6 € C°(ws) tal que

f=lenw;, 0<60<1enws.

Notese que
—oy +A%p =A% enO.

Notese también que esta igualdad se tiene tanto para ®5 como para ®3. Entonces,

_ *
// 811)\126116 8sa+6sa
w1><(O,T)

S // ‘9811/\125116—88a+68a*A2¢ (_th + AQLP) )
LUQX(O T)

WP

Denote u = 811>\12€116785a+63a

// OuA*) (—p + A%p) = // @ (0 (OuA*Y) + A% (Gul*y)) . (3.2.12)
wa % (0,77 wa x (0,T)

. Integrando por partes,

Notese que

// <p8t((9uA2w) = // 8t(6u)A2wcp + // u oy,

w2 X (0,T) w2 X (0,7 w2 x(0,T)

/ / OA?(OuA?)) / / 2(0u)A*pp + 4 / / ) - VA%
w2 % (0,T) w2 % (0,T") w2 % (0,T")

+2//WOT A(eu)A?’wH//W on V2(0u) : VA%

+4// V(0u) A?’w—i—// Hu*p.
w2>< OT w2>< OT

Por la ecuacion que satisface 1, se cumple que

O (A%)) + A%(A%)) = 0.

Por lo tanto, de (3.2.12)), se tiene lo siguiente,

// 811A1251 e
UJ1><(0,T)

< / / o (49(0u) - VA% + 4V2(0u) - VA% + 20 (0u) A%
wa X (0,T")

(3.2.13)
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+AVA(Bu) - VAR + A2 (Qu) A% + @t(éu)A%). (3.2.14)

Denote I;, i € {1,...,6} alos anteriores términos del lado derecho respectivamente. Nétese

que por (3.1.1) y (3.1.2)), u satisface lo siguiente

|anu| S Csll+n)\12+n§11+n€—83a+65a*

1 1
|8tu| S 0812+E)\12£12+m6783a+65a*

)

Y

en Consecuencia,

17 i7_ 3 *
1 [] g e
Q

31

VAB'(M 4 C// 98%)\14£7+%67163a+l4sa*|S0|27
w2 x(0,T")

(3.2.15)
|I2| S 8// 86)\856672sa‘VVA2w|2 +C// 0820)\205206714soz+123oz*|90|27 (3216)
Q w2 % (0,T")
L] < 5// 39)\1263756_25“* A3¢|2—|—C// 9817)\16517—1-%6—16504-{-14504* S0|27 (3.2.17)
Q ng(O,T)
|I4| S 8// 88A10£8672SQ|VA2QZ)|2 +C// 0820)\20€2O€fl4sa+128a* g0|2’ (3218)
Q w2 % (0,T)
|[5| S E// 810)\125106_28a|A2’¢|2 +C// 9520>\20€206_148a+128a* S0|2’ (3219)
Q wZX(O,T)
15| < 8// 810/\125106728a|A2¢|2 —i—C’// 9514+%/\12514+%e—14sa+123a* g0|2. (3.2.20)
Q WQX(O,T)
Como —14sa + 12sa* < —16sa + 14sa* y m > 1, de (2.5.8) y (3.2.15))-(3.2.20)):
6
I(d}) 5 // Sll)\12€116783a+63a*|A2,¢|2 < Z |I7,‘
UJIX(()?T) =1
S C// 6820)\205206_16“9&4-148&*|g0|2 +€I(¢)
WQX(O,T)
Por lo tanto, considerando € > 0 suficientemente pequeno,
I(w) 5 // 9820/\205206—16504—&-145&* 90|2 (3221)
OJQX(O,T)
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En particular, serd de interés la siguiente desigualdad que se puede obtener de (3.2.21)):

// §10)12£10,—250" 2 < // 0520 \20620,
w2 % (0,T")
También, aplicando la Proposicion [2.5.3[a ¢ con w = wq, se tendra que
// 6)\856 —35a|90|2 // 4)\6§46_3SQ|V90|2 // 2A4§26_3SQ|V2 |2
< // 7)\8§7 38&|Q0|2 // 4/\4546_3SQ|A¢1 |2 (3'2'23)
le(O,T)

Usando m en , en particular se tiene que para A > |l e

// 6)\856 350(‘%0‘2 < // 7)\8€ e 3sa|gp‘2 // 10)\12 10 —2sa* |A77D|2
w1 %(0,7)
N// Os
ng(O,T)

Se deducira la desigualdad de observabilidad a partir de (3.2.24)). Para ello, considere

“|eo)? (3.2.22)

"ol (3.2.24)

mo = min <€Ak(m+1)||nuoo _ 6A<k||nuoo+n<x>>) . Mp = méx (exk(m“)nnnm _ 6A<k||nuoo+n<z>)) 7

€ z€eQ)
(3.2.25)
t ! > T_szt te (0,7/2)
note que ————— — . Entonces, para
y q tm<T _ t)m — 2 Y p ) )
—12m
67330186)\856 2 673304* (g)
—12m
_ o i o By <g> (3.2.26)
> 212mT712m6773'2;anM0 o~ o
Denote v M
3 3.2m
M(T,s,\) = %, Ci(T,s,\) = 212mT—12m%’
de modo que
%
M(T,s,\ *
| [ e s [ ongesmplsanrsn [ amaegee oI
0 Q Q w2 % (0,T")
(3.2.27)

Por otro lado, por el corolario [C.1| (vea [Apéndice CJ),

T M(TSA) T
/ / of? < / P
% T

2
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T
< / 1A |2
2

3T

4 2
S [ 180

4

3T
4

S/ s
T
4
T

S/ 510)\125* e
0

5// 0820/\205 e
sz(O,T)

Por lo tanto, de (3.2.27)) y (3.2.28)), se deduce la siguiente desigualdad:

JVI(TS)\)
// |90|2 < // 20)\20520
(0,7)

Finalmente, basta acotar superiormente el término del lado derecho de (3.2.29). Note que

"ol (3.2.28)

(3.2.29)

2020 #20 —16 ldsa* 20y 20 620(k+1)>\||77H00 16 t)+14sa*(t
8)\{6_ satldsa® - 20y —16saux (t)+14sa*(t)

t20m(T _ t)20m6 ’

ma
tm(T—tym *

donde a,(t) = mingeq a(z,t) =
Defina
F(t) — 6—16501*(t)+14sa*(t)t—20m(T . t)_zom

Y

cuya derivada es

F'(t) = (20 — 14sa* + 1650r, ) mt 20"~ Y(T — ¢)720m=1 (9 — )~ 10saxt1dsa”,

Note que, para A > ”hh7 se tiene que 16sa, > 14sa* (vea el [Apéndice D)), por lo que el

unico punto critico de F, que corresponde a su maximo, es t = % Esto es,

— * _ _1R.92mp—2m 92mmp—2m
520)\205206 16sa+14sa < 240mT 4Om520)\20620(k+1))\\\n||00 16-2°™T mo+14-2™mT Mo. (3230)

Por tanto, usando (3.2.29)) y (3.2.30), se deduce que existe Cy = Cy(Q,w, T, s, A) > 0 tal

que
M(Tsx
/e lo? < 02/ ]2 (3.2.31)
Q x(0,T)

Fijando los valores de A y s, se obtiene la desigualdad deseada

M
/6 tm!w|2§/ o]
Q wx(0,T)
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3.2.3. Un resultado negativo para la controlabilidad nula del

problema en cascada

De forma similar al caso en que el funcional de observacién es ®;, también se tiene un

resultado negativo acerca controlabilidad del problema (3.2.1)) y (3.2.2)).

Lema 3.2.2. Sea N € {1,2} y T > 0. Entonces, eriste un conjunto Q@ C RY abierto,
acotado y conexo, O CC Q, 1y € L*(Q), a, B}, DV € L>=(Q), coni,j € {1,...,n} tales que

las soluciones (p, ) de

—pr+ Ao+ ap — V- (Bp)+ V?: (Dp) = R(¥) enQ,

Y + A +ap+B-V+D: Vi) =0 en Q,

o o (3.2.32)
p=52=0, v=5"= sobre 3,
SO(T7 ) = Oa ¢(07 ) = 77Z)0() en Qa

donde
R() = V*: (Vo) 6 R(Y) = A(Aylp),
no satisface Principio de Continuacion Unica (13.2.33|) para todo abierto w CC €). Esto es,

p=0enwx(0,T) = Yv=p=0enQ. (3.2.33)

Demostracion. La demostracion es equivalente a la mostrada en el lema |3.1.2] usando los

mismos contraejemplos. O]

Como consecuencia del lema [3.2.2] se obtiene el siguiente teorema:
Teorema 3.2.2. Sea N € {1,2}. Considere el siguiente sistema:

%+ AN2+az+B-Vze+D:Viz=f+ovl, enQ,
—q+A%q+aq—V - (Bq)+V?:(Dq) = R(z) enQ,

3.2.34
2(-,0)=0, ¢q(,T)=0 en @,

donde
R(z) =V?: (V*21p) 6 R(z)=A(Alp).

Entonces, existen un conjunto abierto y acotado Q@ C RN, un conjunto abierto y no vacio
QcCc Q a€ L®Q), Be L®Q)YN yD e L®Q)N*N tales que para cualquier abierto
w CC €, el sistema (3.2.34) no es aprorimadamente controlable.
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Capitulo 4
Control Jerarquico

De ahora en adelante, considere 2 C R un dominio abierto, acotado y conexo con N > 2
y con borde 0f2 regular. También, tome O CC Q y 51,52 CC 02 subconjuntos abiertos,
llamados dominio principal de control y dominios secundarios de control respectivamente,
y T > 0. Se denotard @ := Q x (0,7) y ¥ = 09 x (0,T). Considere el siguiente problema
multi-objetivo:
ye+ A%y +ay=F(y) + flo en @,
y=0, 3 = pv; + povy sobre 3, (4.0.1)
y(,0) = yo en (,
donde y = y(z,t) es el estado, a € L®(Q), F € WH*(R) es una funcién globalmente
Lipschitz e yo € L*(Q) es la condicién inicial. Por otro lado, f € L*(O x (0,T)) es el control
lider, mientras que v; € L*(S; x (0,T)) (: = 1,2), son los controles sequidores. Ademaés,

p1, p2 € CHONQ) son funciones tales que

0<pi<lenS; p;=0sobredQ\S; i=1,2

El objetivo es analizar la controlabilidad exacta a trayectorias del sistema (|4.0.1)
utilizando técnicas de controlabilidad jerarquica. Mas en particular, se usara la estrategia
Stackelberg-Nash, que combina técnicas de optimizacion del tipo Stackelberg, junto con

optimizacién no-cooperativa del tipo Nash.

Para ello, considere O; 4, Oz 4 C 2 dos conjuntos abiertos no vacios denominados dominios

de observacion, junto con los funcionales

Ji(f;v1,09) = %// ( )!y—fi,d\z dx dt + %// lv;|? dodt, i=1,2 (4.0.2)
O;,4x(0,T S;x(0,T)

donde los objetivos locales & 4 € L*(O;4 % (0,T)) son dados y «;, p; > 0 son constantes.
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Se seguira la siguiente estrategia:

1. Suponga que el lider f ya hizo una eleccion. Los seguidores vy, v satisfacer lo siguiente:
Ji(f;v1,v2) = min Jy(f;91,02),  Jo(f;01,02) = min Jy(f; 01, ) (4.0.3)
V1 v2

Si vy, v, satisfacen (4.0.3), decimos que (vy,vq) es un equilibrio de Nash para los

funcionales J;, © = 1, 2, asociado al lider f.

2. Considere una trayectoria no controlada de (4.0.1)), esto es, una funciéon y = y(x, t) tal

que
Y+ A%+ ay=F(y) enQ
y =0, g—z =0 sobre X (4.0.4)
y('7 0) = yO en €

Una vez identificado el equilibrio de Nash (vq,v5) para cada f, se busca un control
f e L*0Ox(0,T)) tal que

Para el caso semilineal, se usara la siguiente nocion de equilibrio:

Definicién 4.0.1. Se dird que el par (vi,vs) es un cuasi-equilibrio de Nash para los

funcionales J; asociado al lider [ si y solo si
DvlJz(f; V1, UQ) . @z = 0, V@Z € L2(SZ X (O,T))

Observacion 4.0.1. Cuando los funcionales J; son continuamente diferenciables y convexos,
las nociones de equilibrio y cuasi-equilibrio de Nash coinciden. Esto ocurre, por ejemplo, en
el caso lineal (F = 0) para los funcionales de costo definidos en (4.0.2)).

El objetivo principal de este capitulo es mostrar los siguientes resultados:

Teorema 4.0.1. Suponga que O, N O # @, 1 = 1,2, F =0, y que al menos una de las

siguientes condiciones se satisface:
(01a= 0240 y&1a=64a) 6 O01aNOFOynO (4.0.5)

Si &, i = 1,2 es suficientemente grande, existe ¢ = ((t) que explota ent =T tal que si 7 es

solucién de (4.0.4) asociado a un estado inicial i, € L*(2), y

// CQ|§— ’S@',d|2 drdt < +oo, 1=1,2
Oi7d><(0,T)

entonces existen controles f € L*(O x (0,T)) con su equilibrio de Nash asociado (vy,vs) tal

que la solucion de (4.0.1) satisface que y(-,T) =75(-,T).
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Teorema 4.0.2. Suponga que O, 4 y i;, ; son como en el Teoremal4.0.1y que F € W (R).
Considere § solucién de (4.0.4) con condicidn inicial §, € L*(Y). Eziste ¢ = ((t) que explota
ent =T tal que Yyo € L*(QY), existen controles f € L*(O x (0,T)) con su cuasi-equilibrio de

Nash (vi,vq) de modo que la solucion (4.0.1) cumple y(-,T) =7(-,T).
Antes de continuar, note que con el cambio z = y — ¥, el cual es soluciéon del problema

2+ A%2+az=F@y+2)— F@) + flo enQ,
2 =0, % = pP1V1 + Pavs sobre X,
2(-,0) = 2o en (2,

donde zy = yo — 7, ahora se buscara un lider f tal que z(-,7) = 0. Ademés, los funcionales

de costo J; se escriben de la siguiente forma en términos de z:

Ji(f;U17U2):%// |z — 2i4)? dxdt+%// lvi|? dodt, i=1,2,
Oi‘dX(O,T) S,L‘X(O,T)

donde 2;4 = &4 — Ylo, ,-

Ademas, de ahora en adelante, considere los siguientes espacios:
W(Q) = {ue L*(0,T; H*(Q) : u, € L*(0,T; H ()}, (4.0.6)

con la norma

N

lilwiay = (lullEaqormscay + el 3sozoa—2an)

y los espacios de interpolacion
H™(Q) = L*(0,T; H"(Q)) N H*(0,T; L*(Q)),

para r,s > 0 equipados con la norma

1
2

||U||HT»S(Q) = <||U||%2(O,T;HT(Q)) + |lul 12L18(0,T;L2(Q))>

Andlogamente se consideraran sus contrapartes en borde H™*(X) = L2(0,T; H"(09)) N
H*(0,T; L*(09)). (Véase [25] 26])

4.1. El caso lineal

En esta seccidn, se estudiard el caso lineal del problema (4.0.1]). Esto es, considere F' = 0.
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4.1.1. Existencia de equilibrios de Nash

El objetivo de esta seccién es mostrar el siguiente resultado:
Proposicién 4.1.1. Existe M > 0 tal que st

N (4.1.1)

Q;

entonces, para cada f € L*(O x (0,T)), existe un tnico equilibrio de Nash (vy,vs) para los

funcionales J; y Jo asociado al lider f.

Sea f € L*(O x (0,T)). Considere los espacios
H; = L*(S; x (0,T)), i=1,2, H==HxHo.

Note que los funcionales J; son convexos, por lo que (vq,v3) es equilibrio de Nash si y sélo si

0% // (Z - zi,d>wi dx dt + i // ’Uﬂji dx dt = O, VTA}Z € Hi, 1= 1, 2, (412)
Oi’dX(O,T) SZX(O,T)

donde w; es solucion asociada a v; del problema

UA)Z‘,t + A21I)Z + m@i =0 en Q,

w; =0, %“3; = p;U; sobre X, (4.1.3)
w;(-,0) =0 en €.

Se define L; : H; — L?*(Q) como el operador solucién del sistema (4.1.3), i = 1,2. Esto
es, aquel operador que cumple L;0; = w; Vi; € L*(S; x (0,7)). Con esto, note que z se

descompone de la siguiente forma:
2z = Lyvy + Lavy + 7,
donde Z es soluciéon del problema

Z + AZ 4 az = flo en @,
=0, Z=0 sobre X, (4.1.4)
Z(-,0) = en .

Con esto, se puede desarrollar (4.1.2)) de la siguiente forma:

(67 // (Lﬂ]l + LQUQ +z— Z@d)LﬂA]Z' dx dt + i // Uﬂji drdt =0
Oi’dX(QT) SiX(O,T)

Q; // L;k ((lel + LQUQ +7z— Zi’d)loid) QA}Z do dt + j2% // Ufﬂ;i drdt =0
S;%(0,T) ’ S;x(0,T)
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// L;k ((Ll’l)l —+ L2v2)1@id) TA)l do dt + & // vi/&i dx dt = // L;k ((Zi,d — E)lold) TA),L do dt
S;%(0,T) ’ Qi J J8;x(0,T) S;%(0,T) ’
donde L} : L*(Q) — H; es el operador adjunto a L;, i = 1,2. Por lo tanto, (4.1.2) es

equivalente a

L: (Lo + Lova)lo,,) + 2ovs = Lf (514 — 2)1o,,) en My, i=1,2. (4.1.5)

7

Defina el operador L : H — H dado por

L(Ul, U2> = (LT (<L1U1 + LQUQ)].OLd) + Z—ivl, L; ((lel + L2U2)102,d) + Z_2U2) V(Ul,UQ) S H,

con esto, el sistema (4.1.5)) es equivalente a

A((v1, 1), (01, 62)) = (L(vl,vg), (@1,@2)>H = 00y, 55) V(0 09) € H, (4.1.6)
donde )
o)=Y [ Li((a—20.) ddodr
i=1 Six(0,T)

Dada la continuidad de los operadores L;, L}, ¢ = 1,2, los funcionales A, ¢ son continuos.
Luego, si A es coercivo, entonces, por Teorema de Lax-Milgram, (4.1.6)) posee solucién tinica
(T1,72) € H.

Demostracidn de la Proposicion [f.1.1. Como se menciond previamente, basta con probar la

coercividad del funcional A. Para ello, vea que

2
<L(U1, U2)7 (Uh U2)> - Z // (L1U1 + LQUQ)LZ'UZ' dr dt + & // |Ui|2 do dt
[— 0i,ax(0,T) Qi J J8;x(0,T)

- HlelloLdHiQ(Q) + HLQU?I@z,dHiQ(Q)

2 2
+i21//Q<L1U1+L2U2)10i’d dxdt—i-;%”vzl

(2

2
H;

2
Hi

2
Z HLIUllOLdHEQ(Q) + HL2U2102,dHEQ(Q) + Z %H’Uz|
i=1 "

— [[Lyvi 1o, 2@l Lavall 2(q) — | Lavil| 22 ()|l L2valo, 4l 2@

1 2 2 po 1 2 2
> (a—l - ZIILlllc(m,mQ))) [or]f3, + (a—2 - 1||L2||£(H2,L2<Q>>> o2l
Por tanto, tomando

pi 1
s T

)

se deduce el resultado. O
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4.1.2. Sobre la observabilidad del problema y el sistema de
optimalidad

Considere los estados adjuntos ¢; dados por

— i + A2¢; + ap; = iz — Zi,d)loi,d en @,

¢i = % =0 sobre X,
¢:(,T)=0 en €,

de modo que al usar el multiplicador w; se obtiene, via integraciones por partes,

// a;(z — zq)w; de dt = — // pilG;;, 1 =1,2.
Oi’dX(O,T) SiX(O,T)

Considerando (vq,v2) equilibrio de Nash, recuerde que se debe satisfacer (4.1.2)), por lo que

Hi // v;0; = // pid@iv;, VU € Hyy 1= 1,2.
SiX(O,T) SZ‘X(O,T)

Asi, se puede obtener una caracterizacién del equilibrio de Nash (v1,v3) en términos de

(¢1,¢2), dado por X
v, =—piA¢; enH;, i=1,2. (4.1.7)
i

Por lo tanto, el sistema de control se puede escribir de la siguiente forma:

Zt+A22+aZ:flo en (),
—Qis + A% + ap; = ai(z — Zi,d)loi,d en @, (4.1.8)
z =0, % = Z?Zl ipiAngi, ¢; =0, %‘fj =0, sobre X, o
2(70) = %20, ¢7,(7T) =0 en Q?
cuyo sistema adjunto estd dado por
— + AW+ = 7, avilo,, en Q,
it + A? i +ay =0 en &,
Tem S o @ (4.1.9)
’QZ) = 07 on 07 Yi = 07 an Epzva sobre Za
w(7T> :¢T7 71(7()) =0 en Qu

el cual induce la igualdad:

/Q‘Z’TZ("T):/ﬂw("o)‘“//m,m f@z)—if;ai//oi’dw)%z@d, Vir € IX(9).

Asi, se tendra la controlabilidad nula del problema si y sélo si

/Qw(-,o) ZO+//(QX(0,T) fw—gai //O"dX(O?T) Yizia=0, Yre L*(Q). (4.1.10)

k3
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Definiendo el funcional

|| d$dt+/¢ )20 — // QG2 i
//(9>< 0,7) ’ Z 0;,4%x(0,T)

J tendrd tinico minimo ¢y € L*(Q) si y solo si se satisface la siguiente desigualdad:

2
[9(, 0) 22y + Z// 2l < 0// )2, (4.1.11)
i=1 Y Y 0:,ax(0,T) 0x(0,T)

donde ¢ = ((t) es un peso que explota en t = T'. En cuyo caso, U7 hace que

/Qw(-,()) 20+ //OX(QT) np — 22;04 //OM(QT) Yizia=0, Yrel?Q)  (4.1.12)

donde w es solucion de (4 con condicién inicial ¢y, y (1,71, 72) la correspondiente solucién

de con condicién inicial ¢p. De (4.1.12)), se deduce que f = U1 es un control que
hace que z(~7T) = 0.

Observaciéon 4.1.1. De (4.1.12)) evaluada en Y = ﬁT y (4.1.11)), se tiene que

2
1 B ooy < 19,0l @20l 2@ + 3 o Iziall 2o omy 167 oo, oy

=1

< ¢ | Ifllsoxomllzl oz +|rf\|Lz<oX<0T>Z< /I

N|=

z dX(O T)

Clzial? dx dt>

Por lo tanto

1120y <0<HZOHL2 +Z I/ <2\zi,d|2d:cdt>.
de(OT

Es decir, la norma del control esta acotada por la condicion inicial zo y los objetivos locales

Zid-

Antes de continuar, se mostrara un resultado de existencia y regularidad de soluciones para

el sistema (4.1.8]), el cual serd de utilidad mas adelante.

Proposicién 4.1.2. Suponga f € L*(O x (0,T)), z0 € L*(R), zia € L*(O;4 x (0,T)) dados.

Si £ es suficientemente grande, i = 1,2, entonces (4.1.8)) posee tinica solucion (z,¢1, ¢2) €

3

W(Q) x [H*(Q)]*.
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Demostracion. Para cada zZ € L*(Q), considere el sistema

2+ A%z +az = flo en Q,
i, A? i i = (2 — 2q)1 ,
¢ t+8z ¢ +2a¢ 1 a;(Z — ziq) Oldad, en (Q (4.1.13)
2=0, 55 =21 ;PG ¢ =0, Fr =0, sobre X,
2(-,0) =20, ¢i(-,T)=0 en Q.

Nétese que, por la Proposicion [2.4.1] ¢; € L2(0,T; HY(Q)NHZ(Q))NH(0,T; L*()),i = 1,2,

y satisfacen que

”(biH%?(O,T;H‘l(Q)) + H(bi,tH%Q(Q) < C’a?”i - zi,d\|i2(0i,dx(o,:r))- (4.1.14)

Por otro lado, de [20, p. 9], existe C' > 0 tal que

2
102011 3.8 ) < C (Iil20 sy + I66aleca) )

y de [26, p 83-84], z € W(Q) es tal que

HZH%%O,T;H?(Q)) + “ZtH%?(OTH*?(Q))
<C (HZon + 1 FlZ2ox 0y + Z 2HPzA¢zH27 & ) :

En consecuencia, se deduce que

”ZH%Q(O,T;HQ(Q)) + ”ZtH%?(O,T;H—?(Q)) (4.1.15)
<C (HZOH%%Q) + HfH%?(OX(O,T)) + Z M—;“z - Zz‘,d||2L2(oi,dx(o,T))> :
=1 Hi

En particular,

1201720y < C <”ZOH%2(Q) + £ 12 0x 01y + Kgg?zg 1z - Zi’d|’%2(oi,d><(07T))> ; (4.1.16)

2
’ (0%

donde K = max;— o e
i

Considere el mapeo A : L?(Q) — L*(Q) tal que A(Z) := z para cada Z, donde (z, ¢y, ¢o)
es solucién de (4.1.13)). Por el desarrollo previo, A estd bien definido. Ademds, dados z1, 2% €
LA(Q), Z = 21 =22 = A(Z') = A(Z?), ®; = ¢} — ¢?, nbtese que (Z, Py, Py) satisfacen el sistema

Zi+ N7 +aZ =0 en Q,
—q)z AZ(I)Z (I)z = Q4 71— 32 1 s
it +8Z —f—;b 1 v (Z z ) Oi.a o, en Q (4'1'17)
Z = 0, o Zi:l ,LszlAq)“ q) = O, o O, sobre Z,
Z(-,0)=0, @,(-,7)=0 en ().

71



En consecuencia, aplicando (4.1.16)) al sistema (4.1.17]), se cumple lo siguiente
IAGZY) = AZ*)II72(q) < CKIIZ' = 22(I72 ).

Por lo que el operador A el Lipschitz-continuo. Ademds, si £ es suficientemente grande,

7

entonces A es una contraccién, por lo que posee un tnico punto fijo A(z) = z. Asi, el sistema

([4.1.8) posee tinica solucién (z, g1, ¢o) € W(Q) N [H(Q)]2. O

Observacién 4.1.2. Como consecuencia de la Proposicion[{.1.4 y de [L.1.7), si (v1,v2) es
un equilibrio de Nash para Jy, Jy, dado que ¢; € H*1(Q), entonces

v € H28(X), i=1,2.

Ademds, como consecuencia de (4.1.13)), si £ es suficientemente grande, fijando z € L3(92)
Y zia € L*(O;4 % (0,T)) (i =1,2), se cumple que
2122 0,z + Nl Ea0 zisr-2a < € (1+ I Ioxioiry ) (4.1.18)
para una constante C' > 0.
El siguiente resultado entrega la controlabilidad deseada para el problema lineal:
Proposicién 4.1.3. Suponga que O, N O # &, i =1,2.
1. Suponga que se tiene el primer supuesto de (4.0.5)), es decir,
Oq = Ol,d = OQ,d Y fl,d = fz,d-

FEziste una constante C > 0 y una funcion peso ¢ = ((t) tal que, si

// Clzia)? dedt < 400, i=1,2,
OdX OT
para todo ¢ € L*(Q), entonces la solucion (¢, v1,72) d 9) satisface

1%, 01720 // (?lonm + agyel? dudt < C// 10| dedt. (4.1.19)
Oax( OT) Ox(0,T)

2. Ahora, suponga que el sequndo supuesto de (4.0.5)) se cumple, es decir,
01aNO#0yqNO.

Entonces,

[4(, 01720 +Z// C 2yl dadt < 0// > dedt.  (4.1.20)
O;,ax(0,T) Ox(0,T)

Esta proposicion se demostrard en las siguientes subsecciones, estudiando los casos

establecidos. Para ello, se buscard establecer estimaciones de Carleman para las soluciones

e (TT9).
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Estimaciones de Carleman sobre el sistema adjunto

Antes de estudiar los casos planteados, se demostrara el siguiente resultado técnico:

Lema 4.1.1. Sea w CC @ CC A C Q. Suponga que (v, g) satisfacen lo siguiente:

{ —thy + A%+ a) = glag en Q, (4.1.21)

g+ A% +ag=0 en @,

Entonces, eziste una constante C(w,®,§2) > 0 tal que
// 57)\85767%&’9’2 S 8// 86/\856672sa|g|2
wx(0,T) Ax(0,T)
I C// 810)\105106—2304<$6)\6€6|w|2 4 sINEVP 4+ A2 (| AY[2 + |V2[?) + |VA¢\2>.
@x(0,T)
Demostracion. Sea 6 € C2°(w) tal que 0 <0 <1, con § =1 en w.
// 576—25a|g|2 S // 9&76—25a|g|2
OJX(O,T) L’DX(OvT)
= // 0Te 2 (—y + A% + ar).
&% (0,T)

Integrando por partes y denotando u = 6¢7e~25%, se tiene que, por un lado,

//LZ)X(O,T) ug( =) = //@X(QT) Oy (u)gv + //LZ)X(O,T) ugyt.

Se denotara J; y Jo a estas integrales respectivamente. Por otro lado,

J[ = [ g
©x(0,T) ©x(0,T)
:// Agug¢+2// VAU-Vg?/)+2// AulAgy
w0x(0,1) @x(0,T) @x(0,T)
+4// V2u:V291/1+2// Vu-VAgl/J—i—// uA2 g,
©x(0,T) ©x(0,T) @x(0,T)

y se denotard por I;, i € {1,...,6} a estos términos respectivamente. Finalmente, se denotara

K = // augi).
wx (0,7

Como gy + A%g + ag = 0, se cumple que

Jo+1Is+ K =0.
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Por otra parte, integrando nuevamente por partes, se tiene que

wx(0,T)

ox(0,T) wx(0,T)
14:411+8// VAu-V@/)ngél// Viu : Vg,

Ox(0,T) ©x(0,T)

[5:—2[3—2// VAU-VZ/JQ—4// V2u : Vg
@x(0,T) @©x(0,7)

-2 // Vu - VAyg.
&x(0,T)

Se tienen entonces las siguientes cotas:

— —92sc 2 2 _9sa
e [ srgempgpo [ wrigoie e,
Ax(0,T) ox(0,1)
|Il| S 6// 571£6672sa|g|2 +C// 89)\8516672sa‘w’27
Ax(0,T) @0x(0,T)

|12| S 5// S_1€6€_Zsa|g|2+0// 89A8§16€_28a‘¢’2
Ax(0,T) ox(0,1)

+O// 87/\6 146—25a|vw|27
w0x(0,T)

‘IS‘ S 6// 57156672301@‘2 +C// S9)\86166725a‘w’2
Ax(0,T) wx(0,T)

+ C// 87)\66146_25a|v1/}|2 + C// 85/\46126_25a|A@/J|2,
ox(0,T) wx(0,T)

|[4| S 8// 571£6672sa|g|2 +C// 89)\8 166723a‘,¢’2
Ax(0,T) ©x(0,T)

+ C// 87)\66146—23ava|2 + C// 85A4€12€—2sa’v2w‘27
ox(0,T) wx(0,T)

|I5| S 5// 8_1566_2sa|g|2 +0// 89)\85166_28a|¢|2
Ax(0,T) w0x(0,T)

+C// S7>\6 14672sa’vw|2 +C// 85>\4 126725(1’Aw’2
&% (0,T) @0x(0,T)
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+C// S5>\4 126723a’v2w‘2 +0// 53)\25106723a|VAw|2'
@x(0,T) ©x(0,T)

Sumando estas cotas se deduce el resultado deseado. O

Caso1: O1,=02,y &= 624

En este caso, se denotard Oy := O14y h = o172 + aoy2. Se demostrard el siguiente

resultado:

Proposicién 4.1.4. Suponga que Oq := O14 = O24 y &1.a = &a,q. Considere Z(vp) como en
el lema[{.1.9. Entonces, existe C' > 0 tal que

Z(’(ﬁ) +// 86>\8§66—2sa|h|2 S O// 825/\225256_28a|¢|2,
Ogx(0,T) wx(0,T)

para A\ > C y s> C(T™ + T*™).

Para ello, sera de utilidad contar con el siguiente lema:
Lema 4.1.2. Sea h = a1y + asye. Denote
I() = //Q o—25a <512)\14£12|z/1|2 1 S1ONI2E10) 742 1 O NI0E0| A2
+ SN0 V22 4 sTASET IV AY[? _’_85)\6§5|A2¢|2>.

Entonces, existe C > 0 tal que para todo A > C, s > C(T + T?),

I(?/)) S C (// 813)\145136_28a|77/1|2 +// 86)\6566_25a|h|2)
wx(0,T) 0ax(0,T)

Demostracion. FEl resultado es consecuencia directa del Corolario [2.5.1] aplicado a 1) solucién

de (4.1.9) con r = 6. O

Demostracion de la Proposicion[f.1.4]. Suponga que Oy = O1q4 = Ogqy &1a = Eoa

Considere h = ay7y; + as72, de modo que se tiene el siguiente sistema adjunto:

—thy + A% + arh = hlp, en Q,

hy + A?h +ah =0 en Q, (41.22)
v=0,52=0, h=0,3=3",%pAp sobre 3,

(-, T)=vr, h(-,00=0 en €.
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Aplicando el teorema [2.5.3| a h, se tiene lo siguiente:

2
// 86)\8566_2sa’h’2 5// 57)\8576—25a|h’2+2// 85>\5€£e—25a*
Q wx(0,T) i—1 b

Denote g = min{uy, us}. Usando desigualdades de traza en la desigualdad anterior:

// 86)\856672sa|h’2 S // S7>\8£7672so¢|h|2
0gx(0,T) wx(0,T)

1 T —2sa™ T —2sa™
+;(/0 SN e+ [ AL Hwﬁm)).

2

Q;
—piAy
i

Note que
‘ 250 ||,1,112 1 L4 —2sar 2 1
/0 s° A€ [Y| T2 ) S ?I(¢)v y /0 sSTATE e Y[y S gf(lﬁ),
por lo que
1
/ / sOABEOe 25 p? < / / sTARE e h|? + —Z(v). (4.1.23)
04x(0,T) wx(0,T) pes

Combinando (4.1.2)) y (4.1.23)) junto con el lema con A =0,y g=h, se deduce la

siguiente desigualdad:

// 86)\856672504“”2 +I<w) 5 // 810)\106106725a(86)\666‘¢y2 + 84)\4€4|vw‘2
0gx(0,T) @x(0,T)
(4.1.24)

+ SN + VI + [VAY[R).

Denote A;, i € {1,2,3,4,5} a los términos del lado derecho de (4.1.24). Tome 0 € C*° (@),
0<6<1,60=1en @. Entonces,

Al S // 9816)\166166_28a|¢‘2, (4125)
wx(0,T)
A2 < // 9814)\14 146—2sa|vw|2 (4126)
wx(0,T)
—_ // 814)\14diV (9514672savw) w
wx(0,T)
- _ // Sl4)\14v (05146—2504) 3 V¢¢ _ // 0814)\145146—2304A¢,¢
wx(0,T) wx(0,T)

1
— // 814)\14A (65146—2504) |1/}|2 . // 9514)\145146_2SQA1/)¢
2 ) Jaxom) @x(0,T)
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As

<o [ ormecreisitr [ oowegrerep s [ aangn e
Q wx(0,T) wx(0,T)

< / / Bs12\12€12¢ 25| A2 (4.1.27)
wx(0,T)

— // 812)\12A (0512672304A¢> w
wx(0,T)

,S // 9814)\145146723(1‘Aw“w‘ +// 9813)\136136725(1‘VA,¢H,¢|
wx(0,T) wx(0,T)

+// 9812)\12 126—25a|A2w||¢|
wx(0,T)
< 6// 9/\1059 ZSQIAwF +€// 7)\857 2sa|VAw|2+6// 5)‘665 2SQ|A2’¢|2
+// 9519)\185196728a’w|2’
wx(0,T)

S // 0812)\125126—25a|v2¢|2 (4128)
wx(0,T)

— // 812)\12v2 . (05126—28av2¢) w
wx(0,T)

S // 0814)\14514672sa|v2w’|w’ +// 9813)\135136725a|VAwHw’
wx(0,T) wx(0,T)

+// 9512>\12 12 —2504|A2,¢)||1/]|
wx(0,T)
< 8// 8/\1058 —2sa|v2¢|2+8// 7/\8 7 _QSQ|VA¢|2+€// 5)\655 _28a|A21/J|2
+// 9520)\18£ 0672sa’¢|2’
wx(0,T)

< / / 051N 025 7 Aqp|? (4.1.29)
wx(0,T)
= - / / s"Ndiv (¢"0e >V Ay) Ag
wx(0,T)

- _ // 10)\10v (9510 7280&) VAwAw _ // 9810)\10510672SQA21#A¢
x(0,T) (0,T)

1
— // 10)\10A ( 610 —QSOc) |A’¢}|2 // 9810)\10510 —QSQAZwAw
wx(0,1) wx(0,T)

<€// 5/\6§5 —2504|A277Z}|2 // ( 6)815/\14 15 —25a’A¢|2
wx(0,T)
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S 8// 85>\6£567250¢|A2w’2 _'_// 815)\14A (96156725(1Aw) w
Q wx(0,T)
58\// 55)\6656_28a|A2’¢1|2+// 817)\165176_28a|A’¢1||¢| +// 316>\15€16€_28a|VA¢||¢|
Q wx(0,1) wx (0,7
+// 815>\14§15€_2SQ|A2’¢||¢|
wx(0,1)
58// 85/\6£5€2SQ|A2"¢’2+€// 87)\857628a|VAw|2+8// 59)\1059672504672301‘Aw‘2
Q Q Q
+// 9325)\226256_28a’w‘2'
wx(0,T)

Combinando las desigualdades (4.1.25)-(4.1.29) en (4.1.24)), se deduce la estimacion:

Z(y) + / / SONPEBe 2| nf2 < / / OsPN2EB 202, (4.1.30)
Ogx(0,T) wx(0,T)

]

Finalmente, a partir de la Proposicién [£.1.4] se deducird el resultado para el Caso 1 la
Proposicion [4.1.3]

Para anadir la condicién inicial de 1, considere los nuevos pesos

B M ) Il AKlnllootn(@)  _ A7l o+1(2)
a(z,t) = i , (zt) = O (4.1.31)
con
o tefo,1,
E(t) — 4 [T 2}
Hr—t) te[L.T].

Primero, note que v satisface la siguiente desigualdad:

[o(, O)”%?(O,T) + ||A¢||%2(0,T/2; L2(Q)) (4.1.32)
1
S ||¢||%2(0,3T/4; LQ(Q)) + f||w||%2(T/2,3T/4; LQ(Q)) + ||h]‘od||22(073T/4; LQ(Q))Q-

Esta desigualdad la podemos obtener tomando p € C1(0,T) tal que

T 3T . C
= — = —_ < — .
p=1len [0,2}7 / Oen[él,T}? e (11.3)

luego, py satisface la ecuacion

—(p)e + A%(pY) + a(p) = —p'Y + hlo,.
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Multiplicando la ecuacién por pi e integrando en 2 x (0,7")

3 1ok [[ e == [[ apr— [[ gove s [[ e,
= [ atov =5 [ ooyt + [[ o,

Finalmente, usando (4.1.33)), se deduce (4.1.32)).

Como consecuencia de la definicion de los nuevos pesos, (4.1.32) implica la siguiente
desigualdad en 2 x (0 Z).
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o0y + [ emmsmgep e [ e grla?
Qx(0 % Qx(0 %
(//Q 03T 6)\8 6 723a|h1 d|2 //Q 12/\14 )1267256|w|2 (4134)
X ( x(
+ _// 512)\14(5)126—2sa|¢|2 ’
Tl Jaxg o

T
2

// 12)\14< 12 725a|z/)|2 // 9/\12 9 723a|Aw|2 < I( ) (4135)
ax(T.m) Ox(3.T

2

yecomoa=ayé=~EenQx ( T) se cumple lo siguiente,

Usando la desigualdad (4.1.30)), se tiene que

// 12)\14( 12 72304‘,[“2 // 9)\12 9 72$a|A¢|2
Q><( 1) Qx (5

<// 825)\22 56—25a|,¢}|2‘

~ wx (0,1

Combinando todo lo anterior, se deduce lo siguiente:
I O+ [ [ soN@ e+ [ one@re i
Q
< // 25)\22( ) 25 —25a|w|2
~ Ox(0,7)

Finalmente, argumentando como en el capitulo , se deduce la desigualdad (4.1.11])

Caso 2: O;,NO# 04N O

Suponga que O1 4N O # Oy 4N O. En este caso, se necesitard de dos funciones peso para
poder estimar las tres variables (i, 71,72). Para ello, considere Oy CC Oy wy,ws CC Oy
tales que

wyp CC OLd NO y wy CC 027d NnQO.
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y tome wi CC w; v n',n? € C*(Q) tales que

{ n' > 0en Q, n'=0enT Vi > 0en Q\wj i=1,2 (4.1.36)

n't =" en D\Oo,  [1']ls0 = [In*]loc,

con sus respectivos pesos o', y" (véase [2] para la existencia de estos pesos). Se demostrard el

siguiente resultado:

Proposicién 4.1.5. Suponga que O14N O # 024N O. Entonces, existe C > 0 tal que

//Q SPAM () e ) +§;//Q ON(El) e

< // 823)\18(51)236783d1+6sa1* W‘Q
~Y Y
0x(0,T)

para A\ > C y s> C(T™ + T*™).

’Yz'|2

Se dividira el estudio de este caso a 3 escenarios:
(a) (ol,d N 0) N (OM N 0) -

(b) (ol,d N 0) N (Oz,d N 0) Loy (Ol,d N o)\(om N 0) £ o
(c) (ol,d N 0) N (OM N 0) Loy (Og,d N o)\(ol,d N O) oy

Los casos (b) y (c) se pueden tratar de forma equivalente, por lo que sélo se estudiardn
los casos (a) y (b). Para ello, la idea es obtener una desigualdad para 1 que no vea dentro
del conjunto O y aplicar estimaciones de Carleman a v, y 72 utilizando los pesos n' y n?

respectivamente, usando sus propiedades para combinar todas las desigualdades.

Considérese A € C°(Q) tal que A=0en Oy y A =1 en Q\O. Nétese que A satisface la

siguiente ecuacion:

—(AY)y + A (AY) + a(AY) = 37 iyl + R(¥) in Q,
A = w -0 onT,

donde

R(Y) == AVA(VAY) — 4V? : (VZAY) — 2A(AAY) + 4V - (VAAY) — A%Aq),

Usando el Teorema [2.5.3| sobre A1), se tiene que

/ /Q N G )

813A14
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+ // 6)\6(5 )6 —2sal (|A’Yl’2 + ‘A’Y2|2 4 ]A2A¢\2)
Q
+// 58)\8(51)86—2sa1’vAA¢‘2+// 810>\10<£1)106—25a1 (|AA¢]2+ ‘VQAWQ)
Q Q
+ / / SN2 (e1)2em 250 7 Agp 2 (4.1.37)
Q
< // 812/\12(€1>126—250¢1|¢|2
~JJg
4 // 86)\6(51)66—2%11 (|A’71|2 + |A’YQ|2) )
Q
Dada la definicién de A, nétese que
// 812)\12(51)12672sa1|w‘2 — // 812)\12(51)126723011'1#’2 _'_// 812)\12(51)126728011‘/&17&’2
Q Ox(0,T) Q\Ox(0,T)

< // 312)\12(51)126_25°‘1|1/J|2+// 312)\12(51)126_25°‘1|Aw|2.
Ox(0,T) Q
Esto es

// 812)\14(51)126—25a1|¢|2 N // 812/\14(51)126—2sa1|¢|2 < // 312)\14(61)126_25a1|A@/}|2.
Q Ox(0,T) Q

(4.1.38)

Juntando (4.1.37) y (4.1.38))

// 512)\14(51)126—25a1’,¢|2 < // 812>\14<£1)126—25a1’w‘2+i// 312)\14(51)126_2sa1\¢|2
Q = JJoxom N e

+// 86)\6(§1)66_28a1 (|A'71|2 + |A’72|2) .
Q

Por lo tanto, para A suficientemente grande, se tiene que

// 512)\14(51)1267250}““2 SJ // 812/\14(51)12623a1|¢’2+// 86>\6(£1)66725a1 (|A’Yl|2 + |A’}/2|2) )
0 Ox(0,T) Q

(4.1.39)

Como 7t =n? en Q\Oy y A =0 en Oy, se cumple que

// 86/\6(51)66—2504 (|A71| + |A’}/2 2// 6)\6 )66_28ai|A'}/i|2
Q Q\Oox(0,T)

Por lo tanto, (4.1.39) se ve de la siguiente forma:

// 12)\14(5 )12 —2salt |w|2 < // 12/\14( 12 —2sa |,¢}| +Z // 6)\6 51)6 —2sat
Q Ox(0,T) N\ O x(0,T")

(4.1.40)

| 2
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Ademads, como |A| < 1, para A suficientemente grande se cumple que

// S6>\6(§i)66—2saim%’2 < 5// 86)\8(
Q\Oox(0,T) Q

Esta cota serd utilizada para tratar los casos (a), (b) y (¢).

|2 (4.1.41)

(a) Suponga que (Ol,dﬂ(’)> N <(’)2,dﬂ(’)> = . En este caso, se pueden tomar w;NOq gy = @
y wa N Oy 4 = 2. Usando el Teorema en v, (i = 1,2), se tiene que

) v % —2sat” 1 ’
J[ sox@resnp s [[oxvere | Lpa| o [[ Wl
Q ) Hi w;x(0,T)
(4.1.42)
Considere @; tal que w; CC @; CC O; 4N O. Noétese que
_¢t + A2¢ + CW - Oéi’yi]-(')i,d en (DZ X (07 T)7
Vit + A%y +ay; =0 en @; x (0,T).
De forma similar al [Caso 1] se deduce la siguiente desigualdad:
// STAS(EN e 2 |y < 5// SONB(£1) 0625 | |2 (4.1.43)
UJZ‘X(O,T) Q

10410 (¢i)10 ,—2sa ( 66 2, Ayt )
+// x| A(E) P (AN [l + s"ANE) V|

+$IAE (1A + [V2P%) + [VAY[).

En consecuencia, usando (4.1.40)), (4.1.42)), (4.1.43)) y (4.1.41)) junto con desigualdades

de traza, se deduce lo siguiente:
A|2 5 // 512)\14(51)126—25a1|¢|2
Ox(0,T)

// 812A14(§1)126‘25"‘1|¢|2+z2:// SO
(4.1.44)

_/ sIA(e _/ SN (¢
10 10 10 ,—2sa’ ( 616 2 444 2
+Z//W(OT NI (AU + s T

+IA(E (1A + [VP*) + [VAY[).

Para abordar los términos de orden mayor del lado derecho de (4.1.44)), se agregara una
norma H* de 1 al lado izquierdo. Para ello, considere

v=pt), 7, =p{t)y, i=1,2,
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con p(t) = (£1)3e~2"" que cumplen el sistema

_Et + AZE + C@ = _Pl¢ + 051711(’)1,4 + Oé272102,d en @,

Ve + A% + @y, = Py en @, (4.1.45)
0= % =0, 7,=0, 5;/{ — _ipiA@ sobre X, o
J(?T) = 07 7(70) =0 en 2.

Aplicando resultados clasicos de regularidad al sistema (4.1.45)), se obtiene lo siguiente:

2
||P¢||%2(0,T;H4(Q)) S ||P/¢||%2(Q) + Z%‘Q||P%||2L2(Oi,dx(o,T)-
i=1

Como m > %,

T T 2 T
—92sal* 2 _ sal™ 7 —2sat”
/0 (€02 60 < / (€ e ey + 3 a2 / (€02 20
i=1 0

< | /Q (£1)12 20" +Z / /Q (652 2

Con ello,
T § 2
| s ol + [ [ AR w4 Y / / PA(E e
0 Q i=1 7Y@
. 1 /7
S // 12/\14(51)126—2304 |,¢J|2 _/ 4)\4(5 ) (4 1. 46)
Ox(0,T) 124

l 6 6 6 —2sat” 10 10 10 —2sat 616 2
U/o e T L +Z//w gy N (X T
L SNEN VIR + 2AEP(AGR + [T2R) + [VAPR).

Utilizando desigualdades de interpolacion, se pueden agregar los siguientes términos al

lado izquierdo de (4.1.46)):
T
21,2 2l —2sal
| AR @ e g
0
T
e e ol (4.1.47)

T
/0 SEAE(E) E e )2y

Por lo tanto, el segundo y el tercer término de (4.1.46)) se pueden absorber por (4.1.47)).

Asi, se tiene la siguiente desigualdad:

T 2 .
| e ol + [ /Q s e+ 3 [ /Q SN e [y
=1
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Tﬂ@ ——soc g —2sal T&Q ——sa
+/0 SIAE(E)E e )2 / A2 452 +/0 SEAE (D) e )2

12 14 12 —2sal 2 10 10 7, 0 —2sat 6\6/¢7\6 2
//O( AV (g1 127250 | +Z//MOT NI (g7) 10250 (56 \5( Y5}y

£ SNEN VY + (A + V) + [VAY[), (4.1.48)

N

donde @; N@y CC @. Ahora, tome @ tal que ©® CC @ CC Oy 0§ € C*(w) tal que
0<6<1,60=1en w. Entonces,

All = // 816)\16(§i)166725ai|¢|2 < // 9816/\16(£i)166723ai|w|2
&% (0,T) ox(0.7)
5 8// 312)\14(61')12672‘%“ +// 9820)\18(61')18672504"
Q &x(0,T)

= [[ g gur < [ gy vy
ox(0,T) wx(0,T)
— // 514)\14div (e(gi)146723aivw> w
wx(0,T)
_ // sl4)\l4y (e(fi)me—zsai) Vbt — // 9514)\14(€i)146—2saiAww
Ox(0,T) wx(0,T)
5 // 0815/\15(52)15 —2sat |V¢||¢| +// 6814)\14(£i)146_25ai|A77/)||¢|
wx(0,T)

wx(0,T)

S&// s2AZ(¢)7e +5// SO (¢
Q

+// 053\ 35(51)§ —4sa’

wx(0,T)

Ag — // 812A12(€i) e S // 6812)\12<€i)126—25ai
Ox(0,T) wx(0,T)
_ // JRESRENN (e(gi)126723aiAw> "
@x(0,T)
5// 9512A12(5Z)12 —2sa’ ¢Hw’+// 9513)\13(€i)136—23ai
wx(0,T) @wx(0,T)
+// 0814)\14(51)
wx(0,7)
// 6)\8( )6 —2sat |A2¢’2+€// = =2 72504 |VA¢|2
5// SO (€)% +// BTN (g1) 19 s 250"
Q wx(0,T)
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Ai _ // 512)\12(5)126723& ?MZ < // 9512)\12(8)126723& w‘z
&x(0,T) @x(0,T)
_ // 5l2)\12y72 . (0(5i)1ze—25“iv2¢) "
wx(0,T)
5 // 9812/\12(52‘)126—23&|A2¢||¢’ +// 0813)\13(51')136—250/|VA¢||¢’
wx(0,T) wx(0,T)
+// 9814)\14(8’)146723&
w>< OT
// A€o w|2+s// 2(ci)
5// s /\11(51) e ¢|2+// 819/\17(51‘)196—45&
Q wx(0,T)

Aé _ // 510)\10(&@)106725& < // 9810>\10(£i)106723ai
&x(0,T) &x(0,T)
__ / / s\ iy (9(fi)106_2saiVA¢> Ay
wx(0,T)
1 ‘ i , Z.
_ 1 // §10)10 A <9<§z)106—25a > IAY[2 — // 0510\ (£7)10¢=250° A2y A
2 J Joxo,r) wx(0,T)

< // 9812>\12(£i)12672sai +// 9810)\10@2’)106723& wHAW
JJox(0,7) B @x(0,T)

§Aé+5// 86)\8(51)66—2sai*|A2w|2+// 0514)\12(§¢>14€—45ai+2sai*|A¢|2
Q @x(0,T)

)¢
// SOX(€oe w12+s//sz A2 (i)

// SN ()92 |A¢|2+// BN (¢7) 2S00 Hosa )2
Q wx(0,T)

Bg _ // 9514)\12(61‘)1467430/
wx(0,T)
_ // S4N12A (g ( (€1) e —4sai+25ai*A,¢)> "
wx(0,T)
// o 6’314)\12 )14 —4sat+2sa’ |A2¢H¢| +// 9815)\13 )15€_4s°‘i+2s°‘i*\VAwH1/J|

+ // 0816)\14(51)
wx(0,T)

~~
Bi
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se [[ e
Q
< [[ sanere
Q
Todo esto permite concluir que
T 2 .
// 812/\14(£1)126—23a |,¢’2+/ 86)\8(&1)66_28(1 ||¢H12LI4(Q)+Z// 86A8(€Z)66_28a h/i|2
Q 0 i=1 Q
< // 823/\18(51)236—83d1+6sa1*|1/J|2'
~ Ox(0,T)

donde &'(t) = méx a'(z, ).
e

e [[ et
Q
+// 6823)\17(52')2
wx(0,T)

(b) Ahora, suponga que (Ol,d N O) N <(92,d N (9) + 3y (Ol,d N O)\<O2,d N O) # . En
este caso, podemos tomar w; N Oyq = F y wy CC Oy 4. Considere, h = a1 + aa¥s.
Entonces, la tupla (1,71, h) satisface el sistema

;

_wt + A2w + a‘w - alle(lOl,d - 102#1) + h]-Og,d en Q?
Yo+ A% +an =0 en Q,
ht+A2h+ah_O enQ’
b=9=0, 7 =0 %= iﬂlA@D, h=0,9% = 52 SipiAy sobre X,
w(7T> :¢T7 71(70) _07 h<70) =0 en 2.

\

Aplicando el teorema [2.5.3|a v; y h, de modo que
«| 1
// 86)\8(61)66_25a1|’}/1|2 ’S // 85)\5(&1)56—28&1 _
Q p) 251

y

2
// 86/\8(52)66—2sa2|h|2 5 Z// 85/\5(51)56_28(11*
Q i=1 7 /%

Tomando @; de modo que wy CC @w; CC O 4\O24 y wa CC @y CC Oy 4, localmente se

p1AY

2
+// 7)\8(6 )7 —2sal |,Y |2
w1><(0,T)

(4.1.49)

2
+// 87)\8(52)76_28a2|h|2.
WQX(O,T)

(4.1.50)

a;

satisface lo siguiente:

—thy + A%+ ap = ary; en @ X (0
— + A% +a) =h en wy X (0
Y+ A%y +ay =0 en @ X (0,
hy + A’h +ah =0 en @y X (0
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Asi,

// 87)\8(€i>7623a1|%‘2+// 87)\8@2)76725@2“1‘2
w1 %(0,T") w2 % (0,T)
<5// SGA8(€1)66_28a1|’71|2+€// 86)\8(52)66_25a2|h|2 (4.1.51)
Q Q
2
+Z// 810)\10<§z‘)106—2sai (86/\6(§i>6|¢|2 +s4)\4<§z)4|v¢|2
i=1 c:JiX O,T)
+ $INE AV + [V2]?) + [VAY[?).

Utilizando (4.1.41)), para A suficientemente grande, se tendra que

Z// 6)\6 51)6 —2sat |2<€// 6/\8 6 —2sal |,y |2+5// 6)\8 6 —25a |’7 |2
Q\O()X(OT
// 6/\8( )6 —2sal |,y |2+€// 6)\8 6 —25(1 |h|2

(4.1.52)

donde se usé6 que |ys]? < ﬁ\h?—{—i—z\’m? Con esto, (4.1.40)), (4.1.51)) y (4.1.52)), ademads
2 2
de wy Uws CC w CC O implican que

12414112 —2sal |, /12 618/¢1\6 ,—2sal 2 618/¢2\6 —2s5a2 7,12
S smseymeripr+ [ oottt [ e

2
< 10)\10 iN10  —2sat 6)\6 2\ 6 2 4)\4 1\ 4 2 4 )
NZ//() (6110625 (XS ]2 + s'AN(ED) Ty (4.1.53)

i=

NP (A0 4 1V20) + 1980 + [ sy

1 ’ —2sal” 1 g —2sa2™
b [N e ey o [ SN
K Jo K Jo

Del mismo modo que en el caso anterior, se agregard una norma H* de 1 al lado

izquierdo de la desigualdad. Para ello, considere

v=pb, 7 =pn, h=ph,

con p(t) = g5 (51) w, los que satisfacen
¢ — — — _ —
—, + A% +ap = —p' + 04171(101,(1 - 1(92,d) + h]‘OQ,d en @,
Tio T A% + a7, = p'n en @,
he + A’h 4 ah = p'h en @,
? gz =0, 7, =0, % _ﬁlplA@, h=0, gz S2 o %5 A1) sobre ¥,
L (. T) =0, 7(,0)=0, h(-,0)=0 en ().
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En consecuencia,

T

T T
/0 T T LA / SOAE) R e By + / A€ o 2age

T / SOA(ED e A2

Junto con desigualdades de interpolacion, que permiten anadir las siguientes normas:

T
/0 SAEE) e [0,
T
/0 R e T LI (4.1.54)

T
15 19 15 _9gal
| BN e ol
0

se pueden absorber los ultimos dos términos del lado derecho de (4.1.53)), de modo que

T
// 812)\14(51)126—25a1|¢|2+/ 56)\8(&)66—25041 ||¢||%I4(Q)+// 86/\8(51)66—25a1|,yl|2
Q 0 Q
+// 86/\8(52)66—25a2|h|2 5// 812)\14<§1)12€—25a1|¢|2 (4'1'55)
Q Ox(0,T)

2
10)\10 i\10 —2sa’ 6)\6 7 2 4)\4 2
F30 [ N (@I eVl

+ °N(E)? (JAY]° + [V20?) + [VAYP).

Realizando el mismo procedimiento que en (a), se pueden absorber los términos de

mayores derivadas de 1 del lado derecho, de modo que

// 312>\14(£1)12623”‘1|1p|2+// 86)\8(§1>6623a1|%‘2+// 86/\8(52)66723a2|h|2

Q Q Q

5// 523)\18(51)236785&1+6sa1*’w‘? (4.1.56)
Ox(0,T)

Usando que v, = a%h — a1, podemos incluir una norma de 7, al lado izquierdo de

(4.1.56)), de modo que

/I swxl“(ﬁl)“emleri J[ e

.|2

< // 823)\18(61)236785d1+6sa1* |¢|2 (4'1'57)
Ox(0,T)
Finalmente, para anadir la condicion inicial de v, considere los nuevos pesos
, A oo _ MKl oot (2)) i A El1 lootn' ()
a'(z,t) = t)=————, 1=1,2, (4.1.58
Oé(%, ) €<t)m ’ f(l’, ) é(t)m y ) <y ( )
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con

E(t):{ Tote [2’5’

tTr—t) te]

Primero, recuerde que 1 satisface la siguiente desigualdad:

10, 02201y + 1A% 220,272 L2

(4.1.59)
S ||¢||%2(0,3T/4; L2(2)) + f||¢||%2(T/2,3T/4; L2(Q)) + ||h10d||§/2(0,3’1‘/4; L2(0))?

Como consecuencia de la definicion de los nuevos pesos, (4.1.59) implica la siguiente
desigualdad en 2 x (0 T).

=1
oGO+ [ e @p s [[ ey
ax(0,%) Qx(0,%)
=1 —2sa =2 —2sa
<c / / SXE Yo 2 i (Lo, , — Loy,) + / / SN o, 2
Qx (0,21 Qx (0,31

-1 —2sat 1 -1 —2sat
+ // Sl2>\14(€ )126 2 ’¢|2 4 f// 512)\14 126 2 W}'Z )
Qx(0,3L) Qx(3,%)

(&)

(4.1.60)
yeomoa=ayé=~¢enQx (%, T), se cumple lo siguiente,
// 312/\14(51)126_2551W|2 + // 89)\11(51)96_25a1|A1/J|2
Qx(%,T) Qx(%,T)
T
S [[ smneye o+ [ SNE e 0,
Q 0
usando la desigualdad (4.1.56)), se tiene que
// 312>‘14(Z)126_2sal|w‘2 + // 89)\12(51)96_255‘Aw‘2 (4.1.61)
ax(L,1) ax(Z,1)

S

—8s& sal”
// 523)\18(51)236 8sa1+6 W}‘Q
Ox(0,T)

Luego, juntando las desigualdades (4.1.60)) y (4.1.61]) y usando nuevamente (4.1.56)), se deduce
lo siguiente:

=1 —2sal -1 —2sat
(-, 0) 22y + //Q SNM(E) 202 |2 //Q SONIL(EL) P27 | Ay
// 823)\18(51)236—85&1—&-65041*|¢|2.
Ox(0,7)

N

Asi, usando también (4.1.57)), se concluye la siguiente desigualdad:

2
U(-,0 2, 4 1214 Zl 12 fzsalwz_i_ 638 52’67250/ i2
Ol + [ 202+ 3 [ x> h
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< // 523)\18<€1)236785d1+65a1* W‘Q
~ Ox(0,T)

Finalmente, argumentando como en el capitulo , se deduce la desigualdad (4.1.11])

4.2. El caso semilineal

Ahora, considere F' € WH*(R). En esta seccién se demostrard el teorema (4.0.2)), usando

argumentos clésicos de punto fijo como los descritos en [3] 1, 24 [4].

4.2.1. Caracterizacion de cuasi-equilibrios de Nash y el sistema de

optimalidad

Recordemos que, con el cambio z = y — 7, se trabajara sobre el sistema

2+ A%z 4+ az = G(x,t;2)2+ flo en Q,
z=0, % = P11 + pPavs sobre X2,
2(+,0) = 2o en €,

donde )
G(z,t; 2) :/ F'(y+72) dr.
0

Dada la definicién y la forma de los funcionales (4.0.2)), se tiene que (vq,v2) es un

cuasi-equilibrio de Nash si y sélo si

o // (2 — 2.q0)W; dx dt + p; // vU;dodt =0, Yv, € H; i=1,2 (4.2.1)
Oide(O,T) SZ'X(O,T)

donde w; es solucién del sistema

Wiy + A + ad; = F'(§ + 2)w; en Q,

w; = 0, %@Zi = piV; sobre X,
w;(+,0) =0 en €,

cuyo sistema adjunto es

—ir + AP+ ad; = F'(G+ 2)¢; + (2 — zia)lo,, en @,

¢i =0, %(ii =0 sobre X,
¢i(+,0) =0 en €.
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Por (4.2.1)), se deduce entonces que
SiX(O,T)
por lo que los seguidores quedan caracterizados de la siguiente forma:

1
V; = _pzA(bz’ 1= 1, 2.

%

En consecuencia, el sistema de optimalidad es el siguiente:

2+ A%z +az = G(2)z + f7lo en Q,

—¢is + N0 + agy = F'(§+ 2)¢i + ai(z — zia)lo,, en Q, (4.2.2)
2 =0, ‘g—z = 2?21 ipiA@, ¢; =0 % =0 sobre X, o
2(-,0) =29, o(-,T)=0 en €.

Para realizar el argumento de punto fijo, considere, para cada z € L?(Q), el siguiente

sistema lineal:

wi + A%w® + aw® = G(2)w* + flo en @,

—¢i + A2¢? + agi = F'(y + 2)¢7 + a;(w® — zia)lo,, en @, (4.2.3)
w® =0, % = Z?Zl ipiAgzﬁf, ¢ =0 % =0 sobre 3, o
w*(+,0) = z9, ¢7(-,T)=0 en ).

Argumentando como en la Proposicién y de la observacién [4.1.18] se deduce que
existe C' > 0 tal que

w72 0.2:m200y) + 107 1220 1:0-2(02y) < C (1 + ||fz||%2((9><(0,T))> : (4.2.4)
Ademds, como F € Wh(R), existe M > 0 tal que
G(z,t,8)| +|F(s)] < M, (4.2.5)

por lo que, para cada z € L*(Q), G(z), F'(y + 2) € L=(Q).
Por otro lado, el sistema adjunto a (4.2.3]) es el siguiente

—f + A% + ) = G(2)¢* + Y0 ayflo,, en Q,

Vi + A +an; = F' (G4 2)7f en Q, (42.6)
V=0, =0, 9f=0% = LpAys sobre ¥, -
?/JZ(',T) :wTa ,-)/ZZ(’O) :O €n Q>
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bajo la identidad

En consecuencia, se obtendra la controlabilidad nula del problema (4.2.3) si y sélo si

/QW(' ZO+//O><0T AT Z//deoT aiziayi =0, Yor e L*(Q).

Del mismo modo que en el caso lineal, se tendra la igualdad anterior si se satisface la

siguiente desigualdad de observabilidad

1% (-, )12y + Z// (PP dedt < 0// % |? da dt. (4.2.7)
0;,ax(0,T) Ox(0,T)

Gracias a la Proposicién la desigualdad (4.2.7)) se satisface y, por la observacién [4.1.1]
existe R > 0 tal que

| 2l L2(ox 0y < R, (4.2.8)
donde f# es un control tal que w*(-,7) = 0.

Para finalizar, considere el mapeo A : L*(Q) — L*(Q) tal que A(z) = w* para cada
z € L*(Q). Nétese que, debido a (4.2.5) y que w* depende continuamente de z, A es un
mapeo continuo.

K={ueW(@): |ulliyq < CO+ R*)}

Por Teorema de Compacidad de Aubin-Lions, K es un conjunto compacto y convexo de
L*(Q), de modo que A : K — K es un mapeo continuo. En consecuencia, por Teorema de
Punto Fijo de Schauder, A posee un punto fijo A(z) = z. Por lo tanto, el sistema es

controlable a cero en tiempo T
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Capitulo 5
Conclusiones y discusion

A continuacién se presentan las conclusiones de este trabajo, asi como posibles trabajos

futuros.

5.1. Control Insensibilizante

En este capitulo se extendieron los resultados obtenidos por K. Kassab en [2I]. En

particular, se abordé el siguiente problema:

v+ A% +ay+B-Vy+D:V3y=f+ovl, enQ,

y= % =0 sobre X, (5.1.1)
y(+,0) = yo + 7o en (2,

Se establecieron resultados de existencia de controles v insensibilizantes para funcionales

de observacién de primer y segundo orden respecto al estado del sistema, representados por

1
i (y) = = // |Vy|? dz dt, (5.1.2)
2 JJoxom

1
Dy(y) = = // |V2y|? da dt, (5.1.3)
2 JJoxom

1
D3(y) = = // |Ay|? da dt. (5.1.4)
2 Ox(0,T)

Por un lado, en el Teorema se demostro la propiedad insensibilizante para ®; cuando
los potenciales del problema ((5.1.1)) son suficientemente regulares. Por otro lado, el Teorema
establece también la existencia de dichos controles para ®, y ®3. La estrategia para
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la demostracién de estos teoremas se basa en el uso de desigualdades de Carleman para
obtener la controlabilidad nula de un problema en cascada, cuya propiedad es equivalente a

la insensibilizacién del sistema (5.1.1)).

Finalmente, se presentaron los Teoremas v [3.2.2) donde se establecid la no existencia
de controles insensibilizantes para el sistema ([5.1.1)) cuando los potenciales no satisfacen las

condiciones de regularidad suficientes.

Una variacion interesante del problema presentado y que podria formar parte de un trabajo
futuro es considerar la acciéon de controles frontera en la ecuacion (5.1.1f), o también considerar
funcionales de observacion definidos sobre una seccién del borde del dominio. Sin embargo,
incluso para la ecuacion del calor, parece dificil aplicar exactamente las mismas técnicas
presentadas en esta tesis. Esto pues usar el acoplamiento de las ecuaciones del sistema en

cascada parece ser mas complicado que en el caso distribuido.

5.2. Control Jerarquico

En este capitulo se abordé un caso alternativo al estudiado por You y Li en [24], teniendo

como base los trabajos de Araruna et al. [3], 2], [1]. Se analiz6 el siguiente problema:

yr + A’y +ay = F(y) + flo en Q
y=0, % = p1U1 + pavo sobre 2 (5.2.1)
y('? 0) =Y en

con el objetivo de establecer la existencia de controles f,v;,vs que siguen una estrategia

Stackelberg-Nash bajo la controlabilidad a trayectorias del problema.

Se obtuvieron dos principales resultados. El Teorema [4.0.1] establece la existencia de estos
controles para el caso lineal (F = 0) de (5.2.1), utilizando estimaciones de Carleman sobre
los estados adjuntos de un sistema acoplado. Posteriormente, el Teorema extiende este
resultado para el caso semilineal cuando F' es una funcién globalmente Lipschitz mediante

un argumento de punto fijo.

Vale la pena senalar que se estudié la posibilidad de incluir controles seguidores en la

condicion Dirichlet:
vt A%y +ay=F(y)+ flo en @
y = p1u1, % = Pl sobre ¥ (5.2.2)

y('? 0) =Y en )
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Sin embargo, bajo el método utilizado, se identificé una limitacién técnica con las
desigualdades de Carleman disponibles v [2.5.3] En particular, esta dificultad aparece
por la diferencia entre los pesos de la norma L? (s%) y los pesos de la observacién (s7) en la
desigualdad. Esto contrasta con el caso unidimensional, donde los pesos presentes en estos
términos son los mismos (s7). De hecho, el problema en el caso unidimensional ya
estd estudiado en [§, 9], donde se establece este resultado de controlabilidad jerarquica para

la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky.

Finalmente, se quiere estudiar el siguiente problema con lideres frontera y seguidores

distribuidos:
Yo + A%y +ay = F(y) + vile, +v2le, en Q

y=pifi, 3L =pafs sobre ¥ (5.2.3)
y(+,0) = yo en Q
Para abordar este problema siguiendo una estrategia Stackelberg-Nash, serd necesario
disponer de una nueva desigualdad de Carleman con observaciones frontera, analoga a la

del Teorema [2.5.2] Este es aiin un problema abierto que sera abordado en un trabajo futuro.

5.3. Comentarios finales

Adicionalmente a los resultados obtenidos, se desarrollé una generalizacién de la estimacion
de Carleman no homogéneo establecido por K. Kassab en [20]. También se recopilé y mejoré

el resultado obtenido por You y Li en [23].

En trabajos futuros se buscaré establecer una desigualdad de Carleman con observaciones
frontera para una ecuacion parabdlica de cuarto orden en dimensién espacial superior a uno,
andloga al resultado obtenido por Guerrero y Kassab en [18]. Una estimacion de este tipo es de
alta relevancia en el area, con aplicaciones tanto en problemas de control como en problemas
inversos, sobretodo en sistemas de ecuaciones que involucren ecuaciones parabdlicas de cuarto

orden con controles frontera.

Finalmente, resulta también de interés extender el estudio a problemas de control bajo

otras condiciones de borde. Por ejemplo, un caso relevante por su aplicacién fisica es aquel
.. oy _ OAy .. . . .

con condiciones 52 = ¢ = 0, como en el problema de crecimiento epitaxial (1.1.2). Bajo

nuestro conocimiento, este ain permanece abierto y es dificil de abordar, como se menciona

en [18].
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Apéndice A

En esta seccién se presenta la demostraciéon de la Proposicion [2.5.3] siguiendo las ideas

presentadas en [20], 23].

Considere los pesos definidos en ([2.5.4). Para la demostracién, se requerird del siguiente

lema:

Lema A.1 (Lema 2.10 Kassab [20]). Sean p > 0,y € N. Entonces, para todo g € H'(Q),

1
/ 628&5_7|g|2§ (1+_>/S/\é——’y+1623a|g|2_|_u/S—l)\—lé——7—1€2$a|vg|
a0 ) Ja Q

Demostracion. Primero, considere B =0y D = 0. Vea a ¢ como solucién por transposicion.

Esto es, considere ¢ € L*(Q) como el tinico elemento que satisface

// (wi + A*w +aw+ B-Vw+ D : Vw)q
Q

—//QFOw—l—//QFl-Vw—l—//Qﬁzvzw—l—//zfoa?nw+//Zwa+AQ(‘7T)w('>T)

(A.1)

para w solucion fuerte del problema

wy + A*w +aw+ B-Vw+ D : Viw = s5X8¢%e25%¢ —vl,, en Q,

w = g—%’ =0 sobre 3,
w(0,-) =0 en €,

Se busca un control v € L*(w’ x (0,7)) tal que w(-,7) = 0. Para ello, defina F, =
{ZECOO(@)Z z:g—Z:(), inE},

Pz=2+A2+az—V-(Bz2)+V?:(Dz)
Pz=—2+AN2+az+B-Vz+D:V%
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y la forma bilineal
K(q1, q2) = / e P(q1)P(qy) +/ sTANE e g
Q w'x(0,T)

junto con
((q2) _/56)\85662”(]6]2
Q

_K('7')1/2

para q1,q2 € E = Ej . Note que (-, )1/2 efectivamente es una norma en F gracias a

la desigualdad de Carleman de la proposicién [2.5.2] Luego, por Teorema de Lax-Milgram,

existe un unico ¢ € E tal que

’{(Cja%) = é(QQ) Vg, € B

Tomando w = e **P(§) y v = —s'\3¢7e™2%¢1,,, tenemos que el par (w,h) es solucién del

problema de controlabilidad nula

wy + A?w 4+ aw + B-Vw+ D : V2w = s528¢%e=29g — vl en Q,

w=9% =0 sobre X, (A.2)
w(0,:) =0—=w(T,-)=0 en €,

satisfaciéndose que

// P*(w)gs 2// 86A8§6628“qq2+// vgy Vgp €E
Q Q W' x(0,T)

Evaluando en ¢s = ¢ y usando la continuidad de ¢, se puede deducir la siguiente desigualdad:

// eralw’2+// 8_7A_8€_762SQ|U|2 5// 86)\8566—2sa|q|2 <A3)
Q w’x(0,T) Q

Usando el multiplicador s™#A™*¢"*e?*w en (A.2),, se tendrd la siguiente igualdad

// —4)\ 5 4 —28()!A2ww _ // —4)\ 5 4 25aww _// 0,5_4>\_4€_4 25a|w|2 (A 4)
// —4)\ é 462sav Bw // —4)\ 5 4623av2 (DUJ)
+ // SN qu — // sTINTieT e o
Q wx(0,7)

Notese las siguientes cotas:

1
‘// S—4>\—4§—462sawwt‘ — ‘__// S—4>\—4at<§—4€23a)|w|2
Q 2JJq
5// 873+%)\74£—73+%62sa|w|2
Q
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‘//Q as AT e

2 S HCLHOO// 874)\74574e2sa|w|2
Q

3.
‘ / / 8_4/\_45_462”3-wa‘ < 1B / / A g=1e250 T fu|
Q Q
5 ||B||oo (// 8_4>\_4§_4625a|’[U|2+// 5_4)\_45_4628a|Vw|2)
Q Q
4.
‘// 54)\4§4623aDV2ww‘ < HDHOO// sTAINTRE T V| |w|
Q Q
S/ ||D||oo <// 574)\74574e2sa|w|2 +€// S4)\4£4€2sa|v2w|2>
Q Q
9.
‘// 32/\4§2wq‘ 5// 86A8§66_28a|Q|2+// 8—25—2625a|w|2
Q Q Q
6.
‘// 5_4)\_46_4625an 5// 8_7)\_85_7628a‘1}|2+// 8—1)\—162sa‘w‘2
W' x(0,T) Q Q
¥y que

// —4)\ 4§ 42504A2ww_// —4)\ 4A(£42so¢w)A (A5)
// sTIATIET 4628a|Aw|2+2// sTIATIV (T ) VwAw
+// —4/\ 4A(§ 4 2sa)wAw
Q
Usando (A.3))-(A.5)), se puede deducir la siguiente cota para Aw:
// 8_4)\_4 —4€2sa|Aw|2 5 // 625a|w|2+// 8—2/\—25—262sa|vw|2
Q Q Q

—|—€// 84/\4§4€ZSQ|AU}|2+// 877)\78£f7€2sa|v|2
Q Q

_'_// 86)\8€66723a|q’2
Q
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Usando ademas que

// 8—2)\—25—2625a|vw|2§// 62sa|w|2+// 8_4/\_45_4628a|AU/|2
Q Q Q

y tomando € pequeno, se obtiene la cota

// 82/\2§2€2sa|vw|2+// S4>\4£4e2sa’Aw‘2§// 86)\8566728a‘q’2
Q Q Q

Usando la equivalencia de normas [[2[|32q) < CllAz[l72q) con z = s72A7%%e™w €

HZ(), todo lo anterior implica que

IR R (A.6)
Q Q
+// 84)\454625a‘v2w’2+// 87)\857625a‘v|2§// 86)\8£66725a|q’2

Q Q Q

Para estimar los términos de borde de (A.1)), se usard el lema de modo que

// 8—7/\—75—762504|VAU)|25/\/ S—GA—6§—662sa|vAw|2+// 8_8)\_85_8625a|VVA’w|2
p) Q Q
// S5)\5£5e2sa|Aw’2§// 84/\4§4€2SQ|A’(U|2+// 576A7657662SQ|VAU)|2
by Q Q

Por lo que se necesitaran cotas para los términos del lado derecho de las desigualdades
anteriores. Para ello, se usard el multiplicador s®A78¢ 8¢, en (A.2),, teniéndose la

siguiente igualdad:

// —8)\ 85 8625a|w |2 // —8)\ 86 8 —QSOLAwat // as 8)\ 86 8 2$aww (A 7)
// —8)\ 85 8€QSO¢B wat // —8)\ 85 8 280&D Vwat
+// s 5_ qu; — // 8—8/\—85—862sath
Q wx(0,T)

Notese las siguientes cotas:

// 8_8)\_8§_8628ath2’w — // S_SA_SA(S_SGQSawt)Aw
Q Q

= // sTEATSA(E 8> Aw+2// sTEATIV (82 VY Aw

// 8)\ 85 8628aAw Aw
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— // sTENTPA(E 2 M w Aw — 2// sTINTIV (7% )V Awwy
Q Q
1
_ _// —8)\ 88 (5 8 250‘)\Aw|2
<€// —8)\—85 8 25a|w |2 // —4)\ 5 4 25@|A |2

—I—// s ONTOE 025 v Aw|? (A.8)
Q
2.
‘// as 8)\ 85 8 28awwt‘ /S ||aHoo (8// 88)\868625a|wt|2+// SS)\8£8€28a|’w|2>
Q Q Q
(A.9)
3.
‘// 78>\ 85 8 2saB wat < ||BHoo< // 8)\ 85 8623a‘w |2 // 78/\ 85 8623alvw|2>
(A.10)
4.
‘// S—S)\—Sé——Se%aD . Vwat S ”DHoo (6// 8—8)\—8§—8623a|wt‘2+// 8_8)\_85_862SQ|V2UJ|2>
Q Q Q
(A.11)
5.
'// 8_25_2(]11115 5// 86)\8566—2sa|q|2+// 8_10)\_85_10625a|wt|2 (A12)
Q Q Q
6.

‘// 58)\868623ath‘ S // 87)\8£7e2sa|v‘2+// 879)\78579625(1’11%‘2
w'%x(0,T) w'x(0,T) Q

(A.13)

y tomando e pequeno y s, A grandes, de (A.7)-(A.13)) se obitiene la siguiente desigualdad

// 8_8)\_8€_8€28a‘wt|25// 8_6)\_65_662SQ|VAUJ|2+// 86)\8666—2sa|q|2 (A14)
Q Q Q

Por otro lado, usando el multiplicador —s 6A=6£-%e25* Aw se tiene lo siguiente

// sTONTOE e BANZY Aw = —// sTONTOET0e25 Ay, — // as SN0 ez Aw
Q Q Q

(A.15)
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— / / sTONTOE b0 B . VwAw — / / sTONTOECeZ oD - V2w Aw
Q

+//)\2qu_// —6)\ 6562504 A’LU
Q wx(0,T)

Se usaran ahora las siguientes cotas:

1.
‘// _86)\65662304Awwt’ 58// 58)\868628a’wt‘2+// 574)\7467462304’Aw‘2
Q Q Q
2.
‘// _a8—6)\—6£—6623aAww’ 5 HaHoo (// S—4>\—4€—462sa|Aw‘2 +// 8—8)\—85—8623a|w|2)
Q Q Q
3.

’// —8_6)\_65_6628(1AUJB VU}‘ S ||B||oo (// 3_4)\_45_46250‘|Aw|2+// 8—8/\—85—8625a|vw|2)

Q Q Q

’// _8—6)\—65—6625aAwD . VQ’U)‘ /S HDHOO (// 8_4)\_46_462sa’Aw‘2 +// 8—8)\—85—8€2sa’v2w‘2>
Q Q Q

junto con
56\ 6625 2 56\ 6 6250 56\ ~6¢—6 250 OAw
AP AwA w = AV (¢ Aw)VAw — AT0¢ Aa—
Q
// 76)\ 65 6 2sa’VAw|2 // 76>\ GV —6 QSQ)AU)VA’IU

_// —6)\ 6562SQA aaAw
n
¥y que

‘// 5_6A_6V(£_6628a)AwVAw' S // sTINTAET e AP +€// s ONTOE 02V Aw|?
Q
‘_// —6)\ 65 —6 QSaA aAw // —5/\ 5§ 5 25&|Aw|2_’_8// —7/\ 75 7|vAw|2

se obtiene la siguiente cota
// 8—6/\—65—6625a|vAw|2 5 8// 8_8)\_85_8625a|wt|2 +€// 8_6)\_65_662SQ|VAU)|2
Q Q Q
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+e// 58)\8§8623a|VVAw\2+// sON8¢be 25 g)?
Q Q

tomando ¢ pequenio y usando la cota obtenida previamente sobre el término con w; (A.14)),

se tendra que

// 58>\8§8€28a|'lUt|2+// 56>\6§6€28QIVAU)|255// 878A7857862SQ|VVAU}’2
Q Q Q
+// 86)\856672504'(]’2
Q

Asi, solo basta obtener una cota sobre las cuartas derivadas para deducir el resultado. Para

ello, considere z = s~*\7*¢~4e*w, y el problema eliptico

¢ =A%
z=92 =

on

Por regularidad eliptica, se cumple que

1C1Z20) = 1211220 724 ) (A.16)

donde

C=sIATAY e ) w + 4sTINTIVA(E esa) Vo
+25TIATA(ET ) Aw + 4sTIATIVE () - Viw
+4sTINTIV(E ) VAW + s AN e Al

por lo que usando todas las cotas previamente obtenidas, podemos deducir de (A.16|) que
|| —4/\ 5 4 Saw||%2(H4) 5 // 86)\8566_28a|Q|2 + // S—S)\—8€—86250¢|A2w|2
Q Q
+€// s INTBE B YV Aw|?
Q

Usando el multiplicador s ®A~8¢%¢**A%w en (A.2)),, se tiene la igualdad

// —8)\ 86 e 250¢|A2w|2 // 8)\ 86 SGQSOLAwa _// CZS_8>\_8£_8 250¢A2ww
// —8)\ 85 8 QSaB VU}A2 // —8)\ 8§ 8 2saD VQUJAQ
+ // 5722w — // sTINTBE B AT (A.17)
Q wx(0,T)

Junto con las cotas:
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// S*S)\*Bf*SeQSaAwat S 8// 578>\78578€23a’A2w|2 T // 578>\78§78623a’wt|2
Q Q Q

(A.18)
2.
// aS—S)\—SS—SeZsaAZ,ww S ||a”oo (6// S—SA—8§—862sa’A2w|2+/\/ 8_8)\_86_862sa’w,2)
Q Q Q
(A.19)
3.
// 8_8)\_8§_8628aA2wB . VU) 5 ||B||oo (5 // 8—8)\—85—8625a|A2w|2 + // 8_8)\_8§_8628a|vw|2)
Q Q Q
(A.20)
4.
// 878)\7857862304A2U)D . V2’UJ g ||DHoo (8 // 878)\7857862304’A2w|2 +// 88)\85862sa|v2w|2)
Q Q Q
(A.21)
5 .
// S2£2qA2w§// 86>\8€6623a‘q‘2+// 8710>\785710625a‘A2w’2 (A22)
Q Q Q
6.

// 878)\78578623aUA2w 5 // 877)\785776723%@’2 4 // 879)\78579625a|A2w’2
w'x(0,T) w’x(0,T) Q

(A.23)

Tomando € pequetio y s, A grandes, de (A.17)-(A.23) se obtiene

// 88)\8£8€2sa|A2w‘2§// 86)\8§662sa|q’2+// 878)\78578623a|wt|2 (A24)
Q Q Q

§// 86)\856628a|q’2+€// 878)\7857862sa‘VVAw|2
Q Q

Por lo tanto, para ¢ pequeno,
s Nt e S [ [ oA (A.25)
Q
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En resumen, de (A.3), (A.6]), (A.14), (A.24]) y (A.25), se tiene lo siguiente
// e2sa’w’2_‘_// 82)\252623a‘vw|2+// 874/\7457462301”[0”?{2
Q Q Q
4 // 876>\76€7662sa‘vAw‘2 4 // 878)\7857862504”“)”%{4 + // 878)\7857862504’1%‘2
Q Q Q
_|_// 8—7)\—85—762504‘1}’2_‘_// $_5>\_5£_5€28Q|Aw,2+// s—7>\—7€—7e2so¢|VA,w|2
w’x(0,T) = b

< C(lalloo, IBlloo, ID]l0) / / S g2 (A.26)

Utilizando w en (A.1),

// AR e g = // on qh+//Fow+//F1 Vw+//F V2w+//foaAw //wa
< (// on 57)\857162m|ﬂ2) <//UJ1/X(O7T) 57A8§7625a|v’2>
() )
+ ( / / SN Fy |2)§ ( / /Q s—2x2§—2e2wlwl2);
+( // 4A4£4e—2m|ﬁ|2> (/ | s—‘*x%—‘*em\v?wﬁ)%
(
(

_|_

+

JL e (e
(e (o)

y usando la cota obtenida , se deduce la desigualdad deseada:

// 86>\8€66_28a|q|2 S C // 87/\8576_28a|q|2+// 6—25a|F0|2
Q w’x(0,T) Q
+ / / PN Py + / / s e PP (A.27)
Q Q
+// 85/\5556_28a|f|2+// 87)\7576_25a|f0|2>
P %

donde €' = C(Q, ", [[allos, | Bllss, [ Dl 0)-
De ahora en adelante, suponga que f = fo = 0. Use el multiplicador la ecuacién (2.5.7))

por s2X\*¢2e725%¢, de modo que se obtiene la siguiente igualdad:

// 82)\4£2€2SQQA2(]:// 82)\4§2e2sa(ﬂh+// 82)\4€2F0q (A28)
Q Q Q
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_ 2\ (£267250) . | + 2)\4\y2(g2p 25 :}:-1
//Q (2e-2g) . //Q G
~ [[ (=¥ (B + ¥ (D)) e g
Q

Note que

2104 1 —z8¢x
// 32)\4§2e 2 qqt:§// 2 \1g2p728 3t|q|2
Q Q

:// 52>\4§£t€_25a’CI|2_// 82)\452at6—2sa|q|2
Q Q
por lo que, usando (2.5.5)),

‘// S2>\4§26—23aqqt‘ 5// 84/\4§56_28a|q|2 (A29)
Q Q

Ademas, para el resto de los términos del lado derecho,

'// 82)\4526—2saFoq‘ SJ// e—2sa|F0|2+// 84)\8 46—23a|q|2 (ASO)
Q Q Q
‘_// 82)\4V(€26_2SQQ)'F1‘ 5// 82)\2526_2SQ|F1|2+// 84)\8€4€_QSQ|Q|2+// 82)\6526_28a|VQ|2
Q Q Q Q
(

A.31)

‘ / /Q PNV () P

< ‘ / /Q XAV (g2 Fq) + ‘ / /Q 32A4F<V<£Qe2m>><w>‘

+ ‘// PN BV F‘ (A.32)
Q

5// S4>\4€4623a‘ﬁ1‘2+// S4>\8£4672sa|q‘2

Q Q

+// 82)\6626—2sa’vq’2+// )\46—25a‘v2q’2
Q Q

‘// a82>\4€26723a‘q‘2

Q

’// S2>\4V(§2€2SQQ)'BQ' 5 HB”OO<// 83)\5§3€28a|q’2+// 82)\452623a|vq‘2>
Q Q Q

(A.34)

IS HaHoo//Q s\ e g (A.33)
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‘// 82)\4V2 (526—2504(]) ZD(]’ 5 HDHoo(// 84A6§4€_25a|q|2+// 82>\4§2€_2SQ|V(]‘2+// )\26—23a|v2q|2>
Q Q Q Q
(A.35)

A.35

Y para el término del lado izquierdo,

// 82)\4526—25an2(]:\// 52)\4A(§26—25aq)Aq
Q Q
:// 82/\4A(§26_25a)QAq+2// 82)\4V<€2€_28a)'VQAq+// 82)\4526_28a|AQ|2
Q Q Q
por lo que
// 32)\4 26_28a|Aq|2§// 32A4§26_250‘|A2q||q|—|—// 86>\8€66_28a|q|2 (A36)
Q Q Q
+// S4>\6§46_28a|vq|2+5// 82)\4526_25a|Aq|2
Q Q

Asi, usando (A.28)) y (A.36]) junto con (A.29), (A.30)), (A.31)), (A.32), (A.33)), (A.34) v (A.35)),

deducimos que para € > 0 pequeno,

// 82/\4526_28a|Aq|25// 86/\8§66_2$a|q|2+// 84/\6546_2SQ|VQ|2+// )\46_28a|VQQ|
Q Q Q Q

(A.37)

Considere ahora ¢ = s\?¢e~*“g. Note que
0ijG = s\*Ee—sa 0im O;m q + 3s*XN'E2e ™ Om Om q + sA3¢e** Om 0;q + s\3¢e** O;m q
4 83/\4536_8(1 az,',/ a]nq + 82A3§26—5a azn ajq + 82)\3526_8a Z]T]q
+ sA3Ee T 0,q O + P N3E2e 0,0 Ojm + sA*Ee T Oyyq
en particular, ¢ satisface la siguiente ecuacion eliptica:

AG = (sA|Vn? + 382 M|V + PNV + sA3EAn + s2 A3 An) e
"’(25/\35 + 2S2>\3£2€_8a)6_5aV77 . Vq + S/\Qé'e—soqu 7 0
g =20 o0

Por lo que, por regularidad eliptica,

N
// Z |8qu‘2§// 86)\856623a‘q|2+// 84)\654628a|V(J|2+// 52)\452672804’Aq’2
Q Q Q Q

i,j=1
(A.38)
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Por otro lado,

N
// > 1041 = // <32)\8§2|Vn|4 + 65X V|t + 11N V|t + 65°X°° | Vn? + s°A%° | V[t
Q Q

ig=1
+ 282 N"E2V UV + 85 N3V ViV + 8s* ¢V VnVn + 25° €9V Vn V)
+ 82)\6€2|v27]|2 + 283)\6§3|V2T]|2 + S4)\6§4|v27]|2> e—2sa|q|2

+ //Q (232)\6§2|an2 +4s° 2V + 284A6£4IV77I2>6’2”‘|ch|2
n / /Q (252 A6E2 1 43068 234A6§4) =9 Vp - Vg2
+ // sZNIEem 25|72 g2
Q
+ / /Q (452A7€[Wnf2 + 165NVl + 165°NE! V|2 + 457X | Tnf? ) e 2V - Vg
" / /Q <482A6§2 +85°2%¢% + 4s4A654> eV VnVqq
" / /Q (232>‘652 +65505¢ 4 234A6§4> e >V2qVnVnq
+ / /Q (232)\552 + 253A5€3) eV Vigg
+ / /Q (452)\552 + 483A5€3) e VIV gV
De donde podemos deducir que

// S2>\4 26230‘|V2ql2§// |V2q|2+// S6)\8£6€2sa’q|2+// S4)\6£4672sa’vq‘2 (A39)
Q Q Q Q

A consecuencia de (A.38) y (A.39),

1
// )\4672sa|v2q|2 — _2// 52)\46723a‘v2q’2
Q s7JJQ

1
S _2// 82)\452672sa|v2q‘2 (A40)
57 JJQ

< (// ]V2§i|2+// 36)\8566—25a|q|2+// 84)\6546_250‘]Vq|2>
Q Q Q
5%(// 86A8€66—23a|q|2+// 84/\6546—25a|vq|2+// 82)\4§26—25a|Aq|2>
§ Q Q Q

por lo que, para s suficientemente grande, podemos deducir de (A.37) y (A.40) que

// 82)\4526—25a|Aq|25// 86)\8566_25a|q|2+// 84)\6546_28a|Vq|2 (A41)
Q Q Q

107




+// €2sa’Fo|2—|—// 52)\26262‘9&’F1’2+// 84)\45467250('}%’2
Q Q Q
Usando (A.41)) en (A.39)), se tiene ademds que
// 82>\4 26—2$a|v2q|2 5 // 86)\8566—2sa|q|2+// 84)\6 46—2sa|vq|2 (A42)
Q Q Q
_,_// e2sa|F0‘2+// 82/\2£2€QSQ|F1|2+// S4A4£4€72sa|ﬁ7|2
Q Q Q

Por otro lado,

1
// S4>\6€46—25a|vq|2 — _// 84)\6A(€4€_25a)|Q|2 o // S4A6£46_25aAqq (A43)
Q 2JJq Q
5// 86/\8566_2sa|q|2+8// 82/\4526_280|Aq|2
Q Q
Asi, agrupando (A.41)), (A.42) vy (A.43)), y usando (A.27), deducimos que
// 86>\8£6€_28a|Q|2+// 84>\6€4€_25a‘VQ|2+// 32)\4526_25a(|A(]’2+‘VQC_”Q)
Q Q Q
g// 87/\8576_28a|q|2—|—// 6—2sa|F0|2 (A44)
w’x(0,T) Q
_,_// 82)\2§26_28a‘F1|2+// S4>\4§46—2sa|ﬁ1‘2
Q Q

obteniendo la desigualdad deseada.

Ahora, si B, D # 0, note que, en tal caso, el sistema que satisface w se ve de la siguiente

forma:

wy + A*w +aw+ B-Vw + D : V2w — V- (Bw) 4+ V2 : (Dw) = sSX3¢% 2% — 1, en Q,

w = g—z =0 sobre X,
w(0,-) =0 en €,

Dada la regularidad que poseen By D, tenemos que

~V - (Bw)=—-V-Bw-B-Vuw

V% (Dw)=V?: Dw+2(V-D)-Vw+ D : Vi

por lo que, definiendo

a—V-B+V%*:DeL®Q),
B—B+2(V-D)e L®Q),

a
B
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D=D-D¢cL*Q)
se tiene el siguiente sistema para w:

wy + A?w +aw+ B - Vw + D : V2w = s503¢0e252%g —pl, en Q,

w = g—z =0 sobre X,
w(0,-) =0 en (,

Asi, podemos repetir el argumento anterior con este sistema para obtener el resultado

deseado.
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Apéndice B

En este apéndice, se justificard la regularidad de ¢ en (3.1.4). En este apéndice, se

considerara que v satisface el siguiente sistema:

U+ A% +ap+B-VY+D: VW =f enqQ,

p=250=0 sobre ¥, (B.1)
P(-,0) = 1o en €2,

con g € HY(Q) y f € L*0,T; H3(Q)) N H'Y(0,T; H2%(Q)) con f(-,0) € L*(Q) y a, B", D" €
WLee(0,T; L=(Q)) N L>=(0,T;C%*(Q)), i,7 € {1,...,N}. Para ello, considere los siguientes
teoremas:

Teorema B.1 (Wloka ([2§], Teorema 27.2)). Sea V — H — V' una tripleta de Gelfand.

Considere la ecuacion parabolica en V' dada por

d?il_it) + L(t)y(t) = f(t), te(0,T) (B.2)

con condicion inicial y(0) = yo y donde L : H*(0,T;V) — H*0,T;V') es el operador

representante de una forma bilineal a(t;, ¢) tal que
(a) a(t;1, ) es medible en [0,T] para todo ¥, € V' fijos.
(b) Existe una constante ¢ > 0 independiente de t tal que
la(t; ¥, 0)] < cll¥llvlielly  vEie[0,T], vy, o eV
(c) Existen reales ko, v > 0 independientes de t y ¢ tales que
a(t;, ) + koll¥ll = all¢lly,, vte[0,T], vy eV

(d) Dados ¥, € V', suponga a(t;, ) k-veces diferenciable respecto t € [0,T] tal que

d’ :
ati.9)| < cvlivliely, G =0.....k

con c¢ independiente de t.
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Mds aiin, sea f € H*(0,T;V') y, si

k=0:ye€H

k>1: Yo € V; f(()) o L(O)yo S V7 € V7 f(k_1)<0) - L(O>f(k_2)<0) €H

Entonces, la solucion y de (B.2) satisface

dk—‘rly(t)

ye H*0,T;V), and —

e L2(0,T; V")

Teorema B.2 (Wloka (28], Teorema 26.1)). Suponga que se satisfacen las hipdtesis
(a), (b), (c) del teorema [B.d Entonces, si T < o0, el problema (B.2) posee una tnica

solucion y que depende continuamente respecto f e yg, en el sentido

T
m%mmmsmmz+ﬂuﬂwmwt (B.3)

Teorema B.3 (Gazzola F, et. al. ([16], Teorema 2.20)). Sea 1 < p < 400 y k > 2m y asuma

00 € C*. Considere la ecuacién eliptica

{ (=A)"u+ A(z; D)u=f inQ (B.4)

Bj(z,D) = h; indQ, j=1,...,m

donde

A(z; D)u = Z ag(r)Du,  Bj(x,D)u = Z bjo(x)D donde |m;| <2m —1

[B]<2m—1 o] <m;

y B; satisfacen cierta condicion de compatibilidad (Definicion 2.9 [16]). Suponga que

ag € CF2m(Q)  para todo |B] < 2m — 1
bjo € CF"™Mi(0Q) para todo j =1,...,m, |a| <m;

Entonces, para todo f € WF2mP(Q) y todo h; € Wk_mj_%’p(aQ), con j = 1,...,m,
el problema (B.4) admite una tnica solucion fuerte u € WHP(Q). Mds ain, existe C =
C(Q, k,m, A, B;) > 0 independiente de f y h; tal que

\wmwmchmmww@+§ywumwwm)
]:

Tal constante depende de 2 sélo respecto a su medida |Q| y las normas C* de los mapeos

locales que definen el borde 02. Si k > 2m + %, entonces u es una solucion cldsica.
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Se probaran las hipdtesis necesarias de estos teoremas para justificar que
Y € L*0,T; H5(Q)) N H'(0,T; H*(Q))
Bajo la notacién del teorema[B.1] tomaremos V = H3(Q), H = L*(Q), k=1y
Lty =A*+ap +B-Vy+D: V4
el cual es el operador representante de la forma bilineal
oltig) = [ dvdp+ [avpr [ B-Vop+ [ DV

la que es bilineal y continua, puesto que

a(t; 9, ) < C(llall= @), 1Bl @) [ Pll@) 1]l a2 1l 20

y ademas, dado que

] [ dlel| < llallx@ el

1 2 3 2
/Q B - Vop| < Bl llelmwlellze@ < I|Bllox@llellag el
4/3
< CBIZ o 2132 + el

/Q D : V20| < | DIl el liell e

< C:|| DL l2ll72 (@) + ellellie g

con esto, como existe A > 0 tal que / [Ap? > Mgl 20, se tiene
0
a(t; 0, ) + kollell 72 ) = (A = 28) ol (q)
asf, tomando € < 2, ko = ||a| 1= + C- HBHA‘/3 + C’EHDH%OO(Q) y a = X — 2¢, se tiene que

a(t; 0, ¢) + koll ol L2 (0) = ellelizg)

es decir, a(t; -, -) es coerciva en el sentido (¢) del teorema[B.1] Por tltimo, dados ¢, ¢ € HZ(R)
fijos,

d
St -

/atw+/Bt~vw+/Dt:v2w’
Q Q Q
< (llallwooo,z:z00 @) + I Bllwrs oz + I Dllwiesomizes@) 1¥1l2@llellm2@)
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Asi, a(t;-,-) satisface las hipétesis (a), (b), (¢), (d) del teorema [B.1] por lo que podemos
afirmar que ¢ € H'(0,T; H3(R)). Ademas, aplicando el teorema [B.2]

10 ora2@) S 1122010200 (B.5)

Estudiando el problema eliptico que satisface :

A +ap+B-Vi+D: V3= f—1 en(,
=2 =9 sobre 052,

T on
Dado que a(t), Bi(t), D(t) € C*(Q), 4,7 € {1,..., N}, por el teorema [B.3se cumple:
1@l zro) S I Ol + 18O 120 (B.6)

Ademsds, usando el multiplicador ¢ en (B.1)), se puede deducir la siguiente cota:

11220z < Clllalloos 1B llsos 1Dlle) (1 2y + Ioll22(e)) (B.7)

Combinando (B.5)), (B.6]) y (B.7), tenemos que

||¢||%2(0,T;H6(Q)) + ||w||§{1(O,T;H2(Q)) N Hf”%?(o,T;H?(Q)) + ||¢0||§{4(Q)

probando la regularidad deseada.

Reiterando el argumento con V. = HY(Q) N H(Q) y f € L*(0,T;V) N HY0,T;V"), se

puede probar la siguiente desigualdad:

||¢||%2(0,T;H8(Q)) + ||¢||§{1(0,T;H4(Q)) S Hf’|%2(o,T;H4(Q)) + ||¢0||§{6(Q)
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Apéndice C

En este apéndice, se probaran estimaciones de energia necesarias para demostrar la

desigualdad de observabilidad (3.1.7)) y (3.2.7]). Para ello, los siguientes sistemas

—pr+ A0+ ap — V- (Bp)+V?: (Dp) =V - (Vilp) enQ,

v+ A2 +ap+B-Vi+D: V=0 en (), 1)
@:g—i:O’ wzg_jf:o sobre X, ‘
50(7T) = 07 ¢(>0) = on en Q,
y
—pr + A% =V?: (VH1o) en Q,
A% =0
et L0 ©2)
p=5=0, =5 =0 sobreX,

SO(aT) :Oa w(’o) :’17[)0 en Qa
Los siguientes resultados son referentes al sistema (|C.1)).

Lema C.1. Denotemos
1 1
Bt = [ WOP e, Vi = [ 18P da

Se tiene lo siguiente:

1. Si (¢,) son solucion de (3.1.4), entonces existe C = C(, ||allso, || Blloos [|Dllos) > 0
tal que para todo ty > to, con ti,ty € [0,T],

E(y;ty) < e B (Y1), V(gity) < e CBTV (git) (C.3)
Ademds, existen K., > 0 tales que
1
E'(p;t) + K E(p;t) > —%“VW?&)H%?(O) (C.4)
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2. si (p,1) son solucidn de , entonces para todo t; > ta, con ty,ty € [0,T],
E(its) S E(¥ith), V(Yite) < V(¢it) (C.5)
Ademds, existe € > 0 tales que
p1) 2~ |79 Olo) (o)

Demostracion. Considere (p, ) solucién de (C.1). Denote E(t) = E(¢;t), V(t) = V(¢;1).
Usando el multiplicador ¢ en (C.1)) e integrando por partes:

L’ AY]? = — 2 B-V — D :V?
(t) + / Ay / al| / W / W
Bt + / A < 20l B () + 20 Blloc [V 220 B2 + 2 Dlloc[ V240 2y E(1) 2

Recuerde que, como ¢|pe = 0, existe A > 0 tal que [, |A¢[* > A[|9)[|%2 () Usando esto junto

con Desigualdad de Young, se tiene que
E'(t) = (A= e(IBll3 + 1DII%)) 111720y < Ce(llalloo) E(1)

Asi, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, se deduce que existe una constante C' =

E'(t)—CE(t) <0

De donde se deduce la desigualdad deseada integrando en (f1,%2). A su vez, usando el
multiplicador A% en (C.1)), se puede deducir que

VI(t) + /Q (A% < e (llallX + [1BI1% + [1D15) [A%][720) + ACV (1)

por lo tanto, para € > 0 suficientemente pequeno, se puede concluir que existe una constante
C = C(Q, [[allso, [ Blloo: |1 Pllc) > 0 tal que

V'(t)—CV(t) <0
Ahora, denote W (t) = E(y;t). Usando el multiplicador ¢ en (C.1)),
W)+ [ 1agl == [aloP - [ B-Vao- [ DV [ vo.vi

Q Q Q Q o

5
)+ [ 1867 < @llalle + CIWE + (B + 5) 196l

1
+ 5”D||go||v280||%2(9) + Q—EHV#’H%?(@)
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Denotando K. = 2||al/o + C: > 0 y tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio, de lo anterior
se deduce que
1
W'(t) + K.W(t) > —%HV@Z)HQH(O)

Ahora, considere (¢, 1) solucién de (C.2)). Se usard la misma notacién E, V, W mencionada
previamente. Usando el multiplicador ¢ en (C.2) e integrando por partes,

Eww+AMWf=o

por lo que
E'(t) <0

en consecuencia, E es decreciente, por lo que se satisface ((C.3)) con C' = 0. Asimismo, usando

el multiplicador A2¢), se puede deducir el mismo resultado para V. Por otro lado, usando el

multiplicador ¢ en (C.2)),
W)+ [ gk = - [ v
Q Q
< oIV (o) + S V%l
= 92 L20) T 9 L2(Q)
tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, se deduce que
1
w'(t) > —2—5||V21/J||%2(0)

]

Como consecuencia del lema anterior, se tiene el siguiente resultado, que sera 1til para

demostrar las desigualdades de observabilidad.

Corolario C.1. 1. La solucion (p,1) de la ecuacion (C.1) satisface las siguientes

estimaciones de energia: para t € (O, %),

/:Z/Qlw(lﬁ)l2 drdt < e /;I/Qw(t)ﬁ dz dt,

. a
/ /\Az/;(t)|2dxdt§ecf/ /|A¢(t)]2 dar dt
t+7 JQ ¢ Q

Ademdas, se cumple la siguiente cota: existe C(Q, T, ||allcos || Blloos | P]lso) > 0 tal que
para todo t € [0,T],

T
Awuwﬁmgc/wwwﬂ@@@
t

En particular,
T T
/Qlw(fv,lt)l2 dx < C/ 14(8) 1220 d8+0/ 1A%(s)[|72(q) ds (C.7)
t t
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2. La solucion (¢, 1) de la ecuacion (C.2)) satisface las siguientes estimaciones de energia:

para t € (O, %),
r i
[, [wapaas [ [ oo
t+7 Q t Q

/:Z/leb(tﬂ2 dﬁfdtﬁ/t?f/gmw(t)ﬁ du di

Ademdas, se cumple la siguiente cota: existe C(Q,T) > 0 tal que para todo t € [0,T],

T
/Q (e D) dz < C / IV26(8) By s
t

En particular,

T
/ oz, t)? dz < C / 1A(S) 22y ds (C5)
Q t

Demostracion. Considere (¢, 1) solucién de (C.1)). Tome ¢; =t € (0,37/4) y to =t + L, se

cumple que
E (t + %) < F B

Integrando en (t, %), se tiene que

/ Bt) dt < e / B(t) dt
t+4 t

obteniéndose el resultado. El desarrollo para obtener la desigualdad sobre A es andlogo,
usando V(¢) en lugar de E(t).

Por otro lado, de (C.4), integrando entre ¢; = ¢, to = T, se puede deducir que

T Kes

5 IV (s))1 720y ds

eRW(t) ds < /

t

entonces,

T Kc(s—t)
W(t) < / V() a0 ds

eKET T )
<% / V() s

deduciendo la cota pedida. Finalmente, como existe C' > 0 tal que

IVl @) < ¥l 1AY[|20) < ||¢HL2 @5 ||A¢HL2
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se tiene que

T T
WO S [ Wola+ [ 1861
t t

Ahora, considere (¢, 1) solucién de (C.2). Del mismo modo, tome ¢t = ¢t € (0,37/4) y

to =1+ %. Entonces, se cumple que

E (t+ %) < E(t)

Integrando en (t, %), se tiene que

T 3T

/tTE(t) dtg/t4 E(t) dt

El resultado sobre At es anédlogo usando V (t) en lugar de E(t).

Por otro lado, de (C.6) integrando entre t; =t y to = T, se puede deducir que

T
1
WO S [ 5176 e ds
t

deduciendo la cota pedida. Finalmente, como existe C' > 0 tal que

V2] 7200 < CllAY| 720

se tiene que

T
WO S [ 18],
t
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Apéndice D

Dado 8 > 1, en este apéndice se estudiard cudndo o* < fa para el peso (3.1.2)), el cual se
recordara que es de la forma:
M Imlloe _ ACK[9lloo+1(2)

(T — f)m

a(z,t) =

Esto es, analizar para qué valores t € (0,7") se cumple que

Al

T <(5 — 1)l _ geAln@le | 1) >0

Como k > 2m, basta con estudiar el siguiente problema:

(B=1p*=Pp+120, p>0
donde p = Ml Este polinomio tiene como raices

_BE(B-2)
P== 560

es decir,
1
== =1.

Por lo que basta con pedir que
p = méx{p_,ps}

NS In (ml’n{l, ﬁ})

B [17]]oc

esto es,

, seria necesario pedir que

N

Por ejemplo, para g =
In2

A >
[171lo0
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Apéndice E

Esta seccién estd dedicada a demostrar el Corolario y el Lema4.1.2

Demostracion. Suponga 1) solucion del problema
Y+ A% =f en Q,
V= g—‘ﬁ =0 sobre Y,
O, T)=4r  en(,

y tome, para n € R ¢ = £™1). Note que ¢ es soluciéon de

—pe+ A% =" f —ngTHE),p + AHEMY +AVA(LY) - Vi

F2A(E") A + 4VE(EN) : V2 + 4V(E") - VAY en Q,
Y= g—i =0 sobre 3,
(- T)=0 en {2,

esto pues,

Vi = V(M) + "V

Ap = A(E")) +2V(E") - Vi + " Ay

V2 = V2(E")ih + 2V(EM) Ve + €7V

VAp = VAE" ) + AE)V + 2V3(€") - Vi
+2V2) - V(E7) + V(€AY + E"VAY

Ao = A%(EM)) + AVA(EY) - Vb + 4V3(E") - V)
+ 2A(EM) At + AV (E™) - VAY + €A%
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pr =nE o+ MYy

Notense entonces las siguientes descomposiciones,

[Vel* = V(P + VY[ + 26"V (€") - Vb (E.1)

Al = [AE P[] +A4V(E) - VYOI + €7 AY[* (E2)
+AA(E)V(E") - Vi + 26" A (") Apyp + 4E"V(E) - VP AY

V23" = [VA(EM PO + 4|V (M PIVY[* + £V (E.3)
+AVA(E)V(E) VY + 26"V (E") : VA + 48" V2V (E") VY

[VAp[* = [VAEPIYI + [AEIIVE* + 4 VA(E") VY[ (E4)
+A[VHV(ENP + [V(EP| Ay + €MV AY[?
+20(E")VAE") - Vb + 4V (EM VA(E") Vi + VAPV (") VA(E" )Y
+2VA(E") - V(E") At + 26"VA(E") - VAYY +4A(E") VA (E") Ve VY
+HAAE VAV (E VY + 28 V(") - VY AY + 26" A(E")VAY - Vi)
+8(VA(EMVY) - (VHV(E")) + 4VA(EM) V(") VYA + 4E"VE(E") VIV AY
+AVIYV(EM)V(EM)AY + 26" VIV (E)VAY + 26"V (§7) - VAYAY

[A%p|* = |A%(EM)P[Y* + 16|VAE") - VeI + 16|V (€") : VAP (E.5)
+A[AE" PIAYP + 16|V (") - VAY[ + €A% [?
+8A%(EM)VA(E") - Vb + 8A*(EM)VA(E") : VAt + AA% (€M) A(E") Ay
+8A%(EMV(E") - VA + 28%(E")E" A% + 32VA(E") - VY VA(E") : V2
+ 16VA(E™) - VYA(EM) AP + 32VA(EY) - ViV (£") - VAY + 8VA(E™) - Ve A%
+16VH(E") : VEPA(E) Ay + 32V (€") : VAUV (E") - VAY + 8V (E") : V" A™)
+16AEMAYV(E") - VAY + 4A(E")AYE" A% + 8V (€") - VAYE" A%

|0ef? = n2E21E L7 pl* + €7 [u|* + 2nE" T Enpihy (E.6)
Luego, aplicando el teorema a , se tiene
// o—25a <S6)\8£6|S0|2 1 sIACE V2 + AR A (E.7)
Q
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+ XV + s\ TAGE + 57 (1A% + [wl)

S// 87)\8576—2sa|¢|2+// 6—2504‘571.}('_”5—1&%0
wx(0,T) Q

+ AXEMY + AVA(E™) - Vi + 2A(E") A + AV2(E") - V2 + 4V(€") - VAY|*

De (E.1))-(E.5)), se puede deducir que

// 86>\8€6+2n6—25a|¢|2 :// 86>\8€66—25a|¢|2 (E.8)
Q Q

// 84)\6§4+2n6_2sa|v¢|2§// 84)\6546_28a|vg0’2+// S5>\8§5+2n€—2sa|¢|2 (E9)
Q Q Q
+// S3/\6£3+2n6723alvw‘2
Q

[ sxermeraip g [ oxgerngp s [[ o @)
Q Q Q
‘l‘// sg>\6€g+2ne—25a|vw|2+// S%)\4§%+2n6_28a|A¢|2
Q Q

// 82/\4€2+2n€—25a|v2¢|25// 82/\4526_28a|v2g0|2+// 85/\8§5+2n6_28a|@/)|2 (E.ll)
Q Q Q
+// 83/\6£3+2n623alv¢‘2+// S>\4€1+2n672sa|v2¢‘2
Q Q

// S)\2€1+2n€25a’VA¢‘2§// 8)\2§€ZSQIVA§0’2+// 85)\8€5+2n6728a’¢‘2 <E12)
Q Q Q

+// 33)\6§3+2”e_25a|v¢|2+// $%>\4f%+2n6_25a’A¢|2

Q Q

+// Sg)\4§g+2ne—25a|v2¢|2_’_// S%)\2€%+2n6—25a|vA¢|2
Q Q

// 8—15—1+2n6—2sa’A2w|2§// S_l)\_1€_2sa|A2QO|2+// 85)\8£5+2ne—2sa|¢|2 <E13)
Q Q Q
+// 83)\6£3+2n623alvw‘2+// S)\4€1+2n672sa’Aw’2
Q Q

+// S)\4£1+2n€2sayv2w‘2+// )\26725()¢IVA¢‘2
Q Q
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+// S*%é‘*%+2nef2sa‘A2w|2
Q

// S—1€—1+2n6—25a|wt|25// 3_1§_16_28a|@t|2+// 35>\8€5€—25a|(p|2
Q Q Q
+// 5_5)\_86_3+2n6_28a|¢t|2
Q

//Q &) el 5 //Q s2¢te 25 |2

S o [ et el
/ /Q e A€l < l / /Q vp——
//Q e VA" - VY* S 8_14//Q SASE 250 V|2
AN P AGE < = [ [ sixtge e Ay
Q s 1),
BT VP S [ [ sPNige e vy
Q S o

/ /Q (") VAU S 2 / /Q e g A

y, por otro lado,

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

Asi, de (E.7) y de las estimaciones (E.I))-(E.20)), se deduce que para A > C, s > C(T+T"/?),

// 6725a<86)\8£6+2n’w|2+S4)\6£4+2n‘vw‘2+83)\4£3+2n’Aw’2
Q

i 82/\4§2+2n|v2¢|2 I s/\2§1+2"|VA¢|2 n s—1§—1+2n(|A2¢|2 i |¢t|2))

S// 87)\8£7+2n623a|¢|2+// €2n€728a|f|2
wx(0,T) Q

Finalmente, el corolario se deduce de la desigualdad anterior tomando r

multiplicando por s"\".
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