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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es estudiar algunos problemas de control para ecuaciones

parabólicas en derivadas parciales de cuarto orden en dimensión espacial superior a uno

mediante el uso de estimaciones de Carleman. Estas estimaciones permiten establecer la

observabilidad de un sistema adjunto asociado al problema de control, lo que entrega el

resultado de controlabilidad deseado. En particular, se estudiaron dos tipos de problemas de

control.

En primer lugar, se estudia la existencia de controles insensibilizantes para este tipo de

ecuaciones. Considere el siguiente sistema para Ω ⊂ RN , con N ≥ 2,
yt +∆2y + ay +B · ∇y +D : ∇2y = f + v1ω en Q,

y = ∂y
∂n

= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 + τ ŷ0 en Ω,

donde Q := Ω×(0, T ), Σ := ∂Ω×(0, T ), f es un término de fuente, a, B, D son potenciales y

v es un control distribuido que actúa en un dominio de control ω ⊂ Ω. El principal objetivo es

demostrar la existencia de controles v que insensibilicen a un funcional de observación Φ(y),

el cual mide al estado del sistema, frente a pequeñas perturbaciones sobre los datos iniciales

del problema, representadas por τ ŷ0. En particular, se analizan los siguientes funcionales:

Φ1(y) =

∫∫
O×(0,T )

|∇y|2 dx dt,

Φ2(y) =

∫∫
O×(0,T )

|∇2y|2 dx dt,

Φ3(y) =

∫∫
O×(0,T )

|∆y|2 dx dt.

Mediante la combinación de dos estimaciones de Carleman para el problema adjunto,

se establecieron resultados de existencia de estos controles bajo los funcionales propuestos.

Además, se estableció la no existencia de controles insensibilizantes bajo la presencia de

potenciales poco regulares del problema.

En segundo lugar, se aborda un problema de control multiobjetivo bajo una estrategia

jerárquica. Considere el siguiente problema:
yt +∆2y + ay = F (y) + f1O en Q,

y = 0, ∂y
∂n

= ρ1v1 + ρ2v2 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,
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donde f es un control distribuido, llamado ĺıder, mientras que los controles v1, v2 son controles

frontera, denominados seguidores. El objetivo es establecer la controlabilidad a trayectorias

del sistema bajo un esquema Stackelberg-Nash, donde los controles seguidores buscan que

la solución se aproxime a ciertos objetivos locales en un equilibrio no cooperativo, mientras

que el ĺıder actúa con el fin de que el estado del sistema alcance una trayectoria objetivo

en tiempo finito. Para ello, se combinaron tres estimaciones de Carleman sobre el sistema

adjunto asociado bajo supuestos espećıficos sobre los conjuntos de observación.
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Abstract

The main objective of this thesis is to study some control problems for fourth-order

parabolic partial differential equations in spatial dimensions higher than one using Carleman

estimates. These estimates allow to establish the observability of an adjoint system associated

with the control problem, which yields the desired controllability result. In particular, two

types of control problems were studied.

First, the existence of insensitizing controls for this type of equations is studied. Consider

the following system for Ω ⊂ RN , with N ≥ 2.
yt +∆2y + ay +B · ∇y +D : ∇2y = f + v1ω in Q,

y = ∂y
∂n

= 0 on Σ,

y(·, 0) = y0 + τ ŷ0 in Ω,

where Q := Ω × (0, T ), Σ := ∂Ω × (0, T ), f is a source term, a, B, D are potentials, and

v is a distributed control acting in a control domain ω ⊂ Ω. The main goal is to prove the

existence of controls v that insensitize an observation functional Φ(y), which measures the

system state, against small perturbations of the initial data of the problem, represented by

τ ŷ0. In particular, the following functionals are analysed:

Φ1(y) =

∫∫
O×(0,T )

|∇y|2 dx dt,

Φ2(y) =

∫∫
O×(0,T )

|∇2y|2 dx dt,

Φ3(y) =

∫∫
O×(0,T )

|∆y|2 dx dt.

By combining two Carleman estimates for the adjoint problem, existence results for these

controls were established under the proposed functionals. Furthermore, the non-existence

of insensitizing controls was established in the presence of low-regularity potentials in the

problem.

Second, a multi-objective control problem is addressed under a hierarchical strategy.

Consider the following problem:
yt +∆2y + ay = F (y) + f1O in Q,

y = 0, ∂y
∂n

= ρ1v1 + ρ2v2 on Σ,

y(·, 0) = y0 in Ω,

where f is a distributed control, called the leader, while the controls v1, v2 are boundary

controls, termed followers. The objective is to establish the trajectory controllability of
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the system under a Stackelberg-Nash scheme, where the followers aim to steer the solution

towards certain local targets in a non-cooperative equilibrium, while the leader acts so that

the system state reaches a target trajectory in a finite time. To this end, three Carleman

estimates were combined for the associated adjoint system under specific assumptions

regarding the observation sets.
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matemáticas y que siempre tuvo una gran paciencia y disposición para explicarme y ayudarme en

sacar este trabajo adelante.

Quiero agradecer a mis amigos del pregrado: Ignacio, Tomás, Wolfgang y Renata, con quienes
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2.1. Controlabilidad en dimensión finita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2. Controlabilidad en dimensión infinita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3. Controlabilidad de la ecuación del calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Un sistema de control es un sistema en evolución, en el cual se puede influir a través de

ciertos controles. En términos generales, un sistema de control se puede escribir de la siguiente

forma
dy

dt
= F (t, y, u), (1.1.1)

donde y es el estado del sistema, el cual es una función del tiempo y : [0, T ] → X , con X un

espacio de Banach, correspondiente al conjunto de posibles estados del sistema. A su vez, u

es llamado el control, el cual es una función u : [0, T ] → U donde U es también un espacio de

Banach, correspondiente al conjunto de controles admisibles. En general, se pedirá también

que el sistema esté bien puesto para cada control u.

La Teoŕıa de Control se encarga de estudiar esta clase de problemas, buscando respuestas

a ciertas preguntas que nos podemos hacer. Por ejemplo, dada cualquier condición inicial

y0, ¿es posible dirigir al sistema a cualquier otro estado posible? De no ser aśı, ¿existirá

una clase de estados a los cuales podemos dirigir el sistema? ¿Se puede realizar el proceso

de control en un tiempo arbitrario? Estas son preguntas clásicas en la teoŕıa de control, y

existe una extensa literatura estudiando diversos casos. No obstante, la respuesta a estas

preguntas depende fuertemente de la naturaleza de la ecuación estudiada. Por ejemplo, en

los sistemas no lineales, las propiedades de controlabilidad suelen ser solo locales, esto es,

el punto de inicio debe estar cerca del punto final. Por otro lado, las ecuaciones parabólicas

poseen efectos regularizantes que les impiden alcanzar estados finales arbitrarios.

De hecho, la relevancia de los problemas de control se extiende incluso a problemas de

la vida cotidiana. Considérese, por ejemplo, el problema de aclimatar una habitación, y
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usted dispone de un dispositivo para influir en la temperatura de la habitación, como un

aire acondicionado. Entonces, su objetivo es lograr una cierta distribución de temperatura

deseada en un tiempo T > 0. Este es un modelo muy sencillo cuya formulación matemática

está bien estudiada con las herramientas que proporciona la Teoŕıa de Control.

En la presente tesis se trabajará con ecuaciones parabólicas de cuarto orden en dimensión

superior a uno. Este tipo de ecuaciones surge también en aplicaciones reales. Por ejemplo,

en [22], los autores modelan el crecimiento epitaxial de peĺıculas finas a escala nanométrica,

modelado por la ecuación
yt +∆2y −∇ · f(∇y) = g en Q,
∂y
∂n

= ∂∆y
∂n

= 0, sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(1.1.2)

donde Ω = (0, L)2, L > 0, Q = Ω × (0, T ), Σ = ∂Ω × (0, T ), y0 ∈ L2(Ω), f ∈ C1(R2,R2)

y g ∈ L2(Q). En este contexto, y representa la altura de una peĺıcula a escala, el término

∆2y es un término de difusión superficial impulsado por capilaridad y g denota el flujo de

deposición de material.

En [19] los autores estudiaron el siguiente sistema:
ut +∇ ·

(
|∇∆u|p(x)−2∇∆u

)
= f(x, u) en Q,

u = ∆u = 0 sobre Σ,

u(·, 0) = 0 en Ω,

(1.1.3)

donde f es un término de fuente no lineal y p es una función continua tal que 1 < p(x) <∞
para todo x ∈ Ω. Estos modelos también surgen de problemas f́ısicos, como en dinámica de

fluidos electrorreológicos o en procesamiento de imágenes. Por ejemplo, en [27] se utiliza esta

clase de modelos para eliminar el ruido de imágenes médicas. De hecho, en el caso p = 2, se

recupera la ecuación de Cahn-Hilliard.

En ambos casos se usan modelos de cuarto orden, lo que motiva a estudiar este tipo

de ecuaciones. En particular, esta tesis abordará dos tipos de problemas de control para

ecuaciones parabólicas de cuarto orden: control insensibilizante y control jerárquico.

En primer lugar, los problemas de control insensibilizante, como su nombre indica, consisten

en la búsqueda de controles que hagan que cierto funcional de observación que mide a la

solución de la ecuación sea insensible frente a pequeñas perturbaciones en las condiciones

iniciales del problema. Este tipo de problemas fue introducido por Jacques-Louis Lions,

motivado por las dificultades existentes en la determinación de los datos de un problema

aplicado.

12



En segundo lugar, los problemas de control jerárquico son, básicamente, problemas

multiobjetivo, donde tenemos varios controles actuando a la vez en la ecuación con,

posiblemente, objetivos distintos. En este trabajo se estudiará una clase particular de este

tipo de problemas, donde los controles siguen una estrategia denominada Stackelberg-Nash.

En esta, ciertos controles toman el rol de ĺıderes, los cuales buscan llevar al estado del sistema

a una cierta condición final en tiempo T > 0, mientras que otros controles asumen el rol de

seguidores, los que buscan que la solución minimice su distancia respecto a ciertos objetivos

locales, supeditados a la acción del control ĺıder en la solución.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

El presente caṕıtulo tiene como fin establecer los fundamentos teóricos necesarios para

comprender la controlabilidad de ecuaciones parabólicas de cuarto orden. Para ello, se

realizará una revisión de los conceptos fundamentales de la Teoŕıa de Control, desde sistemas

en dimensión finita hasta aquellos en dimensión infinita, correspondientes al estudio de

Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs).

En particular, se utilizará la ecuación del calor como ejemplo ilustrativo para introducir

nociones básicas de controlabilidad en ecuaciones parabólicas. Esto caso busca ilustrar

el procedimiento general al momento de demostrar un resultado de controlabilidad para

estas ecuaciones. Además, se verá el rol fundamental que desempeñan las Desigualdades de

Carleman para demostrar estos resultados.

Finalmente, se enunciarán las herramientas fundamentales que se utilizarán para el

desarrollo de los teoremas centrales de esta tesis.

2.1. Controlabilidad en dimensión finita

Primero, se estudiará la controlabilidad para el caso finito. Considérese, para N ∈ N, el
siguiente sistema lineal autónomo de control:{

x′ = Ax+Bu para 0 ≤ t ≤ T,

x(0) = x0,
(2.1.1)

donde x0 ∈ RN es la condición inicial del sistema y u ∈ L2(0, T )M es un control que actúa

en el sistema, con 0 < M ≤ N . Además, suponga A ∈ RN×N y B ∈ RN×M . A continuación,

se recuerdan las definiciones de controlabilidad y de conjunto de accesibilidad.
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Definición 2.1.1. Se denotará por R(x0, T ) al conjunto de puntos accesibles por el sistema

a partir de la condición inicial x0 ∈ RN en tiempo T > 0, el cual se define como:

R(x0, T ) =
{
x1 = xu(T ); u ∈ L2(0, T )M

}
,

donde xu es la solución de (2.1.1) asociada a un control u.

Definición 2.1.2. Se dirá que el sistema (2.1.1) es controlable en tiempo T > 0 si para toda

condición inicial x0 ∈ RN , se tiene que R(x0, T ) = RN . Esto es, para todo x0, x1 ∈ RN , existe

un control u ∈ L2(0, T )M tal que la solución x del sistema (2.1.1) asociado a x(0) = x0 y u

cumple que x(T ) = x1.

El siguiente teorema es central en la teoŕıa de control de sistemas dinámicos autónomos,

puesto que nos entrega una caracterización de la controlabilidad del sistema (2.1.1) mediante

el siguiente criterio de Kalman.

Teorema 2.1.1. El sistema (2.1.1) es controlable en tiempo T > 0 si y sólo si el par (A,B)

verifica

rango(B,AB,A2B, . . . , AN−1B) = N.

Otra forma de mostrar la controlabilidad exacta del problema es a través de un método

de dualidad. Para ello, considere el siguiente sistema adjunto (2.1.1):{
−φt + A∗φ = 0 para 0 ≤ t ≤ T,

φ(T ) = φT ,
(2.1.2)

con φT ∈ RN . El siguiente teorema caracteriza la controlabilidad exacta del sistema (2.1.1)

verificando que se satisface cierta desigualdad, llamada desigualdad de observabilidad :

Teorema 2.1.2. El sistema (2.1.1) es controlable en tiempo T > 0 si y sólo si existe una

constante C > 0 independiente de φ de modo que

∥φ(0)∥2RN ≤ C

∫ T

0

|B∗φ|2 dt, ∀φT ∈ RN ,

donde φ es la solución del sistema (2.1.2).

Esta forma de proceder suele llamarse ”Hilbert Uniqueness Method”, introducido por

Jacques-Louis Lions, donde trasladamos la propiedad de controlabilidad de (2.1.1) a la

observabilidad de un problema asociado (2.1.2). Este método es bastante utilizado en la

literatura, puesto que también es utilizable en sistemas de dimensión infinita.

No obstante, las propiedades de controlabilidad en dimensión infinita son más complicadas.

Por ejemplo, las ecuaciones parabólicas en derivadas parciales, como la ecuación del calor, no

son controlables de forma exacta, debido al efecto regularizante intŕınseco de sus operadores.
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2.2. Controlabilidad en dimensión infinita

De ahora en adelante, se supondrá sque

H y U son espacios de Hilbert.

A : D(A) ⊂ H → H es un operador no acotado.

B : U → H es un operador acotado.

y considérese el siguiente sistema lineal{
y′(t) + Ay(t) = Bu(t) para 0 ≤ t ≤ T,

y(0) = y0,
(2.2.1)

con y0 ∈ H. Se quiere establecer la controlabilidad nula del problema (2.2.1), esto es,

encontrar un control u ∈ L2(0, T ;U) tal que y(T ) = 0. Para ello, se empleará el método

HUM (Hilbert Uniqueness Method), el cual requiere introducir el siguiente sistema adjunto

aociado a (2.2.1): {
−φ′(t) + A∗φ(t) = 0 para 0 ≤ t ≤ T,

φ(T ) = φT ,
(2.2.2)

donde A∗ es el operador adjunto a A. A partir de la estructura de estos sistemas, se puede

deducir la siguiente identidad:

(y0, φ(0))H +

∫ T

0

(u(t), B∗φ(t))U dt = (y(T ), φT )H , ∀φT ∈ H. (2.2.3)

Nótese que si u es control tal que∫ T

0

(u(t), B∗φ(t))U dt+ (y0, φ(0))H = 0 ∀φT ∈ H, (2.2.4)

entonces (y(T ), φT )H = 0, ∀φT ∈ H. En consecuencia, se obtendŕıa que y(T ) = 0. Aśı, para

que se satisfaga la propiedad (2.2.4), se introduce el siguiente funcional:

J(φT ) =
1

2

∫ T

0

∥B∗φ(t)∥2U dt+ (y0, φ(0))H . (2.2.5)

Nótese que (2.2.5) satisface que

DJ(φ̂T )(φT ) =

∫ T

0

(B∗φ̂(t), B∗φ(t))U dt+ (y0, φ(0))H .
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Si φ̂T es un valor óptimo para J , entonces su derivada de Fréchet en dicho valor se debe

anular. Esto es, ∫ T

0

(B∗φ̂(t), B∗φ(t))U dt+ (y0, φ(0))H = 0 ∀φT ∈ H.

Definiendo û = B∗φ̂, se tendrá la condición (2.2.4), por lo que y(T ) = 0 tomando tal

control. La existencia de este minimizador φ̂ estará garantizada si J satisface las siguientes

propiedades:

J : H → R sea continuo.

J sea convexo.

Exista C > 0 tal que para todo φT ∈ H, la solución φ de (2.2.2) verifique la siguiente

desigualdad:

∥φ(0)∥2H ≤ C

∫ T

0

∥B∗φ(t)∥2U dt, (2.2.6)

lo que asegurará la coercividad del funcional J . Esta condición suele llamarse

desigualdad de observabilidad.

Además, nótese que el control û cumple

∥û∥L2(0,T ;H) ≤ ∥y0∥H ,

cuya cota se obtiene a partir de (2.2.3) y (2.2.6).

En la práctica, el principal desaf́ıo al estudiar la controlabilidad de un problema

corresponde a demostrar o refutar la veracidad de (2.2.6). Para ello, una de las

herramientas más potentes y ampliamente utilizadas son las Desigualdades de Carleman.

Estas corresponden a estimaciones de enerǵıa (pesadas) de la solución de una ecuación en

términos de observaciones locales y de los datos del problema, siguiendo una estructura similar

a (2.2.6). Estas desigualdades constituyen una v́ıa robusta para demostrar las desigualdades

de observabilidad.

A continuación, nos interesará estudiar un problema t́ıpico de control, correspondiente

a la controlabilidad a trayectorias de la ecuación del calor. Este es un clásico ejemplo de

controlabilidad para ecuaciones parabólicas, donde las desigualdades de Carleman jugarán

un rol esencial.
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2.3. Controlabilidad de la ecuación del calor

Considere Ω ⊂ RN un dominio abierto de clase C2 y ω ⊂⊂ Ω un subdominio abierto y no

vaćıo denominado dominio de control. Considérese la ecuación


yt −∆y = u1ω en Q := Ω× (0, T ),

y = 0 sobre Σ := ∂Ω× (0, T ),

y(0, ·) = y0 en Ω,

(2.3.1)

donde y0 ∈ L2(Ω) es la condición inicial y u ∈ L2(ω × (0, T )) es el control.

Haciendo una analoǵıa con el introducido previamente, aqúı A = −∆, B : v 7→ v1ω,

H = L2(Ω) y U = L2(ω× (0, T )). Para ecuacione parabólicas, se suele considerar la siguiente

noción de control:

Definición 2.3.1. Se dirá que (2.3.1) es controlable a trayectorias en tiempo T > 0 si, para

todo y0 ∈ L2(Ω), existe un control u ∈ L2(ω×(0, T )) tal que la solución y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))∩

C([0, T ], L2(Ω)) satisface que

y(·, T ) = y(·, T ) en Ω,

donde y es la solución del sistema no controlado asociado a una condición inicial y0 ∈ L2(Ω).

Observación 2.3.1. Debido a la linealidad del sistema (2.3.1), la controlabilidad a

trayectorias es equivalente a la controlabilidad nula.

Teorema 2.3.1. El sistema (2.3.1) es controlable a cero para todo y0 ∈ L2(Ω). Es decir,

existe un control u ∈ L2(ω × (0, T )) tal que y(·, T ) = 0.

La demostración del Teorema 2.3.1 utiliza el método HUM, trasladando el problema a la

observabilidad dle siguiente problema adjunto:
−φt −∆φ = 0 en Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = φT en Ω.

(2.3.2)

Lema 2.3.1 (Desigualdad de Observabilidad). Existe una constante C > 0 tal que la solución

del sistema (2.3.2) satisface la siguiente desigualdad de observabilidad:

∥φ(0)∥2L2(Ω) ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2 dx dt.
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El Lema 2.3.1 garantiza la coercividad del siguiente funcional

J(φT ) =
1

2

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2 dx dt+
∫
Ω

y0 φ(x, 0) dx.

el cual además es continuo y estrictamente convexo. En consecuencia, J admite un único

mı́nimo φ̂T , de modo que û = φ̂1ω es un control tal que y(·, T ) = 0, para φ̂ solución del

sistema (2.3.2) con condición inicial φ̂T .

Para obtener la estimación del Lema (2.3.1), se recurre a una desigualdad de Carleman.

Para introducirla, será necesario contar con la siguiente función:

Lema 2.3.2 (Véase [14]). Sea ω0 ⊂⊂ Ω un conjunto abierto no vaćıo. Entonces, existe

η ∈ C2(Ω) tal que

η > 0 en Ω, η ≡ 0 en ∂Ω, |∇η| > 0 en Ω\ω0.

A partir de η, se definen las siguientes funciones de peso para m > 1 y λ > 0:

α(x, t) =
e2λm∥η∥∞ − eλ(m∥η∥∞+η(x))

t(T − t)
, ξ(x, t) =

eλ(m∥η∥∞+η(x))

t(T − t)
, ∀(x, t) ∈ Q. (2.3.3)

En [14] se demuestra la siguiente desigualdad de Carleman:

Lema 2.3.3. Sea q0 ∈ L2(Ω) y f ∈ L2(Q). Considere el siguiente sistema:
qt −∆q = f en Q,

q = 0 sobre Σ,

q(·, T ) = q0 en Ω.

Existe C1 = C1(Ω, ω) tal que para todo λ ≥ λ1(Ω, ω) y s ≥ C(Ω, ω)(T + T 2),∫∫
Q

e−2sα
(
s−1ξ−1(|qt|2 + |∆q|2) + sλ2ξ|∇q|2 + s3λ4ξ3|q|2

)
≤ C1

(∫∫
ω×(0,T )

s3λ4ξ3e−2sα|q|2 dx dt+
∫∫

Q

e−2sα|f |2 dx dt
)
. (2.3.4)

Observación 2.3.2. Para demostrar que esta estimación de Carleman efectivamente implica

la desigualdad de observabilidad (2.3.1), nótese que

e−2s1αt−3(T − t)−3 ≥ e−2C(1+ 1
T
) 1
T 6 en Ω×

(
T
4
, 3T

4

)
.

e−2s1αt−3(T − t)−3 ≤ e−C(1+ 1
T
) 1
T 6 en Ω× (0, T ).
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Toda solución φ de (2.3.2) verifica

∥φ(0)∥2L2(Ω) ≤
2

T

∫ 3T
4

T
4

∥φ(t)∥2L2(Ω) dt.

Con esto se puede deducir la siguiente desigualdad:

∥φ(0)∥2L2(Ω) ≤
Ce

C
T

T

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2 dx dt.

El Lema (2.3.3) se puede probar siguiendo los siguientes pasos

Cambio de Variables:

Dados ω0 ⊂⊂ ω′ ⊂⊂ ω, se define

ψ = e−sαq,

de modo que ψ satisface la siguiente identidad:

M1ψ +M2ψ = e−sαf, (2.3.5)

con

M1ψ = −2sλ2ξ|∇η|2ψ − 2sλξ∇η · ∇ψ + ψt,

M2ψ = s2λ2ξ2|∇η|2ψ +∆ψ + sαtψ.

Con ello,

∥M1ψ∥2L2(Q) + ∥M2ψ∥2L2(Q) + 2⟨M1ψ,M2ψ⟩L2(Q) = ∥e−sαf∥2L2(Q),

de modo que se quiere estimar el conmutador ⟨M1ψ,M2ψ⟩L2(Q).

Cálculo de ⟨M1ψ,M2ψ⟩L2(Q)

Tras múltiples integraciones por partes, se pueden obtener la siguientes estimaciones

para s ≥ C(Ω, ω)(T + T 2) y λ ≥ C(Ω, ω).

• ⟨M1ψ, (M2ψ)1⟩L2(Q) ≥ C

∫∫
Q

s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt− C

∫∫
ω′×(0,T )

s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt,

• ⟨M1ψ, (M2ψ)2⟩L2(Q) ≥ C

∫∫
Q

sλ2ξ|∇ψ|2 dx dt− C

∫∫
Q

s2λ4ξ2|ψ|2 dx dt

− C

∫∫
ω′×(0,T )

sλ2ξ|∇ψ|2 dx dt,
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• ⟨M1ψ, (M2ψ)3⟩L2(Q) ≥ −C
∫∫

Q

s3λ2ξ3|ψ|2 dx dt,

deduciéndose lo siguiente

∥M1ψ∥2L2(Q) + ∥M2ψ∥2L2(Q) +

∫∫
Q

(
sλ2ξ|ψ|2 dx dt+ s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt

)
≤ C

(∫∫
Q

e−2sα|f |2 dx dt+
∫∫

ω′×(0,T )

sλ2ξ|∇ψ|2 dx dt+
∫∫

ω′×(0,T )

s3λ4ξ3e−2sα|ψ|2 dx dt
)
.

Conclusión:

Para añadir los términos |∆ψ|2 y |ψt|2, se utiliza la ecuación (2.3.5), de modo que

•
∫∫

Q

s−1ξ−1|ψt|2 dx dt ≤ C

(∫∫
Q

sλ2ξ|∇ψ|2 dx dt+
∫∫

Q

sλ4ξ|ψ|2 dx dt+ ∥M1ψ∥2L2(Q)

)
,

•
∫∫

Q

s−1ξ−1|∆ψ|2 dx dt ≤ C

(∫∫
Q

s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt+
∫∫

Q

sT 2ξ3|ψ|2 dx dt+ ∥M2ψ∥2L2(Q)

)
.

Finalmente, para acotar el término local de∇ψ, se utiliza una función cut-off θ ∈ C∞
c (ω)

tal que θ ≡ 1 en ω′, 0 ≤ θ ≤ 1. Tras varias integraciones por partes, se tendrá que∫∫
ω′×(0,T )

sλ2ξ|∇ψ|2 dx dt ≤
∫∫

ω×(0,T )

θsλ2ξ|∇ψ|2 dx dt

≤ ε

∫∫
ω×(0,T )

s−1ξ−1|∆ψ|2 dx dt

+ C

(∫∫
ω×(0,T )

s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt+
∫∫

ω×(0,T )

sλ4ξ|ψ|2 dx dt
)

Aśı, se deduce la siguiente desigualdad:∫∫
Q

s−1ξ−1
(
|ψt|2 + |∆ψ|2

)
dx dt+

∫∫
Q

sλ2ξ|∇ψ|2 dx dt+
∫∫

Q

s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt

≤
(∫∫

Q

e−2sα|f |2 dx dt+
∫∫

ω×(0,T )

s3λ4ξ3|ψ|2 dx dt
)
.

Finalmente, se concluye volviendo a la variable original q.

2.4. La ecuación parabólica de cuarto orden

De ahora en adelante, considérese Ω ⊂ RN , con N ≥ 2 un dominio abierto con borde ∂Ω

regular, ω ⊂⊂ Ω un subdominio abierto y no vaćıo, y T > 0. Se denotará por Q := Ω× (0, T )
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y Σ := ∂Ω× (0, T ). Considérese el siguiente sistema de control:
yt +∆2y = v1ω en Q,

y = ∂y
∂n

= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(2.4.1)

con y0 ∈ L2(Ω) la condición inicial y v ∈ L2(ω × (0, T )) el control.

2.4.1. Existencia y regularidad de soluciones

En el desarrollo de esta tesis se trabajará con sistemas parabólicos de cuarto orden. Por

ello, será necesario contar con resultados de existencia y regularidad de soluciones para este

tipo de ecuaciones.

Proposición 2.4.1. Sean F ∈ L2(Q) y z0 ∈ H2
0 (Ω). Considere el problema

zt +∆2z + az +B · ∇z +D : ∇2z = F en Q,

z = ∂z
∂n

= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = z0 en Ω,

(2.4.2)

donde a ∈ L∞(Q), B ∈ L∞(Q)N y D ∈ L∞(Q)N×N . Entonces, existe una única solución

z ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H4(Ω) ∩ H2
0 (Ω)) ∩ C(0, T ;H2(Ω)). Además, existe C > 0 tal

que

∥z∥H1(0,T ;L2(Ω)) + ∥z∥L2(0,T ;H4(Ω)) + ∥z∥C0(0,T ;H2(Ω)) ≤ eCK
(
∥F∥L2(Q) + ∥z0∥H2(Ω)

)
,

donde

K = 1 + T
(
∥a∥∞ + ∥B∥

4
3∞ + ∥D∥2∞

)
+ ∥a∥2∞ + ∥B∥2∞ + ∥D∥2∞.

Demostración. Multiplicando (2.4.2) por z e integrando en Ω, se obtiene

1

2

∫
Ω

|z|2 +
∫
Ω

|∆z|2 +
∫
Ω

(
a|z|2 +B · ∇z z +D : ∇2z z

)
=

∫
Ω

Fz.

Nótese las siguientes estimaciones:

•
∣∣∣∣∫

Ω

a|z|2
∣∣∣∣ ≤ ∥a∥∞∥z∥2L2(Ω),

•
∣∣∣∣∫

Ω

B · ∇z z
∣∣∣∣ ≤ ∥B∥∞∥z∥H1(Ω)∥z∥L2(Ω) ≤ ∥B∥∞∥z∥

3
2

H2(Ω)∥z∥
1
2

L2(Ω) ≤ ε∥z∥2H2(Ω) + C∥B∥
4
3∞∥z∥2L2(Ω),
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•
∣∣∣∣∫

Ω

D : ∇2z z

∣∣∣∣ ≤ ∥D∥∞∥z∥H2(Ω)∥z∥L2(Ω) ≤ ε∥z∥2H2(Ω) + C∥D∥2∞∥z∥2L2(Ω),

•
∣∣∣∣∫

Ω

Fz

∣∣∣∣ ≤ ε∥z∥2L2(Ω) + C∥F∥2L2(Ω).

Además, nótese que existe Cp(Ω) > 0 tal que para todo u ∈ H2
0 (Ω),

∥z∥2H2(Ω) ≤ Cp(Ω)

∫
Ω

|∆u|2.

Por lo tanto, para 0 < ε < Cp,

∂t∥z∥2L2(Ω) + ∥z∥2H2(Ω) ≤ C
(
∥F∥2L2(Ω) + (∥a∥∞ + ∥B∥

4
3∞ + ∥D∥2∞)∥z∥2L2(Ω)

)
. (2.4.3)

Denote K1 = ∥a∥∞ + ∥B∥
4
3∞ + ∥D∥2∞. De (2.4.3), se deduce que

∂t∥z(t)∥2L2(Ω) − CK1∥z(t)∥2L2(Ω) ≤ C∥F (t)∥2L2(Ω).

Luego, usando el multiplicador e−CK1t, se tiene lo siguiente

∂t

(
e−CK1t∥z(t)∥2L2(Ω)

)
≤ C∥F (t)∥2L2(Ω).

Integrando en (0, t), se deduce la siguiente cota uniforme:

∥z(t)∥2L2(Ω) ≤ eC(1+K1T )
(
∥F∥2L2(Q) + ∥z0∥2L2(Ω)

)
, ∀t ∈ [0, T ]. (2.4.4)

Aśı, usando (2.4.3) y (2.4.4), se cumple que

∥z∥2L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ eC(1+K1T )
(
∥F∥2L2(Q) + ∥z0∥2L2(Ω)

)
. (2.4.5)

Por otro lado, multiplicando la ecuación (2.4.2) por ∆2z e integrando por partes, se tiene

lo siguiente:

1

2

∫
Ω

|∆z|2 +
∫
Ω

|∆2z|2 +
∫
Ω

(
az∆2z +B · ∇z∆2z +D : ∇2z∆2z

)
=

∫
Ω

F ∆2z.

Usando las siguientes estimaciones,

•
∣∣∣∣∫

Ω

az∆2z

∣∣∣∣ ≤ C∥a∥2∞∥z∥2L2(Ω) + ε∥∆2z∥2L2(Ω),
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•
∣∣∣∣∫

Ω

B · ∇z∆2z

∣∣∣∣ ≤ C∥B∥2∞∥z∥2H1(Ω) + ε∥∆2z∥2L2(Ω),

•
∣∣∣∣∫

Ω

D : ∇2z∆2z

∣∣∣∣ ≤ C∥D∥2∞∥z∥2H2(Ω) + ε∥∆2z∥2L2(Ω),

•
∣∣∣∣∫

Ω

F ∆2z

∣∣∣∣ ≤ C∥F∥2L2(Ω) + ε∥∆2z∥2L2(Ω),

y denotando K2 = ∥a∥2∞ + ∥B∥2∞ + ∥D∥2∞, se deduce, para 0 < ε < 1,

∂t∥∆z(t)∥2L2(Ω) + ∥∆2z(t)∥2L2(Ω) ≤ CK2∥z∥2H2(Ω). (2.4.6)

Integrando (2.4.6) en (0, t) y usando (2.4.4) se tiene la siguiente desigualdad:

∥∆2z∥2L2(Q) ≤ CK2∥z∥2L2(0,T ;H2(Ω))

≤ eC(1+K1T+K2)
(
∥F∥2L2(Q) + ∥z0∥2H2(Ω)

)
. (2.4.7)

Multiplicando la ecuación por zt, se deduce también la siguiente desigualdad:

∥zt(t)∥2L2(Ω) ≤ C
(
∥∆2z(t)∥2L2(Ω) +K2∥z∥2H2(Ω) + ∥F∥2L2(Ω)

)
.

Usando (2.4.5), (2.4.6), (2.4.7) en la anterior desigualdad e integrando en (0, T ), se deduce

la siguiente cota,

∥z∥2H1(0,T ;L2(Ω)) ≤ eC(1+K1T+K2)
(
∥F∥2L2(Q) + ∥z0∥2H2(Ω)

)
. (2.4.8)

Usando regularidad eĺıptica junto con (2.4.5) y (2.4.8), también se tiene que

∥z∥2L2(0,T ;H4(Ω)) ≤ C
(
∥zt∥2L2(Q) + ∥F∥2L2(Q) +K2∥z∥2L2(0,T ;H2(Ω)

)
≤ eC(1+K1T+K2)

(
∥F∥2L2(Q) + ∥z0∥2H2(Ω)

)
. (2.4.9)

Además (véase [25]),

∥z∥2C0(0,T ;H2(Ω)) ≤ C
(
∥z∥2H1(0,T ;L2(Ω)) + ∥z∥2L2(0,T ;H4(Ω))

)
(2.4.10)

Aśı, de (2.4.8), (2.4.9) y (2.4.10) se concluye el resultado deseado.

Observación 2.4.1. La Proposición (2.4.1) también es válida si se consideran las

condiciones de borde z = ∆z = 0.
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2.5. Desigualdad de Carleman para la ecuación

parabólica de cuarto orden

En esta sección, enunciaremos algunas desigualdades de Carleman disponibles para

ecuaciones parabólicas de cuarto orden. Partiremos haciendo una revisión de los resultados

disponibles en una dimensión, con el fin de compararlos con los disponibles en dimensión

superior a uno.

2.5.1. Desigualdad de Carleman en una dimensión

Considérese la siguiente ecuación de Kuramoto-Sivashinsky:
ut + uxxxx + λuxx = f en Q := (0, L)× (0, T ),

u(0, t) = u(L, t) = 0 en (0, T ),

ux(0, t) = ux(L, t) = 0 en (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) en (0, L),

(2.5.1)

donde f ∈ L2(Q). Para establecer la desigualdad de Carleman, considérese ω0 ⊂⊂ (0, L) y

η ∈ C4([0, L]) tal que

η > 0 en Ω, η(0) = η(L) = 0, |η′(x)| > 0 ∀x ∈ [0, L]\ω0.

Para λ > 0 y m ∈ R+, se definen

α(x, t) =
e4λ∥η∥L∞(0,L)

tm(T − t)m
− ξ(x, t), ξ(x, t) =

e2λ∥η∥L∞(0,L)+λη(x)

tm(T − t)m
, ∀(x, t) ∈ Q.

Proposición 2.5.1 (Véase [15, 30, 11]). Sean ω0 ⊂⊂ ω, m ≥ 1/3 y λ0 ≥ 1. Existe C(L, ω) >

0 tal que para todo λ ≥ λ0 y s ≥ C(Tm + T 2m),∫∫
Q

e−2sα
(
s7λ8ξ7|u|2 + s5λ6ξ5|ux|2 + s3λ4ξ3|uxx|2 + sλ2ξ|uxxx|2

+ s−1ξ−1(|ut|2 + |uxxxx|2)
)
dx dt ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|u|2 dx dt+
∫∫

Q

e−2sα|f |2 dx dt,

para toda solución u de (2.5.1).

La primera estimación de Carleman obtenida para ecuaciones parabólicas de cuarto orden

en dimensión uno fue en [10] con m = 1, estableciendo un resultado de controlabilidad local
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a trayectorias para la ecuación de Kuramoto-Sivashinsky con controles frontera de la forma:
yt + yxxxx + λyxx + yyx = 0 en (0, 1)× (0,+∞),

y(0, t) = h1(t), y(1, t) = 0 para t ∈ (0,+∞),

yx(0, t) = h2(t), yx(1, t) = 0 para t ∈ (0,+∞),

donde λ > 0 y h1, h2 son controles frontera.

Luego, en [30] se estableció una estimación de Carleman con observación interior,

mostrando un resultado de controlabilidad nula para el problema semilineal de una ecuación

parabólica de cuarto orden, de la forma:
yt + yxxxx + f(y) = h1ω en (0, 1)× (0,+∞),

y(0, t) = y(1, t) = 0 para t ∈ (0,+∞),

yx(0, t) = yx(1, t) = 0 para t ∈ (0,+∞),

y(0, ·) = y0, en (0, 1),

(2.5.2)

con y0 ∈ L2(0, 1) y f : R → R una función globalmente Lipschitz. Posteriormente, esta

estimación fue mejorada en [15], estableciendo la existencia de controles insensibilizantes

cuando f es una no linealidad superlineal.

En [11] se estableció la estimación de Carleman presentada en la Proposición 2.5.1.

En este art́ıculo se estableció un resultado de controlabilidad nula para una ecuación de

Kuramoto-Sivashinsky estabilizada del estilo:

ut + γuxxxx + uxxx + auxx + uux = vx + h1ω en (0, 1)× (0, T ),

vt − Γvxx + cvx = ux en (0, 1)× (0, T ),

u(0, t) = u(1, t) = 0 para t ∈ (0, T ),

ux(0, t) = ux(1, t) = 0 para t ∈ (0, T ),

v(0, t) = v(1, t) = 0 para t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) en x ∈ (0, 1),

donde a, γ,Γ ∈ R+ y c ∈ R. En particular, establecieron la existencia de controles h tales

que u(·, T ) = v(·, T ) = 0.

Esta estimación fue utilizada posteriormente en [8, 9] para mostrar la controlabilidad

jerárquica de la ecuación de Kuramoto-Sivashinsky usando una estrategia Stackelberg-Nash

con ĺıder distribuido y seguidores distribuidos y frontera, respectivamente.

También, en [6], estudiaron la controlabilidad a trayectorias de la ecuación de

26



Kuramoto-Sivashinsky en un sistema de la forma:

yt + yxxxx + yxxx + ayxx + yyx = zx en (0, L)× (0, T ),

zt − Γzxx + czx = yx + v1ω en (0, L)× (0, T ),

y(0, t) = y(L, t) = 0, para t ∈ (0, T ),

yx(0, t) = yx(L, t) = 0 para t ∈ (0, T ),

y(x, 0) = y0(x), z(x, 0) = z0(x) para x ∈ (0, L),

donde a, γ,Γ ∈ R+ y c ∈ R. Nótese que el resultado se obtuvo a través de la acción de un

control actuando sólo en la ecuación del calor.

Finalmente, en [7] se estudió el costo de controlar a cero una ecuación parabólica de cuarto

orden a través de controles frontera, bajo la presencia de coeficientes de difusión y transporte.

2.5.2. Desigualdad de Carleman en dimensión superior a uno con

condiciones de frontera homogéneas

Considérese la siguiente ecuación de cuarto orden en Ω ⊂ RN , con N ≥ 2:
−φt +∆2φ = f en Q := Ω× (0, T ),

φ = ∂φ
∂n

= 0 para Σ := ∂Ω× (0, T ),

φ(·, T ) = φT en Ω,

(2.5.3)

donde f ∈ L2(Q). Para establecer la desigualdad de Carleman, considérese ω0 ⊂⊂ Ω y

η ∈ C4(Ω) tal que

η > 0 en Ω, η|∂Ω = 0, |∇η| > 0 en Ω\ω0.

Para λ > 0, defina las siguientes funciones de peso:

α(x, t) =
e4λ∥η∥∞ − eλ(2∥η∥∞+η(x))

t1/2(T − t)1/2
, ξ(x, t) =

eλ(2∥η∥∞+η(x))

t1/2(T − t)1/2
, ∀(x, t) ∈ Ω, (2.5.4)

los cuales satisfacen las siguientes propiedades:

|αt|+ |ξt| ≤ CTξ3, ξ−1 ≤ T

2
, ∇ξ = −∇α = λξ∇η. (2.5.5)

Proposición 2.5.2 ([18]). Sea ω ⊂⊂ Ω tal que ω0 ⊂⊂ ω. Entonces existe C = C(Ω, ω) > 0

tal que∫∫
Q

e−2sα
(
s6λ8ξ6|φ|2 + s4λ6ξ4|∇φ|2 + s3λ4ξ3|∆φ|2 + s2λ4ξ2|∇2φ|2 + sλ2ξ|∇∆φ|2

+ s−1ξ−1(|φt|2 + |∆2φ|2)
)
≤ C

(∫∫
ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|φ|2 +
∫∫

Q

e−2sα|f |2
)

para todo λ ≥ C, s ≥ C(T 1/2 + T ) y φ solución de (2.5.3).
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Observación 2.5.1. La proposición 2.5.2 también es válida para las condiciones de borde

φ = ∆φ = 0.

También será de utilidad el siguiente resultado, el cual extiende la estimación de la

proposición 2.5.2,

Corolario 2.5.1. Sea ω ⊂⊂ Ω tal que ω0 ⊂⊂ ω y r ∈ R. Entonces existe C = C(Ω, ω, r) > 0

tal que∫∫
Q

e−2sα
(
s6+rλ8+rξ6+r|φ|2 + s4+rλ6+rξ4|∇φ|2 + s3+rλ4+rξ3+r|∆φ|2 + s2+rλ4+rξ2+r|∇2φ|2

+ s1+rλ2+rξ1+r|∇∆φ|2 + s−1+rλrξ−1+r(|φt|2 + |∆2φ|2)
)

≤ C

(∫∫
ω×(0,T )

s7+rλ8+rξ7+re−2sα|φ|2 +
∫∫

Q

srλrξre−2sα|f |2
)

para todo λ ≥ C, s ≥ C(T 1/2 + T ) y φ solución de (2.5.3).

Observación 2.5.2. El corolario 2.5.1 es una consecuencia directa de la proposición 2.5.2.

Por completitud, su demostración se encuentra en el Apéndice E.

La proposición 2.5.2 es la primera desigualdad de Carleman mostrada para ecuaciones

parabólicas de cuarto orden en dimensión superior. En este art́ıculo además se demostró la

controlabilidad nula del siguiente sistema:
yt +∆2y = v1ω en Q,

y = ∆y = 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(2.5.6)

con y0 ∈ L2(Ω) es la condición inicial y v ∈ L2(ω × (0, T )) es el control. Cabe señalar

que, aunque se obtuvo este resultado mediante estimaciones de Carleman, la controlabilidad

nula del problema (2.5.6) ya hab́ıa sido probada previamente por [29] empleando técnicas

espectrales.

2.5.3. Desigualdad de Carleman en dimensión superior a uno con

condiciones de frontera no homogéneas

Considérese la siguiente ecuación de cuarto orden en Ω ⊂ RN , con N ≥ 2:
−qt +∆2q + aq −∇ · (Bq) +∇2 : (Dq) + B̃ · ∇q + D̃ : ∇2q = F0 +∇ · F1 +∇2 : F̂ en Q,

q = f0,
∂q
∂n

= f̃ sobre Σ,

q(·, T ) = qT en Ω,

(2.5.7)
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donde q0 ∈ H−2(Ω), F0 ∈ L2(Q), F1 ∈ L2(Q)N , F̂ ∈ L2(Q)N×N , f0 ∈ L2(Σ), f̃ ∈ L2(Σ), a ∈
L∞(Q), B ∈ L∞(Q)N , D ∈ L∞(Q)N×N , B̃ ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)), D̃ ∈ L∞(0, T ;W 2,∞(Ω)).

Proposición 2.5.3. Considérense los pesos definidos en (2.5.4) y supóngase que ω0 ⊂⊂ ω.

Entonces, existe C = C(Ω, ω, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞, ∥B̃∥L∞(0,T ;W 1,∞), ∥D̃∥L∞(0,T ;W 2,∞)) tal que:∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 ≤ C
(∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

e−2sα|F0|2

+

∫∫
Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2 (2.5.8)

+

∫∫
Σ

s5λ5ξ5e−2sα|f̃ |2 +
∫∫

Σ

s7λ7ξ7e−2sα|f0|2
)

para todo λ ≥ C y s ≥ C(T 1/2 + T ). Si además f0 = f̃ = 0, entonces se verifica la siguiente

estimación:∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2q|2

≤ C
(∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

e−2sα|F0|2 (2.5.9)

+

∫∫
Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2
)
.

Observación 2.5.3. La Proposición 2.5.3 fue mostrada originalmente en [20] cuando

a = Bi = Dij = 0, i, j ∈ {1, . . . , N}, y sin considerar el caso con condiciones de borde

homogéneas. La demostración de la extensión a estos casos se encuentra en el Apéndice A.

Observación 2.5.4. Las estimaciones anteriores también son válidas para las condiciones

de borde q = f0, ∆q = f̃ . En tal caso, se debe cambiar el penúltimo término del lado derecho

de (2.5.8) por ∫∫
Σ

s3λ3ξ3e−2sα|f̃ |2 dσ dt.

En [20] se estudió el siguiente problema de cuarto orden semilineal:
yt +∆2y + f1(y,∇y,∇2y)1{f2≡0} + f2(y,∇y,∇2y,∇3y) = v1ω en Q,

y = ∂y
∂n

= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

donde f1, f2 son funciones localmente Lipschitz. En este art́ıculo, se estableció la

controlabilidad nula de este sistema usando la Proposición 2.5.3. Posteriormente, en [23]

se estableció un resultado de controlabilidad nula para la siguiente ecuación
yt +∆2y + a0y +B · ∇y +D : ∇2y = F (y,∇y,∇2y) + v1ω + g en Q,

y = ∆y = 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,
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donde a,Bi, Di,j ∈ L∞(Q), i, j ∈ {1, . . . , n}, v ∈ L2(ω × (0, T )) es el control, g ∈ L2(Q) y

F : R×RN×RN×N −→ R es una función globalmente Lipschitz. En [24], los autores también

establecieron un resultado de controlabilidad jerárquica para una ecuación de la forma:
ut +∆2u+ F (u,∇u) = f1O + v11O1 + v21O2 en Q,

u = ∂u
∂n

= 0 sobre Σ,

u(·, 0) = u0 en Ω,

cuando F es una función localmente Lipschitz.

Finalmente, el siguiente lema técnico será de gran utilidad para recuperar términos de

orden inferior:

Lema 2.5.1 ([12]). Sean r ∈ R y ω0 ⊂⊂ ω′. Existe C(r,Ω, ω′, η) > 0 tal que para todo T > 0

y u ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),∫∫
Q

s2λ2ξr+2e−2sα|u|2 ≤ C

(∫∫
Q

ξre−2sα|∇u|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s2λ2ξr+2e−2sα|u|2
)
.

2.6. Resultados previos de control insensibilizante

En [21] se presentaron varios resultados de control insensibilizante para ecuaciones

parabólicas de cuarto orden en dimensión superior bajo distintos funcionales de observación.

A continuación se detallan los resultados obtenidos.

Considérese Ω ⊂ RN , con N ≥ 2, un dominio abierto y regular, y sean ω,O ⊂⊂ Ω

subdominios abiertos y no vaćıos. Se denotará por Q := Ω × (0, T ) y Σ = ∂Ω × (0, T ).

Considérese el siguiente sistema de control,
yt +∆2y + f(y,∇y,∇2y) = ζ + v1ω en Q,

y = ∆y = 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 + τ ŷ0 en Ω,

donde y0 ∈ L2(Ω) es la condición inicial, ζ ∈ L2(Q) es un término de fuente, v ∈ L2(ω×(0, T ))

es el control, y f ∈ C1(R × RN × RN×N ,R) es una función globalmente Lipschitz. Por otro

lado, τ ∈ R, ŷ0 ∈ L2(Ω) son variables desconocidas con τ pequeño y ∥ŷ0∥L2(Ω) = 1, los cuales

representan una perturbación desconocida frente a los datos iniciales.

El objetivo consiste en determinar la existencia de controles insensibilizantes para los

funcionales de observación:

Φ1(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|y|2 dx dt, Φ2(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∇y|2 dx dt.
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Definición 2.6.1. Sean y0 ∈ L2(Ω) y ζ ∈ L2(Q). Se dice que el control v insensibiliza a Φi

(i = 1, 2), si

∂Φi(y(x, t; v, τ)

∂τ

∣∣∣∣∣
τ=0

= 0, ∀ŷ0 ∈ L2(Ω), ∥ŷ0∥L2(Ω) = 1 (2.6.1)

Se define el siguiente espacio:

L2,γ(Q) =

{
g ∈ L2(Q) :

∫∫
Q

e
γ√
t |g|2 dx dt < +∞

}
, γ > 0.

Teorema 2.6.1 ([21]). Supóngase que y0 = 0, f(0, 0, 0) = 0 y ω ∩ O ̸= ∅. Entonces,

existe una constante C(Ω, ω,O, T, f) tal que para todo ζ ∈ L2,C(Q), existe un control v ∈
L2(ω × (0, T )) que satisface la condición de insensibilización (2.6.1). Más aún, el control v

satisface la estimación:

∥v∥L2(ω×(0,T )) ≤ eC
(∫∫

Q

e
C√
t |ζ|2 dx dt

)1/2

donde

C = C̃(Ω, ω)

(
1 +

1√
T

+ (1 + T )
(
1 + ∥f∥2W 1,∞

))
Para el resultado sobre Φ2, se supondrá que f satisface

f(y,∇y,∇2y) = ay +B · ∇y +D : ∇2y,

donde

a ∈ L∞(0, T ), B ∈ L∞(0, T )N , D ∈ L∞(0, T )N×N

Sin embargo, en [21] se demuestra también un resultado negativo relativo a Φ2. Para ello,

considere el siguiente sistema acoplado:
yt +∆2y + ay +B · ∇y +D : ∇2y + V · ∇∆y = v1ω en Q,

−ut +∆2u+ au−∇ · (Bu) +∇2 : (Du)−∇∆(V u) = ∇ · (∇y1O) en Q,

y = ∆y = 0, u = ∆u = 0 sobre Σ

y(·, 0) = y0, u(·, T ) = uT en Ω

(2.6.2)

donde y0, uT ∈ L2(Ω), a ∈ L∞(Q), B, V ∈ L∞(Q)N y D ∈ L∞(Q)N×N .

Definición 2.6.2. Decimos que el sistema (2.6.2) es aproximadamente controlable si para

todo ε > 0, existe vε ∈ L2(Q) tal que la correspondiente solución (yε, uε) de (2.6.2) satisface

∥uε(·, 0)∥L2(Ω) ≤ ε

31



Para ello, se suele emplear un argumento de dualidad, de modo que la controlabilidad

aproximada del sistema (2.6.2) es equivalente a lo siguiente: para todo ψ0 ∈ L2(Ω), la solución

(φ, ψ) del sistema
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ)−∇∆(V ψ) = ∇ · (∇ψ1O) en Q,

ψ +∆2φ+ aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ + V · ∇∆ψ = 0 en Q,

φ = ∆φ = 0, ψ = ∆ψ = 0 sobre Σ

φ(·, T ) = 0, ψ(·, 0) = ψ0 en Ω

(2.6.3)

satisface el siguiente Principio de Continuación Única:

φ = 0 en ω × (0, T ) =⇒ φ = ψ = 0 en Q (2.6.4)

En [21] se prueba siguiente resultado:

Lema 2.6.1. Sea N ∈ {1, 2} y T > 0. Entonces, existen Ω ⊂ RN un conjunto abierto,

acotado y conexo, O ⊂⊂ Ω, ψ0 ∈ L2(Ω), a ∈ L∞(Q), B, V ∈ L∞(Q)N y D ∈ L∞(Q)N×N

tales que la solución (φ, ψ) de (2.6.3) no satisface el Principio de Continuación Única (2.6.4)

para cualquier ω ⊂⊂ Ω.

A partir de este lema, deducen el siguiente teorema:

Teorema 2.6.2. Sea N ∈ {1, 2} y T > 0. Entonces, existen Ω ⊂ RN un conjunto abierto,

acotado y conexo, O ⊂⊂ Ω, ψ0 ∈ L2(Ω), a ∈ L∞(Q), B, V ∈ L∞(Q)N y D ∈ L∞(Q)N×N

tales que para cualquier abierto no vaćıo ω ⊂⊂ Ω, el sistema (2.6.2) no es aproximadamente

controlable.

2.7. Resultados previos de controlabilidad jerárquica

El primer art́ıculo de controlabilidad jerárquica exacta a trayectorias es [3], donde se

estableció esta propiedad para una ecuación de la forma:
yt −∆y + ay = F (y) + f1O + v11O1 + v21O2 en Q,

y = 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(2.7.1)

donde a ∈ L∞(Q), F es una función localmente Lipschitz e y0 ∈ L2(Ω) es la condición

inicial, f ∈ L2(O × (0, T )) es el control ĺıder, definido sobre el dominio de control principal

O ⊂⊂ Ω, y v1 ∈ L2(O1 × (0, T )), v2 ∈ L2(O2 × (0, T )) son los controles seguidores, definidos
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en los dominios de control secundarios O1, O2 ⊂⊂ Ω. Dados los subdominios O1,d, O2,d ⊂⊂ Ω

abiertos, denominados conjuntos de observación, y los objetivos locales yi,d ∈ L2(Oi,d×(0, T ))

(i = 1, 2), considere los siguientes funcionales:

Ji(f ; , v
1, v2) =

αi
2

∫∫
Oi,d×(0,T )

|y − yi,d|2 dx dt+
µi
2

∫∫
Oi×(0,T )

|vi|2 dx dt, i = 1, 2.

En este tipo de problemas, se busca aplicar una estrategia Stackelberg-Nash, descrito de

la siguiente forma:

1. Dada la acción del control ĺıder f , los seguidores v1, v2 buscan un Equilibrio de Nash

para los funcionales de costo Ji, i = 1, 2. Esto es,

J1(f ; v
1, v2) = mı́n

v̂1
J1(f ; v̂

1, v2), J2(f ; v
1, v2) = mı́n

v̂2
J2(f ; v

1, v̂2).

2. Considere y una trayectoria no controlada de (2.7.1), esto es, una solución del sistema

f = v1 = v2 = 0. Una vez identificado el equilibrio de Nash, se busca un ĺıder f tal que

y(·, T ) = y(·, T ) en Ω.

De este modo, mientras los seguidores minimizan localmente la desviación respecto a sus

objetivos yi,d, el ĺıder busca controlar globalmente la ecuación.

En este art́ıculo, se trabajó sobre el supuesto que O1,d = O2,d. Posteriormente, en [2] se

extendió el caso de estudio a cuando O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O estudiando el caso lineal (F ≡ 0).

Finalmente, en [1] estudiaron los siguientes dos casos:

1. Considere el sistema 
yt −∆y + ay = F (y) + f1O en Q,

y = ρ1v
1 + ρ2v

2 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(2.7.2)

donde f es el control ĺıder, actuando de forma distribuida, y v1, v2 son controles

seguidores que actúan en la frontera. Además, ρi ∈ C2(∂Ω) tales que

0 < ρi ≤ 1 en Si, ρi = 0 en ∂Ω\Si.

Considere también los siguientes funcionales de costo

Ji(f ; , v
1, v2) =

αi
2

∫∫
Oi,d×(0,T )

|y − yi,d|2 dx dt+
µi
2

∫∫
Si×(0,T )

|vi|2 dx dt, i = 1, 2.

33



2. Considere el sistema
pt −∆p+ ap = F (p) + u11O1 + u21O2 en Q,

p = ρg sobre Σ,

p(·, 0) = p0 en Ω,

(2.7.3)

donde g es el control ĺıder, que actúa en la frontera y u1, u2 son controles seguidores,

actuando de forma distribuida. Además, ρ ∈ C2(∂Ω) tal que

0 < ρ ≤ 1 en S, ρ = 0 en ∂Ω\S.

Considere también los siguientes funcionales de costo

Ki(g; , u
1, u2) =

αi
2

∫∫
Oi,d×(0,T )

|p− ζi,d|2 dx dt+
µi
2

∫∫
Oi×(0,T )

|ui|2 dx dt, i = 1, 2.

Se establecieron los siguientes resultados:

Teorema 2.7.1. Supóngase que Oi,d ∩ O ̸= ∅, i = 1, 2 y F ∈ W 1,∞(R). Se asumirá que se

tienen una de las siguientes condiciones:

(O1,d = O2,d y ξ1,d = ξ2,d) o (O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O) .

Sea y una solución no controlada de (2.7.2) con condición inicial y0 ∈ L2(Ω). Si µi/αi

(i = 1, 2) es suficientemente grande, entonces existe una función ς = ς(t) que explota en

t = T tal que, si y cumple∫∫
Oi,d×(0,T )

ς2|y − ξi,d|2 dx dt < +∞, i = 1, 2,

entonces para todo y0 ∈ L2(Ω), existen controles f ∈ L2(O × (0, T )) con su respectivo

cuasi-equilibrio de Nash (v1, v2) tal que la correspondiente solución de (2.7.2) satisface

y(·, T ) = y(·, T ).

Teorema 2.7.2. Supóngase que F ∈W 1,∞(R),

S ⊂ Oi y Oi ∩ Oj,d = ∅, i, j = 1, 2,

y µi/αi suficientemente grandes de modo que existe ς = ς(t) que explota en t = T tal que, si

ζi,d ∈ L2(Oi,d × (0, T )) son tal que∫∫
Oi,d×(0,T )

ς2|p− ζi,d|2 dx dt < +∞, i = 1, 2.
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Sea p solución no controlada de (2.7.3) con condición inicial p0 ∈ L2(Ω). Si µi/αi (i = 1, 2)

es suficientemente grande, entonces existe una función ς = ς(t) que explota en t = T tal que,

si y cumple ∫∫
Oi,d×(0,T )

ς2|p− ζi,d|2 dx dt < +∞, i = 1, 2,

entonces existe ∀p0 ∈ L2(Ω), existen controles g ∈ H1/4(0, T ;L2(O × (0, T )) ∩
L2(0, T ;H1/2(O × (0, T )) con su respectivo quasi-equilibrio de Nash (u1, u2) tal que la

correspondiente solución de (2.7.3) satisface p(·, T ) = p(·, T ).

Finalmente, en [24] establecieron un resultado de controlabilidad jerárquica similar a los

anteriores para la siguiente ecuación:
ut +∆2u+ F (u,∇u) = f1O + v11O1 + v21O2 en Q,

u = ∂u
∂n

= 0 sobre Σ,

u(·, 0) = u0 en Ω,

donde f ∈ L2(O × (0, T )) es el control ĺıder, (v1, v2) son los controles seguidores y F :

R× RN → R es una función localmente Lipschitz.
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Caṕıtulo 3

Control Insensibilizante

De ahora en adelante, considérese Ω ⊂ RN un dominio abierto, acotado y conexo con

N ≥ 2 y con borde ∂Ω regular. También tome ω, O ⊂⊂ Ω subdominios abiertos y no

vaćıos, denominados dominio de control y dominio de observación respectivamente, T > 0.

Se denotará por Q := Ω × (0, T ) y Σ := ∂Ω × (0, T ). Considérese la siguiente ecuación de

cuarto orden, 
yt +∆2y + ay +B · ∇y +D : ∇2y = f + v1ω en Q,

y = ∂y
∂n

= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 + τ ŷ0 en Ω,

(3.0.1)

donde y0 ∈ L2(Ω) es la condición inicial, f ∈ L2(Q) es un término de fuente, v ∈ L2(ω×(0, T ))

es el control, a ∈ L∞(Q),B ∈ L∞(Q)N ,D ∈ L∞(Q)N×N . Por otro lado, τ ∈ R, ŷ0 ∈ L2(Ω) son

variables desconocidas del problema, con τ pequeño y ∥ŷ0∥L2(Ω) = 1, las cuales representan

una perturbación sobre las condiciones iniciales del sistema.

El objetivo en esta sección es establecer resultados de control insensibilizante para esta

ecuación para los siguientes funcionales:

Φ1(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∇y|2 dx dt, (3.0.2)

Φ2(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∇2y|2 dx dt, Φ3(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∆y|2 dx dt. (3.0.3)

Se considerará la siguiente noción de insensibilización para estos funcionales.

Definición 3.0.1. Sea y0 ∈ L2(Ω) y f ∈ L2(Q). Se dirá que el control v ∈ L2(ω × (0, T ))

insensibiliza al funcional Φi (i = 1, 2, 3), si y sólo si

∂Φi(y(x, t; τ, v))

∂τ

∣∣∣∣∣
τ=0

= 0 ∀ŷ0 ∈ L2(Ω), ∥ŷ0∥L2(Ω) = 1. (3.0.4)
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Aśı, en este caṕıtulo se establecerán tanto resultados positivos como negativos acerca de

la existencia de controles insensibilizantes para el sistema (3.0.1). Para ello, la herramienta

principal a usar serán las desigualdades de Carleman provistas en las proposiciones 2.5.2 y

2.5.3.

3.1. Controles Insensibilizantes para Φ1

En esta sección, se estudiará la existencia de controles insensibilizantes para el funcional

Φ1.

De ahora en adelante, se considerarán las siguientes funciones de peso:

α(x, t) =
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

tm(T − t)m
, ξ(x, t) =

eλ(k∥η∥∞+η(x))

tm(T − t)m
(3.1.1)

donde m ≥ 1
2
, k ≥ 2m y η ∈ C4(Ω) tal que η|∂Ω = 0, |∇η| > δ > 0 en Ω\ω0 y η > 0 en

Ω, para ω0 ⊂⊂ ω ⊂⊂ Ω. Se puede probar que las proposiciones (2.5.2) y (2.5.3) también se

cumplen con estos pesos. Además, se denotará por

α∗(t) = máx
x∈Ω

α(x, t) = α|Σ, ξ∗(x, t) = mı́n
x∈Ω

ξ(x, t) = ξ|Σ,

las cuales además satisfacen las siguientes propiedades:

|αt|+ |ξt| ≤ CTξ1+
1
m , ∇ξ = −∇α = λξ∇η. (3.1.2)

Teorema 3.1.1. Supóngase que y0 = 0, ω ∩ O ̸= ∅ y a, Bi, Dij ∈ W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)) ∩
L∞(0, T ;C4(Ω)), para todo i, j ∈ {1, . . . , N}. Entonces, existe M > 0 tal que para todo f que

cumple: ∫∫
Q

e
M
t |f |2 dx dt < +∞

existe un control v ∈ L2(ω × (0, T )) que insensibiliza el funcional Φ1.

Primero, se verá que el problema de insensibilizar (3.0.2) según (3.0.4) es equivalente a la

controlabilidad nula de un problema particular:

Proposición 3.1.1. Se denotará por z(x, t) = y(x, t)|τ=0. Entonces, se cumple que

∂Φ1(y(x, t; v, τ))

∂τ

∣∣∣
τ=0

= −
∫
Ω

q(x, 0)ŷ0(x) dx,
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donde (z, q) es la solución del problema
zt +∆2z + az +B · ∇z +D : ∇2z = f + v1ω en Q,

−qt +∆2q + aq −∇ · (Bq) +∇2 : (Dq) = ∇ · (∇z1O) en Q,

z = ∂z
∂n

= 0, q = ∂q
∂n

= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = y0, q(·, T ) = 0 en Ω.

(3.1.3)

En consecuencia, buscar un control v de modo que se satisfaga la condición (3.0.4) es

equivalente a buscar v tal que

q(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω.

Demostración. Nótese que, para todo h ∈ L2(O × (0, T )),

DyΦ1(y)(h) =

∫∫
O×(0,T )

∇y · ∇h

Denotando yτ =
∂y
∂τ

∣∣∣
τ=0

, el cual es solución de
yτ,t +∆2yτ + ayτ +B · ∇yτ +D : ∇2yτ = 0 en Q,

yτ =
∂yτ
∂n

= 0 sobre Σ,

yτ (·, 0) = ŷ0 en Ω.

Entonces,

∂Φ1

∂τ
(y(x, t; τ, v))

∣∣∣
τ=0

= DyΦ1(y)(yτ )

=

∫∫
O×(0,T )

∇y(x, t; τ = 0, v) · ∇yτ (x, t) dx dt

Denotando z = y|τ=0, se tiene que

∂Φ1

∂τ

∣∣∣
τ=0

=

∫∫
O×(0,T )

∇z · ∇yτ

= −
∫∫

Q

∇ · (∇z1O)yτ

= −
∫∫

Q

(
−qt +∆2q + aq −∇ · (Bq) +∇2 : (Dq)

)
yτ

= −
∫∫

Q

q
(
yτ,t +∆2yτ + ayτ +B · ∇yτ +D : ∇2yτ

)
+

∫
Ω

q(·, T )yτ (·, T )−
∫
Ω

q(·, 0)yτ (·, 0)

= −
∫
Ω

q(·, 0)ŷ0

Por lo tanto,

∂Φ1

∂τ

∣∣∣
τ=0

= 0 ⇐⇒
∫
Ω

q(x, 0)ŷ0(x) dx = 0 ∀ŷ0 ∈ L2(Ω)
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Aśı, v ∈ L2(ω × (0, T )) es control tal que q(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω si y sólo si v insensibiliza al

funcional Φ1.

Se usará Hilbert Uniqueness Method para encontrar dicho control: considere (φ, ψ)

soluciones de
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ) = ∇ · (∇ψ1O) en Q,

ψt +∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = 0, ψ(·, 0) = ψ0 en Ω,

(3.1.4)

correspondiente al problema adjunto a (3.1.3). Dada la estructura de los sistemas, se satisface

la siguiente identidad:∫∫
Q

fφ+

∫∫
ω×(0,T )

vφ =

∫
Ω

q(·, 0)ψ0 −
∫
Ω

y0φ(·, 0) ∀ψ0 ∈ L2(Ω). (3.1.5)

Además, se supondrá que y0 = 0 (véase [13] para más información acerca de esta hipótesis).

Por lo tanto, de (3.1.5) se puede deducir el siguiente resultado:

Proposición 3.1.2. v ∈ L2(ω × (0, T )) es control a cero de (3.1.3) si y sólo si∫∫
Q

fφ+

∫∫
ω×(0,T )

vφ = 0 ∀ψ0 ∈ L2(Ω). (3.1.6)

Aśı, considérese el siguiente funcional:

J(ψ0) =

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2 dx dt+
∫∫

Q

fφ dx dt ∀ψ0 ∈ L2(Ω),

donde, para cada ψ0, (φ, ψ) es solución del sistema (3.1.4). Nótese que si ψ̂0 ∈ L2(Ω) es un

minimizador de J , entonces se tendrá que

DJ(ψ̂0)(ψ0) =

∫∫
ω×(0,T )

φ̃φ+

∫∫
Q

fφ = 0 ∀ψ0 ∈ L2(Ω),

donde φ̂ y φ son soluciones de (3.1.4) asociados a ψ̂0 y ψ0 respectivamente. Por lo tanto,

tomando v̂ = φ̂|ω, este control hace que se cumpla (3.1.6), siendo entonces un control

insensibilizante para Φ1. Dado que J es continuo y convexo, basta con probar que es

coercivo para asegurar la existencia del tal óptimo, por lo que basta con probar la siguiente

desigualdad: ∫∫
Q

e−
M
tm |φ|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2, (3.1.7)

Para ciertos m,M,C > 0. En efecto, si se satisface (3.1.7), entonces

J(ψ0) ≥
1

2
∥φ∥2L2(ω×(0,T )) −

∥∥∥e M
2tm f

∥∥∥
L2(Q)

∥∥∥e− M
2tmφ

∥∥∥
L2(Q)

(3.1.8)

≥ 1

2
∥φ∥2L2(ω×(0,T )) − C

∥∥∥e M
2tm f

∥∥∥
L2(Q)

∥φ∥L2(ω×(0,T )) −−−−−−→
∥ψ0∥→+∞

+∞
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3.1.1. Demostración de una desigualdad de Carleman para el

problema adjunto

Con el fin de demostrar (3.1.7), se probará el siguiente lema:

Lema 3.1.1. Supóngase que a,Bi, Dij ∈ W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)) ∩ L∞(0, T ;C4(Ω)), i, j ∈
{1, . . . , N}, y m ≥ 1,. Entonces, dado ω ⊂⊂ Ω abierto no vaćıo, existe una constante C > 0

tal que la solución ψ de (3.1.4) cumple∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω) +

∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2

(3.1.9)

+

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗ |∆ψ|2

para todo λ ≥ C(a,B,D) y s ≥ C(Tm + T 2m).

Demostración. Suponga que ψ0 ∈ H4(Ω). Denote ψ = ∇∇∆ψ, solución del problema{
ψt +∆2ψ +∇∇∆(aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ) = 0 en Q,

ψ(·, 0) = ∇∇∆ψ0 en Ω,
(3.1.10)

el cual posee condiciones de borde no homogéneas. Nótese que

∇∇∆(aψ) = ∇2(∆aψ) +∇(2∇2a · ∇ψ) + 2∇a · ∇3ψ

+ 2∇2a · ∇2ψ +∇2a∆ψ + 2∇a∇∆ψ + aψ,

∇∇∆(B · ∇ψ) = ∇2(∆B · ∇ψ) +∇(2∇2B : ∇2ψ) + 2∇2B : ∇3ψ

+ 2∇B · ∇4ψ +∇2B · ∇∆ψ + 2∇B · ψ +B · ∇ψ,

∇∇∆(D : ∇2ψ) = ∇2(∆D : ∇2ψ) +∇(2∇2D ∴ ∇∇∇ψ) + 2∇2D ∴ ∇4ψ

+ 2∇D ∴ ∇5ψ +∇2D : ψ + 2∇D : ∇ψ +D : ∇2ψ.

Con esto, el sistema (3.1.10) se puede reescribir en sus componentes l,m ∈ {1, . . . , N} de la

siguiente forma:

ψlm+∆2ψlm+aψlm+B ·∇ψlm+D : ∇2ψlm = (f0)lm+
N∑
i=1

∂i(f
i
1)lm+

N∑
i,j=1

∂ij(f
ij
2 )lm, (3.1.11)

donde

(f0)lm = −
(
2∇a · ∇3ψ + 2∇2a · ∇2ψ +∇2a∆ψ + 2∇a∇∆ψ
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+ 2∇2B : ∇3ψ ++2∇B · ∇4ψ +∇2B · ∇∆ψ

+ 2∇2D ∴ ∇4ψ + 2∇D ∴ ∇5ψ
)
lm
,

(f1)lm = −
(
2∇2B : ∇2ψ + 2∇2D ∴ ∇∇∇ψ

)
m
el,

(f2)lm = −∆D : ∇2ψ el ⊗ em,

donde el es el l−ésimo vector canónico de RN . Para justificar la posibilidad de obtener

derivadas de ψ superiores a las de cuarto orden, se puede probar que (vea el Apéndice B),

ψ ∈ H1(0, T ;H2
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H6(Ω))

Aplicando el Teorema 2.5.3 a ψ, se tiene que, para ω0 ⊂⊂ ω′ ⊂⊂ ω,∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 ≲
∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆ψ|2 +
∫∫

Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣∂∇∇∆ψ

∂n

∣∣∣∣2
+

∫∫
Σ

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗|∇∇∆ψ|2.

Usando el Lema 2.5.1 con r = 6 y u = ∇∆ψ,∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2

Asimismo, usando el Lema 2.5.1 con r = 6 y u = ∆ψ,∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 ≲
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2

Además, como ψ|Σ = 0, también se puede agregar la norma ∥s5λ6ξ5∗e−sα∗ψ∥2L2(0,T ;H2(Ω)), de

modo de obtener:∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 +
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2

+

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 ≲
∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2

+

∫∫
ω′×(0,T )

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 +
∫∫

Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣∂∇∇∆ψ

∂n

∣∣∣∣2 + ∫∫
Σ

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗|∇∇∆ψ|2

(3.1.12)
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Ahora, considérese ψ̃ = ρ(t)ψ con ρ(t) = s4λ6ξ
4− 1

m
∗ e−sα

∗
, solución del problema

ψ̃t +∆2ψ̃ + aψ̃ +B · ∇ψ̃ +D : ∇2ψ̃ = ρ′ψ en Q,

ψ̃ = ∂ψ̃
∂n

= 0 sobre Σ,

ψ̃(·, 0) = 0 en Ω.

Como ρ′(t)ψ ∈ L2(0, T ;H2
0 (Ω))∩H1(0, T ;H−2(Ω)), aplicando el resultado (B.6), se tiene que∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω) ≲

∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω).

Aśı, podemos agregar este término al lado izquierdo de (3.1.12). A su vez, usando

desigualdades de interpolación entre H2 y H6, también se pueden agregar los siguientes

términos: ∫ T

0

s
19
2 λ12ξ

19
2
− 1

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H3(Ω),∫ T

0

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H4(Ω),∫ T

0

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H5(Ω).

Además, por desigualdad de traza,∫∫
Σ

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗|∇∇∆ψ|2 ≲

∫∫
Q

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗∥ψ∥2H5(Ω),

y ∫∫
Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣∂∇∇∆ψ

∂n

∣∣∣∣2 ≲ ∫∫
Q

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω).

Por lo que si 8 − 2
m

≥ 5 y 17
2
− 3

2m
≥ 7 (lo que se cumple si m ≥ 1), entonces se pueden

absorber estos términos de borde.

Ahora, se quieren estimar los términos locales del lado derecho de (3.1.12). Para ello,

considere θ ∈ C∞
c (ω1) con ω

′ ⊂⊂ ω1 ⊂⊂ ω tal que θ ≡ 1 en ω′, 0 ≤ θ ≤ 1.∫∫
ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆ψ|2 ≤
∫∫

ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆ψ|2

= −
∫∫

ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα∇∆2ψ∇∆ψ +
1

2

∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8∇(θξ7e−2sα) · ∇
(
|∇∆ψ|2

)
= −

∫∫
ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα∇∆2ψ∇∆ψ − 1

2

∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8∆(θξ7e−2sα)|∇∆ψ|2

Acotando estos términos:∣∣∣∣∫∫
ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα∇∆2ψ∇∆ψ

∣∣∣∣ ≤ ε

∫∫
Q

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H5(Ω)
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+ C

∫∫
ω1×(0,T )

θs
11
2 λ4ξ

11
2
+ 3

2m e−4sα+2sα∗|∇∆ψ|2,

y ∣∣∣∣∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8∆(θξ7e−2sα)|∇∆ψ|2
∣∣∣∣ ≲ ∫∫

ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−2sα|∇∆ψ|2,

teniéndose entonces que∫∫
ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆ψ|2 ≲ ε

∫∫
Q

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H5(Ω)

+

∫∫
ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗ |∇∆ψ|2.

Ahora, considere θ̃ ∈ C∞
c (ω2) con ω1 ⊂⊂ ω2 ⊂⊂ ω tal que θ̃ ≡ 1 en ω1 y 0 ≤ θ̃ ≤ 1. Nótese

que θ ≤ θ̃ y que∫∫
ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 ≤
∫∫

ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆ψ|2.

Luego,∫∫
ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆ψ|2 ≤
∫∫

ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆ψ|2

= −
∫∫

ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗
∆2ψ∆ψ −

∫∫
ω2×(0,T )

s9λ10∇
(
θ̃ξ9e−4sα+2sα∗

)
· ∇
(
|∆ψ|2

)
= −

∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗
∆2ψ∆ψ +

1

2

∫∫
ω2×(0,T )

s9λ10∆
(
θ̃ξ9e−4sα+2sα∗

)
|∆ψ|2.

Acotando estos términos:∣∣∣∣∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗
∆2ψ∆ψ

∣∣∣∣ ≤ ε

∫ T

0

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H4(Ω)

+ C

∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s9λ8ξ9+
1
m e−8sα+6sα∗|∆ψ|2,

y ∣∣∣∣∫∫
ω2×(0,T )

s9λ10∆
(
θ̃ξ9e−4sα+2sα∗

)
|∆ψ|2

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s11λ12ξ11e−4sα+2sα∗|∆ψ|2,

por ello,∫∫
ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆ψ|2 ≲ ε

∫∫
Q

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H4(Ω)

+

∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗ |∆ψ|2.
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Con todo lo anterior, de (3.1.12) se deduce lo siguiente:∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω) +

∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2

+

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗ |∆ψ|2

3.1.2. Demostración de la desigualdad de observabilidad para el

problema adjunto

De ahora en adelante, se denotará

I(ψ) :=
∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω) +

∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2

+

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2.

Ahora, se procederá a demostrar la desigualdad de observabilidad (3.1.7). Para ello, tome

ω1 ⊂⊂ ω2 ⊂⊂ ω ∩ O y defina θ ∈ C∞
c (ω2) tal que

θ ≡ 1 en ω1, 0 ≤ θ ≤ 1 en ω2.

Como

−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ) = ∆ψ en O,

entonces,∫∫
ω1×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆ψ|2

≤
∫∫

ω2×(0,T )

θs11λ12ξ11e−8sα+6sα∗
∆ψ

(
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ)

)
.

Denote u = s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗
. Integrando por partes,∫∫

ω2×(0,T )

θu∆ψ
(
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ)

)
(3.1.13)

=

∫∫
ω2×(0,T )

φ
(
∂t(θu∆ψ) + ∆2(θu∆ψ) + aθu∆ψ +B · ∇(θu∆ψ) +D : ∇2(θu∆ψ)

)
.

Nótese que∫∫
ω2×(0,T )

φ∂t(θu∆ψ) =

∫∫
ω2×(0,T )

∂t(θu)∆ψφ+

∫∫
ω2×(0,T )

θu∆ψtφ,
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∫∫
ω2×(0,T )

φ∆2(θu∆ψ) =

∫∫
ω2×(0,T )

∆2(θu)∆ψφ+ 4

∫∫
ω2×(0,T )

∇∆(θu) · ∇∆ψφ

+ 2

∫∫
ω2×(0,T )

∆(θu)∆2ψφ+ 4

∫∫
ω2×(0,T )

∇2(θu) : ∇2∆ψ

+ 4

∫∫
ω2×(0,T )

∇(θu) · ∇∆2ψ +

∫∫
ω2×(0,T )

θu∆3ψ,

∫∫
ω2×(0,T )

B · ∇(θu∆ψ)φ =

∫∫
ω2×(0,T )

B · ∇(θu)∆ψφ+

∫∫
ω2×(0,T )

θuB · ∇∆ψφ

∫∫
ω2×(0,T )

D : ∇2(θu∆ψ)φ =

∫∫
ω2×(0,T )

D : ∇2(θu)∆ψφ+ 2

∫∫
ω2×(0,T )

D∇(θu)∇∆ψφ

+

∫∫
ω2×(0,T )

θuD : ∇2∆ψφ.

Nótese que, por la ecuación que satisface ψ,

∂t(∆ψ) + ∆2(∆ψ) + a∆ψ +B · ∇∆ψ +D : ∇2∆ψ

= −∆aψ − 2∇a · ∇ψ −∆B · ∇ψ − 2∇B : ∇2ψ −∆D : ∇2ψ − 2∇D ∴ ∇3ψ.

Aśı, de (3.1.13), se tiene lo siguiente,∫∫
ω1×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗ |∆ψ|2 (3.1.14)

≤
∫∫

ω2×(0,T )

φ

(
− θu∆aψ − θu(2∇a−∆B) · ∇ψ − θu(2∇B −∆D) : ∇2ψ − θu∇D ∴ ∇3ψ

+ θuB · ∇∆ψ + θuD : ∇2∆ψ +B · ∇(θu)∆ψ +D∇(θu)∇∆ψ +∇(θu) · ∇∆2ψ +D : ∇2(θu)∆ψ

+ 2∆(θu)∆2ψ + 4∇2(θu) : ∇2∆ψ + 4∇∆(θu) · ∇∆ψ + ∂t(θu)∆ψ +∆2(θu)∆ψ

)
.

Denote Ii, i ∈ {1, . . . , 15} a los anteriores términos del lado derecho respectivamente. Nótese

que por (3.1.1) y (3.1.2), u satisface lo siguiente

|∂nu| ≤ Cs11+nλ12+nξ11+ne−8sα+6sα∗
,

|∂tu| ≤ Cs12+
1
mλ12ξ12+

1
m e−8sα+6sα∗

,

en consecuencia,

|I1| ≤ ε∥∆a∥2∞
∫∫

Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗|ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs12λ12ξ12e−16sα+14sα∗|φ|2, (3.1.15)
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|I2| ≤ ε(∥∇a∥2∞ + ∥∆B∥2∞)

∫∫
Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗|∇ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs12λ12ξ12e−16sα+14sα∗|φ|2,

(3.1.16)

|I3| ≤ ε(∥∇B∥2∞ + ∥∆D∥2∞)

∫∫
Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗|∇2ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs12λ12ξ12e−16sα+14sα∗|φ|2,

(3.1.17)

|I4| ≤ ε∥∇D∥2∞
∫∫

Q

s
19
2 λ12ξ

19
2
− 1

2m
∗ e−2sα∗|∇3ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs
25
2 λ12ξ

25
2
+ 1

2m e−16sα+14sα∗|φ|2,

(3.1.18)

|I5| ≤ ε∥B∥2∞
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs14λ14ξ14e−14sα+12sα∗|φ|2, (3.1.19)

|I6| ≤ ε∥D∥2∞
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs16λ16ξ16e−14sα+12sα∗ |φ|2, (3.1.20)

|I7| ≤ ε∥B∥2∞
∫∫

Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs14λ14ξ14e−14sα+12sα∗ |φ|2, (3.1.21)

|I8| ≤ ε∥D∥2∞
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs16λ16ξ16e−14sα+12sα∗|φ|2, (3.1.22)

|I9| ≤ ε

∫∫
Q

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗|∇∆2ψ|+ C

∫∫
ω2×(0,T )

θs
31
2 λ14ξ

31
2
+ 3

2m e−16sα+14sα∗|φ|2,

(3.1.23)

|I10| ≤ ε∥D∥2∞
∫∫

Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs16λ16ξ16e−14sα+12sα∗|φ|2, (3.1.24)

|I11| ≤ ε

∫∫
Q

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗ |∆2ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs17λ16ξ17+
2
m e−16sα+14sα∗|φ|2, (3.1.25)
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|I12| ≤ ε

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−14sα+12sα∗ |φ|2, (3.1.26)

|I13| ≤ ε

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−14sα+12sα∗|φ|2, (3.1.27)

|I14| ≤ ε

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs14+
2
mλ12ξ14+

2
m e−14sα+12sα∗ |φ|2, (3.1.28)

|I15| ≤ ε

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−14sα+12sα∗ |φ|2. (3.1.29)

Como −14sα + 12sα∗ ≤ −16sα+ 14sα∗ y m ≥ 1, de (2.5.8) y (3.1.15)-(3.1.29):

I(ψ) ≲
∫∫

ω1×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆ψ|2 ≤
15∑
i=1

|Ii|

≤ C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2 + εI(ψ).

Por lo tanto, considerando ε > 0 suficientemente pequeño,

I(ψ) ≲
∫∫

ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ |φ|2 (3.1.30)

En particular, será de interés la siguiente desigualdad que se puede obtener de (3.1.30):∫∫
Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗ |∇ψ|2 ≲

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ |φ|2. (3.1.31)

También, aplicando la Proposición 2.5.3 a φ con ω = ω1, se tendrá que∫∫
Q

s6λ8ξ6e−3sα|φ|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−3sα|∇φ|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−3sα|∇2φ|2

≲
∫∫

ω1×(0,T )

s7λ8ξ7e−3sα|φ|2 +
∫∫

Q

s2λ2ξ2e−3sα|∇ψ1O|2. (3.1.32)

Usando (3.1.31) en (3.1.32), en particular se tiene que para λ ≥ ln 2
∥η∥∞ (vea el Apéndice

D), ∫∫
Q

s6λ8ξ6e−3sα|φ|2 ≲
∫∫

ω1×(0,T )

s7λ8ξ7e−3sα|φ|2 +
∫∫

Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗|∇ψ|2

≲
∫∫

ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2. (3.1.33)
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Se deducirá la desigualdad de observabilidad a partir de (3.1.33). Para ello, considere

m0 = mı́n
x∈Ω

(
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

)
, M0 = máx

x∈Ω

(
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

)
,

(3.1.34)

y note que
1

tm(T − t)m
≥
(
T

2

)−2m

. Entonces, para t ∈ (0, T/2),

e−3sαs6λ8ξ6 ≥ e−3sα∗
(
T

2

)−12m

= e−
3sM0
(Tt)m e−

3sM0
(T (T−t))m

(
T

2

)−12m

(3.1.35)

≥ 212mT−12me−
3·2msM0

T2m e−
3sM0
(Tt)m .

Denote

M(T, s, λ) =
3sM0

Tm
, C1(T, s, λ) = 212mT−12me−

3·2msM0
T2m ,

de modo que∫ T
2

0

∫
Ω

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−3sα|φ| ≲ C1(T, s, λ)

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2.

(3.1.36)

Por otro lado, por el Corolario C.1 (vea Apéndice C),∫ T

T
2

∫
Ω

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≤
∫ T

T
2

∫
Ω

|φ|2

≲
∫ T

T
2

∥ψ∥2L2(Ω) +

∫ T

T
2

∥∆ψ∥2L2(Ω)

≲
∫ 3T

4

T
4

∥ψ∥2L2(Ω) +

∫ 3T
4

T
4

∥∆ψ∥2L2(Ω)

≤
∫ 3T

4

T
4

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω)

≤
∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω)

≲
∫∫

ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2. (3.1.37)

Por lo tanto, de (3.1.36) y (3.1.37), se deduce la siguiente desigualdad:∫∫
Q

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≲
∫∫

ω×(0,T )

s20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ |φ|2. (3.1.38)
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Finalmente, basta con acotar superiormente el término del lado derecho de (3.1.38). Para

ello, nótese que

s20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ ≤ s20λ20
e20(k+1)λ∥η∥∞

t20m(T − t)20m
e−16sα∗(t)+14sα∗(t),

donde α∗(t) = mı́nx∈Ω α(x, t) =
m0

tm(T−t)m .

Defina

F (t) = e−16sα∗(t)+14sα∗(t)t−20m(T − t)−20m,

cuya derivada es

F ′(t) = (20− 14sα∗ + 16sα∗)mt
−20m−1(T − t)−20m−1(2t− T )e−16sα∗+14sα∗

.

Nótese que, para λ > ln 7
∥η∥∞ , se tiene que 16sα∗ ≥ 14sα∗. Aśı, el único punto cŕıtico de F ,

que corresponde a su máximo, es t = T
2
. En consecuencia,

s20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ ≤ 240mT−40ms20λ20e20(k+1)λ∥η∥∞−16·22mT−2mm0+14·22mT−2mM0 . (3.1.39)

Por tanto, usando (3.1.38) y (3.1.39), se deduce que existe C2 =

C2(Ω, ω, T, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞, s, λ) > 0 tal que∫
Q

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≤ C2

∫
ω×(0,T )

|φ|2.

Fijando los valores de λ y s, se obtiene la desigualdad deseada∫
Q

e−
M
tm |φ|2 ≲

∫
ω×(0,T )

|φ|2.

3.1.3. Un resultado negativo para la controlabilidad nula del

problema en cascada

Finalmente, se mostrará un resultado negativo para el problema (3.0.1) cuando se considera

el funcional Φ1 y potenciales poco regulares (L∞), similar al obtenido por [21] (Lema 2.6.1)

Lema 3.1.2. Sean N ∈ {1, 2} y T > 0. Entonces, existe un conjunto Ω ⊂ RN abierto,

acotado y conexo, O ⊂⊂ Ω, ψ0 ∈ L2(Ω), a,Bi, Dij ∈ L∞(Q), con i, j ∈ {1, . . . , n} tales que

las soluciones (φ, ψ) de
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ) = ∇ · (∇ψ1O) en Q,

ψt +∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(T, ·) = 0, ψ(0, ·) = ψ0(·) en Ω,

(3.1.40)
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no satisfacen Principio de Continuación Única (3.1.41) para todo abierto ω ⊂⊂ Ω. Esto es,

φ = 0 en ω × (0, T ) ⇒ ψ = φ = 0 en Q (3.1.41)

Demostración. Considere N = 1. Se construirá un ejemplo de una solución estacionaria de la

ecuación parabólica del sistema con potenciales que se anulen en el conjunto de observación

O. Para ello, considere Ω = (0, 2π), O =
(
arc cos(1

4
), 2π − arc cos(1

4
)
)
y los potenciales

a(x) =

{
4 en Ω\O,
0 en O,

, B ≡ 0, D(x) =

{
5 en Ω\O,
0 en O.

Entonces

ψ(x) =

{
8
9
(cos(x)− cos(2x)) en Ω\O,

1 en O,
es solución del problema eĺıptico

ψ′′′′ + aψ +Bψ′ +Dψ′′ = 0 en Ω = (0, 2π),

ψ(0) = ψ′(0) = 0,

ψ(2π) = ψ′(2π) = 0.

En consecuencia, tomando ψ0 = ψ(x), se tiene que (0, ψ̃) es solución del problema

(3.1.4) donde ψ̃ = ψ(x) es solución estacionaria del problema parabólico correspondiente,

cumpliéndose que φ ≡ 0 y ψ ̸= 0 en Q.

Ahora, considere el caso N = 2. Tome Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} y O =

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < e−4π}. Considere los potenciales

a(x, y) =

{
29

(x2+y2)2
en Ω\O,

0 en O,
, B ≡ 0, λ(x, y) =

{
−6

x2+y2
en Ω\O,

0 en O,

con D(x) = λ(x)I2. Se construirán soluciones radiales de la ecuación{
∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = 0 en Ω,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre ∂Ω.
(3.1.42)

Utilizando coordenadas polares (r, θ), podemos transformar esta ecuación a una

unidimensional:{
r4ψrrrr + 2r3ψrrr + (λ̃− 1)r2ψrr + rψr + ãψ = 0 en (0, 1),

ψ(1) = ψr(1) = 0,

donde λ̃ = r2λ y ã = r4a. Para r > e−2π, esta ecuación tiene soluciones de la forma

ψ(r) = c1r
1+

√
5 sin(ln r) + c2r

1+
√
5 cos(ln r) + c3r

1−
√
5 sin(ln r) + c4r

1−
√
5 cos(ln r),
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cuya derivada es

ψ′(r) = r
√
5 sin(ln r)((1 +

√
5)c1 − c2) + r

√
5 cos(ln r)(c1 + (1 +

√
5)c2)

+ r−
√
5 sin(ln r)((1−

√
5)c3 − c4) + r−

√
5 cos(ln r)(c3 + (1−

√
5)c4).

Note que tomando c1 = 1+
√
5, c2 = −1, c3 = −1+

√
5, c4 = 1 tenemos que ψ(1) = 0 puesto

que c2 + c4 = 0 y

ψ′(r) = (7 + 2
√
5)r

√
5 sin(ln r) + (2

√
5− 7)r−

√
5 sin(ln r),

por lo que ψ′(1) = 0. Además, ψ′(e−2π) = 0, con

ψ(e−2π) = −e−2π(1+
√
5) + e−2π(1−

√
5)

= e−2π
(
e2

√
5π − e−2

√
5π
)

= 2e−2π sinh(2
√
5π)

por lo tanto, en coordenadas cartesianas, la función

ψ(x, y) =


(1 +

√
5)(x2 + y2)

1+
√
5

2 sin
(
ln
√
x2 + y2

)
− (x2 + y2)

1+
√
5

2 cos
(
ln
√
x2 + y2

)
−(1−

√
5)(x2 + y2)

1−
√

5
2 sin

(
ln
√
x2 + y2

)
+ (x2 + y2)

1−
√
5

2 cos
(
ln
√
x2 + y2

)
(x, y) ∈ Ω\O,

2e−2π sinh(2
√
5π) (x, y) ∈ O.

es solución de la ecuación (3.1.42). En consecuencia, tomando ψ0 = ψ(x), se tiene que (0, ψ̃)

es solución del problema (3.1.4) donde ψ̃(x, t) = ψ(x) es solución estacionaria del problema

parabólico correspondiente, cumpliéndose que φ ≡ 0 pero ψ ̸= 0 en Q.

Como consecuencia del lema 3.1.2, se obtiene el siguiente teorema

Teorema 3.1.2. Sea N ∈ {1, 2}. Entonces, existen un conjunto abierto y acotado Ω ⊂ RN ,

un conjunto abierto y no vaćıo Ω ⊂⊂ Ω, a ∈ L∞(Q), B ∈ L∞(Q)N y D ∈ L∞(Q)N×N tales

que para cualquier abierto ω ⊂⊂ Ω, el sistema (3.1.3) no es aproximadamente controlable.

3.2. Controles Insensibilizantes para Φ2 y Φ3

En esta sección se estudiará la existencia de controles insensibilizantes para los funcionales

Φ2 y Φ3. Se considerarán los mismos pesos descritos en (3.1.1). En este caso, se considerará
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el siguiente sistema 
yt +∆2y = f + v1ω en Q,

y = ∂y
∂n

= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 + τ ŷ0 en Ω,

El objetivo de esta parte es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1. Suponga que y0 = 0 y ω∩O ̸= ∅. Entonces, existe M > 0 tal que para todo

f que cumple: ∫∫
Q

e
M
t |f |2 dx dt < +∞

existe un control v ∈ L2(ω × (0, T )) que insensibiliza al funcional Φi, i = 2, 3.

Procederemos de una forma similar a la sección anterior. Aśı, veremos primero la siguiente

proposición:

Proposición 3.2.1. Considere z(x, t) = y(x, t)|τ=0. Se tiene que

∂Φi(y(x, t; v, τ))

∂τ

∣∣∣
τ=0

= −
∫
Ω

q(x, 0)ŷ0(x) dx, i = 2, 3,

donde (z, q) es la solución del problema
zt +∆2z = f + v1ω en Q,

−qt +∆2q = ∇2 : (∇2z1O) en Q,

z = ∂z
∂n

= 0, q = ∂q
∂n

= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = y0, q(·, T ) = 0 en Ω,

(3.2.1)

si i = 2, o bien 
zt +∆2z = f + v1ω en Q,

−qt +∆2q = ∆(∆z1O) en Q,

z = ∂z
∂n

= 0, q = ∂q
∂n

= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = y0, q(·, T ) = 0 en Ω,

(3.2.2)

si i = 3. En consecuencia, buscar un control v tal que satisfaga la condición (3.0.4) es

equivalente a buscar v tal que

q(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω

Demostración. Se hará la demostración sólo para Φ2. La demostración para Φ3 es análoga.

Primero, note que para todo v ∈ L2(O × (0, T )),

DyΦ2(y)(v) =

∫∫
O×(0,T )

∇2y : ∇2v dx dt
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Denote yτ =
∂y
∂τ

∣∣∣
τ=0

, solución de
yτ,t +∆2yτ = 0 en Q,

yτ =
∂yτ
∂n

= 0 sobre Σ,

yτ (·, 0) = ŷ0 en Ω

Entonces,

∂Φ2

∂τ
(y(x, t; τ, v))

∣∣∣
τ=0

= DyΦ1(y)(yτ )

=

∫∫
O×(0,T )

∇2y(x, t; τ = 0, v) : ∇2yτ (x, t) dx dt

Denotando z = y|τ=0, se tiene que

∂Φ2

∂τ

∣∣∣
τ=0

=

∫∫
O×(0,T )

∇2z : ∇2yτ

= −
∫∫

Q

∇2 : (∇2z1O)yτ

= −
∫∫

Q

(
−qt +∆2q

)
yτ

= −
∫∫

Q

q
(
yτ,t +∆2yτ

)
+

∫
Ω

q(·, T )yτ (·, T )−
∫
Ω

q(·, 0)yτ (·, 0)

= −
∫
Ω

q(·, 0)ŷ0

Por lo tanto,

∂Φ2

∂τ

∣∣∣
τ=0

= 0 ⇐⇒
∫
Ω

q(x, 0)ŷ0(x) dx = 0 ∀ŷ0 ∈ L2(Ω)

Aśı, v ∈ L2(ω × (0, T )) es control tal que q(x, 0) = 0 ∀x ∈ Ω si y sólo si v insensibiliza al

funcional Φ2.

Nuevamente, se usará Hilbert Uniqueness Method para encontrar dicho control. Considere

(φ, ψ) solución del problema adjunto a (3.2.1)
−φt +∆2φ = ∇2 : (∇2ψ1O) en Q,

ψt +∆2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = 0, ψ(·, 0) = ψ0 en Ω,

(3.2.3)

si i = 2, o bien, el adjunto a (3.2.2)
−φt +∆2φ = ∆(∆ψ1O) en Q,

ψt +∆2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = 0, ψ(·, 0) = ψ0 en Ω,

(3.2.4)
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si i = 3. En efecto, (para i = 2)∫∫
Q

(zt +∆2z)φ+

∫∫
Q

(−qt +∆2q)ψ

=

∫∫
Q

(−φt +∆2φ)z +

∫
Ω

z(·, T )φ(·, T )−
∫
Ω

y0φ(·, 0)

+

∫∫
Q

(ψt +∆2ψ)q −
∫
Ω

q(·, T )ψ(·, T ) +
∫
Ω

q(·, 0)ψ0

=

∫∫
Q

fφ+

∫∫
ω×(0,T )

vφ+

∫∫
Q

∇2ψ : ∇2z1O

Entonces, usando esta igualdad junto con la ecuación,∫∫
Q

fφ+

∫∫
ω×(0,T )

vφ =

∫
Ω

q(·, 0)ψ0 −
∫
Ω

y0φ(·, 0) ∀ψ0 ∈ L2(Ω) (3.2.5)

Se considerará y0 = 0 (vea [13]). Por lo tanto, de (3.2.5) se puede deducir el siguiente

resultado:

Proposición 3.2.2. v ∈ L2(ω × (0, T )) es control a cero de (3.2.1) (o (3.2.2)) si y sólo si∫∫
Q

fφ+

∫∫
ω×(0,T )

vφ = 0 ∀ψ0 ∈ L2(Ω). (3.2.6)

Considere entonces el siguiente funcional:

J(ψ0) =

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2 dx dt+
∫∫

Q

fφ dx dt ∀ψ0 ∈ L2(Ω),

donde, para cada ψ0, (φ, ψ) son solución del sistema (3.2.3) (o (3.2.4)). Note que si ψ̂0 ∈ L2(Ω)

es óptimo de J , entonces se tendrá que

DJ(ψ̂0)(ψ0) =

∫∫
ω×(0,T )

φ̃φ+

∫∫
Q

fφ = 0 ∀ψ0 ∈ L2(Ω),

donde φ̂ y φ son soluciones de (3.2.3) (o (3.2.4)) asociados a ψ̂0 y ψ0 respectivamente. Por lo

tanto, tomando v̂ = φ̂|ω, este control hace que se cumpla (3.2.6), siendo entonces un control

insensibilizante para Φ2 (o Φ3). Dado que Φ2 (Φ3) es continuo y convexo, basta con probar

que es coercivo para asegurar la existencia del tal óptimo, por lo que basta con probar la

siguiente desigualdad: ∫∫
Q

e−
M
tm |φ|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

|φ|2. (3.2.7)

Para ciertos m,M,C > 0. En efecto, si se satisface (3.2.7), entonces

J(ψ0) ≥
1

2
∥φ∥2L2(ω×(0,T )) −

∥∥∥e M
2tm f

∥∥∥
L2(Q)

∥∥∥e− M
2tmφ

∥∥∥
L2(Q)

(3.2.8)

≥ 1

2
∥φ∥2L2(ω×(0,T )) − C

∥∥∥e M
2tm f

∥∥∥
L2(Q)

∥φ∥L2(ω×(0,T )) −−−−−−→
∥ψ0∥→+∞

+∞.
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3.2.1. Demostración de una desigualdad de Carleman para el

problema adjunto

Con el fin de demostrar (3.2.7), se probará el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Suponga que m ≥ 1,. Entonces, dado ω ⊂⊂ Ω abierto no vaćıo, existe una

constante C > 0 tal que la solución ψ de (3.2.3) cumple∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥H4(Ω) +

∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H8(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2

+

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆2ψ|2,

(3.2.9)

para todo λ ≥ C y s ≥ C(Tm + T 2m).

Demostración. Suponga que ψ0 ∈ H6(Ω). Denote ψ = ∇∇∆2ψ, solución del problema{
ψt +∆2ψ = 0 en Q,

ψ(·, 0) = ∇∇∆2ψ0 sobre Σ,

el cual posee condiciones de borde no homogéneas. Aplicando el teorema 2.5.3 a ψ sobre

ω0 ⊂⊂ ω′ ⊂⊂ ω, se tiene que∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 ≲
∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆2ψ|2

+

∫∫
Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣∂∇∇∆2ψ

∂n

∣∣∣∣2 + ∫∫
Σ

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗

∣∣∇∇∆2ψ
∣∣2 .

Usando (2.5.1) con r = 6 y u = ∇∆ψ,∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2.

Asimismo, usando (2.5.1) con r = 6 y u = ∆2ψ,∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2 ≲
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2.

Además, de la regularidad eĺıptica del problema{
∆2u = f en Ω,

u = ∂u
∂n

= 0 sobre ∂Ω,
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se puede agregar al lado izquierdo el término∫∫
Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H4(Ω).

de modo que∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2

+

∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H4(Ω)

≲
∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆2ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 (3.2.10)

+

∫∫
ω′×(0,T )

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2 +
∫∫

Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣∂∇∇∆2ψ

∂n

∣∣∣∣2
+

∫∫
Σ

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗

∣∣∇∇∆2ψ
∣∣2 .

Por otro lado, tome ψ̃ = s4λ6ξ
4− 1

m
∗ e−sα

∗
ψ, el cual satisface el problema

ψ̃t +∆2ψ̃ = ρ′ψ en Q,

ψ̃ = ∂ψ̃
∂n

= 0 sobre Σ,

ψ̃(·, 0) = 0 en Ω.

Como ρ′ψ ∈ L2(0, T ;H4(Ω)), se tiene que (vea el Apéndice B)∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H8(Ω) ≲

∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∥ψ∥2H4(Ω)

Usando desigualdades de interpolación entre H4 y H8, también se pueden agregar los

siguientes términos: ∫ T

0

s
19
2 λ12ξ

19
2
− 1

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H5(Ω),∫ T

0

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω),∫ T

0

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H7(Ω),

y por desigualdades de traza∫∫
Σ

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗|∇∇∆2ψ|2 ≲

∫∫
Q

s7λ7ξ7∗e
−2sα∗∥ψ∥2H7(Ω),

y ∫∫
Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣∂∇∇∆2ψ

∂n

∣∣∣∣2 ≲ ∫∫
Q

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗∥ψ∥2H8(Ω).
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Por lo que, si 8 − 2
m

≥ 5 y 17
2
− 3

2m
≥ 7 (lo que se cumple si m ≥ 1), entonces se pueden

absorber estos términos de borde. De este modo, se tiene la siguiente desigualdad:∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2

+

∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H4(Ω) +

∫ T

0

s8λ10ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H8(Ω)

≲
∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆2ψ|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 (3.2.11)

+

∫∫
ω′×(0,T )

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2.

Ahora, se quieren estimar los términos locales del lado derecho de (3.2.11). Para ello,

considere θ ∈ C∞
c (ω1) con ω

′ ⊂⊂ ω1 ⊂⊂ ω tal que θ ≡ 1 en ω′, 0 ≤ θ ≤ 1.∫∫
ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆2ψ|2 ≤
∫∫

ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα|∇∇∆2ψ|2

= −
∫∫

ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα∇∆3ψ∇∆2ψ +
1

2

∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8∇(θξ7e−2sα) · ∇
(
|∇∆2ψ|2

)
= −

∫∫
ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα∇∆3ψ∇∆2ψ − 1

2

∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8∆(θξ7e−2sα)|∇∆2ψ|2.

Acotando estos términos:∣∣∣∣∫∫
ω1×(0,T )

θs7λ8ξ7e−2sα∇∆3ψ∇∆2ψ

∣∣∣∣ ≤ ε

∫∫
Q

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H7(Ω)

+ C

∫∫
ω1×(0,T )

θs
11
2 λ4ξ

11
2
+ 3

2m e−4sα+2sα∗|∇∆2ψ|2,

y ∣∣∣∣∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8∆(θξ7e−2sα)|∇∆2ψ|2
∣∣∣∣ ≲ ∫∫

ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−2sα|∇∆2ψ|2.

Se tiene entonces que∫∫
ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|∇∇2∆ψ|2 ≲ ε

∫∫
Q

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H7(Ω)

+

∫∫
ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗ |∇∆2ψ|2.

Ahora, considere θ̃ ∈ C∞
c (ω2) con ω1 ⊂⊂ ω2 ⊂⊂ ω tal que θ̃ ≡ 1 en ω1 y 0 ≤ θ̃ ≤ 1. Nótese

que θ ≤ θ̃ y que∫∫
ω′×(0,T )

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 ≤
∫∫

ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆2ψ|2.
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Luego,∫∫
ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆2ψ|2 ≤
∫∫

ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆2ψ|2

= −
∫∫

ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗
∆3ψ∆2ψ −

∫∫
ω2×(0,T )

s9λ10∇
(
θ̃ξ9e−4sα+2sα∗

)
· ∇
(
|∆2ψ|2

)
= −

∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗
∆3ψ∆2ψ +

1

2

∫∫
ω2×(0,T )

s9λ10∆
(
θ̃ξ9e−4sα+2sα∗

)
|∆2ψ|2,

acotando estos términos:∣∣∣∣∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s9λ10ξ9e−4sα+2sα∗
∆3ψ∆2ψ

∣∣∣∣ ≤ ε

∫∫
Q

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω)

+ C

∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s9λ8ξ9+
1
m e−8sα+6sα∗|∆2ψ|2,

y ∣∣∣∣∫∫
ω2×(0,T )

s9λ10∆
(
θ̃ξ9e−4sα+2sα∗

)
|∆2ψ|2

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s11λ12ξ11e−4sα+2sα∗|∆2ψ|2.

Por ello,∫∫
ω1×(0,T )

θs9λ10ξ9e−4sα+2sα∗|∇∆2ψ|2 ≲ ε

∫∫
Q

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H6(Ω)

+

∫∫
ω2×(0,T )

θ̃s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗ |∆2ψ|2.

Con todo lo anterior y de (3.2.11), se deduce lo siguiente:∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥H4(Ω) +

∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H8(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2

+

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆2ψ|2

3.2.2. Demostración de la desigualdad de observabilidad para el

problema adjunto

De ahora en adelante, se denotará

I(ψ) :=
∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥H4(Ω) +

∫ T

0

s8λ12ξ
8− 2

m
∗ e−2sα∗∥ψ∥2H8(Ω) +

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2

+

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2.
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Ahora, se procederá a demostrar la desigualdad de observabilidad (3.2.7). Para ello, tome

ω1 ⊂⊂ ω2 ⊂⊂ ω ∩ O y defina θ ∈ C∞
c (ω2) tal que

θ ≡ 1 en ω1, 0 ≤ θ ≤ 1 en ω2.

Nótese que

−φt +∆2φ = ∆2ψ en O.

Nótese también que esta igualdad se tiene tanto para Φ2 como para Φ3. Entonces,∫∫
ω1×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆2ψ|2

≤
∫∫

ω2×(0,T )

θs11λ12ξ11e−8sα+6sα∗
∆2ψ

(
−φt +∆2φ

)
.

Denote u = s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗
. Integrando por partes,∫∫

ω2×(0,T )

θu∆2ψ
(
−φt +∆2φ

)
=

∫∫
ω2×(0,T )

φ
(
∂t(θu∆

2ψ) + ∆2(θu∆2ψ)
)
. (3.2.12)

Nótese que∫∫
ω2×(0,T )

φ∂t(θu∆
2ψ) =

∫∫
ω2×(0,T )

∂t(θu)∆
2ψφ+

∫∫
ω2×(0,T )

θu∆2ψtφ,

y ∫∫
ω2×(0,T )

φ∆2(θu∆2ψ) =

∫∫
ω2×(0,T )

∆2(θu)∆2ψφ+ 4

∫∫
ω2×(0,T )

∇∆(θu) · ∇∆2ψφ

+ 2

∫∫
ω2×(0,T )

∆(θu)∆3ψφ+ 4

∫∫
ω2×(0,T )

∇2(θu) : ∇2∆2ψ

+ 4

∫∫
ω2×(0,T )

∇(θu) · ∇∆3ψ +

∫∫
ω2×(0,T )

θu∆4ψ.

Por la ecuación que satisface ψ, se cumple que

∂t(∆
2ψ) + ∆2(∆2ψ) = 0.

Por lo tanto, de (3.2.12), se tiene lo siguiente,∫∫
ω1×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆ψ|2 (3.2.13)

≤
∫∫

ω2×(0,T )

φ
(
4∇(θu) · ∇∆3ψ + 4∇2(θu) : ∇2∆2ψ + 2∆(θu)∆3ψ
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+ 4∇∆(θu) · ∇∆2ψ +∆2(θu)∆2ψ + ∂t(θu)∆
2ψ
)
. (3.2.14)

Denote Ii, i ∈ {1, . . . , 6} a los anteriores términos del lado derecho respectivamente. Nótese

que por (3.1.1) y (3.1.2), u satisface lo siguiente

|∂nu| ≤ Cs11+nλ12+nξ11+ne−8sα+6sα∗
,

|∂tu| ≤ Cs12+
1
mλ12ξ12+

1
m e−8sα+6sα∗

,

en consecuencia,

|I1| ≤ ε

∫∫
Q

s
17
2 λ12ξ

17
2
− 3

2m
∗ e−2sα∗ |∇∆3ψ|+ C

∫∫
ω2×(0,T )

θs
31
2 λ14ξ

31
2
+ 3

2m e−16sα+14sα∗|φ|2,

(3.2.15)

|I2| ≤ ε

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|∇∇∆2ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−14sα+12sα∗ |φ|2, (3.2.16)

|I3| ≤ ε

∫∫
Q

s9λ12ξ
9− 1

m
∗ e−2sα∗|∆3ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs17λ16ξ17+
2
m e−16sα+14sα∗ |φ|2, (3.2.17)

|I4| ≤ ε

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇∆2ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−14sα+12sα∗|φ|2, (3.2.18)

|I5| ≤ ε

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−14sα+12sα∗ |φ|2, (3.2.19)

|I6| ≤ ε

∫∫
Q

s10λ12ξ10e−2sα|∆2ψ|2 + C

∫∫
ω2×(0,T )

θs14+
2
mλ12ξ14+

2
m e−14sα+12sα∗|φ|2. (3.2.20)

Como −14sα + 12sα∗ ≤ −16sα+ 14sα∗ y m ≥ 1, de (2.5.8) y (3.2.15)-(3.2.20):

I(ψ) ≲
∫∫

ω1×(0,T )

s11λ12ξ11e−8sα+6sα∗|∆2ψ|2 ≤
6∑
i=1

|Ii|

≤ C

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ |φ|2 + εI(ψ)

Por lo tanto, considerando ε > 0 suficientemente pequeño,

I(ψ) ≲
∫∫

ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2. (3.2.21)
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En particular, será de interés la siguiente desigualdad que se puede obtener de (3.2.21):∫∫
Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗ |∆ψ|2 ≲

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2. (3.2.22)

También, aplicando la Proposición 2.5.3 a φ con ω = ω1, se tendrá que∫∫
Q

s6λ8ξ6e−3sα|φ|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−3sα|∇φ|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−3sα|∇2φ|2

≲
∫∫

ω1×(0,T )

s7λ8ξ7e−3sα|φ|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−3sα|∆ψ1O|2. (3.2.23)

Usando (3.2.22) en (3.2.23), en particular se tiene que para λ ≥ ln 2
∥η∥∞ ,∫∫

Q

s6λ8ξ6e−3sα|φ|2 ≲
∫∫

ω1×(0,T )

s7λ8ξ7e−3sα|φ|2 +
∫∫

Q

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗|∆ψ|2

≲
∫∫

ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ |φ|2. (3.2.24)

Se deducirá la desigualdad de observabilidad a partir de (3.2.24). Para ello, considere

m0 = mı́n
x∈Ω

(
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

)
, M0 = máx

x∈Ω

(
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

)
,

(3.2.25)

y note que
1

tm(T − t)m
≥
(
T

2

)−2m

. Entonces, para t ∈ (0, T/2),

e−3sαs6λ8ξ6 ≥ e−3sα∗
(
T

2

)−12m

= e−
3sM0
(Tt)m e−

3sM0
(T (T−t))m

(
T

2

)−12m

(3.2.26)

≥ 212mT−12me−
3·2msM0

T2m e−
3sM0
(Tt)m .

Denote

M(T, s, λ) =
3sM0

Tm
, C1(T, s, λ) = 212mT−12m3 · 2msM0

T 2m
,

de modo que∫ T
2

0

∫
Ω

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−3sα|φ| ≲ C1(T, s, λ)

∫∫
ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2.

(3.2.27)

Por otro lado, por el corolario C.1 (vea Apéndice C),∫ T

T
2

∫
Ω

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≤
∫ T

T
2

|φ|2
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≲
∫ T

T
2

∥∆ψ∥2L2(Ω)

≲
∫ 3T

4

T
4

∥∆ψ∥2L2(Ω)

≤
∫ 3T

4

T
4

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω)

≤
∫ T

0

s10λ12ξ10∗ e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω)

≲
∫∫

ω2×(0,T )

θs20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2. (3.2.28)

Por lo tanto, de (3.2.27) y (3.2.28), se deduce la siguiente desigualdad:∫∫
Q

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≲
∫∫

ω×(0,T )

s20λ20ξ20e−16sα+14sα∗|φ|2 (3.2.29)

Finalmente, basta acotar superiormente el término del lado derecho de (3.2.29). Note que

s20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ ≤ s20λ20
e20(k+1)λ∥η∥∞

t20m(T − t)20m
e−16sα∗(t)+14sα∗(t),

donde α∗(t) = mı́nx∈Ω α(x, t) =
m0

tm(T−t)m .

Defina

F (t) = e−16sα∗(t)+14sα∗(t)t−20m(T − t)−20m,

cuya derivada es

F ′(t) = (20− 14sα∗ + 16sα∗)mt
−20m−1(T − t)−20m−1(2t− T )e−16sα∗+14sα∗

.

Note que, para λ > ln 7
∥η∥∞ , se tiene que 16sα∗ ≥ 14sα∗ (vea el Apéndice D), por lo que el

único punto cŕıtico de F , que corresponde a su máximo, es t = T
2
. Esto es,

s20λ20ξ20e−16sα+14sα∗ ≤ 240mT−40ms20λ20e20(k+1)λ∥η∥∞−16·22mT−2mm0+14·22mT−2mM0 . (3.2.30)

Por tanto, usando (3.2.29) y (3.2.30), se deduce que existe C2 = C2(Ω, ω, T, s, λ) > 0 tal

que ∫
Q

e−
M(T,s,λ)

tm |φ|2 ≤ C2

∫
ω×(0,T )

|φ|2. (3.2.31)

Fijando los valores de λ y s, se obtiene la desigualdad deseada∫
Q

e−
M
tm |φ|2 ≲

∫
ω×(0,T )

|φ|2.
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3.2.3. Un resultado negativo para la controlabilidad nula del

problema en cascada

De forma similar al caso en que el funcional de observación es Φ1, también se tiene un

resultado negativo acerca controlabilidad del problema (3.2.1) y (3.2.2).

Lema 3.2.2. Sea N ∈ {1, 2} y T > 0. Entonces, existe un conjunto Ω ⊂ RN abierto,

acotado y conexo, O ⊂⊂ Ω, ψ0 ∈ L2(Ω), a,Bi, Dij ∈ L∞(Q), con i, j ∈ {1, . . . , n} tales que

las soluciones (φ, ψ) de
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ) = R(ψ) en Q,

ψt +∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(T, ·) = 0, ψ(0, ·) = ψ0(·) en Ω,

(3.2.32)

donde

R(ψ) = ∇2 : (∇2ψ1O) ó R(ψ) = ∆(∆ψ1O),

no satisface Principio de Continuación Única (3.2.33) para todo abierto ω ⊂⊂ Ω. Esto es,

φ = 0 en ω × (0, T ) ⇒ ψ = φ = 0 en Q. (3.2.33)

Demostración. La demostración es equivalente a la mostrada en el lema 3.1.2 usando los

mismos contraejemplos.

Como consecuencia del lema 3.2.2, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2. Sea N ∈ {1, 2}. Considere el siguiente sistema:
zt +∆2z + az +B · ∇z +D : ∇2z = f + v1ω en Q,

−qt +∆2q + aq −∇ · (Bq) +∇2 : (Dq) = R(z) en Q,

z = ∂z
∂n

= 0, q = ∂q
∂n

= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = 0, q(·, T ) = 0 en Q,

(3.2.34)

donde

R(z) = ∇2 : (∇2z1O) ó R(z) = ∆(∆1O).

Entonces, existen un conjunto abierto y acotado Ω ⊂ RN , un conjunto abierto y no vaćıo

Ω ⊂⊂ Ω, a ∈ L∞(Q), B ∈ L∞(Q)N y D ∈ L∞(Q)N×N tales que para cualquier abierto

ω ⊂⊂ Ω, el sistema (3.2.34) no es aproximadamente controlable.
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Caṕıtulo 4

Control Jerárquico

De ahora en adelante, considere Ω ⊂ RN un dominio abierto, acotado y conexo con N ≥ 2

y con borde ∂Ω regular. También, tome O ⊂⊂ Ω y S1, S2 ⊂⊂ ∂Ω subconjuntos abiertos,

llamados dominio principal de control y dominios secundarios de control respectivamente,

y T > 0. Se denotará Q := Ω × (0, T ) y Σ = ∂Ω × (0, T ). Considere el siguiente problema

multi-objetivo: 
yt +∆2y + ay = F (y) + f1O en Q,

y = 0, ∂y
∂n

= ρ1v1 + ρ2v2 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 en Ω,

(4.0.1)

donde y = y(x, t) es el estado, a ∈ L∞(Q), F ∈ W 1,∞(R) es una función globalmente

Lipschitz e y0 ∈ L2(Ω) es la condición inicial. Por otro lado, f ∈ L2(O× (0, T )) es el control

ĺıder, mientras que vi ∈ L2(Si × (0, T )) (i = 1, 2), son los controles seguidores. Además,

ρ1, ρ2 ∈ C4(∂Ω) son funciones tales que

0 < ρi ≤ 1 en Si, ρi = 0 sobre ∂Ω\Si, i = 1, 2

El objetivo es analizar la controlabilidad exacta a trayectorias del sistema (4.0.1)

utilizando técnicas de controlabilidad jerárquica. Más en particular, se usará la estrategia

Stackelberg-Nash, que combina técnicas de optimización del tipo Stackelberg, junto con

optimización no-cooperativa del tipo Nash.

Para ello, considere O1,d, O2,d ⊂ Ω dos conjuntos abiertos no vaćıos denominados dominios

de observación, junto con los funcionales

Ji(f ; v1, v2) =
αi
2

∫∫
Oi,d×(0,T )

|y − ξi,d|2 dx dt+
µi
2

∫∫
Si×(0,T )

|vi|2 dσ dt, i = 1, 2 (4.0.2)

donde los objetivos locales ξi,d ∈ L2(Oi,d × (0, T )) son dados y αi, µi > 0 son constantes.
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Se seguirá la siguiente estrategia:

1. Suponga que el ĺıder f ya hizo una elección. Los seguidores v1, v2 satisfacer lo siguiente:

J1(f ; v1, v2) = mı́n
v̂1

J1(f ; v̂1, v2), J2(f ; v1, v2) = mı́n
v̂2

J1(f ; v1, v̂2) (4.0.3)

Si v1, v2 satisfacen (4.0.3), decimos que (v1, v2) es un equilibrio de Nash para los

funcionales Ji, i = 1, 2, asociado al ĺıder f .

2. Considere una trayectoria no controlada de (4.0.1), esto es, una función y = y(x, t) tal

que 
yt +∆2y + ay = F (y) en Q

y = 0, ∂y
∂n

= 0 sobre Σ

y(·, 0) = y0 en Ω

(4.0.4)

Una vez identificado el equilibrio de Nash (v1, v2) para cada f , se busca un control

f ∈ L2(O × (0, T )) tal que

y(·, T ) = y(·, T )

Para el caso semilineal, se usará la siguiente noción de equilibrio:

Definición 4.0.1. Se dirá que el par (v1, v2) es un cuasi-equilibrio de Nash para los

funcionales Ji asociado al ĺıder f si y sólo si

DviJi(f ; v1, v2) · v̂i = 0, ∀v̂i ∈ L2(Si × (0, T ))

Observación 4.0.1. Cuando los funcionales Ji son continuamente diferenciables y convexos,

las nociones de equilibrio y cuasi-equilibrio de Nash coinciden. Esto ocurre, por ejemplo, en

el caso lineal (F ≡ 0) para los funcionales de costo definidos en (4.0.2).

El objetivo principal de este caṕıtulo es mostrar los siguientes resultados:

Teorema 4.0.1. Suponga que Oi,d ∩ O ̸= ∅, i = 1, 2, F ≡ 0, y que al menos una de las

siguientes condiciones se satisface:

(O1,d = O2,d y ξ1,d = ξ2,d) ó O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O (4.0.5)

Si µi
αi
, i = 1, 2 es suficientemente grande, existe ζ = ζ(t) que explota en t = T tal que si y es

solución de (4.0.4) asociado a un estado inicial y0 ∈ L2(Ω), y∫∫
Oi,d×(0,T )

ζ2|y − ξi,d|2 dx dt < +∞, i = 1, 2

entonces existen controles f ∈ L2(O × (0, T )) con su equilibrio de Nash asociado (v1, v2) tal

que la solución de (4.0.1) satisface que y(·, T ) = y(·, T ).
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Teorema 4.0.2. Suponga que Oi,d y µi, αi son como en el Teorema 4.0.1 y que F ∈ W 1,∞(R).
Considere y solución de (4.0.4) con condición inicial y0 ∈ L2(Ω). Existe ζ = ζ(t) que explota

en t = T tal que ∀y0 ∈ L2(Ω), existen controles f ∈ L2(O× (0, T )) con su cuasi-equilibrio de

Nash (v1, v2) de modo que la solución (4.0.1) cumple y(·, T ) = y(·, T ).

Antes de continuar, note que con el cambio z = y − y, el cual es solución del problema
zt +∆2z + az = F (y + z)− F (y) + f1O en Q,

z = 0, ∂z
∂n

= ρ1v1 + ρ2v2 sobre Σ,

z(·, 0) = z0 en Ω,

donde z0 = y0 − y0, ahora se buscará un ĺıder f tal que z(·, T ) = 0. Además, los funcionales

de costo Ji se escriben de la siguiente forma en términos de z:

Ji(f ; v
1, v2) =

αi
2

∫∫
Oi,d×(0,T )

|z − zi,d|2 dx dt+
µi
2

∫∫
Si×(0,T )

|vi|2 dσ dt, i = 1, 2,

donde zi,d = ξi,d − y1Oi,d
.

Además, de ahora en adelante, considere los siguientes espacios:

W (Q) =
{
u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) : ut ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)

}
, (4.0.6)

con la norma

∥u∥W (Q) =
(
∥u∥2L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T ;H−2(Ω))

) 1
2
,

y los espacios de interpolación

Hr,s(Q) = L2(0, T ;Hr(Ω)) ∩Hs(0, T ;L2(Ω)),

para r, s ≥ 0 equipados con la norma

∥u∥Hr,s(Q) =
(
∥u∥2L2(0,T ;Hr(Ω)) + ∥u∥2Hs(0,T ;L2(Ω))

) 1
2
.

Análogamente se considerarán sus contrapartes en borde Hr,s(Σ) = L2(0, T ;Hr(∂Ω)) ∩
Hs(0, T ;L2(∂Ω)). (Véase [25, 26])

4.1. El caso lineal

En esta sección, se estudiará el caso lineal del problema (4.0.1). Esto es, considere F ≡ 0.
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4.1.1. Existencia de equilibrios de Nash

El objetivo de esta sección es mostrar el siguiente resultado:

Proposición 4.1.1. Existe M > 0 tal que si

µi
αi

> M, (4.1.1)

entonces, para cada f ∈ L2(O × (0, T )), existe un único equilibrio de Nash (v1, v2) para los

funcionales J1 y J2 asociado al ĺıder f .

Sea f ∈ L2(O × (0, T )). Considere los espacios

Hi = L2(Si × (0, T )), i = 1, 2, H = H1 ×H2.

Note que los funcionales Ji son convexos, por lo que (v1, v2) es equilibrio de Nash si y sólo si

αi

∫∫
Oi,d×(0,T )

(z − zi,d)ŵi dx dt+ µi

∫∫
Si×(0,T )

viv̂i dx dt = 0, ∀v̂i ∈ Hi, i = 1, 2, (4.1.2)

donde ŵi es solución asociada a v̂i del problema
ŵi,t +∆2ŵi + aŵi = 0 en Q,

ŵi = 0, ∂ŵi

∂n
= ρiv̂i sobre Σ,

ŵi(·, 0) = 0 en Ω.

(4.1.3)

Se define Li : Hi −→ L2(Q) como el operador solución del sistema (4.1.3), i = 1, 2. Esto

es, aquel operador que cumple Liv̂i = ŵi ∀v̂i ∈ L2(Si × (0, T )). Con esto, note que z se

descompone de la siguiente forma:

z = L1v1 + L2v2 + z,

donde z es solución del problema
zt +∆2z + az = f1O en Q,

z = 0, ∂z
∂n

= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = 0 en Ω.

(4.1.4)

Con esto, se puede desarrollar (4.1.2) de la siguiente forma:

αi

∫∫
Oi,d×(0,T )

(L1v1 + L2v2 + z − zi,d)Liv̂i dx dt+ µi

∫∫
Si×(0,T )

viv̂i dx dt = 0

αi

∫∫
Si×(0,T )

L∗
i

(
(L1v1 + L2v2 + z − zi,d)1Oi,d

)
v̂i dσ dt+ µi

∫∫
Si×(0,T )

viv̂i dx dt = 0
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∫∫
Si×(0,T )

L∗
i

(
(L1v1 + L2v2)1Oi,d

)
v̂i dσ dt+

µi
αi

∫∫
Si×(0,T )

viv̂i dx dt =

∫∫
Si×(0,T )

L∗
i

(
(zi,d − z)1Oi,d

)
v̂i dσ dt

donde L∗
i : L2(Q) −→ Hi es el operador adjunto a Li, i = 1, 2. Por lo tanto, (4.1.2) es

equivalente a

L∗
i

(
(L1v1 + L2v2)1Oi,d

)
+
µi
αi
vi = L∗

i

(
(zi,d − z)1Oi,d

)
en Hi, i = 1, 2. (4.1.5)

Defina el operador L : H −→ H dado por

L(v1, v2) =
(
L∗
1

(
(L1v1 + L2v2)1O1,d

)
+
µ1

α1

v1, L
∗
2

(
(L1v1 + L2v2)1O2,d

)
+
µ2

α2

v2

)
∀(v1, v2) ∈ H,

con esto, el sistema (4.1.5) es equivalente a

A
(
(v1, v2), (v̂1, v̂2)

)
:=
(
L(v1, v2), (v̂1, v̂2)

)
H
= ℓ(v̂1, v̂2) ∀(v̂1, v̂2) ∈ H, (4.1.6)

donde

ℓ(v̂1, v̂2) =
2∑
i=1

∫∫
Si×(0,T )

L∗
i

(
(zi,d − z)1Oi,d

)
v̂i dσ dt.

Dada la continuidad de los operadores Li, L
∗
i , i = 1, 2, los funcionales A, ℓ son continuos.

Luego, si A es coercivo, entonces, por Teorema de Lax-Milgram, (4.1.6) posee solución única

(v1, v2) ∈ H.

Demostración de la Proposición 4.1.1. Como se mencionó previamente, basta con probar la

coercividad del funcional A. Para ello, vea que(
L(v1, v2), (v1, v2)

)
H
=

2∑
i=1

(∫∫
Oi,d×(0,T )

(L1v1 + L2v2)Livi dx dt+
µi
αi

∫∫
Si×(0,T )

|vi|2 dσ dt

)
=
∥∥L1v11O1,d

∥∥2
L2(Q)

+
∥∥L2v21O2,d

∥∥2
L2(Q)

+
2∑
i=1

∫∫
Q

(L1v1 + L2v2)1Oi,d
dx dt+

2∑
i=1

µi
αi

∥vi∥2Hi

≥
∥∥L1v11O1,d

∥∥2
L2(Q)

+
∥∥L2v21O2,d

∥∥2
L2(Q)

+
2∑
i=1

µi
αi

∥vi∥2Hi

− ∥L1v11O1,d
∥L2(Q)∥L2v2∥L2(Q) − ∥L1v1∥L2(Q)∥L2v21O2,d

∥L2(Q)

≥
(
µ1

α1

− 1

4
∥L1∥2L(H1,L2(Q))

)
∥v1∥2H1

+

(
µ2

α2

− 1

4
∥L2∥2L(H2,L2(Q))

)
∥v2∥2H2

Por tanto, tomando

µi
αi

>
1

4
máx

{
∥L1∥2L(H1,L2(Q)), ∥L2∥2L(H2,L2(Q))

}
=:M

se deduce el resultado.
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4.1.2. Sobre la observabilidad del problema y el sistema de

optimalidad

Considere los estados adjuntos ϕi dados por
−ϕi,t +∆2ϕi + aϕi = αi(z − zi,d)1Oi,d

en Q,

ϕi =
∂ϕi
∂n

= 0 sobre Σ,

ϕi(·, T ) = 0 en Ω,

de modo que al usar el multiplicador ŵi se obtiene, v́ıa integraciones por partes,∫∫
Oi,d×(0,T )

αi(z − zi,d)ŵi dx dt = −
∫∫

Si×(0,T )

ρi∆ϕiv̂i, i = 1, 2.

Considerando (v1, v2) equilibrio de Nash, recuerde que se debe satisfacer (4.1.2), por lo que

µi

∫∫
Si×(0,T )

viv̂i =

∫∫
Si×(0,T )

ρi∆ϕiv̂i, ∀v̂i ∈ Hi, i = 1, 2.

Aśı, se puede obtener una caracterización del equilibrio de Nash (v1, v2) en términos de

(ϕ1, ϕ2), dado por

vi =
1

µi
ρi∆ϕi en Hi, i = 1, 2. (4.1.7)

Por lo tanto, el sistema de control se puede escribir de la siguiente forma:
zt +∆2z + az = f1O en Q,

−ϕi,t +∆2ϕi + aϕi = αi(z − zi,d)1Oi,d
en Q,

z = 0, ∂z
∂n

=
∑2

i=1
1
µi
ρi∆ϕi, ϕi = 0, ∂ϕi

∂n
= 0, sobre Σ,

z(·, 0) = z0, ϕi(·, T ) = 0 en Ω,

(4.1.8)

cuyo sistema adjunto está dado por
−ψt +∆2ψ + aψ =

∑2
i=1 αiγi1Oi,d

en Q,

γi,t +∆2γi + aγi = 0 en Q,

ψ = 0, ∂ψ
∂n

= 0, γi = 0, ∂γi
∂n

= 1
µi
ρi∆ψ, sobre Σ,

ψ(·, T ) = ψT , γi(·, 0) = 0 en Ω,

(4.1.9)

el cual induce la igualdad:∫
Ω

ψT z(·, T ) =
∫
Ω

ψ(·, 0) z0 +
∫∫

O×(0,T )

fψ −
2∑
i=1

αi

∫∫
Oi,d×(0,T )

γi zi,d , ∀ψT ∈ L2(Ω).

Aśı, se tendrá la controlabilidad nula del problema si y sólo si∫
Ω

ψ(·, 0) z0 +
∫∫

O×(0,T )

fψ −
2∑
i=1

αi

∫∫
Oi,d×(0,T )

γi zi,d = 0 , ∀ψT ∈ L2(Ω). (4.1.10)
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Definiendo el funcional

J (ψT ) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|ψ|2 dx dt+
∫
Ω

ψ(·, 0)z0 −
2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

αizi,dγi,

J tendrá único mı́nimo ψ̂T ∈ L2(Ω) si y sólo si se satisface la siguiente desigualdad:

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +
2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

ζ−2|γi|2 ≤ C

∫∫
O×(0,T )

|ψ|2, (4.1.11)

donde ζ = ζ(t) es un peso que explota en t = T . En cuyo caso, ψ̂T hace que∫
Ω

ψ(·, 0) z0 +
∫∫

O×(0,T )

ψ̂ψ −
2∑
i=1

αi

∫∫
Oi,d×(0,T )

γi zi,d = 0 , ∀ψT ∈ L2(Ω) (4.1.12)

donde ψ̂ es solución de (4.1.9) con condición inicial ψ̂T , y (ψ, γ1, γ2) la correspondiente solución

de (4.1.9) con condición inicial ψT . De (4.1.12), se deduce que f = ψ̂1O es un control que

hace que z(·, T ) = 0.

Observación 4.1.1. De (4.1.12) evaluada en ψT = ψ̂T y (4.1.11), se tiene que

∥f∥2L2(O×(0,T )) ≤ ∥ψ̂(·, 0)∥L2(Ω)∥z0∥L2(Ω) +
2∑
i=1

αi ∥ζzi,d∥L2(Oi,d×(0,T ))

∥∥ζ−1γi
∥∥
L2(Oi,d×(0,T ))

≤ C

∥f∥L2(O×(0,T ))∥z∥L2(Ω) + ∥f∥L2(O×(0,T ))

2∑
i=1

(∫∫
Oi,d×(0,T )

ζ2|zi,d|2 dx dt

) 1
2

 .

Por lo tanto

∥f∥2L2(O×(0,T )) ≤ C

(
∥z0∥2L2(Ω) +

2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

ζ2|zi,d|2 dx dt

)
.

Es decir, la norma del control está acotada por la condición inicial z0 y los objetivos locales

zi,d.

Antes de continuar, se mostrará un resultado de existencia y regularidad de soluciones para

el sistema (4.1.8), el cual será de utilidad más adelante.

Proposición 4.1.2. Suponga f ∈ L2(O× (0, T )), z0 ∈ L2(Ω), zi,d ∈ L2(Oi,d× (0, T )) dados.

Si µi
αi

es suficientemente grande, i = 1, 2, entonces (4.1.8) posee única solución (z, ϕ1, ϕ2) ∈
W (Q)× [H4,1(Q)]2.
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Demostración. Para cada z̃ ∈ L2(Q), considere el sistema
zt +∆2z + az = f1O en Q,

−ϕi,t +∆2ϕi + aϕi = αi(z̃ − zi,d)1Oi,d
en Q,

z = 0, ∂z
∂n

=
∑2

i=1
1
µi
ρi∆ϕi, ϕi = 0, ∂ϕi

∂n
= 0, sobre Σ,

z(·, 0) = z0, ϕi(·, T ) = 0 en Ω.

(4.1.13)

Nótese que, por la Proposición 2.4.1, ϕi ∈ L2(0, T ;H4(Ω)∩H2
0 (Ω))∩H1(0, T ;L2(Ω)), i = 1, 2,

y satisfacen que

∥ϕi∥2L2(0,T ;H4(Ω)) + ∥ϕi,t∥2L2(Q) ≤ Cα2
i ∥z̃ − zi,d∥2L2(Oi,d×(0,T )). (4.1.14)

Por otro lado, de [26, p. 9], existe C > 0 tal que

∥ρi∆ϕi∥2
H

3
2 , 38 (Σ)

≤ C
(
∥ϕi∥2L2(0,T ;H4(Ω)) + ∥ϕi,t∥2L2(Q)

)
,

y de [26, p 83–84], z ∈ W (Q) es tal que

∥z∥2L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥zt∥2L2(0,T ;H−2(Ω))

≤ C

(
∥z0∥2L2(Ω) + ∥f∥2L2(O×(0,T )) +

2∑
i=1

1

µ2
i

∥ρi∆ϕi∥2
H

3
2 , 38 (Σ)

)
.

En consecuencia, se deduce que

∥z∥2L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥zt∥2L2(0,T ;H−2(Ω)) (4.1.15)

≤ C

(
∥z0∥2L2(Ω) + ∥f∥2L2(O×(0,T )) +

2∑
i=1

α2
i

µ2
i

∥z̃ − zi,d∥2L2(Oi,d×(0,T ))

)
.

En particular,

∥z∥2L2(Q) ≤ C

(
∥z0∥2L2(Ω) + ∥f∥2L2(O×(0,T )) +Kmáx

i=1,2
∥z̃ − zi,d∥2L2(Oi,d×(0,T ))

)
, (4.1.16)

donde K = máxi=1,2
α2
i

µ2i
.

Considere el mapeo Λ : L2(Q) → L2(Q) tal que Λ(z̃) := z para cada z̃, donde (z, ϕ1, ϕ2)

es solución de (4.1.13). Por el desarrollo previo, Λ está bien definido. Además, dados z̃1, z̃2 ∈
L2(Q), Z = z1−z2 = Λ(z̃1)−Λ(z̃2), Φi = ϕ1

i −ϕ2
i , nótese que (Z,Φ1,Φ2) satisfacen el sistema

Zt +∆2Z + aZ = 0 en Q,

−Φi,t +∆2Φi + aΦi = αi(z̃
1 − z̃2)1Oi,d

en Q,

Z = 0, ∂Z
∂n

=
∑2

i=1
1
µi
ρi∆Φi, Φi = 0, ∂Φi

∂n
= 0, sobre Σ,

Z(·, 0) = 0, Φi(·, T ) = 0 en Ω.

(4.1.17)
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En consecuencia, aplicando (4.1.16) al sistema (4.1.17), se cumple lo siguiente

∥Λ(z̃1)− Λ(z̃2)∥2L2(Q) ≤ CK∥z̃1 − z̃2∥2L2(Q).

Por lo que el operador Λ el Lipschitz-continuo. Además, si µi
αi

es suficientemente grande,

entonces Λ es una contracción, por lo que posee un único punto fijo Λ(z) = z. Aśı, el sistema

(4.1.8) posee única solución (z, ϕ1, ϕ2) ∈W (Q) ∩ [H4,1(Q)]2.

Observación 4.1.2. Como consecuencia de la Proposición 4.1.2 y de (4.1.7), si (v1, v2) es

un equilibrio de Nash para J1, J2, dado que ϕi ∈ H4,1(Q), entonces

vi ∈ H
3
2
, 3
8 (Σ), i = 1, 2.

Además, como consecuencia de (4.1.15), si µi
αi

es suficientemente grande, fijando z0 ∈ L2(Ω)

y zi,d ∈ L2(Oi,d × (0, T )) (i = 1, 2), se cumple que

∥z∥2L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥zt∥2L2(0,T ;H−2(Ω)) ≤ C
(
1 + ∥f∥2L2(O×(0,T ))

)
, (4.1.18)

para una constante C > 0.

El siguiente resultado entrega la controlabilidad deseada para el problema lineal:

Proposición 4.1.3. Suponga que Oi,d ∩ O ̸= ∅, i = 1, 2.

1. Suponga que se tiene el primer supuesto de (4.0.5), es decir,

Od := O1,d = O2,d y ξ1,d = ξ2,d.

Existe una constante C > 0 y una función peso ζ = ζ(t) tal que, si∫∫
Od×(0,T )

ζ2|zi,d|2 dx dt < +∞, i = 1, 2,

para todo ψT ∈ L2(Ω), entonces la solución (ψ, γ1, γ2) de (4.1.9) satisface

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +

∫∫
Od×(0,T )

ζ−2|α1γ1 + α2γ2|2 dx dt ≤ C

∫∫
O×(0,T )

|ψ|2 dx dt. (4.1.19)

2. Ahora, suponga que el segundo supuesto de (4.0.5) se cumple, es decir,

O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O.

Entonces,

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +
2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

ζ−2|γi|2 dx dt ≤ C

∫∫
O×(0,T )

|ψ|2 dx dt. (4.1.20)

Esta proposición se demostrará en las siguientes subsecciones, estudiando los casos

establecidos. Para ello, se buscará establecer estimaciones de Carleman para las soluciones

de (4.1.9).
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Estimaciones de Carleman sobre el sistema adjunto

Antes de estudiar los casos planteados, se demostrará el siguiente resultado técnico:

Lema 4.1.1. Sea ω ⊂⊂ ω̃ ⊂⊂ A ⊂ Ω. Suponga que (ψ, g) satisfacen lo siguiente:{
−ψt +∆2ψ + aψ = g1A en Q,

gt +∆2g + ag = 0 en Q,
(4.1.21)

Entonces, existe una constante C(ω, ω̃,Ω) > 0 tal que∫∫
ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|g|2 ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s6λ8ξ6e−2sα|g|2

+ C

∫∫
ω̃×(0,T )

s10λ10ξ10e−2sα
(
s6λ6ξ6|ψ|2 + s4λ4ξ4|∇ψ|2 + s2λ2ξ2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2

)
.

Demostración. Sea θ ∈ C∞
c (ω̃) tal que 0 ≤ θ ≤ 1, con θ ≡ 1 en ω.∫∫

ω×(0,T )

ξ7e−2sα|g|2 ≤
∫∫

ω̃×(0,T )

θξ7e−2sα|g|2

=

∫∫
ω̃×(0,T )

θξ7e−2sαg(−ψt +∆2ψ + aψ).

Integrando por partes y denotando u = θξ7e−2sα, se tiene que, por un lado,∫∫
ω̃×(0,T )

ug(−ψt) =
∫∫

ω̃×(0,T )

∂t(u)gψ +

∫∫
ω̃×(0,T )

ugtψ.

Se denotará J1 y J2 a estas integrales respectivamente. Por otro lado,∫∫
ω̃×(0,T )

ug∆2ψ =

∫∫
ω̃×(0,T )

∆2(ug)ψ

=

∫∫
ω̃×(0,T )

∆2ugψ + 2

∫∫
ω̃×(0,T )

∇∆u · ∇gψ + 2

∫∫
ω̃×(0,T )

∆u∆gψ

+ 4

∫∫
ω̃×(0,T )

∇2u : ∇2gψ + 2

∫∫
ω̃×(0,T )

∇u · ∇∆gψ +

∫∫
ω̃×(0,T )

u∆2gψ,

y se denotará por Ii, i ∈ {1, . . . , 6} a estos términos respectivamente. Finalmente, se denotará

K =

∫∫
ω̃×(0,T )

augψ.

Como gt +∆2g + ag = 0, se cumple que

J2 + I6 +K = 0.
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Por otra parte, integrando nuevamente por partes, se tiene que

I2 = −2I1 −
∫∫

ω̃×(0,T )

∇∆u · ∇ψg,

I3 = 2I1 + 4

∫∫
ω̃×(0,T )

∇∆u · ∇ψg + 2

∫∫
ω̃×(0,T )

∆u∆ψg,

I4 = 4I1 + 8

∫∫
ω̃×(0,T )

∇∆u · ∇ψg + 4

∫∫
ω̃×(0,T )

∇2u : ∇2ψg,

I5 = −2I3 − 2

∫∫
ω̃×(0,T )

∇∆u · ∇ψg − 4

∫∫
ω̃×(0,T )

∇2u : ∇2ψg

− 2

∫∫
ω̃×(0,T )

∇u · ∇∆ψg.

Se tienen entonces las siguientes cotas:

|J1| ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s−1ξ6e−2sα|g|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s3+
2
m ξ10+

2
m e−2sα|ψ|2,

|I1| ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s−1ξ6e−2sα|g|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s9λ8ξ16e−2sα|ψ|2,

|I2| ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s−1ξ6e−2sα|g|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s9λ8ξ16e−2sα|ψ|2

+ C

∫∫
ω̃×(0,T )

s7λ6ξ14e−2sα|∇ψ|2,

|I3| ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s−1ξ6e−2sα|g|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s9λ8ξ16e−2sα|ψ|2

+ C

∫∫
ω̃×(0,T )

s7λ6ξ14e−2sα|∇ψ|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s5λ4ξ12e−2sα|∆ψ|2,

|I4| ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s−1ξ6e−2sα|g|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s9λ8ξ16e−2sα|ψ|2

+ C

∫∫
ω̃×(0,T )

s7λ6ξ14e−2sα|∇ψ|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s5λ4ξ12e−2sα|∇2ψ|2,

|I5| ≤ ε

∫∫
A×(0,T )

s−1ξ6e−2sα|g|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s9λ8ξ16e−2sα|ψ|2

+ C

∫∫
ω̃×(0,T )

s7λ6ξ14e−2sα|∇ψ|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s5λ4ξ12e−2sα|∆ψ|2
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+ C

∫∫
ω̃×(0,T )

s5λ4ξ12e−2sα|∇2ψ|2 + C

∫∫
ω̃×(0,T )

s3λ2ξ10e−2sα|∇∆ψ|2.

Sumando estas cotas se deduce el resultado deseado.

Caso 1: O1,d = O2,d y ξ1,d = ξ2,d

En este caso, se denotará Od := O1,d y h = α1γ2 + α2γ2. Se demostrará el siguiente

resultado:

Proposición 4.1.4. Suponga que Od := O1,d = O2,d y ξ1,d = ξ2,d. Considere I(ψ) como en

el lema 4.1.2. Entonces, existe C > 0 tal que

I(ψ) +
∫∫

Od×(0,T )

s6λ8ξ6e−2sα|h|2 ≤ C

∫∫
ω×(0,T )

s25λ22ξ25e−2sα|ψ|2,

para λ ≥ C y s ≥ C(Tm + T 2m).

Para ello, será de utilidad contar con el siguiente lema:

Lema 4.1.2. Sea h = α1γ1 + α2γ2. Denote

I(ψ) :=
∫∫

Q

e−2sα
(
s12λ14ξ12|ψ|2 + s10λ12ξ10|∇ψ|2 + s9λ10ξ9|∆ψ|2

+ s8λ10ξ8|∇2ψ|2 + s7λ8ξ7|∇∆ψ|2 + s5λ6ξ5|∆2ψ|2
)
.

Entonces, existe C > 0 tal que para todo λ ≥ C, s ≥ C(T + T 1/2),

I(ψ) ≤ C

(∫∫
ω×(0,T )

s13λ14ξ13e−2sα|ψ|2 +
∫∫

Od×(0,T )

s6λ6ξ6e−2sα|h|2
)

Demostración. El resultado es consecuencia directa del Corolario 2.5.1 aplicado a ψ solución

de (4.1.9) con r = 6.

Demostración de la Proposición 4.1.4. Suponga que Od := O1,d = O2,d y ξ1,d = ξ2,d.

Considere h = α1γ1 + α2γ2, de modo que se tiene el siguiente sistema adjunto:
−ψt +∆2ψ + aψ = h1Od

en Q,

ht +∆2h+ ah = 0 en Q,

ψ = 0, ∂ψ
∂n

= 0, h = 0, ∂h
∂n

=
∑2

i=1
αi

µi
ρi∆ψ sobre Σ,

ψ(·, T ) = ψT , h(·, 0) = 0 en Ω.

(4.1.22)
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Aplicando el teorema 2.5.3 a h, se tiene lo siguiente:∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|h|2 ≲
∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|h|2 +
2∑
i=1

∫∫
Σ

s5λ5ξ5∗e
−2sα∗

∣∣∣∣αiµi ρi∆ψ
∣∣∣∣2 .

Denote µ = mı́n{µ1, µ2}. Usando desigualdades de traza en la desigualdad anterior:∫∫
Od×(0,T )

s6λ8ξ6e−2sα|h|2 ≲
∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|h|2

+
1

µ

(∫ T

0

s4λ4ξ4∗e
−2sα∗∥ψ∥2H3(Ω) +

∫ T

0

s6λ6ξ6∗e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω)

)
.

Note que∫ T

0

s6λ6ξ6∗e
−2sα∗∥ψ∥2H2(Ω) ≲

1

s2
I(ψ), y

∫ T

0

s4λ4ξ4∗e
−2sα∗∥ψ∥2H3(Ω) ≲

1

s3
I(ψ),

por lo que∫∫
Od×(0,T )

s6λ8ξ6e−2sα|h|2 ≲
∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|h|2 + 1

µs2
I(ψ). (4.1.23)

Combinando (4.1.2) y (4.1.23) junto con el lema 4.1.1 con A = Od y g = h, se deduce la

siguiente desigualdad:∫∫
Od×(0,T )

s6λ8ξ6e−2sα|h|2 + I(ψ) ≲
∫∫

ω̃×(0,T )

s10λ10ξ10e−2sα
(
s6λ6ξ6|ψ|2 + s4λ4ξ4|∇ψ|2

(4.1.24)

+ s2λ2ξ2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2
)
.

Denote Ai, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} a los términos del lado derecho de (4.1.24). Tome θ ∈ C∞
c (ω),

0 ≤ θ ≤ 1, θ ≡ 1 en ω̃. Entonces,

A1 ≤
∫∫

ω×(0,T )

θs16λ16ξ16e−2sα|ψ|2, (4.1.25)

A2 ≤
∫∫

ω×(0,T )

θs14λ14ξ14e−2sα|∇ψ|2 (4.1.26)

= −
∫∫

ω×(0,T )

s14λ14div
(
θξ14e−2sα∇ψ

)
ψ

= −
∫∫

ω×(0,T )

s14λ14∇
(
θξ14e−2sα

)
· ∇ψψ −

∫∫
ω×(0,T )

θs14λ14ξ14e−2sα∆ψψ

=
1

2

∫∫
ω×(0,T )

s14λ14∆
(
θξ14e−2sα

)
|ψ|2 −

∫∫
ω×(0,T )

θs14λ14ξ14e−2sα∆ψψ
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≲ ε

∫∫
Q

s9λ10ξ9e−2sα|∆ψ|2 +
∫∫

ω×(0,T )

s16λ16ξ16e−2sα|ψ|2 +
∫∫

ω×(0,T )

θs19λ18ξ19e−2sα|ψ|2,

A3 ≤
∫∫

ω×(0,T )

θs12λ12ξ12e−2sα|∆ψ|2 (4.1.27)

=

∫∫
ω×(0,T )

s12λ12∆
(
θξ12e−2sα∆ψ

)
ψ

≲
∫∫

ω×(0,T )

θs14λ14ξ14e−2sα|∆ψ||ψ|+
∫∫

ω×(0,T )

θs13λ13ξ13e−2sα|∇∆ψ||ψ|

+

∫∫
ω×(0,T )

θs12λ12ξ12e−2sα|∆2ψ||ψ|

≲ ε

∫∫
Q

s9λ10ξ9e−2sα|∆ψ|2 + ε

∫∫
Q

s7λ8ξ7e−2sα|∇∆ψ|2 + ε

∫∫
Q

s5λ6ξ5e−2sα|∆2ψ|2

+

∫∫
ω×(0,T )

θs19λ18ξ19e−2sα|ψ|2,

A4 ≤
∫∫

ω×(0,T )

θs12λ12ξ12e−2sα|∇2ψ|2 (4.1.28)

=

∫∫
ω×(0,T )

s12λ12∇2 :
(
θξ12e−2sα∇2ψ

)
ψ

≲
∫∫

ω×(0,T )

θs14λ14ξ14e−2sα|∇2ψ||ψ|+
∫∫

ω×(0,T )

θs13λ13ξ13e−2sα|∇∆ψ||ψ|

+

∫∫
ω×(0,T )

θs12λ12ξ12e−2sα|∆2ψ||ψ|

≲ ε

∫∫
Q

s8λ10ξ8e−2sα|∇2ψ|2 + ε

∫∫
Q

s7λ8ξ7e−2sα|∇∆ψ|2 + ε

∫∫
Q

s5λ6ξ5e−2sα|∆2ψ|2

+

∫∫
ω×(0,T )

θs20λ18ξ20e−2sα|ψ|2,

A5 ≤
∫∫

ω×(0,T )

θs10λ10ξ10e−2sα|∇∆ψ|2 (4.1.29)

= −
∫∫

ω×(0,T )

s10λ10div
(
θξ10e−2sα∇∆ψ

)
∆ψ

= −
∫∫

ω×(0,T )

s10λ10∇
(
θξ10e−2sα

)
∇∆ψ∆ψ −

∫∫
ω×(0,T )

θs10λ10ξ10e−2sα∆2ψ∆ψ

=
1

2

∫∫
ω×(0,T )

s10λ10∆
(
θξ10e−2sα

)
|∆ψ|2 −

∫∫
ω×(0,T )

θs10λ10ξ10e−2sα∆2ψ∆ψ

≲ ε

∫∫
Q

s5λ6ξ5e−2sα|∆2ψ|2 +
∫∫

ω×(0,T )

θs15λ14ξ15e−2sα|∆ψ|2
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≲ ε

∫∫
Q

s5λ6ξ5e−2sα|∆2ψ|2 +
∫∫

ω×(0,T )

s15λ14∆
(
θξ15e−2sα∆ψ

)
ψ

≲ ε

∫∫
Q

s5λ6ξ5e−2sα|∆2ψ|2 +
∫∫

ω×(0,T )

s17λ16ξ17e−2sα|∆ψ||ψ|+
∫∫

ω×(0,T )

s16λ15ξ16e−2sα|∇∆ψ||ψ|

+

∫∫
ω×(0,T )

s15λ14ξ15e−2sα|∆2ψ||ψ|

≲ ε

∫∫
Q

s5λ6ξ5e−2sα|∆2ψ|2 + ε

∫∫
Q

s7λ8ξ7e−2sα|∇∆ψ|2 + ε

∫∫
Q

s9λ10ξ9e−2sαe−2sα|∆ψ|2

+

∫∫
ω×(0,T )

θs25λ22ξ25e−2sα|ψ|2.

Combinando las desigualdades (4.1.25)-(4.1.29) en (4.1.24), se deduce la estimación:

I(ψ) +
∫∫

Od×(0,T )

s6λ8ξ6e−2sα|h|2 ≲
∫∫

ω×(0,T )

θs25λ22ξ25e−2sα|ψ|2. (4.1.30)

Finalmente, a partir de la Proposición 4.1.4, se deducirá el resultado para el Caso 1 la

Proposición 4.1.3.

Para añadir la condición inicial de ψ, considere los nuevos pesos

α(x, t) =
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

ℓ(t)m
, ξ(x, t) =

eλ(k∥η∥∞+η(x))

ℓ(t)m
, (4.1.31)

con

ℓ(t) =

{
T 2

4
t ∈
[
0, T

2

]
,

t(T − t) t ∈
[
T
2
, T
]
.

Primero, note que ψ satisface la siguiente desigualdad:

∥ψ(·, 0)∥2L2(0,T ) + ∥∆ψ∥2L2(0,T/2; L2(Ω)) (4.1.32)

≲ ∥ψ∥2L2(0,3T/4; L2(Ω)) +
1

T
∥ψ∥2L2(T/2,3T/4; L2(Ω)) + ∥h1Od

∥2
L2(0,3T/4; L2(Ω))2

.

Esta desigualdad la podemos obtener tomando ρ ∈ C1(0, T ) tal que

ρ ≡ 1 en

[
0,
T

2

]
, ρ ≡ 0 en

[
3T

4
, T

]
, |ρ′| ≤ C

T
, (4.1.33)

luego, ρψ satisface la ecuación

−(ρψ)t +∆2(ρψ) + a(ρψ) = −ρ′ψ + h1Od
.
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Multiplicando la ecuación por ρψ e integrando en Ω× (0, T )

1

2

∫
Ω

|ψ(·, 0)|2 +
∫∫

Q

|ρ∆ψ|2 = −
∫∫

Q

a|ρψ|2 −
∫∫

Q

ρ′ρ|ψ|2 +
∫∫

Q

ρhψ1Od

= −
∫∫

Q

a|ρψ|2 − 1

2

∫∫
Q

∂t(|ρ|2)|ψ|2 +
∫∫

Q

ρhψ1Od
.

Finalmente, usando (4.1.33), se deduce (4.1.32).

Como consecuencia de la definición de los nuevos pesos, (4.1.32) implica la siguiente

desigualdad en Ω×
(
0, T

2

)
.

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +

∫∫
Ω×(0,T

2
)

e−2sαs12λ14(ξ)12|ψ|2 +
∫∫

Ω×(0,T
2
)

e−2sαs9λ12(ξ)9|∆ψ|2

≤ C

(∫∫
Ω×(0, 3T

4
)

s6λ8(ξ)6e−2sα|h1Od
|2 +

∫∫
Ω×(0, 3T

4
)

s12λ14(ξ)12e−2sα|ψ|2 (4.1.34)

+
1

T

∫∫
Ω×(T

2
, 3T

4
)

s12λ14(ξ)12e−2sα|ψ|2
)
,

y como α = α y ξ = ξ en Ω×
(
T
2
, T
)
, se cumple lo siguiente,∫∫

Ω×(T
2
,T )

s12λ14(ξ)12e−2sα|ψ|2 +
∫∫

Ω×(T
2
,T )

s9λ12(ξ)9e−2sα|∆ψ|2 ≲ I(ψ). (4.1.35)

Usando la desigualdad (4.1.30), se tiene que∫∫
Ω×(T

2
,T )

s12λ14(ξ)12e−2sα|ψ|2 +
∫∫

Ω×(T
2
,T )

s9λ12(ξ)9e−2sα|∆ψ|2

≲
∫∫

ω×(0,T )

s25λ22ξ25e−2sα|ψ|2.

Combinando todo lo anterior, se deduce lo siguiente:

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +

∫∫
Q

s12λ14(ξ)12e−2sα|ψ|2 +
∫∫

Q

s9λ12(ξ)9e−2sα|∆ψ|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s25λ22(ξ)25e−2sα|ψ|2.

Finalmente, argumentando como en el caṕıtulo 3, se deduce la desigualdad (4.1.11)

Caso 2: O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O

Suponga que O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O. En este caso, se necesitará de dos funciones peso para

poder estimar las tres variables (ψ, γ1, γ2). Para ello, considere O0 ⊂⊂ O y ω1, ω2 ⊂⊂ O0

tales que

ω1 ⊂⊂ O1,d ∩ O y ω2 ⊂⊂ O2,d ∩ O.
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y tome ωi0 ⊂⊂ ωi y η
1, η2 ∈ C4(Ω) tales que{

ηi > 0 en Ω, ηi = 0 en Γ |∇ηi| > 0 en Ω\ωi0 i = 1, 2

η1 = η2 en Ω\O0, ∥η1∥∞ = ∥η2∥∞,
(4.1.36)

con sus respectivos pesos αi, γi (véase [2] para la existencia de estos pesos). Se demostrará el

siguiente resultado:

Proposición 4.1.5. Suponga que O1,d ∩ O ̸= O2,d ∩ O. Entonces, existe C > 0 tal que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1 |ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi |γi|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗|ψ|2,

para λ ≥ C y s ≥ C(Tm + T 2m).

Se dividirá el estudio de este caso a 3 escenarios:

(a)
(
O1,d ∩ O

)
∩
(
O2,d ∩ O

)
= ∅

(b)
(
O1,d ∩ O

)
∩
(
O2,d ∩ O

)
̸= ∅ y

(
O1,d ∩ O

)
\
(
O2,d ∩ O

)
̸= ∅

(c)
(
O1,d ∩ O

)
∩
(
O2,d ∩ O

)
̸= ∅ y

(
O2,d ∩ O

)
\
(
O1,d ∩ O

)
̸= ∅

Los casos (b) y (c) se pueden tratar de forma equivalente, por lo que sólo se estudiarán

los casos (a) y (b). Para ello, la idea es obtener una desigualdad para ψ que no vea dentro

del conjunto O y aplicar estimaciones de Carleman a γ1 y γ2 utilizando los pesos η1 y η2

respectivamente, usando sus propiedades para combinar todas las desigualdades.

Considérese Λ ∈ C∞(Ω) tal que Λ ≡ 0 en O0 y Λ ≡ 1 en Ω\O. Nótese que Λψ satisface la

siguiente ecuación:{
−(Λψ)t +∆2(Λψ) + a(Λψ) =

∑2
i=1 αiΛγi1Oi,d

+R(ψ) in Ω,

Λψ = ∂(Λψ)
∂n

= 0 on Γ,

donde

R(ψ) := 4∇∆(∇Λψ)− 4∇2 : (∇2Λψ)− 2∆(∆Λψ) + 4∇ · (∇∆Λψ)−∆2Λψ.

Usando el Teorema 2.5.3 sobre Λψ, se tiene que

∫∫
Q

s12λ14(ξ1)
12
e−2sα1|Λψ|2 ≲

������������������:0∫∫
ω1×(0,T )

s13λ14(ξ1)
13
e−2sα1|Λψ|2
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+

∫∫
Q

s6λ6(ξ1)
6
e−2sα1 (|Λγ1|2 + |Λγ2|2 + |∆2Λψ|2

)
+

∫∫
Q

s8λ8(ξ1)8e−2sα1|∇∆Λψ|2 +
∫∫

Q

s10λ10(ξ1)10e−2sα1 (|∆Λψ|2 + |∇2Λψ|2
)

+

∫∫
Q

s12λ12(ξ1)12e−2sα1|∇Λψ|2 (4.1.37)

≲
∫∫

Q

s12λ12(ξ1)12e−2sα1|ψ|2

+

∫∫
Q

s6λ6(ξ1)6e−2sα1 (|Λγ1|2 + |Λγ2|2
)
.

Dada la definición de Λ, nótese que∫∫
Q

s12λ12(ξ1)12e−2sα1 |ψ|2 =
∫∫

O×(0,T )

s12λ12(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
∫∫

Ω\O×(0,T )

s12λ12(ξ1)12e−2sα1|Λψ|2

≤
∫∫

O×(0,T )

s12λ12(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
∫∫

Q

s12λ12(ξ1)12e−2sα1|Λψ|2.

Esto es∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 −
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 ≤
∫∫

Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|Λψ|2.

(4.1.38)

Juntando (4.1.37) y (4.1.38)∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 ≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 + 1

λ2

∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2

+

∫∫
Q

s6λ6(ξ1)6e−2sα1 (|Λγ1|2 + |Λγ2|2
)
.

Por lo tanto, para λ suficientemente grande, se tiene que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1 |ψ|2 ≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2+
∫∫

Q

s6λ6(ξ1)6e−2sα1 (|Λγ1|2 + |Λγ2|2
)
.

(4.1.39)

Como η1 = η2 en Ω\O0 y Λ ≡ 0 en O0, se cumple que∫∫
Q

s6λ6(ξ1)6e−2sα1 (|Λγ1|2 + |Λγ2|2
)
=

2∑
i=1

∫∫
Ω\O0×(0,T )

s6λ6(ξi)6e−2sαi|Λγi|2

Por lo tanto, (4.1.39) se ve de la siguiente forma:∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1 |ψ|2 ≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2+
2∑
i=1

∫∫
Ω\O0×(0,T )

s6λ6(ξi)6e−2sαi|Λγi|2.

(4.1.40)
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Además, como |Λ| ≤ 1, para λ suficientemente grande se cumple que∫∫
Ω\O0×(0,T )

s6λ6(ξi)6e−2sαi |Λγi|2 ≤ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi |γi|2. (4.1.41)

Esta cota será utilizada para tratar los casos (a), (b) y (c).

(a) Suponga que
(
O1,d∩O

)
∩
(
O2,d∩O

)
= ∅. En este caso, se pueden tomar ω1∩O2,d = ∅

y ω2 ∩ O1,d = ∅. Usando el Teorema 2.5.3 en γ1, (i = 1, 2), se tiene que∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi |γi|2 ≲
∫∫

Σ

s5λ5(ξi∗)
5e−2sαi∗

∣∣∣∣ 1µiρi∆ψ
∣∣∣∣2 + ∫∫

ωi×(0,T )

s7λ8(ξi)7e−2sαi|γi|2.

(4.1.42)

Considere ω̃i tal que ωi ⊂⊂ ω̃i ⊂⊂ Oi,d ∩ O. Nótese que{
−ψt +∆2ψ + aψ = αiγi1Oi,d

en ω̃i × (0, T ),

γi,t +∆2γi + aγi = 0 en ω̃i × (0, T ).

De forma similar al Caso 1, se deduce la siguiente desigualdad:∫∫
ωi×(0,T )

s7λ8(ξi)7e−2sαi |γi|2 ≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi|γi|2 (4.1.43)

+

∫∫
ω̃i×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2 + s4λ4(ξi)4|∇ψ|2

+ s2λ2(ξi)2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2
)
.

En consecuencia, usando (4.1.40), (4.1.42), (4.1.43) y (4.1.41) junto con desigualdades

de traza, se deduce lo siguiente:∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi|γi|2 ≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2

+
1

µ

∫ T

0

s4λ4(ξ1∗)
4e−2sαi∗∥ψ∥2H2(Ω) +

1

µ

∫ T

0

s6λ6(ξ1∗)
6e−2sαi∗∥ψ∥2H3(Ω) (4.1.44)

+
2∑
i=1

∫∫
ω̃i×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2 + s4λ4(ξi)4|∇ψ|2

+ s2λ2(ξi)2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2
)
.

Para abordar los términos de orden mayor del lado derecho de (4.1.44), se agregará una

norma H4 de ψ al lado izquierdo. Para ello, considere

ψ = ρ(t)ψ, γi = ρ(t)γi, i = 1, 2,
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con ρ(t) = (ξ1∗)
3e−2sαi∗

que cumplen el sistema
−ψt +∆2ψ + aψ = −ρ′ψ + α1γ11O1,d

+ α2γ21O2,d
en Q,

γi,t +∆2γi + aγi = ρ′γi en Q,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0, γi = 0, ∂γi
∂n

= 1
µi
ρi∆ψ sobre Σ,

ψ(·, T ) = 0, γ(·, 0) = 0 en Ω.

(4.1.45)

Aplicando resultados clásicos de regularidad al sistema (4.1.45), se obtiene lo siguiente:

∥ρψ∥2L2(0,T ;H4(Ω)) ≲ ∥ρ′ψ∥2L2(Q) +
2∑
i=1

α2
i ∥ργi∥2L2(Oi,d×(0,T ).

Como m ≥ 1
2
,∫ T

0

(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥ψ∥2H4(Ω) ≲

∫ T

0

(ξ1∗)
8+ 2

m e−2sα1∗∥ψ∥2L2(Ω) +
2∑
i=1

α2
i

∫ T

0

(ξi∗)
6e−2sαi∗∥γi∥2L2(Ω)

≲
∫∫

Q

(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
Q

(ξi)6e−2sαi |γi|2.

Con ello,∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥ψ∥2H4(Ω) +

∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi |γi|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 + 1

µ

∫ T

0

s4λ4(ξ1∗)
4e−2sαi∗∥ψ∥2H2(Ω) (4.1.46)

+
1

µ

∫ T

0

s6λ6(ξ1∗)
6e−2sαi∗∥ψ∥2H3(Ω) +

2∑
i=1

∫∫
ω̃i×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2

+ s4λ4(ξi)4|∇ψ|2 + s2λ2(ξi)2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2
)
.

Utilizando desigualdades de interpolación, se pueden agregar los siguientes términos al

lado izquierdo de (4.1.46): ∫ T

0

s
21
2 λ

25
2 (ξ1∗)

21
2 e−2sα1∗∥ψ∥2H1(Ω),∫ T

0

s9λ11(ξ1∗)
9e−2sα1∗∥ψ∥2H2(Ω), (4.1.47)∫ T

0

s
15
2 λ

19
2 (ξ1∗)

15
2 e−2sα1∗∥ψ∥2H3(Ω).

Por lo tanto, el segundo y el tercer término de (4.1.46) se pueden absorber por (4.1.47).

Aśı, se tiene la siguiente desigualdad:∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥ψ∥2H4(Ω) +

∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi|γi|2
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+

∫ T

0

s
21
2 λ

25
2 (ξ1∗)

21
2 e−2sα1∗∥ψ∥2H1(Ω) +

∫ T

0

s9λ11(ξ1∗)
9e−2sα1∗∥ψ∥2H2(Ω) +

∫ T

0

s
15
2 λ

19
2 (ξ1∗)

15
2 e−2sα1∗∥ψ∥2H3(Ω)

≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
ω̃×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2

+ s4λ4(ξi)4|∇ψ|2 + s2λ2(ξi)2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2
)
, (4.1.48)

donde ω̃1 ∩ ω̃2 ⊂⊂ ω̃. Ahora, tome ω̂ tal que ω̃ ⊂⊂ ω̂ ⊂⊂ O y θ ∈ C∞
c (ω̂) tal que

0 ≤ θ ≤ 1, θ ≡ 1 en ω̃. Entonces,

Ai1 =

∫∫
ω̃×(0,T )

s16λ16(ξi)16e−2sαi |ψ|2 ≤
∫∫

ω̂×(0,T )

θs16λ16(ξi)16e−2sαi |ψ|2

≲ ε

∫∫
Q

s12λ14(ξi)12e−2sαi |ψ|2 +
∫∫

ω̂×(0,T )

θs20λ18(ξi)18e−2sαi |ψ|2,

Ai2 =

∫∫
ω̃×(0,T )

s14λ14(ξi)14e−2sαi |∇ψ|2 ≤
∫∫

ω̂×(0,T )

θs14λ14(ξi)14e−2sαi |∇ψ|2

= −
∫∫

ω̂×(0,T )

s14λ14div
(
θ(ξi)14e−2sαi∇ψ

)
ψ

= −
∫∫

ω̂×(0,T )

s14λ14∇
(
θ(ξi)14e−2sαi

)
· ∇ψψ −

∫∫
ω̂×(0,T )

θs14λ14(ξi)14e−2sαi

∆ψψ

≲
∫∫

ω̂×(0,T )

θs15λ15(ξi)15e−2sαi |∇ψ||ψ|+
∫∫

ω̂×(0,T )

θs14λ14(ξi)14e−2sαi |∆ψ||ψ|

≲ ε

∫∫
Q

s
21
2 λ

25
2 (ξi∗)

21
2 e−2sαi∗|∇ψ|2 + ε

∫∫
Q

s9λ11(ξi∗)
9e−2sαi∗|∆ψ|2

+

∫∫
ω̂×(0,T )

θs
39
2 λ

35
2 (ξi)

39
2 e−4sαi+2sαi∗ |ψ|2, |

Ai3 =

∫∫
ω̃×(0,T )

s12λ12(ξi)12e−2sαi |∆ψ|2 ≤
∫∫

ω̂×(0,T )

θs12λ12(ξi)12e−2sαi |∆ψ|2

=

∫∫
ω̂×(0,T )

s12λ12∆
(
θ(ξi)12e−2sαi

∆ψ
)
ψ

≲
∫∫

ω̂×(0,T )

θs12λ12(ξi)12e−2sαi |∆2ψ||ψ|+
∫∫

ω̂×(0,T )

θs13λ13(ξi)13e−2sαi |∇∆ψ||ψ|

+

∫∫
ω̂×(0,T )

θs14λ14(ξi)14e−2sαi |∆ψ||ψ|

≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi∗)
6e−2sαi∗|∆2ψ|2 + ε

∫∫
Q

s
15
2 λ

19
2 (ξi∗)

15
2 e−2sαi∗ |∇∆ψ|2

+ ε

∫∫
Q

s9λ11(ξi∗)
9e−2sαi∗|∆ψ|2 +

∫∫
ω̂×(0,T )

θs19λ17(ξi)19e−4sαi+2sαi∗|ψ|2,
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Ai4 =

∫∫
ω̃×(0,T )

s12λ12(ξi)12e−2sαi |∇2ψ|2 ≤
∫∫

ω̂×(0,T )

θs12λ12(ξi)12e−2sαi |∇2ψ|2

=

∫∫
ω̂×(0,T )

s12λ12∇2 :
(
θ(ξi)12e−2sαi∇2ψ

)
ψ

≲
∫∫

ω̂×(0,T )

θs12λ12(ξi)12e−2sαi |∆2ψ||ψ|+
∫∫

ω̂×(0,T )

θs13λ13(ξi)13e−2sαi|∇∆ψ||ψ|

+

∫∫
ω̂×(0,T )

θs14λ14(ξi)14e−2sαi |∇2ψ||ψ|

≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi∗)
6e−2sαi∗|∆2ψ|2 + ε

∫∫
Q

s
15
2 λ

19
2 (ξi∗)

15
2 e−2sαi∗ |∇∆ψ|2

+ ε

∫∫
Q

s9λ11(ξi∗)
9e−2sαi∗|∇2ψ|2 +

∫∫
ω̂×(0,T )

s19λ17(ξi)19e−4sαi+2sαi∗|ψ|2,

Ai5 =

∫∫
ω̃×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi |∇∆ψ|2 ≤
∫∫

ω̃×(0,T )

θs10λ10(ξi)10e−2sαi |∇∆ψ|2

= −
∫∫

ω̂×(0,T )

s10λ10div
(
θ(ξi)10e−2sαi∇∆ψ

)
∆ψ

=
1

2

∫∫
ω̂×(0,T )

s10λ10∆
(
θ(ξi)10e−2sαi

)
|∆ψ|2 −

∫∫
ω̂×(0,T )

θs10λ10(ξi)10e−2sαi

∆2ψ∆ψ

≲
∫∫

ω̂×(0,T )

θs12λ12(ξi)12e−2sαi |∆ψ|2︸ ︷︷ ︸
Ai

3

+

∫∫
ω̂×(0,T )

θs10λ10(ξi)10e−2sαi |∆2ψ||∆ψ|

≲ Ai3 + ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi∗)
6e−2sαi∗|∆2ψ|2 +

∫∫
ω̂×(0,T )

θs14λ12(ξi)14e−4sαi+2sαi∗|∆ψ|2︸ ︷︷ ︸
Bi

5

≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi∗)
6e−2sαi∗|∆2ψ|2 + ε

∫∫
Q

s
15
2 λ

19
2 (ξi∗)

15
2 e−2sαi∗ |∇∆ψ|2

+ ε

∫∫
Q

s9λ11(ξi∗)
9e−2sαi∗|∆ψ|2 +

∫∫
ω̂×(0,T )

θs23λ17(ξi)23e−8sαi+6sαi∗|ψ|2

,

Bi
5 =

∫∫
ω̂×(0,T )

θs14λ12(ξi)14e−4sαi+2sαi∗|∆ψ|2

=

∫∫
ω̂×(0,T )

s14λ12∆
(
θ(ξi)14e−4sαi+2sαi∗

∆ψ
)
ψ

≲
∫∫

ω̂×(0,T )

θs14λ12(ξi)14e−4sαi+2sαi∗|∆2ψ||ψ|+
∫∫

ω̂×(0,T )

θs15λ13(ξi)15e−4sαi+2sαi∗|∇∆ψ||ψ|

+

∫∫
ω̂×(0,T )

θs16λ14(ξi)16e−4sαi+2sαi∗|∆ψ||ψ|
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≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξi∗)
6e−2sαi∗|∆2ψ|2 + ε

∫∫
Q

s
15
2 λ

19
2 (ξi∗)

15
2 e−2sαi∗ |∇∆ψ|2

+ ε

∫∫
Q

s9λ11(ξi∗)
9e−2sαi∗|∆ψ|2 +

∫∫
ω̂×(0,T )

θs23λ17(ξi)23e−8sαi+6sαi∗|ψ|2.

Todo esto permite concluir que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥ψ∥2H4(Ω) +

2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi|γi|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗|ψ|2.

donde α̂1(t) = máx
x∈Ω

α1(x, t).

(b) Ahora, suponga que
(
O1,d ∩O

)
∩
(
O2,d ∩O

)
̸= ∅ y

(
O1,d ∩O

)
\
(
O2,d ∩O

)
̸= ∅. En

este caso, podemos tomar ω1 ∩ O2,d = ∅ y ω2 ⊂⊂ O1,d. Considere, h = α1γ1 + α2γ2.

Entonces, la tupla (ψ, γ1, h) satisface el sistema

−ψt +∆2ψ + aψ = α1γ1(1O1,d
− 1O2,d

) + h1O2,d
en Q,

γ1,t +∆2γ1 + aγ1 = 0 en Q,

ht +∆2h+ ah = 0 en Q,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0, γ1 = 0, ∂γ1
∂n

= 1
µ1
ρ1∆ψ, h = 0, ∂h

∂n
=
∑2

i=1
αi

µi
ρi∆ψ sobre Σ,

ψ(·, T ) = ψT , γ1(·, 0) = 0, h(·, 0) = 0 en Ω.

Aplicando el teorema 2.5.3 a γ1 y h, de modo que∫∫
Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2 ≲
∫∫

Σ

s5λ5(ξ1∗)
5e−2sα1∗

∣∣∣∣ 1µ1

ρ1∆ψ

∣∣∣∣2 + ∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8(ξ1)7e−2sα1|γ1|2,

(4.1.49)

y∫∫
Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα2|h|2 ≲
2∑
i=1

∫∫
Σ

s5λ5(ξi∗)
5e−2sαi∗

∣∣∣∣αiµi ρi∆ψ
∣∣∣∣2 + ∫∫

ω2×(0,T )

s7λ8(ξ2)7e−2sα2|h|2.

(4.1.50)

Tomando ω̃i de modo que ω1 ⊂⊂ ω̃1 ⊂⊂ O1,d\O2,d y ω2 ⊂⊂ ω̃2 ⊂⊂ O2,d, localmente se

satisface lo siguiente:
−ψt +∆2ψ + aψ = α1γ1 en ω̃1 × (0, T ),

−ψt +∆2ψ + aψ = h en ω̃2 × (0, T ),

γ1,t +∆2γ1 + aγ1 = 0 en ω̃1 × (0, T ),

ht +∆2h+ ah = 0 en ω̃2 × (0, T ).
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Aśı, ∫∫
ω1×(0,T )

s7λ8(ξi)7e−2sα1 |γ1|2 +
∫∫

ω2×(0,T )

s7λ8(ξ2)7e−2sα2|h|2

≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2 + ε

∫∫
Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα2|h|2 (4.1.51)

+
2∑
i=1

∫∫
ω̃i×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2 + s4λ4(ξi)4|∇ψ|2

+ s2λ2(ξi)2(|∆ψ|2 + |∇2ψ|2) + |∇∆ψ|2
)
.

Utilizando (4.1.41), para λ suficientemente grande, se tendrá que

2∑
i=1

∫∫
Ω\O0×(0,T )

s6λ6(ξi)6e−2sαi |Λγi|2 ≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2 + ε

∫∫
Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα1|γ2|2

≲ ε

∫∫
Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2 + ε

∫∫
Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα1|h|2,

(4.1.52)

donde se usó que |γ2|2 ≤ 1
α2
2
|h|2+ α2

1

α2
2
|γ1|2. Con esto, (4.1.40), (4.1.51) y (4.1.52), además

de ω1 ∪ ω2 ⊂⊂ ω̃ ⊂⊂ O implican que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2 +
∫∫

Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα2 |h|2

≲
2∑
i=1

∫∫
ω̃×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2 + s4λ4(ξi)4|∇ψ|2 (4.1.53)

+ s2λ2(ξi)2
(
|∆ψ|2 + |∇2ψ|2

)
+ |∇∆ψ|2

)
+

∫∫
O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2

+
1

µ

∫ T

0

s4λ4(ξ1∗)
4e−2sα1∗∥ψ∥2H3(Ω) +

1

µ

∫ T

0

s6λ6(ξ1∗)
6e−2sα2∗∥ψ∥2H2(Ω).

Del mismo modo que en el caso anterior, se agregará una norma H4 de ψ al lado

izquierdo de la desigualdad. Para ello, considere

ψ = ρψ, γ1 = ργ1, h = ρh,

con ρ(t) = e−sα
i∗
(ξi∗)

2− 1
m , los que satisfacen

−ψt +∆2ψ + aψ = −ρ′ψ + α1γ1(1O1,d
− 1O2,d

) + h1O2,d
en Q,

γ1,t +∆2γ1 + aγ1 = ρ′γ1 en Q,

ht +∆2h+ ah = ρ′h en Q,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0, γ1 = 0, ∂γ1
∂n

= 1
µ1
ρ1∆ψ, h = 0, ∂h

∂n
=
∑2

i=1
αi

µi
ρi∆ψ sobre Σ,

ψ(·, T ) = 0, γ1(·, 0) = 0, h(·, 0) = 0 en Ω.
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En consecuencia,∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥ψ∥2H4(Ω) ≲

∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
8+ 2

m e−2sα1∗∥ψ∥2L2(Ω) +

∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥γ1∥2L2(Ω)

+

∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥h∥2L2(Ω).

Junto con desigualdades de interpolación, que permiten añadir las siguientes normas:∫ T

0

s
21
2 λ

25
2 (ξ1∗)

21
2 e−2sα1∗∥ψ∥2H1(Ω),∫ T

0

s9λ11(ξ1∗)
9e−2sα1∗∥ψ∥2H2(Ω), (4.1.54)∫ T

0

s
15
2 λ

19
2 (ξ1∗)

15
2 e−2sα1∗∥ψ∥2H3(Ω),

se pueden absorber los últimos dos términos del lado derecho de (4.1.53), de modo que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1 |ψ|2 +
∫ T

0

s6λ8(ξ1∗)
6e−2sα1∗∥ψ∥2H4(Ω) +

∫∫
Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2

+

∫∫
Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα2 |h|2 ≲
∫∫

O×(0,T )

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 (4.1.55)

+
2∑
i=1

∫∫
ω̃×(0,T )

s10λ10(ξi)10e−2sαi(
s6λ6(ξi)6|ψ|2 + s4λ4(ξi)4|∇ψ|2

+ s2λ2(ξi)2
(
|∆ψ|2 + |∇2ψ|2

)
+ |∇∆ψ|2

)
.

Realizando el mismo procedimiento que en (a), se pueden absorber los términos de

mayores derivadas de ψ del lado derecho, de modo que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
∫∫

Q

s6λ8(ξ1)6e−2sα1|γ1|2 +
∫∫

Q

s6λ8(ξ2)6e−2sα2|h|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗|ψ|2. (4.1.56)

Usando que γ2 = 1
α2
h − α1

α2
γ1, podemos incluir una norma de γ2 al lado izquierdo de

(4.1.56), de modo que∫∫
Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi|γi|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗ |ψ|2. (4.1.57)

Finalmente, para añadir la condición inicial de ψ, considere los nuevos pesos

αi(x, t) =
eλk(

m+1
m )∥ηi∥∞ − eλ(k∥η

i∥∞+ηi(x))

ℓ(t)m
, ξ

i
(x, t) =

eλ(k∥η
i∥∞+ηi(x))

ℓ(t)m
, i = 1, 2, (4.1.58)
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con

ℓ(t) =

{
T 2

4
t ∈
[
0, T

2

]
,

t(T − t) t ∈
[
T
2
, T
]
.

Primero, recuerde que ψ satisface la siguiente desigualdad:

∥ψ(·, 0)∥2L2(0,T ) + ∥∆ψ∥2L2(0,T/2; L2(Ω)) (4.1.59)

≲ ∥ψ∥2L2(0,3T/4; L2(Ω)) +
1

T
∥ψ∥2L2(T/2,3T/4; L2(Ω)) + ∥h1Od

∥2
L2(0,3T/4; L2(Ω))2

.

Como consecuencia de la definición de los nuevos pesos, (4.1.59) implica la siguiente

desigualdad en Ω×
(
0, T

2

)
.

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +

∫∫
Ω×(0,T

2
)

e−2sα1

s12λ14(ξ
1
)12|ψ|2 +

∫∫
Ω×(0,T

2
)

e−2sα1

s9λ11(ξ
1

∗)
9|∆ψ|2

≤ C

(∫∫
Ω×(0, 3T

4
)

s6λ8(ξ
1
)6e−2sα2|α1γ1(1O1,d

− 1O2,d
)|2 +

∫∫
Ω×(0, 3T

4
)

s6λ8(ξ
2
)6e−2sα2|h1O2,d

|2

+

∫∫
Ω×(0, 3T

4
)

s12λ14(ξ
1
)12e−2sα1|ψ|2 + 1

T

∫∫
Ω×(T

2
, 3T

4
)

s12λ14(ξ
1
)12e−2sα1|ψ|2

)
. (4.1.60)

y como α = α y ξ = ξ en Ω×
(
T
2
, T
)
, se cumple lo siguiente,∫∫

Ω×(T
2
,T )

s12λ14(ξ
1
)12e−2sα1|ψ|2 +

∫∫
Ω×(T

2
,T )

s9λ11(ξ
1

∗)
9e−2sα1|∆ψ|2

≲
∫∫

Q

s12λ14(ξ1)12e−2sα1|ψ|2 +
∫ T

0

s9λ11(ξ1∗)
9e−2sα1∗∥ψ∥2H2(Ω),

usando la desigualdad (4.1.56), se tiene que∫∫
Ω×(T

2
,T )

s12λ14(ξ)12e−2sα1|ψ|2 +
∫∫

Ω×(T
2
,T )

s9λ12(ξ
1
)9e−2sα|∆ψ|2 (4.1.61)

≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗ |ψ|2.

Luego, juntando las desigualdades (4.1.60) y (4.1.61) y usando nuevamente (4.1.56), se deduce

lo siguiente:

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +

∫∫
Q

s12λ14(ξ
1
)12e−2sα1|ψ|2 +

∫∫
Q

s9λ11(ξ
1

∗)
9e−2sα1|∆ψ|2

≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗|ψ|2.

Aśı, usando también (4.1.57), se concluye la siguiente desigualdad:

∥ψ(·, 0)∥2L2(Ω) +

∫∫
Q

s12λ14(ξ
1
)12e−2sα1|ψ|2 +

2∑
i=1

∫∫
Q

s6λ8(ξi)6e−2sαi |γi|2
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≲
∫∫

O×(0,T )

s23λ18(ξ1)23e−8sα̂1+6sα1∗|ψ|2.

Finalmente, argumentando como en el caṕıtulo 3, se deduce la desigualdad (4.1.11)

4.2. El caso semilineal

Ahora, considere F ∈ W 1,∞(R). En esta sección se demostrará el teorema (4.0.2), usando

argumentos clásicos de punto fijo como los descritos en [3, 1, 24, 4].

4.2.1. Caracterización de cuasi-equilibrios de Nash y el sistema de

optimalidad

Recordemos que, con el cambio z = y − y, se trabajará sobre el sistema
zt +∆2z + az = G(x, t; z)z + f1O en Q,

z = 0, ∂z
∂n

= ρ1v1 + ρ2v2 sobre Σ,

z(·, 0) = z0 en Ω,

donde

G(x, t; z) =

∫ 1

0

F ′(y + τz) dτ.

Dada la definición 4.0.1 y la forma de los funcionales (4.0.2), se tiene que (v1, v2) es un

cuasi-equilibrio de Nash si y sólo si

αi

∫∫
Oi,d×(0,T )

(z − zi,d)ŵi dx dt+ µi

∫∫
Si×(0,T )

viv̂i dσ dt = 0, ∀v̂i ∈ Hi, i = 1, 2 (4.2.1)

donde ŵi es solución del sistema
ŵi,t +∆2ŵi + aŵi = F ′(y + z)ŵi en Q,

ŵi = 0, ∂ŵi

∂n
= ρivi sobre Σ,

ŵi(·, 0) = 0 en Ω,

cuyo sistema adjunto es
−ϕi,t +∆2ϕi + aϕi = F ′(y + z)ϕi + αi(z − zi,d)1Oi,d

en Q,

ϕi = 0, ∂ϕi
∂n

= 0 sobre Σ,

ϕi(·, 0) = 0 en Ω.
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Por (4.2.1), se deduce entonces que∫∫
Si×(0,T )

(−ρi∆ϕi + µivi) v̂i dσ dt = 0, ∀v̂i ∈ Hi

por lo que los seguidores quedan caracterizados de la siguiente forma:

vi =
1

µi
ρi∆ϕi, i = 1, 2.

En consecuencia, el sistema de optimalidad es el siguiente:
zt +∆2z + az = G(z)z + f z1O en Q,

−ϕi,t +∆2ϕi + aϕi = F ′(y + z)ϕi + αi(z − zi,d)1Oi,d
en Q,

z = 0, ∂z
∂n

=
∑2

i=1
1
µi
ρi∆ϕi, ϕi = 0 ∂ϕi

∂n
= 0 sobre Σ,

z(·, 0) = z0, ϕ(·, T ) = 0 en Ω.

(4.2.2)

Para realizar el argumento de punto fijo, considere, para cada z ∈ L2(Q), el siguiente

sistema lineal:
wzt +∆2wz + awz = G(z)wz + f1O en Q,

−ϕzi,t +∆2ϕzi + aϕzi = F ′(y + z)ϕzi + αi(w
z − zi,d)1Oi,d

en Q,

wz = 0, ∂wz

∂n
=
∑2

i=1
1
µi
ρi∆ϕ

z
i , ϕzi = 0

∂ϕzi
∂n

= 0 sobre Σ,

wz(·, 0) = z0, ϕzi (·, T ) = 0 en Ω.

(4.2.3)

Argumentando como en la Proposición 4.1.2 y de la observación 4.1.18, se deduce que

existe C > 0 tal que

∥wz∥2L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥wzt ∥2L2(0,T ;H−2(Ω)) ≤ C
(
1 + ∥f z∥2L2(O×(0,T ))

)
. (4.2.4)

Además, como F ∈ W 1,∞(R), existe M > 0 tal que

|G(x, t, s)|+ |F ′(s)| ≤ M, (4.2.5)

por lo que, para cada z ∈ L2(Q), G(z), F ′(y + z) ∈ L∞(Q).

Por otro lado, el sistema adjunto a (4.2.3) es el siguiente
−ψzt +∆2ψz + aψz = G(z)ψz +

∑2
i=1 αiγ

z
i 1Oi,d

en Q,

γzi,t +∆2γzi + aγzi = F ′(y + z)γzi en Q,

ψz = 0, ∂ψz

∂n
= 0, γzi = 0

∂γzi
∂n

= 1
µi
ρi∆ψ

z sobre Σ,

ψz(·, T ) = ψT , γzi (·, 0) = 0 en Ω,

(4.2.6)
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bajo la identidad∫
Ω

ψTw
z(·, T ) =

∫
Ω

ψz(·, 0)z0 +
∫∫

O×(0,T )

fψz −
2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

αizi,dγ
z
i .

En consecuencia, se obtendrá la controlabilidad nula del problema (4.2.3) si y sólo si∫
Ω

ψz(·, 0)z0 +
∫∫

O×(0,T )

fψz −
2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

αizi,dγ
z
i = 0, ∀ψT ∈ L2(Ω).

Del mismo modo que en el caso lineal, se tendrá la igualdad anterior si se satisface la

siguiente desigualdad de observabilidad

∥ψz(·, 0)∥2L2(Ω) +
2∑
i=1

∫∫
Oi,d×(0,T )

ζ−2|γzi |2 dx dt ≤ C

∫∫
O×(0,T )

|ψz|2 dx dt. (4.2.7)

Gracias a la Proposición 4.1.3, la desigualdad (4.2.7) se satisface y, por la observación 4.1.1,

existe R > 0 tal que

∥f z∥L2(O×(0,T )) ≤ R, (4.2.8)

donde f z es un control tal que wz(·, T ) = 0.

Para finalizar, considere el mapeo Λ : L2(Q) → L2(Q) tal que Λ(z) = wz para cada

z ∈ L2(Ω). Nótese que, debido a (4.2.5) y que wz depende continuamente de z, Λ es un

mapeo continuo.

K =
{
u ∈W (Q) : ∥u∥2W (Q) ≤ C(1 +R2)

}
Por Teorema de Compacidad de Aubin-Lions, K es un conjunto compacto y convexo de

L2(Q), de modo que Λ : K → K es un mapeo continuo. En consecuencia, por Teorema de

Punto Fijo de Schauder, Λ posee un punto fijo Λ(z) = z. Por lo tanto, el sistema (4.2.2) es

controlable a cero en tiempo T .

92



Caṕıtulo 5

Conclusiones y discusión

A continuación se presentan las conclusiones de este trabajo, aśı como posibles trabajos

futuros.

5.1. Control Insensibilizante

En este caṕıtulo se extendieron los resultados obtenidos por K. Kassab en [21]. En

particular, se abordó el siguiente problema:
yt +∆2y + ay +B · ∇y +D : ∇2y = f + v1ω en Q,

y = ∂y
∂n

= 0 sobre Σ,

y(·, 0) = y0 + τ ŷ0 en Ω,

(5.1.1)

Se establecieron resultados de existencia de controles v insensibilizantes para funcionales

de observación de primer y segundo orden respecto al estado del sistema, representados por

Φ1(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∇y|2 dx dt, (5.1.2)

Φ2(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∇2y|2 dx dt, (5.1.3)

Φ3(y) =
1

2

∫∫
O×(0,T )

|∆y|2 dx dt. (5.1.4)

Por un lado, en el Teorema 3.1.1 se demostró la propiedad insensibilizante para Φ1 cuando

los potenciales del problema (5.1.1) son suficientemente regulares. Por otro lado, el Teorema

3.2.1 establece también la existencia de dichos controles para Φ2 y Φ3. La estrategia para
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la demostración de estos teoremas se basa en el uso de desigualdades de Carleman para

obtener la controlabilidad nula de un problema en cascada, cuya propiedad es equivalente a

la insensibilización del sistema (5.1.1).

Finalmente, se presentaron los Teoremas 3.1.2 y 3.2.2, donde se estableció la no existencia

de controles insensibilizantes para el sistema (5.1.1) cuando los potenciales no satisfacen las

condiciones de regularidad suficientes.

Una variación interesante del problema presentado y que podŕıa formar parte de un trabajo

futuro es considerar la acción de controles frontera en la ecuación (5.1.1), o también considerar

funcionales de observación definidos sobre una sección del borde del dominio. Sin embargo,

incluso para la ecuación del calor, parece dif́ıcil aplicar exactamente las mismas técnicas

presentadas en esta tesis. Esto pues usar el acoplamiento de las ecuaciones del sistema en

cascada parece ser más complicado que en el caso distribuido.

5.2. Control Jerárquico

En este caṕıtulo se abordó un caso alternativo al estudiado por You y Li en [24], teniendo

como base los trabajos de Araruna et al. [3, 2, 1]. Se analizó el siguiente problema:
yt +∆2y + ay = F (y) + f1O en Q

y = 0, ∂y
∂n

= ρ1v1 + ρ2v2 sobre Σ

y(·, 0) = y0 en Ω

(5.2.1)

con el objetivo de establecer la existencia de controles f, v1, v2 que siguen una estrategia

Stackelberg-Nash bajo la controlabilidad a trayectorias del problema.

Se obtuvieron dos principales resultados. El Teorema 4.0.1 establece la existencia de estos

controles para el caso lineal (F = 0) de (5.2.1), utilizando estimaciones de Carleman sobre

los estados adjuntos de un sistema acoplado. Posteriormente, el Teorema 4.0.2 extiende este

resultado para el caso semilineal cuando F es una función globalmente Lipschitz mediante

un argumento de punto fijo.

Vale la pena señalar que se estudió la posibilidad de incluir controles seguidores en la

condición Dirichlet: 
yt +∆2y + ay = F (y) + f1O en Q

y = ρ1v1,
∂y
∂n

= ρ2v2 sobre Σ

y(·, 0) = y0 en Ω

(5.2.2)
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Sin embargo, bajo el método utilizado, se identificó una limitación técnica con las

desigualdades de Carleman disponibles 2.5.2 y 2.5.3. En particular, esta dificultad aparece

por la diferencia entre los pesos de la norma L2 (s6) y los pesos de la observación (s7) en la

desigualdad. Esto contrasta con el caso unidimensional, donde los pesos presentes en estos

términos son los mismos (s7). De hecho, el problema (4.1.45) en el caso unidimensional ya

está estudiado en [8, 9], donde se establece este resultado de controlabilidad jerárquica para

la ecuación de Kuramoto-Sivashinsky.

Finalmente, se quiere estudiar el siguiente problema con ĺıderes frontera y seguidores

distribuidos: 
yt +∆2y + ay = F (y) + v11O1 + v21O2 en Q

y = ρ1f1,
∂y
∂n

= ρ2f2 sobre Σ

y(·, 0) = y0 en Ω

(5.2.3)

Para abordar este problema siguiendo una estrategia Stackelberg-Nash, será necesario

disponer de una nueva desigualdad de Carleman con observaciones frontera, análoga a la

del Teorema 2.5.2. Este es aún un problema abierto que será abordado en un trabajo futuro.

5.3. Comentarios finales

Adicionalmente a los resultados obtenidos, se desarrolló una generalización de la estimación

de Carleman no homogéneo establecido por K. Kassab en [20]. También se recopiló y mejoró

el resultado obtenido por You y Li en [23].

En trabajos futuros se buscará establecer una desigualdad de Carleman con observaciones

frontera para una ecuación parabólica de cuarto orden en dimensión espacial superior a uno,

análoga al resultado obtenido por Guerrero y Kassab en [18]. Una estimación de este tipo es de

alta relevancia en el área, con aplicaciones tanto en problemas de control como en problemas

inversos, sobretodo en sistemas de ecuaciones que involucren ecuaciones parabólicas de cuarto

orden con controles frontera.

Finalmente, resulta también de interés extender el estudio a problemas de control bajo

otras condiciones de borde. Por ejemplo, un caso relevante por su aplicación f́ısica es aquel

con condiciones ∂y
∂n

= ∂∆y
∂n

= 0, como en el problema de crecimiento epitaxial (1.1.2). Bajo

nuestro conocimiento, este aún permanece abierto y es dif́ıcil de abordar, como se menciona

en [18].
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Apéndice A

En esta sección se presenta la demostración de la Proposición 2.5.3, siguiendo las ideas

presentadas en [20, 23].

Considere los pesos definidos en (2.5.4). Para la demostración, se requerirá del siguiente

lema:

Lema A.1 (Lema 2.10 Kassab [20]). Sean µ > 0, γ ∈ N. Entonces, para todo g ∈ H1(Ω),∫
∂Ω

e2sαξ−γ|g|2 ≲
(
1 +

1

µ

)∫
Ω

sλξ−γ+1e2sα|g|2 + µ

∫
Ω

s−1λ−1ξ−γ−1e2sα|∇g|

Demostración. Primero, considere B̃ = 0 y D̃ = 0. Vea a q como solución por transposición.

Esto es, considere q ∈ L2(Q) como el único elemento que satisface∫∫
Q

(
wt +∆2w + aw +B · ∇w +D : ∇2w

)
q

=

∫∫
Q

F0w +

∫∫
Q

F1 · ∇w +

∫∫
Q

F̂ : ∇2w +

∫∫
Σ

f0
∂∆w

∂n
+

∫∫
Σ

f̃∆w +

∫
Ω

q(·, T )w(·, T )

(A.1)

para w solución fuerte del problema
wt +∆2w + aw +B · ∇w +D : ∇2w = s6λ8ξ6e−2sαq − v1ω′ en Q,

w = ∂w
∂n

= 0 sobre Σ,

w(0, ·) = 0 en Ω,

Se busca un control v ∈ L2(ω′ × (0, T )) tal que w(·, T ) = 0. Para ello, defina E0 ={
z ∈ C∞(Q) : z = ∂z

∂n
= 0, in Σ

}
,

Pz = zt +∆2z + az −∇ · (Bz) +∇2 : (Dz)

P ∗z = −zt +∆2z + az +B · ∇z +D : ∇2z
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y la forma bilineal

κ(q1, q2) =

∫
Q

e−2sαP (q1)P (q2) +

∫
ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sαq1q2

junto con

ℓ(q2) =

∫
Q

s6λ8ξ6e−2sαqq2

para q1, q2 ∈ E = E0
κ(·,·)1/2

. Note que κ(·, ·)1/2 efectivamente es una norma en E gracias a

la desigualdad de Carleman de la proposición 2.5.2. Luego, por Teorema de Lax-Milgram,

existe un único q̂ ∈ E tal que

κ(q̂, q2) = ℓ(q2) ∀q2 ∈ E

Tomando w = e−2sαP (q̂) y v = −s7λ8ξ7e−2sαq̂1ω′ , tenemos que el par (w, h) es solución del

problema de controlabilidad nula
wt +∆2w + aw +B · ∇w +D : ∇2w = s6λ8ξ6e−2sαq − v1ω′ en Q,

w = ∂w
∂n

= 0 sobre Σ,

w(0, ·) = 0 → w(T, ·) = 0 en Ω,

(A.2)

satisfaciéndose que∫∫
Q

P ∗(w)q2 =

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sαqq2 +

∫∫
ω′×(0,T )

vq2 ∀q2 ∈ E

Evaluando en q2 = q̂ y usando la continuidad de ℓ, se puede deducir la siguiente desigualdad:∫∫
Q

e2sα|w|2 +
∫∫

ω′×(0,T )

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 (A.3)

Usando el multiplicador s−4λ−4ξ−4e2sαw en (A.2)1, se tendrá la siguiente igualdad∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e−2sα∆2ww = −
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sαwwt −
∫∫

Q

as−4λ−4ξ−4e2sα|w|2 (A.4)

+

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα∇ · (Bw)w −
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα∇2 : (Dw)w

+

∫∫
Q

s2λ4ξ2qw −
∫∫

ω×(0,T )

s−4λ−4ξ−4e2sαvw

Nótese las siguientes cotas:

1. ∣∣∣∣∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sαwwt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−1

2

∫∫
Q

s−4λ−4∂t(ξ
−4e2sα)|w|2

∣∣∣∣
≲
∫∫

Q

s−3+ 1
mλ−4ξ−3+ 1

m e2sα|w|2
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2. ∣∣∣∣∫∫
Q

as−4λ−4ξ−4e2sα|w|2
∣∣∣∣ ≤ ∥a∥∞

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|w|2

3. ∣∣∣∣∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sαB · ∇ww
∣∣∣∣ ≲ ∥B∥∞

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∇w||w|

≲ ∥B∥∞
(∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|w|2 +
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∇w|2
)

4. ∣∣∣∣∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sαD∇2ww

∣∣∣∣ ≲ ∥D∥∞
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∇2w||w|

≲ ∥D∥∞
(∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|w|2 + ε

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∇2w|2
)

5. ∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4ξ2wq

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s−2ξ−2e2sα|w|2

6. ∣∣∣∣∫∫
ω′×(0,T )

s−4λ−4ξ−4e2sαvw

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2 +
∫∫

Q

s−1λ−1e2sα|w|2

y que∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα∆2ww =

∫∫
Q

s−4λ−4∆
(
ξ−4e2sαw

)
∆w (A.5)

=

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 + 2

∫∫
Q

s−4λ−4∇(ξ−4e2sα)∇w∆w

+

∫∫
Q

s−4λ−4∆(ξ−4e2sα)w∆w

Usando (A.3)-(A.5), se puede deducir la siguiente cota para ∆w:∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 ≲
∫∫

Q

e2sα|w|2 +
∫∫

Q

s−2λ−2ξ−2e2sα|∇w|2

+ ε

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 +
∫∫

Q

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2

+

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2
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Usando además que∫∫
Q

s−2λ−2ξ−2e2sα|∇w|2 ≲
∫∫

Q

e2sα|w|2 +
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2

y tomando ε pequeño, se obtiene la cota∫∫
Q

s−2λ−2ξ−2e2sα|∇w|2 +
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2

Usando la equivalencia de normas ∥z∥2H2(Ω) ≤ C∥∆z∥2L2(Ω) con z = s−2λ−2ξ−2esαw ∈
H2

0 (Ω), todo lo anterior implica que∫∫
Q

e2sα|w|2 +
∫∫

Q

s−2λ−2ξ−2e2sα|∇w|2 (A.6)

+

∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∇2w|2 +
∫∫

Q

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2

Para estimar los términos de borde de (A.1), se usará el lema A.1, de modo que∫∫
Σ

s−7λ−7ξ−7e2sα|∇∆w|2 ≲
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇∇∆w|2

∫∫
Σ

s−5λ−5ξ−5e2sα|∆w|2 ≲
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 +
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2

Por lo que se necesitarán cotas para los términos del lado derecho de las desigualdades

anteriores. Para ello, se usará el multiplicador s−8λ−8ξ−8e2sαwt en (A.2)1, teniéndose la

siguiente igualdad:∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 = −
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e−2sα∆2wwt −
∫∫

Q

as−8λ−8ξ−8e2sαwwt (A.7)

−
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sαB · ∇wwt −
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sαD : ∇2wwt

+

∫∫
Q

s−2ξ−2qwt −
∫∫

ω×(0,T )

s−8λ−8ξ−8e2sαvwt

Nótese las siguientes cotas:

1. ∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sαwt∆
2w =

∫∫
Q

s−8λ−8∆(ξ−8e2sαwt)∆w

=

∫∫
Q

s−8λ−8∆(ξ−8e2sα)wt∆w + 2

∫∫
Q

s−8λ−8∇(ξ−8e2sα)∇wt∆w

+

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα∆wt∆w
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−
∫∫

Q

s−8λ−8∆(ξ−8e2sα)wt∆w − 2

∫∫
Q

s−8λ−8∇(ξ−8e2sα)∇∆wwt

− 1

2

∫∫
Q

s−8λ−8∂t(ξ
−8e2sα)|∆w|2

≲ ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 +
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2

+

∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 (A.8)

2. ∣∣∣∣∫∫
Q

as−8λ−8ξ−8e2sαwwt

∣∣∣∣ ≲ ∥a∥∞
(
ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|w|2
)

(A.9)

3. ∣∣∣∣∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sαB · ∇wwt
∣∣∣∣ ≲ ∥B∥∞

(
ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇w|2
)

(A.10)

4. ∣∣∣∣∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sαD : ∇2wwt

∣∣∣∣ ≲ ∥D∥∞
(
ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇2w|2
)

(A.11)

5. ∣∣∣∣∫∫
Q

s−2ξ−2qwt

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s−10λ−8ξ−10e2sα|wt|2 (A.12)

6. ∣∣∣∣∫∫
ω′×(0,T )

s−8λ−8ξ−8e2sαvwt

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
ω′×(0,T )

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2 +
∫∫

Q

s−9λ−8ξ−9e2sα|wt|2

(A.13)

y tomando ε pequeño y s, λ grandes, de (A.7)-(A.13) se obitiene la siguiente desigualdad∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 ≲
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 (A.14)

Por otro lado, usando el multiplicador −s−6λ−6ξ−6e2sα∆w se tiene lo siguiente∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e−2sα∆2w∆w = −
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sα∆wwt −
∫∫

Q

as−6λ−6ξ−6e2sαw∆w

(A.15)
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−
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sαB · ∇w∆w −
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sαD : ∇2w∆w

+

∫∫
Q

λ2q∆w −
∫∫

ω×(0,T )

s−6λ−6ξ−6e2sαv∆w

Se usarán ahora las siguientes cotas:

1. ∣∣∣∣∫∫
Q

−s−6λ−6ξ−6e2sα∆wwt

∣∣∣∣ ≲ ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 +
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2

2. ∣∣∣∣∫∫
Q

−as−6λ−6ξ−6e2sα∆ww

∣∣∣∣ ≲ ∥a∥∞
(∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|w|2
)

3. ∣∣∣∣∫∫
Q

−s−6λ−6ξ−6e2sα∆wB · ∇w
∣∣∣∣ ≲ ∥B∥∞

(∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇w|2
)

4. ∣∣∣∣∫∫
Q

−s−6λ−6ξ−6e2sα∆wD : ∇2w

∣∣∣∣ ≲ ∥D∥∞
(∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇2w|2
)

junto con∫∫
Q

−s−6λ−6ξ−6e2sα∆w∆2w =

∫∫
Q

s−6λ−6∇(ξ−6e2sα∆w)∇∆w −
∫∫

Σ

s−6λ−6ξ−6e2sα∆w
∂∆w

∂n

=

∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 +
∫∫

Q

s−6λ−6∇(ξ−6e2sα)∆w∇∆w

−
∫∫

Σ

s−6λ−6ξ−6e2sα∆w
∂∆w

∂n

y que∣∣∣∣∫∫
Q

s−6λ−6∇(ξ−6e2sα)∆w∇∆w

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∆w|2 + ε

∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2∣∣∣∣−∫∫
Σ

s−6λ−6ξ−6e2sα∆w
∂∆w

∂n

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Σ

s−5λ−5ξ−5e2sα|∆w|2 + ε

∫∫
Σ

s−7λ−7ξ−7|∇∆w|2

se obtiene la siguiente cota∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 ≲ ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 + ε

∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2
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+ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇∇∆w|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2

tomando ε pequeño y usando la cota obtenida previamente sobre el término con wt (A.14),

se tendrá que∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 +
∫∫

Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 ≲ ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇∇∆w|2

+

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2

Aśı, solo basta obtener una cota sobre las cuartas derivadas para deducir el resultado. Para

ello, considere z = s−4λ−4ξ−4esαw, y el problema eĺıptico{
ζ = ∆2z

z = ∂z
∂n

= 0

Por regularidad eĺıptica, se cumple que

∥ζ∥2L2(Q) ≥ ∥z∥2L2(0,T ;H4(Ω)) (A.16)

donde

ζ = s−4λ−4∆2(ξ−4esα)w + 4s−4λ−4∇∆(ξ−4esα)∇w

+ 2s−4λ−4∆(ξ−4esα)∆w + 4s−4λ−4∇2(ξ−4esα) : ∇2w

+ 4s−4λ−4∇(ξ−4esα)∇∆w + s−4λ−4ξ−4esα∆2w

por lo que usando todas las cotas previamente obtenidas, podemos deducir de (A.16) que

∥s−4λ−4ξ−4esαw∥2L2(H4) ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∆2w|2

+ ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇∇∆w|2

Usando el multiplicador s−8λ−8ξ−8e2sα∆2w en (A.2)1, se tiene la igualdad∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e−2sα|∆2w|2 = −
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα∆2wwt −
∫∫

Q

as−8λ−8ξ−8e2sα∆2ww

−
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sαB · ∇w∆2w −
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sαD : ∇2w∆2w

+

∫∫
Q

s−2ξ−2q∆2w −
∫∫

ω×(0,T )

s−8λ−8ξ−8e2sαv∆2w (A.17)

Junto con las cotas:
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1. ∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα∆2wwt ≲ ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∆2w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2

(A.18)

2. ∫∫
Q

as−8λ−8ξ−8e2sα∆2ww ≲ ∥a∥∞
(
ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∆2w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|w|2
)

(A.19)

3. ∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα∆2wB · ∇w ≲ ∥B∥∞
(
ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∆2w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇w|2
)

(A.20)

4. ∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα∆2wD : ∇2w ≲ ∥D∥∞
(
ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∆2w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇2w|2
)

(A.21)

5 . ∫∫
Q

s−2ξ−2q∆2w ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s−10λ−8ξ−10e2sα|∆2w|2 (A.22)

6. ∫∫
ω′×(0,T )

s−8λ−8ξ−8e2sαv∆2w ≲
∫∫

ω′×(0,T )

s−7λ−8ξ−7e−2sα|v|2 +
∫∫

Q

s−9λ−8ξ−9e2sα|∆2w|2

(A.23)

Tomando ε pequeño y s, λ grandes, de (A.17)-(A.23) se obtiene∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∆2w|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2 (A.24)

≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 + ε

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|∇∇∆w|2

Por lo tanto, para ε pequeño,

∥s−4λ−4ξ−4esαw∥2L2(H4) ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 (A.25)
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En resumen, de (A.3), (A.6), (A.14), (A.24) y (A.25), se tiene lo siguiente∫∫
Q

e2sα|w|2 +
∫∫

Q

s−2λ−2ξ−2e2sα|∇w|2 +
∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα∥w∥2H2

+

∫∫
Q

s−6λ−6ξ−6e2sα|∇∆w|2 +
∫∫

Q

s−8λ−8ξ−8e2sα∥w∥2H4 +

∫∫
Q

s−8λ−8ξ−8e2sα|wt|2

+

∫∫
ω′×(0,T )

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2 +
∫∫

Σ

s−5λ−5ξ−5e2sα|∆w|2 +
∫∫

Σ

s−7λ−7ξ−7e2sα|∇∆w|2

≤ C(∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞)

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 (A.26)

Utilizando w en (A.1),∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 =
∫∫

ω′×(0,T )

qh+

∫∫
Q

F0w +

∫∫
Q

F1 · ∇w +

∫∫
Q

F̂ : ∇2w +

∫∫
Σ

f0
∂∆w

∂n
+

∫∫
Q

f̃∆w

≤
(∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|q|2
) 1

2
(∫∫

ω′×(0,T )

s−7λ−8ξ−7e2sα|v|2
) 1

2

+

(∫∫
Q

e−2sα|F0|2
) 1

2
(∫∫

Q

e2sα|w|2
) 1

2

+

(∫∫
Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2
) 1

2
(∫∫

Q

s−2λ−2ξ−2e2sα|∇w|2
) 1

2

+

(∫∫
Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2
) 1

2
(∫∫

Q

s−4λ−4ξ−4e2sα|∇2w|2
) 1

2

+

(∫∫
Σ

s7λ7ξ7e−2sα|f0|2
) 1

2
(∫∫

Σ

s−7λ−7ξ−7e2sα|∇∆w|2
) 1

2

+

(∫∫
Σ

s5λ5ξ5e−2sα|f̃ |2
) 1

2
(∫∫

Σ

s−5λ−5ξ−5e2sα|∆w|2
) 1

2

y usando la cota obtenida (A.26), se deduce la desigualdad deseada:∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 ≤ C

(∫∫
ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

e−2sα|F0|2

+

∫∫
Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2 (A.27)

+

∫∫
Σ

s5λ5ξ5e−2sα|f̃ |2 +
∫∫

Σ

s7λ7ξ7e−2sα|f0|2
)

donde C = C(Ω, ω′, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞).

De ahora en adelante, suponga que f̃ = f0 = 0. Use el multiplicador la ecuación (2.5.7)

por s2λ4ξ2e−2sαq, de modo que se obtiene la siguiente igualdad:∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sαq∆2q =

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sαqqt +

∫∫
Q

s2λ4ξ2F0q (A.28)
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−
∫∫

Q

s2λ4∇(ξ2e−2sαq) · F1 +

∫∫
Q

s2λ4∇2(ξ2e−2sαq) : F̂

−
∫∫

Q

(
aq −∇ · (Bq) +∇2 : (Dq)

)
s2λ4ξ2e−2sαq

Note que ∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sαqqt =
1

2

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα∂t|q|2

=

∫∫
Q

s2λ4ξξte
−2sα|q|2 −

∫∫
Q

s2λ4ξ2αte
−2sα|q|2

por lo que, usando (2.5.5),∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sαqqt

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

s4λ4ξ5e−2sα|q|2 (A.29)

Además, para el resto de los términos del lado derecho,∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sαF0q

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

e−2sα|F0|2 +
∫∫

Q

s4λ8ξ4e−2sα|q|2 (A.30)

∣∣∣∣−∫∫
Q

s2λ4∇(ξ2e−2sαq) · F1

∣∣∣∣ ≲ ∫∫
Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ8ξ4e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s2λ6ξ2e−2sα|∇q|2

(A.31)

∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4∇2(ξ2e−2sαq) : F̂

∣∣∣∣ ≲ ∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4∇2(ξ2e−2sα) : F̂ q

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4F̂ (∇(ξ2e−2sα))(∇q)
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα∇2q : F̂

∣∣∣∣ (A.32)

≲
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2 +
∫∫

Q

s4λ8ξ4e−2sα|q|2

+

∫∫
Q

s2λ6ξ2e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

λ4e−2sα|∇2q|2

∣∣∣∣∫∫
Q

as2λ4ξ2e−2sα|q|2
∣∣∣∣ ≲ ∥a∥∞

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|q|2 (A.33)

∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4∇(ξ2e−2sαq) ·Bq
∣∣∣∣ ≲ ∥B∥∞

(∫∫
Q

s3λ5ξ3e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇q|2
)
(A.34)
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∣∣∣∣∫∫
Q

s2λ4∇2
(
ξ2e−2sαq

)
: Dq

∣∣∣∣ ≲ ∥D∥∞

(∫∫
Q

s4λ6ξ4e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

λ2e−2sα|∇2q|2
)

(A.35)

Y para el término del lado izquierdo,∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sαq∆2q =

∫∫
Q

s2λ4∆(ξ2e−2sαq)∆q

=

∫∫
Q

s2λ4∆(ξ2e−2sα)q∆q + 2

∫∫
Q

s2λ4∇(ξ2e−2sα) · ∇q∆q +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2

por lo que∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2 ≲
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆2q||q|+
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 (A.36)

+

∫∫
Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 + ε

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2

Aśı, usando (A.28) y (A.36) junto con (A.29), (A.30), (A.31), (A.32), (A.33), (A.34) y (A.35),

deducimos que para ε > 0 pequeño,∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

λ4e−2sα|∇2q|

(A.37)

Considere ahora q̃ = sλ2ξe−sαq. Note que

∂ij q̃ = sλ4ξe−sα ∂iη ∂jη q + 3s2λ4ξ2e−sα ∂iη ∂jη q + sλ3ξe−sα ∂iη ∂jq + sλ3ξe−sα ∂ijη q

+ s3λ4ξ3e−sα ∂iη ∂jη q + s2λ3ξ2e−sα ∂iη ∂jq + s2λ3ξ2e−sα∂ijη q

+ sλ3ξe−sα∂iq ∂jη + s2λ3ξ2e−sα∂iq ∂jη + sλ2ξe−sα∂ijq

en particular, q̃ satisface la siguiente ecuación eĺıptica:
∆q̃ =

(
sλ4ξ|∇η|2 + 3s2λ4ξ2|∇η|2 + s3λ4ξ3|∇η|2 + sλ3ξ∆η + s2λ3ξ2∆η

)
e−sαq

+
(
2sλ3ξ + 2s2λ3ξ2e−sα

)
e−sα∇η · ∇q + sλ2ξe−sα∆q ,Ω

q̃ = 0 , ∂Ω

Por lo que, por regularidad eĺıptica,∫∫
Q

N∑
i,j=1

|∂ij q̃|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2

(A.38)
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Por otro lado,∫∫
Q

N∑
i,j=1

|∂ij q̃|2 =
∫∫

Q

(
s2λ8ξ2|∇η|4 + 6s3λ8ξ3|∇η|4 + 11s4λ8ξ4|∇η|4 + 6s5λ8ξ5|∇η|2 + s6λ8ξ6|∇η|4

+ 2s2λ7ξ2∇2η∇η∇η + 8s3λ7ξ3∇2η∇η∇η + 8s4λ7ξ4∇2η∇η∇η + 2s5λ7ξ5∇2η∇η∇η

+ s2λ6ξ2|∇2η|2 + 2s3λ6ξ3|∇2η|2 + s4λ6ξ4|∇2η|2
)
e−2sα|q|2

+

∫∫
Q

(
2s2λ6ξ2|∇η|2 + 4s3λ6ξ3|∇η|2 + 2s4λ6ξ4|∇η|2

)
e−2sα|∇q|2

+

∫∫
Q

(
2s2λ6ξ2 + 4s3λ6ξ3 + 2s4λ6ξ4

)
e−2sα|∇η · ∇q|2

+

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2q|2

+

∫∫
Q

(
4s2λ7ξ4|∇η|2 + 16s3λ7ξ3|∇η|2 + 16s4λ7ξ4|∇η|2 + 4s5λ7ξ5|∇η|2

)
e−2sα∇η · ∇q q

+

∫∫
Q

(
4s2λ6ξ2 + 8s3λ6ξ3 + 4s4λ6ξ4

)
e−2sα∇2η∇η∇q q

+

∫∫
Q

(
2s2λ6ξ2 + 6s3λ6ξ3 + 2s4λ6ξ4

)
e−2sα∇2q∇η∇η q

+

∫∫
Q

(
2s2λ5ξ2 + 2s3λ5ξ3

)
e−2sα∇2η : ∇2q q

+

∫∫
Q

(
4s2λ5ξ2 + 4s3λ5ξ3

)
e−2sα∇2q∇q∇η

De donde podemos deducir que∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2q|2 ≲
∫∫

Q

|∇2q̃|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 (A.39)

A consecuencia de (A.38) y (A.39),∫∫
Q

λ4e−2sα|∇2q|2 = 1

s2

∫∫
Q

s2λ4e−2sα|∇2q|2

≲
1

s2

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2q|2 (A.40)

≲
(∫∫

Q

|∇2q̃|2 +
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2
)

≲
1

s2

(∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2
)

por lo que, para s suficientemente grande, podemos deducir de (A.37) y (A.40) que∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 (A.41)
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+

∫∫
Q

e−2sα|F0|2 +
∫∫

Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2

Usando (A.41) en (A.39), se tiene además que∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2q|2 ≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 (A.42)

+

∫∫
Q

e−2sα|F0|2 +
∫∫

Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2

Por otro lado,∫∫
Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 = 1

2

∫∫
Q

s4λ6∆(ξ4e−2sα)|q|2 −
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα∆qq (A.43)

≲
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 + ε

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∆q|2

Aśı, agrupando (A.41), (A.42) y (A.43), y usando (A.27), deducimos que∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇q|2 +
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα(|∆q|2 + |∇2q|2)

≲
∫∫

ω′×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|q|2 +
∫∫

Q

e−2sα|F0|2 (A.44)

+

∫∫
Q

s2λ2ξ2e−2sα|F1|2 +
∫∫

Q

s4λ4ξ4e−2sα|F̂ |2

obteniendo la desigualdad deseada.

Ahora, si B̃, D̃ ̸= 0, note que, en tal caso, el sistema que satisface w se ve de la siguiente

forma:
wt +∆2w + aw +B · ∇w +D : ∇2w −∇ · (B̃w) +∇2 : (D̃w) = s6λ8ξ6e−2sαq − v1ω′ en Q,

w = ∂w
∂n

= 0 sobre Σ,

w(0, ·) = 0 en Ω,

Dada la regularidad que poseen B̃ y D̃, tenemos que

−∇ · (B̃w) = −∇ · B̃w − B̃ · ∇w

y

∇2 : (D̃w) = ∇2 : D̃w + 2(∇ · D̃) · ∇w + D̃ : ∇2w

por lo que, definiendo

a = a−∇ · B̃ +∇2 : D ∈ L∞(Q),

B = B − B̃ + 2(∇ · D̃) ∈ L∞(Q),
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D = D − D̃ ∈ L∞(Q)

se tiene el siguiente sistema para w:
wt +∆2w + aw +B · ∇w +D : ∇2w = s6λ8ξ6e−2sαq − v1ω′ en Q,

w = ∂w
∂n

= 0 sobre Σ,

w(0, ·) = 0 en Ω,

Aśı, podemos repetir el argumento anterior con este sistema para obtener el resultado

deseado.

109



Apéndice B

En este apéndice, se justificará la regularidad de ψ en (3.1.4). En este apéndice, se

considerará que ψ satisface el siguiente sistema:
ψt +∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = f en Q,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

ψ(·, 0) = ψ0 en Ω,

(B.1)

con ψ0 ∈ H4(Ω) y f ∈ L2(0, T ;H2
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;H−2(Ω)) con f(·, 0) ∈ L2(Ω) y a,Bi, Dij ∈

W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)) ∩ L∞(0, T ;C2(Ω)), i, j ∈ {1, . . . , N}. Para ello, considere los siguientes

teoremas:

Teorema B.1 (Wloka ([28], Teorema 27.2)). Sea V ↪→ H ↪→ V ′ una tripleta de Gelfand.

Considere la ecuación parabólica en V dada por

dy(t)

dt
+ L(t)y(t) = f(t), t ∈ (0, T ) (B.2)

con condición inicial y(0) = y0 y donde L : Hk(0, T ;V ) → Hk(0, T ;V ′) es el operador

representante de una forma bilineal a(t;ψ, φ) tal que

(a) a(t;ψ, φ) es medible en [0, T ] para todo ψ, φ ∈ V fijos.

(b) Existe una constante c > 0 independiente de t tal que

|a(t;ψ, φ)| ≤ c∥ψ∥V ∥φ∥V ∀t ∈ [0, T ], ∀ψ, φ ∈ V

(c) Existen reales k0, α ≥ 0 independientes de t y ψ tales que

a(t;ψ, ψ) + k0∥ψ∥2H ≥ α∥ψ∥2V , ∀t ∈ [0, T ],∀ψ ∈ V

(d) Dados ψ, φ ∈ V , suponga a(t;ψ, φ) k-veces diferenciable respecto t ∈ [0, T ] tal que∣∣∣∣ djdtj a(t;ψ, φ)
∣∣∣∣ ≤ c∥ψ∥V ∥φ∥V , j = 0, . . . , k

con c independiente de t.
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Más aún, sea f ∈ Hk(0, T ;V ′) y, si

k = 0: y0 ∈ H

k ≥ 1: y0 ∈ V , f(0)− L(0)y0 ∈ V, . . . ,∈ V, f (k−1)(0)− L(0)f (k−2)(0) ∈ H

Entonces, la solución y de (B.2) satisface

y ∈ Hk(0, T ;V ), and
dk+1y(t)

dtk+1
∈ L2(0, T ;V ′)

Teorema B.2 (Wloka ([28], Teorema 26.1)). Suponga que se satisfacen las hipótesis

(a), (b), (c) del teorema B.1. Entonces, si T < +∞, el problema (B.2) posee una única

solución y que depende continuamente respecto f e y0, en el sentido

∥y∥2H1(0,T ;V ) ≲ ∥y0∥2H +

∫ T

0

∥f(t)∥2V ′ dt (B.3)

Teorema B.3 (Gazzola F, et. al. ([16], Teorema 2.20)). Sea 1 < p < +∞ y k ≥ 2m y asuma

∂Ω ∈ Ck. Considere la ecuación eĺıptica{
(−∆)mu+A(x;D)u = f in Ω

Bj(x,D) = hj in ∂Ω, j = 1, . . . ,m
(B.4)

donde

A(x;D)u =
∑

|β|≤2m−1

αβ(x)D
βu, Bj(x,D)u =

∑
|α|≤mj

bj,α(x)D
αu donde |mj| ≤ 2m− 1

y Bj satisfacen cierta condición de compatibilidad (Definición 2.9 [16]). Suponga que{
αβ ∈ Ck−2m(Ω) para todo |β| ≤ 2m− 1

bj,α ∈ Ck−mj(∂Ω) para todo j = 1, . . . ,m, |α| ≤ mj

Entonces, para todo f ∈ W k−2m,p(Ω) y todo hj ∈ W k−mj− 1
p
,p(∂Ω), con j = 1, . . . ,m,

el problema (B.4) admite una única solución fuerte u ∈ W k,p(Ω). Más aún, existe C =

C(Ω, k,m,A, Bj) > 0 independiente de f y hj tal que

∥u∥Wk,p(Ω) ≤ C

(
∥f∥Wk−2m,p(Ω) +

m∑
j=1

∥hj∥
W

k−mj−
1
p ,p

(∂Ω)

)

Tal constante depende de Ω sólo respecto a su medida |Ω| y las normas Ck de los mapeos

locales que definen el borde ∂Ω. Si k > 2m+ N
p
, entonces u es una solución clásica.
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Se probarán las hipótesis necesarias de estos teoremas para justificar que

ψ ∈ L2(0, T ;H6(Ω)) ∩H1(0, T ;H2(Ω))

Bajo la notación del teorema B.1, tomaremos V = H2
0 (Ω), H = L2(Ω), k = 1 y

L(t)ψ = ∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ

el cual es el operador representante de la forma bilineal

a(t;ψ, φ) =

∫
Ω

∆ψ∆φ+

∫
Ω

aψφ+

∫
Ω

B · ∇ψφ+

∫
Ω

D : ∇2ψφ

la que es bilineal y continua, puesto que

a(t;ψ, φ) ≤ C(∥a∥L∞(Q), ∥B∥L∞(Q), ∥D∥L∞(Q))∥ψ∥H2(Ω)∥φ∥H2(Ω)

y además, dado que∣∣∣∣∫
Ω

a|φ|2
∣∣∣∣ ≤ ∥a∥L∞(Q)∥φ∥2L2(Ω)∣∣∣∣∫

Ω

B · ∇φφ
∣∣∣∣ ≤ ∥B∥L∞(Q)∥φ∥H1(Ω)∥φ∥L2(Ω) ≤ ∥B∥L∞(Q)∥φ∥1/2H2(Ω)∥φ∥

3/2

L2(Ω)

≤ Cε∥B∥4/3L∞(Q)∥φ∥
2
L2(Ω) + ε∥φ∥2H2(Ω)∣∣∣∣∫

Ω

D : ∇2φφ

∣∣∣∣ ≤ ∥D∥L∞(Q)∥φ∥H2(Ω)∥φ∥L2(Ω)

≤ Cε∥D∥2L∞(Q)∥φ∥2L2(Ω) + ε∥φ∥2H2(Ω)

con esto, como existe λ > 0 tal que

∫
Ω

|∆φ|2 ≥ λ∥φ∥2H2(Ω), se tiene

a(t;φ, φ) + k0∥φ∥2L2(Ω) ≥ (λ− 2ε)∥φ∥2H2(Ω)

aśı, tomando ε < λ
2
, k0 = ∥a∥L∞(Q) + Cε∥B∥4/3L∞(Q) + Cε∥D∥2L∞(Q) y α = λ− 2ε, se tiene que

a(t;φ, φ) + k0∥φ∥2L2(Ω) ≥ α∥φ∥2H2(Ω)

es decir, a(t; ·, ·) es coerciva en el sentido (c) del teorema B.1. Por último, dados ψ, φ ∈ H2
0 (Ω)

fijos,∣∣∣∣ ddta(t;ψ, φ)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

Ω

atψφ+

∫
Ω

Bt · ∇ψ φ+

∫
Ω

Dt : ∇2ψ φ

∣∣∣∣
≤
(
∥a∥W 1,∞(0,T ;L∞(Ω)) + ∥B∥W 1,∞(0,T ;L∞(Ω)) + ∥D∥W 1,∞(0,T ;L∞(Ω))

)
∥ψ∥H2(Ω)∥φ∥H2(Ω)
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Aśı, a(t; ·, ·) satisface las hipótesis (a), (b), (c), (d) del teorema B.1, por lo que podemos

afirmar que ψ ∈ H1(0, T ;H2
0 (Ω)). Además, aplicando el teorema B.2,

∥ψ∥2H1(0,T ;H2(Ω)) ≲ ∥f∥2L2(0,T ;H2(Ω)) (B.5)

Estudiando el problema eĺıptico que satisface ψ:{
∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = f − ψt en Ω,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre ∂Ω,

Dado que a(t), Bi(t), Dij(t) ∈ C2(Ω), i, j ∈ {1, . . . , N}, por el teorema B.3 se cumple:

∥ψ(t)∥2H6(Ω) ≲ ∥f(t)∥2H2(Ω) + ∥ψt(t)∥2H2(Ω) (B.6)

Además, usando el multiplicador ψ en (B.1), se puede deducir la siguiente cota:

∥ψ∥2L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C(∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞)
(
∥f∥2L2(Q) + ∥ψ0∥2L2(Ω)

)
(B.7)

Combinando (B.5), (B.6) y (B.7), tenemos que

∥ψ∥2L2(0,T ;H6(Ω)) + ∥ψ∥2H1(0,T ;H2(Ω)) ≲ ∥f∥2L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥ψ0∥2H4(Ω)

probando la regularidad deseada.

Reiterando el argumento con V = H4(Ω) ∩ H2
0 (Ω) y f ∈ L2(0, T ;V ) ∩ H1(0, T ;V ′), se

puede probar la siguiente desigualdad:

∥ψ∥2L2(0,T ;H8(Ω)) + ∥ψ∥2H1(0,T ;H4(Ω)) ≲ ∥f∥2L2(0,T ;H4(Ω)) + ∥ψ0∥2H6(Ω)
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Apéndice C

En este apéndice, se probarán estimaciones de enerǵıa necesarias para demostrar la

desigualdad de observabilidad (3.1.7) y (3.2.7). Para ello, los siguientes sistemas
−φt +∆2φ+ aφ−∇ · (Bφ) +∇2 : (Dφ) = ∇ · (∇ψ1O) en Q,

ψt +∆2ψ + aψ +B · ∇ψ +D : ∇2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = 0, ψ(·, 0) = ψ0 en Ω,

(C.1)

y 
−φt +∆2φ = ∇2 : (∇2ψ1O) en Q,

ψt +∆2ψ = 0 en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0, ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = 0, ψ(·, 0) = ψ0 en Ω,

(C.2)

Los siguientes resultados son referentes al sistema (C.1).

Lema C.1. Denotemos

E(ψ; t) =
1

2

∫
Ω

|ψ(t)|2 dx, V (ψ; t) =
1

2

∫
Ω

|∆ψ(t)|2 dx

Se tiene lo siguiente:

1. Si (φ, ψ) son solución de (3.1.4), entonces existe C = C(Ω, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞) > 0

tal que para todo t1 ≥ t2, con t1, t2 ∈ [0, T ],

E(ψ; t2) ≤ e−C(t2−t1)E(ψ; t1), V (ψ; t2) ≤ e−C(t2−t1)V (ψ; t1) (C.3)

Además, existen Kε, ε > 0 tales que

E ′(φ; t) +KεE(φ; t) ≥ − 1

2ε
∥∇ψ(t)∥2L2(O) (C.4)
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2. si (φ, ψ) son solución de (C.2), entonces para todo t1 ≥ t2, con t1, t2 ∈ [0, T ],

E(ψ; t2) ≤ E(ψ; t1), V (ψ; t2) ≤ V (ψ; t1) (C.5)

Además, existe ε > 0 tales que

E ′(φ; t) ≥ − 1

2ε
∥∇2ψ(t)∥2L2(O) (C.6)

Demostración. Considere (φ, ψ) solución de (C.1). Denote E(t) = E(ψ; t), V (t) = V (ψ; t).

Usando el multiplicador ψ en (C.1) e integrando por partes:

E ′(t) +

∫
Ω

|∆ψ|2 = −
∫
Ω

a|ψ|2 −
∫
Ω

B · ∇ψψ −
∫
Ω

D : ∇2ψψ

E ′(t) +

∫
Ω

|∆ψ|2 ≤ 2∥a∥∞E(t) + 2∥B∥∞∥∇ψ∥L2(Ω)E(t)
1/2 + 2∥D∥∞∥∇2ψ∥L2(Ω)E(t)

1/2

Recuerde que, como ψ|∂Ω = 0, existe λ > 0 tal que
∫
Ω
|∆ψ|2 ≥ λ∥ψ∥2H2(Ω). Usando esto junto

con Desigualdad de Young, se tiene que

E ′(t)−
(
λ− ε(∥B∥2∞ + ∥D∥2∞)

)
∥ψ∥2H2(Ω) ≤ Cε(∥a∥∞)E(t)

Aśı, para ε > 0 suficientemente pequeño, se deduce que existe una constante C =

C(Ω, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞) > 0 tal que

E ′(t)− CE(t) ≤ 0

De donde se deduce la desigualdad deseada integrando en (t1, t2). A su vez, usando el

multiplicador ∆2ψ en (C.1), se puede deducir que

V ′(t) +

∫
Ω

|∆2ψ|2 ≤ ε
(
∥a∥2∞ + ∥B∥2∞ + ∥D∥2∞

)
∥∆2ψ∥2L2(Ω) + λCεV (t)

por lo tanto, para ε > 0 suficientemente pequeño, se puede concluir que existe una constante

C = C(Ω, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞) > 0 tal que

V ′(t)− CV (t) ≤ 0

Ahora, denote W (t) = E(φ; t). Usando el multiplicador φ en (C.1),

−W ′(t) +

∫
Ω

|∆φ|2 = −
∫
Ω

a|φ|2 −
∫
Ω

B · ∇φφ−
∫
Ω

D : ∇2φφ−
∫
O
∇ψ · ∇φ

−W ′(t) +

∫
Ω

|∆φ|2 ≤ (2∥a∥∞ + Cε)W (t) +
(
ε∥B∥2∞ +

ε

2

)
∥∇φ∥2L2(Ω)

+ ε∥D∥2∞∥∇2φ∥2L2(Ω) +
1

2ε
∥∇ψ∥2L2(O)
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Denotando Kε = 2∥a∥∞ + Cε > 0 y tomando ε > 0 suficientemente pequeño, de lo anterior

se deduce que

W ′(t) +KεW (t) ≥ − 1

2ε
∥∇ψ∥2L2(O)

Ahora, considere (φ, ψ) solución de (C.2). Se usará la misma notación E, V,W mencionada

previamente. Usando el multiplicador ψ en (C.2) e integrando por partes,

E ′(t) +

∫
Ω

|∆ψ|2 = 0

por lo que

E ′(t) ≤ 0

en consecuencia, E es decreciente, por lo que se satisface (C.3) con C = 0. Asimismo, usando

el multiplicador ∆2ψ, se puede deducir el mismo resultado para V . Por otro lado, usando el

multiplicador φ en (C.2),

−W (t) +

∫
Ω

|∆φ|2 = −
∫
Ω

∇2ψ : ∇2φ

≤ 1

2ε
∥∇2ψ∥2L2(O) +

ε

2
∥∇2φ∥2L2(Ω)

tomando ε > 0 suficientemente pequeño, se deduce que

W ′(t) ≥ − 1

2ε
∥∇2ψ∥2L2(O)

Como consecuencia del lema anterior, se tiene el siguiente resultado, que será útil para

demostrar las desigualdades de observabilidad.

Corolario C.1. 1. La solución (φ, ψ) de la ecuación (C.1) satisface las siguientes

estimaciones de enerǵıa: para t ∈
(
0, 3T

4

)
,∫ T

t+T
4

∫
Ω

|ψ(t)|2 dx dt ≤ e
CT
4

∫ 3T
4

t

∫
Ω

|ψ(t)|2 dx dt,

∫ T

t+T
4

∫
Ω

|∆ψ(t)|2 dx dt ≤ e
CT
4

∫ 3T
4

t

∫
Ω

|∆ψ(t)|2 dx dt

Además, se cumple la siguiente cota: existe C(Ω, T, ∥a∥∞, ∥B∥∞, ∥D∥∞) > 0 tal que

para todo t ∈ [0, T ], ∫
Ω

|φ(x, t)|2 dx ≤ C

∫ T

t

∥∇ψ(s)∥2L2(Ω) ds

En particular,∫
Ω

|φ(x, t)|2 dx ≤ C

∫ T

t

∥ψ(s)∥2L2(Ω) ds+ C

∫ T

t

∥∆ψ(s)∥2L2(Ω) ds (C.7)
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2. La solución (φ, ψ) de la ecuación (C.2) satisface las siguientes estimaciones de enerǵıa:

para t ∈
(
0, 3T

4

)
, ∫ T

t+T
4

∫
Ω

|ψ(t)|2 dx dt ≤
∫ 3T

4

t

∫
Ω

|ψ(t)|2 dx dt,

∫ T

t+T
4

∫
Ω

|∆ψ(t)|2 dx dt ≤
∫ 3T

4

t

∫
Ω

|∆ψ(t)|2 dx dt

Además, se cumple la siguiente cota: existe C(Ω, T ) > 0 tal que para todo t ∈ [0, T ],∫
Ω

|φ(x, t)|2 dx ≤ C

∫ T

t

∥∇2ψ(s)∥2L2(Ω) ds

En particular, ∫
Ω

|φ(x, t)|2 dx ≤ C

∫ T

t

∥∆ψ(s)∥2L2(Ω) ds (C.8)

Demostración. Considere (φ, ψ) solución de (C.1). Tome t1 = t ∈ (0, 3T/4) y t2 = t + T
4
, se

cumple que

E

(
t+

T

4

)
≤ e

CT
4 E(t)

Integrando en
(
t, 3T

4

)
, se tiene que∫ T

t+T
4

E(t) dt ≤ e
CT
4

∫ 3T
4

t

E(t) dt

obteniéndose el resultado. El desarrollo para obtener la desigualdad sobre ∆ψ es análogo,

usando V (t) en lugar de E(t).

Por otro lado, de (C.4), integrando entre t1 = t, t2 = T , se puede deducir que

eKεtW (t) ds ≤
∫ T

t

eKεs

2ε
∥∇ψ(s)∥2L2(O) ds

entonces,

W (t) ≲
∫ T

t

eKε(s−t)

2ε
∥∇ψ(s)∥2L2(O) ds

≲
eKεT

2ε

∫ T

t

∥∇ψ(s)∥2L2(Ω) ds

deduciendo la cota pedida. Finalmente, como existe C > 0 tal que

∥∇ψ∥2L2(Ω) ≤ ∥ψ∥L2(Ω)∥∆ψ∥L2(Ω) ≤
1

2
∥ψ∥2L2(Ω) +

1

2
∥∆ψ∥2L2(Ω)
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se tiene que

W (t) ≲
∫ T

t

∥ψ∥2L2(Ω) +

∫ T

t

∥∆ψ∥2L2(Ω)

Ahora, considere (φ, ψ) solución de (C.2). Del mismo modo, tome t = t ∈ (0, 3T/4) y

t2 = t+ T
4
. Entonces, se cumple que

E

(
t+

T

4

)
≤ E(t)

Integrando en
(
t, 3T

4

)
, se tiene que∫ T

t+T
4

E(t) dt ≤
∫ 3T

4

t

E(t) dt

El resultado sobre ∆ψ es análogo usando V (t) en lugar de E(t).

Por otro lado, de (C.6) integrando entre t1 = t y t2 = T , se puede deducir que

W (t) ≲
∫ T

t

1

2ε
∥∇2ψ(s)∥2L2(O) ds

deduciendo la cota pedida. Finalmente, como existe C > 0 tal que

∥∇2ψ∥2L2(Ω) ≤ C∥∆ψ∥2L2(Ω)

se tiene que

W (t) ≲
∫ T

t

∥∆ψ∥2L2(Ω)
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Apéndice D

Dado β > 1, en este apéndice se estudiará cuándo α∗ ≤ βα para el peso (3.1.2), el cual se

recordará que es de la forma:

α(x, t) =
eλk(

m+1
m )∥η∥∞ − eλ(k∥η∥∞+η(x))

tm(T − t)m
.

Esto es, analizar para qué valores t ∈ (0, T ) se cumple que

eλk∥η∥∞

tm(T − t)m

(
(β − 1)eλ

k
m
∥η∥∞ − βeλ∥η(x)∥∞ + 1

)
≥ 0

Como k ≥ 2m, basta con estudiar el siguiente problema:

(β − 1)p2 − βp+ 1 ≥ 0, p > 0

donde p = eλ∥η∥∞ . Este polinomio tiene como ráıces

p± =
β ± (β − 2)

2(β − 1)

es decir,

p− =
1

β − 1
, p+ = 1.

Por lo que basta con pedir que

p ≥ máx{p−, p+}

esto es,

λ ≥
ln
(
mı́n

{
1, 1

β−1

})
∥η∥∞

Por ejemplo, para β = 3
2
, seŕıa necesario pedir que

λ ≥ ln 2

∥η∥∞
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Apéndice E

Esta sección está dedicada a demostrar el Corolario 2.5.1 y el Lema 4.1.2.

Demostración. Suponga ψ solución del problema
−ψt +∆2ψ = f en Q,

ψ = ∂ψ
∂n

= 0 sobre Σ,

ψ(·, T ) = ψT en Ω,

y tome, para n ∈ R φ = ξnψ. Note que φ es solución de
−φt +∆2φ = ξnf − nξ−1(ξ)tφ+∆2(ξn)ψ + 4∇∆(ξn) · ∇ψ
+2∆(ξn)∆ψ + 4∇2(ξn) : ∇2ψ + 4∇(ξn) · ∇∆ψ en Q,

φ = ∂φ
∂n

= 0 sobre Σ,

φ(·, T ) = 0 en Ω,

esto pues,

∇φ = ∇(ξn)ψ + ξn∇ψ

∆φ = ∆(ξn)ψ + 2∇(ξn) · ∇ψ + ξn∆ψ

∇2φ = ∇2(ξn)ψ + 2∇(ξn)∇ψ + ξn∇2ψ

∇∆φ = ∇∆(ξn)ψ +∆(ξn)∇ψ + 2∇2(ξn) · ∇ψ

+ 2∇2ψ · ∇(ξn) +∇(ξn)∆ψ + ξn∇∆ψ

∆2φ = ∆2(ξn)ψ + 4∇∆(ξn) · ∇ψ + 4∇2(ξn) : ∇2ψ

+ 2∆(ξn)∆ψ + 4∇(ξn) · ∇∆ψ + ξn∆2ψ
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φt = nξ−1ξtφ+ ξnψt

Nótense entonces las siguientes descomposiciones,

|∇φ|2 = |∇(ξn)|2|ψ|2 + ξ2n|∇ψ|2 + 2ξn∇(ξn) · ∇ψψ (E.1)

|∆φ|2 = |∆(ξn)|2|ψ|2 + 4|∇(ξn) · ∇ψ|2 + ξ2n|∆ψ|2 (E.2)

+ 4∆(ξn)∇(ξn) · ∇ψψ + 2ξn∆(ξn)∆ψψ + 4ξn∇(ξn) · ∇ψ∆ψ

|∇2φ|2 = |∇2(ξn)|2|ψ|2 + 4|∇(ξn)|2|∇ψ|2 + ξ2n|∇2ψ|2 (E.3)

+ 4∇2(ξn)∇(ξn)∇ψψ + 2ξn∇2(ξn) : ∇2ψψ + 4ξn∇2ψ∇(ξn)∇ψ

|∇∆φ|2 = |∇∆(ξn)|2|ψ|2 + |∆(ξn)||∇ψ|2 + 4|∇2(ξn)∇ψ|2 (E.4)

+ 4|∇2ψ∇(ξn)|2 + |∇(ξn)|2|∆ψ|2 + ξ2n|∇∆ψ|2

+ 2∆(ξn)∇∆(ξn) · ∇ψψ + 4∇2(ξn)∇∆(ξn)∇ψψ + 4∇2ψ∇(ξn)∇∆(ξn)ψ

+ 2∇∆(ξn) · ∇(ξn)∆ψψ + 2ξn∇∆(ξn) · ∇∆ψψ + 4∆(ξn)∇2(ξn)∇ψ∇ψ

+ 4∆(ξn)∇2ψ∇(ξn)∇ψ + 2∆(ξn)∇(ξn) · ∇ψ∆ψ + 2ξn∆(ξn)∇∆ψ · ∇ψ

+ 8(∇2(ξn)∇ψ) · (∇2ψ∇(ξn)) + 4∇2(ξn)∇(ξn)∇ψ∆ψ + 4ξn∇2(ξn)∇ψ∇∆ψ

+ 4∇2ψ∇(ξn)∇(ξn)∆ψ + 2ξn∇2ψ∇(ξn)∇∆ψ + 2ξn∇(ξn) · ∇∆ψ∆ψ

|∆2φ|2 = |∆2(ξn)|2|ψ|2 + 16|∇∆(ξn) · ∇ψ|2 + 16|∇2(ξn) : ∇2ψ|2 (E.5)

+ 4|∆(ξn)|2|∆ψ|2 + 16|∇(ξn) · ∇∆ψ|2 + ξ2n|∆2ψ|2

+ 8∆2(ξn)∇∆(ξn) · ∇ψψ + 8∆2(ξn)∇2(ξn) : ∇2ψψ + 4∆2(ξn)∆(ξn)∆ψψ

+ 8∆2(ξn)∇(ξn) · ∇∆ψψ + 2∆2(ξn)ξn∆2ψψ + 32∇∆(ξn) · ∇ψ∇2(ξn) : ∇2ψ

+ 16∇∆(ξn) · ∇ψ∆(ξn)∆ψ + 32∇∆(ξn) · ∇ψ∇(ξn) · ∇∆ψ + 8∇∆(ξn) · ∇ψξn∆2ψ

+ 16∇2(ξn) : ∇2ψ∆(ξn)∆ψ + 32∇2(ξn) : ∇2ψ∇(ξn) · ∇∆ψ + 8∇2(ξn) : ∇2ψξn∆2ψ

+ 16∆(ξn)∆ψ∇(ξn) · ∇∆ψ + 4∆(ξn)∆ψξn∆2ψ + 8∇(ξn) · ∇∆ψξn∆2ψ

|φt|2 = n2ξ−2|ξt|2|φ|2 + ξ2n|ψt|2 + 2nξn−1ξtφψt (E.6)

Luego, aplicando el teorema 2.5.2 a φ, se tiene∫∫
Q

e−2sα
(
s6λ8ξ6|φ|2 + s4λ6ξ4|∇φ|2 + s3λ4ξ3|∆φ|2 (E.7)
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+ s2λ4ξ2|∇2φ|2 + sλ2ξ|∇∆φ|2 + s−1ξ−1(|∆2φ|2 + |φt|2)
)

≤
∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7e−2sα|φ|2 +
∫∫

Q

e−2sα
∣∣ξnf − nξ−1ξtφ

+∆2(ξn)ψ + 4∇∆(ξn) · ∇ψ + 2∆(ξn)∆ψ + 4∇2(ξn) : ∇2ψ + 4∇(ξn) · ∇∆ψ
∣∣2

De (E.1)-(E.5), se puede deducir que∫∫
Q

s6λ8ξ6+2ne−2sα|ψ|2 =
∫∫

Q

s6λ8ξ6e−2sα|φ|2 (E.8)

∫∫
Q

s4λ6ξ4+2ne−2sα|∇ψ|2 ≲
∫∫

Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇φ|2 +
∫∫

Q

s5λ8ξ5+2ne−2sα|ψ|2 (E.9)

+

∫∫
Q

s3λ6ξ3+2ne−2sα|∇ψ|2

∫∫
Q

s3λ4ξ3+2ne−2sα|∆ψ|2 ≲
∫∫

Q

s3λ4ξ3e−2sα|∆φ|2 +
∫∫

Q

s5λ8ξ5+2ne−2sα|ψ|2 (E.10)

+

∫∫
Q

s
7
2λ6ξ

7
2
+2ne−2sα|∇ψ|2 +

∫∫
Q

s
5
2λ4ξ

5
2
+2ne−2sα|∆ψ|2

∫∫
Q

s2λ4ξ2+2ne−2sα|∇2ψ|2 ≲
∫∫

Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2φ|2 +
∫∫

Q

s5λ8ξ5+2ne−2sα|ψ|2 (E.11)

+

∫∫
Q

s3λ6ξ3+2ne−2sα|∇ψ|2 +
∫∫

Q

sλ4ξ1+2ne−2sα|∇2ψ|2

∫∫
Q

sλ2ξ1+2ne−2sα|∇∆ψ|2 ≲
∫∫

Q

sλ2ξe−2sα|∇∆φ|2 +
∫∫

Q

s5λ8ξ5+2ne−2sα|ψ|2 (E.12)

+

∫∫
Q

s3λ6ξ3+2ne−2sα|∇ψ|2 +
∫∫

Q

s
3
2λ4ξ

3
2
+2ne−2sα|∆ψ|2

+

∫∫
Q

s
3
2λ4ξ

3
2
+2ne−2sα|∇2ψ|2 +

∫∫
Q

s
1
2λ2ξ

1
2
+2ne−2sα|∇∆ψ|2

∫∫
Q

s−1ξ−1+2ne−2sα|∆2ψ|2 ≲
∫∫

Q

s−1λ−1e−2sα|∆2φ|2 +
∫∫

Q

s5λ8ξ5+2ne−2sα|ψ|2 (E.13)

+

∫∫
Q

s3λ6ξ3+2ne−2sα|∇ψ|2 +
∫∫

Q

sλ4ξ1+2ne−2sα|∆ψ|2

+

∫∫
Q

sλ4ξ1+2ne−2sα|∇2ψ|2 +
∫∫

Q

λ2e−2sα|∇∆ψ|2
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+

∫∫
Q

s−
1
2 ξ−

1
2
+2ne−2sα|∆2ψ|2

∫∫
Q

s−1ξ−1+2ne−2sα|ψt|2 ≲
∫∫

Q

s−1ξ−1e−2sα|φt|2 +
∫∫

Q

s5λ8ξ5e−2sα|φ|2 (E.14)

+

∫∫
Q

s−5λ−8ξ−3+2ne−2sα|ψt|2

y, por otro lado, ∫∫
Q

ξ−2(ξt)
2e−2sα|φ|2 ≲

∫∫
Q

s2ξ4e−2sα|φ|2 (E.15)

≲
1

s4λ8

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|φ|2

∫∫
Q

e−2sα|∆2(ξn)|2|ψ|2 ≲ 1

s6

∫∫
Q

s6λ8ξ6e−2sα|ψ|2 (E.16)

∫∫
Q

e−2sα|∇∆(ξn) · ∇ψ|2 ≲ 1

s4

∫∫
Q

s4λ6ξ4e−2sα|∇ψ|2 (E.17)

∫∫
Q

e−2sα|∆(ξn)|2|∆ψ|2 ≲ 1

s3

∫∫
Q

s3λ4ξ3e−2sα|∆ψ|2 (E.18)

∫∫
Q

e−2sα|∇2(ξn) : ∇2ψ|2 ≲ 1

s2

∫∫
Q

s2λ4ξ2e−2sα|∇2ψ|2 (E.19)

∫∫
Q

e−2sα|∇(ξn) · ∇∆ψ|2 ≲ 1

s

∫∫
Q

sλ2ξe−2sα|∇∆ψ|2 (E.20)

Aśı, de (E.7) y de las estimaciones (E.1)-(E.20), se deduce que para λ ≥ C, s ≥ C(T+T 1/2),∫∫
Q

e−2sα
(
s6λ8ξ6+2n|ψ|2 + s4λ6ξ4+2n|∇ψ|2 + s3λ4ξ3+2n|∆ψ|2 (E.21)

+ s2λ4ξ2+2n|∇2ψ|2 + sλ2ξ1+2n|∇∆ψ|2 + s−1ξ−1+2n(|∆2ψ|2 + |ψt|2)
)

≤
∫∫

ω×(0,T )

s7λ8ξ7+2ne−2sα|ψ|2 +
∫∫

Q

ξ2ne−2sα|f |2

Finalmente, el corolario 2.5.1 se deduce de la desigualdad anterior tomando r = 2n y

multiplicando por srλr.
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