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RESUMEN

En esta memoria se estudian modelos de competencia entre dos especies en presencia
de efecto Allee. El objetivo principal es proponer formulaciones generales que permitan
describir, en un mismo marco, la dindmica de sistemas de competencia cuando ambas
especies estan sujetas a efecto Allee y cuando solo una de ellas lo presenta. Para ello,
se analizan primero dos modelos particulares de la literatura con efecto Allee en ambas
especies, mostrando que, bajo ciertas condiciones, son topoldgicamente equivalentes y

por tanto exhiben la misma dinamica cualitativa.

A partir de esta comparacion, se formula un modelo general bidimensional para el
caso en que ambas especies presentan efecto Allee. Bajo hipétesis estructurales sobre
las funciones que definen el sistema, se determina la cantidad de equilibrios interiores
que pueden aparecer, se estudia su estabilidad y se describe la estructura de las cuencas
de atraccién asociadas a coexistencia, exclusion competitiva o extincion simultanea.
Ademas, se obtienen condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones transcriticas, fold
y cuspide, lo que permite describir como cambia la dindmica al variar los umbrales de
efecto Allee, las capacidades de carga o los parametros de competencia. También se
considera un caso complementario sin hipdtesis de concavidad de las nulclinas, con el

fin de ilustrar el alcance de los resultados obtenidos.

Posteriormente, se propone una segunda formulacion general para el caso en que solo
una de las especies estd sujeta a efecto Allee. En este contexto se obtienen resultados
analogos sobre existencia y numero de equilibrios interiores, estabilidad, cuencas de
atracciéon y bifurcaciones, mostrando ademaés que la dindmica resultante es mas simple

que en el caso anterior.

Finalmente, se presentan cinco ejemplos concretos, cuatro de ellos provenientes de la
literatura y uno propuesto en esta memoria, mostrando como pueden escribirse dentro
de las formulaciones generales desarrolladas. De esta manera, los resultados obtenidos
permiten unificar distintos modelos de competencia con efecto Allee dentro de un mismo
marco tedrico y entregar una descripcién cualitativa de su dindmica en funcion de los

parametros y de las condiciones iniciales.



ABSTRACT

This thesis studies two-species competition models in the presence of the Allee effect.
The main objective is to propose general formulations that describe, within a common
framework, the dynamics of competition systems when both species are subject to the
Allee effect and when only one of them is affected by it. To this end, we first analyze
two particular models from the literature in which both species experience an Allee
effect, showing that, under suitable conditions, they are topologically equivalent and

therefore exhibit the same qualitative dynamics.

Motivated by this comparison, we formulate a general two-dimensional model for the
case in which both species are subject to the Allee effect. Under structural assumptions
on the functions defining the system, we determine the number of interior equilibria
that may arise, study their stability, and describe the structure of the basins of attrac-
tion associated with coexistence, competitive exclusion, or simultaneous extinction. In
addition, we obtain conditions for the occurrence of transcritical, fold, and cusp bifur-
cations, which allow us to describe how the dynamics changes as the Allee thresholds,
carrying capacities, or competition parameters vary. We also consider a complemen-
tary case in which the concavity assumption on the nullclines is removed, in order to

illustrate the scope of the results obtained.

We then propose a second general formulation for the case in which only one of
the species is subject to the Allee effect. In this setting, analogous results are obtained
concerning the existence and number of interior equilibria, stability, basins of attraction,
and bifurcations, showing in particular that the resulting dynamics is simpler than in

the case where both species are affected by the Allee effect.

Finally, we present five concrete examples, four taken from the literature and one
proposed in this thesis, showing how they can be written within the general formula-
tions developed here. In this way, the results provide a unified framework for different
competition models with Allee effect and a qualitative description of their dynamics in

terms of parameters and initial conditions.
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Capitulo 1
Introduccion

En el estudio de interaccién de especies, el uso de modelos de competencia entrega
una herramienta til para analizar los distintos casos cuando dos especies se enfrentan
en busca de recursos territoriales, alimenticios, entre otros, de manera que se pueden
presentar tres casos particulares: la extincién de una de las especies, la extincion de
ambas especies o la coexistencia de ambas especies. En la literatura es de gran interés
estudiar estos casos y si es posible obtener que, a largo plazo, las especies puedan
coexistir. Uno de los modelos mas estudiados y mostrado como ejemplo de los distintos
casos es el modelo Lotka—Volterra [1, 2], el cual también es el mas simple por el hecho
de que los estados de equilibrio vienen dados por la intersecciéon de dos rectas. Este
modelo también muestra un concepto muy importante llamado “principio de exclusién”,
que nos dice que bajo ciertas condiciones, dos especies no pueden coexistir a largo
plazo si compiten por el mismo recurso y este se mantiene constante [3, 4]. En el
modelo Lotka—Volterra sucede que efectivamente el tinico caso en que es posible la
coexistencia de ambas especies es cuando ocurre una llamada “competencia débil”,
dada por una medida del principio de exclusién. Pero esto se hace contradictorio tanto
en distintos experimentos como en variaciones del modelo, demostrando que si es posible
la coexistencia de ambas especies, es decir, que el principio de exclusién no siempre es
cierto. Por ello se han estudiado distintos modelos de competencia, en los cuales la gran
diferencia que tienen con el modelo Lotka—Volterra es que sus equilibrios vienen dados

por la interseccién de una recta y una curva no lineal, o de dos curvas no lineales [5, 6].

Por otro lado, se tiene el conocido “efecto Allee”, que viene dado por una dificultad
de una especie para sobrevivir si su poblacién estd bajo cierto umbral [7]. Este efecto

puede venir dado por efectos ambientales o particularidades bioldgicas de la especie;
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por ejemplo, una especie de peces que no logra sobrevivir si su poblacién es baja debido
a algin mecanismo que usan agrupandose para conseguir alimento. Este efecto ha sido
estudiado y modelado de distintas maneras en la literatura [7]. En particular, en este
trabajo se estudié el comportamiento de las poblaciones de dos especies en competencia
considerando tanto el caso en que ambas especies estan sujetas a efecto Allee como el
caso en que solo una de ellas presenta este efecto. Para ello, se revisé la bibliografia
existente sobre modelos de competencia con efecto Allee y los resultados obtenidos para
este tipo de sistemas. A partir de esta revision, se observo que en la literatura no se
contaba con resultados generales para una familia amplia de modelos de competencia
con efecto Allee, sino principalmente con el estudio de modelos particulares [8, 9, 10,
11, 12, 13, 14].

De esta manera, en esta tesis se consideran en primer lugar dos modelos de compe-
tencia con efecto Allee sobre ambas especies, correspondientes a ejemplos particulares
estudiados en la literatura [8, 11]. El andlisis de estos modelos permitié comparar sus
propiedades dindmicas y demostrar que, bajo ciertas condiciones, ambos son topoldgi-
camente equivalentes. Posteriormente, a partir de esta comparacion, se establecen ge-
neralizaciones para modelos de competencia con efecto Allee tanto en ambas especies
como en una sola de ellas, de manera que bajo ciertas condiciones se puede saber todas

los comportamientos posibles para las soluciones a largo plazo.

En particular, se mostré que distintos modelos de competencia con efecto Allee pre-
sentes en la literatura pueden escribirse dentro de una misma estructura general. Esto
permitié identificar hipotesis bajo las cuales comparten un mismo comportamiento cua-
litativo y establecer resultados generales sobre el niimero y tipo de equilibrios interiores
que pueden aparecer. Ademas, esta formulacion general permitié estudiar de manera
unificada la estabilidad de los equilibrios, la estructura de las cuencas de atraccion y la

forma en que las nulclinas organizan la dinamica del sistema.

Finalmente, dentro de este marco general se estudiaron también las bifurcaciones del
sistema, obteniendo condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones transcriticas, fold
y cuspide [15, 16, 17]. Esto permitié describir cémo cambia la cantidad y estabilidad
de los equilibrios al variar ciertos parametros del modelo, asi como construir diagramas
de bifurcacién que organizan los distintos escenarios. Ademds, el estudio de ejemplos
concretos provenientes de la literatura permitio ilustrar la teoria desarrollada y mostrar
como cada uno de ellos puede interpretarse como un caso particular del modelo general

propuesto.



Capitulo 2
Marco teorico

En este capitulo se presenta una introduccion concisa a los conceptos y resultados
matematicos que constituyen la base tedrica del analisis realizado en esta memoria.
Inicialmente, se expondran los conceptos mas relevantes y frecuentemente utilizados
en el estudio de los sistemas dindmicos. Posteriormente, se abordaran algunos de los
resultados clave de la teoria de bifurcaciones, que permiten analizar cambios cualita-
tivos en la dindamica de un sistema a medida que sus parametros varian. Finalmente,
se discutirdan ejemplos representativos de modelos poblacionales, los cuales sirven de

fundamento para el modelo analizado en los capitulos posteriores.

2.1. Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos

Un sistema dinamico describe la evolucién de un conjunto de variables en funcion
del tiempo y puede representarse tanto en tiempo continuo como discreto. En este
trabajo nos centraremos en modelos de tiempo continuo, los cuales se expresan mediante

ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas de la forma

dz

o= s, 21

donde x = z(t) € R" es el vector de estados, p1 € R™ es un vector de pardmetros, y
f U CR"%xR™ — R" es una funcién suficientemente suave que define el campo
vectorial del sistema. Este campo vectorial proporciona el vector velocidad, es decir, la

direccion y velocidad de la evolucion del sistema en cada punto z.

Supondremos que f es al menos C*(U), es decir, que es continuamente diferenciable

respecto de las variables de estado y de los pardmetros en el dominio U. Bajo esta
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hipétesis, por el teorema de existencia y unicidad, el problema de valor inicial asociado
a (2.1) admite una tnica solucién maximal x(t; z¢), definida en un intervalo abierto que

contiene al origen, para cada condicion inicial xy € R"™.

Las soluciones de la ecuacién (2.1) corresponden a trayectorias que fluyen a través

de R™, con coordenadas = = (x1,...,2,), como se muestra en la figura 2.1.

R"

&= flx, )

Figura 2.1: Interpretacién geométrica del sistema (2.1). El vector & = f(x; ) es tangente

a la trayectoria definida por z = x(t).

Dado un tiempo t € R, podemos definir un operador de evolucién de un sistema

dindmico como una aplicacién:
o' R" — R",
que transforma un estado inicial o € R™ en un estado z; € R™ en un tiempo ¢

(I)t(xg) = T¢.

El operador ®! describe el flujo del campo de vectores f en la forma de una familia

{®,, (1) }2oern, este flujo satisface la ecuacién (2.1), es decir,

) = F(®(1)m), VieR

Definicién 2.1.1. Una orbita de un sistema dindmico es un subconjunto ordenado de
R™, definido por:

O ={zeR"|z=9"(z), Vt € R tal que ®'(zo) € R"}.
En este contexto, una orbita describe como cambia la posicion de un punto inicial zq

a lo largo del tiempo. Esta puede visualizarse como el itinerario del sistema dindmico

a partir de un punto inicial.
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// Zg ” w = ®'(x0)

Figura 2.2: Orbitas de un sistema dindmico continuo.

En el contexto de sistemas dinamicos continuos, resulta fundamental estudiar aquellos

subconjuntos de R™ que permanecen invariantes bajo la evolucién temporal.

Definicién 2.1.2. Un conjunto A C X se dice invariante si
P'(A)C A, VteR,
para todo t para el cual el flujo esté definido.

Es decir, si una trayectoria comienza en A, permanece en A para todo tiempo.

En particular, algunos de los conjuntos invariantes de mayor interés son:

» Puntos de equilibrio: Un punto 2* € X es un punto de equilibrio si f(x*) = 0.

En este caso, ®'(x*) = z* para todo ¢, por lo que {z*} es un conjunto invariante.
= Orbitas periddicas: Una orbita v es periddica si existe 7 > 0 tal que
Q7 (x) =
para todo x € 7. En este caso, la curva cerrada
v ={®"(x9) : 0 <t <7}

es un conjunto invariante.

Ademas de identificar conjuntos invariantes, resulta fundamental comprender cudles

de ellos describen el comportamiento asintotico del sistema.
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Definicién 2.1.3. Un conjunto cerrado e invariante A C X se denomina atractor si

existe un entorno abierto U de A tal que

lim dist(®'(z), A) =0, VzeU.

t——+00

Intuitivamente, un atractor representa un comportamiento hacia el cual evolucionan

las trayectorias que parten de un conjunto de condiciones iniciales.

El conjunto de todas las condiciones iniciales cuyas trayectorias convergen hacia un

atractor se denomina cuenca de atraccion.

Definicién 2.1.4. Sea A un atractor asociado a una vecindad abierta positivamente

invariante U. La cuenca de atraccion de A es el conjunto

B(A) = Jo ().

t>0

La estructura geométrica de las cuencas de atraccién determina el comportamiento
global del sistema, ya que permite identificar qué dindmica asintética corresponde a

cada condicion inicial.

Definicién 2.1.5. El retrato de fase de un sistema dindmico es una particion de R™

en orbitas.

Definicién 2.1.6. Un sistema dindmico (X, R, ®') sobre el espacio X es topoldgica-
mente equivalente a un sistema dindmico (Y, R, U') sobre el espacio Y si existe un
homeomorfismo h : X — Y que transforma érbitas de ' en drbitas de V', respetando

la orientacion del tiempo.

Mas precisamente, la equivalencia inducida por h queda descrita por
h(®(z)) = U™ (h()),
donde, para cada x € X, la aplicacion 7,(t) es estrictamente creciente en t.
Si ademads se cumple 7, (t) = ¢ para todo x y todo t, es decir,
ho® =WU'oh, VteR,

entonces los sistemas se dicen topolégicamente conjugados. Si by h™' son C*-
difeomorfismos, k& > 1, se dice que los sistemas son C*-equivalentes (o C*-conjugados

en el caso 7,.(t) = t).
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Cuando la equivalencia se establece tinicamente en vecindades de puntos de equili-
brio, se dice que los sistemas son localmente topolégicamente equivalentes. En
este caso, la correspondencia entre las orbitas es valida solo en un entorno del punto

considerado, lo cual es suficiente para describir el comportamiento cualitativo local.

Definicién 2.1.7 (Estabilidad de puntos de equilibrio hiperbélicos). Consideremos el
sistema (2.1), con un equilibrio en xo € R™. La matriz Jacobiana D f(xo; p) de f en xq

estd definida como la matriz n X n de derivadas parciales:

0 0

8_2(%; 1) B axf; (w05 1)
Df(-To;,U) = : :

of, Ofn

a_i;(l’o;/i) TL(%QN)

Definimos las siguientes cantidades que caracterizan las propiedades de estabilidad de

los puntos de equilibrio:

» ng = Numero de valores propios de D f(xo; p) con parte real nula;
» n, = Numero de valores propios de D f(xo; p) con parte real positiva;

» n_ = Numero de valores propios de D f(xo; pu) con parte real negativa.

Un equilibrio xq del sistema (2.1) se dice hiperbdlico si ng = 0, es decir, si todos
los wvalores propios de la matriz Jacobiana tienen parte real estrictamente positiva o

negativa.

Las propiedades de estabilidad de un equilibrio hiperbdlico xy de un sistema no lineal
estan determinadas por la linealizacién del campo vectorial f en z(. Esto es consecuencia

del teorema de Hartman—Grobman, cuya demostracién puede encontrarse en [17].

Teorema 2.1.1 (Hartman & Grobman). Si el campo de vectores
T = f(z), zeR" (2.2)

tiene un equilibrio hiperbolico xq, entonces existe una vecindad U de x tal que el sistema

(2.2) en U es localmente topologicamente conjugado al sistema linealizado
T = Df(l'o)l',

en una vecindad V' del origen.
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Los detalles de la estabilidad de un equilibrio en un sistema lineal & = D f(zq)z se
pueden encontrar en [17], [15]. Gracias al teorema de Hartman y Grobman se pueden
establecer condiciones para la estabilidad local de un equilibrio hiperbélico en un sistema

no lineal.

= Un equilibrio zy es un atractor local si n_ = n, es decir, si todos los valores

propios de D f(x) tienen parte real negativa.

= Un equilibrio xy es un repulsor si n, = n, es decir, si todos los valores propios

de D f(x) tienen parte real positiva.

= Un equilibrio zy es un punto silla si el producto ny - n_ # 0, es decir, si hay

valores propios con parte real positiva y negativa.

) &

h1

U

Figura 2.3: Linealizacion de érbitas cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico xz*.

Para sistemas de dimensién mayor o igual que tres, la determinacion del signo de
la parte real de los valores propios se torna mas compleja, debido a que las raices
del polinomio caracteristico no siempre pueden expresarse en forma cerrada, o bien
dan lugar a expresiones analiticas excesivamente extensas. En estos casos es habitual
utilizar criterios algebraicos como el criterio de Routh—Hurwitz, que permite determinar

cuantas raices de un polinomio tienen parte real positiva sin calcularlas explicitamente.

Por ejemplo, sea 25 un equilibrio del sistema (2.1), D f(zo) la matriz Jacobiana eva-
luada en xg y
PA) = A"+ @ A" a ) ag

el polinomio caracteristico asociado a D f(z). El método de Routh consiste en construir

una tabla, llamada tabla de Routh, a partir de los coeficientes de p(A):
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donde los coeficientes de las filas siguientes se obtienen recursivamente a partir de

determinantes 2 x 2 formados con los elementos de las filas anteriores, por ejemplo

1

Qp—1

Qp, Ap—2 Qp—1 OGp—3

bn—l bn—3 .

bn—l = - ) Cp—1 = —

bn—l

Qp—1 Gp-3

El criterio de Routh—Hurwitz establece que el niimero de cambios de signo en la pri-
mera columna de la tabla es igual al nimero de raices de p(\) con parte real positiva [18].
Esto permite determinar la cantidad de valores propios con parte real positiva asociados
al equilibrio y, en consecuencia, analizar su estabilidad sin calcular explicitamente los

valores propios de la matriz Jacobiana.

Por otro lado, el teorema de la variedad estable garantiza la existencia de subvarieda-
des invariantes asociadas a un equilibrio hiperbdlico, las cuales describen la estructura

geométrica local de la dindmica.

Definicién 2.1.8. Sea xy un equilibrio hiperbélico del sistema (2.1) y sea U una ve-

cindad de x.

La variedad estable local iy la variedad inestable local de x( se definen respec-

tivamente como

Wige(o) = {rc €U : QM) €U VE>0, lim d'(z) = l‘o} :

t——+o0
W (o) = {a: eU:d'(x) e UVt<O, 1fm o' (r) = xo} :
——00
Extendiendo estas variedades mediante la accién del flujo se obtienen las variedades

globales:

Definicién 2.1.9. La variedad estable global y la variedad inestable global de

xo se definen como

We(zo) = (7 (Wie(0) . W¥(z0) = | @' (Wi (o).

£>0 £>0
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En general, no es posible obtener expresiones analiticas explicitas para las varieda-
des estables e inestables globales, por lo que su estudio suele requerir herramientas

numéricas o geométricas.

La existencia y unicidad de soluciones del sistema implican que dos variedades esta-
bles (o dos variedades inestables) asociadas a distintos puntos de equilibrio no pueden

intersectarse, ni tampoco pueden autointersectarse.

Por otra parte, los dominios de atraccion de atractores distintos son disjuntos. En
muchos casos, las fronteras entre diferentes cuencas de atraccion estan formadas por
variedades estables asociadas a puntos de equilibrio tipo silla. Cuando dicha variedad es-
table es de dimension n — 1, actia como frontera que separa dinamicas cualitativamente

distintas. Por esta razon, las variedades estables reciben el nombre de separatrices.

Yy variedad estable

N

cuenca de atracciéon

de (0,2)

cuenca de atraccién
de (3,0)

Figura 2.4: La variedad estable de un equilibrio hiperbélico tipo silla delimita las cuencas

de atraccion de dos equilibrios estables.

2.2. Teoria de bifurcaciones

Los sistemas dinamicos pueden experimentar cambios cualitativos en su retrato de

fase al variar sus pardametros.

Definicién 2.2.1. La aparicion de un retrato de fase topologicamente no equivalente

bajo la variacion de los parametros se denomina bifurcacion.

10
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En otras palabras, una bifurcacién corresponde a un cambio en la estructura cuali-
tativa del sistema cuando un parametro atraviesa un valor critico, denominado wvalor
de bifurcacion. En muchos casos, este valor no es unico; en el espacio de parametros
puede existir un conjunto de valores de bifurcacion, al que denominamos conjunto de

bifurcacion.

Se distinguen dos tipos principales de bifurcaciones. Las bifurcaciones locales ocu-
rren en torno a puntos de equilibrio y estan asociadas a la pérdida de hiperbolicidad,
es decir, cuando ny # 0. En contraste, las bifurcaciones globales implican cambios
topoldgicos que afectan regiones més amplias del espacio de fase y no pueden detectarse

unicamente mediante el andlisis lineal de los equilibrios.

Definicién 2.2.2. Un diagrama de bifurcacion es una particion del espacio de
parametros inducida por la equivalencia topoldgica del sistema, acompanada de retratos

de fase representativos para cada region.

Definicién 2.2.3. Una bifurcacion es de codimension k si el conjunto de bifurcacion

queda determinado por k condiciones independientes sobre los pardmetros.

A diferencia de la definicién 2.1.6, donde se consideraba un sistema dinamico fijo,
en teoria de bifurcaciones se estudian familias parametrizadas de sistemas, es decir,

sistemas que dependen de un vector de parametros.

Definicién 2.2.4. Consideremos dos familias de sistemas dindmicos dependientes de

pardmetros:

t= f(r,a), ze€R", acR™, (2.3)

y=g9(y.B), yeR" BeR™, (2.4)
donde f y g son funciones suaves.

La familia (2.3) se dice topolégicamente equivalente a la familia (2.4) si:
1. Ezxiste un homeomorfismo del espacio de pardmetros

p:R" = R"  f=pa),
2. Para cada «, existe un homeomorfismo dependiente del parametro

he :R" = R"  y = h(x),

11



Capitulo 2 | Marco teorico

que transforma orbitas del sistema (2.3) con pardmetro a en orbitas del sistema

(2.4) con pardmetro B = p(a), preservando la orientacion temporal.

Observacion 2.2.1. Los sistemas (2.3) y (2.4) se dicen localmente topologicamen-
te equivalentes cerca de (xo,*) si la definicion anterior se cumple en una vecindad
de a = a*, con p(a*) = %, y si para cada o cercano a «* el homeomorfismo h,, trans-
forma orbitas del sistema (2.3) en una vecindad U, de xo en drbitas del sistema (2.4)

en ho(Us), cumpliendo ademds hq (o) = yo.

Para las bifurcaciones locales de equilibrios, la estructura cualitativa de los diagra-
mas de bifurcacién puede describirse mediante formas normales. Estas corresponden a
sistemas simplificados que conservan las propiedades topoldgicas esenciales de la bifur-
cacion y permiten identificar los distintos comportamientos dinamicos posibles. Esta es
una de las nociones centrales en la teoria de bifurcaciones. Consideremos un sistema

simple (polinémico en &;):

E=g(¢ B;0), (ER", BER" g€eR, (2.5)

que, para 3 = 0, tiene un equilibrio £ = 0 que satisface k& condiciones de bifurcacion,
determinando una bifurcacién de codimensién k de este equilibrio. Aqui, o es un vector
de coeficientes o, i = 1,2,...,1, de los polinomios involucrados en (2.5). En todos los
casos que consideraremos, existe un nimero finito de regiones en el espacio de coefi-
cientes que corresponden a diagramas de bifurcacion topoldgicamente no equivalentes
de (2.5). En las situaciones més simples, los ¢; solo toman un nimero finito de valores

enteros.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que el sistema (2.1) posee un equilibrio en
x = 0 cuando el parametro toma el valor u = 0. Ademads, asumimos que en este punto

el sistema presenta una bifurcaciéon X de codimension k.

Definicién 2.2.5. El sistema (2.5) se dice que es una forma mnormal topoldégica
para la bifurcacion X si cualquier sistema genérico (2.1), con equilibrio en x = 0
y que satisface las mismas k condiciones de la bifurcacion en pu = 0, es localmente
topoldgicamente equivalente, en un entorno del origen, a (2.5) para ciertos valores de

los coeficientes o;.
En lo que sigue apareceran ciertas condiciones sobre las derivadas del campo vectorial,

12
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las cuales tienen la forma
N;[f] #0, i=1,2,...,s,

donde cada N; es una funcién algebraica de derivadas parciales de f(x, i) respecto de

las variables de estado y de los parametros, evaluadas en (z, 1) = (0,0).

Estas condiciones se denominan condiciones de no degeneracion y permiten carac-
terizar cuando un sistema presenta una bifurcacién dada de manera genérica. Por lo
tanto, un sistema tipico dependiente de parametros y que presenta la bifurcaciéon X
satisface estas condiciones. De hecho, el valor de o esta determinado por los valores de
N;,i=1,2,...,s.

Existen diferentes tipos de bifurcaciones locales que pueden ocurrir en sistemas
dindamicos dependiendo de la naturaleza de los valores propios de la matriz Jacobiana
en los puntos de equilibrio. A continuacién, se presentan algunas de las bifurcaciones

mds comunes y que apareceran en nuestro trabajo. Para més detalles ver [17].

La bifurcacion fold es la bifurcacién local mas simple y describe la creacién o des-
trucciéon de un par de equilibrios cuando un parametro atraviesa un valor critico. In-
tuitivamente, dos puntos de equilibrio se aproximan al variar el parametro, colisionan

en un equilibrio no hiperbélico y luego desaparecen.
Teorema 2.2.1 (Bifurcacién Fold genérica). Considérese el sistema

= f(z,p), xcR? peR, (2.6)
con f suave y tal que f(0,0) = 0.

Supongase que se cumplen las siguientes condiciones:

(F.1) La matriz Jacobiana D f(0,0) tiene un valor propio simple A = 0 y el otro valor

propio tiene parte real distinta de cero.

(F.2) Siwv es un vector propio asociado a A =0 y w un vector propio izquierdo corres-

pondiente, entonces

w' D, f(0,0) # 0.

(F.3)
w' D?£(0,0)[v,v] # 0.

13
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Entonces el sistema presenta una bifurcacion fold en (0,0).

Bajo estas condiciones, el sistema es localmente topolégicamente equivalente a una

de las siguientes formas normales:

& =8+8, €y = +&,

donde los signos dependen de la orientacién elegida y del signo del valor propio no
nulo. En particular, la dindmica esencial ocurre en la direccién asociada al valor propio
nulo, mientras que la segunda ecuacion describe la dinamica transversal, que puede ser
estable o inestable. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo cualitativo de un retrato de

fase asociado a una bifurcacién fold bidimensional, dada por
G=0-€, &H=-6

Para 8 < 0 no existen equilibrios, para § = 0 aparece un equilibrio no hiperbdlico y
para 8 > 0 surgen dos equilibrios. La dinamica esencial de la bifurcacién ocurre en la
coordenada &, mientras que la coordenada & describe la dindmica transversal, la cual
permanece estable al variar 3, ya que las trayectorias satisfacen fg = —&y y convergen

hacia el eje &;.

AN N PR
o] [CiA] [P

B <0 B=0 B >0

Figura 2.5: Diagrama de bifurcacién de la forma normal de una bifurcacién fold genérica

conér=p-&y&=-6&.

La bifurcacién transcritica puede interpretarse como una bifurcacion fold degenerada,
en la cual dos equilibrios coexisten para todo valor del parametro y se intersectan
en el valor critico. En el punto de bifurcacion ambos equilibrios son no hiperbdlicos
e intercambian su estabilidad, en lugar de crearse o desaparecer como ocurre en la

bifurcacion fold.

14
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Teorema 2.2.2 (Bifurcacién transcritica). Considérese el sistema
i=f(x,p), reR’ pek,

con [ suave y tal que f(0,0) = 0.

Supongase que se cumplen las siguientes condiciones:
(T.1) La matriz Jacobiana D f(0,0) tiene un valor propio simple A = 0 y el otro valor
propio tiene parte real distinta de cero.

(T.2) Siv es un vector propio asociado a A =0 y w un vector propio izquierdo corres-
pondiente, entonces

w' D, f(0,0) = 0.

(T.3)
w D2, f(0,0)[s] #0.

(T4)
w' D2f(0,0)[v,v] # 0.

Entonces el sistema presenta una bifurcacion transcritica en (0,0).

Bajo estas condiciones, el sistema es localmente topolégicamente equivalente a una

de las siguientes formas normales:

& =B € €2 = +&.

En la Figura 2.6 se muestra un ejemplo cualitativo de un retrato de fase asociado a

una bifurcacion transcritica bidimensional, dada por
&L=06-6, &LH=-b

Para todo [ existen dos ramas de equilibrios, las cuales intercambian estabilidad al
pasar por 8 = 0, donde aparece un equilibrio no hiperbdlico. La dinamica esencial de
la bifurcacién ocurre en la coordenada &;, mientras que la coordenada & representa
la dinamica transversal, la cual permanece estable al variar 5, ya que las trayectorias

satisfacen 52 = —&, y convergen hacia el eje &;.

15
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B NS
AN

0

Endllda

B<0 B=0 B >0

A

Figura 2.6: Diagrama de bifurcacion de la forma normal de una bifurcacién transcritica

genérica con & = & — 2y & = —&.

La bifurcacién cuspide es una bifurcacién local de codimension dos que corresponde a
un caso degenerado de una bifurcacién fold. Genéricamente, en el espacio de parametros,
los extremos de dos curvas de bifurcacién fold se encuentran tangencialmente en un
punto cispide. En una vecindad de este punto pueden coexistir regiones con uno y tres

equilibrios.

Teorema 2.2.3 (Bifurcacion cuspide). Considérese el sistema
&= f(x,pn), xcR* peR?

con f suave y tal que f(0,0) = 0.

Supongase que se cumplen las siguientes condiciones:

(C.1) La matriz Jacobiana D f(0,0) tiene un valor propio simple A\ = 0 y el otro valor

propio tiene parte real distinta de cero.

(C.2) Siv es un vector propio asociado a A =0 y w un vector propio izquierdo corres-

pondiente, entonces

w' D, f(0,0) = 0.

(C.3)
w' D2£(0,0)[v,v] = 0.

(C4)
w' D3 £(0,0)[v,v,v] #0.

16
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(C.5) Sea = (p1, p2). Defina
a(w) == w FO, 1), b(a) == w D, f(0. 1) v.

Entonces se requiere que el mapeo p— (a(p),b(p)) tenga rango 2 en p =0, i.e.

det 6;)1 6;; # 0.
5., (0) 3,-(0)

Entonces el sistema presenta una bifurcacion cispide de codimension dos en (0,0).

Bajo estas condiciones, el sistema es localmente topolégicamente equivalente a una

de las siguientes formas normales:

él =01+ Bl £ &, 52 = +&o,

La dindmica esencial ocurre en la direccién asociada al valor propio nulo, mientras

que la segunda ecuacién describe la dindmica transversal.

donde el signo del término ciibico determina la orientacion de la bifurcacion y el signo
de la segunda ecuacién depende de la estabilidad transversal asociada al valor propio no
nulo. La dindmica esencial ocurre en la direccién correspondiente al valor propio nulo,

mientras que la segunda ecuacién describe la dindmica transversal.

En la Figura 2.7 se muestra el diagrama de bifurcacién asociado a la forma normal
de una bifurcacion cuspide. Las curvas fold F} y F, delimitan la regién “1” del espacio
de parametros, donde coexisten tres equilibrios, mientras que en la region “2” existe
un unico equilibrio. Ambas curvas se encuentran tangencialmente en el punto cispide,
correspondiente al caso degenerado de una bifurcacién fold. Sobre las curvas Fy y Fy
existen dos equilibrios, uno de los cuales es no hiperbdlico. Finalmente, en (S, 52) =

(0,0) existe un unico equilibrio no hiperbélico.

17
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Figura 2.7: Diagrama de bifurcacion de la forma normal de una bifurcacién transcritica

genérica con & = B + Bob1 £ E y & = —&,.

2.2.1. Continuacién numérica y deteccién de bifurcaciones

Para el analisis de bifurcaciones no basta con integrar trayectorias individuales; es
necesario seguir ramas de equilibrios u érbitas periddicas al variar parametros. Este
procedimiento se conoce como continuacién numérica, y constituye una herramienta

fundamental en el estudio de sistemas dindmicos no lineales [17, 19].

Dado un equilibrio z(u) que satisface

f (ZE ) :u) =0,
los métodos de continuacién permiten seguir la solucién al variar pu, resolviendo itera-
tivamente el sistema mediante técnicas de tipo predictor—corrector [20, 17].

La deteccion de bifurcaciones locales se basa en el andlisis espectral de la matriz Ja-
cobiana D f(x, 1), lo que permite identificar cambios en la estabilidad de los equilibrios.

Por ejemplo:

18
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= Una bifurcacion fold se detecta cuando un valor propio simple cruza cero.

» Una bifurcacién transcritica también involucra un valor propio nulo bajo condi-

ciones adicionales de degeneracion.

» Una bifurcacién cispide corresponde a la degeneracion de una bifurcacion fold de

codimensiéon dos.

En este trabajo se empleé el toolbox MatCont de MATLAB, el cual implementa algo-
ritmos de continuacion y deteccion automatica de bifurcaciones ampliamente utilizados

en la literatura [21].
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Capitulo 3
Modelos de poblaciones

Las interacciones entre especies desempenan un papel fundamental en la dindmica
de los ecosistemas y han sido ampliamente estudiadas mediante sistemas de ecuaciones
diferenciales [22, 23, 24]. Dependiendo del tipo de interaccién, es posible distinguir

distintos marcos tedricos.

En los modelos de depredacion, una especie se beneficia a expensas de otra; por

ejemplo, en las interacciones lince-liebre o tiburén—pez [25, 26].

En los modelos de mutualismo, ambas especies obtienen beneficios reciprocos, como

ocurre en interacciones planta—polinizador o micorrizas—plantas [27, 28].

Por otro lado, en los modelos de competencia, dos especies compiten por recursos
limitados, de modo que el crecimiento de cada una se ve negativamente afectado por la

presencia de la otra.

El modelo de competencia de Lotka—Volterra es uno de los méas conocidos y estudiados
en este contexto [1, 23], y se aplica a especies que comparten un mismo nicho ecolégico,

como poblaciones que compiten por alimento o espacio.

En este trabajo nos centraremos en este ultimo tipo de interaccion entre especies.

3.1. Modelos de competencia interespecifica

Los modelos de competencia interespecifica describen la interaccién entre poblacio-

nes que compiten por recursos limitados. En dimension dos, un marco general puede
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escribirse como
iy = fi(x1, 72), Ty = fo(w1, 12), (3.1)

donde 1, x5 > 0 representan densidades poblacionales.

En este contexto, la competencia se interpreta como una disminucion en la tasa de
crecimiento de una especie cuando la poblacién de la otra aumenta. Esto se traduce en

las condiciones de signo

6f1 afZ
— < — < 0. .
81’2 (l‘l, l’g) ~ O, axl (ZEl,l'Q) ~ 0 (3 2)

Un ejemplo clasico es el modelo de competencia de Lotka—Volterra, dado por

X1 102212
=rx (1— -,

T —

1 s K (3.3)
P S R '

2 242 K2 K2 .

donde r; son las tasas de crecimiento intrinseco, K; las capacidades de carga, y ay;

cuantifica el efecto de la especie j sobre la especie 7. El término

T
T2 — -
K;

describe el crecimiento logistico en ausencia de competencia, mientras que
riaijxixj
K;
modela la reduccion en la tasa de crecimiento debida a la interaccién con la otra especie.

Este modelo constituye una primera aproximacién para describir la competencia entre
especies y permite caracterizar distintos regimenes dindamicos seguin los parametros.
Como se muestra en la Figura 3.1, los comportamientos asintéticos posibles incluyen la

exclusion de una especie, la coexistencia estable y la extincién simultanea.

En particular, el principio de exclusion competitiva establece que dos especies que
compiten por los mismos recursos no pueden coexistir de manera estable bajo con-
diciones constantes [3]. No obstante, diversos estudios experimentales y tedricos han
mostrado que este principio no es universalmente valido, ya que en sistemas reales pue-
den observarse fenémenos de coexistencia debido a heterogeneidad espacial, variabilidad

ambiental o interacciones méas complejas [29, 4].
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T9 T2
Caso I: 21 excluye a x9 /_ Caso II: x5 excluye a x;
Ki/ons K¢ \
K Ki/am \
/_\\ ‘)
0 Kg/agl [(1 T 0 Kl [{‘2/@2l T
T9 T
Caso III: Coexistencia estable Caso IV: Coexistencia inestable
Ki/ais K ¢
K K \/
2 N / 1 / a2
7N K
0 K Ks/ay 71 0 Ks/ao K, Z

Figura 3.1: Retratos de fase del modelo de competencia de Lotka—Volterra.

Una limitacion importante del modelo de Lotka—Volterra es que las interacciones
entre especies se describen mediante términos bilineales, lo que implica que las nullclinas
son funciones lineales. Esta restriccion limita la geometria del sistema y, por tanto, la

variedad de retratos de fase posibles.

Esto motiva el estudio de modelos mas generales en los que las interacciones se
describen mediante funciones no lineales, lo que da lugar a nullclinas no lineales y

permite capturar dindmicas més complejas y acordes con observaciones empiricas [22,
6].

Para describir algunas propiedades cualitativas de estos sistemas en el caso planar,

9

introducimos el orden parcial “<g” en ]R%r, definido por

(x1,91) <k (T2,92) si @1 <22y Y1 > Vo

Ademas, escribimos (513'1,3/1) <K (1'2,342) s1 (xbyl) <k ($27y2) Yy (1'171/1) a ($27y2)7
mientras que (1,11) <g (Z2,y2) indica que todas las desigualdades se satisfacen de

manera estricta.
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Dado un punto (zg, o) € R%r, el primer cuadrante puede dividirse en cuatro regiones,

en sentido antihorario, definidas por
Q1 ={(z,y) 12 > x0, y > yo}, Q2 ={(z,y) 1 2 <z, y > w0},

Q3:{<I,y)ll’§l’0, ySyO}v Q4:{(1‘,y):x2x0, ySyO}

Si el sistema (3.1) satisface (3.2), entonces es monétono respecto del orden <k en el

primer cuadrante [30, 6]. Es decir, si

(21(0),51(0)) <x (22(0),2(0)),

entonces

(x1(t),y1(t)) <k (x2(t),y2(t)) para todo t > 0.

Como consecuencia, el sistema no admite orbitas periddicas positivas. Por el teorema
de Poincaré-Bendixson [31], el conjunto w-limite de cualquier trayectoria consiste en
un equilibrio o en una coleccion de equilibrios junto con las érbitas que los conectan.
En el contexto bioldgico esto nos lleva a que a largo plazo los tnicos estados posibles

son la coexistencia o la extincion de una o ambas especies.

Sea W} la variedad estable de un punto silla interior £;. En [30] se demuestra que

esta variedad no puede contener dos puntos relacionados por <.

Por otro lado, si FE es un equilibrio, las regiones Qo(F) y Q4(F) son positivamente
invariantes. En efecto, si X (0) <x FE, entonces X(t) <y E para todo t > 0, lo que

prueba la invariancia de Q2(E); un argumento andlogo vale para Q4(F).

Estas propiedades permiten extender el analisis desde la estabilidad local de los equi-
librios hacia una descripcién global de la dindmica en el primer cuadrante, mediante

las cuencas de atracciéon asociadas a cada equilibrio.

3.2. El efecto Allee

El efecto Allee es un fenémeno ecolégico que describe la disminucion en la tasa de
crecimiento poblacional a bajas densidades, debido a dificultades en procesos como
la reproduccion, la cooperacién o la defensa frente a depredadores. En este sentido,
poblaciones pequenas pueden experimentar desventajas que comprometen su viabilidad.

Diversos estudios han abordado el modelamiento matematico del efecto Allee y su
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relevancia en sistemas ecoldgicos, asi como su presencia en distintas especies [22, 31, 8,
12, 7].

Se distinguen dos tipos principales de efecto Allee. El efecto Allee débil ocurre
cuando la tasa de crecimiento per capita aumenta con la densidad para poblaciones
pequenas, pero permanece positiva en el origen, por lo que la extincién no es inevitable

en bajas densidades. Un ejemplo de este tipo de dindmica esta dado por

b =rz (1-%) (1+%>, (3.4)

efecto Allee

donde, para A > 0, el sistema presenta como tnicos equilibrios no negativos el origen y
la capacidad de carga K. En este caso, el efecto Allee modifica la tasa de crecimiento

a bajas densidades sin introducir un umbral critico de extincién.

En contraste, el efecto Allee fuerte se caracteriza por la existencia de un umbral
critico A > 0, conocido como umbral de Allee, tal que si la poblacion inicial satisface
z(0) < A, entonces la solucién tiende a la extincién, mientras que si z(0) > A, la

poblacién puede persistir. Un modelo representativo es

T=rr (1—%) (%—1), (3.5)

efecto Allee

el cual introduce un equilibrio inestable en x = A que separa las cuencas de atraccion

del origen y de un equilibrio positivo.

A 4
V' N

a)6¢ lg .

A 4
V' N

—— ¢

b) 5 Z K L

Figura 3.2: Bosquejos del retrato de fase: a) efecto Allee débil (3.4); b) efecto Allee
fuerte (3.5).

La mayoria de los estudios sobre este fenémeno se han centrado en modelos de una
sola especie o en interacciones de tipo depredador—presa [31, 11]. En contraste, el anali-

sis de modelos de competencia entre especies que incorporan efecto Allee ha recibido
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menor atencién. Uno de los primeros trabajos en esta direccién es [8], donde se estudia
un sistema de competencia con efecto Allee en el contexto de ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Asimismo, [12] analiza un sistema de competencia tipo Leslie-Gower en
tiempo discreto en el cual una de las especies esta sujeta a efecto Allee. Posteriormente,
se han desarrollado diversos estudios que profundizan en esta interaccién [11, 13, 9, 14,
10], mostrando que la incorporacién del efecto Allee puede modificar sustancialmente
la dinamica competitiva, permitiendo, por ejemplo, la coexistencia de especies que en

ausencia de este efecto serian excluidas.

Por otra parte, se han propuesto distintas formas funcionales para modelar tanto
la competencia como el efecto Allee [7, 5], lo que pone de manifiesto la necesidad de
estudiar modelos mas generales. Esto motiva la bisqueda de resultados cualitativos que
permitan describir la dindmica del sistema bajo hipétesis amplias, abarcando distintas

formulaciones del efecto Allee y de las interacciones competitivas.
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Analisis del modelo de competencia
Lotka—Volterra con efecto Allee

fuerte en ambas especies

Como se mencioné en el Capitulo 3, uno de los modelos mas ampliamente estudiados
en el contexto de competencia entre especies es el modelo de Lotka—Volterra (3.3).
Debido a su estructura relativamente simple, este modelo constituye un punto de partida
natural para incorporar efectos adicionales, como el efecto Allee, sin introducir una

complejidad analitica excesiva.

En este trabajo, consideramos una modificacién del tipo (x — a), con a > 0, para
modelar un efecto Allee fuerte en cada especie. Esta eleccién se debe a que dicha
formulacién introduce de manera directa un umbral poblacional bajo el cual la tasa de
crecimiento es negativa, y ademas ha sido ampliamente utilizada en la literatura. En
particular, este tipo de modificaciéon ha sido previamente estudiado en el contexto del

modelo de Lotka—Volterra en [11], donde se analiza el siguiente sistema:

T =7z (1 — Kil) (x —ar) — 7"1;;%’3/ = Xi(z,v),

X — (4.1)
y=ry(1——=)(y—a)— = Xo(z,y),
( ) ToCoTy

donde p = (r1, 1, K1, 01,72, 2, Ko, a2) € R, con a; < K; para i = 1,2. Los pardme-

tros con subindice 1 corresponden a la especie x, mientras que aquellos con subindice 2
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corresponden a la especie y. En particular, r; representa la tasa intrinseca de crecimien-

to, K; la capacidad de carga, a; el umbral asociado al efecto Allee y ¢; el coeficiente de

competencia interespecifica, es decir, la intensidad con la que una especie es afectada

por la otra. El término r;x(1 —z/K;)(x — a;) representa un crecimiento logistico modifi-

cado por el efecto Allee, mientras que la interaccién entre especies se modela mediante
T CiTY

el término —=7* el cual no se ve afectado directamente por dicho efecto.

En [11] se demuestra que el primer cuadrante es positivamente invariante y que las
soluciones en él son acotadas. Ademas, se estudia la estabilidad de los equilibrios hi-
perbolicos, tanto en la frontera como en el interior del dominio, estableciendo que,
genéricamente, el sistema puede presentar 0, 2 o 4 equilibrios interiores. Sin embargo,
estos casos no quedan caracterizados mediante expresiones analiticas explicitas. Asi-
mismo, cuando el nimero de equilibrios interiores es menor o igual a dos, el plano se
divide en tres regiones invariantes: dos asociadas a la exclusiéon de una de las especies
y una en la que ambas se extinguen. En contraste, cuando existen cuatro equilibrios
interiores, aparece adicionalmente una regién invariante correspondiente a la cuenca de

atraccion de un equilibrio de coexistencia.

Cabe destacar que los casos no genéricos, en los cuales aparecen equilibrios no hi-
perbdlicos, no han sido analizados. En este trabajo, con el fin de complementar los
resultados de [11], se busca, en primer lugar, obtener condiciones analiticas que per-
mitan caracterizar tanto los casos genéricos como los no genéricos en funcién de los

parametros del sistema.

Posteriormente, se realiza un estudio detallado de las bifurcaciones presentes en el
modelo, con especial énfasis en el papel de los pardmetros asociados al efecto Allee.
Ademas, se presentan simulaciones de retratos de fase para distintos escenarios, to-
mando como referencia los valores de pardmetros utilizados en [11], mostrados en la
Tabla 4.1. Finalmente, se construye un diagrama de bifurcacién en términos de a; y
as, lo que permite organizar de manera global la dinamica del sistema y respaldar los

resultados analiticos obtenidos.
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Parametro | Valor | Descripcion
T 0.5 Tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién x.
Ky 2.0 Capacidad de carga del sistema para la poblacion .
ay 0.5 Umbral de Allee de la poblacion .
c1 0.2 Coeficiente de competencia interespecifica que afecta a x.
T 0.7 | Tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion y.
Ky 2.5 Capacidad de carga del sistema para la poblacién y.
as 0.2 | Umbral de Allee de la poblacion y.
Co 0.7 | Coeficiente de competencia interespecifica que afecta a y.

Cuadro 4.1: Valores y descripciones de los pardmetros del sistema (4.1), tomados de
[11].

4.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

4.1.1. Resultados previos en la literatura

En [11] se establece que el sistema (4.1) posee cinco puntos de equilibrio en la frontera,

dados por

EO = (Oa 0)7 Ell - (CL170), E12 - (K170)7 E21 = (O,CZQ), E22 = (O, KZ)

Ademas, se demuestra que Ey, Fi5 v Fas son localmente asintoticamente estables,
mientras que Fi; y Fs; corresponden a puntos silla. De acuerdo con la simbologia
presentada en la Figura 4.1, esta clasificaciéon puede observarse en el panel a) de la
Figura 4.2, donde los equilibrios Fy; y Es; se representan mediante tridangulos verdes, y
Ey, E12 v Foyy mediante puntos negros, hacia los cuales convergen las trayectorias en sus
respectivas vecindades, por otro lado las curvas que unen los triangulos con los puntos

negros corresponden a las nulclinas no triviales del sistema (4.1).

En [11] se distinguen tres casos genéricos para la cantidad de equilibrios interiores
del sistema (4.1). Por un lado no existen equilibrios interiores, y por otro las nulclinas
intersectan transversalmente creando 2 o 4 equilbrios interiores. En més detalle se llega

a que los casos son:

i) No existen equilibrios interiores.
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Equilibrios repulsores

O
Equilibrios silla A
Equilibrios loc. asintéticamente estables @

O

Equilibrios no hiperbdlicos

Figura 4.1: Simbologia para distinguir la estabilidad de cada equilibrio en las graficas.

ii) Existen dos equilibrios interiores E; = (z;,v;), i = 1,2, tales que
T <Zz Yy Y1 <Yo,
entonces E; es un repulsor, mientras que Fy es un punto silla.
iii) Existen cuatro equilibrios interiores F; = (z;,v;), 1 < i < 4, tales que
T <Xy < T3 < Ty, Y1 < Ys < Y3 < Yo,

entonces F; es un repulsor, Fy y E4 son puntos silla, y F3 es localmente asintoti-

camente estable.

Estos casos se ilustran en la Figura 4.2.

ZZ (a) 1 ()

AN o AT
00 05 1.0 15 20 25 30 00 05 1.0 15 20 25 30 00 05 1.0 15 20 25 30
x x x

Figura 4.2: Los paneles a),b) y ¢) corresponden a retratos de fase para los casos i),ii) y

iii) respectivamente.

4.1.2. Caracterizacion de casos genéricos y no genéricos

Para complementar los resultados obtenidos en [11], se estudian las nulclinas del

sistema con el fin de obtener condiciones analiticas que permitan distinguir los casos
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genéricos, en los cuales las intersecciones de las nulclinas son transversales, de los casos

no genéricos, asociados a situaciones degeneradas como tangencias entre nulclinas.

Las componentes de los equilibrios interiores vienen dadas por las intersecciones de

las nulclinas no triviales en x e y del sistema (4.1), las cuales estan dadas por

Y= gi(a) = cilua —2)(z - ), (4.2)
Y 1
T = 92(9) = C_Q(Kz — y)(y - @2)- (4-3)

De este modo, la componente x de cada equilibrio interior satisface la ecuacion

92(g1(z)) — x = 0, que puede reescribirse como

1
 P(z) =0
C%CQ 1(1’) >

con Py(x) definido como
Pi(z) = 2* + A12® + Ay + Azz + Ay, (4.4)
donde
Ay = —2a; — 2K,, Ay =K} +4Kia, +af + c1(az + K>),
As = —2K7a; + (—2a] — c1(ag + K2)) K, — c1((ag + Ky)ay — cicz),
Ay = (ager + Kia1)(Kra1 + 1 Ks).
Luego, la componente y de cada equilibrio interior se obtiene evaluando g; en las

raices positivas de (4.4). Andlogamente la componente y de cada equilibrio interior

satisface la ecuacién g;(g2(y)) — y = 0, reescrita como

1
—P(y) =0
Cgcl 2(y) )
con Ps(y) definido como
Py(y) = y* + Biy’ + Boy® + Bsy + B, (4.5)

donde
Bl = —2(12—2K2, B2 :K22+4K2a2+a§+02(a1+f(1),

B3 = —2K226L2 —+ (-2@3 — cz(al —+ K1>)K2 — CQ((CLl + Kl)ag — 6201),
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B4 = (a162 + K2a2)(K2a2 -+ CQKl).

Las curvas definidas por (4.2) y (4.3) pueden extenderse naturalmente a todo R?

aunque el andlisis biolégico se restringe al primer cuadrante. Definimos entonces

G = {(ﬁ,y) ERQ :y:gl(x>}a (46)

Co={(z,y) e R? : 2 = guo(y)}- (4.7)

En la Figura 4.2, la curva C; une los equilibrios (a1,0) y (K7,0) sobre el eje x,
representados por un triangulo verde y un punto negro, respectivamente. De manera
andloga, Cy une los equilibrios (0, az) y (0, K3) sobre el eje y, ademds se puede observar
que son pardbolas concavas, es decir, cumplen gf(x) < 0y g5 (y) < 0, con vértices en

aq +K1
2

a2+K2

. (4.8)

En adelante, consideraremos tnicamente sus porciones en el primer cuadrante, donde
tienen sentido bioldgico.

A continuacién empezaremos con el andlisis de los casos genéricos, en los cuales las
curvas C7 y Cs no se intersectan entre si o sus intersecciones son transversales. Por ello

recalcamos que C; y C, se intersectan transversalmente en (z*,y*) € R? si
91 (x7)ga(y") # 0. (4.9)

Para caracterizar estas situaciones se emplean principalmente tres herramientas: el
teorema de Descartes, el criterio de Routh-Hurwitz y el discriminante de un polinomio.
Por ello se definen los discriminantes Ap, A; y Ay correspondientes a Pi(x), P{(z) y

Pi(y), respectivamente, los cuales se expresan como:

n Ap = AZAZAZ — 4A3A2 — 4A3AS 4+ 18A A A3 — 27 A3
— 4ATASAL + 16A3A, + 18AT Ay Az Ay — 804, A3 A3 A,
— GATAZA, + 144 A5 A3 A, — 2TATAS + 144 A2 A, A3
— 128A42A% — 1924, A3 A% + 256 A3,

n Ay =4 (9ATA3 — 32A5 — 2TATA; + 1084, A2 A3 — 10843),
» Ay =4(9B]B; — 32B; — 27B;} Bs + 108B, B, B; — 108B;).
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Ademas, se define la cantidad As como

A2A,

A = Ag — —174
PTE A A, — Ay

(4.10)
El siguiente teorema permite caracterizar todos los casos genéricos respecto al niimero

de equilibrios interiores del sistema (4.1).

Teorema 4.1.1. Considere el sistema (4.1) y suponga que Ap, A1, Ao, Ay estan defi-

nidos como arriba. Entonces, el numero de equilibrios interiores cumple lo siquiente:

a) No existen equilibrios interiores si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) As > 0.
Z’&) A5<O,AP>OZ/A1§OOA2§O.

b) Ezisten exactamente 2 equilibrios interiores si As < 0 y Ap < 0.

c¢) Existen exactamente 4 equilibrios interiores si A5 < 0, Ap >0, Ay >0y Ay > 0.

Demostracion. Dividiremos la demostracién en tres partes: primero, mediante el criterio
de Routh—Hurwitz; luego, aplicando el teorema de Descartes; y finalmente, a través del

analisis del discriminante del polinomio.

1. Observaciones geométricas preliminares. Dadas las definiciones de C y Cy
en (4.6) y (4.7), la curva C pasa por (a1,0) y (K1,0) pues 0 = gi(a1) = g1(K71),
mientras que Cy pasa por (0,as) y (0, K3) ya que 0 = ga(az) = g2(K3). Ademas,
y = g1(z) > 0solosiz € (ar, K;), similarmente z = go(y) > 0 solosiy € (aq, Ka),
asi las intersecciones en el primer cuadrante ocurren en el conjunto {(z,y) € R? :
ap < v < Ky, ay <y < Ky}. Por su forma céncava, estas curvas no pueden
intersectarse simultaneamente en el primer y el tercer cuadrante. En efecto, si
existe una interseccion con x,y > 0, entonces, debido a la orientacion de las
pardbolas, no puede haber otra interseccion con x < 0 o y < 0. En consecuencia,
el polinomio P;(z) no puede tener raices reales positivas y negativas al mismo

tiempo.

Por otro lado, si suponemos que P; posee dos raices reales positivas x1 y o, v

ademas un par de raices complejas conjugadas u; + v17, entonces
Py(z) = 2* 4+ A12® Agx® + Asz + Ay = (v — 21) (2 — 22) (2% — 2usz + (ug + v1)?).
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Luego comparamos los coeficientes ambos lados de la ecuacion, de lo cual se
obtiene A; = —2u; —x1 — x2, si usamos la definicién de A;, la ecuacién se reescribe

como —2a; — 2K = —2u; — x1 — x5 y despejando 2uq, se concluye que
2u1 = 2a1 + (Kl — iL'l) + (Kl — .ZEQ) >0

porque 1 < Ky, xo < K; y a; > 0. Por lo tanto la parte real de estas raices

complejas debe ser positiva.

2. Aplicacién del criterio de Routh—Hurwitz. El teorema de Routh—Hurwitz
establece que el nimero de cambios de signo en la primera columna de la tabla
de Routh, construida a partir de los coeficientes del polinomio, coincide con el
nuimero de raices en el semiplano derecho cerrado del plano complejo. La tabla de

Routh correspondiente a P es la siguiente:

x? 1 +
.Ig Al —
z? | Ay — ‘2—? +
x As — o0+
1 Ay +

De la tabla se obtienen dos casos:

= Si A5 > 0, entonces hay dos raices en el semiplano izquierdo de C y dos en

el semiplano derecho.

= Si A5 < 0, entonces existen cuatro raices en el semiplano derecho de C.

Sin embargo, este resultado atin es ambiguo, pues no distingue entre raices reales

y complejas, ni entre positivas y negativas.

3. Aplicacion del teorema de Descartes. El teorema de Descartes permite esta-
blecer cotas para el nimero de raices positivas y negativas. Dado que Ay, Ay >0y
Ay <0, la cantidad de cambios de signo en los coeficientes de P;(z) dependera del
signo de Az. Ademas, al evaluar P;(—x) podemos obtener la cantidad de raices

negativas posibles.

u SlAgZO

La cantidad de cambios de signo es 2 o 4, dependiendo del caso. En particular,
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se pueden presentar las siguientes combinaciones:

Caso | Raices reales positivas | Raices reales negativas | Raices no reales

S O NN
S NN O N
=N N O

El caso (i) se descarta por las observaciones geométricas iniciales. Ademas,
Az > 0implica A5 > 0, de modo que en el caso (ii) las raices no reales estarian
en el semiplano izquierdo del plano complejo, lo cual también contradice las
observaciones preliminares. Concluimos que los casos posibles son (iii) y (iv);
por tanto, si A3 > 0, el polinomio P; no posee raices reales positivas, lo que

implica que el sistema (4.1) no tiene equilibrios interiores.

= Si A3 <0:
En este caso pueden cumplirse A5 > 0 o0 A5 < 0. Si A5 > 0, nuevamente
no existiran equilibrios interiores. En cambio, si A5 < 0, tanto el criterio
de Routh-Hurwitz como el teorema de Descartes coinciden en que P; puede
tener 0, 2 o 4 raices reales positivas. Considerando que As; < 0 implica

Az < 0, distinguiremos los casos finales mediante el anélisis del discriminante.

4. Analisis del discriminante. Suponemos a partir de ahora que As < 0. Si el
discriminante Ap < 0, el polinomio P; tiene exactamente dos raices reales, que
por el andlisis anterior deben ser positivas. Por lo tanto, la condicién A; < 0y

Ap < 0 garantiza la existencia de dos equilibrios interiores en el sistema (4.1).

Cuando Ap > 0, debemos distinguir entre los casos en que hay cuatro raices reales
simples y aquellos con raices complejas. Para ello analizamos los discriminantes

de P| y Pjy el lugar geométrico definido por los puntos que satisfacen
Ay —y)(z —x) = 109, (4.11)

equivalente a la condicién g5(y)gi(z) = 1, que caracteriza los puntos donde las
curvas C y Cy poseen la misma pendiente. Denotaremos este lugar geométrico

por C3 y notemos que

Pl(z) = gh(qr1(2))gi(z) =1 v Py(y) = gi(92(¥))gay) — 1,
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por ende las raices de P| corresponden la componente x de las intersecciones
entre C y Cs, por otro lado las raices de P, corresponden la componente y de las

intersecciones entre Cy y Cj.

Con respecto a los discriminantes la interpretacion geométrica es la siguiente:
si Ay > 0, entonces C5 intersecta a C en tres puntos; de manera analoga, si
Ay > 0, 5 intersecta a C'y en tres puntos. Para que P; tenga cuatro raices reales,
es necesario que Cj3 intersecte a ambas curvas C; y Cs en tres puntos. Esto ocurre

unicamente si A; > 0y Ay > 0.

En consecuencia, si A5 < 0, Ap >0, Ay >0y Ay > 0, entonces el sistema posee
cuatro equilibrios interiores. Si alguna de las condiciones A; > 0 0 Ay > 0 no se

cumple, no existen equilibrios interiores.

]

El Teorema 4.1.1 permite definir tres regiones distintas en las que el sistema presenta

diferentes cantidades de equilibrios interiores. Se definen:

Zy={peRL:A;>00(A;<0,Ap>0, Ay <00A;, <0)}, (4.12)
Jir = {,LLGRi : A5 < O,AP < 0}, (413)
L = {MERi : A5 < O,AP > 0, Al > 0, AQ > 0} (414)

De este modo, genéricamente la cantidad de equilibrios interiores del sistema (4.1) se

resume en el Cuadro 4.2.

Condicion | Cantidad de equilibrios interiores
WweE Zp No existen equilibrios interiores
Wwe Zip Existen 2 equilibrios interiores
WwE Zg Existen 4 equilibrios interiores

Cuadro 4.2: Regiones en el espacio de parametros definidas por el Teorema 4.1.1.

Podemos observar que las regiones estan separadas por fronteras determinadas por
ciertas condiciones clave. Una de las mas importantes ocurre cuando el discriminante
Ap cambia de signo, lo cual es coherente, ya que este cambio indica la presencia de
raices miltiples en el polinomio P;(z). En consecuencia, se produce una tangencia entre

las curvas C7 y Cs.
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De este modo, al pasar de Z; a Z;;, o viceversa, debe existir un momento en el que
las nulclinas sean tangentes, dando lugar a un unico equilibrio interior, como se observa
en la imagen a) de la Figura 4.3. Asimismo, al pasar de Z;; a Z;;; debe ocurrir otra
tangencia; en este caso, pueden existir dos o tres equilibrios interiores, lo cual se puede

apreciar en los paneles b),c) y d) de la Figura 4.3.

o @

xr

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
T X

Figura 4.3: El panel a) es un ejemplo de retrato de fase al pasar de Z; a Z;;, mientras

que los paneles b),c) y d) retratos de fase al pasar Z;; a Z;r;. En el panel a) se tiene

a; = 1.17 y en el panel b) cambia a a; = 0.76; en los paneles (c) y (d) se modifican los

valores de a; y as respecto a los mostrados en la tabla 4.1, con a; = 0.81,a, = 0.36 en

(¢) y ap = 0.5,a2 = 0.27 en (d).

Con esto en mente, es posible caracterizar los casos en que las nulclinas se intersectan
tangencialmente. Comenzamos considerando que el término As; debe ser negativo, de lo
contrario por el Teorema 2.1.1 no habrian equilbrios interiores. Luego, para que existan

tangencias entre C y (b, el polinomio P; debe tener raices miltiples, en términos de
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su discriminante se debe cumplir Ap = 0. De esta manera todas las formas posibles

que puede tener Pj(x) se resumen en la siguiente tabla:

Caso | Forma factorizada de P;(z) | Descripcién
| (x —x1)4 r € Ry
I (x —x1)3(x — 22) Ty, T2 € Ry
11 (x —x1)%(x — x9)? Ty, T2 € Ry
v (x —z1)%(x — 29) (T — 23) T1,Te, w3 € Ry
V| (z—2)*(2* =20z +®+ %) | z1,0,8 ERY
VI (22 — 20z + o + B%)? a,feR,

Cuadro 4.3: Posibles factorizaciones de un polinomio de grado 4 con discriminante nulo.

Si suponemos que se cumple el caso VI, tal que
Pi(z) = 2* + Aj2® + Apr? + Asz + Ay = (2% — 20z + o® + B?)?,
se tendria que o = (a7 + K7)/2 = 2 y ademés
Pi(z) = 4(z — a)((z — a)* + 5%,

por lo cual Z seria raiz de Pj(z), en consecuencia C; debiese intersectar a C3 para x = Z,
lo cual es imposible pues los puntos de C'3 cumplen (4.11), llegando a una contradiccién.
De esta manera al considerar A5 < 0y Ap = 0, P; debe tener al menos una raiz real

de multiplicidad mayor a 1.

= Si Ay = Ay = 0, entonces P; tiene raices con multiplicidad mayor a dos, es
decir, se cumple el caso I o II de la tabla 4.3. Sin embargo, el caso I no puede
ocurrir, ya que de ser asi, se tendria Pj(x) = 4(x — ;) para algin z; € R,
entonces solo existe una interseccién entre C7 y C5 y es tangencial, sin embargo
sabemos que si hay solo una intersecciéon entre ambas curvas esta siempre es
trasnversal. Luego la raiz debe tener multiplicidad tres y debe existir otra raiz
de multiplicidad uno, correspondiente al caso II de la tabla 4.3, concluyendo que
existen dos equilibrios interiores. Esto se puede apreciar en la Figura 4.4, en la cual
se muestra en cuadrado blanco la tangencia entre la curvas C,Csy y C3 ademas

de la interseccién transversal entre C y Cy representado por un circulo blanco.
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Figura 4.4: Grafica de las curvas C1,Cy y C3 cuando A; <0y Ap = A1 = Ay =0.

= SiA; >0y Ay > 0, entonces P y P, tienen 3 raices, lo cual se traduce en que Py
debe tener 4 raices reales, pero dado que Ap = 0 debe haber raices multiples y al
menos una debe ser de multiplicidad 2. Asf los casos posibles son el III y IV en la
tabla 4.3, pero el caso III es inviable geometricamente, ya que implicaria que C
y (5 intersectan tangencialmente en dos puntos distintos y esto no puede ocurrir
entre dos parabolas. Asi concluimos que hay 2 raices reales distintas y una raiz
real de multiplicidad 2, lo que corresponde a 3 equilibrios interiores. Esto se ve

en ambos paneles de la Figura 4.5.

30 .\ 4 300 ..
(a) (b)
25 ] 25 |
20 | ] 20
Y15 f Y15
10 ] 1.0
05 ] 05
oe A | e oe A o' e
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
€T x

Figura 4.5: Grafica de las curvas C,Cs y C5 cuando A5 < 0, Ap =0y Ay, Ay > 0.
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s SiA; <00 A, <0, entonces
Py(7) = (v — 21)*(2* — 202 + o + (7)

segtin las posibilidades de la tabla 4.3. De esa forma solo existe una raiz de P; que
corresponde a la componente = de la tangencia entre C; y Cy. Se puede apreciar
en la Figura 4.6 que esto ademaés coincide con la cantidad de intersecciones con la
curva Cj3, pues en el panel a) se tiene Ay > 0y A; <0, por lo cual Cy intersecta
en tres puntos con (3, en cambio C solo intersecta una vez. Por otro lado en el

panel b) se cumple Ay < 0y A; > 0, con lo cual C] intersecta en tres puntos con

C5 pero (s solo intersecta una vez.

3.0 300 AN o
(a) (b)
25 25
2.0 2.0
Y15 Y15
1.0 1.0
05 05
00 05 1.0 15 20 25 3.0 00 05 1.0 15 20 25 3.0
x x

Figura 4.6: Gréfica de las curvas C1,Cy y C3 cuando A; < 0, Ap =0y A; < 0o
Ay <0.

Para resumir los tres casos definimos los conjuntos:

Li={peR}:4;<0, Ap=0, A; <00 A, <0},
LogULy={peR}:A;<0, Ap=0, A; >0y Ay >0},
CP:{,U/E]RiSA5<O, APZAleQZO}.

Asi los tres casos no genéricos se resumen en la tabla 4.4.

Como se mencioné en la seccién 4.1.1, en [11] se estudi6 la estabilidad de los equilbrios
interiores en el caso genérico, pero no se analizé que pasaba en los casos no genéricos,

es decir, cuando C y () intersectan tangencialmente.
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Condicion | Cantidad de equilibrios interiores
we Ly Existen un equilibrio interior
W€ Loy U Loy Existen tres equilibrios interiores
uweCP Existen dos equilibrios interiores

Cuadro 4.4: Regiones en el espacio de parametros para la cantidad de equilibrios en los

€asos No genéricos.

Ahora bien, ;qué implica para la estabilidad de los equilibrios el hecho de que una
nulclina intersecte tangencialmente a la otra? Esta condicién incide directamente en la

hiperbolicidad de los equilibrios interiores.

Sea (x*,y*) un equilibrio interior, tras un calculo sencillo se obtiene:
det DX (2%,y") = 2"y (95(y")g) (27) — 1) = 2™y  Pi(a").
De esto se deduce que si la interseccién entre C y C5 es tangencial entonces el

equilibrio correspondiente es no-hiperbdlico. Méas atn la matriz Jacobiana evaluada en

(z*,y*) estd dada por:

28y )
DX(a*,y) = | 22 TR
’y - 8X2 (x* *) aXQ (x* *) - c d .
Or Y _(93/ Y
En particular: oy
b= a—yl(x*,y*) =—z" <0,
aX? N *
C—a—x(%‘ ) =—y" <.
Ademas los valores propios de esta matriz son:
d+ d)?2 —4(ad — b

2

y se cumple

(a+d)* —4(ad — be) = (a — d)* + 4bc > 0,
por lo cual A\ € Ry A, > A_. De lo que podemos concluir que si el equilibrio es
no-hiperbdélico entonces det DX (z*,y*) = 0, en consecuencia P|(z*) = 0 y el equilibrio

corresponde a una tangencia entre C; y Cs.
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Gracias a esta equivalencia, se concluye que los conjuntos Ly, L1, U Ly, y CP corres-
ponden a curvas de bifurcacién del sistema (4.1). En particular, se puede inferir que
estas curvas estan asociadas a bifurcaciones de tipo Fold, ya que al atravesar una condi-
cién de tangencia entre nulclinas se produce la creacién o destruccion de dos equilibrios
interiores. Y ademas los valores propios son siempre reales por lo que no pueden ocurrir

bifurcaciones tipo Hopf.

A partir de la caracterizacion de cada zona en la Tabla 4.2 y de las curvas de bifur-
cacién descritas en la Tabla 4.4, se construye el diagrama del panel b) de la Figura 4.7
utilizando el software Wolfram Mathematica. Esto permite analizar el comportamiento

de las soluciones al variar los parametros asociados al efecto Allee.

Para valores pequenos del efecto Allee en ambas especies, el sistema se encuentra
en la region Z;;;. En el panel a) de la Figura 4.7 se observa la existencia de cuatro
equilibrios interiores, uno de ellos localmente asintéticamente estable, lo que indica que

ambas especies pueden coexistir cuando el efecto Allee es débil.

Si el efecto Allee de la especie 2 aumenta, el sistema atraviesa la curva Ls,, pro-
duciéndose la colision y desapariciéon de dos equilibrios interiores. De esta manera, el
sistema pasa a la region Z;;, donde existen inicamente dos equilibrios interiores, ambos
inestables, como se muestra en el panel f) de la Figura 4.7. En este caso, la coexistencia

de ambas especies deja de ser posible a largo plazo.

Finalmente, si el efecto Allee contintia aumentando y el sistema cruza la curva Ly, se
alcanza la regién Z;. El panel h) de la Figura 4.7 muestra que en esta regién no existen
equilibrios interiores, por lo que las soluciones convergen hacia estados asociados a la

exclusion de una de las especies o a la extinciéon de ambas.
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Figura 4.7: Transiciones entre retratos de fase del sistema (4.1) al variar los pardmetros
a; y ao, manteniendo fijos los restantes parametros segtiin la Tabla 4.1. El panel b)
muestra el diagrama de bifurcacién en el plano (aj, az), junto con las regiones definidas
en las Tablas 4.2 y 4.4. Los valores de (a1, a2) utilizados en cada panel son: a) (0.5,0.2),
c¢) (0.76,0.2), d) (0.5,0.27), e) (0.8085,0.36), f) (1.1,0.2), g) (1.17,0.2) y h) (1.5,0.2).
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4.2. Analisis de bifurcaciones

En la Seccion 4.1.2 se establecié que, si (z*,y*) es un equilibrio interior del sistema

(4.1), entonces la matriz Jacobiana evaluada en dicho punto estd dada por

. a b
DX (z",y") = R

donde b < 0y ¢ < 0. Ademas, sus valores propios satisfacen
A € R, Al < AL

En consecuencia, no es posible la ocurrencia de bifurcaciones de tipo Hopf, ya que estas
requieren la presencia de un par de valores propios complejos conjugados de la forma
+iw, con w € R. Por otra parte, dado que la nulclina C] no intersecta el eje y para
y > 0, ni Cy intersecta el eje x para x > 0, tampoco pueden ocurrir bifurcaciones

transcriticas entre equilibrios de la frontera y equilibrios interiores.

Por lo tanto, a partir de las transiciones observadas en la Figura 4.7, se concluye
que los cambios entre las zonas Z; y Zjy, asi como entre Z;; v Zrr, corresponden a
bifurcaciones de tipo Fold, las cuales tienen lugar sobre las curvas Ly, Lo, U Loy vy CP,

en las cuales existen equilibrios no-hiperbélicos.

En lo siguiente se estudiardn las condiciones de no degeneracién asociadas a las
bifurcaciones Fold que se pueden presentar en el sistema. Dichas condiciones, para el

caso de sistemas bidimensionales, se presentan en el Teorema 2.2.1.

Proposicién 4.2.1. Sea (z*,y*) un equilibrio interior del sistema (4.1), y sea u* el
vector de pardametros para el cual (x*,y*) tiene un valor propio igual a 0. Entonces, la
condicion de genericidad para que ocurra una bifurcacion Fold en el sistema (4.1) viene

dada por:
ch(ch)? +8(2 — %)% # 0. (4.16)

Demostracion. Como se ve en el teorema 2.2.1 condicién ((F.3)), la condicién de gene-
ricidad viene dada por:

wy DIX (2,5 1) [wo, v) # 0, (4.17)
donde

Ungl(l‘,y;,lL)U()) (4 18)

D?CX(%ZU;M)[UO,UO] =
Ungz (.I', Y; M)UO
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Aqui, vy denota el vector propio asociado al valor propio nulo de DX (z*, y*; u*), mien-

tras que wy corresponde al vector propio izquierdo asociado al mismo valor propio.

Dado que g1, g2 vienen dadas por (4.2) y (4.3) entonces

2z —x 2(y—y
gy = 2E=D gy 2=y
C1 Co
-2 -2
" - " _ <
=2 )=

Por otro lado podemos reescribir X; y X5 como:

Xi(z,y) = awz(gi(z) —y),  Xo(z,y) = awr(ga(y) — x)

con
anr CaT'o
« :—, = .
1 K, 2 Ky
Asi )
:L,*
e (2 (s - E)
Hy, (z%,y"%1") = G
—o) 0
y
0 —0s

Hi, («", y"s 1) = . o o Y

—a5 205 | 92(y") — =
G2

Luego el vector propio vy asociado al valor propio nulo de (z*,y*) es vg = (1, gy (z*)) v

el vector adjunto es wy = (ady*, afz*g}(z*)). Luego

2052 —203y" (g4 (2%))?\
7 c ’

D2 50w ] =
asi se obtiene la condicién:

1 / *\\3
wTDiX(x*,y*;u*)[vo,vo] = —2ajasx"y" (—* + M) = cg(CT)Q +8(& — x*)3 £ 0.

1 Ca
[
Proposicién 4.2.2. Sea (z*,y*) un equilibrio interior del sistema (4.1), y sea u* el

vector de pardametros para el cual (z*,y*) posee un valor propio igual a 0. Entonces, la

condicion de genericidad de una bifurcacion Fold en el sistema se cumple si y solo si:

) # (:H v 652@)2, PR (025)20?> . (4.19)

(.T*,y*
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~

Demostracion. Dado que (x*,y*) cumple 4(Z — 2*)(y — y*) = c¢1co entonces (4.16) es
equivalente a:
(c3)%c +8(5 —y")* # 0. (4.20)

Al despejar z* de (4.16) e y* de (4.20) se obtiene lo deseado. O

En el diagrama de bifurcaciéon dado por el panel b) de la Figura 4.7, se observa que
hay un punto correspondiente a una tangencia entre las curvas Lo, y Loy, a este punto

lo denotaremos pcp.
Al evaluar la condicion (4.19) alo largo de las curvas Ly, Lo, v Loy, se llega al siguiente

resultado:

Teorema 4.2.1. Sea (z*,y*) un equilibrio interior del sistema (4.1) y sea u* el vector
de pardmetros para el cual (z*,y*) tiene un valor propio igual a 0. Entonces, se produce

una bifurcacion Fold genérica si y solo si * # pcp.

Demostracion. (=) Demostraremos la contrareciproca de esta implicancia, es decir, si

1w = pep entonces la bifurcacién Fold asociada no es genérica.

Si pu* = ucp, entonces se tendra que z* es una raiz triple de P;. Por lo cual se tiene
Pi(z) = 2* + Ajz® 4+ Aga® + Asz + Ay = (v — %)% (2 — 1),

con xp otra raiz positiva de P;. Igualando coeficientes de ambos lados de la ecuacién se

obtiene de manera explicita que

3 C* C* 2
Tt = .f—}— 2( 1) 7
2
y al evaluar ¢g; en x* se obtiene
o V(6)g
Y=g+

2 )
lo que confirma que la condicién (4.19) no se cumple, por la proposicién 4.2.2 la bifur-

cacién Fold asociada a (z*,y*) en u* = pcp no es genérica.

(<) Sea u* # pcp. Entonces p* € Ly U Loy U Loy,

» Si p* € Ly, existe un tnico equilibrio interior (z*,y*) tal que z* < T y y* < ¥.
Por construccién, esto satisface inmediatamente la condicién (4.19), lo cual diria

que la bifurcacion Fold es genérica.
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s Si p* € Loy U Ly, entonces Pi(z) = (x — 2%)?(x — x1)(x — x9), con w1, To otras

raices reales positivas de P;.

Ademas notemos que
P (x) = g5(91(2))(91(2))* + g3(91(2)) g7 (),

Py (y) = ¢ (920))(95(1)? + 91 (92(v)) 95 (1),

tal que
2(¢ — ) 2(9 — )
gl(‘r) - ) g;(:y) - )
Cc1 Co
—2 —2
" _ _“ " —
i) =" )=
Si

(x*’ y* —

) <f+3£%§ﬁv@+ji%fq>'

Al evaluar P en z* y Pj en y* obtenemos P/ (z*) = Pj(y*) = 0, por lo tanto
x* e y* son raices multiples de P y Pj respectivamente. Esto implica que Ap =
A = Ay =0y por tanto p* no estaria en u* € Lo, U Loy, por tanto (z*,y*) debe

cumplir (4.19) y asi la bifurcacién Fold para p € Lo, U Loy es genérica.

]

La condicién de transversalidad (F.2) del Teorema 2.2.1 se examina a través del
diagrama de bifurcacion en la Figura 4.7.b, donde las curvas Lo, y Lo, forman una
cuspide en el punto pucp. La tangencia entre ambas curvas implica que los retratos de
fase topoldgicamente no equivalentes no se hallan de manera estructuralmente estable
al cruzar transversalmente dicho punto, por lo que la singularidad no se despliega de

forma genérica y la condicién (F.2) no se satisface.

4.3. Estabilidad global de las soluciones

Como se menciona al inicio del capitulo, en [11] se extiende el andlisis de estabilidad
local de los equilibrios a todo el primer cuadrante. En esta seccién, el principal aporte
consiste en ilustrar cada caso mediante simulaciones numéricas realizadas con Wolfram
Mathematica y en asociar los retratos de fase obtenidos con el diagrama de bifurcacién

mostrado en la Figura 4.7.b.
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Como se observa en la Figura 4.8, en ausencia de equilibrios interiores, las varieda-
des estables de los puntos silla (a1,0) y (0,az2) delimitan tres regiones positivamente

invariantes, las cuales corresponden a

» La cuenca de atraccién de (0, Ks), delimitada por {z =0, y < a1} UW?*(0, az).

» La cuenca de atraccién del origen, delimitada por {z = 0,0 < y < a;} U
We5(0,a9) U{0 <z < ay, y =0} UW?(ay,0).

» La cuenca de atraccién de (K7,0), delimitada por {a; < x, y = 0} U W*(ay,0).

En este caso, a largo plazo una o ambas especies se extinguen. Mas aun, la cuen-
ca de atraccion del origen es no acotada, ya que las curvas W?*(ay,0) y W*(0,as) no
pueden intersectarse debido a la unicidad de soluciones. Esto implica que la extincién
simultanea de ambas especies puede ocurrir incluso para poblaciones iniciales arbitra-

riamente grandes.

Esto proporciona una caracterizacién completa del comportamiento de las soluciones
del sistema (4.1): para cualquier condicién inicial, a largo plazo se extingue una o ambas

especies.

00 05 10 15 20 25 3.0
X

Figura 4.8: Retrato de fase con separatrices para u € Zj, mostrando la particion de
]Ri en tres regiones positivamente invariantes. Valores de los pardmetros: a; = 1.5,
[ 0.2.

Por otro lado, en la Figura 4.9 existen dos equilibrios interiores Fy y Ey, representados

por un punto blanco y un tridangulo verde, respectivamente. Ambos son inestables y
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el primer cuadrante se divide nuevamente en tres regiones positivamente invariantes,

correspondientes a las cuencas de atraccién de (0,0), (K1,0) y (0, K3). En este caso,

» La cuenca de atraccion de (0, K5) estd delimitada por {z = 0, y < a; JUW?*(0, ay)U
{E1} UW?(Es).

» La cuenca de atraccién del origen esta delimitada por {z = 0,0 < y < a1} U
W#(0,a2) U{0 <z <ay,y=0}UW?3(ay,0)U{E} UW?(Es).

» La cuenca de atraccion de (K7, 0) estd delimitada por {a; < z, y = 0}UW?*(ay,0)U
{E1} UW?(Es).

Al igual que en el caso sin equilibrios interiores, a largo plazo una o ambas especies
se extinguen. Sin embargo, a diferencia del caso anterior, la cuenca de atraccion del
origen es acotada, lo que implica que la extinciéon de ambas especies puede ocurre para

condiciones iniciales suficientemente pequenas.

3.0
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Y15 |
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Figura 4.9: Retrato de fase con separatrices para p € Z;;, mostrando la divisién del
espacio de fases en tres regiones positivamente invariantes. Parametros: a; = 1.1,a, =
0.2.

En la Figura 4.10 existen cuatro equilibrios interiores: E; representado por un punto
blanco, F5 por un punto negro, y Fs, F4 por tridngulos verdes. En este caso, Ey, Ey y
E, son inestables, mientras que Fj es estable. El primer cuadrante se divide en cuatro
regiones positivamente invariantes, correspondientes a las cuencas de atraccién de (0, 0),

(K1,0), (0, Ks) y E3, delimitadas por
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La cuenca de atraccién de (0, K3), delimitada por {z =0, y < a;} UW?*(0,a2) U
{E1} UW?(Es).

La cuenca de atracciéon del origen, delimitada por {z = 0,0 < y < a;} U
WS(O, CLQ) U {O <z < ap, Yy = 0} U Ws(al, 0) U {El} U WS(EQ)

La cuenca de atraccién de (K7, 0), delimitada por {a; < z, y = 0} UW?*(ay,0) U
{E1} UWS(E)Y).

La cuenca de atraccién de Ej, delimitada por W*¥(Ey) U {E 1} U W*(Ey).

En este caso, dependiendo de la condicién inicial, puede ocurrir la extincién de una

de las especies, la extincién de ambas o la coexistencia.

WH(Ey) -

AW (a1, 0)- S0 ]
00 @ A  );-’0 —1

00 05 1.0 15 20 25 30
x

Figura 4.10: Retrato de fase con separatrices para pu € Zj;, mostrando la divisién
del espacio de fases en cuatro regiones positivamente invariantes. Parametros: a; =
0.5, a9 = 0.2.

Finalmente, en la Figura 4.11 se relacionan los tres escenarios descritos (paneles a), c)
y d)) con el diagrama de bifurcacién (panel b)). Se concluye que, a mayor intensidad del
efecto Allee en ambas especies —reflejada en valores grandes de a; y as, correspondientes
a la region Z;— las tnicas dinamicas posibles son la extincién de una o ambas especies,

siendo posible la extincién total incluso desde poblaciones iniciales grandes.

Cuando el efecto Allee disminuye y (a1, a2) € Z;y, las inicas dindmicas a largo plazo
siguen siendo la exclusién de una especie o la extincion, pero en este caso poblaciones

iniciales suficientemente grandes evitan la extincién simultanea de ambas especies.
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Finalmente, cuando el efecto Allee es suficientemente débil, es decir, (ay,as) € Zyy7,
aparece un equilibrio interior estable, lo que permite la coexistencia de ambas especies

para condiciones iniciales adecuadas.

2'0,"

15
a2 1.0

0.5

X

Figura 4.11: Retratos de fase (paneles (a),(b) y (c)) para valores de pardmetros repre-

sentativos en las distintas zonas abiertas del espacio de parametros (panel (b)).
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Capitulo 5

Analisis de un modelo de
competencia con efecto Allee

saturante en ambas especies

Con el objetivo de comparar la dinamica del sistema (4.1) con la de un modelo alter-
nativo de competencia que incorpora el efecto Allee mediante una formulacién distinta,
en este capitulo se estudia el modelo propuesto en [8]. Este modelo constituye una de las
primeras formulaciones que incorporan simultdneamente competencia interespecifica y

efecto Allee.

En este modelo, las densidades poblacionales x y y evolucionan segun el sistema

P {bl (1 -2 ;fly) (x +li> N Dl} ’ (5.1)

. Y + Cox Y
= by [ 1 — — Dy,
Y y[Q( Ry )(y+M2) 2]

donde los parametros b;, R;, M;, D;, c;, para ¢ = 1,2, tienen la siguiente interpretacion

biolégica:

b1, be: tasas de natalidad de las especies.

R1, Ry: densidades poblacionales para las cuales la tasa de natalidad es nula.

s M, Msy: pardmetros asociados a la intensidad del efecto Allee.

D+, Dy tasas de mortalidad de adultos.
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m (1, Co: coeficientes de competencia interespecifica.

A diferencia del sistema (4.1), donde el efecto Allee se introduce mediante términos

del tipo (z — a;), en el modelo (5.1) este se incorpora a través de las expresiones

z Y
x+ M’ Y+ My’

las cuales describen un efecto Allee de tipo saturante. En este contexto, el término

€T
x+ My

del efecto Allee aumenta con la densidad poblacional pero tiende a estabilizarse para

es una funcién creciente y acotada entre 0 y 1, que modela cémo la contribucion

valores grandes de x.

En particular, para densidades pequenas (r < M), se tiene —2— ~ =X lo que

x+ My m )
implica una fuerte reduccion en la tasa de crecimiento, reflejando dificultades asociadas a

bajas densidades. En cambio, para densidades grandes (z >> M), se cumple — n L
de modo que el efecto Allee pierde relevancia y la dinamica se aproxima a la de un

modelo logistico con competencia.

Por tanto, el caracter saturante indica que el efecto Allee actia principalmente a
bajas densidades y su influencia disminuye progresivamente a medida que la poblacion
crece, sin que M; corresponda a un umbral critico explicito de extinciéon como en el caso
del modelo con términos (z — a;). Cabe destacar que, cuando M; = My = 0, el sistema

se reduce al modelo clasico de competencia de Lotka—Volterra.

En [8] se realiza principalmente un estudio numérico del sistema (5.1), describiendo
retratos de fase y simulaciones para distintos regimenes de pardmetros. En particular,

se identifican tres escenarios principales segiin el nimero de equilibrios interiores:

= En ausencia de equilibrios interiores, la dindmica conduce a la extincién de ambas

especies o a la exclusién de una de ellas, dependiendo de la condicion inicial.

» Cuando existen dos equilibrios interiores (intersecciones transversales), el com-

portamiento cualitativo es andlogo: se observa extincion o exclusién competitiva.

= Cuando existen cuatro equilibrios interiores, aparece la posibilidad de coexisten-
cia, ademas de los escenarios de extincion o exclusion, dependiendo de la condicion

inicial.

Asimismo, en [8] se comparan los retratos de fase de este modelo con los del sistema

Lotka—Volterra bajo valores de parametros similares. En particular, se observa que, en
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presencia del efecto Allee, pueden invertirse los resultados de exclusién competitiva: una
especie que sobrevive en el modelo de Lotka—Volterra puede extinguirse en este mode-
lo, permitiendo la persistencia de la especie competidora bajo las mismas condiciones
iniciales.

Ademas, en situaciones en que los parametros de competencia son mas altos, se
muestra que ambas especies pueden extinguirse simultaneamente incluso cuando sus
densidades iniciales son altas. Este comportamiento contrasta con el modelo clasico de
Lotka—Volterra, en el cual no es posible la extincion simultanea de ambas especies, inde-
pendientemente de las condiciones iniciales. En este sentido, el efecto Allee actiia como
un mecanismo desestabilizador en el sistema de competencia, ampliando los escenarios
dindamicos posibles y favoreciendo la aparicion de comportamientos como la extincion

de ambas especies.

Dado que el andlisis realizado en [8] es principalmente numérico, uno de los objeti-
vos centrales de este capitulo es complementar dichos resultados mediante un estudio
analitico del sistema. En particular, se estudiara la existencia y estabilidad de los equi-
librios en el borde e interior del primer cuadrante, asi como la caracterizacién de las
bifurcaciones presentes en el modelo. Todo ello permitira establecer el principal resulta-
do del capitulo: la equivalencia topolégica entre los sistemas (4.1) y (5.1). Ademas, los
resultados se acompanaran de simulaciones de retratos de fase y diagramas de bifurca-
cion, con el propésito de obtener una representacion mas ilustrativa y una comparacion

visual entre ambas dindamicas.

5.1. Analisis preliminar

Para facilitar la comparacién con el modelo (4.1), introducimos un cambio de pardme-
tros dado por la aplicacion
¢:RY — R,
definida por

Ri(by — D1)  Ry(by — D)
by by

¢<lu) = (bl _D17 bQ_D27 ) Ml7 M27 Dla DQa (1, 02)-

Denotando
o(p) = (11,719, Kq, Ko, My, My, a1, az,¢1,¢2) =1,

se obtiene la nueva parametrizacion del sistema.

23



Capitulo 5 | Andlisis de un modelo de competencia con efecto Allee saturante en ambas especies

Supondremos que (b; — D;) > 0 para i = 1,2. Bajo esta condicién, se tiene

(b1 — Dl)(bg — DQ)MlMQRlRQ >

det Do =
bib3

0,

por lo que ¢ es localmente invertible. En particular, ¢ define un difeomorfismo sobre su

imagen, y por tanto el sistema (5.1) es equivalente al sistema:

. re x Kix—2*—a Yi(z.y)
= — X = X
Kl ZE"—Ml C1 y ! Y
Y = ) (5.2)
y.:TQCQ Yy (Kz?/—y _az—y:v):Yg(my)
Ky y+ M, C e

donde n = (r1,72, K1, Ko, My, M, a1, as,¢1,¢2) € RY y la interpretaciéon de cada
parametro es la siguiente:
= 71, 79: tasas netas intrinsecas de crecimiento de las poblaciones.
= K, K5: capacidades de carga de cada poblacion.
s M, Ms: términos del efecto Allee segtin el modelo original.
= a1, as: términos analogos al efecto Allee que incluyen la mortalidad.

= (1, Co: coeficientes de competencia interespecifica.

Ahora verificaremos que el primer cuadrante es invariante bajo el sistema (5.2). Ob-
servamos que si x = 0, entonces © = 0; de manera andaloga, si y = 0, se tiene ¢y = 0. Esto
asegura que cualquier solucién en el primer cuadrante permanece en él. Para probar

que las soluciones estéan acotadas introducimos la variable auxiliar z = x 4 y. Entonces:
Z=1+79.
Sustituyendo las expresiones de & y y obtenemos:

ric T <K1m—x2—a1 > +r202 y <K2y—y2—a2 >
— —yx .
C1 Y Ky y+ M, C2 Y

T Kl I"‘Ml

T y ¢
Notemos que ey <ly Tiin <1, y ademas

2 2

’ 2 1 7 2 2
max{Kix —z-—a1} < — —a max{ Koy —y* —as} < —= — qo.
xzo{ 1 1}_ 1 1 y20{ 2y — Y 2}_ 5 2

o4



Capitulo 5 | Andlisis de un modelo de competencia con efecto Allee saturante en ambas especies

Por lo tanto, podemos acotar Z de la siguiente manera:

< rc, Kix — 2% —ay n rocy Y Koy — y2 — Qo
- Ky v+ M, 1 Ky y+ M, Co

T K12 T9 K22
PO it 222
_K1(4 a1>+K2(2 2

riiG rofy
< <
- 4 + 4

Aplicando el teorema de comparacién [15], se concluye que cualquier solucién con

condicién inicial en el primer cuadrante esta acotada.

5.2. Puntos de equilibrio y estabilidad local

5.2.1. Puntos de equilibrio en la frontera

Con el objetivo de establecer una equivalencia entre los modelos (4.1) y (5.2), es nece-
sario garantizar la existencia de cinco equilibrios sobre la frontera del primer cuadrante.

Para ello, imponemos la condicién
K? — 4a; > 0, i=1,2,

la cual asegura la existencia de dos equilibrios positivos en cada eje coordenado. Bajo

esta hipotesis, se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.2.1. El sistema (5.2) tendrd 5 equilibrios en la frontera solo si
K? —4a; > 0, (5.3)

K2 — 4ay > 0, (5.4)

y vendrdn dados por

Eq = (070)7 En = (x_, 0)7 E12 = ($+a 0)7

- N (5.5)

By = (0,y-), Exn=/(0,y:),

donde:

2 _

ry = Kli Kl 4@17 (56)
2
Ky+ K2 -4

Y+ = 2 2 - a2' (5.7)
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Demostracion. Al fijar y = 0 en el sistema (5.2), se tiene:

. (le—x2—a1) o,
C1
+

esta ecuacién tiene raices reales no-nulas si se cumple (5.3) y vienen dadas por zj

expresadas en (5.6), de esta manera los equilbrios en el eje x son Ey = (0,0), By =

(:U,, O),Elg = (x+, O). Similarmente, fijando = = 0 se tiene la ecuacion:

(KQ?J —y° - G2> -
y _07
Ca

esta ecuacién tiene raices reales no-nulas si se cumple (5.4) y vienen dadas por yi

expresadas en (5.7). concluyendo que los equilbrios en el eje y son Ey = (O, y_), Eoy =
(07 y+) . O

Proposiciéon 5.2.2. Si se cumplen las condiciones (5.3) y (5.4), los equilibrios

Ey, Evo, Eos, Ev1, Foy del sistema (5.2) cumplen lo siguiente:

. E’O, Elg Yy Egg son localmente asintdticamente estables.

n E’H Yy Egl son puntos silla.

Demostracion. 1. Estabilidad de Ey = (0,0). El Jacobiano es

o amn 0
DY(Oa O) = KlMl aoT9
KoM,

Dado que los parametros son positivos se tiene que FEy es localmente asintoticamente

estable.

2. Estabilidad de Ei; = (x_,0). El Jacobiano es

2611(% —x_+ M) — KiMyx_ ci(z_)%r

r1

DY (z_,0) = Ki(an + My (K + My)) - Ky(z_ M)
2T
0 _
Ky M,

Asumiendo la condicién (5.3) se obtiene que la primera coordenada de la matriz es
positiva, y dado que los parametros son positivos la tltima componente es negativa, de

esa manera el equilbrio (z_,0) es un punto silla.
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3. Estabilidad de E,, = (0,y-). El Jacobiano es
airy
KM,
B c2(y_)?ry . 2@2(% —y_+ M) — KoMyy
Ko(y_My) % Kylay + My(Ky + My))

0

DY (0,y_) =

Por argumentos analogos al caso anterior,la primera coordenada de la matriz es negativa

y la iltima es positiva, de modo que Ey; también es un punto silla.

4. Estabilidad de Fy, = (x1,0). El Jacobiano es

20 (— 5 + x4 — 2My) + K Mywy ci(@y)r

(&

DY (z,0) = Ki(a1 + M (K, + M)  Ki(z M)
)
! Ky M,

Asumiendo la condicién (5.3) se obtiene que la primera coordenada de la matriz es
negativa, y dado que los parametros son positivos la tltima componente es negativa,

de esa manera el equilbrio (z,0) es localmente asintdticamente estable.

5. Estabilidad de FEy, = (0,y,). El andlisis es simétrico al caso anterior: se obtiene

que Fyy también es localmente asintoticamente estable. O

Considerando la proposicion 5.2.2, si K2 —4a; < 0 para alguno de los indices i = 1, 2,
los sistemas (4.1) y (5.2) no seran topolégicamente equivalentes, ya que el sistema
(4.1) siempre posee cinco equilibrios sobre los ejes en el primer cuadrante. Por otro
lado, podemos notar que los equilibrios en la frontera no vienen dados solamente por
las capacidades de carga K; y los parametros del efecto Allee a; como en el caso del
modelo (4.1).

En la Figura 5.1 se muestra el retrato de fase del sistema (4.1) en el panel (a),
correspondiente al caso en que no existen equilibrios interiores, junto con sus nulclinas
como referencia. En particular, la nulclina asociada a la ecuacién de x corresponde a
la pardabola que conecta los equilibrios sobre el eje z, mientras que la nulclina asociada
a la ecuacion de y une los equilibrios sobre el eje y. De manera andloga, en el panel
(b) se presenta el retrato de fase del sistema (5.2) sin equilibrios interiores. En ambos
retratos de fase existen 5 equilibrios en la frontera y si correspondemos los equilibrios

del sistema (4.1) con el de (5.2) la siguiente forma:

En ambos retratos de fase existen cinco equilibrios sobre la frontera. Ademas, la

figura ilustra la equivalencia cualitativa entre los sistemas (4.1) y (5.2) en el caso en
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que no existen equilibrios interiores. En particular, si se corresponden los equilibrios de

ambos sistemas de la siguiente manera:

(0,0) — (0,0),
(a1,0) = (z_,0),
(Kl,()) — ($+>0)’
(0,&2) — (an—>a

(07 KQ) — (Ov y+)a

cada uno comparte la misma estabilidad local, reflejada por en la Figura 5.1 mediante
la simbologia en 4.1. Para este ejemplo y los siguientes que se motraran mas adelante
se considera los rangos de valores en la tabla 5.1 derivados desde [8] para el sistema

(5.2), para el sistema (4.1) se usaran los de la tabla 4.1.

30 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ] ‘
el (a) | ‘ | 0 ()

00 @&

00 05 1.0 15 20 25 3.0
X

Figura 5.1: Ejemplos de retratos de fase sin equilibrios interiores en los sis-
temas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los
pardmetros (11, K1, a1, 1,79, Ko,a9,¢c0) = (0.5,2.0,1.5,0.2,0.7,2.5,0.2,0.7), mien-
tras que en el panel (b) se consideran (ry, Ky,ay,ci, My, re, Ko, as,co, My) =
(0.071,35.5,217.5,1.1, 15,0.062, 37.8889, 239.556, 1.15, 14).

5.2.2. [Equilibrios interiores

Queremos caracterizar cada uno de los casos genéricos para la cantidad de equilibrios

interiores del sistema (5.2), ademés mostrar que los casos posibles son los mismos que
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Parametro Valores Descripcién
1 [0.071-0.092] | Tasa intrinseca de crecimiento de la especie .
K [35.5-37.63] Capacidad de carga del sistema para la especie x.
ay [88.36-217.5] | Coeficiente de Allee para la especie x.
c1 [0.55-1.1] Efecto de la competencia sobre la poblacion x.
M, [12-15] Coeficiente de Allee original para la especie x.
T2 [0.062-0.069] Tasa intrinseca de crecimiento de la especie y.
K, [37.88-42.16] Capacidad de carga del sistema para la especie y.
s [141.167-239.55] | Umbral de Allee para la especie y.
Co [0.6-1.15] Efecto de la competencia sobre la poblacién y.
M, [11-14] Coeficiente de Allee original para la especie y.

Cuadro 5.1: Valores de los parametros para el sistema (5.1) obtenidos desde [11].

los presentados para (4.1), es decir, no existen equilibrios interiores, existen 2 o existen

4 de ellos.

Para ello, definimos las nulclinas no triviales, dadas por:

y=hi(e) = (s~ 2)(a -, (5.8)
v = ha(y) = — (s — 5y —y). (5.9)

Cy

De esta manera, la componente x de cada equilibrio interior satisface

que se puede reescribir como:

donde

ha(hi(z)) — 2 =0,

cieo(ry —x) (v — )

pl(l‘) = 121()$4 + Allﬁ + AQ{L’Q + 12131' + A4,

con coeficientes dados por

A[) = C1Cy — 1,

~

1211 = 2K1 — 6162K1 — KQCl,

Ag = —K12 + K1K261 — C%CLQ + (ll(ClCQ — 2),
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Ag = a1(2K1 — KQCl), 1214 == —a%.

Luego, la componente y de cada equilibrio se obtiene evaluando h; en las raices posi-
tivas de P,. Consideramos las curvas definidas por (5.8) y (5.9) en el primer cuadrante

CO1mo:

~

Cr={(z,y) e Ry = hi(x)} (5.10)

C = {(z,y) € R2 |z = hy(z)}. (5.11)

Las curvas C’l y C’g corresponden al sistema (5.2), mientras que las curvas C; y Cs
definidas en (4.6) y (4.7) son las asociadas al modelo (4.1). Notamos que C; y Cs
no son parabolas, ya que hy y hy contienen términos racionales del tipo 1/x y 1/y ,
pero presentan una geometria cualitativamente similar a C, Cy. Primero, para x,y > 0

cumplen:
2$+ X _

2y
W (z) =— <0 hl(y) = — <0
1 (x) ) Q(y) ng3 9

y como x,,r_,y.,y_ > 0, se tiene que son estrictamente concavas. Ademds poseen

ciz3

dos ceros z+ para hy e y+ para hg, y un unico punto critico = /ryr_ para h
e J = \/yry— para hy (en consecuencia directa de la concavidad). En este sentido,
pueden interpretarse como curvas concavas tipo parabola, deformadas por la presencia
del término racional, lo que introduce una asimetria. A pesar de esta deformacion, las
intersecciones posibles entre Cy y (s, son cualitativamente las mismas que entre C y
Cs. De tal manera que la cantidad de equilibrios interiores en el caso genérico puede
ser 0,2 0 4. Y en el caso no genérico (dado por tangencias entre las nulclinas) pueden
ser 1,2 o0 3.

Como en [8] se mostré, a través de simulaciones, que existen regiones en el espacio
de parametros donde existen de 0 a 4 equilibrios, definimos 3 regiones en el espacio de

parametros que corresponden a cada caso genérico de nimero de equilibrios interiores.

Definicién 5.2.1. Sea n € R°. Definimos el conjunto de equilibrios interiores del

sistema (5.2) como

Em) = {(z,y) eRL : Y(z,y) = (0,0),det DY (z,y) # 0} .
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Considerando &(n) definimos los siguientes conjuntos:

Vi={neRY:#&n) =0}, (5.12)
Vir={n e R : #&(n) =2}, (5.13)
Vi = {n € R #(n) = 4} (5.14)

donde #&(n) denota el nimero de equilibrios interiores del sistema.

Para analizar la estabilidad local de cada equilibrio, tomamos en cuenta que en el

primer cuadrante se cumple

oY, ric;

— = —— <0
8y <x’ y) K1 xr + M1 ’
Yy re Y <.

. :C’ —_ =
ox ( y) K1 Yy + M2
Se sigue que si (z*,y*) es un equilibrio interior de (5.2), entonces la matriz Jacobiana

de (5.2) evaluada en (z*,y*) es:

DY () — 5 @Y a—y(:v,y) :<a b)
’ 83/2 * * 83/2 * * C d ’
%@7?/) a—y(if,y)

con b,c < 0 y sus valores propios vienen dados

\ a+d=++/(a+d)?—4(ad — be)
+ = )
2

asi se tiene Ay € Ry A, > A_. Mas aun:

= Siad—bc <0, se cumple que A >0y A_ < 0, independientemente del signo de

a + d. En este caso, el equilibrio interior es un punto silla.

» Siad—be > 0, el equilibrio (z*,y*) es repulsor si a+d > 0, y localmente asint6ti-

camente estable si a + d < 0.

En particular se tendra:

e me (.’L'*y*)4 / *\ 7./ *
wd=be= Wy (a)hy(y") — 1 5.15
y
*) 2 £\92
o= gy Wy (5.16)

Ky x*+ M; Ky y* + M, 2\
Desde esta caracterizacion se obtiene la estabilidad para el caso cuando existen 2 equi-

librios interiores:
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Teorema 5.2.1. Si el sistema (5.2) tiene 2 equilibrios interiores E; = (x;, yi),i=1,2,
donde x1 < x3 y y1 < Y2, entonces El es un equilibrio repulsor y Eg es un equilibrio

silla.

Demostracion. Sean (z1,v1), (22,y2) equilibrios de (5.2) tal que 0 < 27 < 22 y 0 <
Y1 < yo. Por la concavidad de las curvas Cy,Cs, cada una tiene un vértice Z,7, los
cuales cumplen A} (Z) = 0y hy(g) = 0, de manera que todos los casos posibles para la

ubicacion de los equilibrios son las siguientes:

a) 11 < T <@y <Y< Yo
b) z1 <Z <z y <y <.

c) 11 <z <Tyuy <y <.

Recordemos que, por (5.15), se tiene
sgn(ad — be) = sgn (I} (") hy(y") — 1),

donde (z*,y*) es un equilibrio del sistema. Entonces, si zo = Z 0 y, = ¢, se cumple que

hi(xz2) =0 o hy(y2) = 0, respectivamente. En consecuencia,
sgn(ad — be) = sgn (hy(z")hy(y") — 1) = —1,

por lo que (z3,y2) corresponde a un punto silla. Por lo cual supondremos que las des-

igualdades son estrictas para analizar cada caso.

Six < & entonces b (z) > 0ysiz < x entonces b (x) < 0, lo que ocurre andlogamente
para § y he. En los casos a) y b) se cumple hf(x2)h}(y2) < 0, en consecuencia (2, y2)
cumple ad — be < 0, concluyendo que es un punto silla, mientras que en el caso c) se
tiene h)(x2),hy(y2) > 0. En todos los casos (z1,y1) cumple h}(z1), hh(y1) > 0. Ahora
probamos que en (z1,y;) es repulsor en a),b) y ¢), y que (x9,y2) es silla en el caso ¢).
Dado que (z1,¥1), (2,y2) son los unicos equilibrios interiores, entonces xy, x5 son las

tunicas raices de P; en el intervalo [0, z,]. Ademds, sabemos que

ho(hy () — 7 = L Pu(x),

ciea(ry —x)(r —x)

al derivar la expresion y evaluarla en la componente x de un equilibrio se tiene:

1

0102($+ — 17172)(ZE172 — ZE_)

Ry (o)l (w12) — 1 = P{(z1,). (5.17)
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Por lo que podemos analizar el valor de ]51’(.7:172), para obtener ad — bc. En particular
Py(0) = —a? < 0, dado que Py(z1) = Py(z,) = 0 y no hay mas raices en [0, 2], por
continuidad de Py, se tendra P/(z1) > 0y P}(z3) < 0. Concluimos que ad — be < 0 para
(x2,y2) en el caso c), por ende es punto silla. Y finalmente ad — bc > 0 para (x1, 1),
ademds como h(z1), hi(y1) > 0, se tiene a+d > 0, por lo que es un equilibrio repulsor

en los casos a),b) y c). O

En la Figura 5.2 se puede ver la semejanza entre las nulclinas que unen los equilibrios
en el eje y y las nulclinas que unen los equilibrios en el eje x, a pesar de que en el sistema
(5.2) las curvas no son simétricas, cualitativamente representan la misma forma que
puede producir las mismas intersecciones, particularmente en este caso 2 intersecciones
transversales y dado que la estabilidad local viene dada por la cantidad de equilibrios

interiores en el sistema.

(a) |

0.0 ,t"’.‘; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
00 05 1.0 15 20 25 3.0
X

Figura 5.2: Ejemplos de retratos de fase con dos equilibrios interiores en los
sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los
pardmetros (11, K1, aq,¢1,79, Ko,a2,¢c0) = (0.5,2.0,1.1,0.2,0.7,2.5,0.2,0.7), mien-
tras que en el panel (b) se consideran (ry, Ky,ay,c, My, re, Ko, as,co, My) =
(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.85, 12, 0.069, 42.1667, 141.167,0.9, 11).

Teorema 5.2.2. Si el sistema (5.2) tiene 4 equilibrios interiores Ei(xi,yi), 1 <i<4,
donde 11 < 19 < 13 < Ty YY1 < ys < Yz < Yz, entonces EZ Yy E4 son silla, El es un

repulsor y E5 es localmente asintdticamente estable.

Demostracion. De (5.15) y (5.17), se tiene
sen(ad — be) = sgn (y (") (") — 1) = sem (Pl(z")),
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dado que 21, 79, 3, T4 son las inicas raices de P, (x) y se tiene ]51(0) < 0, por continuidad
ad — be > 0 para E, y F5. en cambio ad — be < 0 para Es y E,, asi entonces 2
ultimos son puntos silla. Cuando hay 4 equilibrios siempre se cumple que z; < T < 3,
y1 < § < ys, por tanto Fy cumple A (21), hh(y1) > 0 y como se cumple la relacién
(5.16) y los parametros y equilibrios interiores son positivos, esto implica que a+d > 0
para Ej, por tanto es repulsor. Por ltimo Es cumple ) (x3), hy(ys) < 0, nuevamente
por la relacién (5.16), se puede concluir que a + d < 0 y es localmente asintéticamente
estable. O

Finalmente en el caso con cuatro equilibrios interiores también se obtiene la misma
estabilidad local para cada equilibrio. Observamos la semejanza en la Figura 5.2, donde
se aprecia la equivalencia cualitativa entre ambos sistemas y la identificacién uno a uno
entre los equilibrios de cada modelo. En ambos sistemas es posible la existencia de un

equilibrio de coexistencia estable, solo cuando existen 4 equilibrios interiores.

> () | w0 )

00 &= : : ]
00 05 1.0 15 20 25 3.0 10 20 30 40
x x

Figura 5.3: Ejemplos de retratos de fase con cuatro equilibrios interiores en
los sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los
pardmetros (rq, K1, aq,¢1,79, Ko,a2,¢c0) = (0.5,2.0,0.5,0.2,0.7,2.5,0.2,0.7), mien-
tras que en el panel (b) se consideran (ry, Ky, aq,c1, My,re, Ko, a9,co,My) =
(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.55, 12, 0.069, 42.1667, 141.167,0.6, 11).

5.3. Estabilidad global de las soluciones

o)

Dado que el modelo (5.2) satisface 8—};1 <0, 2

7 Ox
cuadrante permanecen acotadas, se concluye que el sistema tiene las propiedades de un

< 0, y sus soluciones en el primer
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modelo competitivo planar descritas en el capitulo 3. En particular, resulta mondtono
con respecto al orden parcial <k descrito en la seccion 3.1. A partir de este hecho,
el teorema de Poincaré—Bendixson implica que el sistema no admite orbitas periddicas
positivas; por lo tanto, toda trayectoria tiene como conjunto w-limite un equilibrio o
una coleccién de equilibrios junto con las érbitas que los conectan. Remarcamos que

segun el orden parcial <y, para un equilibrio E se definen las regiones

Q2(E) = {(z,y) € R : w <wp, y > yp}, (5.18)
Qi(E) ={(z,y) €R: 1z > zp, y < yp}. (5.19)

las cuales son positivamente invariantes.

Si denotamos por W*(E) a la variedad estable de un punto silla E, entonces esta
no puede contener dos puntos que estén relacionados por < [30], es decir, que la

desigualdades sean estrictas.

Usando estas propiedades, establecemos el comportamiento en todo el primer cua-
drante dependiente de la condicion inicial. Para el caso sin equilibrios interiores se

obtiene lo siguiente:

Teorema 5.3.1. Si el sistema (5.2) no tiene equilibrios interiores, entonces las varieda-
des globales estables W*(x_,0) y W*(0,y_) separan R en 3 regiones positivamente in-

variantes tal que las soluciones que empiezan en cada region convergen a (0,y4), (z4,0)

0 (0,0).

Demostracion. Dado que puntos distintos en la variedad estable de sistemas competiti-
vos planares no pueden estar estrictamente ordenados, la variedad estable de un punto
silla puede escribirse como el grafico de una funcién creciente. En particular, debe estar

contenida en )1 U Q3 del punto silla.

Si W#(z_,0) tiene un extremo (zo,yo) en int (R%), entonces, como (zo, o) no es un
estado estacionario, el problema de valor inicial de (5.2) con condicién inicial (z, o)
posee una solucion unica, y por lo tanto la variedad estable W#(z_, 0) puede extenderse
més alld de (2o, yo). Concluimos que W*(z_,0) es no acotada en R? y que separa R%
en dos regiones A; y Asg, con (0,0), (0,y-) y (0,y;) contenidos en Ay, y (z4,0) € As.
Por la unicidad de las soluciones, cada A;, i = 1,2, es positivamente invariante para

(5.2).
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De manera andloga, puede verificarse que la variedad estable W*(0,y_) es no acotada
y separa R? en dos regiones positivamente invariantes By y Bs, con (0,y4) € By y (0,0),
(x_,0) y (24,0) en Bs.

Dado que A; N By también es positivamente invariante y contiene un tnico estado
estacionario estable (0,0), las soluciones con condiciones iniciales en By, A; N By y A
convergen hacia (0,y4), (0,0) y (z4,0), respectivamente, segiin el Teorema de Poincaré-

Bendixson. n

00 @AW
00 05 1.0 15 20 25 3.0
x

Figura 5.4: Ejemplos de retratos de fase sin equilibrios interiores en los sis-
temas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los
pardmetros (rq, K1, aq,¢1,79, Ko, a2,¢c0) = (0.5,2.0,1.5,0.2,0.7,2.5,0.2,0.7), mien-
tras que en el panel (b) se consideran (r1, Ky,ay,c1, My, re, Ko as,co, My) =
(0.071,35.5,217.5, 1.1, 15, 0.062, 37.8889, 239.556, 1.15, 14).

Teorema 5.3.2. Suponga que el sistema (5.2) tiene 2 equilibrios interiores E;, =
(xi,y:),i = 1,2, donde x1 < x9 y y1 < Y2, entonces los conjuntos W*(x_,0) U {El} U
W*(Ey) y W9(0,y_) separan R? en 3 regiones positivamente invariantes tal que las

soluciones con condicion inicial en cada region convergen a (0,y4 ), (z4+,0) o (0,0).

Demostracion. Recordemos que E; es un repulsor y E, es un punto silla, segtin el
Teorema 5.2.1. La variedad estable W*(E,) puede escribirse como el gréfico de una
funcién creciente y es no acotada en QI(E2), ya que no existe un estado estacionario
en el interior de Q;(F>).

Por otro lado, W*(E,) no puede encontrarse en Qy(E1) U Q4(Ey), y por lo tanto

W*(E,) tiene un extremo en . De manera similar, W*(z_, 0) no puede estar contenido
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en QQ(El)UQ4(E1) y, por consiguiente, también posee un extremo en E;. Andlogamente,

W*(0,y_) tiene un extremo en F;.

Los conjuntos W#(z_,0) U {El} U WS(EQ) y W#(0,y_) separan entonces R% en tres
regiones A;, i = 1,2, 3, cada una de las cuales es ademds positivamente invariante, con
(0,y4) € Ay, (0,0) € Ay y (z4,0) € As. Como resultado, las soluciones con condiciones
iniciales en cada una de estas regiones convergeran hacia el correspondiente estado

estacionario. ]

00 05 10 15 20 25 3.0
T

Figura 5.5: Ejemplos de retratos de fase con dos equilibrios interiores en los
sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los
pardmetros (ry, K1, aq,¢1,79, Ko,a9,¢0) = (0.5,2.0,1.1,0.2,0.7,2.5,0.2,0.7), mien-
tras que en el panel (b) se consideran (ri, Ki,ay,cq, My, re, Ko, as,co, My) =
(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.85, 12, 0.069, 42.1667, 141.167,0.9, 11).

Teorema 5.3.3. Suponga que el sistema (5.2) tiene 4 equilibrios interiores E; =
(i, 9:),1 < i < 4, donde x1 < 29 < T3 < x4 Y11 < Ys < Y3 < Yo, entonces los
conjuntos W*(x_,0) U{E1} UW?®(Ey) y W*(0,y_) U{E} UW?(E,) separan R? en 4
regiones positivamente invariantes tal que las soluciones que empiezan en cada region

convergen a (0,1), (z4,0),(0,0) 0 a Es.

Demostracion. Recordemos, segin el Teorema 5.2.2, que E; es un repulsor, E, y E,

son puntos silla, y Fj es localmente asintéticamente estable.

Nétese que Fy y E5 estdn en QQ(E4). Dado que no existe un estado estacionario en

Q1(E,) y que W*(E,) no puede estar contenido en Q4(E)), se sigue que W*(Ey) puede
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escribirse como el grafico de una funcion creciente, tiene un extremo en E; y es no
acotada en Qi (Ey).

De manera andloga, como Es € Q4(E,) y W*(E,) no puede estar en Qy(E;) ni
intersectar a W*(E,), entonces W*(E,) puede escribirse como el grafico de una funcién

creciente, posee un extremo en E; y es no acotada en @ (FE>).

Por otro lado, W*(z_,0) y W*(0,_) también tienen un extremo en E;. Por lo tanto,
los conjuntos W*(x_,0) U{E,} UW?*(Ey) y W*(0,y_) U{E;} UW?*(E,) separan R? en
cuatro regiones invariantes A;, 1 < i <4, con (0,y;) € Ay, (0,0) € Ay, (z4,0) € Az y
E5 € A,.

Las soluciones con condiciones iniciales en cada una de estas regiones convergeran

hacia el correspondiente estado estacionario estable. O

00 05 1.0 15 20 25 3.0
x

Figura 5.6: Ejemplos de retratos de fase con cuatro equilibrios interiores en
los sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los
pardametros (71, K1, a1,¢1,79, Ka,a9,¢0) = (0.5,2.0,0.5,0.2,0.7,2.5,0.2,0.7), mien-
tras que en el panel (b) se consideran (ry, Ky,ay,ci, My, re, Ko, as,co, My) =
(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.55, 12, 0.069, 42.1667, 141.167, 0.6, 11).

Estos resultados globales nos permiten extender la semejanza observada en la dinami-
ca local de la seccién 5.2 hacia una equivalencia global entre el sistema (4.1) y el
sistema (5.2).

El siguiente resultado constituye el principal teorema de este capitulo, ya que esta-
blece una equivalencia topolégica global entre ambos modelos en funcién de la cantidad

y disposicién de sus equilibrios interiores.
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Teorema 5.3.4. Sea u € Ri el vector de parametros del modelo (4.1), y n € ]R}ro
el vector de pardmetros del modelo (5.2). Entonces los modelos son topoldgicamente

equivalentes si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) weZrynevr.
i) e Zpyn e V.
’L’LZ) we Ziryne V.

Demostracion. Demostraremos la equivalencia topoldgica construyendo, en cada uno
de los casos i)—iii), un homeomorfismo entre el retrato de fases del sistema (4.1) y el
del sistema (5.2).

La construccion se basa en que, bajo cada una de las hipétesis del enunciado, ambos
modelos poseen la misma cantidad de equilibrios, con la misma ubicacion relativa y
estabilidad. Por ello, basta establecer una correspondencia entre los equilibrios, las
orbitas sobre los ejes coordenados, las variedades invariantes que separan regiones Yy,
finalmente, las cuencas de atraccion determinadas por dichas variedades, preservando

en cada caso la evolucién temporal de las trayectorias.

Sea F};, con j = 1,2,3, la aplicacién asociada a cada uno de los casos ), ) y ).
En todos los casos comenzamos fijando la correspondencia entre los equilibrios sobre

los ejes:
F;(0,0) = (0,0), Fi(a1,0) = (z_,0), F;(K41,0) = (24,0),
Fj(07a2) = (0’y7)7 FJ’<O>K2) = (0>y+)'

Ademas, como los equilibrios correspondientes tienen el mismo tipo de estabilidad,
hacemos corresponder también las 6rbitas contenidas en los ejes coordenados. Para ello,
definimos F}; de modo que transporte cada semidérbita de un sistema sobre la semiérbi-

ta correspondiente del otro. En particular, Sean ®, el operador evolucién asociado al
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sistema (4.1), ¥, el operador evolucién asociado al sistema (5.2) y ¢t > 0.

)
U,(e,0), si0<xg<ay, yo=0,

\I/t<l’_+€,0), siap < xg < Ky, 1Yo = 0,
Uy (zy +¢€,0), sizg> Ky, yo=0,

F}((I)t(xOJyO)) = 3
U, (0,¢), sizg =0, 0<yg < asg,

U0,y +¢), sizg=0, az <yp < Ky,

\\Ilt(ouer + 8)7 si To = 07 Yo > K27

donde
€= min{x,, Y-, Ty —T—, Y4+ — y*} > 0.

De esta manera, la dinamica restringida a los ejes queda preservada por la aplicacion.
A continuacién, extendemos esta correspondencia a Ri, haciendo coincidir las regiones
abiertas en que el plano queda dividido por las variedades estables de los puntos silla y

por las conexiones entre equilibrios.

Caso %): Supongamos que u € Zy y n € Vi, donde los conjuntos Z; y V; fueron
definidos en (4.12) y (5.12), respectivamente. Segun la Seccién 4.3, el sistema (4.1) no
posee equilibrios interiores y R2 queda dividido en tres regiones abiertas, delimitadas
por las variedades estables W*(ay,0) y W*(0, az). De manera andloga, por el Teorema
5.3.1, el sistema (5.2) tampoco posee equilibrios interiores y R? queda dividido en tres

regiones abiertas, delimitadas por W#(z_,0) y W*(0,y_).

Como en ambos sistemas estas variedades estables no se intersectan y separan el

plano positivo de la misma forma cualitativa, definimos F; de modo que
F1 (Ws(al, 0)) = WS<.’L',, O), F1 (WS<O, &2)) = WS(O, y,)

Asi, las tres regiones determinadas por estas curvas pueden hacerse corresponder de
manera biyectiva. En particular, se hace coincidir la cuenca de atraccién de (K7, 0) con

la de (z4,0), la de (0, K3) con la de (0,y4) y la de (0,0) consigo misma.

Como para cada condicion inicial existe una tinica orbita, esta correspondencia puede
definirse siguiendo érbitas y preservando su orientacion temporal. Queda asi construido
un homeomorfismo F} que envia orbitas en érbitas y conserva la estructura cualitativa

del retrato de fases.
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Caso ii): Supongamos que p € Zr y n € Vi, definidos en (4.13) y (5.13). Segun la
Seccidn 4.3, el sistema (4.1) posee dos equilibrios interiores, denotados por £y = (x1, 1)
y By = (9, 42), y el plano positivo queda dividido en regiones abiertas por las variedades
estables de (a1,0), (0,a2) y F», junto con la posicién del equilibrio interior F;. De
manera andloga, por el Teorema 5.3.1, el sistema (5.2) posee dos equilibrios interiores,

denotados por By = (u1,v1) y Ey = (ug,v3) y cumplen
T < g, Y1 < Y2, up < ug, v < Vo,

luego podemos corresponder naturalmente los equilibrios interiores preservando su or-
den:
Fy(E) =FE,,  Fy(E,) = F,.

Asimismo, las conexiones entre puntos silla y equilibrios interiores coinciden en ambos
retratos de fase. En particular, la variedad estable W#*(aq,0) conecta (a1,0) con Fj,
mientras que W#(z_,0) conecta (x_,0) con Fj; analogamente ocurre con las demas

conexiones. Por ello definimos
Fy (Ws(al, O)) =W*(z_,0), y (WS(O, az)) = W?*0,y-),

F(W*(Ey)) = W*(Ey).

Una vez fijada esta correspondencia sobre equilibrios y separatrices, las regiones abier-
tas determinadas por dichas curvas se corresponden biyectivamente. En consecuencia,
también se corresponden las cuencas de atracciéon de (K;,0), (0, K3) y (0,0) con las de

(4,0), (0,y5) v (0,0), respectivamente.

Como para cada condicién inicial existe una tnica 6rbita, esta correspondencia pue-
de extenderse preservando la orientacion temporal de las trayectorias. Esto permite
extender la aplicacién a todo R y obtener un homeomorfismo F5 que envia 6rbitas en

6rbitas y conserva la estructura cualitativa del retrato de fases.

Caso 4t): Supongamos que i € Zr; vy n € Vg, segun (4.14) y (5.14). Segun la Seccién
4.3, el sistema (4.1) posee cuatro equilibrios interiores, denotados por E; = (x;,y;),

1 <14 <4, que cumplen
T < To < T3 < Ty, Y1 < Yg < Y3z < Yo,

los cuales determinan una descomposicién de R en cuatro regiones abiertas mediante

las variedades estables de (ay,0), (0,a2) y de ciertos equilibrios interiores.
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De manera anéloga, por el Teorema 5.3.3, el sistema (5.2) posee cuatro equilibrios

interiores, denotados por E; = (us,v5), 1 <i <4, los cuales satisfacen
Uy < Uy < uz < Uy, v < vy < vg < Vg,
y ademas los conjuntos
Woz_,0) U{E JUWS(Ey),  W*(0,y_) U{E} UW?(Ey)

separan R%r en cuatro regiones positivamente invariantes.

Dado que en ambos sistemas los equilibrios interiores presentan la misma estructura

cualitativa, podemos corresponderlos preservando su orden relativo:

Asimismo, las conexiones entre los puntos silla y los equilibrios interiores coinciden
en ambos retratos de fase. En particular, las curvas separatrices que pasan por F; y

conectan con F, y F, corresponden, respectivamente, a los conjuntos
Wiz, 0) U{E JUW?(Ey),  W0,y_) U{E\} UW?(E,).
Por ello, definimos F3 de modo que envie dichas curvas en sus correspondientes:
F(W(@,0)) = Wia_,0),  Fy(W(0,0)) = W*(0,5),
B(E)=E, EW(E)=W(E), FW(E))=W(E).

Una vez fijada esta correspondencia sobre equilibrios y separatrices, las cuatro regio-
nes abiertas determinadas por estas curvas se corresponden biyectivamente. En conse-
cuencia, también se corresponden las cuencas de atraccion de los atractores sobre los

ejes y del equilibrio interior Es, con las correspondientes cuencas del sistema (4.1).

Como para cada condicién inicial existe una tnica 6rbita, esta correspondencia pue-
de extenderse preservando la orientacién temporal de las trayectorias. Esto permite
extender la aplicacién a todo R y obtener un homeomorfismo F3 que envia érbitas en

orbitas y conserva la estructura cualitativa del retrato de fases.

En los tres casos se ha construido un homeomorfismo entre el flujo del sistema (4.1)
y el flujo del sistema (5.2) restringido a la clausura de R%, preservando ademds la
orientacion temporal de las orbitas. Por lo tanto, bajo cualquiera de las condiciones

i)—iii), ambos modelos son topolégicamente equivalentes. O]
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Corolario 5.3.1. Los sistemas (4.1) y (5.2) son topoldgicamente equivalentes en R%

dentro de cada régimen genérico determinado por la cantidad de equilibrios interiores.

Demostracion. Por definicién de los conjuntos (4.12)—(4.14) y (5.12)—(5.14), los espa-
cios de parametros de ambos sistemas quedan divididos en tres regimenes genéricos,

determinados por la cantidad de equilibrios interiores.

Luego, el resultado se sigue directamente del Teorema 5.3.4, ya que para cada uno
de estos casos del sistema (4.1) existe un caso correspondiente del sistema (5.2) tal que

ambos modelos son topologicamente equivalentes. O

5.4. Analisis de bifurcaciones

Dada la equivalencia topolégica obtenida entre el sistema (4.1) y el sistema (5.2) en las
regiones definidas del espacio de parametros, se espera que el comportamiento dinamico
en las fronteras entre estas regiones sea el mismo. Esto se confirma numéricamente, como

se aprecia en la Figura 5.7.b.

En la Figura 5.7.a se muestra un retrato de fase correspondiente al caso con cua-
tro equilibrios interiores. En este escenario, las separatrices asociadas a los puntos silla
dividen el primer cuadrante en cuatro regiones invariantes y aparece una cuenca de
atraccion asociada a un equilibrio interior estable de coexistencia. Ademas, para va-
lores pequenos de a; y as, la cuenca de atraccién del origen disminuye mientras la

correspondiente al equilibrio interior estable se expande.

En la Figura 5.7.c se presenta un caso con dos equilibrios interiores inestables, donde
el primer cuadrante queda dividido en tres cuencas de atraccién correspondientes a
(0,94), (x+,0) y (0,0), siendo esta tltima acotada. Finalmente, en la Figura 5.7.d no
existen equilibrios interiores y la cuenca de atraccion del origen se vuelve no acotada. En
particular, ambas especies pueden extinguirse simultaneamente incluso para condiciones
iniciales arbitrariamente grandes. Los valores de parametros utilizados en cada panel

se presentan en la Tabla 5.2.

Por otro lado, la Figura 5.7.b muestra el diagrama de bifurcacién del sistema (5.2),
el cual es cualitativamente equivalente al obtenido para el primer modelo y presentado
en la Figura 4.11.b. En ambos casos se observan bifurcaciones Fold genéricas y una

bifurcacién de tipo cispide al variar los parametros asociados al efecto Allee.
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Considerando los pardmetros de competencia, se espera que valores mayores de ¢;
dificulten la coexistencia entre ambas especies, mientras que valores pequenos de ¢; la
favorezcan. De manera andloga, valores grandes de a;, asociados a un efecto Allee mas
fuerte, también dificultan la coexistencia. En consecuencia, al variar los coeficientes
de competencia, se espera que las regiones del diagrama de bifurcacién asociadas a

coexistencia cambien de tamano y posicién en el plano (ag, as).

En particular, si ¢; > ¢, la especie 1 se ve méas afectada por la competencia interes-
pecifica que la especie 2. En este caso, para mantener coexistencia estable seria necesario
compensar dicha desventaja mediante un efecto Allee relativamente mas fuerte sobre
la especie 2, es decir, con valores de a; mayores en comparacién con a;. Ademads, para
valores suficientemente grandes de ¢; y ¢o, la coexistencia podria dejar de ser posible,
ya que geométricamente las nulclinas podrian no intersectarse en el primer cuadran-
te. En consecuencia, dependiendo de los valores de los coeficientes de competencia, el
diagrama de bifurcacion podria presentar inicamente la regién V; o bien solamente las

regiones V7 y Vi sin posibilidad de coexistencia estable.

Para los valores considerados en la Figura 5.7, el sistema presenta una situacion
cercana a la simetria, debido a que los coeficientes de competencia de ambas especies
son similares. Sin embargo, en el panel (¢) puede observarse que la cuenca de atraccién
de (0,yy) es proporcionalmente mayor que la de (zy,0). Esto se debe a que la especie
1 se ve mas afectada por el efecto Allee, dado que M; > Ms. Aunque a; < as, estos
parametros dependen también de otros términos del modelo, mientras que M; y M,

representan directamente la intensidad del efecto Allee en cada especie.

Cuadro 5.2: Valores de parametros utilizados en la Figura 5.7.

Panel 7 K aq M T9 K as cy M,

(a) | 0.092 37.6364 88.3636 0.55 12 0.069 42.1667 141.167 0.6 11
(b) |0.092 37.6364 - 0.55 12 0.069 42.1667 - 0.6 11
(¢) 10.092 37.6364 147.273 0.55 20 0.069 42.1667 179.667 0.6 14
(d)

0.092 37.6364 279.818 0.55 38 0.069 42.1667 359.333 0.6 28
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Figura 5.7: Retratos de fase del sistema (5.2) correspondientes a los paneles (a), (c) y
(d), representativos de cada una de las regiones del diagrama de bifurcacién mostrado

en el panel (b). Los valores de pardmetros utilizados en cada caso se presentan en la
Tabla 5.2.
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Capitulo 6

Modelo general de competencia
entre 2 especies bajo efecto Allee

fuerte

Como se observé en el Capitulo 4, los modelos (4.1) y (5.2) presentan una dindmica
cualitativamente similar. En efecto, se demostré que los sistemas (4.1) y (5.2) son to-
polégicamente equivalentes en R2 dentro de cada régimen genérico determinado por el
nimero de equilibrios interiores. Esta equivalencia sugiere la existencia de una estructu-
ra comun subyacente, lo que motiva la formulacién de un modelo mas general capaz de
extender el andlisis a una clase mas amplia de modelos de competencia bidimensional

con efecto Allee fuerte.

En este contexto, se propone un modelo general de competencia interespecifica en
el que ambas poblaciones estan sujetas a efecto Allee fuerte. La formulacion se basa
en la descomposicién del crecimiento poblacional en tres componentes fundamentales:
el crecimiento intrinseco en ausencia de competencia, el efecto Allee y la interaccién
competitiva entre las especies. Estas contribuciones se modelan mediante funciones
generales, sin imponer expresiones explicitas, sino tnicamente condiciones ”tipicas”.
Esta eleccién permite recuperar como casos particulares los modelos (4.1) y (5.2), asi

como abarcar una familia mas amplia de sistemas.

El objetivo es caracterizar la existencia, estabilidad y organizacién global de los
equilibrios, junto con describir los distintos escenarios y bifurcaciones que emergen al

variar parametros biologicos clave, como la capacidad de carga K, el umbral del efecto
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Allee a y la intensidad de la competencia c.

Bajo estas consideraciones, se plantea el siguiente modelo:

Y =z (k1 (2)A1(7) — c191(2)y) = Xi(2,y), (6.1)

Y =y (ra(y)A2(y) — cap2(y)r) = Xo(z,9),

Por un lado, el crecimiento poblacional en ausencia de competencia se modela mediante
las funciones r;, i = 1,2, las cuales se asumen de clase C? y satisfacen las siguientes

propiedades:

(A1) Rri(K;) =0 para algin K; € R,.
(A.2) Rri(x) >0 para 0 <z < K;.

(A.3) ki(z) <0 para K; < x.

Estas hipotesis garantizan la existencia de una capacidad de carga K; para cada especie,
con crecimiento positivo a bajas densidades y decrecimiento cuando la poblacién supera

dicho umbral.

Por otro lado, la competencia se ve reflejada a través de las funciones ¢;, ¢ = 1,2, las

cuales se asumen de clase C? y cumplen:

(B.1) ¢i(x) > 0 para x > 0.
(B2) 6,(0) > 0.

(B.3) lim ¢i(z) = N; < 0.

T—r00

En conjunto, estas condiciones aseguran que la interaccion competitiva reduce la tasa
de crecimiento de cada especie en presencia de la otra, esta bien definida en ausencia de
la especie opuesta y permanece acotada para densidades grandes, reflejando un efecto de
saturacion. Las constantes ¢; > 0 determinan la intensidad con la que dicha competencia

afecta a la especie correspondiente.

Finalmente, el efecto Allee al que se ve sometida cada especie viene dado por las

funciones A;, i = 1,2, las cuales se asumen de clase C? y cumplen:

(C.1) A;(a;) =0 para algtn a; tal que 0 < a; < K;.

7



Capitulo 6 | Modelo general de competencia entre 2 especies bajo efecto Allee fuerte

(C.2) Al(x)> 0 para todo z > 0.

(C.3) lim A;(z) = M; < oc.

z—0t

Las hipétesis sobre A; caracterizan un efecto Allee fuerte, con una densidad critica a; por
debajo de la cual la poblacién no puede persistir. Teniendo en cuenta estas condiciones,

definimos el espacio de parametros

P = {(al,ag,Kl,KQ,Cl,CQ) S Ri_ 0<a; < KZ', 1= 1,2} , (62)

y consideramos el vector de parametros del sistema dado por
M= (ala az, K17 K27 C1, cQ) S P

Observacion 6.0.1. En lo que sigue asumiremos que las funciones de crecimiento K;
y de competencia ¢; no dependen de los pardametros asociados al efecto Allee a;. De
manera andloga, las funciones A; no dependen de los pardmetros de capacidad de carga

K; ni de los coeficientes de competencia ¢;, i = 1, 2.

Antes de estudiar la estructura de los equilibrios, es necesario asegurar que las solu-
ciones del sistema estén bien definidas desde el punto de vista biolégico, es decir, que
permanezcan no negativas y acotadas en el tiempo. El siguiente resultado garantiza

esta propiedad.

Proposicién 6.0.1. Bajo las suposiciones (A.3), (B.1), (C.1) y (C.2), toda solucion
del sistema general (6.1) con condicién inicial no negativa permanece en R% para todo

tiempo t > 0 y es acotada.
Demostracion. Sea w > méx{Ki, Ky} y consideremos el rectangulo
D,={(z,y) eR*:0<z<w, 0<y<w}

Mostraremos que D,, es invariante, es decir, que el campo vectorial apunta siempre

hacia el interior en su frontera.

1. Frontera vertical V,, = {x = w,y > 0}. Definimos a,(z,y) = x — w. Entonces

X - Vaw}vw = w(k1(w) A1 (W) — c191(w)y).
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Esto es una funcién afin en y, con pendiente —wey ¢y (w) < 0 por (B.1). Como w > K7,
se cumple k;1(w) < 0 por (A.3). Ademds, como Ai(a;) =0, A} >0y a; < K; < w, se
obtiene

Ai(w) > 0.

En consecuencia,
X -Va, <0 enV,.

2. Frontera horizontal H, = {y = w,z > 0}. Andlogamente, con b, (x,y) =y —w se
obtiene
X - Vb”|Hw = w(k2(w)As(w) — caga(w)z),

que es afin en z, con pendiente negativa por (B.1). Como w > Kj, se cumple kq(w) < 0
por (A.3) y Az(w) > 0 por (C.1) y (C.2), de modo que

X Vb, <0 en H,.

3. Fronteras coordenadas. En z = 0 se tiene X (0,y) = (0, yr2(y)Aa2(y)), yen y =0
se tiene X (z,0) = (zr1(z)A1(x),0). En ambos casos las trayectorias permanecen sobre

los ejes sin escapar de D,,.

Conclusion. En toda la frontera 0D, el campo vectorial apunta hacia el interior
o es invariante, por lo que D, es invariante. Asi, para cualquier condicién inicial
(2(0),y(0)) € R%, existe w > méx{K;, K>} tal que la dérbita (z(t),y(t)) de X que
pasa por (x(0),y(0)) permanece acotada en D,, para todo ¢t > 0. ]

6.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

6.1.1. Puntos de equilibrio en la frontera

Al igual que en los modelos (4.1) y (5.2), se espera que el sistema general posea
cinco puntos de equilibrio sobre la frontera del primer cuadrante, cuya estabilidad esté

determinada por su ubicacién en dicha frontera.

Proposicién 6.1.1. FEl sistema (6.1) tiene cinco puntos de equilibrio en la frontera del

primer cuadrante:
Ey=1(0,0), Eun=(a1,0), FEp=(K1,0), FEy =(0,a2), FEy=(0,K,).
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Ademas, los puntos Ey, E19 y Eas son localmente asintoticamente estables, mientras

que Fyy y Ea son puntos silla.

Demostracion. 1. Existencia de equilibrios. Fijando y = 0, la ecuaciéon para la

componente x se reduce a

xRy (z)Ar(z) = 0.

Por las hipédtesis (A.1) y (C.1), esta igualdad se satisface parax =0, x = a1 y x = K.

En consecuencia, los equilibrios sobre el eje x son
Ey=(0,0), Eun = (a1,0), FEp=(K,0).
De manera andloga, al fijar x = 0 se la ecuacion para la componente y se reduce a

yka(y)Az(y) = 0.

Y por las hip6tesis (A.1) y (C.1) se obtienen los equilibrios

Ey = (0,612), Esy = (0,K2).

2. Estabilidad de E; = (0,0). El Jacobiano evaluado en el origen viene dado por

k1(0)A;(0) 0 )

DX(0,0) = ( 0 r2(0)A2(0)

Por (A.2), k;(0) > 0 para ¢ = 1,2. Ademas por (C.1) y (C.2), la funcién A; es estricta-

mente creciente y satisface A4;(a;) = 0, luego
Aij(x) <0 paratodo 0 <z < a.

En consecuencia, por (C.3),
lim A;(x) = M; <0.

z—0t

Asi se cumple £;(0)A;(0) < 0 para i = 1,2, por lo que Ej es localmente asintéticamente

estable.

3. Estabilidad de F;; = (a1,0). El Jacobiano en este punto es

DX (ay,0) = (alfil(al)All(Gl) —aic1¢1(ay) > '

0 K2(0)A2(0) — arca2(0)
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Como a; < K7, por (A.2) k1(ay) > 0, ademés por (C.2) se tiene directamente A} (a;) >
0, luego ajkq(ar)Aj(ar) > 0. Ademsds,

K2(0)A2(0) — a1c202(0) <0,

ya que k(0)A2(0) < 0y ajcaga(0) > 0 por (B.1). En consecuencia, Eyy es un punto

silla.
4. Estabilidad de FEy; = (0,as). Se tiene

(O)AI(O) - a201¢1(0) 0 ) '

DX(0,a5) =
( ) ( —a202q52(a2) CLQKQ((IQ)AIQ(CLQ)

Como as < Ky, por (A.2) se tiene ka(az) > 0, ademds por (C.2) se obtiene directamente
Al(ag) > 0, luego agka(ag)As(az) > 0. Ademas,
£1(0)A1(0) — azc191(0) <0,

ya que k1(0)A1(0) < 0y azc1¢1(0) > 0 por (B.1). En consecuencia, Es es también un

punto silla.
5. Estabilidad de E;; = (K;,0). El Jacobiano es

Ky (K1) Ay (Ky) —Kic16(Ky) )
0 r2(0)A2(0) — Kica92(0) .

Como K es unaraiz simple de k1 y, por (A.2)—(A.3), se tiene 1 (z) > Opara 0 < z < K

DX(K1,0) = (

y ki(z) < 0 para x > Kj, se concluye que £} (K;) < 0. Ademds, por (C.1)—(C.2), la
funcién A; es estrictamente creciente y satisface A;(a;) = 0. Como a; < K, se obtiene
Ay (Ky) > 0, luego

Kk (K1)A(Ky) < 0.

Ademas,
KQ(O)AQ(O) — K162¢2<0) < 0,

ya que k2(0)A2(0) < 0y Kicape(0) > 0 por (B.1). Por lo tanto, Eiy es localmente

asintoticamente estable.

6. Estabilidad de Es, = (0, K5). El andlisis es completamente analogo al caso anterior,

por lo que Fyy es también localmente asintoticamente estable. O

Una vez caracterizados los equilibrios en la frontera del primer cuadrante, nos enfo-

camos ahora en el estudio de los equilibrios interiores.
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6.1.2. Puntos de equilibrio interiores

Para la obtencion de los equilibrios interiores consideramos x,y > 0. Primero defini-

mos las funciones

.
A
%(1(;), o <z < Ky,
aoi(x
g1(x) = i
0, r<a ox> Ky,
\
y ) p
KQ(Z/QZ (2()y)7 a2 S Y S K27
c
92(y) = 2629
\0, y<asoy> K.
Considerando ambas funciones las nulclinas no triviales del sistema (6.1) vienen dadas
por:
Cr={(z,y) eR: :y=gi(z), s <z < K}, (6.3)
y
Cy = {(z,y) €RL -2 = go(y), az <y < Ky}, (6.4)

Observacion 6.1.1. Las funciones gy y go estdn bien definidas en los intervalos
(a1, K1) y (ag, K3), respectivamente, ya que por (B.1) se tiene ¢;(x) > 0 para todo
x> 0,1=1,2. Ademds, como k;, A; y ¢; son de clase C* en (0,00), se concluye que

g1 Y g2 también son de clase C? en dichos intervalos.

De esta manera, los equilibrios interiores del sistema corresponden a los puntos en
Cy N Cy. En particular, la componente = de cada equilibrio interior puede obtenerse

como raiz de la ecuacién escalar
P(z) = g2(1(x)) —x = 0. (6.5)
Observacion 6.1.2. Como g1 y go son continuas en (0,00), la funcion
P(z) = ga(1(2)) —

estd bien definida y es continua en (ai, Ky).

Ademds, las raices de P(x) cumplen x* € (a1, K1) y

as < g1(z*) < Ko.
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Por continuidad de gy, existe un entorno abierto de x* donde
as < g1(z) < K.

En consecuencia, P es de clase C? en dicho entorno pues g, y go lo son. En particular,

En los resultados que siguen no se consideraran intersecciones tangenciales entre las

nulclinas. Para formalizar esta hipdtesis, se introduce el siguiente criterio de transver-

salidad.

Proposicién 6.1.2. Sea (z*,y*) € C; N Cy. Entonces la interseccion entre Cy y Cy en

(x*,y*) es transversal si y solo si
91(@") g5 (y") # 1. (6.6)

Demostracion. La recta tangente a C en (x,y) tiene pendiente g} (z), mientras que la
recta tangente a Cy en (z,y) tiene pendiente (g5(y))™', pues £ = go(y). Ambas rectas
son paralelas si y solo si ¢} (z) = (g5(y)) ™!, lo cual es equivalente a ¢}(x)gh(y) = 1. En

consecuencia, la interseccién es transversal si y solo si ¢} (x*)gh(y*) # 1. O

La condicién de transversalidad (6.6) permite determinar el nimero de equilibrios in-
teriores en los casos genéricos. La siguiente condicién proporciona informacién adicional

sobre esta cantidad.

Proposicion 6.1.3. Sea n el nimero de equilibrios interiores del sistema. Si todos
los equilibrios (z;,v;), 1 = 1,...,n, satisfacen la condicidn de transversalidad (6.6),

entonces n es un nUMEro par.

Demostracion. Consideremos los conjuntos
My ={(z,y) €eR*:ay < < Ky, 0<y < gi(a)},
My ={(z,y) €R*1a2 Sy < Ky, 0< 2 < go(y)}-

Como g; y g2 son de clase C? en los intervalos (ay, K1) y (as, K3), respectivamente,
las fronteras OM; y OM, estan formadas por curvas regulares a trozos sin autointersec-
ciones. Ademds, como ¢;(a;) = ¢1(K7) = 0, se tiene que dM; corresponde a la unién

del grafico de g1 sobre [a1, Ki] y el segmento del eje = entre a; y K;. Andlogamente,
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como gs(ag) = g2(Ks) = 0, M, corresponde a la union del grafico de go sobre [ag, K5)]
y el segmento del eje y entre as y K. Por ello, las intersecciones entre OM; y OM, en
el interior de (ai, K1) X (ag, K3) corresponden exactamente a los equilibrios interiores

del sistema.

Si todos los equilibrios interiores satisfacen la condicién de transversalidad (6.6), en-
tonces todas las intersecciones entre las curvas y = g1(x) y © = ¢2(y) son transversales.
Por un resultado clasico sobre intersecciones de curvas cerradas simples en el plano,
el numero de dichas intersecciones es par siempre que sean transversales (véase, por

ejemplo, [32]). Por lo tanto, n es un ntimero par. ]

6.2. Caso en que g; y g» son céncavas

Dado que las condiciones (A.1)-(A.3), (B.1) y (C.1)—(C.3) no garantizan por si solas la
concavidad de g1 y g2, a partir de este punto se analizara el caso en que las nulclinas son
estrictamente céncavas, es decir, se asume que ¢/ (z) <0y g5(y) < 0 paraa; <z < K

y ay <y < Ky, respectivamente. Esta hip6tesis es consistente con los modelos (4.1) y
(5.2).

Observacion 6.2.1. Dado que g1 y g2 son estrictamente concavas en [ay, Ki| y [as, Ks],

respectivamente, existen inicos & € [a1, K] y y € [aa, K3 tales que
(&) =0,  g5(9) =0.

En adelante, denotaremos por & y 3 a aquellos puntos que anulan ¢| y g5, respectiva-

mente.

Ademds, g1(z) y go(y) corresponden a los mdximos de g1 y go en dichos intervalos,

respectivamente. En particular,
g1(z) < gi1(2), Va € [a1, K1,
92(y) < g2(9), Yy € lag, K.

Desde el punto de vista biolégico, la concavidad resulta razonable, ya que describe
una respuesta mondtona en la regulacion del crecimiento, evitando cambios bruscos o

multiples regimenes en la dindmica que no siguen una tendencia clara.
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Ademas, esta hipdtesis permite capturar el comportamiento tipico observado en mo-
delos de competencia con efecto Allee fuerte, simplificando al mismo tiempo el andlisis

cualitativo del sistema al restringir la geometria de las intersecciones entre nulclinas.

Proposicién 6.2.1. Considere el sistema (6.1). Sea n el nimero de equilibrios inte-
riores del sistema y supongamos que todos satisfacen la condicion (6.6). Si g (x) <0y

g5 (y) <0, entonces n € {0,2,4}. Mds ain:

= n =050 gi1(%) <az 0 g(f) <ar

= n =2 si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

. . y(z —a . (i — K
(@) >y vy ?’(—J)m < () < i 5 1)+K17
9:(2) 91(2)
o bien
. . z(y—a . (i — K.
p@)2i y D0 < g < R g
92(9) 92(9)

= n =4 sigi1(2) > Kz y g2(§) > K.

Aqui, T y g denotan los inicos puntos que satisfacen gy(z) =0 y gh(y) = 0, respectiva-

mente.
Demostracion. Caso n = 0. Si ¢1(Z) < ag, entonces, por la Observacién 6.2.1,
g1(z) < q1(2) < ay, Va € [a1, Ki].

Por lo tanto, la coordenada y de los puntos de (] es estrictamente menor que as, mien-

tras que toda interseccién interior con Cy debe satisfacer y € [aq, K3]. En consecuencia,
cinCy=g,

y no existen equilibrios interiores. Este caso se ilustra en la Figura 6.1.(a), donde la

nulclina C; queda completamente por debajo del dominio de Cj.

De manera andloga, si g2(9) < aq, entonces
92(y) < g2(9) < ay, Vy € lag, K.

Luego,
CinCy, =g,
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Y (a) Y (b)

as 9(z)

LN

ar x K x ay K, x

Figura 6.1: Bosquejos en el caso sin equilibrios. En el panel a) se cumple ¢1(Z) < ag, en

el panel b) se cumple ¢2(9) < ay.

pues toda interseccién interior debe satisfacer x € [a;, K1]. En la Figura 6.1.(b) se ve

que C] queda completamente a la derecha de Cs. Por tanto, n = 0.

Descomposicion en ramas monétonas. Como g; es estrictamente concava y alcanza
su maximo en , se tiene que g; es estrictamente creciente en [ai, Z] y estrictamente

decreciente en [%, K7]. Por ende, las restricciones

91|[a1,5c] y 91|[£,K1]

son continuas e inyectivas. Analogamente, g, se descompone en dos ramas continuas e
inyectivas,

92| [a2,9] y 92| [9,K2]-
Esta descomposicion permite acotar el niimero de intersecciones entre las nulclinas, ya
que cada interseccion debe producirse entre una rama monétona de C; y una rama

monotona de Cs.

Caso n = 2. Supongamos que

y(2 — a) .
— 4 a < go(y) <
(@) (9)

y(z — K

—y(gl(i) ) + K;.
Las cotas anteriores corresponden a las intersecciones con el eje x de las rectas que unen
el punto (¢1(2),7y) con (ay,0) y (K3,0), respectivamente. Como ademads g, () > g, se
sigue que el punto (Z, go(9)) pertenece a la regién acotada delimitada por dichas rectas

y por la grafica de g;.

Por otra parte, dado que g; es estrictamente céncava, para todo = € (ai, Ki) su

grafica queda estrictamente por encima de cualquier recta secante que una dos puntos
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distintos de dicha grafica. En particular,

~

j:—al(x_al) < g1(z), x € (a1,2),
y .«
i—Kl(x_Kl) < g1(x), x € (%, K).
Como ademés
oz —a) _Aal) +a; < gao(y) < 9@ — K1) _AKI) + Ki,
91(2) 91(2)

se concluye que el punto (Z,¢2(9)) queda contenido en la regién delimitada por di-
chas rectas. Por lo tanto, la curva C5 sélo puede intersectar la rama creciente de Cf,

correspondiente a la restriccion de ¢y al intervalo [aq, Z].

Finalmente, como todas las intersecciones son transversales, por la Proposicién 6.1.3
el nimero total de intersecciones debe ser par. Dado que tinicamente una de las ramas
de C puede intersectar a Cs, se concluye que existen exactamente dos intersecciones, es
decir, n = 2. Este caso se ilustra en la Figura 6.2.(a), donde C5 intersecta tinicamente

la rama creciente de C}.
De manera andloga, intercambiando el papel de g1 y g2, si

(g — Ky)
92(7)

=) <o) <

+ Ko,
gz(y) ’

entonces (' intersecta unicamente la rama creciente de Cy, y nuevamente se obtiene

que n = 2. Este caso se muestra en la Figura 6.2.(b).

a9 s

Figura 6.2: Bosquejos en el caso con dos equilibrios interiores. En el panel a), la curva
Cy intersecta inicamente la rama creciente de C. En el panel b), de manera andloga,

la curva (' intersecta unicamente la rama creciente de Cs.
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Caso 4 intersecciones. Supongamos que se cumplen simultaneamente

a(2) > Koy g2(9) > K.

Entonces, por continuidad y concavidad:

» La rama creciente de gy en [a, Z] intersecta a go en dos puntos distintos.

» Andlogamente, la rama decreciente de g, en [#, K] también intersecta a go en dos

puntos distintos.

Por lo tanto, existen cuatro intersecciones en total. Este caso se ilustra en la Figura

6.3, donde ambas ramas de C] intersectan a la curva C\.

Y
q(2)
KQ' s

Q — = 992(?3)

a/21

|
ai T K 1 X
Figura 6.3: Bosquejo en el caso con cuatro equilibrios interiores. Ambas ramas de C}

intersectan a la curva (5, dando lugar a cuatro intersecciones.

Cota maxima. Finalmente, como cada rama de g; es inyectiva y puede intersectar a
lo més dos veces con la curva go, el nimero total de intersecciones no puede superar 4.

De este modo, se concluye que el niimero de intersecciones posibles esn = 0,2 0 4. [

Para cada uno de los valores posibles de n, es posible determinar la estabilidad local

de los equilibrios interiores.

Teorema 6.2.1. Suponga que el sistema (6.1) tiene n equilibrios interiores, todos
los cuales satisfacen la condicion de transversalidad (6.6), y que ademds ¢} (x) < 0

y g4 (y) < 0. Entonces se cumple lo siguiente:

» Sin =2 con E; = (z;,y;),1 = 1,2, los equilibrios interiores, entonces Ey es un

nodo repulsor y Ey es un punto silla, ademads x1 < xo , y1 < Ya.
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» Sin=4 con E; = (v;,y:),1 = 1,2,3,4, los equilibrios interiores, entonces E es
un nodo repulsor, Fy y Ey son puntos silla y Fs es localmente asintoticamente

estable, ademds x1 < o < x3 < Ty, Y1 < Ys <Yz < Ya.

Demostracion. » Caso n = 2: Suponemos que hay 2 equilibrios F; = (x;,y;),i =
1,2, para curvas concavas todas las configuraciones posibles son las siguientes:
(a)x1<x2§i", y1<?j§y2,
(b) 21 <2< w9, Y <y2 <7,
(C){L‘1<ZL‘2§.@, y1<y2§@7

de lo cual siempre se cumple x; < x5 , y; < ¥, luego consideramos la matriz

Jacobiana del sistema (6.1) evaluada en los equilibrios:

J(E,) = (C Z)

donde los coeficientes a,b,c y d, dependen de cada equilibrio (z;,y;). Ademas,
considerando las componentes del sistema (6.1) como X = (X, X3), notamos

que:

0X
a_l(xay) = _ICI¢I(I) < 07 para xr > 07
Y

0X.

—a; (2,y) = —ycacha(y) <0, paray >0,
por ende se cumple que b, ¢ < 0. Luego los valores propios vienen dados por

d+ VA
Ay = g’ A< Ay,
2

donde

A = (a+d)? —4(ad — bc) = (a — d)? + 4be.

Como b, c < 0 se tiene A > 0, asi los valores propios A1 son siempre reales. Mas
aun, si ad — bc < 0, se cumple A, > 0y A\_ < 0, independientemente del signo de
a+d. En este caso, el equilibrio interior es un punto silla. En cambio si ad—bc > 0,
el equilibrio (z;, ;) es repulsor si a 4+ d > 0, y localmente asintéticamente estable

sia+d<0.

Por otro lado,
ad — bc = bc(gi(a:i)g;(yi) — 1) = be P'(x;), (6.7)
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donde P viene dado en (6.5). Si x = & o y = ¢ se tiene ad — bc = —bc < 0, por
ende el equilibrio seré punto silla. De esta manera consideramos las desigualdades

de los 3 casos como estrictas.

Si x < x1, entonces g1(x) < g1(x1) = y1, ya que gy es creciente en [aq, Z]. Ademds,

como g también es creciente en [ay, 7], se obtiene

92(91(x)) < g2(y1) = 1.

En consecuencia,
P(z) = g2(g1(2)) —2 <11 — 7.
Como ademés = < x4, se concluye que P(z) < 0 para todo x < .

Por otra parte, como (1, y;) es un equilibrio interior, se tiene P(x1) = 0. Ademas,

la condicién de transversalidad (6.6) implica que
g1 (x1)gh(yr) — 1 #0,

y por (6.7),
P'(x1) #0.

Por lo tanto, dado que P(z) < 0 para z < x; y P(z1) = 0, necesariamente se
tiene P’(z1) > 0. Asi, se obtiene ad — bc > 0 y la estabilidad de (xy,y;) depende
del signo de a + d. Como todas las configuraciones posibles muestran que r; < &
y 41 < 9, por lo cual gj(z1) >0y g5(y1) > 0y se cumple a +d > 0. Por lo tanto,

(x1,%1) es un nodo repulsor.

Notemos que P(z) es composicién de funciones derivables y, por ende, es continua.
De esta forma, se tiene P'(x1) > 0y P’(x2) # 0 por transversalidad, asi concluimos
que P'(z3) < 0, lo que implica ad — be < 0, concluyendo que (x2,2) es un punto

silla.

» Caso n = 4: Supongamos que existen cuatro equilibrios interiores E; = (z;,v;),
1 =1,2,3,4. Para la interseccién de curvas estrictamente céncavas, la tinica con-

figuracion posible es
T < To < T3 < Ty, Y1 < Ya < Y3z < Yo,

y ademas se cumple

T < T <3, Y1 <Y <ys.
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La estabilidad se estudia nuevamente a partir del signo de P’(z). Como en el caso
n = 2, se tiene que P(x) < 0 para x < z1, lo que implica P'(x;) > 0. Dado que
todas las intersecciones son transversales y que P’ es continuo, el signo de P’(x)

debe alternar entre intersecciones consecutivas. En consecuencia,

Pl(l‘l) > 0, P,(I2> < 0, P,((L’3> > 0, P,(l’4) < 0.

De la identidad ad — bc = be P'(x;) y del hecho de que bc > 0, se concluye que Es
y E, son puntos silla. Por otra parte, las desigualdades 1 < 2 y y; < ¢ implican
que gj(z1) > 0y gh(y1) > 0, por lo que a +d > 0 en Fy, y asi E; es un nodo
repulsor. Andlogamente, como x3 > &y y3 > ¢, se tiene ¢j(x3) < 0y g5(y3) <0,

de donde a + d < 0, y por tanto F3 es localmente asintéticamente estable.

]

Este resultado se puede ampliar a la estabilidad en todo el primer cuadrante, no solo
a una vecindad de cada equilibrio. De manera que obtenemos la dinamica completa del

sistema, para cada valor genérico de n.

6.3. Comportamiento global de las soluciones

En esta seccién determinaremos que el primer cuadrante se divide en regiones inva-
riantes correspondientes a las cuentas de atraccién de los equilibrios estables.
Dado que el sistema (6.1) satisface

0X
a—l(x,y) = —zc1¢p1(r) <0 para x>0,
)

0X
a—;(% y) = —ycada(y) <0 paray >0,

se sigue que es un sistema competitivo en Ri. Por lo tanto, recordamos algunos resul-

tados clasicos para sistemas competitivos planares vistos en el capitulo 3.

En primer lugar, el sistema es mondtono con respecto al orden parcial <y en el

primer cuadrante, es decir, si

(#1(0), 91(0)) <k (2(0),42(0)),

entonces

(x1(t),y1(t)) <k (z2(t),y2(t)) para todot >0,
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donde (z;(t), y;(t)) son soluciones de (6.1).

Ademas, al tratarse de un sistema competitivo planar, no existen orbitas periédicas
positivas. En consecuencia, por el teorema de Poincaré—Bendixson, el conjunto w-limite

de cualquier trayectoria estd formado por equilibrios y posibles érbitas que los conectan.

Dado un punto (z*,y*) € Ri, el primer cuadrante puede dividirse en cuatro regiones,

en sentido antihorario, definidas por

Qi (z"y") ={(z,y) 1z > 2", y >y},
Qa(z",y") ={(z,y) 1z < 2", y > y'}, (6.8)
Qs(z",y") ={(z,y) rx < 2", y <y},
Qu(z"y") ={(z,y) x> 2", y <y}

En particular, si E' = (2*, y*) es un equilibrio, entonces Q2(E) v Q4(E) son positiva-
mente invariantes, es decir, si ((0),y(0)) <x E, entonces (x(t),y(t)) <x E para todo
t>0.

Finalmente, recordamos que la variedad estable de un punto silla interior no puede
contener dos puntos estrictamente ordenados con respecto a <k (desigualdades estric-
tas).

Teorema 6.3.1. Si el sistema (6.1) no posee equilibrios interiores, entonces las varie-
dades estables globales W*(ay,0) y W*(0,az) dividen R en tres regiones positivamente
invariantes Ry, Ry, R, correspondientes a las cuencas de atraccion de (0,0), (K1,0) y

(0, K3), respectivamente.
Ademas, las fronteras de estas regiones estan dadas por
" Ry ={y=0,0<2<a;}U{z=0,0<y<a}UW?3(a,0)UWs0,as),
u 8R1 = {y = O, K1 S CE} U WS<CL1,O),

u 8R2 = {.T = O,Kg S y} U WS(O,CLQ).
Demostracion. Dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la va-
riedad estable de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a <k,

se sigue que dicha variedad puede escribirse como el grafico de una funcién creciente y

debe estar contenida en ()1 U Q3 del punto silla correspondiente.
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Consideremos la variedad estable W#(ay,0). Supongamos que ésta posee un extremo
en un punto (z(0),y(0)) € int(R2). Como el sistema no posee equilibrios interiores,
(2(0),y(0)) no es un estado estacionario. Ademds, dado que el campo vectorial es de
clase O, el sistema genera un flujo local invertible. En particular, la érbita que contiene
a (2(0),y(0)) puede prolongarse puede prolongarse para t < 0, es decir, W*(ay, 0) puede
extenderse mas alla de (2(0),y(0)). Esto contradice que (x(0),y(0)) sea un extremo de
W#(aq1,0). Por lo tanto, W*(as,0) no posee extremos en int(R?%) y, en consecuencia, es

no acotada en Ri.

En consecuencia, W#(ay,0) separa Ri en dos regiones positivamente invariantes A
y Ay, con Ey, (0,as) y (0, K3) contenidos en Ay, y (K7,0) contenido en As.

De manera andloga, la variedad estable W*(0, ay) es no acotada y separa Ri en dos
regiones positivamente invariantes By y Bs, con (0, Ky) € By y FEy, (a1,0) y (K4,0)

contenidos en Bs.

Finalmente, el conjunto A; N By es positivamente invariante y contiene un tnico
estado estacionario estable, el origen Ej. Por el teorema de Poincaré-Bendixson, los
conjuntos By, Ay N By y Ay corresponden a las cuencas de atraccién de (0, Ks), Ey y

(K1,0), respectivamente. Denotando estas regiones por Ry, Ry y Ry, se obtiene
Ry = By, Ry = A1 N By, Ry = A,.
m

Teorema 6.3.2. Suponga que el sistema (6.1) posee dos equilibrios interiores E; =

(xi,y:), i = 1,2, tales que x1 < x9 y y1 < yo. Entonces los conjuntos
Ws(al, 0) U {El} U WS(EQ) Yy WS(O, CLQ)

dividen R3. en tres regiones positivamente invariantes Ry, Ry, Re, correspondientes a las

cuencas de atraccion de (0,0), (K1,0) y (0, K3), respectivamente.

Ademds, las fronteras de estas regiones estan dadas por

C ORy = [y =000 < a}Ulr =00y < a) UW(ay,0) UV (0,05) U B},
u aRl - {y - 07 x Z Kl} U Ws(abo) U {El} U WS(EQ)f

u 8R2 = {.I‘ = O, Y > KQ} U WS(O,CLQ) U {El} U WS(EQ)
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Demostracion. Segin el Teorema 6.2.1, E; es un repulsor y FE, es un punto silla.
Ademas, dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la variedad
estable de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a <y, se
sigue que W?*(FE5) puede escribirse como el grafico de una funcién creciente contenida
en Q1(Fs) UQ3(Ey). En particular, W*(E;) es no acotada en @1 (FE2), ya que no existe

ningun estado estacionario en el interior de dicha region.

Por otra parte, como E; es un repulsor, la variedad W?*(E3) no puede estar contenida
en Q2(E;) U Q4(EY), por lo que necesariamente posee un extremo en Fj. De manera
analoga, las variedades estables W#(ay,0) y W#(0, az) pueden escribirse como gréficos
de funciones crecientes contenidas en @Q1(ay,0) U Q3(a1,0) v Q1(0,a2) U Q3(0,as), res-
pectivamente. Ademds, ninguna de ellas puede estar contenida en Qy(E7) U Q4(FE1),
debido a la invariancia positiva de estas regiones. En consecuencia, ambas variedades

también poseen un extremo en Fj.

Por lo tanto, los conjuntos
Ws(al, O) U {El} U WS<E2) y WS(O, CLQ)

separan Ri en tres regiones positivamente invariantes R;, i = 0, 1,2, con (0,0) € Ry,
(K1,0) € Ry y (0,K3) € Ry. Ademads, la descripcion de las fronteras de estas regio-
nes se obtiene directamente de la disposicién geométrica de las variedades invariantes

anteriores.

Finalmente, por el teorema de Poincaré-Bendixson, los conjuntos Ry, Ry y Ry co-

rresponden a las cuencas de atraccion de (0,0), (K7,0) y (0, Ks3), respectivamente. [

Teorema 6.3.3. Suponga que el sistema (6.1) posee cuatro equilibrios interiores E; =

(xi,9:), 1 <i <4, tales que
T < T2 < T3 < Ty, Y1 < Ya <Yz < Y2
Entonces los conjuntos
W (a1,0) U{E } UW?(E,) Y We(0,a2) U{E } UW?(Ey)

dividen Ri en cuatro regiones positivamente invariantes Ry, Ry, Ro, R3, correspondien-

tes a las cuencas de atraccion de (0,0), (K1,0), (0, Ky) y Es, respectivamente.

Ademds, las fronteras de estas regiones estan dadas por
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ORy={y=0,0<2<a;}U{r=0,0<y <a}UW?*(a;,0)UW?*(0,ay) U{E\},

ORy ={y =0,z > K1} UW?*(a1,0) U{E} UW?*(E}),

8R2 = {.T = O, Yy Z KQ} U WS(O,CLQ) U {El} U WS(EQ),

OR3 = {E1} UW?(Ey) UW?(E)y).

Demostracion. Segun el Teorema 6.2.1, E; es un repulsor, Fs y F4 son puntos silla, y

E5 es localmente asintéticamente estable.

Ademas, dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la variedad
estable de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a <y, se
sigue que las variedades estables W*(FEy) v W*(E,) pueden escribirse como gréficos de

funciones crecientes contenidas en Q1 (F2)UQ3(Es) y Q1(E,)UQ3(Ey), respectivamente.

Como FEs, E3 € Q2(Fy), por la ubicacion de los equilibrios dada en el Teorema 6.2.1,
no existe ningin estado estacionario en el interior de Q1 (E,). En consecuencia, W*(Ej)
es no acotada en dicha regién. Ademés, como F; es un repulsor, W*(E},) no puede estar

contenida en Q4(E}), por lo que necesariamente posee un extremo en Fj.

De manera anéloga, dado que E3 € Q4(F>), no existen estados estacionarios en el
interior de Q1 (E2), y por tanto W*(E>) es no acotada en dicha regién. Ademés, W?*(Es)
no puede estar contenida en QQ2(E7) ni intersectar a W*(E,), por lo que también posee

un extremo en Fj.

Por otro lado, las variedades estables W*(ay,0) y W#(0,as) pueden escribirse como
graficos de funciones crecientes contenidas en Q1 (ay, 0)UQ3(a1,0) y Q1(0, az)UQs3(0, as),
respectivamente. Ademads, ninguna de ellas puede estar contenida en Q2(E1) U Q4(E1),
debido a la invariancia positiva de estas regiones. En consecuencia, ambas variedades

también poseen un extremo en F.

Por lo tanto, los conjuntos
Ws(al, 0) U {El} U WS(E4) y WS(O, CLQ) U {El} U WS(EQ)

separan R? en cuatro regiones positivamente invariantes R;, i = 0,1,2,3, con (0,0) €
Ry, (K1,0) € Ry, (0,K3) € Ry y E3 € R3. Ademés, la descripcion de las fronteras de
estas regiones se obtiene directamente de la disposiciéon geométrica de las variedades

invariantes anteriores.
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Finalmente, por el teorema de Poincaré-Bendixson, los conjuntos Ry, Ri, Ry y R3
corresponden a las cuencas de atraccién de (0,0), (K5,0), (0, K3) y E3, respectivamente.
]

Hasta este punto podemos observar que la dindmica obtenida es cualitativamente la

misma que los modelos (4.1) y (5.2) en los casos genéricos.

6.4. Analisis de bifurcaciones

En esta seccion se estudian las bifurcaciones que pueden ocurrir en el sistema (6.1)
bajo la hipodtesis de que las nulclinas interiores son estrictamente céncavas. Dados los
casos genéricos estudiados, deducimos que ocurren bifurcaciones Fold pues geométrica-
mente la nulclinas tienen distintas cantidades de intersecciones. En particular, el sistema
puede pasar de presentar cuatro equilibrios interiores a dos, y finalmente a ninguno. Por
tanto ahora vemos como la capacidad de carga, el umbral de efecto Allee y la intensidad

de competencia influyen en estos cambios.

Teorema 6.4.1 (Bifurcacién Fold). Considérese el modelo general de competencia con
efecto Allee (6.1), donde p = (a1, as, Ky, Ko, ¢1,¢2) es el vector de pardametros. Supon-
gamos que g1 Yy ga, definidas en (6.3), (6.4), son funciones C? en Ri y estrictamente
concavas, es decir,

8291 . 3292 )

Sean p* y (z*,y*) € R2 tales que y* = g1 (x*; %) y
Gy p) -2t =0,  ghyip)gatpt) =1
Supongase ademds que se cumplen las siguientes condiciones:
(No-degeneracion)

(gi’(fc; 1) + (g1(z; 0)? g5 (y; u)) # 0. (6.9)

(@,y,0)=(x*,y*,pu*)

(Transversalidad respecto de un pardmetro)

%(Al(ﬁm)

Bajo estas hipdtesis, el sistema (6.1) presenta una bifurcacion Fold gemérica en

(@, y", ).

£ 0. (6.10)

() =(z*,p*)
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Demostracion. Sea (z*,y*) y u*, de modo que
Gy pw) —at =0, Yy =g(z"u)

De la condicién de transversalidad (6.6), deducimos que la tangencia entre las nulclinas

en (z*,y*) se escribe como
go(y"s 1) gi (2 p7) = 1.
En el Teorema 6.2.1 vimos que estas igualdades implican

Xy 1*)=(0,0) vy det DX(x*,y*;p") =0,

es decir, (2*,y*) es un equilibrio de (6.1) para p = p* y el Jacobiano DX (z*, y*; u*)

posee un valor propio igual a 0.

Para aplicar el Teorema 2.2.1 (Teorema de bifurcacién Fold genérica en sistema planar),

consideramos la ecuacion escalar

P(x; ) = galg1 (5 pu); 1) —

de manera que los equilibrios interiores corresponden a las raices de P(-; u). En parti-

cular,
P(z*;p*) = 0.
Ademas,
0P , ,
B (1) = (g1 (@ ) ) gy (25 1) = 1,
y, por la condicién de tangencia,
OP
— (% p*) = 0.
o (LK)

Célculo de la condicién de no-degeneracion. La condicion de no-degeneracion

para una bifurcacién de tipo Fold se expresa, en esta formulacién escalar, como

g2 &) # 0.

Derivando nuevamente (con p fijo) se obtiene

27];(%;#) = %(gé(gl(x;u);u) gi(wsp)).

Usando regla de la cadena,
9*P " / 2 / "
a5z (@ 1) = 93 (g1 (w; p); 1) (g1 (3 1))” + gh(gr (s p); 1) g (3 ).
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Evaluando en (z*, 1*) y usando y* = gy (z*; u*) se obtiene
aQP *, % * * * %) 2 * * * *
a2 @) = g2 ) (r (2% 7)) + ga (s ) 91 (27 427).

Finalmente, como ¢4 (y*; u*) gy (z*; u*) = 1, se tiene g5(y*; u*) y, por tanto,

_ 1
FACKHTS)

aQP** 1 eoEL % Plos,  w\\S mow. x
W(l’ ') = W(Ql<x Sut) + (91(55 P )) 92 (Y"1 ))
En particular, como g (x*; u*) # 0, la condicién %(ﬁ; 1) # 0 es equivalente a

* * * * 3 * *
9 (@5 1) + (g (2% 17))” g5 ("5 1) # 0,
por hipodtesis.
Condicion de transversalidad respecto del parametro a.

Remarcamos que segtn (6.3) y (6.4), g1 y g2 vienen dadas por

r1(2) A (25 a1) ra(y)Aa(y; az)
agi(z) ca(y)

En la formulacién escalar del Teorema 2.2.1, la condicién de transversalidad respecto

91($§a1) = 92(3/; @2) =

del parametro consiste en
O () # 0
—(x™; )
au Y /"l’
Como la variable z no depende del parametro a;, se tiene
oP 0
a—al(%u) = 8—6“(92(91(33#)))-
Aplicando la regla de la cadena y observando que g, no depende de a;, se obtiene
oP . . ) 891 .
a—al(%ﬂ) = 92(91(1’, a1)) 8_al<m’/“b)‘
Ademas, por la definicién de g1,
g Fi(z) 04
() = ——(1a1).
day c161(z) Oay

Como k1, ¢1 no dependen del pardmetro a; (véase la Observacion 6.0.1), evaluando en

(x*, 1*) (con y* = g1 (x*; u*)), la condicién de transversalidad queda caracterizada por

opP A Kl(x*)% *, %
8a1<x e ) _g2<y ) ¢1<LL’*> aal (%’ aal) 7&07

notemos que g5(y*) # 0 pues g5(y*; u*) gy (z*; u*) = 1, ademés por las condiciones (A.2),
(B.1) k1(z*) # 0, ¢1(z*) # 0. De manera que podemos concluir que la condicién de

transversalidad se reduce a 94
1
s * * O‘
aal ( ,CL1> 7é
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Observacion 6.4.1. Para estudiar el diagrama de bifurcacion en el plano (ai,as), la

condicion relevante es que
Viarae) P(2%5 07, a3) # (0,0),

lo cual se garantiza con que al menos una de las derivadas parciales sea no nula. El
Teorema 6.4.1 establece la condicion de transversalidad respecto de ay; andlogamente

se puede tener la condicion respecto a as,

% (Ag(y; u)) # 0.

(y,)=(y*,1*)

que cumpliria el mismo rol.

Observacion 6.4.2 (Exclusién de otras bifurcaciones locales). El Jacobiano del siste-
ma (6.1) evaluado en un equilibrio interior posee siempre valores propios reales, lo que
excluye la ocurrencia de bifurcaciones de tipo Hopf. Esto es consistente con las propie-
dades de los sistemas competitivos y con el hecho de que, como se establecio previamente
en el analisis de la dindmica global, el sistema no puede poseer orbitas periodicas en
]Ri. En consecuencia, el sistema tampoco puede experimentar bifurcaciones —locales o

globales— asociadas a la aparicion de orbitas periodicas.

Ademds, los equilibrios interiores estdan dados por las intersecciones de las nulclinas
no triviales C, Cy, y dichas intersecciones son aisladas y solo pueden ocurrir mediante
tangencias de orden finito. Por otra parte, las ramas de equilibrios interiores no intersec-
tan a las ramas de equilibrios en la frontera para valores positivos de los pardmetros, de
modo que las bifurcaciones entre equilibrios interiores implican necesariamente creacion

o destruccion de equilibrios, descartando la ocurrencia de bifurcaciones transcriticas.

El Teorema 6.4.1 implica que, al variar parametros asociados al efecto Allee, los
equilibrios interiores pueden crearse o desaparecer mediante bifurcaciones de tipo Fold
genéricas. Ademads, la Proposicion 6.2.1 establece que el sistema puede poseer a lo mas

cuatro equilibrios interiores.

Fijamos los parametros K7, K, ¢, ¢ en valores tales que, al variar (aq, as), el sistema
pueda presentar los tres casos posibles correspondientes a 0, 2 y 4 equilibrios interiores.

De esta manera, consideramos
* * * *
N:(alva%Kla 2701762) EP)
y describimos cualitativamente el diagrama de bifurcacién en el plano (aq, as).
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Definicién 6.4.1. Sea o € P. Definimos el conjunto de equilibrios hiperbolicos inte-

riores del sistema (6.1) por
N(u) = {(z,y) € R - X(,y; 1) = (0,0), det DX (x,y; 1) # 0} .

Considerando N (1), definimos los siguientes conjuntos:

Ur = {(a1,a2) € R : #N () = 0}, (6.11)
Ui = {(al,ag) € Ri_ : #N(,u) = 2} , (612)
Urir = {(a1,a2) € RE : #N (p) =4} . (6.13)

donde #N (1) denota el niimero de equilibrios interiores del sistema.

Denotamos por SN; la familia de puntos (a;,as) asociada a la transicién 2 < 0,
y por SNy la familia asociada a la transicion 4 <+ 2. La dindmica asociada a cada
una de estas regiones se muestra en la Figura 6.4, la cual contiene ademas un bosquejo
cualitativo del diagrama de bifurcacién correspondiente al sistema (6.1) en una regién

abierta del primer cuadrante del plano (aq, as).

A continuacion, mencionamos algunas caracteristicas de los conjuntos SN; y SNy,

en pos de mostrar que el bosquejo de la Figura 6.4 es coherente.

Un equilibrio interior (z*,y*) del sistema (6.1) satisface
P(ZL'*, a17a2) = 07

mientras que una tangencia entre C; y Cs se caracteriza por la condicién

oP,

—(x";a1,a9) =0,

e (z%; a1, a2)
donde P viene dada en (6.5). Sea (af, a) un valor de parametros tal que (z*, y*) satisface
ambas condiciones. Bajo las hipétesis del Teorema 6.4.1,

Vianan Pl 1.05) = (Gt ) i) ) # (0.0).

Por lo tanto, el Teorema de la Funcién Implicita aplicado a
P(z*;a1,a2) =0

en torno al punto (aj, aj) garantiza que el conjunto de pardmetros para los cuales ocurre
una tangencia define localmente una curva C! en el plano (a;,as). Asf los conjuntos

SNy y SNy corresponden a curvas continuas en el plano (aj, as).
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"1,
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! < )- <4
0 a1 K, x

Figura 6.4: El panel superior derecho presenta un bosquejo del diagrama de bifurca-
cién cualitativo del sistema (6.1) en una regién abierta del primer cuadrante del plano
(a1, az). Los paneles Uy, Ury y Urpr son bosquejos de retratos de fase correspondientes
a cada zona en el diagrama de bifurcacion, las curvas azules en el interior del primer

cuadrante simbolizan las variedades estables de los equilibrios silla.

Notar que la curva Fold es localmente C!' dnicamente bajo las hipétesis de no-
degeneracion del Teorema 6.4.1. En puntos Fold degenerados, correspondientes a bi-
furcaciones cuspide, como el punto CUSP de la Figura 6.4, dicha diferenciabilidad

puede perderse.
Observacion 6.4.3. Para la representacion cualitativa del diagrama de bifurcacion en
el plano (ay,as) asumimos ademds las siguientes condiciones adicionales.

Primero, suponemos que

<0 =1, 2. 6.14
a@i ’ ! ’ ( )
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Esta hipotesis es natural desde el punto de vista ecologico, ya que el parametro a; re-
presenta el umbral de Allee de la especie i. Por lo tanto, un valor mayor de a; implica
que la poblacion requiere una densidad minima mds alta para crecer positivamente. En
consecuencia, para una densidad fija x, la tasa de crecimiento per capita disminuye al

aumentar a;.

Finalmente, suponemos que

DAY
Gai N

0, i=1,2,

es decir, el pardmetro a; no modifica la curvatura de A;. Bajo esta hipdtesis, la condicion
P"(z*) = 0 no depende de (ay,az), por lo que los posibles puntos donde puede ocurrir
una bifurcacion ciuspide permanecen fijos al variar los parametros. En consecuencia, el

diagrama de bifurcacion presenta a lo mds un punto cuspide.

Si p € U y se varfan los pardmetros (aq,as) de modo que ahora p € Uy, entonces
existe un valor critico uj en la frontera entre ambas regiones tal que las nulclinas C y

Cy presentan una tangencia en un punto (z*,y*) y es el unico equilibrio del sistema.

Geométricamente, esta tangencia ocurre sobre la rama creciente de g;, es decir, x* <
x, por lo que
Lok, Pia. R
g1(@";p7) > g1 (25 p7) = 0.

Ademas, la concavidad estricta de g1 y go implica

<0,

(gi’(:r; 1) + (g (5 1)) g5 (y5 u))

(z,y,1)=(x*y*,1])

y, en consecuencia, se satisface la condiciéon de no degeneracion (6.9). Por el Teore-

ma 6.4.1, dicha tangencia corresponde a una bifurcacién Fold genérica.

Por consiguiente, la curva SN; estd compuesta tinicamente por bifurcaciones Fold
genéricas, en las cuales se crean o destruyen exactamente dos equilibrios interiores.
No puede existir una transiciéon directa entre 0 y 4 equilibrios interiores. Por lo tanto,
Ur v Uprr son regiones disjuntas y todo camino continuo entre ellas debe atravesar

necesariamente Ujy, lo cual es coherente con la Figura 6.4.
Por otro lado, la forma de las curvas se debe a que hemos asumido que

0A;(x; a;)

, =1,2 1
aai <07 t ) (6 5)
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entonces 0,,9;(z;a;) < 0. A lo largo de una curva Fold, la pendiente en el plano
(a1, as) queda determinada implicitamente por

dCLQ . 8a1P
da1 N 8a2P’

donde el signo de 0,, P es opuesto con el de g5(g1(x; aq); az), mientras que 9,,P < 0.

En la curva SNy, la tangencia ocurre sobre ramas crecientes de las nulclinas, por lo que

das

72 < 0, por lo que se obtiene cualitativamente
1

g5(g1(x;a1);a2) > 0y, en consecuencia,
una curva decreciente en el plano (ay, az). En cambio, sobre SNy, la tangencia involucra

ramas con derivadas de signo opuesto, lo que conduce a g5(gi(x;a1);a2) < 0y, por

day
dai

disjuntos, entonces debe existir un punto que separa SN;; en 2 ramas crecientes, a las

tanto, > 0. Dado que las ramas SN; y SN;; no se intersectan, ya que Uy y Uy son
cuales llamamos SNy;, y SN, que corresponden a bifurcaciones Fold genéricas que

intersectan en un punto cuspide.

Por tdltimo podemos comparar el bosquejo del diagrama de bifurcacién del modelo
general con los diagramas de bifurcaciéon obtenidos numéricamente para los sistemas
(4.1) y (5.2). En la Figura 6.5 se pueden observar 3 regiones en el diagrama de bi-
furcacion, las de subindice I corresponden a cuando cada sistema no tiene equilibrios
interiores, con I si hay 2 equilbrios interiores y con 11 cuando existen 4 equilibrios
interiores. Notamos que ademads nuestro bosquejo se alinea con la forma que tienen las
curvas correspondientes a las bifurcaciones Fold dado que se tiene una curva decrecien-
te y 2 ramas crecientes que intersectan en un punto correspondiente a una bifurcacién
cispide. De esta manera vemos que las condiciones (A.1)-(A.3), (B.1)-(B.3) y (C.1)-
(C.3) son suficientes para obtener todas las dindmica posibles de estos sistemas en los
casos genéricos. Sin embargo, para obtener la configuracién de las curvas obtenidas en
nuestro bosquejo, es necesario considerar ademas las condiciones mencionadas en la

observacion 6.4.3.
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Figura 6.5: Cada columna presenta el diagrama de bifurcacion correspondiente en la
primera fila y, en las filas siguientes, los retratos de fase asociados a cada region. La
primera columna corresponde al sistema general (6.1), la segunda al sistema (5.2) y la

tercera al sistema (4.1).
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6.5. Caso sin concavidad

En esta seccién se estudia el sistema (6.1) manteniendo las hipdtesis (A.1)—(A.3),
(B.1)-(B.3) y (C.1)~(C.3), asi como la regularidad C? de las funciones involucradas.
Sin embargo, a diferencia de las secciones anteriores, no se asume concavidad estricta
de las nulclinas C; y Cy. Més precisamente, permitimos que g{ y g5 puedan cambiar de

signo.

Si bien esta situacion es menos frecuente en aplicaciones bioldgicas habituales, su
analisis permite ampliar el alcance de los resultados obtenidos previamente y compren-

der qué propiedades dindmicas se mantienen bajo hipdtesis geométricas mas generales.

En particular, se obtienen resultados sobre la estabilidad local de los equilibrios inte-
riores suponiendo que existe un nimero finito n de ellos, sin asumir una forma especifica
para las nulclinas. El siguiente lema sera ttil para caracterizar la estabilidad de cada

equilibrio en los teoremas siguientes.

Proposicién 6.5.1. Sean E; = (z;,y;), 1 = 1,...,n, los equilibrios interiores del siste-

ma (6.1), ordenados de modo que
T < Ty < -+ < Ty,

y supongase que cada uno de ellos corresponde a una interseccion transversal de las

nulclinas, es decir, que satisface la condicion (6.6). Entonces se cumple lo siguiente:

= [ es un nodo repulsor.
= Si 1 es par, entonces E; es un punto silla.

= St es impar, entonces E; es un nodo repulsor o localmente asintoticamente es-

table.

Demostracion. Sea F; = (z;,y;) un equilibrio interior del sistema (6.1). Notamos de
la demostracion del Teorema 6.2.1, que los valores propios vienen determinados por el
signo de las primeras derivadas de g; y ¢g» v por ende no dependen de la concavidad de

estas mismas. Luego los equilibrios F; seguiran teniendo valores propios reales.

Como g1 ¥ g2 son de clase C?, y por las hipétesis (A.1) y (C.1) se tiene
gi(ar) = g1(K1) =0, g2(az) = g2(K2) =0,
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mientras que por (A.2), (B.1) y (C.2),
gi1(z) >0 parazx € (a1, K7), g2(y) >0 paray € (ag, K3).

Por lo tanto, existe al menos un punto critico interior para cada funcion, es decir, existen

z; € (a1, K1) y §; € (ag, K>) tales que

Consideremos ahora el primer equilibrio interior E; = (x1,¥;), ordenado segun la
coordenada x. Como C y C5 son graficas continuas de funciones en el primer cua-
drante, sus intersecciones pueden ordenarse segun la coordenada z. Ademas, una rama
decreciente de cualquiera de las nulclinas sélo puede aparecer después de atravesar un
punto critico interior. Por lo tanto, si la primera interseccién interior Ey = (z1,y1)
ocurriera sobre una rama decreciente de alguna de las curvas, existiria previamente una
rama creciente de dicha nulclina que intersectaria antes a la otra curva, contradiciendo

la definicién de E;. En consecuencia,
gi(z1) >0, gy(m) > 0.

Si z < xq, entonces g1 () < g1(x1) = y1 vy, por consiguiente, ¢g2(g1(x)) < g2(y1) = 1,
lo que implica

P(z) = g2(91(x)) — 2 < 0.
De aqui se sigue que P'(z1) > 0, y por tanto
sgn(ad — be) = sgn(P'(x1)) > 0.
Ademds, dado que gj(z1) > 0y g4(y1) > 0, se obtiene a + d > 0, concluyendo que E;

es un nodo repulsor pues los valores propios son reales.

La Figura 6.6 ilustra esquemédticamente el comportamiento de la funcién P(x) y la

alternancia en la estabilidad de los equilibrios interiores.

Por continuidad de la funcién P, el signo de P’(x) debe alternar entre intersecciones
consecutivas. En consecuencia, para cada i par se cumple P'(z;) < 0, lo que implica

ad — bc < 0, y por tanto F; es un punto silla.

Finalmente, para cada ¢ impar se tiene P'(x;) > 0, de modo que ad — bc > 0. En
este caso, el equilibrio F; es un nodo repulsor si @ +d > 0 o un nodo localmente

asintoticamente estable si a + d < 0, lo que completa la demostracién. [
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Equilibrios repulsores (@)
Equilibrios silla A
|

Equilibrios estables o repulsores

P(x)

Figura 6.6: Ilustracién esquemética del comportamiento de la funcién P(z) y la alter-

nancia en la estabilidad de los equilibrios interiores.

La Proposicion 6.5.1 permite observar que, en los casos en que existen 0 o 2 equilibrios
interiores, la estructura dinamica del sistema coincide con la obtenida bajo la hipdtesis

de concavidad. Como consecuencia, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 6.5.1. En el sistema (6.1) se cumple lo siguiente:

(i) Si no existen equilibrios interiores, el comportamiento global de las soluciones

coincide con el descrito en el Teorema 6.5.1.

(ii) Si existen exactamente dos equilibrios interiores, el comportamiento global de las

soluciones coincide con el descrito en el Teorema 6.3.2.

Demostracion. El item (i) se obtiene aplicando la misma demostracién del Teore-
ma 6.3.1, la cual no utiliza la concavidad de las nulclinas. Para el item (ii), si existen
dos equilibrios interiores F; y FEs con xy < x9, entonces por la Proposicién 6.5.1 se
tiene que E; es un repulsor y E5 es un punto silla. La demostracién del Teorema 6.3.2
depende tinicamente de esta clasificacion y de la competitividad del sistema, por lo que

sigue siendo valida aun sin asumir concavidad. O

La Proposicion 6.5.1 permite determinar parcialmente la estabilidad de los equilibrios
interiores a partir del orden de las intersecciones entre las nulclinas. Mas precisamente,
si ademads se conoce el signo de ¢} y g5 en cada equilibrio, es posible distinguir entre

nodos repulsores y nodos localmente asintéticamente estables.

Gracias a ello, es posible extender el analisis al caso n > 2 sin asumir concavidad
estricta de C; y 5. Para ello, imponemos una hipétesis geométrica mas débil basada

en el nimero de puntos criticos de las funciones g; y go. En particular, asumimos que la
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nulclina €} tiene un dnico punto & € [ay, K] tal que g; (&) = 0, mientras que la nulclina
C5 puede tener N puntos criticos. Ademas, restringimos la atencién a los casos en que

dichos puntos criticos corresponden a méaximos o minimos locales de gs.

Teorema 6.5.1. Supdngase que el sistema (6.1) posee n equilibrios interiores E; =
(i, y:) y que la nulclina Cy tiene un inico punto & € [a1, K;] tal que ¢g}(&) = 0. Sea n_

el nimero de equilibrios interiores con x; € (ay,z]. Entonces se cumple lo siguiente:

= Sin_ es par, entonces:

e cristen “= equilibrios repulsores y “= puntos silla en (a1, T;
2 q p Y 2 p 1, 4],

e cxisten “5— equilibrios localmente asintdticamente estables y "= puntos
silla en (z, K7).
= Sin_ es impar, entonces:
: 41 R 1 . .
e existen = 2+ equilibrios repulsores y “=— puntos silla en (a,z];
, o1 _— o n_ 41
e cxisten “—5— equilibrios localmente asintoticamente estables y “— L pun-

tos silla en (z, Ky).
Ademds, se cumple que:

o 2 < Tig1 Y Y < Yipr 820, Yi)s (Tig1, Yir1) € (a1, 25
2 < Ty Y Yir1 < Yi S1(T0, ¥i)s (Tigr, Yir) € (2, K7).

En particular, los equilibrios con indice impar corresponden a nodos repulsores en
(a1, 2] y a nodos localmente asintéticamente estables en (&, K1), mientras que los equi-

librios con indice par son siempre puntos silla.

Demostracion. Por hipétesis, ¢1(x) > 0 para todo z < Z y ¢7(Z) = 0. En consecuencia,
todo equilibrio (x;,y;) con z; < & satisface gj(z;) > 0. Aplicando la Proposicién 6.5.1,
se deduce que dichos equilibrios alternan su estabilidad: los equilibrios con indice impar
son repulsores y los de indice par son puntos silla. Si existe un equilibrio con z; = Z,

entonces ¢;(z) = 0 implica P'(z) < 0, por lo que dicho equilibrio es un punto silla.

De este modo, si el nimero de equilibrios en (ay, Z] es n_, se obtiene directamente la

clasificaciéon indicada en los dos primeros items del enunciado, segin la paridad de n_.
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Por otro lado, para x > & se tiene g;(z) < 0, de modo que los equilibrios en (&, K;)
solo pueden ser puntos silla o localmente asintoticamente estables. Nuevamente por la
Proposicién 6.5.1, la estabilidad alterna con el indice, lo que permite concluir el conteo
indicado en el enunciado. Finalmente, las relaciones de orden entre las coordenadas z;

y y; se deducen de la monotonia de ¢g; a cada lado de . O

La Figura 6.7 ilustra esquematicamente la distribucién de los equilibrios interiores
descrita en el Teorema 6.5.1 en el caso en que n_ es par. En la regién (ay,z|, don-
de ¢i(x) > 0, los equilibrios alternan entre nodos repulsores y puntos silla. Por otra
parte, en (Z, K1), donde ¢{(x) < 0, los equilibrios alternan entre puntos silla y nodos

localmente asintdticamente estables.

K

Gy

a1 T K

- e’ —

— —

n_ e .

— equilibrios -, = N eqyilibrios

2 silla 2 silla A
n—  equilibrios —n_ ilibri

"9 repulsores o BT equibrios @

2 estables
Figura 6.7: Distribucién y estabilidad de los equilibrios interiores en el caso n_ par. La

recta x = 21 separa las regiones donde g} (z) > 0y g;(z) < 0.

Corolario 6.5.2. Si
Z.jnéXN{gz(@i)} <,

Ly
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entonces el sistema (6.1) no posee equilibrios interiores localmente asintdticamente es-

tables y los equilibrios E; = (x;,y;) satisfacen

T1 < Ty < o0 < Ty, Y1 < Yo < - < Yp.

Demostracion. La condicién max;—y _ n{g2(9:)} < & implica que toda interseccién entre
las nulclinas ocurre con z; € (ay,]. Por el Teorema 6.5.1 se tiene entonces n = n_,
de modo que todos los equilibrios interiores son repulsores o puntos silla, y no existen

equilibrios localmente asintoticamente estables.

Ademas, dado que ¢j(x) > 0 en (ay,2), la funcién g; es estrictamente creciente en
dicho intervalo, lo que implica que las intersecciones satisfacen z; < 2o < --- < z, y

Y < Yo < -0 < Yy O

El siguiente resultado completa los casos posibles cuando las curvas C; y Cs poseen,
respectivamente, N; y Ny puntos en los cuales se anulan las derivadas g; y g5, con
Ny, N, > 1. Esto contrasta con el Teorema 6.5.1, donde se supone que C; posee un

tnico punto z tal que ¢g(z) = 0, es decir, N; = 1.
Teorema 6.5.2. Sean
T <Tp<- - <ITn, Y G1<Pop<-<Yn,

los puntos criticos de g1 y go, respectivamente, es decir, ¢i(Zx) = 0 y g5(g¢) = O.
Supdngase que el sistema (6.1) posee n equilibrios interiores E; = (z;,y;), ordenados
de modo que

T < Ty < o0 < Ty
Entonces se cumple lo siguiente:

n 51

Ni—1

Z; € (al,il] U U (:i.k7i.kj+1]7

k=1
k par

entonces E; es un punto silla si j es par y un nodo repulsor si j es impar.
LY/
Ni—1

T; € (.@1,[(1) U U (£k7£k+1]7

k=1
k impar

entonces F; es un punto silla si j es par y un nodo localmente asintéticamente

estable si j es impar.
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Demostracion. De acuerdo con el Teorema 6.5.1, la estabilidad de un equilibrio interior
(x;,y;) depende del signo de ¢/ (x;). En particular, si gj(z;) > 0, el equilibrio es repulsor
o punto silla, mientras que si ¢{(z;) < 0, el equilibrio es localmente asintéticamente

estable o punto silla.

Por hipdtesis, los puntos criticos 2 de g; estan ordenados y separan el intervalo
(a1, K1) en subintervalos donde el signo de ¢} es constante. En el intervalo (aj, 21| se
tiene ¢j(z) > 0, por lo que cualquier equilibrio interior con z; en dicho intervalo es
repulsor o punto silla. En el intervalo (#1,Z2] se tiene gj(z) < 0, de modo que los
equilibrios interiores alli contenidos son localmente asintéticamente estables o puntos

silla.

Este razonamiento se extiende de manera andloga a cada uno de los intervalos
(Zg, Tr1], donde el signo de g; alterna debido a la naturaleza de los puntos criticos.
Aplicando el mismo argumento en cada subintervalo se obtiene la clasificacién enuncia-
da. O

Koy p——__| T Equilibrios
o repulsores o silla o A

x; € (21, Ki|U U (&, i)
(;{ i par
Equilibrios

establesosilla @ A
| I | THE [al.,il] U U(iiai#l]

a
’ L 1]

| | | i par
0 ay T1 To T3 Ty Ts Tg T K

Figura 6.8: Ejemplo esquematico de nulclinas con n = 16 equilibrios interiores, Ny =7

y Ny = 5, ilustrando la distribucion de nodos y puntos silla descrita en el Teorema 6.5.2.

La Figura 6.8 ilustra esquematicamente la distribucién de los equilibrios interiores
descrita en el Teorema 6.5.2. Las franjas coloreadas representan intervalos donde ¢/ (x)
mantiene signo positivo: en el caso del color rojo solo hay punto silla y nodos repulsores,
mientras que las franjas azules contienen puntos sillas y nodos localmente asintéticamen-
te estables. Ademas se puede observar la coherencia entre la geometria de las nulclinas
donde estas cruzan sus ramas segmentos con pendiente de distinto signo corresponden
a puntos silla mientras que los segmentos donde comparten el mismo signo determina

si el equilibrio es estable o inestable.
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Es importante destacar que las figuras mostradas en esta seccién tienen un propdsito
ilustrativo y muestran casos hipotéticos para ilustrar la idea de las demostraciones. En

particular, no corresponden a modelos especificos de competencia.
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Capitulo 7

Modelo con efecto Allee en una sola

especie

En este capitulo se estudia un modelo de competencia en el cual solo una de las
especies estd sujeta a un efecto Allee fuerte. En particular, se asume que la poblacién
y no presenta efecto Allee, mientras que la poblacién x mantiene la misma estructura
considerada en el capitulo anterior. Aunque este sistema guarda una estrecha relacién
con el modelo general estudiado previamente, no corresponde estrictamente a un caso
particular de éste, ya que la ausencia de efecto Allee en la especie y equivale a tomar

As(y) = 1, lo que modifica las hipétesis (A.1)-(A.3) impuestas en el capitulo anterior.

Este tipo de modelo resulta relevante en situaciones donde solo una de las especies
experimenta dificultades reproductivas a bajas densidades. Desde el punto de vista
ecologico, ello permite analizar cémo la competencia ejercida por una especie puede

influir sobre otra que, ademas, se encuentra afectada por un efecto Allee fuerte.

Es importante destacar algunas diferencias principales entre este modelo y el caso
estudiado en el capitulo anterior. En particular, al asumir que una de las especies no
presenta efecto Allee, la geometria de las nulclinas cambia de manera significativa. Mas
precisamente, la nulclina no trivial asociada a la especie sin efecto Allee es convexa, en
contraste con el caso anterior, y bajo cierta condicién puede intersectar el eje x. Esto
tiene consecuencias relevantes en la dinamica del sistema, ya que influye en el nimero
de equilibrios interiores que pueden aparecer, en la cantidad de escenarios dinamicos
posibles y en la estabilidad de los equilibrios de frontera. Ademas, esta nueva confi-

guracion da lugar a bifurcaciones transcriticas asociadas a cambios de estabilidad en
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dichos equilibrios y, a diferencia del caso anterior, no permite la ocurrencia de ciertos

fenémenos degenerados, como la bifurcacién ctspide asociada a la coexistencia.

Al igual que en el caso anterior, el objetivo principal de este capitulo es identificar
los distintos comportamientos dindmicos que pueden surgir en el sistema. Para ello,
se estudian la existencia, estabilidad local y estabilidad global de sus equilibrios, asi
como las bifurcaciones que organizan las transiciones entre dichos comportamientos.
Finalmente, se obtienen diagramas de bifurcacion cualitativos que permiten describir

las configuraciones dindmicas posibles del sistema y las transiciones entre ellas.

Se define el sistema

i = x(k1(2)A1(z) — 11 (x)y) = Yi(z,y),
Y = (7.1)
Y= ?J(@(y) - 02¢2(y)x) = Ya(z,y).

Las condiciones (A.1)-(A.3), (B.1)-(B.3) y (C.1)-(C.3) se mantienen vigentes. Del
mismo modo, se conservan tanto la interpretacion de los parametros como las hipdtesis

de suavidad asumidas para las funciones del modelo general (6.1).

Teniendo en cuenta estas condiciones, definimos el espacio de parametros

P:{((Il,Kl,KQ,Cl,CQ)GRiZO<a1<K1}, (72)

y consideramos el vector de parametros del sistema dado por

H = (a17K17K2701702) € 73

De manera andloga al modelo (6.1), se verifica que el primer cuadrante Ri es positi-

vamente invariante y que todas las soluciones del sistema (7.1) permanecen acotadas.

7.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

7.1.1. Puntos de equilibrio en la frontera

Proposicién 7.1.1. El sistema (7.1) posee cuatro puntos de equilibrio en la frontera

del primer cuadrante:

Ey=(0,0), Ei=(a1,0), FE,=(K.,0), E3=(0,K>).
Su estabilidad viene dada por:
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Ey es un punto silla.

E5 es localmente asintdticamente estable.

Si ¢2(0) = 0, entonces Ey es un repulsor y Eo es un punto silla.

Si ¢2(0) > 0, entonces:

e Si 0)
)
K < ———,
! C2¢2(0)
entonces 1y es un repulsor y Ey es un punto silla.
" ©) o)
K9 0 K9 0
K > ay < ,
' c2¢2(0) v c2¢2(0)
entonces Fy es un repulsor y Ey es localmente asintoticamente estable.
" ©)
K9 0
a; > ,
P 0(0)

entonces Ey es un punto silla y Eo es localmente asintoticamente estable.

Demostracion. Existencia de equilibrios. La existencia de los equilibrios se obtiene

directamente al restringir el sistema a los ejes coordenados. En efecto, si y = 0, entonces
T = zki(x)A ().

Por la hipédtesis (A.1), la funcién k; se anula tinicamente en z = K. Ademds, por (C.1),
la funcion A; se anula unicamente en x = a;. Por lo tanto, los ceros sobre el eje x son

exactamente x = 0, v = a1 y * = K1, lo que da lugar a los equilibrios

(0,0), (a1,0), (K1,0).
Por otro lado, si x = 0, entonces

Y = yra(y)-

Nuevamente, por (A.1), la funcién ks, se anula inicamente en y = K5. Luego, los ceros
sobre el eje y son exactamente y = 0 y y = Ky, y por consiguiente existe ademas el
equilibrio

(0, K3).
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Estabilidad de E, = (0,0). El Jacobiano del sistema (7.1) evaluado en el origen es

k1(0)A;(0) 0 )

DY (0,0) = ( . (0

Por (A.2), se tiene k1(0) > 0y k2(0) > 0. Ademds, por (C.1)—(C.3), la funcién A; es

creciente, satisface Aj(a;) =0 y cumple

Luego,
k1(0)A1(0) <0, Ko(0) > 0.

Por lo tanto, DY (0,0) posee un valor propio negativo y uno positivo, y Fy es un punto

silla.
Estabilidad de E; = (a1,0). En E; = (a1, 0) se obtiene

DY (ar,0) = <&1/€1(a1>A/1(@1) —c1a1¢1(a1) > '

0 r2(0) — caa1¢2(0)

Como 0 < a; < K7, por (A.2) se tiene k1(ay) > 0. Ademés, por (C.2),
All(CLl) > 0.

En consecuencia,
alﬁl(al)A’I(al) > 0.

El segundo valor propio estd dado por

Por lo tanto, F; es un repulsor si A\ > 0, mientras que es un punto silla si Ay < 0.
Estabilidad de E, = (K,0). En Ey = (K4,0) se tiene

DY (K, 0) = (Kl’%ll(Kl)Al(Kl) —c1 K191 (K) ) '

0 r2(0) — c2K1¢2(0)

Por (A.1)-(A.3), K; es una raiz simple de k1, con

ki(z) >0 si0<x< Ky, ki(r) <0 sixz> K.
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Luego,
/ﬂ?ll(Kl) < 0.

Ademas, como a; < K; y A es creciente con A;(a;) = 0, se obtiene
Ay (Kq) > 0.

Por consiguiente,
Klli/l(Kl)Al(Kl) < 0.

El segundo valor propio esta dado por
)\2 = /12(0) — 62K1¢2(0).
Asi, F5 es localmente asintéticamente estable si Ay < 0 y es un punto silla si Ay > 0.

Estabilidad de E3 = (0, K5). Finalmente, en E3 = (0, K3) se obtiene

DY (0, K>) = (/ﬂ(O)/h(O) — 1 K591(0) 0 ) |

—CoKyy(K) Kky(Ky)

Ya se ha visto que £1(0)A;(0) < 0. Ademds, por (B.1) se tiene ¢;(0) > 0, y como ¢; > 0
y K2 >0,
k1(0)A1(0) — 1 K2¢1(0) <O0.

Por otra parte, por (A.1)—(A.3), K, es una raiz simple de ks y se cumple
I{IQ(K2> < 0.

Luego,
KQKQ(KQ) < 0.
Asi, ambos valores propios son negativos y F3 es localmente asintéticamente estable.

Finalmente, si ¢2(0) = 0, entonces
I{Q(O) — 02a1¢2(0) = lig(O) > 0, HQ(O) — CQK1¢2(O) = /12(0) > 0.

Por consiguiente, F; es un repulsor y E5 es un punto silla.

Si ¢2(0) > 0, la clasificacién anterior se obtiene comparando a; y K; con el umbral

KQ(O)
C2¢2(0) .
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Se observa que la dinamica sobre la frontera del primer cuadrante esta determinada

por la posicién relativa de los parametros a; y K, respecto del umbral critico

52(0)
02¢2(0) .

En particular, cuando
K > r(0). :
c202(0)
el equilibrio (K7,0) se vuelve localmente asintéticamente estable. Nétese que el valor
de dicho umbral disminuye al aumentar la intensidad de la competencia interespecifica
ejercida por la especie 1 sobre la especie 2, representada por el pardmetro co. En con-
secuencia, un incremento de ¢y favorece la estabilidad del estado (K7,0), en el cual la
especie 1 persiste en ausencia de la especie 2. Desde un punto de vista ecoldgico, esto
indica que una competencia suficientemente intensa sobre la especie 2 puede favorecer

el establecimiento de la especie afectada por el efecto Allee.

7.1.2. Equilibrios interiores

Para la obtencién de los equilibrios interiores consideramos z,y > 0. En este caso,

las nulclinas no triviales del sistema (7.1) vienen dadas por

ClZ{(Ly)ERi:y:gl(x):%, aléxSKl}, (7.3)
y
= {en e Rt o= = 20 o<y <, (7.0

Observacion 7.1.1. Las funciones g1 y go estan bien definidas en los intervalos
(a1, K1) y (0, Ky), respectivamente, ya que por (B.1) se tiene ¢;(2) > 0 para todo
z>0,1i=1,2. Ademds, como rk;, A1 y ¢; son de clase C* en (0,00), se concluye que

g1 Yy go también son de clase C? en dichos intervalos.

Ademas, para simplificar el andlisis geométrico del sistema, supondremos que las

funciones que describen las nulclinas interiores satisfacen

9(y) <0,  gy(y) >0. (7.6)
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Estas hipdtesis permiten describir de manera mas clara las posibles configuraciones

de interseccion entre las nulclinas.
De esta manera, los equilibrios interiores del sistema corresponden a los puntos de
interseccién entre C y Cy, es decir,

C1 N Csy.

En lo que sigue, salvo que se indique lo contrario, asumiremos ¢»(0) # 0. Bajo esta

hipétesis, introducimos el umbral

_2(0)
xe(Co) = 262(0)" (7.7)

Este umbral representa el nivel de densidad de la especie x necesario para compensar
la capacidad de crecimiento inicial de la especie y. Nétese que x. depende inversamente
de la intensidad de la competencia ejercida por la especie x sobre la especie y, repre-

sentada por el parametro cy. En particular, al aumentar cs, el valor de x. disminuye.

Por lo tanto, la posicién relativa de los pardmetros a; y K respecto de x.(cy) deter-
mina la estabilidad de los equilibrios de frontera y, como se vera mas adelante, influye
de manera decisiva en la existencia de equilibrios interiores. Desde esta perspectiva, se
puede comparar la intensidad de la competencia sobre la especie y, la capacidad de

carga K y el umbral de efecto Allee a; de la especie x.

Recordemos que, como

8G1 . aG2 o 2
oy xd1(y) <0, T ypa(x) <0 en RY. (7.8)

el sistema (7.1) es competitivo planar. Por lo tanto, es monétono respecto del orden

parcial <y definido en la Seccién 3.1. En particular:

El sistema no admite érbitas periddicas positivas,

el w-limite de toda trayectoria acotada consiste tinicamente en equilibrios,

la variedad estable de un punto silla no contiene puntos estrictamente ordenados

por <, es decir, las desigualdades en la definicion de <g son estrictas.

y los conjuntos Q2(E) y Q4(F) definidos en (6.8) son positivamente invariantes.
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Proposicién 7.1.2. Considérese el sistema (7.1) y supdngase que
a; > x.(ca).

Entonces el sistema no posee equilibrios interiores.

Demostracion. Por definicién del umbral (7.7),

_ K,Q(O)
ca¢2(0)

Ademas, por la hipétesis (7.6), la funcién g, es estrictamente decreciente. Por lo tanto,

92(0) = 2c(C2).

G2(y) < zc(c2) para todo y > 0.
Si
a; > x(ca),

entonces

G2(y) < a4 para todo y € (0, Ks.

En consecuencia, la nulclina Cy queda completamente contenida en la regién {(z,y) €

R? : z < a}.

Por otra parte, la nulclina C; estd definida tnicamente para = € [aj, K;]. Por lo
tanto, las curvas €'} y Cs no pueden intersectarse en el interior del primer cuadrante,
es decir,

CiNnCy=a.

Dado que los equilibrios interiores corresponden exactamente a los puntos de inter-

seccién entre las nulclinas, concluimos que el sistema no posee equilibrios interiores. [
Teorema 7.1.1. Considérese el sistema (7.1) y supdngase que
a1 > x(c2),

entonces la variedad estable del punto silla (ay,0) divide Ri en dos regiones positi-
vamente invariantes Ry y Ry correspondientes a la cuenca de atraccion de (K;,0) y

(0, Ky) respectivamente. Ademds sus fronteras estan dadas por
» OR1 ={y=0,2 > a1} UW?*(ay,0),
« ORy={x=0,y>0}U{y=0,0<z<a} UW(a,0).
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Demostracion. Dado que a; > z.(c2), por la Proposicién 7.1.2; el sistema no posee
equilibrios interiores. Ademas, por la Proposicion 7.1.1, los tinicos equilibrios del sistema
son (0,0), (a1,0), (K1,0) y (0, K3), donde (ay,0) es un punto silla, mientras que (K7, 0)

y (0, K3) son localmente asintéticamente estables.

Dado que en sistemas competitivos planares dos puntos distintos de la variedad esta-
ble de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto al orden inducido
por <k, se sigue que W#(ay,0) puede escribirse como el grafico de una funcién creciente

y estd contenida en Q1 U @3 respecto de (ag,0), donde @1 y Q3 estéan definidos en (6.8).

Supongamos que W#(ay,0) posee un extremo en un punto (zg,yo) € int(R2). Como
el sistema no posee equilibrios interiores, dicho punto no es un estado estacionario por
tanto la érbita que pasa por (zg,yo) puede prolongarse para tiempos negativos, lo que
permite extender la variedad estable més alla de (z¢,yo). Esto contradice que se trate
de un extremo. Por lo tanto, W*(ay, 0) no tiene extremos en int(R% ) y, en consecuencia,

es no acotada.

Como W*#(ay,0) es una curva no acotada e invariante, divide R% en dos regiones co-
nexas positivamente invariantes, que denotaremos por R; y R a la region que contienen

a (K1,0) v (0, Ks) respectivamente.

Sea ahora (zg,yo) € R;. Como R; es positivamente invariante, la érbita positiva de
(20, Yo) permanece en Ry para todo t > 0. Ademads, no puede converger a (ag,0), pues
dicho equilibrio atrae unicamente a los puntos de su variedad estable. Por otra parte,
como no existen equilibrios interiores ni orbitas periddicas en sistemas competitivos
planares, el teorema de Poincaré—Bendixson implica que toda érbita acotada converge

a un equilibrio. El unico equilibrio estable contenido en el cierre de Ry es (K7,0), luego

lim ((2), y(t)) = (K3, 0).

t—o00

Por consiguiente, R; es la cuenca de atraccién de (K7,0).

De manera andloga, si (zg,¥o) € Rz, el inico equilibrio estable contenido en el cierre
de Ry es (0, K3). Por lo tanto,

lim ((t), y(t)) = (0, K),

t—o00

y Ry coincide con la cuenca de atraccion de (0, K3).

Finalmente, las expresiones de 0R; y 0Rs se obtienen observando que los ejes coor-
denados son invariantes y que W¥(ay,0) intersecta el eje z en el punto silla (aq,0),

separando las regiones asociadas a los atractores (K1,0) y (0, K3). O

121



Capitulo 7| Modelo con efecto Allee en una sola especie

Este resultado pone de manifiesto el balance entre el efecto Allee que afecta a la

especie 1 y la presion competitiva que esta ejerce sobre la especie 2. La condicion
a; > x.(cy)

indica que la competencia sobre la especie 2 es suficientemente intensa para compensar
la desventaja asociada al efecto Allee. En consecuencia, aunque la especie 1 esté sujeta a
un umbral de establecimiento, existen condiciones iniciales para las cuales esta persiste

y la especie 2 es excluida del sistema.

Observacion 7.1.2. En lo que sigue asumiremos que toda interseccion entre las nul-

clinas interiores Cy y Cy es transversal. Es decir, si E = (z*,y*) € C; N Cy, entonces
g (x")ga(y") # 1.
Proposicién 7.1.3. Considérese el sistema (7.1) y supdngase que
a < x. < K.

Entonces el sistema posee un uinico equilibrio interior Ey = (x1,v1), el cual es un punto

silla.

Demostracion. Dadas C; y Cs las nulclinas interiores, por hipétesis go es continua y

estrictamente mondtona en [0, K5|. Ademas,

92(0) = go(Ks) = 0.

Por lo tanto,
92<[0> KQ]) = [07 SUC],

y en consecuencia gs es biyectiva entre [0, K3| y [0, z.]. Denotando por
f= 92_1 : [O,ZEC] - [O7K2]7
su funcién inversa, la nulclina Cy puede escribirse como

Co={(z, f(x)): z€l0,z]}

Como go € C%((0, K5)) es estrictamente decreciente y satisface g5 > 0, la funcién

inversa f = g, es convexa en (0, z.).
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Para = € [a1, x| definimos

W) = g1(x) — f(2).
La funcién h es continua en [aq, z.].

Ademas,

h(ar) = gi(a1) — f(ar) = = f(a1) <O,
ya que f(ap) > 0.

Por otra parte,
h(ze) = gi(ze) — f(ze) = gi(xe),

y como a; < x. < K7, se sigue de (C.1)-(C.3) que

g1(z.) > 0.

Por lo tanto,
h(z.) > 0.

Finalmente, para estudiar la estabilidad del equilibrio interior £y = (x1,y;), conside-

ramos la matriz Jacobiana del sistema evaluada en dicho punto:

J(Ey) = C Z) ,

b= —ciz1¢1(71) <0, c= —cyr1da(y1) <0,

donde

pues c1,c3 > 0, z1,y; > 0y, por (B.1), ¢;(2) > 0 para todo z > 0.

El polinomio caracteristico de J(E) es
P(\) =X — (a+ d)X + (ad — be),

con valores propios

a+d+ VA

)\i: 9 )

Ao < Ay,

donde
A = (a+d)?* —4(ad — bc) = (a — d)* + 4be.

Los valores propios A+ son siempre reales. Mas aun, si ad —bc < 0, se cumple Ay > 0

y A_ < 0, independientemente del signo de a + d, en ese caso, el equilibrio interior seria
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un punto silla. En cambio si ad — bc > 0, el equilibrio (z;,y;) es repulsor si a + d > 0,

y localmente asintéticamente estable si a + d < 0.

Por otro lado,
ad — be = be(gy(21)ga(y1) — 1) = be H'(21),

donde H(z) = g¢2(g1(z)) — z. Notemos que H(a1) = ¢2(0) —ay = 2. —a; > 0y
H(K;) = g2(0)— K; = z.— K; < 0. Como x; es el tnico punto tal que H(z1) = 0 (pues
solo hay un equilibrio interior), entonces por continuidad de H y considerando ademés
que E; es una interseccién transversal entre las nulclinas se tendrd que H'(z;) < 0, por

ende ad — be < 0, concluyendo que E; es un punto silla. O

Teorema 7.1.2. Si
a; < T, < Kl,

entonces la variedad estable del equilibrio interior Ey, es decir, W*(Ey), divide R%
en dos regiones positivamente invariantes Ry y Rs, correspondientes a las cuencas de

atraccion de (K1,0) y (0, Ky), respectivamente.

Ademas, las fronteras de estas regiones estan dadas por

s OR, ={y=0, 2> a;} UW*(E)),

s OBy ={z=0,y>0}U{y=0,0<z<a}UW(E)

Demostracion. Por la Proposicion 7.1.3, el sistema posee un tnico equilibrio interior
E1, el cual es un punto silla. Ademas, los tinicos equilibrios localmente asintoticamente
estables son (K71,0) y (0, K3).

Dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la variedad estable
de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a <y, se sigue que

W#(E7) puede escribirse como el grafico de una funcién creciente y estd contenida en
Q1(E1) U Qs(E).

Consideremos las dos ramas de W#(E}) \ {E1}. Supongamos que una de ellas posee

un extremo en un punto
([L’Q,yo) € mt(Ri)

Como E; es el tnico equilibrio interior del sistema, dicho punto no es un estado es-

tacionario. Ademés, dado que el campo vectorial es de clase C!, el sistema genera un
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flujo local invertible. En particular, la érbita que contiene a (x(0),y(0)) puede prolon-
garse puede prolongarse para t < 0, es decir, W?*(a;,0) puede extenderse més alla de

((0),y(0)). Esto contradice que (zo, 7o) sea un extremo.

Por lo tanto, ninguna rama de W*(E) \ {E1} puede terminar en el interior de R?.
En consecuencia, sus posibles extremos solo pueden encontrarse en la frontera de ]Ri 0

bien al infinito.

Ademads, como (aq,0) es un repulsor y Q2(aq,0) es positivamente invariante, la rama
de W#(Ey) que se dirige hacia el borde inferior no puede atravesar dicha regién. Por
consiguiente, esta rama alcanza la frontera del primer cuadrante en el eje x, separando

las regiones asociadas a los atractores (K7,0) y (0, K3).

Por lo tanto, W*(Ey) divide R? en dos regiones positivamente invariantes Ry y R,
con

(K170> € R17 (07K2) € RQ-

Finalmente, como no existen otros equilibrios interiores ni 6rbitas periddicas en siste-
mas competitivos planares, el teorema de Poincaré-Bendixson implica que toda orbita
acotada converge a un equilibrio. Dado que E; es un punto silla y W*(F;) constituye
su conjunto estable, se concluye que toda érbita con condicién inicial en Ry converge
a (K1,0), mientras que toda dérbita con condicién inicial en Ry converge a (0, K3). Por

consiguiente, Ry y Ry son las cuencas de atraccién de (K7,0) y (0, K3), respectivamente.

La descripcién de las fronteras OR; y ORy se obtiene directamente de la disposi-
cién geométrica de la variedad estable W*(E;) y de la invariancia positiva de los ejes

coordenados. O

Este resultado indica que, aunque el umbral de efecto Allee a; se situe por debajo
de x., mientras la capacidad de carga K; permanezca por sobre él, la dinamica global
del sistema no cambia de manera cualitativa. En particular, la aparicién de un solo
equilibrio interior no permite la coexistencia a largo plazo, y las soluciones convergen

hacia estados de exclusiéon competitiva.

El siguiente resultado proporciona una condicion sencilla y verificable que garantiza

la aparicién de equilibrios interiores.

Proposicién 7.1.4. Considérese el sistema (7.1) y supdngase que
Ky < x. 0 ¢2(0) = 0.
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Entonces se verifica lo siguiente:

w Si Ky < ¢1(2), donde g1(Z) es el valor mdzimo de la curva Cy, entonces existen

exactamente dos equilibrios interiores E; = (x;,y;), i = 1,2, que satisfacen

T <Ty Y Y1 <Y

Demostracion. Bajo las hipdtesis K1 < z. 0 ¢2(0) = 0, la funcién g esté bien definida
en (0, K3) y es estrictamente decreciente. Ademads, g; es estrictamente céncava y posee

un Unico maximo en r = Z.
Dada la funcién
H(z) = g2(1(2)) — =, r € (a1, K1).
Los equilibrios interiores del sistema corresponden exactamente a las raices de H.

Como g;(a1) = ¢1(K7) = 0, se tiene

H(ay) = g2(0) — a1 = x. — ay,

H(Kl) = 92(0) — K1 = Te — Kl.

Por hipdtesis,
H(al) > 0, H(Kl) > 0.

Por otra parte, la condicién
Ky < g1(%)

implica que existe z* € (a1, K1) tal que

En consecuencia,

H(z") = g2(Ky) — 2" = —z* < 0.
Por continuidad de H, existen
x1 € (a1, 2"), x9 € (¥, Ky),

tales que
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Por lo tanto, existen al menos dos equilibrios interiores.

Resta probar que no pueden existir mas de dos. Como g; es estrictamente concava y

go es decreciente y convexa, la funcion gsog; es estrictamente convexa. Por consiguiente,

H(z) = g2(1(7)) — 2

es estrictamente convexa en (ay, K7).

Si H tuviera tres raices distintas
r < ro<rs,

el teorema de Rolle implicaria la existencia de dos puntos distintos & € (ry,73) y
& € (rg,13) tales que
H'(&) = H'(§) = 0.

Aplicando nuevamente Rolle a H', existiria

n € (&1,&)
tal que

H"(n) =0,
lo cual contradice la convexidad estricta de H.

Por lo tanto, H posee exactamente dos raices, y en consecuencia el sistema tiene
exactamente dos equilibrios interiores E; = (z;,4;), ¢ = 1,2, con x; < x9. Como go es

estrictamente decreciente, se sigue ademas que y; < ys. [

En este caso aparecen dos equilibrios interiores, lo que plantea la posibilidad de un
cambio cualitativo en la dindmica global del sistema. En particular, resulta natural
preguntarse si alguno de estos equilibrios puede ser localmente asintéticamente estable
y, por ende, permitir la coexistencia entre ambas especies. Los resultados que siguen

abordan aquello.

Teorema 7.1.3. Considérese el sistema (7.1) y supdngase que
Ki <z, o bien ¢2(0)=0.

Entonces se verifica lo siguiente:
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a) Si el sistema no posee equilibrios interiores, entonces toda solucion (x(t),y(t)) con

condicion inicial (2(0),y(0)) € R satisface

lim (2(2), y(t)) = (0, Ks).

t—00

b) Si el sistema posee exactamente dos equilibrios interiores FE; = (x4, ), i = 1,2, tales
que

Ty <T2 Y Y1 <Yz,

entonces Ey es un punto silla y Eo es localmente asintoticamente estable.

Demostracion. Primero probaremos el {tem a). Supongamos que el sistema no posee

equilibrios interiores. Consideremos una solucién con condicién inicial

2
(x(0),5(0)) € R.

Por la invariancia positiva y la acotacién de las soluciones, su conjunto w-limite es no

vacio, compacto, conexo e invariante.

Los tinicos equilibrios sobre la frontera son
(070)7 (a170)7 (K170)7 (Oa K2)
Ademéds, por el criterio de no existencia de 6rbitas periddicas para (7.1), todo conjunto

w-limite de una solucién interior debe reducirse a un equilibrio.

Veamos ahora cudl de los equilibrios de frontera puede atraer una érbita interior. Los
puntos (0,0) y (a1, 0) no pueden ser limite de una solucién interior, pues sus variedades

estables estan contenidas en los ejes coordenados.

Resta descartar el equilibrio (K7,0). La dindmica transversal al eje « cerca de (K7, 0)
estd determinada por el crecimiento de la segunda especie cuando y es pequeno. Si
K, < x., entonces

K2(0) — caga(0) Ky > 0,

por lo que la especie y puede invadir el equilibrio (K7,0). En consecuencia, (K7,0) no

puede atraer soluciones interiores.

Por otra parte, si ¢2(0) = 0, entonces
k2(0) — c2¢2(0) K1 = k2(0) > 0,
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y nuevamente (K7, 0) es repulsor en la direccién interior del plano.

Por lo tanto, el tinico equilibrio de frontera que puede ser el w-limite de una solucién

interior es (0, K3). Se concluye que

lim (2(2),y(t)) = (0, K»).

t—o00

Probemos ahora el item b). Supongamos que el sistema posee exactamente dos equi-
librios interiores
Ei = (xi>yi)7 = 1727

con

1 < Zo, 1 < Y.

Sea
H(z) = g2(g1()) — .
Los equilibrios interiores corresponden precisamente a las raices de H. Ademas, si F =

(x,y) es un equilibrio interior, entonces
det J(E) = ad — bc = bc H'(x),
donde

b= —cixpi(x) <0, c=—coypa(y) < 0.

Por tanto,

bc > 0,
y el signo de det J(E) coincide con el signo de H'(x).

Si K; < z., entonces

H(ar) = g2(g1(a1)) — a1 = g2(0) — ar = 2 — a1 > 0,

H(K41) = g2(g1(K1)) — K1 = ¢2(0) — Ky =z — K1 > 0.

Como H tiene exactamente dos raices z1 < xg en (ai, Ki), y las intersecciones son
transversales, se tiene
H,(l'l) < 0, H/(IQ) > 0.

En el caso ¢2(0) = 0, aunque x. no esta definido, se tiene que g(y) — +00 cuando

y — 0. Como
gi(a1) = g1(K1) =0,
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se obtiene que H(z) > 0 para z suficientemente cercano a a; y a K;. Nuevamente, al

existir exactamente dos raices transversales x1 < xs, necesariamente
H/<£L'1) < O, H/(IEQ) > 0.
Asi,
det J(El) < O,
por lo que E; es un punto silla.

Para FE5, en cambio,
det J(Es) > 0.
Mas aun, como
H'(x2) = g5(y2) g (x2) — 1 > 0,
se deduce que
92(y2)g; (z2) > 1.

Puesto que g5(y2) < 0, necesariamente

gy(z2) < 0.
Por tanto,
a = c129¢1(22)g) (22) < 0, d = co202(y2)95(12) < 0.
Luego
tr J(Ey) =a+d <0, det J(E3) > 0.
Se concluye que F, es localmente asintéticamente estable. O]

Corolario 7.1.1. Suponga que
K <z. obien ¢2(0)=0,
y que el sistema posee exactamente dos equilibrios interiores

Ey = (z1,11), Ey = (22,12),

con

1 < Zo, 1 < Y.

Entonces la variedad estable global W*(E,) divide R en dos regiones positivamente
invariantes Ry y Ro, correspondientes a las cuencas de atraccion de (0, Ky) y Es, res-

pectivamente.

Ademds, las fronteras de estas regiones estan dadas por
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. 8R1:{x207y20}u{y:()7 nggal}UWS(E1)7

" ORy ={y =0, x > a;} UW?*(E}).

Demostracion. Por el Teorema 7.1.3(b), el sistema posee exactamente dos equilibrios
interiores E; y Fs, con

r < T2, U1 < Y2,
donde E; es un punto silla y Es es localmente asintoticamente estable.

Ademds, como en la demostracién del Teorema 7.1.2, la variedad estable W*(E)
es la grafica de una funcién creciente contenida en Q(FE1) U Q3(E1), la cual no posee
extremos en el interior de R?. En consecuencia, W#(E)) es no acotada y divide R% en

dos regiones positivamente invariantes R, y Rs.

Como E; es un punto silla, ninguna érbita con condicién inicial en R? \ W*(E;)
puede converger a F;. Ademds, los tinicos atractores del sistema son (0, K3) y Es. Por
lo tanto, una de las regiones contiene a (0, K3) y la otra a Fy. Sin pérdida de generalidad,

suponemos que

(0, KQ) € Rl, Es € R,.

Finalmente, por el teorema de Poincaré—Bendixson, toda érbita acotada contenida
en Ry converge a (0, K), mientras que toda érbita acotada contenida en Ry converge
a Fy. En consecuencia, Ry y Ry son precisamente las cuencas de atraccién de (0, K3) y

FEs, respectivamente.

La descripcion de las fronteras OR; y ORs se obtiene directamente de la disposicion

geométrica de W*(E}) y de la invariancia positiva de los ejes coordenados. O

7.2. Analisis de bifurcaciones

Una vez caracterizadas las dindmicas asociadas a cada posible niimero de equilibrios
interiores, es posible construir una descripciéon cualitativa del diagrama de bifurcacion
del sistema en términos de los parametros a;, Ky y ¢z, junto con los retratos de fase
correspondientes a cada region del espacio de parametros. Esto permite visualizar cémo
variaciones en la intensidad de la competencia y en el umbral asociado al efecto Allee
modifican la estructura de los equilibrios y, en consecuencia, la dinamica global del

sistema.
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Con este objetivo, se presenta a continuacion un resultado que identifica las bifurca-
ciones que organizan las distintas configuraciones dinamicas del modelo.
Teorema 7.2.1. Considérese el sistema (7.1) y sea x.(co) definido en (7.7).

Entonces se cumple lo siguiente:

(a) Si ay = xm, el sistema presenta una bifurcacion transcritica en el equilibrio

(al,O).

(b) Si K1 = z., el sistema presenta una bifurcacion tramscritica en el equilibrio

(Kluo)'

Demostracion. Demostraremos el inciso (a). El inciso (b) se obtiene de manera com-
pletamente andloga. Probaremos que se satisfacen las condiciones de una bifurcacion

transcritica generica dadas en el Teorema 2.2.2.

Tomamos ¢ como parametro de bifurcacién y definimos

/412(0)
a1¢2(0) '

N ¥

*
= Ccay — Cy, c

En (ay,0) y p =0, el Jacobiano es
DY (arn,0:¢5) = [ °
a ) ;C - )
P00

a=aki(a)A(a) >0,  b=—cai¢(ar) <O0.

donde

Por tanto, un vector propio asociado al valor propio nulo y un vector propio izquierdo

v = <—g,1>, w = (0,1).
DY (a1,0; %) = 0 _ (Y
PRI 0 g0))  \o)

w' D,Y (ay,0;c) = 0.

correspondiente son

Ademas,

luego

Esto verifica (T.2).
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Ahora,

Dgyy(aho; C;)[’U] = ( ! ) )

Por lo tanto,
—G1¢2(0)
donde z = (z,y). Asi,
wTDguY(al, 0; c3)[v] = —a162(0) # 0,

pues a; > 0y ¢2(0) > 0. Esto verifica (7.3).

Finalmente, para verificar (7./), observamos que basta calcular la segunda compo-

nente, ya que w = (0, 1). Como

Ya(z,y, ) = y(ka(y) — c20a(y)z),

se obtiene 2y
aTj(ala Oa C;) = 07
81'8; (ala Oa 02) _02(;52(0)7
' 0%Y-
W;(a’h 0; ¢3) = 2(k5(0) — c3a1¢5(0))
Por lo tanto,
2¢1¢5¢1(a1)$2(0)
w' DY (ay,0; c)[v,v] = — 2 + 2(k5(0) — cha195(0)).
z ( 1 2)[ ] /11(611)A/1(a1) ( 2( ) 2 1¢2( ))
Usando que
Gy = K2(0)
2 ¢2(O)7
y la definicién de go,
ffz(y)
g9\y) = —; )
2(9) c302(y)

se obtiene
k5(0) = 3a165(0) = c3¢2(0) g5(0).
En consecuencia,

2c1¢5¢1(a1)¢2(0)
r1(ar) A (ar)
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Como
01;C§7¢1(01)7¢2(0);Kl(al),All(al) >0
y, por la hipétesis (7.6),
92(0) <0,

ambos términos son negativos. Por lo tanto,

w' D?Y (ay,0;¢)[v,v] <0,
y en particular

w' D?Y (ay,0;¢3)[v,v] # 0.
Asi, se verifica (T.4).

En consecuencia, por el Teorema 2.2.2, el sistema presenta una bifurcacién transcriti-

ca en (ay,0).
El caso K; = x.(c) se demuestra de manera completamente andloga, tomando

1)

C2——

K1¢2(0)’
y considerando el equilibrio de borde (K7, 0).

Teorema 7.2.2 (Bifurcacién Fold). Considérese el sistema (7.1), donde
n= (ala K17 K27 Cy, 02) S P

es el vector de pardmetros.

Sean p* € P tal que (x*,y*) € ]Ri corresponde a un equilibrio interior dado por una

tangencia entre Cy y Cy, es decir, se cumple
vy o=g@het)  geWhet) -2t =0, gyt g(@tpet) =1,

Supongase ademds que se cumple la siguiente condicion.

(Transversalidad respecto de un pardmetro)
0
S (Avlwsp))
aal ( 1(377 :LL)

Entonces el sistema (7.1) presenta una bifurcacion local de tipo Fold genérica en

(@, y", 1)

£ 0.

(:E,IU,)Z(CE*,,U,*)
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Demostracion. Sea (z*,y*) € R: y p* € P tales que

* *

y =0@pt), gyt —at =0,
y supongamos ademas que
9o (y"s )G (275 ) = 1.
Entonces (z*,y*) es un equilibrio interior del sistema (7.1). Mas atin, como la condicién

anterior corresponde a la tangencia entre las nulclinas C y Cs, se tiene

det DY (z*,y*; ") = 0.

Por otra parte, si

DY (z*,y"; p*) = ,
c d

entonces
a=car* g (z")g(x*),  d=cy da(y*)gs(y).

La tangencia entre las nulclinas cumple gy (z*) < 0 dada la concavidad de ¢; y convexi-

dad de go. Por tanto,

gi(z"p7) <0.
Ademés, por (7.6),

galy™s ") <0.
Como

C1, C2, ZE*7 y*a ¢1(x*)7 ¢2(y*> > 07

se concluye que

a <0, d < 0.

Luego
tr DY (", y"; 1*) = a+d <0.

En consecuencia, dado que
det DY (z*,y*; u*) = 0,

el Jacobiano posee un valor propio simple A = 0 y el otro valor propio estda dado por
A =tr DY (z*, y*; ") < 0.
Por lo tanto, se verifica (F.1).
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Consideremos la ecuacion escalar
H(z; 1) = ga(gr (w5 )i p1) — .
Los equilibrios interiores corresponden exactamente a las raices de H. En particular,
H(z*; %) = 0.

Ademas, -
%(x;u) = gh(g1(z; p); ) gy (z; ) — 1.

Por la condicién de tangencia,
—(x™; =0.
8:6 ? /‘L

La condicion de no degeneracién para la Fold se expresa, en esta formulacion escalar,
como ,
OH vy 20,
Ox2 7

Derivando nuevamente respecto de x, con u fijo, se obtiene

0*H
0x?

2
(23 1) = g5 (g1 (s 1) 1) (91 (3 1)) + galn (@ 1); ) gy (5 1)
Evaluando en (z*, u*) y usando y* = gy (z*; u*), resulta

0*H

* * * * * %) 2 * * * *
Sz @) = g5y (g1 (2™ 1)” + g5y 1) g (%5 ).

Como g9 es convexa, gy (y*; u*) > 0. Ademds, por la concavidad estricta de g,

gy (@™ ) <0,
y por la monotonia decreciente de ¢o,

gay™s ") < 0.
Por lo tanto,

* * * * 2
95 (y" 1) (g1 (a5 1)) = 0
Goly™s 1) gy (273 %) > 0.

En consecuencia,

0O*H
0x?

(" p") > 0.

136



Capitulo 7| Modelo con efecto Allee en una sola especie

En particular,
0?’H
Ox?

(@ 17) # 0,
lo que verifica (F.3).

Resta verificar la transversalidad respecto de un parametro. Tomamos a; como
parametro de bifurcacion. Como
K1(2) Ay (75 ay)

c1¢1(x)

g1(x; ) =

N /iz(y)
92(ys 1) = amL

la funcién g, no depende de a;. Por lo tanto,

o . NN P
a—al(x,u) = go(g1(z; p); 1) 30, (z; ).

Ademas,

oo, ) 0,
day c1¢1(z) Oa

(x;aq).

Evaluando en (z*, u*), se obtiene

aH *, 0%\ 1/ k., ok H1<LU*) aAl *, %
aal(z ﬂ:u ) _92(y 7” )Cl¢1(l’*) aal (.CL' 7a1)'

Como
Gy 1) 0, mi(2") >0,  éi(z7) >0,

la hipdtesis
0A
a_l(l’; ap) #0
“ (w,a1)=(e" a})
implica que
O i) # 0
— (" :
aal Y ILL

Esto verifica (F.2).
Por lo tanto, se cumplen las condiciones (F.1)-(F.8) del Teorema 2.2.1. En conse-

cuencia, el sistema (7.1) presenta una bifurcaciéon Fold genérica en (x*, y*, u*). O

Observacion 7.2.1. La condicion de transversalidad no es exclusiva del parametro a;.
De manera equivalente, puede verificarse respecto de los parametros c¢; o co. En efecto,

considerando

H(x; 1) = ga(g1 (w5 po); 1) — ,
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la condicion de transversalidad consiste en exigir que

OH
a(if; D) # 0,
(x,u):(ac*,u*)
para algin parametro \.

Si X\ = ¢q, entonces ga no depende de ¢y, por lo que

oH, . S \991
a—cl(af, 1) = gs(g1(z; p); p) 7c, (z; ).

Ademas, usando
k1 (z) A ()

91(%#): Cl¢1($)

se obtiene

cio1(x) C1

g_ii(x“u) _ _Kl(x)Al("L‘) o _gl(l‘;:u)'

Por consiguiente,
oH %, % Pk, ok Iil(x*)Al(x*)
—(x%; =— ).
861< K ) g2(y o ) (CT)2¢1<$*)

Como g4(y*; p*) # 0 y (z*,y*) es un equilibrio interior, se concluye que

oH

aCl(flc ;) # 0.

Por otra parte, si A = c9, entonces

N Ka(y)
92y ) = amL
y por tanto
%< )= — ra(y) _ ga(yim)
dcg 32 (y) C2
Luego
o+ galgi(z;p);p)
602 ($7 M) - Cs )

y evaluando en (x*,u*), donde ga(gr(x*; pu*); u*) = a*, se obtiene
OH x*

En consecuencia, la condicion de transversalidad puede verificarse indistintamente
respecto de a1, ¢1 0 co, obteniéndose la misma conclusion acerca de la existencia de una

bifurcacion Fold genérica.
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Corolario 7.2.1. Considérese el sistema (7.1) y supdngase que
K1 = QZC(CQ).

Supdngase ademds que, en el equilibrio de frontera (K;,0), se cumple la condicion de

tangencia
92(0)g1 (K1) = 1.
Entonces la bifurcacion asociada al equilibrio (K4,0) corresponde a una bifurcacion Fold

degenerada.

Demostracion. Como K = z.(c3), se tiene

o K2(0)
> Kiga(0)

Evaluando el Jacobiano en E' = (K7, 0), se obtiene
py(Ee) = [ °

1C) = )
“\o o

(I:Kllﬁ)/l(Kl)Al(Kl), b= —ClK1¢1(K1).

donde

Un vector propio derecho asociado al valor propio nulo y un vector propio izquierdo

(L), e

correspondiente son

Como
Yo(z,y) = y(@(y) - c§¢2(y)x),
se obtiene
b
DAY (E: o] = ~2630a(0) (1) +2(60) - GE1G4(0).
Ademas,
b1
a  gi(Ki)
y, usando
s k2(0)
oKy = ,
P 4(0)
se tiene

k5(0) — 3 K195(0) = ¢562(0)g5(0).
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Por lo tanto,

W D2V (5 1] = 26500(0) (44(0) ).

Finalmente, por la condicion de tangencia

QQ(OMQ(KQ =1,

se concluye que
w' D?Y (E;c})[v,v] = 0.

Asi, se anula la condicién cuadratica de no degeneracion asociada a una Fold genérica,

por lo que la bifurcaciéon es Fold degenerada. O

Observacién 7.2.2. La condicion
Kl = .%'C(CQ)

caracteriza la bifurcacion transcritica asociada al equilibrio de frontera (K;,0), mientras

que
92(0)g1 (K1) =1

corresponde a la condicion de tangencia entre las nulclinas Cy y Cy en dicho equilibrio.
Por lo tanto, la situacion descrita en el Corolario 7.2.1 corresponde a la interseccion

entre la curva de bifurcacion transcritica y la curva de bifurcacion Fold.

Observacién 7.2.3 (Curvas de bifurcacién y estructura del espacio de pardmetros).
Como se establecio en el andlisis de la dinamica global, el sistema (7.1) es competitivo
en R%r y no admite orbitas periodicas. En consecuencia, no pueden ocurrir bifurcaciones
locales o globales asociadas a la creacion o destruccion de ciclos limite. Por lo tanto, el
andlisis se reduce a bifurcaciones que involucran unicamente equilibrios, en particular

bifurcaciones Transcriticas y Fold.

De acuerdo con los Teoremas 7.2.1 y 7.2.2, definimos los siguientes conjuntos de

bifurcacion:
To={peP: ar =)},

Ty={pneP: Ki=xz(c)},

*.

l(x 7”)7
2(Y*5 1),

9oy s gy (x5 p) =1

*
Y
x*

g
SN=qpnepP: g
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Sea p € P. Definimos el conjunto de equilibrios interiores hiperbdlicos del sistema
(7.1) por

N(p) = {(z,y) € R} : X(x,y;1) = (0,0), det DX (,y; ) # 0}

Considerando las curvas de bifurcacién T,, T, y SN, definimos los siguientes subcon-

juntos del espacio de parametros:

{ e, a1, K1) €Pa(en) <ap < Kl}, (7.9)
{ Coya1, K1) €Prap < xe(cg) < Kl}, (7.10)
Ut = { (e300, K1) € P2 ay < Ky < aolcs),  #N () = 2}, (7.11)
Upy = {(02,(11, K)EP a < Ki < zules), #N(u) = o}. (7.12)

Aqui #N (i) denota el niimero de equilibrios interiores hiperbdlicos del sistema.

A continuacion justificamos que el conjunto SN corresponde localmente a una curva

regular en el espacio de parametros.

Sea p* € SN y sea z* el punto de tangencia asociado. Consideremos la funcion

H(x; 1) = g2(g1 (x5 p)s p) — .

Por definicion de SN,
OH
H(z*;p*) =0 —(z*; ") = 0.
(x ) ILL ) Y 8:L‘ (l’ Y /’L )
Bajo las hipdtesis del Teorema 7.2.2, al menos una de las derivadas
OH i OH . OH .
9, W) g @) gt

es distinta de cero. Por lo tanto, el Teorema de la Funcién Implicita, aplicado a la
ecuacion

H(" 1) = 0
en una vecindad de p*, garantiza que el conjunto de parametros para los cuales ocurre
una tangencia entre las nulclinas C; y Cy define localmente una curva de clase C! en

el plano de parametros considerado.
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En consecuencia, SN corresponde localmente a una curva C! en todo punto Fold
genérico. Esta regularidad puede perderse tinicamente en puntos Fold degenerados,

como aquellos descritos en el Corolario 7.2.1.

Recordemos que por hipétesis (C.1) se tiene a; < K;. En consecuencia, en el plano
(cq, K1) solo se considera la regién K7 > aj, mientras que en el plano (¢, a1) se considera

a; < K. Bajo esta restriccién, las curvas T, y T}, solo podrian intersectarse si
ay = K1 = x.(c2),

lo cual queda fuera de la regién admisible.

Por otra parte, si a; = z.(c3), entonces por la Proposicién 7.1.2 el sistema no posee
equilibrios interiores. En consecuencia, no puede ocurrir simultaneamente una tangencia

entre las nulclinas C y Cs, por lo que las curvas T, y SN son disjuntas.

Ademas, como T, no depende de K, corresponde a una recta vertical en el plano
(¢, K1). Andlogamente, T, no depende de aq, por lo que corresponde a una recta vertical

en el plano (cg, aq).
En el plano (¢, K1), la curva T}, viene dada por

K, = K2(0)

Y
C2002(0)
por lo que es una curva decreciente, asintética a ambos ejes coordenados. Andlogamente,

en el plano (cq,ay), la curva T, viene dada por

KJQ(O)

1= ———=<

029252(0) 7

por lo que también corresponde a una curva decreciente, asintética a ambos ejes coor-

denados.

Resumimos en la Tabla 7.1 la informacion correspondiente a cada una de las zonas
U;, indicando las condiciones que las caracterizan, el nimero de equilibrios interiores y
los equilibrios estables presentes en cada caso. En particular, en la zona Uj;; se denota

por (xq,ys) al equilibrio interior estable.
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Zona Condiciones # Equilibrios | Equilibrios
interiores estables
Ur ze(e) < ay < Ky 0 (0, K3), (K1,0)
Urr a; < z.(c2) < K 1 (0, K3), (K1,0)
U | a1 < Ky < ze(eq) y #N () =2 2 (0, Ks), (22, y2)
Uy | a1 < Ky <xe(ca) y #N(p) =0 0 (0, K2)

Cuadro 7.1: Resumen de las regiones en el espacio de pardmetros para el sistema (7.1).

La Figura 7.1 muestra bosquejos cualitativos de los diagramas de bifurcacién del
sistema (7.1) en regiones abiertas de los planos (cg, K1) y (ca,a1), junto con los retratos

de fase cualitativos asociados a cada region.

Observemos que las regiones Uy y Urrr son disjuntas. En efecto, si u € U;, entonces
z.(cy) < ay < K7, mientras que si u € Uy, entonces a; < Ky < x.(cg). Por lo tanto,
todo camino continuo que conecte ambas regiones debe atravesar necesariamente la
curva T, y pasar por la regién Uy;. Esto es consistente con la organizacién de regiones

mostrada en la Figura 7.1.

Si u € Uy, entonces no existen equilibrios interiores. Ademas, (a1, 0) es un punto silla
y (K1,0) es atractor. Por el Teorema 7.1.1, el primer cuadrante queda dividido en las

cuencas de atraccién de (K7,0) y (0, K>).

Al atravesar la curva T,, correspondiente a una bifurcacién transcritica asociada al

equilibrio (a1, 0), se alcanza la regién Uy, caracterizada por
a; < xe(cy) < K.

Por el Teorema 7.1.2, aparece un equilibrio interior silla, mientras que (a;,0) se vuelve

repulsor y (K7, 0) permanece atractor.

Al atravesar posteriormente la curva Ty, correspondiente a una bifurcacién transcriti-

ca asociada al equilibrio (K7,0), se alcanza la regién Uy, donde
o < Ky < $C<Cg).

Por el Teorema 7.1.3, si existen dos equilibrios interiores (z1,y1) y (z2,92), con 1 < xg
y Y2 < yp, entonces (z1,y;) es un punto silla y (x2,y,) un atractor. Ademas, (as,0) es

repulsor y (K7,0) es un punto silla.
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K ap
Ur t_c, [_>C2
2
T T, Ury
SN T, U
Unr
Ur
Urr
Uy Uri
SN i
Fe o 7 A
K2 ’ KQ ’

A
Y
[ J

GEYACNG

V 8

——> ] ————
0 aq le'o aq K X

Figura 7.1: Bosquejos cualitativos de los diagramas de bifurcacion del sistema (7.1)

en los planos de pardametros (co, K1) y (co,a1). Las curvas T, y T}, corresponden a
bifurcaciones transcriticas de equilibrios de frontera, mientras que SN corresponde a
bifurcaciones Fold de equilibrios interiores. Los paneles Uy, Uy, Urrr v Upy muestran

los retratos de fase cualitativos asociados a cada regién del espacio de parametros.

La frontera entre Uy v Upy estd dada por la curva SN, la cual corresponde a una
bifurcacién Fold genérica. Al atravesar esta curva, los dos equilibrios interiores presentes

en Uryr colisionan y desaparecen. En consecuencia, se alcanza la region Uy, donde no
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existen equilibrios interiores.

En Uyy, el equilibrio (a,0) es repulsor y (K7,0) es un punto silla cuya variedad

estable coincide con el eje x. Por lo tanto, toda drbita interior converge a (0, Ks).

Observacion 7.2.4. Para justificar la forma cualitativa de la curva Fold SN, supone-

mos las siguientes condiciones adicionales sobre la nulclina Cy:

dg1 ,
a—Kl(%M) >0,

991

aal(@";u) <0.

FEs decir, al aumentar K1, la nulclina Cy, escrita como y = g1(x; ), se desplaza hacia

arriba; mientras que, al aumentar ay, la nulclina Cy se desplaza hacia abajo.

Estas hipotesis son naturales desde el punto de vista ecologico. Un mayor valor de
Ky aumenta la capacidad de carga de la primera especie, favoreciendo su crecimiento
y elevando su nulclina. En cambio, un mayor valor de a; aumenta el umbral de Allee,

dificultando la persistencia de la primera especie y desplazando su nulclina hacia abajo.

Por otra parte, no es necesario imponer una hipotesis adicional sobre el efecto de co

en Cy, pues
K2 (y)

Ca02(y)

92(9; 02) =

Luego,
] _ r2(y)
802 (y, C2) C% 2<y)

siempre que ka(y) > 0 y ¢2(y) > 0. Por lo tanto, al aumentar cy, la nulclina Cy, escrita

<0,

como x = go(y; c2), se desplaza hacia la izquierda.

FEste comportamiento se ilustra en la Figura 7.2. En el panel (a) se muestra el des-
plazamiento de Cy al aumentar Ky, mientras que en el panel (b) se representa el efecto
de aumentar ay. Por otra parte, el panel (¢c) muestra el desplazamiento de Cy hacia la

1zquierda al aumentar c;.

Bajo estas hipdtesis podemos justificar la orientacion de la curva SN. Recordemos

que en SN se cumple
H(z;p) =0,  Hy(w;p) =0.

Por lo tanto, diferenciando implicitamente la ecuacién H (z;u) = 0 respecto de los
parametros, se obtiene formalmente que la pendiente de la curva Fold en el plano

(¢, K1) estd determinada por
dK,  H,

dCQ HK1 ’
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mientras que en el plano (cz, a;) queda dada por

dCLl 1'—‘162

dCQ H a ’
Usando las hipétesis anteriores,

, 0
Hy, = g5(g1(w5 pn); 1) a—[g(ll(x; 1),

Ha, = g5(g1 (s 1) ) 5 (3 ),
He, = g—ii(gl(x;u);u)‘
En la rama Fold considerada, la tangencia ocurre sobre ramas crecientes de las nulclinas,
por lo que
9ag1(@; p); ) > 0.
Asi,
Hyg, >0, H, <0, H., <0.

En consecuencia,

dK1 da1
R 0 R
dCQ <5 dC2

Por lo tanto, la curva SN es cualitativamente decreciente en el plano (cz, K1) y creciente

> 0.

en el plano (cg, a;), como se ilustra en la Figura 7.1.

Finalmente, el punto donde SN intersecta a la curva Tj corresponde a una situacién
no genérica. En efecto, en dicho punto se satisface simultdaneamente la condicion de

tangencia entre C y C5 y la condicién
K1 = IC(CQ).

Por el Corolario 7.2.1, esta configuracién corresponde a una bifurcacion Fold degenera-

da. Esta situacion se representa esquemdticamente en el panel (d) de la Figura 7.2.
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Y (a) Y (b)

K
#}

Figura 7.2: Representacion esquemaética del efecto de los pardmetros sobre las nulclinas.
Los paneles (a)—(c) muestran el desplazamiento de Cy y Cy al variar Ki, ay y ¢, res-
pectivamente. El panel (d) ilustra una configuracién correspondiente a una bifurcacién

Fold degenerada.

Observacion 7.2.5 (Caso ¢2(0) = 0). En el andlisis anterior se supuso que ¢2(0) > 0,

de modo que el valor critico
KJQ(O)
Ze(co) =

(c2) C2002(0)

estd bien definido y da lugar a las curvas transcriticas T, y Ty.

Sin embargo, algunos modelos pueden satisfacer ¢o(0) = 0. En este caso, el valor
ze(c2) mo estd definido, mas aun la nulclina Cy no intersecta al eje x, por lo tanto,
no aparecen las curvas transcriticas T, y Ty, asociadas a las condiciones a1 = x.(cy) y
Ky = z.(cy). En consecuencia, el espacio de pardmetros no se divide en las regiones Uy

y Urr descritas anteriormente.

Por el Teorema 7.1.3, en este caso solo pueden aparecer las configuraciones corres-
pondientes a las regiones Urrr y Uy . Es decir, el sistema puede presentar dos equilibrios

interiores hiperbolicos, o bien ningun equilibrio interior, separados por una curva Fold

SN.

El resto del andlisis se mantiene de manera andloga: la curva SN sigue representando

una bifurcacion Fold genérica de equilibrios interiores y separa las regiones con dos
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equilibrios interiores de aquellas sin equilibrios interiores. Por tanto, los diagramas de
bifurcacion en los planos (co, K1) y (c2,a1) se reducen cualitativamente a los bosquejos

mostrados en la Figura 7.3.

alt—v Uy KlL»

(&) SN Co
Urir

SN,

Uy
Urnr

Figura 7.3: Bosquejos cualitativos de los diagramas de bifurcacion en el caso ¢o(0) =
0 en regiones abiertos de los planos (cg,a1) y (2, K1). Al no estar definido z.(cs),
desaparecen las curvas transcriticas T, y Tp, quedando tunicamente la curva Fold SN,

que separa las regiones Urrr vy Uy .
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Ejemplos de modelos explicitos

En esta seccién presentamos algunos modelos de competencia con efecto Allee que
aparecen en la literatura y que satisfacen las hipdtesis consideradas en los capitulos
anteriores. Mds precisamente, para cada modelo verificaremos las condiciones (A.1)—
(A.3), (B.1)-(B.3) y (C.1)-(C.3), identificando explicitamente las funciones x;, A; y ¢;
y las nulclinas no triviales ¢, y go, asi como las cantidades relevantes para la aplicacion

de los resultados de bifurcacion obtenidos previamente.

Recordemos que las hipotesis consideradas son las siguientes. Para cada i = 1,2, se

asume que:

(A.1) existe K; > 0 tal que r;(K;) =0,
(A.2) ki(x) >0 para todo 0 <z < Kj,
(A.3) ki(z) < 0 para todo x > K;,

(B.1) ¢i(x) > 0 para todo = > 0,

(B2) 6:(0) >0,

(B.3) lim ¢;(x) = N; < o0,

(C.1) existe a; € (0, K;) tal que A;(a;) =0,
(C.2) Ai(x) > 0 para todo = > 0,

(C.3) lim Ai(z) = M; < 0.

z—0t

149



Capitulo 8 | Ejemplos de modelos explicitos

Denotaremos por

T < Ty, Y- <Y+,
las raices positivas de las ecuaciones
Ay(z_) =0, As(y-) =0,
Ki(zy) =0, Ka(yy) =0,

respectivamente. De esta manera, x_ y y_ corresponden a los umbrales de Allee, mien-

tras que x, y y. representan las capacidades de carga efectivas de cada especie.
Ademas, denotaremos por
z, 9,
los puntos criticos de las nulclinas g; y g2, respectivamente, es decir,
9(2) =0,  g5(y) =0.
Por 1ltimo, escribiremos
C(z",y")
para la expresion asociada a la condiciéon de no degeneracion de la bifurcacion Fold

obtenida en el Teorema 6.4.1. En cada ejemplo indicaremos la forma explicita corres-

pondiente de dicha cantidad.

8.1. Modelos con efecto Allee en una especie

Ejemplo 1: Modelo de Sophia R. y J. Jang [11]

Consideremos el sistema

! K (8.1)
g=ray (1= ) (y—a) - 227
Ky Ky
donde r;, K;,c;,a; >0y 0 < a; < K;, parat=1,2.
Descomposicion en la forma general
ki(r) =1 (1—[%), Ai(z) = 2 — ay, ¢1(ﬂf)=r[1(—cll,
Y T2Co
= 11— = A =y— = =
Ka(y) = 72 ( K2> : 2Y) =y haly) =7
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Verificacién de las hipdtesis

Condiciones (A.1)—(A.3). Parai=1,2, se tiene
HZ(KZ) = 0,
H=r(1-2)>0 si0<z<K
ki(z) =1 e si0<z b

ki(z) =1 (1—%><0 si z > K.

Condiciones (B.1)-(B.3). Parai=1,2, se tiene

T;C;
. > 1 () —
¢i(z) >0  para todo z > 0, Zlggo oi(2) e

< 0Q.

Condiciones (C.1)—(C.3). Como 0 < a; < K;, para i = 1,2, se tiene

Ai(a;) =0, Al(a;))=1>0, lim A;(z) = —a; < oo.

z—0t

Nulclinas
K —z)z—a Ky — —a
91($) _ ( 1 )( 1)’ gz(y) _ ( 2 y)(y 2)‘
C1 Co
/ K1+a1—2x ’ K2+&2—2y
gl(‘r) = ) 92<y) = )
C1 Co

2 2
gi(r) = —— <0,  gy(y) =—— <0,
C1 (&)

por lo que ambas nulclinas no triviales son céncavas.
Cantidades relevantes
r— =ay, $+:K1, Y- = ag, y-}—:KZa
Ki+ay Ky +ay

o = YT T

T =

C(a",y") = c3(c))* + 8(& — a”)”.
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Dependencia respecto de los umbrales de Allee Como

Al(x):$_x—a A2<y):y_y—7
se tiene 94 A

%ﬁ(ﬂf) =—-1<0, Wg_l(x) =0,

0A 0?A

@f(y)z—ld), W;(y)zo-

En particular, se satisfacen las hipotesis adicionales sobre la dependencia de A; y A,
mencionadas en la Observacién 6.4.3 respecto de los umbrales de Allee, utilizadas para

determinar la estructura de los diagramas de bifurcacion.

Observacion 8.1.1. Este modelo corresponde a un caso cldsico de competencia con
efecto Allee fuerte en ambas especies. En particular, fue estudiado en el Capitulo 4,
donde se describieron su niumero mdximo de equilibrios interiores, su estabilidad y las
bifurcaciones que organizan su dindmica. Ademdas, sus nulclinas no triviales g1 y go son
pardbolas concavas y el sistema satisface las hipotesis estructurales consideradas en el
Capitulo 6, lo que permite comparar los resultados obtenidos para este modelo con la
teoria general desarrollada alli. Mas aiun en la Figura 6.5 se comparo las simulaciones

numéricas de este sistema con las bosquejos del sistema general (6.1).

Ejemplo 2: Modelo de Gang Wang, Xue-Gong Liang y Fei-Zhi
Wang [8]

Consideremos el sistema

. T T Kix—a2*—a
T = —xy |,

K, x4+ M c
1 1 12 (8.2)
_ TaCo ) Koy —y* —as
- —yr |,
K2 y+M2 Co

donde 7, K;, ¢;, M; > 0, a; > 0, K? > 4a;, parai=1,2.

Descomposicion en la forma general Las raices positivas asociadas a los términos

de Allee vienen dadas por

Kl—\/Klg—éLCLl K1+\/K12—4a1
Ty = )
2

2 )

xrT_ =
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KQ_\/KS_Z.LCLQ K2+\/K22—4CL2
Y+ = .
2

Y- = 5 )
Con esta notacién, el sistema puede escribirse en la forma general con
T1 r —T_— ™MT

Ki(z) = — (24 — ), Ai(x) = , r)=—""—,

1( ) K1< + ) 1( ) 'T"’Ml (bl( ) Kl(ff‘i‘Ml)
y—y- T2y

ealy) = ;(—Z(er _y), As(y) = T P2(y) = Koy + M)

Verificacion de las hipétesis

Condiciones (A.1)—(A.3). Parai=1,2, se tiene

ki(z4) =0,
ﬁi(Z):%(Z+—2)>O si0<z< 2z,
/{i(z):%(zur—z) <0 siz >z,

Condiciones (B.1)—(B.3). Parai= 1,2, se tiene

i(z) = ﬁ >0 paratodoz>0,  ¢(0) =0,
: _
zlg?o oi(z) = e < 00.

Condiciones (C.1)—(C.3). Parai = 1,2, se tiene

z—z_
A’L(’Z) = 4+ M Ai(Z,) =0,
Al(z.) = b >0 lim A;(z) = S N
! Z_ +MZ ’ z—0t M,L

Las nulclinas no triviales estan dadas por

Nulclinas
ry—x)(r—1x_) Yy —y)(y—y-)
qzy= Ermo@ze) gy Wm0 =y)
c1x Cy
2 2
/ o ap —T / o as — Y
91 () o172 92() Cat?
2(11 2@2
" = < O " _ " 0
gl (SU) Clxg ) g2 (y) 02y3 )

por lo que ambas nulclinas no triviales son céncavas.
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Cantidades relevantes En este caso,

Kl—\/K%—éla,l " :K1+\/K12—4a1
9 )

xrT_ =

2 ) +
KQ—\/KQZ—4CLQ KQ+\/K22—4QQ
Y- = ) Y+ = )
2 2

P=va,  §= v

C(z*,y") = —2a1(y*)° — 2a22" (a1 — (z*)?).

Dependencia respecto de los umbrales de Allee Como

r—x_ y—1y_
A — A =
se tiene 9 . 24
1 1
Ox_ (z) x4+ M, <Y ox% (z) ’
0A, 1 0% A,
Z2(y) = — 0, —=—2(y)=0.

Observacién 8.1.2. Este modelo corresponde también a un sistema de competencia
con efecto Allee fuerte en ambas especies. En particular, fue estudiado en el Capitulo 5,
donde se demostro que, bajo ciertas condiciones, es topologicamente equivalente al mo-
delo del Ejemplo 1. Ademds, sus nulclinas no triviales g y ga son concavas, por lo que
el sistema satisface las hipotesis estructurales consideradas en el Capitulo 6. En dicho
capitulo se compararon las stmulaciones numéricas de este modelo con los bosquejos del

modelo general, asi como con las simulaciones numéricas del Ejemplo 1.

Ejemplo 3: Modelo de D. Cammarota, N. Zeraick, R. Menezes,
H. Fort y A. M. Segura [33]

Consideremos el sistema

. ( x+cly) mix
r=rz(1-— —

Kl 1—|—a1$’

Y+ 0295) LY
K, 1+ asy’

Yy =12y (1 -
donde r;, K;, ¢;, m;,a; > 0, para 1 =1, 2.

154



Capitulo 8 | Ejemplos de modelos explicitos

Descomposicion en la forma general Definimos

M="0 =12
Ty

Las raices positivas asociadas a los términos de Allee estan dadas por

N Kl — + \/(Kl + CL1)2 — 4K1M1

2(11

Tt

Y

. K2 — as + \/(KQ + (12)2 — 4K2M2

2@2

Y+

Se asume que
(KZ + ai)Q —4K;M; > 0, 1=1,2.

Con esta notacion,

ma T —T_ r
wi(e) = et —a), Ale) =g aile) =

r2a Y—Y- T
ka(y) = e =y A0 == el =

Verificacién de las hipétesis En lo que sigue, para ¢ = 1,2, denotaremos por z_ y
z, las raices positivas asociadas a la especie i, es decir, 2z = zyL sii =1y 24 = y4 si
i =2.

Condiciones (A.1)—(A.3). Parai=1,2, se tiene

T;Q;

7 (2 —2), ki(z4) =0,

Ki(z) =

ki(z) >0 si0<z<z,

ki(z) <0 siz> 2.

Condiciones (B.1)—(B.3). Parai=1,2, se tiene

¢i(2) = i@ >0 para todo z > 0, Zlg(r)lo oi(z) = % < 0.

155



Capitulo 8 | Ejemplos de modelos explicitos

Condiciones (C.1)—(C.3). Parai= 1,2, se tiene

Z— Z_

A1<Z) = 1+ a‘z, Ai<2_) = 0,
Al(z_) = 1 >0 lim A;(z) = —z_ < oc.
! l—i—aiz_ ’ z—0t

Nulclinas Las nulclinas no triviales vienen dadas por

(4 —a)(z —x)

(e —9)(y —y-)
€r) = ) - .
91(2) ci(l+ayx) 92(Y) c2(1 + agy)
g/ (J}) _ T_+ry+amr_xy — 2r — ale g/ (y) _ y_ +yy + agy_yy — 2y _ a2y2
! c1(1+ ayz)? ’ 2 (1 + agy)? :
2(1 _)(1 2(1 (1
gi(z) = — (taw)(tar,) 0, iy =-— (1 +aay-)(1 +asys) _

(1 + ax)? co(1 + agy)?

Por lo tanto, ambas nulclinas no triviales son céncavas.

Cantidades relevantes

5 VI tar )(1+azy) -1 G = V(L +agy )(1 +agy,) — 1
ay ’ s .

21+ a1z )(1 + ayxy)
c1(1+ agz*)3
az_xy —ay(x*)? + o+ — 227 2(1 + agy_ ) (1 + azyy)
c1(1 4 ayz*)? co(1 + azy*)? '

C(CC*, y*> = -

Dependencia respecto de los umbrales de Allee Como

r—ax Y-y
M= ) =
se tiene 94 . 9A
1 _ 1 _
8x__(x) 14 ax <0, ox% (z) =0,
04y 1 PAy,
o Ty = gt
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Observacion 8.1.3. Este modelo corresponde a un sistema de competencia con efecto
Allee fuerte en ambas especies. En este caso, el efecto Allee aparece asociado a los

términos de mortalidad
myix moy

1+ a2’ 1+ asy’

cuya contribucion es mas significativa a bajas densidades y se estabiliza al aumentar la

poblacion. Ademds, sus nulclinas no triviales g1 y go son concavas y el sistema satisface
las hipotesis estructurales consideradas en el Capitulo 6. Por consiguiente, los resul-
tados obtenidos en dicho capitulo sobre existencia y numero de equilibrios interiores,

estabilidad local y bifurcaciones pueden aplicarse directamente a este modelo.

8.2. Modelos con efecto Allee en una especie

En esta seccion presentamos ejemplos de modelos donde solo una de las especies
presenta efecto Allee. En estos casos identificamos la nulclina ¢g; asociada a la especie

con efecto Allee, la nulclina g, asociada a la especie sin efecto Allee y el valor critico

KJQ(O)

o= 02¢2(0)’

que determina las bifurcaciones transcriticas de los equilibrios de frontera.

Ejemplo 4: Modelo de Mihiri De Silva, Sophia R. y J. Jang [14]

Consideremos el sistema

T =nrx (1 — i) (x —ay) — naty | s,

y:ry 1_i _T’QCQI’IJ
2 K2 )

(8.3)

donde r;, K;,¢; > 0,a; >0y s eR.

Descomposicion en la forma general Definimos

g=2

r

Las raices positivas asociadas a los términos de Allee estan dadas por

" Kl + a3 + \/(K1 —Q1)2+4K18
+ = .
2
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Por lo tanto,

71 71
ki(x) = — (x4 — @), A(x) =z —o_, xr)=—,
@)= -, AW () = 1
r
) =re(1- L) ol =
Verificacion de las hipétesis
Condiciones (A.1)—(A.3).
/431(1’_,_) == O, HQ(KQ) =0.
Iil(I)IT—l(SL’+—Jf)>0 si0 <z <uxy,
K
71 .
ki(z) = —(ry—2) <0  siz>ay,
K
Hg(y):'f’2<1—i)>0 si0<y< K,
Ko
Ko(y) = 1o (1—[%)<0 siy > Ko.
Condiciones (B.1)—(B.3). Se tiene
¢()—r1>0 ara todo x > 0 limqﬁ(a:)—r—1<oo
1\r) = Kl p Z Y 00 1 - Kl )
¢()_r2>0 ara todo y > 0 h’mgb()—r—2<oo
2y—K2 p y=Y yﬁ\oogy_KQ .

Condiciones (C.1)—(C.3) para la especie z. Se tiene

Ai(z_) =0, A(z_)=1>0, lim A;(z) = —2_ < oo.
1

z—0t
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Nulclinas Las nulclinas no triviales vienen dadas por

ry —x)(r—2_ Ky —vy
@)= T m) gy
&1 Co
r_ +xy — 2% 1
di(x) = = gy =——,
(8] C2

9
gi(z) = —5 < 0, g5(y)=0.

Por lo tanto, g; es céncava, mientras que go es una funcién afin decreciente.

Cantidades relevantes En este caso,

i':—K1+a1 x(c):&
2 ) c\L2 62-
Ademas,
2
Clz*,y*) = ——.
(=", y") m

Dependencia respecto de los parametros

™ 8141
> O, 8(1,’__

I

(z) =

= =1
e (x) <0,

ax+

g—g(y):—KQCg_y <0 para 0 <y < K.

Observacién 8.2.1. Este modelo puede verse como una variante del modelo estudiado
en el Capitulo 4, en el que solo una de las especies presenta efecto Allee y, ademds, se
incorpora en la ecuacion de x un término de stocking sz, el cual representa un aporte
externo proporcional destinado a reforzar la poblacion sujeta a efecto Allee. En particu-
lar, la nulclina no trivial g, asociada a la especie bajo efecto Allee es concava y satisface
las hipotesis estructurales correspondientes, mientras que la nulclina go asociada a la
especie sin efecto Allee es una funcion afin decreciente y, por tanto, convexa, por lo que
también satisface las condiciones del marco general desarrollado en el Capitulo 7. Por

consiguiente, los resultados obtenidos en dicho capitulo sobre existencia y niumero de

equilibrios interiores, estabilidad local y bifurcaciones pueden aplicarse directamente a
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este sistema. Ademds, se observa que la condicion de genericidad de la bifurcacion Fold
viene dada por
* * 2
C(I 7y):—_?£07
C1
lo cual es coherente con el hecho de que en el caso de efecto Allee en una sola especie

no pueden ocurrir bifurcaciones Fold degeneradas asociadas a equilibrios interiores.

Ejemplo 5: Variante del modelo de Gang Wang, Xue-Gong

Liang y Fei-Zhi Wang con efecto Allee en una especie

Consideremos la variante del Ejemplo 2 en la cual solo la primera especie presenta

efecto Allee:
. rme x (K1$—$2 —a )
= —ay |,

K, »+ M c

1 1 1 (8.4)
Z./:T202 Yy KZ_y—ym

KQ y+M2 Co '

donde T‘i,Ki,Ci,MZ‘ >0,a, >0 y K12 > 4ay.

Descomposicion en la forma general Definimos

_Kli K12—4a1

T+ 9
Entonces, para la primera especie,
1 r — T_— X
ki(x) = —(xL — 1), Ai(x) = , r)=——"——.
1(z) K1< +— ) 1(z) Y 216 Kole + )

Para la segunda especie, que no presenta efecto Allee, se tiene

T2y

K = — K — s = ——
Z(y) K2< 2 y) ¢2(y) KQ(y 4 M2)
Verificacién de las hipdtesis

Condiciones (A.1)—(A.3). Se tiene
ki(z4) =0, K2 (Ko) = 0.

Ademas,
ri(z) = —(xy —x) >0 si0<z<uxy,
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ml(:z:):;—ll(m—x) <0 six >y,
y
r .
/ﬁg(y):é(Kg—y)>0 si0 <y < Ky,
r :
Ka(y) = é(KQ —y) <0 siy > Ko.

Condiciones (B.1)—(B.3). Para la especie z, se tiene

T
= >0 tod 0 0)=0
o1 () Ko + 00 > para todo x > 0, ¢1(0) ,
1
] 1
lim ¢1(x) X, < 00

Para la especie vy, se tiene

r
Pa2(y) = WEW >0 para todo y > 0, ®2(0) = 0,
S
Jim é2(y) = 5 < o0

Condiciones (C.1)—(C.3) para la especie z. Se tiene

xT_ +M1 1
A - - - -
1(1:) (x+Ml)27 T +M]_

y ademas

Jim, Ai(x) = = < o0

Nulclinas Las nulclinas no triviales vienen dadas por

T, —x)(r—2_ Ky —vy
gi(z) = &y ) ), 92(y) = :
c1r Co
Ademas,
@) =22 gy =
T = ——
gl C1.§L’2 ) g2 Yy c27
Y 2
" ai "
=—7 <0 = 0.
gy () R (y)

Por lo tanto, g; es céncava, mientras que go es una funcién afin decreciente.
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Cantidades relevantes En este caso,
T = v ap.

Ademas, como

¢2<0) =0,
la cantidad
_ 2(0)
‘ C2¢2(0)

no queda definida.

Dependencia respecto de los parametros

. T1 3141 . 1
(z) = K 0 8x,(x) o+ M

Lt

< 0,
ax+

g—iz(y :—chg_y<0 para 0 <y < K.

Observacion 8.2.2. A diferencia de los ejemplos anteriores, no conocemos un trabajo
en la literatura donde esta variante haya sido estudiada de manera independiente. En
esta tesis se introduce a partir del modelo del Ejemplo 2 con el fin de ilustrar el caso en
que solo una de las especies presenta efecto Allee dentro de una formulacion inspirada
en el modelo del ejemplo 2. En particular, la nulclina no trivial g, asociada a la especie
bajo efecto Allee es concava, mientras que la nulclina g, de la especie sin efecto Allee

es una funcion afin decreciente y, por tanto, convexa. Ademds cumple las hipotesis del

modelo general (7.1) por ende cumple los resultados estudiados en el Capitulo 7.

Ademds, en este caso se tiene

por lo que la cantidad
_ m2(0)
C2¢2(0)

no queda definida. En consecuencia, el sistema se encuentra precisamente en la situa-

cion descrita en la Observacion 7.2.5, de modo que no presenta bifurcaciones transcriti-
cas asociadas a los equilibrios de frontera. Por lo tanto, la unica bifurcacion local posible
para equilibrios interiores es una bifurcacion Fold genérica, y el diagrama de bifurcacion

del modelo sigue la estructura cualitativa mostrada en la Figura 7.3.
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Cuadro 8.1: Resumen de los ejemplos mostrados, las bifurcaciones que presentan y los

resultados generales que les son aplicables.

Ejemplo | Efecto Allee | Capitulo aplicable Bifurcaciones
1 Ambas especies Cap. 6 Fold, transcritica, cispide
2 Ambas especies Cap. 6 Fold, transcritica, cispide
3 Ambas especies Cap. 6 Fold, transcritica, cuspide
4 Una especie Cap. 7 Fold, transcritica
5 Una especie Cap. 7 Fold genérica
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Los resultados obtenidos en esta memoria muestran que la incorporacién del efecto
Allee en modelos de competencia entre dos especies modifica de manera significativa
la dindamica clasica de exclusion y coexistencia descrita por modelos del tipo Lotka—
Volterra. En particular, el analisis desarrollado permitié caracterizar cémo la interaccion
entre competencia interespecifica, crecimiento poblacional y efecto Allee puede generar
escenarios de coexistencia, exclusion competitiva o donde ambas especies se extingan.
Esto muestra que la persistencia de especies en competencia no depende tinicamente
de la intensidad de la competencia por recursos, sino también de la capacidad de cada
poblacién para sostenerse a bajas densidades, lo que resulta especialmente relevante en

contextos de conservacién, invasiones biolégicas y manejo de poblaciones amenazadas.

El analisis de los dos modelos particulares estudiados en los capitulos 4 y 5 permi-
ti6, en primer lugar, ilustrar de manera concreta los distintos escenarios dindmicos que
pueden aparecer en sistemas de competencia con efecto Allee sobre ambas especies. A
pesar de que dichos modelos utilizan supuestos distintos para modelar el crecimiento,
la competencia y el efecto Allee, se demostrd que, bajo ciertas condiciones, ambos son
topologicamente equivalentes, es decir, presentan la misma dindmica cualitativa. Esta
equivalencia no solo fue establecida analiticamente, sino que ademds se vio reflejada
en los retratos de fase y en las simulaciones numéricas. En consecuencia, estos mode-
los particulares mostraron que formulaciones bioldgicas distintas pueden dar lugar a
una misma organizacion global del plano de fases, lo que sirvié como motivacién para
proponer un modelo general capaz de abarcar una familia mas amplia de sistemas de

competencia con efecto Allee.
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A partir de esta observaciéon se formulo y estudié un modelo general bidimensional de
competencia con efecto Allee en ambas especies. Bajo las hipdtesis estructurales intro-
ducidas en el Capitulo 6, fue posible describir todos los escenarios dinamicos admisibles
del sistema, determinar que la cantidad de equilibrios interiores y caracterizar cémo
cambia la dindmica al variar los umbrales de efecto Allee. En particular, se mostré
que el sistema puede presentar 0, 2 o 4 equilibrios interiores en los casos genéricos, y
que cada una de estas configuraciones da lugar a una estructura distinta de cuencas
de atraccion en el primer cuadrante. De esta manera, el analisis no solo permitié esta-
blecer cuando existe coexistencia, sino también distinguir los casos en que una de las
especies termina extinguiéndose o aquellos en que ambas poblaciones son conducidas a

la extincion dependiendo de sus densidades iniciales.

Desde el punto de vista biolégico, estos resultados muestran que la coexistencia es-
table de dos especies en competencia puede ocurrir cuando el efecto Allee sobre ambas
poblaciones es suficientemente débil. En este caso, el sistema admite una region del es-
pacio de fases desde la cual ambas especies logran persistir a largo plazo, lo que refleja
un equilibrio entre la presiéon competitiva y la capacidad de cada poblacién para man-
tenerse por encima de su umbral de supervivencia. En cambio, cuando el efecto Allee
aumenta, la coexistencia deja de ser robusta y comienzan a aparecer regimenes en los
que la dindmica conduce a la extincion de una de las especies o incluso a la extincion
de ambas. Este hecho resalta la importancia de las cuencas de atraccién en la interpre-
tacion bioldgica del modelo y como cambian las separatrices que las limitan, pues el
destino de las poblaciones no queda determinado tnicamente por los parametros, sino

también por el estado inicial del sistema.

Un aspecto particularmente relevante es que, para umbrales de efecto Allee sufi-
cientemente grandes, la cuenca de atraccién del equilibrio (0,0) puede ser no acotada.
Biologicamente, esto significa que el tamano inicial de las poblaciones deja de ser una
garantia de persistencia: incluso si ambas especies parten con densidades arbitraria-
mente grandes, la combinacién entre competencia y un efecto Allee suficientemente
severo puede conducirlas a la extincion. Este resultado muestra que el efecto Allee no
solo afecta la viabilidad de poblaciones pequenas, sino que también puede alterar de
manera global la dindmica competitiva, haciendo posible la extincién total en regiones

extensas del espacio de fases.

Asimismo, el andlisis permiti6 identificar el papel que juega la asimetria en la compe-

tencia. En particular, si una de las especies se ve mas afectada por la competencia que
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la otra, entonces el umbral de efecto Allee compatible con coexistencia debe ser menor
para esa especie. En otras palabras, una poblacién que ya se encuentra en desventaja
competitiva solo podra coexistir a largo plazo si ademas su efecto Allee no es demasiado
fuerte. A medida que los umbrales de Allee aumentan, la dindamica se desplaza hacia
escenarios en los que la coexistencia desaparece y solo permanecen posibles la exclu-
sion competitiva o la extincion simultdnea. De este modo, el efecto Allee actia como
un mecanismo que amplifica la vulnerabilidad de una especie frente a la competencia,
al imponer una restriccion adicional sobre las densidades minimas necesarias para su

persistencia.

Al final del estudio del modelo general con efecto Allee en ambas especies en el
capitulo 6 se consideré también un caso complementario en el que no se impuso la
hipétesis de concavidad de las nulclinas. Aunque este escenario es menos natural desde
el punto de vista bioldgico, su analisis permitié ilustrar qué parte de la estructura
dindamica obtenida depende de manera esencial de la concavidad y qué resultados pueden
extenderse a un marco mas amplio. En este sentido, este caso no solo cumple un rol
técnico, sino también conceptual, pues permite apreciar con mayor claridad el alcance

de las hipétesis estructurales introducidas en el modelo general.

Posteriormente en el capitulo 7, se estudi6 una variacién del modelo general en la cual
solo una de las especies esta sujeta a efecto Allee. Aunque este sistema se analiza con
herramientas similares a las del caso anterior, la dinamica que aparece es mas simple.
En este caso, el sistema puede tener a lo mas dos equilibrios interiores, y por lo tanto
la cantidad de escenarios de coexistencia posibles es menor que cuando ambas especies
estdn sujetas a efecto Allee. Ademds, mientras en el caso anterior podian aparecer hasta
tres o cuatro cuencas de atraccién, aqui pueden existir a lo mas dos. Desde el punto de
vista bioldgico, esto significa que el sistema presenta menos comportamientos posibles a
largo plazo: segun los pardmetros, puede haber coexistencia o sobrevivencia de una sola
de las especies, pero la extincién simultanea de ambas deja de ser un destino asintético

del sistema.

El caso de una sola especie con efecto Allee muestra una interaccion mas asimétrica
entre competencia y persistencia. En particular, se obtuvo que siempre existe una cuenca
de atraccion asociada a un equilibrio de frontera en el que sobrevive una sola de las
especies, lo que significa que, para ciertos rangos de parametros, una de las poblaciones
puede imponerse sistematicamente sobre la otra. Dependiendo de la intensidad de la

competencia y del valor del umbral de efecto Allee, pueden aparecer ademas escenarios
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en los que existe una region de coexistencia estable o regimenes en los que la especie
afectada por efecto Allee se extingue mientras la otra persiste. A diferencia del caso
con efecto Allee en ambas especies, aqui la dinamica refleja con mayor claridad cémo
una sola poblacién sometida a restricciones de baja densidad puede ver alterado su
destino por la presiéon competitiva ejercida por la otra, generando una transicion entre

coexistencia, exclusién y supervivencia dominante de una de las especies.

En ambos marcos, el andlisis de bifurcaciones permitié entender cémo se organizan las
transiciones entre los distintos escenarios dindmicos. En el caso de efecto Allee en ambas
especies se obtuvieron condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones fold, transcriticas
y cuspide, las cuales delimitan la aparicion, desaparicion o cambio de estabilidad de
equilibrios al variar los pardmetros. En cambio, en el caso en que solo una especie
presenta efecto Allee, la estructura de bifurcaciones resulta mas restringida: aparecen
bifurcaciones fold y transcriticas, pero no la bifurcacion cispide asociada a coexistencia
que si puede ocurrir en el caso anterior. Esto confirma que la pérdida del efecto Allee
en una de las especies no solo reduce el nimero maximo de equilibrios interiores, sino
que también simplifica la organizacion geométrica de las transiciones entre regimenes

dindmicos.

Otro aspecto importante de esta memoria es que la teoria desarrollada no quedo res-
tringida a una formulacién abstracta, sino que fue aplicada a cinco modelos concretos,
cuatro de ellos provenientes de la literatura y uno propuesto en esta tesis a modo de
ilustracién. En cada caso se mostré como, mediante cambios de variables, reparame-
trizaciones o reescrituras adecuadas, los sistemas pueden llevarse a la forma general
correspondiente, identificando explicitamente las funciones k;, A; v ¢;, las nulclinas no
triviales y las cantidades relevantes para el estudio de bifurcaciones. En este sentido,
el capitulo final no solo entrega ejemplos, sino que también muestra cémo utilizar en
la practica el marco tedrico desarrollado: dado un modelo concreto de competencia con
efecto Allee, proporciona una guia para verificar las hipétesis estructurales y determinar

qué resultados generales pueden aplicarse.

En términos mas amplios, los resultados de esta memoria aportan una descripcién
cualitativa de mecanismos que aparecen de forma natural en ecologia cuando se com-
binan competencia y efecto Allee. En poblaciones pequenas o fragmentadas, donde la
reproduccién, la cooperacion o la defensa frente a depredadores dependen de mantener
una densidad minima, el efecto Allee puede ser determinante para decidir si una es-

pecie persiste o colapsa. Si, ademas, dicha poblacién compite con otra por un recurso
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compartido, el panorama se vuelve aun mas delicado: una especie puede extinguirse no
solo por ser desplazada competitivamente, sino porque la competencia la empuja por
debajo de su umbral de viabilidad. Desde esta perspectiva, conocer la estructura de las
cuencas de atraccion y las bifurcaciones del sistema puede ser de utilidad en problemas
de conservacién, restauracion ecoldgica, control de invasiones o manejo de poblaciones
explotadas, donde interesa saber no solo cudles son los estados estables posibles, sino
también qué intervenciones o qué condiciones iniciales permiten alcanzar uno u otro

escenario.

Finalmente, el trabajo deja abiertas varias direcciones de investigacién futura. Una
primera linea natural consiste en estudiar si la clasificacién de escenarios dinamicos ob-
tenida en esta memoria se mantiene al aumentar la dimension del sistema, por ejemplo
al considerar modelos de competencia entre tres especies o, mas generalmente, siste-
mas n-dimensionales con efecto Allee. En ese contexto, seria interesante determinar si
siguen apareciendo estructuras analogas de coexistencia, exclusion y extincién total,
o si surgen fendmenos nuevos asociados a la mayor dimensiéon. Una segunda extension
relevante consiste en incorporar dispersion espacial, ya sea mediante sistemas acoplados
en parches o a través de ecuaciones de reaccién—difusion, con el fin de analizar cémo
el movimiento de las especies en el territorio afecta la persistencia y la posibilidad
de cruzar umbrales de Allee localmente. Por tltimo, también seria natural considerar
modelos en los que la competencia esté mediada por un recurso dinamico compartido,
incorporando una tercera ecuacion que describa su disponibilidad y agotamiento. Esto
permitiria estudiar no solo la persistencia o extincion de las especies, sino también el
destino del recurso a largo plazo y la manera en que este retroalimenta la dinamica
competitiva. En conjunto, estas extensiones permitirian profundizar en el estudio de la
relacion entre competencia, efecto Allee y estructura global de las cuencas de atraccion,

ampliando el alcance del marco general desarrollado en esta memoria.
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