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Dr. Fabián Contreras
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Resumen

En esta memoria se estudian modelos de competencia entre dos especies en presencia

de efecto Allee. El objetivo principal es proponer formulaciones generales que permitan

describir, en un mismo marco, la dinámica de sistemas de competencia cuando ambas

especies están sujetas a efecto Allee y cuando solo una de ellas lo presenta. Para ello,

se analizan primero dos modelos particulares de la literatura con efecto Allee en ambas

especies, mostrando que, bajo ciertas condiciones, son topológicamente equivalentes y

por tanto exhiben la misma dinámica cualitativa.

A partir de esta comparación, se formula un modelo general bidimensional para el

caso en que ambas especies presentan efecto Allee. Bajo hipótesis estructurales sobre

las funciones que definen el sistema, se determina la cantidad de equilibrios interiores

que pueden aparecer, se estudia su estabilidad y se describe la estructura de las cuencas

de atracción asociadas a coexistencia, exclusión competitiva o extinción simultánea.

Además, se obtienen condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones transcŕıticas, fold

y cúspide, lo que permite describir cómo cambia la dinámica al variar los umbrales de

efecto Allee, las capacidades de carga o los parámetros de competencia. También se

considera un caso complementario sin hipótesis de concavidad de las nulclinas, con el

fin de ilustrar el alcance de los resultados obtenidos.

Posteriormente, se propone una segunda formulación general para el caso en que solo

una de las especies está sujeta a efecto Allee. En este contexto se obtienen resultados

análogos sobre existencia y número de equilibrios interiores, estabilidad, cuencas de

atracción y bifurcaciones, mostrando además que la dinámica resultante es más simple

que en el caso anterior.

Finalmente, se presentan cinco ejemplos concretos, cuatro de ellos provenientes de la

literatura y uno propuesto en esta memoria, mostrando cómo pueden escribirse dentro

de las formulaciones generales desarrolladas. De esta manera, los resultados obtenidos

permiten unificar distintos modelos de competencia con efecto Allee dentro de un mismo

marco teórico y entregar una descripción cualitativa de su dinámica en función de los

parámetros y de las condiciones iniciales.
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Abstract

This thesis studies two-species competition models in the presence of the Allee effect.

The main objective is to propose general formulations that describe, within a common

framework, the dynamics of competition systems when both species are subject to the

Allee effect and when only one of them is affected by it. To this end, we first analyze

two particular models from the literature in which both species experience an Allee

effect, showing that, under suitable conditions, they are topologically equivalent and

therefore exhibit the same qualitative dynamics.

Motivated by this comparison, we formulate a general two-dimensional model for the

case in which both species are subject to the Allee effect. Under structural assumptions

on the functions defining the system, we determine the number of interior equilibria

that may arise, study their stability, and describe the structure of the basins of attrac-

tion associated with coexistence, competitive exclusion, or simultaneous extinction. In

addition, we obtain conditions for the occurrence of transcritical, fold, and cusp bifur-

cations, which allow us to describe how the dynamics changes as the Allee thresholds,

carrying capacities, or competition parameters vary. We also consider a complemen-

tary case in which the concavity assumption on the nullclines is removed, in order to

illustrate the scope of the results obtained.

We then propose a second general formulation for the case in which only one of

the species is subject to the Allee effect. In this setting, analogous results are obtained

concerning the existence and number of interior equilibria, stability, basins of attraction,

and bifurcations, showing in particular that the resulting dynamics is simpler than in

the case where both species are affected by the Allee effect.

Finally, we present five concrete examples, four taken from the literature and one

proposed in this thesis, showing how they can be written within the general formula-

tions developed here. In this way, the results provide a unified framework for different

competition models with Allee effect and a qualitative description of their dynamics in

terms of parameters and initial conditions.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el estudio de interacción de especies, el uso de modelos de competencia entrega

una herramienta útil para analizar los distintos casos cuando dos especies se enfrentan

en busca de recursos territoriales, alimenticios, entre otros, de manera que se pueden

presentar tres casos particulares: la extinción de una de las especies, la extinción de

ambas especies o la coexistencia de ambas especies. En la literatura es de gran interés

estudiar estos casos y si es posible obtener que, a largo plazo, las especies puedan

coexistir. Uno de los modelos más estudiados y mostrado como ejemplo de los distintos

casos es el modelo Lotka–Volterra [1, 2], el cual también es el más simple por el hecho

de que los estados de equilibrio vienen dados por la intersección de dos rectas. Este

modelo también muestra un concepto muy importante llamado “principio de exclusión”,

que nos dice que bajo ciertas condiciones, dos especies no pueden coexistir a largo

plazo si compiten por el mismo recurso y este se mantiene constante [3, 4]. En el

modelo Lotka–Volterra sucede que efectivamente el único caso en que es posible la

coexistencia de ambas especies es cuando ocurre una llamada “competencia débil”,

dada por una medida del principio de exclusión. Pero esto se hace contradictorio tanto

en distintos experimentos como en variaciones del modelo, demostrando que śı es posible

la coexistencia de ambas especies, es decir, que el principio de exclusión no siempre es

cierto. Por ello se han estudiado distintos modelos de competencia, en los cuales la gran

diferencia que tienen con el modelo Lotka–Volterra es que sus equilibrios vienen dados

por la intersección de una recta y una curva no lineal, o de dos curvas no lineales [5, 6].

Por otro lado, se tiene el conocido “efecto Allee”, que viene dado por una dificultad

de una especie para sobrevivir si su población está bajo cierto umbral [7]. Este efecto

puede venir dado por efectos ambientales o particularidades biológicas de la especie;
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Caṕıtulo 1 | Introducción

por ejemplo, una especie de peces que no logra sobrevivir si su población es baja debido

a algún mecanismo que usan agrupándose para conseguir alimento. Este efecto ha sido

estudiado y modelado de distintas maneras en la literatura [7]. En particular, en este

trabajo se estudió el comportamiento de las poblaciones de dos especies en competencia

considerando tanto el caso en que ambas especies están sujetas a efecto Allee como el

caso en que solo una de ellas presenta este efecto. Para ello, se revisó la bibliograf́ıa

existente sobre modelos de competencia con efecto Allee y los resultados obtenidos para

este tipo de sistemas. A partir de esta revisión, se observó que en la literatura no se

contaba con resultados generales para una familia amplia de modelos de competencia

con efecto Allee, sino principalmente con el estudio de modelos particulares [8, 9, 10,

11, 12, 13, 14].

De esta manera, en esta tesis se consideran en primer lugar dos modelos de compe-

tencia con efecto Allee sobre ambas especies, correspondientes a ejemplos particulares

estudiados en la literatura [8, 11]. El análisis de estos modelos permitió comparar sus

propiedades dinámicas y demostrar que, bajo ciertas condiciones, ambos son topológi-

camente equivalentes. Posteriormente, a partir de esta comparación, se establecen ge-

neralizaciones para modelos de competencia con efecto Allee tanto en ambas especies

como en una sola de ellas, de manera que bajo ciertas condiciones se puede saber todas

los comportamientos posibles para las soluciones a largo plazo.

En particular, se mostró que distintos modelos de competencia con efecto Allee pre-

sentes en la literatura pueden escribirse dentro de una misma estructura general. Esto

permitió identificar hipótesis bajo las cuales comparten un mismo comportamiento cua-

litativo y establecer resultados generales sobre el número y tipo de equilibrios interiores

que pueden aparecer. Además, esta formulación general permitió estudiar de manera

unificada la estabilidad de los equilibrios, la estructura de las cuencas de atracción y la

forma en que las nulclinas organizan la dinámica del sistema.

Finalmente, dentro de este marco general se estudiaron también las bifurcaciones del

sistema, obteniendo condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones transcŕıticas, fold

y cúspide [15, 16, 17]. Esto permitió describir cómo cambia la cantidad y estabilidad

de los equilibrios al variar ciertos parámetros del modelo, aśı como construir diagramas

de bifurcación que organizan los distintos escenarios. Además, el estudio de ejemplos

concretos provenientes de la literatura permitió ilustrar la teoŕıa desarrollada y mostrar

cómo cada uno de ellos puede interpretarse como un caso particular del modelo general

propuesto.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo se presenta una introducción concisa a los conceptos y resultados

matemáticos que constituyen la base teórica del análisis realizado en esta memoria.

Inicialmente, se expondrán los conceptos más relevantes y frecuentemente utilizados

en el estudio de los sistemas dinámicos. Posteriormente, se abordarán algunos de los

resultados clave de la teoŕıa de bifurcaciones, que permiten analizar cambios cualita-

tivos en la dinámica de un sistema a medida que sus parámetros vaŕıan. Finalmente,

se discutirán ejemplos representativos de modelos poblacionales, los cuales sirven de

fundamento para el modelo analizado en los caṕıtulos posteriores.

2.1. Ecuaciones diferenciales y sistemas dinámicos

Un sistema dinámico describe la evolución de un conjunto de variables en función

del tiempo y puede representarse tanto en tiempo continuo como discreto. En este

trabajo nos centraremos en modelos de tiempo continuo, los cuales se expresan mediante

ecuaciones diferenciales ordinarias autónomas de la forma

dx

dt
= f(x;µ), (2.1)

donde x = x(t) ∈ Rn es el vector de estados, µ ∈ Rm es un vector de parámetros, y

f : U ⊂ Rn × Rm → Rn es una función suficientemente suave que define el campo

vectorial del sistema. Este campo vectorial proporciona el vector velocidad, es decir, la

dirección y velocidad de la evolución del sistema en cada punto x.

Supondremos que f es al menos C1(U), es decir, que es continuamente diferenciable

respecto de las variables de estado y de los parámetros en el dominio U . Bajo esta
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Caṕıtulo 2 | Marco teórico

hipótesis, por el teorema de existencia y unicidad, el problema de valor inicial asociado

a (2.1) admite una única solución maximal x(t;x0), definida en un intervalo abierto que

contiene al origen, para cada condición inicial x0 ∈ Rn.

Las soluciones de la ecuación (2.1) corresponden a trayectorias que fluyen a través

de Rn, con coordenadas x = (x1, . . . , xn), como se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Interpretación geométrica del sistema (2.1). El vector ẋ = f(x;µ) es tangente

a la trayectoria definida por x = x(t).

Dado un tiempo t ∈ R, podemos definir un operador de evolución de un sistema

dinámico como una aplicación:

Φt : Rn → Rn,

que transforma un estado inicial x0 ∈ Rn en un estado xt ∈ Rn en un tiempo t

Φt(x0) = xt.

El operador Φt describe el flujo del campo de vectores f en la forma de una familia

{Φx0(t)}x0∈Rn , este flujo satisface la ecuación (2.1), es decir,

dΦ

dt
(t) = f(Φ(t);µ), ∀t ∈ R.

Definición 2.1.1. Una órbita de un sistema dinámico es un subconjunto ordenado de

Rn, definido por:

O =
{
x ∈ Rn | x = Φt(x0), ∀t ∈ R tal que Φt(x0) ∈ Rn

}
.

En este contexto, una órbita describe cómo cambia la posición de un punto inicial x0

a lo largo del tiempo. Esta puede visualizarse como el itinerario del sistema dinámico

a partir de un punto inicial.

4



Caṕıtulo 2 | Marco teórico

Figura 2.2: Órbitas de un sistema dinámico continuo.

En el contexto de sistemas dinámicos continuos, resulta fundamental estudiar aquellos

subconjuntos de Rn que permanecen invariantes bajo la evolución temporal.

Definición 2.1.2. Un conjunto A ⊂ X se dice invariante si

Φt(A) ⊂ A, ∀t ∈ R,

para todo t para el cual el flujo esté definido.

Es decir, si una trayectoria comienza en A, permanece en A para todo tiempo.

En particular, algunos de los conjuntos invariantes de mayor interés son:

Puntos de equilibrio: Un punto x∗ ∈ X es un punto de equilibrio si f(x∗) = 0.

En este caso, Φt(x∗) = x∗ para todo t, por lo que {x∗} es un conjunto invariante.

Órbitas periódicas: Una órbita γ es periódica si existe τ > 0 tal que

Φτ (x) = x

para todo x ∈ γ. En este caso, la curva cerrada

γ = {Φt(x0) : 0 ≤ t < τ}

es un conjunto invariante.

Además de identificar conjuntos invariantes, resulta fundamental comprender cuáles

de ellos describen el comportamiento asintótico del sistema.

5
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Definición 2.1.3. Un conjunto cerrado e invariante A ⊂ X se denomina atractor si

existe un entorno abierto U de A tal que

ĺım
t→+∞

dist(Φt(x), A) = 0, ∀x ∈ U.

Intuitivamente, un atractor representa un comportamiento hacia el cual evolucionan

las trayectorias que parten de un conjunto de condiciones iniciales.

El conjunto de todas las condiciones iniciales cuyas trayectorias convergen hacia un

atractor se denomina cuenca de atracción.

Definición 2.1.4. Sea A un atractor asociado a una vecindad abierta positivamente

invariante U . La cuenca de atracción de A es el conjunto

B(A) =
⋃
t≥0

Φ−t(U).

La estructura geométrica de las cuencas de atracción determina el comportamiento

global del sistema, ya que permite identificar qué dinámica asintótica corresponde a

cada condición inicial.

Definición 2.1.5. El retrato de fase de un sistema dinámico es una partición de Rn

en órbitas.

Definición 2.1.6. Un sistema dinámico (X,R,Φt) sobre el espacio X es topológica-

mente equivalente a un sistema dinámico (Y,R,Ψt) sobre el espacio Y si existe un

homeomorfismo h : X → Y que transforma órbitas de Φt en órbitas de Ψt, respetando

la orientación del tiempo.

Más precisamente, la equivalencia inducida por h queda descrita por

h(Φt(x)) = Ψτx(t)(h(x)),

donde, para cada x ∈ X, la aplicación τx(t) es estrictamente creciente en t.

Si además se cumple τx(t) = t para todo x y todo t, es decir,

h ◦ Φt = Ψt ◦ h, ∀t ∈ R,

entonces los sistemas se dicen topológicamente conjugados. Si h y h−1 son Ck-

difeomorfismos, k ≥ 1, se dice que los sistemas son Ck-equivalentes (o Ck-conjugados

en el caso τx(t) = t).

6
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Cuando la equivalencia se establece únicamente en vecindades de puntos de equili-

brio, se dice que los sistemas son localmente topológicamente equivalentes. En

este caso, la correspondencia entre las órbitas es válida solo en un entorno del punto

considerado, lo cual es suficiente para describir el comportamiento cualitativo local.

Definición 2.1.7 (Estabilidad de puntos de equilibrio hiperbólicos). Consideremos el

sistema (2.1), con un equilibrio en x0 ∈ Rn. La matriz Jacobiana Df(x0;µ) de f en x0

está definida como la matriz n× n de derivadas parciales:

Df(x0;µ) =


∂f1
∂x1

(x0;µ) . . .
∂f1
∂xn

(x0;µ)

...
...

∂fn
∂x1

(x0;µ) . . .
∂fn
∂xn

(x0;µ)

 .

Definimos las siguientes cantidades que caracterizan las propiedades de estabilidad de

los puntos de equilibrio:

n0 = Número de valores propios de Df(x0;µ) con parte real nula;

n+ = Número de valores propios de Df(x0;µ) con parte real positiva;

n− = Número de valores propios de Df(x0;µ) con parte real negativa.

Un equilibrio x0 del sistema (2.1) se dice hiperbólico si n0 = 0, es decir, si todos

los valores propios de la matriz Jacobiana tienen parte real estrictamente positiva o

negativa.

Las propiedades de estabilidad de un equilibrio hiperbólico x0 de un sistema no lineal

están determinadas por la linealización del campo vectorial f en x0. Esto es consecuencia

del teorema de Hartman–Grobman, cuya demostración puede encontrarse en [17].

Teorema 2.1.1 (Hartman & Grobman). Si el campo de vectores

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (2.2)

tiene un equilibrio hiperbólico x0, entonces existe una vecindad U de x0 tal que el sistema

(2.2) en U es localmente topológicamente conjugado al sistema linealizado

ẋ = Df(x0)x,

en una vecindad V del origen.

7
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Los detalles de la estabilidad de un equilibrio en un sistema lineal ẋ = Df(x0)x se

pueden encontrar en [17], [15]. Gracias al teorema de Hartman y Grobman se pueden

establecer condiciones para la estabilidad local de un equilibrio hiperbólico en un sistema

no lineal.

Un equilibrio x0 es un atractor local si n− = n, es decir, si todos los valores

propios de Df(x0) tienen parte real negativa.

Un equilibrio x0 es un repulsor si n+ = n, es decir, si todos los valores propios

de Df(x0) tienen parte real positiva.

Un equilibrio x0 es un punto silla si el producto n+ · n− ̸= 0, es decir, si hay

valores propios con parte real positiva y negativa.

Figura 2.3: Linealización de órbitas cerca de un punto de equilibrio hiperbólico x∗.

Para sistemas de dimensión mayor o igual que tres, la determinación del signo de

la parte real de los valores propios se torna más compleja, debido a que las ráıces

del polinomio caracteŕıstico no siempre pueden expresarse en forma cerrada, o bien

dan lugar a expresiones anaĺıticas excesivamente extensas. En estos casos es habitual

utilizar criterios algebraicos como el criterio de Routh–Hurwitz, que permite determinar

cuántas ráıces de un polinomio tienen parte real positiva sin calcularlas expĺıcitamente.

Por ejemplo, sea x0 un equilibrio del sistema (2.1), Df(x0) la matriz Jacobiana eva-

luada en x0 y

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0

el polinomio caracteŕıstico asociado a Df(x0). El método de Routh consiste en construir

una tabla, llamada tabla de Routh, a partir de los coeficientes de p(λ):

8
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an an−2 an−4 · · ·
an−1 an−3 an−5 · · ·
bn−1 bn−3 bn−5 · · ·
cn−1 cn−3 cn−5 · · ·
...

...

donde los coeficientes de las filas siguientes se obtienen recursivamente a partir de

determinantes 2× 2 formados con los elementos de las filas anteriores, por ejemplo

bn−1 = − 1

an−1

∣∣∣∣∣ an an−2

an−1 an−3

∣∣∣∣∣ , cn−1 = − 1

bn−1

∣∣∣∣∣an−1 an−3

bn−1 bn−3

∣∣∣∣∣ .
El criterio de Routh–Hurwitz establece que el número de cambios de signo en la pri-

mera columna de la tabla es igual al número de ráıces de p(λ) con parte real positiva [18].

Esto permite determinar la cantidad de valores propios con parte real positiva asociados

al equilibrio y, en consecuencia, analizar su estabilidad sin calcular expĺıcitamente los

valores propios de la matriz Jacobiana.

Por otro lado, el teorema de la variedad estable garantiza la existencia de subvarieda-

des invariantes asociadas a un equilibrio hiperbólico, las cuales describen la estructura

geométrica local de la dinámica.

Definición 2.1.8. Sea x0 un equilibrio hiperbólico del sistema (2.1) y sea U una ve-

cindad de x0.

La variedad estable local y la variedad inestable local de x0 se definen respec-

tivamente como

W s
loc(x0) =

{
x ∈ U : Φt(x) ∈ U ∀t ≥ 0, ĺım

t→+∞
Φt(x) = x0

}
,

W u
loc(x0) =

{
x ∈ U : Φt(x) ∈ U ∀t ≤ 0, ĺım

t→−∞
Φt(x) = x0

}
.

Extendiendo estas variedades mediante la acción del flujo se obtienen las variedades

globales:

Definición 2.1.9. La variedad estable global y la variedad inestable global de

x0 se definen como

W s(x0) =
⋃
t≥0

Φ−t(W s
loc(x0)) , W u(x0) =

⋃
t≥0

Φt(W u
loc(x0)) .

9
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En general, no es posible obtener expresiones anaĺıticas expĺıcitas para las varieda-

des estables e inestables globales, por lo que su estudio suele requerir herramientas

numéricas o geométricas.

La existencia y unicidad de soluciones del sistema implican que dos variedades esta-

bles (o dos variedades inestables) asociadas a distintos puntos de equilibrio no pueden

intersectarse, ni tampoco pueden autointersectarse.

Por otra parte, los dominios de atracción de atractores distintos son disjuntos. En

muchos casos, las fronteras entre diferentes cuencas de atracción están formadas por

variedades estables asociadas a puntos de equilibrio tipo silla. Cuando dicha variedad es-

table es de dimensión n−1, actúa como frontera que separa dinámicas cualitativamente

distintas. Por esta razón, las variedades estables reciben el nombre de separatrices.

Figura 2.4: La variedad estable de un equilibrio hiperbólico tipo silla delimita las cuencas

de atracción de dos equilibrios estables.

2.2. Teoŕıa de bifurcaciones

Los sistemas dinámicos pueden experimentar cambios cualitativos en su retrato de

fase al variar sus parámetros.

Definición 2.2.1. La aparición de un retrato de fase topológicamente no equivalente

bajo la variación de los parámetros se denomina bifurcación.

10
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En otras palabras, una bifurcación corresponde a un cambio en la estructura cuali-

tativa del sistema cuando un parámetro atraviesa un valor cŕıtico, denominado valor

de bifurcación. En muchos casos, este valor no es único; en el espacio de parámetros

puede existir un conjunto de valores de bifurcación, al que denominamos conjunto de

bifurcación.

Se distinguen dos tipos principales de bifurcaciones. Las bifurcaciones locales ocu-

rren en torno a puntos de equilibrio y están asociadas a la pérdida de hiperbolicidad,

es decir, cuando n0 ̸= 0. En contraste, las bifurcaciones globales implican cambios

topológicos que afectan regiones más amplias del espacio de fase y no pueden detectarse

únicamente mediante el análisis lineal de los equilibrios.

Definición 2.2.2. Un diagrama de bifurcación es una partición del espacio de

parámetros inducida por la equivalencia topológica del sistema, acompañada de retratos

de fase representativos para cada región.

Definición 2.2.3. Una bifurcación es de codimensión k si el conjunto de bifurcación

queda determinado por k condiciones independientes sobre los parámetros.

A diferencia de la definición 2.1.6, donde se consideraba un sistema dinámico fijo,

en teoŕıa de bifurcaciones se estudian familias parametrizadas de sistemas, es decir,

sistemas que dependen de un vector de parámetros.

Definición 2.2.4. Consideremos dos familias de sistemas dinámicos dependientes de

parámetros:

ẋ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm, (2.3)

ẏ = g(y, β), y ∈ Rn, β ∈ Rm, (2.4)

donde f y g son funciones suaves.

La familia (2.3) se dice topológicamente equivalente a la familia (2.4) si:

1. Existe un homeomorfismo del espacio de parámetros

p : Rm → Rm, β = p(α),

2. Para cada α, existe un homeomorfismo dependiente del parámetro

hα : Rn → Rn, y = hα(x),

11
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que transforma órbitas del sistema (2.3) con parámetro α en órbitas del sistema

(2.4) con parámetro β = p(α), preservando la orientación temporal.

Observación 2.2.1. Los sistemas (2.3) y (2.4) se dicen localmente topológicamen-

te equivalentes cerca de (x0, α
∗) si la definición anterior se cumple en una vecindad

de α = α∗, con p(α∗) = β∗, y si para cada α cercano a α∗ el homeomorfismo hα trans-

forma órbitas del sistema (2.3) en una vecindad Uα de x0 en órbitas del sistema (2.4)

en hα(Uα), cumpliendo además hα(x0) = y0.

Para las bifurcaciones locales de equilibrios, la estructura cualitativa de los diagra-

mas de bifurcación puede describirse mediante formas normales. Estas corresponden a

sistemas simplificados que conservan las propiedades topológicas esenciales de la bifur-

cación y permiten identificar los distintos comportamientos dinámicos posibles. Esta es

una de las nociones centrales en la teoŕıa de bifurcaciones. Consideremos un sistema

simple (polinómico en ξi):

ξ̇ = g(ξ, β;σ), ξ ∈ Rn, β ∈ Rk, σ ∈ Rl, (2.5)

que, para β = 0, tiene un equilibrio ξ = 0 que satisface k condiciones de bifurcación,

determinando una bifurcación de codimensión k de este equilibrio. Aqúı, σ es un vector

de coeficientes σi, i = 1, 2, . . . , l, de los polinomios involucrados en (2.5). En todos los

casos que consideraremos, existe un número finito de regiones en el espacio de coefi-

cientes que corresponden a diagramas de bifurcación topológicamente no equivalentes

de (2.5). En las situaciones más simples, los σi solo toman un número finito de valores

enteros.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que el sistema (2.1) posee un equilibrio en

x = 0 cuando el parámetro toma el valor µ = 0. Además, asumimos que en este punto

el sistema presenta una bifurcación X de codimensión k.

Definición 2.2.5. El sistema (2.5) se dice que es una forma normal topológica

para la bifurcación X si cualquier sistema genérico (2.1), con equilibrio en x = 0

y que satisface las mismas k condiciones de la bifurcación en µ = 0, es localmente

topológicamente equivalente, en un entorno del origen, a (2.5) para ciertos valores de

los coeficientes σi.

En lo que sigue aparecerán ciertas condiciones sobre las derivadas del campo vectorial,

12
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las cuales tienen la forma

Ni[f ] ̸= 0, i = 1, 2, . . . , s,

donde cada Ni es una función algebraica de derivadas parciales de f(x, µ) respecto de

las variables de estado y de los parámetros, evaluadas en (x, µ) = (0, 0).

Estas condiciones se denominan condiciones de no degeneración y permiten carac-

terizar cuándo un sistema presenta una bifurcación dada de manera genérica. Por lo

tanto, un sistema t́ıpico dependiente de parámetros y que presenta la bifurcación X

satisface estas condiciones. De hecho, el valor de σ está determinado por los valores de

Ni, i = 1, 2, ..., s.

Existen diferentes tipos de bifurcaciones locales que pueden ocurrir en sistemas

dinámicos dependiendo de la naturaleza de los valores propios de la matriz Jacobiana

en los puntos de equilibrio. A continuación, se presentan algunas de las bifurcaciones

más comunes y que aparecerán en nuestro trabajo. Para más detalles ver [17].

La bifurcación fold es la bifurcación local más simple y describe la creación o des-

trucción de un par de equilibrios cuando un parámetro atraviesa un valor cŕıtico. In-

tuitivamente, dos puntos de equilibrio se aproximan al variar el parámetro, colisionan

en un equilibrio no hiperbólico y luego desaparecen.

Teorema 2.2.1 (Bifurcación Fold genérica). Considérese el sistema

ẋ = f(x, µ), x ∈ R2, µ ∈ R, (2.6)

con f suave y tal que f(0, 0) = 0.

Supóngase que se cumplen las siguientes condiciones:

(F.1) La matriz Jacobiana Df(0, 0) tiene un valor propio simple λ = 0 y el otro valor

propio tiene parte real distinta de cero.

(F.2) Si v es un vector propio asociado a λ = 0 y w un vector propio izquierdo corres-

pondiente, entonces

w⊤Dµf(0, 0) ̸= 0.

(F.3)

w⊤D2
xf(0, 0)[v, v] ̸= 0.

13
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Entonces el sistema presenta una bifurcación fold en (0, 0).

Bajo estas condiciones, el sistema es localmente topológicamente equivalente a una

de las siguientes formas normales:

ξ̇1 = β ± ξ21 , ξ̇2 = ±ξ2,

donde los signos dependen de la orientación elegida y del signo del valor propio no

nulo. En particular, la dinámica esencial ocurre en la dirección asociada al valor propio

nulo, mientras que la segunda ecuación describe la dinámica transversal, que puede ser

estable o inestable. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo cualitativo de un retrato de

fase asociado a una bifurcación fold bidimensional, dada por

ξ̇1 = β − ξ21 , ξ̇2 = −ξ2.

Para β < 0 no existen equilibrios, para β = 0 aparece un equilibrio no hiperbólico y

para β > 0 surgen dos equilibrios. La dinámica esencial de la bifurcación ocurre en la

coordenada ξ1, mientras que la coordenada ξ2 describe la dinámica transversal, la cual

permanece estable al variar β, ya que las trayectorias satisfacen ξ̇2 = −ξ2 y convergen

hacia el eje ξ1.

Figura 2.5: Diagrama de bifurcación de la forma normal de una bifurcación fold genérica

con ξ̇1 = β − ξ21 y ξ̇2 = −ξ2.

La bifurcación transcŕıtica puede interpretarse como una bifurcación fold degenerada,

en la cual dos equilibrios coexisten para todo valor del parámetro y se intersectan

en el valor cŕıtico. En el punto de bifurcación ambos equilibrios son no hiperbólicos

e intercambian su estabilidad, en lugar de crearse o desaparecer como ocurre en la

bifurcación fold.

14
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Teorema 2.2.2 (Bifurcación transcŕıtica). Considérese el sistema

ẋ = f(x, µ), x ∈ R2, µ ∈ R,

con f suave y tal que f(0, 0) = 0.

Supóngase que se cumplen las siguientes condiciones:

(T.1) La matriz Jacobiana Df(0, 0) tiene un valor propio simple λ = 0 y el otro valor

propio tiene parte real distinta de cero.

(T.2) Si v es un vector propio asociado a λ = 0 y w un vector propio izquierdo corres-

pondiente, entonces

w⊤Dµf(0, 0) = 0.

(T.3)

w⊤D2
xµf(0, 0)[v] ̸= 0.

(T.4)

w⊤D2
xf(0, 0)[v, v] ̸= 0.

Entonces el sistema presenta una bifurcación transcŕıtica en (0, 0).

Bajo estas condiciones, el sistema es localmente topológicamente equivalente a una

de las siguientes formas normales:

ξ̇1 = βξ1 ± ξ21 , ξ̇2 = ±ξ2.

En la Figura 2.6 se muestra un ejemplo cualitativo de un retrato de fase asociado a

una bifurcación transcŕıtica bidimensional, dada por

ξ̇1 = βξ1 − ξ21 , ξ̇2 = −ξ2.

Para todo β existen dos ramas de equilibrios, las cuales intercambian estabilidad al

pasar por β = 0, donde aparece un equilibrio no hiperbólico. La dinámica esencial de

la bifurcación ocurre en la coordenada ξ1, mientras que la coordenada ξ2 representa

la dinámica transversal, la cual permanece estable al variar β, ya que las trayectorias

satisfacen ξ̇2 = −ξ2 y convergen hacia el eje ξ1.
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Figura 2.6: Diagrama de bifurcación de la forma normal de una bifurcación transcŕıtica

genérica con ξ̇1 = βξ1 − ξ21 y ξ̇2 = −ξ2.

La bifurcación cúspide es una bifurcación local de codimensión dos que corresponde a

un caso degenerado de una bifurcación fold. Genéricamente, en el espacio de parámetros,

los extremos de dos curvas de bifurcación fold se encuentran tangencialmente en un

punto cúspide. En una vecindad de este punto pueden coexistir regiones con uno y tres

equilibrios.

Teorema 2.2.3 (Bifurcación cúspide). Considérese el sistema

ẋ = f(x, µ), x ∈ R2, µ ∈ R2,

con f suave y tal que f(0, 0) = 0.

Supóngase que se cumplen las siguientes condiciones:

(C.1) La matriz Jacobiana Df(0, 0) tiene un valor propio simple λ = 0 y el otro valor

propio tiene parte real distinta de cero.

(C.2) Si v es un vector propio asociado a λ = 0 y w un vector propio izquierdo corres-

pondiente, entonces

w⊤Dµf(0, 0) = 0.

(C.3)

w⊤D2
xf(0, 0)[v, v] = 0.

(C.4)

w⊤D3
xf(0, 0)[v, v, v] ̸= 0.
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(C.5) Sea µ = (µ1, µ2). Defina

a(µ) := w⊤f(0, µ), b(µ) := w⊤Dxf(0, µ) v.

Entonces se requiere que el mapeo µ 7→ (a(µ), b(µ)) tenga rango 2 en µ = 0, i.e.

det

 ∂a
∂µ1

(0) ∂a
∂µ2

(0)

∂b
∂µ1

(0) ∂b
∂µ2

(0)

 ̸= 0.

Entonces el sistema presenta una bifurcación cúspide de codimensión dos en (0, 0).

Bajo estas condiciones, el sistema es localmente topológicamente equivalente a una

de las siguientes formas normales:

ξ̇1 = β1 + β2ξ1 ± ξ31 , ξ̇2 = ±ξ2,

La dinámica esencial ocurre en la dirección asociada al valor propio nulo, mientras

que la segunda ecuación describe la dinámica transversal.

donde el signo del término cúbico determina la orientación de la bifurcación y el signo

de la segunda ecuación depende de la estabilidad transversal asociada al valor propio no

nulo. La dinámica esencial ocurre en la dirección correspondiente al valor propio nulo,

mientras que la segunda ecuación describe la dinámica transversal.

En la Figura 2.7 se muestra el diagrama de bifurcación asociado a la forma normal

de una bifurcación cúspide. Las curvas fold F1 y F2 delimitan la región “1” del espacio

de parámetros, donde coexisten tres equilibrios, mientras que en la región “2” existe

un único equilibrio. Ambas curvas se encuentran tangencialmente en el punto cúspide,

correspondiente al caso degenerado de una bifurcación fold. Sobre las curvas F1 y F2

existen dos equilibrios, uno de los cuales es no hiperbólico. Finalmente, en (β1, β2) =

(0, 0) existe un único equilibrio no hiperbólico.
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Figura 2.7: Diagrama de bifurcación de la forma normal de una bifurcación transcŕıtica

genérica con ξ̇1 = β1 + β2ξ1 ± ξ31 y ξ̇2 = −ξ2.

2.2.1. Continuación numérica y detección de bifurcaciones

Para el análisis de bifurcaciones no basta con integrar trayectorias individuales; es

necesario seguir ramas de equilibrios u órbitas periódicas al variar parámetros. Este

procedimiento se conoce como continuación numérica, y constituye una herramienta

fundamental en el estudio de sistemas dinámicos no lineales [17, 19].

Dado un equilibrio x(µ) que satisface

f(x, µ) = 0,

los métodos de continuación permiten seguir la solución al variar µ, resolviendo itera-

tivamente el sistema mediante técnicas de tipo predictor–corrector [20, 17].

La detección de bifurcaciones locales se basa en el análisis espectral de la matriz Ja-

cobiana Df(x, µ), lo que permite identificar cambios en la estabilidad de los equilibrios.

Por ejemplo:
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Una bifurcación fold se detecta cuando un valor propio simple cruza cero.

Una bifurcación transcŕıtica también involucra un valor propio nulo bajo condi-

ciones adicionales de degeneración.

Una bifurcación cúspide corresponde a la degeneración de una bifurcación fold de

codimensión dos.

En este trabajo se empleó el toolbox MatCont deMATLAB, el cual implementa algo-

ritmos de continuación y detección automática de bifurcaciones ampliamente utilizados

en la literatura [21].
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Modelos de poblaciones

Las interacciones entre especies desempeñan un papel fundamental en la dinámica

de los ecosistemas y han sido ampliamente estudiadas mediante sistemas de ecuaciones

diferenciales [22, 23, 24]. Dependiendo del tipo de interacción, es posible distinguir

distintos marcos teóricos.

En los modelos de depredación, una especie se beneficia a expensas de otra; por

ejemplo, en las interacciones lince–liebre o tiburón–pez [25, 26].

En los modelos de mutualismo, ambas especies obtienen beneficios rećıprocos, como

ocurre en interacciones planta–polinizador o micorrizas–plantas [27, 28].

Por otro lado, en los modelos de competencia, dos especies compiten por recursos

limitados, de modo que el crecimiento de cada una se ve negativamente afectado por la

presencia de la otra.

El modelo de competencia de Lotka–Volterra es uno de los más conocidos y estudiados

en este contexto [1, 23], y se aplica a especies que comparten un mismo nicho ecológico,

como poblaciones que compiten por alimento o espacio.

En este trabajo nos centraremos en este último tipo de interacción entre especies.

3.1. Modelos de competencia interespećıfica

Los modelos de competencia interespećıfica describen la interacción entre poblacio-

nes que compiten por recursos limitados. En dimensión dos, un marco general puede
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escribirse como

ẋ1 = f1(x1, x2), ẋ2 = f2(x1, x2), (3.1)

donde x1, x2 ≥ 0 representan densidades poblacionales.

En este contexto, la competencia se interpreta como una disminución en la tasa de

crecimiento de una especie cuando la población de la otra aumenta. Esto se traduce en

las condiciones de signo

∂f1
∂x2

(x1, x2) ≤ 0,
∂f2
∂x1

(x1, x2) ≤ 0. (3.2)

Un ejemplo clásico es el modelo de competencia de Lotka–Volterra, dado por
ẋ1 = r1x1

(
1− x1

K1

)
− r1α12x1x2

K1

,

ẋ2 = r2x2

(
1− x2

K2

)
− r2α21x2x1

K2

.

(3.3)

donde ri son las tasas de crecimiento intŕınseco, Ki las capacidades de carga, y αij

cuantifica el efecto de la especie j sobre la especie i. El término

rixi

(
1− xi

Ki

)
describe el crecimiento loǵıstico en ausencia de competencia, mientras que

riαijxixj

Ki

modela la reducción en la tasa de crecimiento debida a la interacción con la otra especie.

Este modelo constituye una primera aproximación para describir la competencia entre

especies y permite caracterizar distintos reǵımenes dinámicos según los parámetros.

Como se muestra en la Figura 3.1, los comportamientos asintóticos posibles incluyen la

exclusión de una especie, la coexistencia estable y la extinción simultánea.

En particular, el principio de exclusión competitiva establece que dos especies que

compiten por los mismos recursos no pueden coexistir de manera estable bajo con-

diciones constantes [3]. No obstante, diversos estudios experimentales y teóricos han

mostrado que este principio no es universalmente válido, ya que en sistemas reales pue-

den observarse fenómenos de coexistencia debido a heterogeneidad espacial, variabilidad

ambiental o interacciones más complejas [29, 4].
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Figura 3.1: Retratos de fase del modelo de competencia de Lotka–Volterra.

Una limitación importante del modelo de Lotka–Volterra es que las interacciones

entre especies se describen mediante términos bilineales, lo que implica que las nullclinas

son funciones lineales. Esta restricción limita la geometŕıa del sistema y, por tanto, la

variedad de retratos de fase posibles.

Esto motiva el estudio de modelos más generales en los que las interacciones se

describen mediante funciones no lineales, lo que da lugar a nullclinas no lineales y

permite capturar dinámicas más complejas y acordes con observaciones emṕıricas [22,

6].

Para describir algunas propiedades cualitativas de estos sistemas en el caso planar,

introducimos el orden parcial “≤K” en R2
+, definido por

(x1, y1) ≤K (x2, y2) si x1 ≤ x2 y y1 ≥ y2.

Además, escribimos (x1, y1) <K (x2, y2) si (x1, y1) ≤K (x2, y2) y (x1, y1) ̸= (x2, y2),

mientras que (x1, y1) ≪K (x2, y2) indica que todas las desigualdades se satisfacen de

manera estricta.
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Dado un punto (x0, y0) ∈ R2
+, el primer cuadrante puede dividirse en cuatro regiones,

en sentido antihorario, definidas por

Q1 = {(x, y) : x ≥ x0, y ≥ y0}, Q2 = {(x, y) : x ≤ x0, y ≥ y0},

Q3 = {(x, y) : x ≤ x0, y ≤ y0}, Q4 = {(x, y) : x ≥ x0, y ≤ y0}.

Si el sistema (3.1) satisface (3.2), entonces es monótono respecto del orden ≤K en el

primer cuadrante [30, 6]. Es decir, si

(x1(0), y1(0)) ≤K (x2(0), y2(0)),

entonces

(x1(t), y1(t)) ≤K (x2(t), y2(t)) para todo t > 0.

Como consecuencia, el sistema no admite órbitas periódicas positivas. Por el teorema

de Poincaré–Bendixson [31], el conjunto ω-ĺımite de cualquier trayectoria consiste en

un equilibrio o en una colección de equilibrios junto con las órbitas que los conectan.

En el contexto biológico esto nos lleva a que a largo plazo los únicos estados posibles

son la coexistencia o la extinción de una o ambas especies.

Sea W s
i la variedad estable de un punto silla interior Ei. En [30] se demuestra que

esta variedad no puede contener dos puntos relacionados por ≪K .

Por otro lado, si E es un equilibrio, las regiones Q2(E) y Q4(E) son positivamente

invariantes. En efecto, si X(0) ≤K E, entonces X(t) ≤K E para todo t > 0, lo que

prueba la invariancia de Q2(E); un argumento análogo vale para Q4(E).

Estas propiedades permiten extender el análisis desde la estabilidad local de los equi-

librios hacia una descripción global de la dinámica en el primer cuadrante, mediante

las cuencas de atracción asociadas a cada equilibrio.

3.2. El efecto Allee

El efecto Allee es un fenómeno ecológico que describe la disminución en la tasa de

crecimiento poblacional a bajas densidades, debido a dificultades en procesos como

la reproducción, la cooperación o la defensa frente a depredadores. En este sentido,

poblaciones pequeñas pueden experimentar desventajas que comprometen su viabilidad.

Diversos estudios han abordado el modelamiento matemático del efecto Allee y su
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relevancia en sistemas ecológicos, aśı como su presencia en distintas especies [22, 31, 8,

12, 7].

Se distinguen dos tipos principales de efecto Allee. El efecto Allee débil ocurre

cuando la tasa de crecimiento per cápita aumenta con la densidad para poblaciones

pequeñas, pero permanece positiva en el origen, por lo que la extinción no es inevitable

en bajas densidades. Un ejemplo de este tipo de dinámica está dado por

ẋ = rx
(
1− x

K

)(
1 +

x

A

)
︸ ︷︷ ︸
efecto Allee

, (3.4)

donde, para A > 0, el sistema presenta como únicos equilibrios no negativos el origen y

la capacidad de carga K. En este caso, el efecto Allee modifica la tasa de crecimiento

a bajas densidades sin introducir un umbral cŕıtico de extinción.

En contraste, el efecto Allee fuerte se caracteriza por la existencia de un umbral

cŕıtico A > 0, conocido como umbral de Allee, tal que si la población inicial satisface

x(0) < A, entonces la solución tiende a la extinción, mientras que si x(0) > A, la

población puede persistir. Un modelo representativo es

ẋ = rx
(
1− x

K

)( x
A

− 1
)

︸ ︷︷ ︸
efecto Allee

, (3.5)

el cual introduce un equilibrio inestable en x = A que separa las cuencas de atracción

del origen y de un equilibrio positivo.

Figura 3.2: Bosquejos del retrato de fase: a) efecto Allee débil (3.4); b) efecto Allee

fuerte (3.5).

La mayoŕıa de los estudios sobre este fenómeno se han centrado en modelos de una

sola especie o en interacciones de tipo depredador–presa [31, 11]. En contraste, el análi-

sis de modelos de competencia entre especies que incorporan efecto Allee ha recibido
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menor atención. Uno de los primeros trabajos en esta dirección es [8], donde se estudia

un sistema de competencia con efecto Allee en el contexto de ecuaciones diferencia-

les ordinarias. Asimismo, [12] analiza un sistema de competencia tipo Leslie–Gower en

tiempo discreto en el cual una de las especies está sujeta a efecto Allee. Posteriormente,

se han desarrollado diversos estudios que profundizan en esta interacción [11, 13, 9, 14,

10], mostrando que la incorporación del efecto Allee puede modificar sustancialmente

la dinámica competitiva, permitiendo, por ejemplo, la coexistencia de especies que en

ausencia de este efecto seŕıan excluidas.

Por otra parte, se han propuesto distintas formas funcionales para modelar tanto

la competencia como el efecto Allee [7, 5], lo que pone de manifiesto la necesidad de

estudiar modelos más generales. Esto motiva la búsqueda de resultados cualitativos que

permitan describir la dinámica del sistema bajo hipótesis amplias, abarcando distintas

formulaciones del efecto Allee y de las interacciones competitivas.
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Análisis del modelo de competencia

Lotka–Volterra con efecto Allee

fuerte en ambas especies

Como se mencionó en el Caṕıtulo 3, uno de los modelos más ampliamente estudiados

en el contexto de competencia entre especies es el modelo de Lotka–Volterra (3.3).

Debido a su estructura relativamente simple, este modelo constituye un punto de partida

natural para incorporar efectos adicionales, como el efecto Allee, sin introducir una

complejidad anaĺıtica excesiva.

En este trabajo, consideramos una modificación del tipo (x − a), con a > 0, para

modelar un efecto Allee fuerte en cada especie. Esta elección se debe a que dicha

formulación introduce de manera directa un umbral poblacional bajo el cual la tasa de

crecimiento es negativa, y además ha sido ampliamente utilizada en la literatura. En

particular, este tipo de modificación ha sido previamente estudiado en el contexto del

modelo de Lotka–Volterra en [11], donde se analiza el siguiente sistema:

X =


ẋ = r1x

(
1− x

K1

)
(x− a1)−

r1c1xy

K1

= X1(x, y),

ẏ = r2y

(
1− y

K2

)
(y − a2)−

r2c2xy

K2

= X2(x, y),

(4.1)

donde µ = (r1, c1, K1, a1, r2, c2, K2, a2) ∈ R8
+, con ai < Ki para i = 1, 2. Los paráme-

tros con sub́ındice 1 corresponden a la especie x, mientras que aquellos con sub́ındice 2
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corresponden a la especie y. En particular, ri representa la tasa intŕınseca de crecimien-

to, Ki la capacidad de carga, ai el umbral asociado al efecto Allee y ci el coeficiente de

competencia interespećıfica, es decir, la intensidad con la que una especie es afectada

por la otra. El término rix(1−x/Ki)(x−ai) representa un crecimiento loǵıstico modifi-

cado por el efecto Allee, mientras que la interacción entre especies se modela mediante

el término − ricixy
Ki

, el cual no se ve afectado directamente por dicho efecto.

En [11] se demuestra que el primer cuadrante es positivamente invariante y que las

soluciones en él son acotadas. Además, se estudia la estabilidad de los equilibrios hi-

perbólicos, tanto en la frontera como en el interior del dominio, estableciendo que,

genéricamente, el sistema puede presentar 0, 2 o 4 equilibrios interiores. Sin embargo,

estos casos no quedan caracterizados mediante expresiones anaĺıticas expĺıcitas. Asi-

mismo, cuando el número de equilibrios interiores es menor o igual a dos, el plano se

divide en tres regiones invariantes: dos asociadas a la exclusión de una de las especies

y una en la que ambas se extinguen. En contraste, cuando existen cuatro equilibrios

interiores, aparece adicionalmente una región invariante correspondiente a la cuenca de

atracción de un equilibrio de coexistencia.

Cabe destacar que los casos no genéricos, en los cuales aparecen equilibrios no hi-

perbólicos, no han sido analizados. En este trabajo, con el fin de complementar los

resultados de [11], se busca, en primer lugar, obtener condiciones anaĺıticas que per-

mitan caracterizar tanto los casos genéricos como los no genéricos en función de los

parámetros del sistema.

Posteriormente, se realiza un estudio detallado de las bifurcaciones presentes en el

modelo, con especial énfasis en el papel de los parámetros asociados al efecto Allee.

Además, se presentan simulaciones de retratos de fase para distintos escenarios, to-

mando como referencia los valores de parámetros utilizados en [11], mostrados en la

Tabla 4.1. Finalmente, se construye un diagrama de bifurcación en términos de a1 y

a2, lo que permite organizar de manera global la dinámica del sistema y respaldar los

resultados anaĺıticos obtenidos.
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Parámetro Valor Descripción

r1 0.5 Tasa intŕınseca de crecimiento de la población x.

K1 2.0 Capacidad de carga del sistema para la población x.

a1 0.5 Umbral de Allee de la población x.

c1 0.2 Coeficiente de competencia interespećıfica que afecta a x.

r2 0.7 Tasa intŕınseca de crecimiento de la población y.

K2 2.5 Capacidad de carga del sistema para la población y.

a2 0.2 Umbral de Allee de la población y.

c2 0.7 Coeficiente de competencia interespećıfica que afecta a y.

Cuadro 4.1: Valores y descripciones de los parámetros del sistema (4.1), tomados de

[11].

4.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

4.1.1. Resultados previos en la literatura

En [11] se establece que el sistema (4.1) posee cinco puntos de equilibrio en la frontera,

dados por

E0 = (0, 0), E11 = (a1, 0), E12 = (K1, 0), E21 = (0, a2), E22 = (0, K2).

Además, se demuestra que E0, E12 y E22 son localmente asintóticamente estables,

mientras que E11 y E21 corresponden a puntos silla. De acuerdo con la simboloǵıa

presentada en la Figura 4.1, esta clasificación puede observarse en el panel a) de la

Figura 4.2, donde los equilibrios E11 y E21 se representan mediante triángulos verdes, y

E0, E12 y E22 mediante puntos negros, hacia los cuales convergen las trayectorias en sus

respectivas vecindades, por otro lado las curvas que unen los triángulos con los puntos

negros corresponden a las nulclinas no triviales del sistema (4.1).

En [11] se distinguen tres casos genéricos para la cantidad de equilibrios interiores

del sistema (4.1). Por un lado no existen equilibrios interiores, y por otro las nulclinas

intersectan transversalmente creando 2 o 4 equilbrios interiores. En más detalle se llega

a que los casos son:

i) No existen equilibrios interiores.
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Equilibrios

Equilibrios

silla

loc. asintóticamente estables 

no hiperbólicos

Equilibrios

Equilibrios

repulsores

Figura 4.1: Simboloǵıa para distinguir la estabilidad de cada equilibrio en las gráficas.

ii) Existen dos equilibrios interiores Ei = (xi, yi), i = 1, 2, tales que

x1 < x2 y y1 < y2,

entonces E1 es un repulsor, mientras que E2 es un punto silla.

iii) Existen cuatro equilibrios interiores Ei = (xi, yi), 1 ≤ i ≤ 4, tales que

x1 < x2 < x3 < x4, y1 < y4 < y3 < y2,

entonces E1 es un repulsor, E2 y E4 son puntos silla, y E3 es localmente asintóti-

camente estable.

Estos casos se ilustran en la Figura 4.2.
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Figura 4.2: Los paneles a),b) y c) corresponden a retratos de fase para los casos i),ii) y

iii) respectivamente.

4.1.2. Caracterización de casos genéricos y no genéricos

Para complementar los resultados obtenidos en [11], se estudian las nulclinas del

sistema con el fin de obtener condiciones anaĺıticas que permitan distinguir los casos
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genéricos, en los cuales las intersecciones de las nulclinas son transversales, de los casos

no genéricos, asociados a situaciones degeneradas como tangencias entre nulclinas.

Las componentes de los equilibrios interiores vienen dadas por las intersecciones de

las nulclinas no triviales en x e y del sistema (4.1), las cuales están dadas por

y = g1(x) =
1

c1
(K1 − x)(x− a1), (4.2)

y

x = g2(y) =
1

c2
(K2 − y)(y − a2). (4.3)

De este modo, la componente x de cada equilibrio interior satisface la ecuación

g2(g1(x))− x = 0, que puede reescribirse como

1

c21c2
P1(x) = 0,

con P1(x) definido como

P1(x) = x4 + A1x
3 + A2x

2 + A3x+ A4, (4.4)

donde

A1 = −2a1 − 2K1, A2 = K2
1 + 4K1a1 + a21 + c1(a2 +K2),

A3 = −2K2
1a1 + (−2a21 − c1(a2 +K2))K1 − c1((a2 +K2)a1 − c1c2),

A4 = (a2c1 +K1a1)(K1a1 + c1K2).

Luego, la componente y de cada equilibrio interior se obtiene evaluando g1 en las

ráıces positivas de (4.4). Análogamente la componente y de cada equilibrio interior

satisface la ecuación g1(g2(y))− y = 0, reescrita como

1

c22c1
P2(y) = 0,

con P2(y) definido como

P2(y) = y4 +B1y
3 +B2y

2 +B3y +B4, (4.5)

donde

B1 = −2a2 − 2K2, B2 = K2
2 + 4K2a2 + a22 + c2(a1 +K1),

B3 = −2K2
2a2 + (−2a22 − c2(a1 +K1))K2 − c2((a1 +K1)a2 − c2c1),
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B4 = (a1c2 +K2a2)(K2a2 + c2K1).

Las curvas definidas por (4.2) y (4.3) pueden extenderse naturalmente a todo R2,

aunque el análisis biológico se restringe al primer cuadrante. Definimos entonces

C1 = {(x, y) ∈ R2 : y = g1(x)}, (4.6)

y

C2 = {(x, y) ∈ R2 : x = g2(y)}. (4.7)

En la Figura 4.2, la curva C1 une los equilibrios (a1, 0) y (K1, 0) sobre el eje x,

representados por un triángulo verde y un punto negro, respectivamente. De manera

análoga, C2 une los equilibrios (0, a2) y (0, K2) sobre el eje y, además se puede observar

que son parábolas cóncavas, es decir, cumplen g′′1(x) < 0 y g′′2(y) < 0, con vértices en

x̂ =
a1 +K1

2
y ŷ =

a2 +K2

2
. (4.8)

En adelante, consideraremos únicamente sus porciones en el primer cuadrante, donde

tienen sentido biológico.

A continuación empezaremos con el análisis de los casos genéricos, en los cuales las

curvas C1 y C2 no se intersectan entre si o sus intersecciones son transversales. Por ello

recalcamos que C1 y C2 se intersectan transversalmente en (x∗, y∗) ∈ R2
+ si

g′1(x
∗)g′2(y

∗) ̸= 0. (4.9)

Para caracterizar estas situaciones se emplean principalmente tres herramientas: el

teorema de Descartes, el criterio de Routh-Hurwitz y el discriminante de un polinomio.

Por ello se definen los discriminantes ∆P , ∆1 y ∆2 correspondientes a P1(x), P
′
1(x) y

P ′
2(y), respectivamente, los cuales se expresan como:

∆P = A2
1A

2
2A

2
3 − 4A3

2A
2
3 − 4A3

1A
3
3 + 18A1A2A

3
3 − 27A4

3

− 4A2
1A

3
2A4 + 16A4

2A4 + 18A3
1A2A3A4 − 80A1A

2
2A3A4

− 6A2
1A

2
3A4 + 144A2A

2
3A4 − 27A4

1A
2
4 + 144A2

1A2A
2
4

− 128A2
2A

2
4 − 192A1A3A

2
4 + 256A3

4,

∆1 = 4
(
9A2

1A
2
2 − 32A3

2 − 27A3
1A3 + 108A1A2A3 − 108A2

3

)
,

∆2 = 4
(
9B2

1B
2
2 − 32B3

2 − 27B3
1B3 + 108B1B2B3 − 108B2

3

)
.

31
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Además, se define la cantidad A5 como

A5 = A3 −
A2

1A4

A1A2 − A3

. (4.10)

El siguiente teorema permite caracterizar todos los casos genéricos respecto al número

de equilibrios interiores del sistema (4.1).

Teorema 4.1.1. Considere el sistema (4.1) y suponga que ∆P ,∆1,∆2, A5 están defi-

nidos como arriba. Entonces, el número de equilibrios interiores cumple lo siguiente:

a) No existen equilibrios interiores si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) A5 ≥ 0.

ii) A5 < 0, ∆P > 0 y ∆1 ≤ 0 o ∆2 ≤ 0.

b) Existen exactamente 2 equilibrios interiores si A5 < 0 y ∆P < 0.

c) Existen exactamente 4 equilibrios interiores si A5 < 0, ∆P > 0, ∆1 > 0 y ∆2 > 0.

Demostración. Dividiremos la demostración en tres partes: primero, mediante el criterio

de Routh–Hurwitz; luego, aplicando el teorema de Descartes; y finalmente, a través del

análisis del discriminante del polinomio.

1. Observaciones geométricas preliminares. Dadas las definiciones de C1 y C2

en (4.6) y (4.7), la curva C1 pasa por (a1, 0) y (K1, 0) pues 0 = g1(a1) = g1(K1),

mientras que C2 pasa por (0, a2) y (0, K2) ya que 0 = g2(a2) = g2(K2). Además,

y = g1(x) > 0 solo si x ∈ (a1, K1), similarmente x = g2(y) > 0 solo si y ∈ (a2, K2),

aśı las intersecciones en el primer cuadrante ocurren en el conjunto {(x, y) ∈ R2 :

a1 < x < K1, a2 < y < K2}. Por su forma cóncava, estas curvas no pueden

intersectarse simultáneamente en el primer y el tercer cuadrante. En efecto, si

existe una intersección con x, y > 0, entonces, debido a la orientación de las

parábolas, no puede haber otra intersección con x < 0 o y < 0. En consecuencia,

el polinomio P1(x) no puede tener ráıces reales positivas y negativas al mismo

tiempo.

Por otro lado, si suponemos que P1 posee dos ráıces reales positivas x1 y x2, y

además un par de ráıces complejas conjugadas u1 ± v1i, entonces

P1(x) = x4 + A1x
3A2x

2 + A3x+ A4 = (x− x1)(x− x2)(x
2 − 2u1x+ (u1 + v1)

2).
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Luego comparamos los coeficientes ambos lados de la ecuación, de lo cual se

obtiene A1 = −2u1−x1−x2, si usamos la definición de A1, la ecuación se reescribe

como −2a1 − 2K1 = −2u1 − x1 − x2 y despejando 2u1, se concluye que

2u1 = 2a1 + (K1 − x1) + (K1 − x2) > 0

porque x1 < K1, x2 < K1 y a1 > 0. Por lo tanto la parte real de estas ráıces

complejas debe ser positiva.

2. Aplicación del criterio de Routh–Hurwitz. El teorema de Routh–Hurwitz

establece que el número de cambios de signo en la primera columna de la tabla

de Routh, construida a partir de los coeficientes del polinomio, coincide con el

número de ráıces en el semiplano derecho cerrado del plano complejo. La tabla de

Routh correspondiente a P1 es la siguiente:

x4 1 +

x3 A1 −

x2 A2 − A3

A1
+

x A5 − o +

1 A4 +

De la tabla se obtienen dos casos:

Si A5 ≥ 0, entonces hay dos ráıces en el semiplano izquierdo de C y dos en

el semiplano derecho.

Si A5 < 0, entonces existen cuatro ráıces en el semiplano derecho de C.

Sin embargo, este resultado aún es ambiguo, pues no distingue entre ráıces reales

y complejas, ni entre positivas y negativas.

3. Aplicación del teorema de Descartes. El teorema de Descartes permite esta-

blecer cotas para el número de ráıces positivas y negativas. Dado que A2, A4 > 0 y

A1 < 0, la cantidad de cambios de signo en los coeficientes de P1(x) dependerá del

signo de A3. Además, al evaluar P1(−x) podemos obtener la cantidad de ráıces

negativas posibles.

Si A3 ≥ 0:

La cantidad de cambios de signo es 2 o 4, dependiendo del caso. En particular,
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se pueden presentar las siguientes combinaciones:

Caso Ráıces reales positivas Ráıces reales negativas Ráıces no reales

(i) 2 2 0

(ii) 2 0 2

(iii) 0 2 2

(iv) 0 0 4

El caso (i) se descarta por las observaciones geométricas iniciales. Además,

A3 ≥ 0 implica A5 > 0, de modo que en el caso (ii) las ráıces no reales estaŕıan

en el semiplano izquierdo del plano complejo, lo cual también contradice las

observaciones preliminares. Concluimos que los casos posibles son (iii) y (iv);

por tanto, si A3 ≥ 0, el polinomio P1 no posee ráıces reales positivas, lo que

implica que el sistema (4.1) no tiene equilibrios interiores.

Si A3 < 0:

En este caso pueden cumplirse A5 ≥ 0 o A5 < 0. Si A5 ≥ 0, nuevamente

no existirán equilibrios interiores. En cambio, si A5 < 0, tanto el criterio

de Routh–Hurwitz como el teorema de Descartes coinciden en que P1 puede

tener 0, 2 o 4 ráıces reales positivas. Considerando que A5 < 0 implica

A3 < 0, distinguiremos los casos finales mediante el análisis del discriminante.

4. Análisis del discriminante. Suponemos a partir de ahora que A5 < 0. Si el

discriminante ∆P < 0, el polinomio P1 tiene exactamente dos ráıces reales, que

por el análisis anterior deben ser positivas. Por lo tanto, la condición A5 < 0 y

∆P < 0 garantiza la existencia de dos equilibrios interiores en el sistema (4.1).

Cuando ∆P > 0, debemos distinguir entre los casos en que hay cuatro ráıces reales

simples y aquellos con ráıces complejas. Para ello analizamos los discriminantes

de P ′
1 y P ′

2 y el lugar geométrico definido por los puntos que satisfacen

4(ŷ − y)(x̂− x) = c1c2, (4.11)

equivalente a la condición g′2(y)g
′
1(x) = 1, que caracteriza los puntos donde las

curvas C1 y C2 poseen la misma pendiente. Denotaremos este lugar geométrico

por C3 y notemos que

P ′
1(x) = g′2(g1(x))g

′
1(x)− 1 y P ′

2(y) = g′1(g2(y))g
′
2(y)− 1,
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por ende las ráıces de P ′
1 corresponden la componente x de las intersecciones

entre C1 y C3, por otro lado las ráıces de P ′
2 corresponden la componente y de las

intersecciones entre C2 y C3.

Con respecto a los discriminantes la interpretación geométrica es la siguiente:

si ∆1 > 0, entonces C3 intersecta a C1 en tres puntos; de manera análoga, si

∆2 > 0, C3 intersecta a C2 en tres puntos. Para que P1 tenga cuatro ráıces reales,

es necesario que C3 intersecte a ambas curvas C1 y C2 en tres puntos. Esto ocurre

únicamente si ∆1 > 0 y ∆2 > 0.

En consecuencia, si A5 < 0, ∆P > 0, ∆1 > 0 y ∆2 > 0, entonces el sistema posee

cuatro equilibrios interiores. Si alguna de las condiciones ∆1 > 0 o ∆2 > 0 no se

cumple, no existen equilibrios interiores.

El Teorema 4.1.1 permite definir tres regiones distintas en las que el sistema presenta

diferentes cantidades de equilibrios interiores. Se definen:

ZI =
{
µ ∈ R8

+ : A5 ≥ 0 o (A5 < 0,∆P > 0, ∆1 ≤ 0 o ∆2 ≤ 0)
}
, (4.12)

ZII =
{
µ ∈ R8

+ : A5 < 0,∆P < 0
}
, (4.13)

ZIII =
{
µ ∈ R8

+ : A5 < 0,∆P > 0, ∆1 > 0, ∆2 > 0
}
. (4.14)

De este modo, genéricamente la cantidad de equilibrios interiores del sistema (4.1) se

resume en el Cuadro 4.2.

Condición Cantidad de equilibrios interiores

µ ∈ ZI No existen equilibrios interiores

µ ∈ ZII Existen 2 equilibrios interiores

µ ∈ ZIII Existen 4 equilibrios interiores

Cuadro 4.2: Regiones en el espacio de parámetros definidas por el Teorema 4.1.1.

Podemos observar que las regiones están separadas por fronteras determinadas por

ciertas condiciones clave. Una de las más importantes ocurre cuando el discriminante

∆P cambia de signo, lo cual es coherente, ya que este cambio indica la presencia de

ráıces múltiples en el polinomio P1(x). En consecuencia, se produce una tangencia entre

las curvas C1 y C2.
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De este modo, al pasar de ZI a ZII , o viceversa, debe existir un momento en el que

las nulclinas sean tangentes, dando lugar a un único equilibrio interior, como se observa

en la imagen a) de la Figura 4.3. Asimismo, al pasar de ZII a ZIII debe ocurrir otra

tangencia; en este caso, pueden existir dos o tres equilibrios interiores, lo cual se puede

apreciar en los paneles b),c) y d) de la Figura 4.3.
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Figura 4.3: El panel a) es un ejemplo de retrato de fase al pasar de ZI a ZII , mientras

que los paneles b),c) y d) retratos de fase al pasar ZII a ZIII . En el panel a) se tiene

a1 = 1.17 y en el panel b) cambia a a1 = 0.76; en los paneles (c) y (d) se modifican los

valores de a1 y a2 respecto a los mostrados en la tabla 4.1, con a1 = 0.81, a2 = 0.36 en

(c) y a1 = 0.5, a2 = 0.27 en (d).

Con esto en mente, es posible caracterizar los casos en que las nulclinas se intersectan

tangencialmente. Comenzamos considerando que el término A5 debe ser negativo, de lo

contrario por el Teorema 2.1.1 no habŕıan equilbrios interiores. Luego, para que existan

tangencias entre C1 y C2, el polinomio P1 debe tener ráıces múltiples, en términos de
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su discriminante se debe cumplir ∆P = 0. De esta manera todas las formas posibles

que puede tener P1(x) se resumen en la siguiente tabla:

Caso Forma factorizada de P1(x) Descripción

I (x− x1)
4 x1 ∈ R+

II (x− x1)
3(x− x2) x1, x2 ∈ R+

III (x− x1)
2(x− x2)

2 x1, x2 ∈ R+

IV (x− x1)
2(x− x2)(x− x3) x1, x2, x3 ∈ R+

V (x− x1)
2(x2 − 2αx+ α2 + β2) x1, α, β ∈ R+

VI (x2 − 2αx+ α2 + β2)2 α, β ∈ R+

Cuadro 4.3: Posibles factorizaciones de un polinomio de grado 4 con discriminante nulo.

Si suponemos que se cumple el caso VI, tal que

P1(x) = x4 + A1x
3 + A2x

2 + A3x+ A4 = (x2 − 2αx+ α2 + β2)2,

se tendŕıa que α = (a1 +K1)/2 = x̂ y además

P ′
1(x) = 4(x− α)((x− α)2 + β2),

por lo cual x̂ seŕıa ráız de P ′
1(x), en consecuencia C1 debiese intersectar a C3 para x = x̂,

lo cual es imposible pues los puntos de C3 cumplen (4.11), llegando a una contradicción.

De esta manera al considerar A5 < 0 y ∆P = 0, P1 debe tener al menos una ráız real

de multiplicidad mayor a 1.

Si ∆1 = ∆2 = 0, entonces P1 tiene ráıces con múltiplicidad mayor a dos, es

decir, se cumple el caso I o II de la tabla 4.3. Sin embargo, el caso I no puede

ocurrir, ya que de ser aśı, se tendŕıa P ′
1(x) = 4(x − x1)

3 para algún x1 ∈ R+,

entonces solo existe una intersección entre C1 y C3 y es tangencial, sin embargo

sabemos que si hay solo una intersección entre ambas curvas esta siempre es

trasnversal. Luego la ráız debe tener multiplicidad tres y debe existir otra ráız

de multiplicidad uno, correspondiente al caso II de la tabla 4.3, concluyendo que

existen dos equilibrios interiores. Esto se puede apreciar en la Figura 4.4, en la cual

se muestra en cuadrado blanco la tangencia entre la curvas C1, C2 y C3 además

de la intersección transversal entre C1 y C2 representado por un ćırculo blanco.
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Figura 4.4: Gráfica de las curvas C1,C2 y C3 cuando A5 < 0 y ∆P = ∆1 = ∆2 = 0.

Si ∆1 > 0 y ∆2 > 0, entonces P ′
1 y P ′

2 tienen 3 ráıces, lo cual se traduce en que P1

debe tener 4 ráıces reales, pero dado que ∆P = 0 debe haber ráıces múltiples y al

menos una debe ser de multiplicidad 2. Aśı los casos posibles son el III y IV en la

tabla 4.3, pero el caso III es inviable geometricamente, ya que implicaŕıa que C1

y C2 intersectan tangencialmente en dos puntos distintos y esto no puede ocurrir

entre dos parábolas. Aśı concluimos que hay 2 ráıces reales distintas y una raiz

real de multiplicidad 2, lo que corresponde a 3 equilibrios interiores. Esto se ve

en ambos paneles de la Figura 4.5.
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Figura 4.5: Gráfica de las curvas C1,C2 y C3 cuando A5 < 0, ∆P = 0 y ∆1,∆2 > 0.
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Si ∆1 ≤ 0 o ∆2 ≤ 0, entonces

P1(x) = (x− x1)
2(x2 − 2αx+ α2 + β2)

según las posibilidades de la tabla 4.3. De esa forma solo existe una ráız de P1 que

corresponde a la componente x de la tangencia entre C1 y C2. Se puede apreciar

en la Figura 4.6 que esto además coincide con la cantidad de intersecciones con la

curva C3, pues en el panel a) se tiene ∆2 > 0 y ∆1 < 0, por lo cual C2 intersecta

en tres puntos con C3, en cambio C1 solo intersecta una vez. Por otro lado en el

panel b) se cumple ∆2 < 0 y ∆1 > 0, con lo cual C1 intersecta en tres puntos con

C3 pero C2 solo intersecta una vez.
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Figura 4.6: Gráfica de las curvas C1,C2 y C3 cuando A5 < 0, ∆P = 0 y ∆1 ≤ 0 o

∆2 ≤ 0.

Para resumir los tres casos definimos los conjuntos:

L1 =
{
µ ∈ R8

+ : A5 < 0, ∆P = 0, ∆1 ≤ 0 o ∆2 ≤ 0
}
,

L2a ∪ L2b =
{
µ ∈ R8

+ : A5 < 0, ∆P = 0, ∆1 > 0 y ∆2 > 0
}
,

CP =
{
µ ∈ R8

+ : A5 < 0, ∆P = ∆1 = ∆2 = 0
}
.

Aśı los tres casos no genéricos se resumen en la tabla 4.4.

Como se mencionó en la sección 4.1.1, en [11] se estudió la estabilidad de los equilbrios

interiores en el caso genérico, pero no se analizó que pasaba en los casos no genéricos,

es decir, cuando C1 y C2 intersectan tangencialmente.
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Condición Cantidad de equilibrios interiores

µ ∈ L1 Existen un equilibrio interior

µ ∈ L2a ∪ L2b Existen tres equilibrios interiores

µ ∈ CP Existen dos equilibrios interiores

Cuadro 4.4: Regiones en el espacio de parámetros para la cantidad de equilibrios en los

casos no genéricos.

Ahora bien, ¿qué implica para la estabilidad de los equilibrios el hecho de que una

nulclina intersecte tangencialmente a la otra? Esta condición incide directamente en la

hiperbolicidad de los equilibrios interiores.

Sea (x∗, y∗) un equilibrio interior, tras un cálculo sencillo se obtiene:

detDX(x∗, y∗) = x∗y∗(g′2(y
∗)g′1(x

∗)− 1) = x∗y∗P ′
1(x

∗).

De esto se deduce que si la intersección entre C1 y C2 es tangencial entonces el

equilibrio correspondiente es no-hiperbólico. Más aún la matriz Jacobiana evaluada en

(x∗, y∗) está dada por:

DX(x∗, y∗) =


∂X1

∂x
(x∗, y∗)

∂X1

∂y
(x∗, y∗)

∂X2

∂x
(x∗, y∗)

∂X2

∂y
(x∗, y∗)

 =

(
a b

c d

)
.

En particular:

b =
∂X1

∂y
(x∗, y∗) = −x∗ < 0,

c =
∂X2

∂x
(x∗, y∗) = −y∗ < 0.

Además los valores propios de esta matriz son:

λ± =
a+ d±

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2
, (4.15)

y se cumple

(a+ d)2 − 4(ad− bc) = (a− d)2 + 4bc > 0,

por lo cual λ± ∈ R y λ+ > λ−. De lo que podemos concluir que si el equilibrio es

no-hiperbólico entonces detDX(x∗, y∗) = 0, en consecuencia P ′
1(x

∗) = 0 y el equilibrio

corresponde a una tangencia entre C1 y C2.
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Gracias a esta equivalencia, se concluye que los conjuntos L1, L1a ∪L1b y CP corres-

ponden a curvas de bifurcación del sistema (4.1). En particular, se puede inferir que

estas curvas están asociadas a bifurcaciones de tipo Fold, ya que al atravesar una condi-

ción de tangencia entre nulclinas se produce la creación o destrucción de dos equilibrios

interiores. Y además los valores propios son siempre reales por lo que no pueden ocurrir

bifurcaciones tipo Hopf.

A partir de la caracterización de cada zona en la Tabla 4.2 y de las curvas de bifur-

cación descritas en la Tabla 4.4, se construye el diagrama del panel b) de la Figura 4.7

utilizando el software Wolfram Mathematica. Esto permite analizar el comportamiento

de las soluciones al variar los parámetros asociados al efecto Allee.

Para valores pequeños del efecto Allee en ambas especies, el sistema se encuentra

en la región ZIII . En el panel a) de la Figura 4.7 se observa la existencia de cuatro

equilibrios interiores, uno de ellos localmente asintóticamente estable, lo que indica que

ambas especies pueden coexistir cuando el efecto Allee es débil.

Si el efecto Allee de la especie 2 aumenta, el sistema atraviesa la curva L2a, pro-

duciéndose la colisión y desaparición de dos equilibrios interiores. De esta manera, el

sistema pasa a la región ZII , donde existen únicamente dos equilibrios interiores, ambos

inestables, como se muestra en el panel f) de la Figura 4.7. En este caso, la coexistencia

de ambas especies deja de ser posible a largo plazo.

Finalmente, si el efecto Allee continúa aumentando y el sistema cruza la curva L1, se

alcanza la región ZI . El panel h) de la Figura 4.7 muestra que en esta región no existen

equilibrios interiores, por lo que las soluciones convergen hacia estados asociados a la

exclusión de una de las especies o a la extinción de ambas.
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Figura 4.7: Transiciones entre retratos de fase del sistema (4.1) al variar los parámetros

a1 y a2, manteniendo fijos los restantes parámetros según la Tabla 4.1. El panel b)

muestra el diagrama de bifurcación en el plano (a1, a2), junto con las regiones definidas

en las Tablas 4.2 y 4.4. Los valores de (a1, a2) utilizados en cada panel son: a) (0.5, 0.2),

c) (0.76, 0.2), d) (0.5, 0.27), e) (0.8085, 0.36), f) (1.1, 0.2), g) (1.17, 0.2) y h) (1.5, 0.2).
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4.2. Análisis de bifurcaciones

En la Sección 4.1.2 se estableció que, si (x∗, y∗) es un equilibrio interior del sistema

(4.1), entonces la matriz Jacobiana evaluada en dicho punto está dada por

DX(x∗, y∗) =

(
a b

c d

)
,

donde b < 0 y c < 0. Además, sus valores propios satisfacen

λ± ∈ R, λ− < λ+.

En consecuencia, no es posible la ocurrencia de bifurcaciones de tipo Hopf, ya que estas

requieren la presencia de un par de valores propios complejos conjugados de la forma

±iω, con ω ∈ R. Por otra parte, dado que la nulclina C1 no intersecta el eje y para

y ≥ 0, ni C2 intersecta el eje x para x ≥ 0, tampoco pueden ocurrir bifurcaciones

transcŕıticas entre equilibrios de la frontera y equilibrios interiores.

Por lo tanto, a partir de las transiciones observadas en la Figura 4.7, se concluye

que los cambios entre las zonas ZI y ZII , aśı como entre ZII y ZIII , corresponden a

bifurcaciones de tipo Fold, las cuales tienen lugar sobre las curvas L1, L2a ∪ L2b y CP ,

en las cuales existen equilibrios no-hiperbólicos.

En lo siguiente se estudiarán las condiciones de no degeneración asociadas a las

bifurcaciones Fold que se pueden presentar en el sistema. Dichas condiciones, para el

caso de sistemas bidimensionales, se presentan en el Teorema 2.2.1.

Proposición 4.2.1. Sea (x∗, y∗) un equilibrio interior del sistema (4.1), y sea µ∗ el

vector de parámetros para el cual (x∗, y∗) tiene un valor propio igual a 0. Entonces, la

condición de genericidad para que ocurra una bifurcación Fold en el sistema (4.1) viene

dada por:

c∗2(c
∗
1)

2 + 8(x̂− x∗)3 ̸= 0. (4.16)

Demostración. Como se ve en el teorema 2.2.1 condición ((F.3)), la condición de gene-

ricidad viene dada por:

wT
0 D

2
xX(x∗, y∗;µ∗)[v0, v0] ̸= 0, (4.17)

donde

D2
xX(x, y;µ)[v0, v0] :=

(
vT0 Hf1(x, y;µ)v0

vT0 Hf2(x, y;µ)v0

)
. (4.18)
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Aqúı, v0 denota el vector propio asociado al valor propio nulo de DX(x∗, y∗;µ∗), mien-

tras que w0 corresponde al vector propio izquierdo asociado al mismo valor propio.

Dado que g1, g2 vienen dadas por (4.2) y (4.3) entonces

g′1(x) =
2(x̂− x)

c1
, g′2(y) =

2(ŷ − y)

c2
,

g′′1(x) =
−2

c1
, g′′2(x) =

−2

c2
.

Por otro lado podemos reescribir X1 y X2 como:

X1(x, y) = α1x(g1(x)− y), X2(x, y) = α2x(g2(y)− x)

con

α1 =
c1r1
K1

, α2 =
c2r2
K2

.

Aśı

HX1(x
∗, y∗;µ∗) =

2α∗
2

(
g′1(x

∗)− 2x∗

c∗1

)
−α∗

1

−α∗
1 0


y

HX2(x
∗, y∗;µ∗) =

 0 −α∗
2

−α∗
2 2α∗

2

(
g2(y

∗)− y∗

c∗2

) .

Luego el vector propio v0 asociado al valor propio nulo de (x∗, y∗) es v0 = (1, g′1(x
∗)) y

el vector adjunto es w0 = (α∗
2y

∗, α∗
1x

∗g′1(x
∗)). Luego

D2
xX(x∗, y∗;µ∗)[v0, v0] =

(
−2α∗

1x
∗

c∗1
,
−2α∗

2y
∗(g′1(x

∗))2

c∗2

)t

,

aśı se obtiene la condición:

wTD2
xX(x∗, y∗;µ∗)[v0, v0] = −2α∗

1α
∗
2x

∗y∗
(
1

c∗1
+

(g′3(x
∗))3

c∗2

)
= c∗2(c

∗
1)

2 + 8(x̂− x∗)3 ̸= 0.

Proposición 4.2.2. Sea (x∗, y∗) un equilibrio interior del sistema (4.1), y sea µ∗ el

vector de parámetros para el cual (x∗, y∗) posee un valor propio igual a 0. Entonces, la

condición de genericidad de una bifurcación Fold en el sistema se cumple si y solo si:

(x∗, y∗) ̸=

(
x̂+

3
√

c∗2(c
∗
1)

2

2
, ŷ +

3
√

(c∗2)
2c∗1

2

)
. (4.19)
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Demostración. Dado que (x∗, y∗) cumple 4(x̂ − x∗)(ŷ − y∗) = c1c2 entonces (4.16) es

equivalente a:

(c∗2)
2c∗1 + 8(ŷ − y∗)3 ̸= 0. (4.20)

Al despejar x∗ de (4.16) e y∗ de (4.20) se obtiene lo deseado.

En el diagrama de bifurcación dado por el panel b) de la Figura 4.7, se observa que

hay un punto correspondiente a una tangencia entre las curvas L2a y L2b, a este punto

lo denotaremos µCP .

Al evaluar la condición (4.19) a lo largo de las curvas L1, L2a y L2b, se llega al siguiente

resultado:

Teorema 4.2.1. Sea (x∗, y∗) un equilibrio interior del sistema (4.1) y sea µ∗ el vector

de parámetros para el cual (x∗, y∗) tiene un valor propio igual a 0. Entonces, se produce

una bifurcación Fold genérica si y solo si µ∗ ̸= µCP .

Demostración. (⇒) Demostraremos la contrarećıproca de esta implicancia, es decir, si

µ∗ = µCP entonces la bifurcación Fold asociada no es genérica.

Si µ∗ = µCP , entonces se tendrá que x∗ es una ráız triple de P1. Por lo cual se tiene

P1(x) = x4 + A1x
3 + A2x

2 + A3x+ A4 = (x− x∗)3(x− x1),

con x1 otra ráız positiva de P1. Igualando coeficientes de ambos lados de la ecuación se

obtiene de manera expĺıcita que

x∗ = x̂+
3
√

c∗2(c
∗
1)

2

2
,

y al evaluar g1 en x∗ se obtiene

y∗ = ŷ +
3
√

(c∗2)
2c∗1

2
,

lo que confirma que la condición (4.19) no se cumple, por la proposición 4.2.2 la bifur-

cación Fold asociada a (x∗, y∗) en µ∗ = µCP no es genérica.

(⇐) Sea µ∗ ̸= µCP . Entonces µ
∗ ∈ L1 ∪ L2a ∪ L2b.

Si µ∗ ∈ L1, existe un único equilibrio interior (x∗, y∗) tal que x∗ < x̂ y y∗ < ŷ.

Por construcción, esto satisface inmediatamente la condición (4.19), lo cual diŕıa

que la bifurcación Fold es genérica.

45
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Si µ∗ ∈ L2a ∪ L2b, entonces P1(x) = (x − x∗)2(x − x1)(x − x2), con x1, x2 otras

ráıces reales positivas de P1.

Además notemos que

P ′′
1 (x) = g′′2(g1(x))(g

′
1(x))

2 + g′2(g1(x))g
′′
1(x),

P ′′
2 (y) = g′′1(g2(y))(g

′
2(y))

2 + g′1(g2(y))g
′′
2(y),

tal que

g′1(x) =
2(x̂− x)

c1
, g′2(y) =

2(ŷ − y)

c2
,

g′′1(x) =
−2

c1
, g′′2(x) =

−2

c2
.

Si

(x∗, y∗) =

(
x̂+

3
√

c∗2(c
∗
1)

2

2
, ŷ +

3
√
(c∗2)

2c∗1
2

)
.

Al evaluar P ′
1 en x∗ y P ′

2 en y∗ obtenemos P ′′
1 (x

∗) = P ′′
2 (y

∗) = 0, por lo tanto

x∗ e y∗ son ráıces múltiples de P ′
1 y P ′

2 respectivamente. Esto implica que ∆P =

∆1 = ∆2 = 0 y por tanto µ∗ no estaŕıa en µ∗ ∈ L2a ∪ L2b, por tanto (x∗, y∗) debe

cumplir (4.19) y aśı la bifurcación Fold para µ ∈ L2a ∪ L2b es genérica.

La condición de transversalidad (F.2 ) del Teorema 2.2.1 se examina a través del

diagrama de bifurcación en la Figura 4.7.b, donde las curvas L2a y L2b forman una

cúspide en el punto µCP . La tangencia entre ambas curvas implica que los retratos de

fase topológicamente no equivalentes no se hallan de manera estructuralmente estable

al cruzar transversalmente dicho punto, por lo que la singularidad no se despliega de

forma genérica y la condición (F.2 ) no se satisface.

4.3. Estabilidad global de las soluciones

Como se menciona al inicio del caṕıtulo, en [11] se extiende el análisis de estabilidad

local de los equilibrios a todo el primer cuadrante. En esta sección, el principal aporte

consiste en ilustrar cada caso mediante simulaciones numéricas realizadas con Wolfram

Mathematica y en asociar los retratos de fase obtenidos con el diagrama de bifurcación

mostrado en la Figura 4.7.b.
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Como se observa en la Figura 4.8, en ausencia de equilibrios interiores, las varieda-

des estables de los puntos silla (a1, 0) y (0, a2) delimitan tres regiones positivamente

invariantes, las cuales corresponden a

La cuenca de atracción de (0, K2), delimitada por {x = 0, y < a1} ∪W s(0, a2).

La cuenca de atracción del origen, delimitada por {x = 0, 0 ≤ y < a1} ∪
W s(0, a2) ∪ {0 ≤ x < a1, y = 0} ∪W s(a1, 0).

La cuenca de atracción de (K1, 0), delimitada por {a1 < x, y = 0} ∪W s(a1, 0).

En este caso, a largo plazo una o ambas especies se extinguen. Más aún, la cuen-

ca de atracción del origen es no acotada, ya que las curvas W s(a1, 0) y W s(0, a2) no

pueden intersectarse debido a la unicidad de soluciones. Esto implica que la extinción

simultánea de ambas especies puede ocurrir incluso para poblaciones iniciales arbitra-

riamente grandes.

Esto proporciona una caracterización completa del comportamiento de las soluciones

del sistema (4.1): para cualquier condición inicial, a largo plazo se extingue una o ambas

especies.
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Figura 4.8: Retrato de fase con separatrices para µ ∈ ZI , mostrando la partición de

R2
+ en tres regiones positivamente invariantes. Valores de los parámetros: a1 = 1.5,

a2 = 0.2.

Por otro lado, en la Figura 4.9 existen dos equilibrios interiores E1 y E2, representados

por un punto blanco y un triángulo verde, respectivamente. Ambos son inestables y
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el primer cuadrante se divide nuevamente en tres regiones positivamente invariantes,

correspondientes a las cuencas de atracción de (0, 0), (K1, 0) y (0, K2). En este caso,

La cuenca de atracción de (0, K2) está delimitada por {x = 0, y < a1}∪W s(0, a2)∪
{E1} ∪W s(E2).

La cuenca de atracción del origen está delimitada por {x = 0, 0 ≤ y < a1} ∪
W s(0, a2) ∪ {0 ≤ x < a1, y = 0} ∪W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E2).

La cuenca de atracción de (K1, 0) está delimitada por {a1 < x, y = 0}∪W s(a1, 0)∪
{E1} ∪W s(E2).

Al igual que en el caso sin equilibrios interiores, a largo plazo una o ambas especies

se extinguen. Sin embargo, a diferencia del caso anterior, la cuenca de atracción del

origen es acotada, lo que implica que la extinción de ambas especies puede ocurre para

condiciones iniciales suficientemente pequeñas.
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1.0 2.5 3.02.0 0.0 0.5 1.5

Figura 4.9: Retrato de fase con separatrices para µ ∈ ZII , mostrando la división del

espacio de fases en tres regiones positivamente invariantes. Parámetros: a1 = 1.1, a2 =

0.2.

En la Figura 4.10 existen cuatro equilibrios interiores: E1 representado por un punto

blanco, E3 por un punto negro, y E2, E4 por triángulos verdes. En este caso, E1, E2 y

E4 son inestables, mientras que E3 es estable. El primer cuadrante se divide en cuatro

regiones positivamente invariantes, correspondientes a las cuencas de atracción de (0, 0),

(K1, 0), (0, K2) y E3, delimitadas por
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La cuenca de atracción de (0, K2), delimitada por {x = 0, y < a1} ∪W s(0, a2) ∪
{E1} ∪W s(E2).

La cuenca de atracción del origen, delimitada por {x = 0, 0 ≤ y < a1} ∪
W s(0, a2) ∪ {0 ≤ x < a1, y = 0} ∪W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E2).

La cuenca de atracción de (K1, 0), delimitada por {a1 < x, y = 0} ∪W s(a1, 0) ∪
{E1} ∪W s(E4).

La cuenca de atracción de E3, delimitada por W s(E2) ∪ {E1} ∪W s(E4).

En este caso, dependiendo de la condición inicial, puede ocurrir la extinción de una

de las especies, la extinción de ambas o la coexistencia.
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Figura 4.10: Retrato de fase con separatrices para µ ∈ ZIII , mostrando la división

del espacio de fases en cuatro regiones positivamente invariantes. Parámetros: a1 =

0.5, a2 = 0.2.

Finalmente, en la Figura 4.11 se relacionan los tres escenarios descritos (paneles a), c)

y d)) con el diagrama de bifurcación (panel b)). Se concluye que, a mayor intensidad del

efecto Allee en ambas especies —reflejada en valores grandes de a1 y a2, correspondientes

a la región ZI— las únicas dinámicas posibles son la extinción de una o ambas especies,

siendo posible la extinción total incluso desde poblaciones iniciales grandes.

Cuando el efecto Allee disminuye y (a1, a2) ∈ ZII , las únicas dinámicas a largo plazo

siguen siendo la exclusión de una especie o la extinción, pero en este caso poblaciones

iniciales suficientemente grandes evitan la extinción simultánea de ambas especies.
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Finalmente, cuando el efecto Allee es suficientemente débil, es decir, (a1, a2) ∈ ZIII ,

aparece un equilibrio interior estable, lo que permite la coexistencia de ambas especies

para condiciones iniciales adecuadas.
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Figura 4.11: Retratos de fase (paneles (a),(b) y (c)) para valores de parámetros repre-

sentativos en las distintas zonas abiertas del espacio de parámetros (panel (b)).
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Caṕıtulo 5

Análisis de un modelo de

competencia con efecto Allee

saturante en ambas especies

Con el objetivo de comparar la dinámica del sistema (4.1) con la de un modelo alter-

nativo de competencia que incorpora el efecto Allee mediante una formulación distinta,

en este caṕıtulo se estudia el modelo propuesto en [8]. Este modelo constituye una de las

primeras formulaciones que incorporan simultáneamente competencia interespećıfica y

efecto Allee.

En este modelo, las densidades poblacionales x y y evolucionan según el sistema

ẋ = x

[
b1

(
1− x+ c1y

R1

)(
x

x+M1

)
−D1

]
,

ẏ = y

[
b2

(
1− y + c2x

R2

)(
y

y +M2

)
−D2

]
,

(5.1)

donde los parámetros bi, Ri,Mi, Di, ci, para i = 1, 2, tienen la siguiente interpretación

biológica:

b1, b2: tasas de natalidad de las especies.

R1, R2: densidades poblacionales para las cuales la tasa de natalidad es nula.

M1,M2: parámetros asociados a la intensidad del efecto Allee.

D1, D2: tasas de mortalidad de adultos.
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c1, c2: coeficientes de competencia interespećıfica.

A diferencia del sistema (4.1), donde el efecto Allee se introduce mediante términos

del tipo (x− ai), en el modelo (5.1) este se incorpora a través de las expresiones

x

x+M1

,
y

y +M2

,

las cuales describen un efecto Allee de tipo saturante. En este contexto, el término
x

x+M1
es una función creciente y acotada entre 0 y 1, que modela cómo la contribución

del efecto Allee aumenta con la densidad poblacional pero tiende a estabilizarse para

valores grandes de x.

En particular, para densidades pequeñas (x ≪ M1), se tiene x
x+M1

≈ x
M1

, lo que

implica una fuerte reducción en la tasa de crecimiento, reflejando dificultades asociadas a

bajas densidades. En cambio, para densidades grandes (x ≫ M1), se cumple x
x+M1

→ 1,

de modo que el efecto Allee pierde relevancia y la dinámica se aproxima a la de un

modelo loǵıstico con competencia.

Por tanto, el carácter saturante indica que el efecto Allee actúa principalmente a

bajas densidades y su influencia disminuye progresivamente a medida que la población

crece, sin que Mi corresponda a un umbral cŕıtico expĺıcito de extinción como en el caso

del modelo con términos (x− ai). Cabe destacar que, cuando M1 = M2 = 0, el sistema

se reduce al modelo clásico de competencia de Lotka–Volterra.

En [8] se realiza principalmente un estudio numérico del sistema (5.1), describiendo

retratos de fase y simulaciones para distintos reǵımenes de parámetros. En particular,

se identifican tres escenarios principales según el número de equilibrios interiores:

En ausencia de equilibrios interiores, la dinámica conduce a la extinción de ambas

especies o a la exclusión de una de ellas, dependiendo de la condición inicial.

Cuando existen dos equilibrios interiores (intersecciones transversales), el com-

portamiento cualitativo es análogo: se observa extinción o exclusión competitiva.

Cuando existen cuatro equilibrios interiores, aparece la posibilidad de coexisten-

cia, además de los escenarios de extinción o exclusión, dependiendo de la condición

inicial.

Asimismo, en [8] se comparan los retratos de fase de este modelo con los del sistema

Lotka–Volterra bajo valores de parámetros similares. En particular, se observa que, en
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presencia del efecto Allee, pueden invertirse los resultados de exclusión competitiva: una

especie que sobrevive en el modelo de Lotka–Volterra puede extinguirse en este mode-

lo, permitiendo la persistencia de la especie competidora bajo las mismas condiciones

iniciales.

Además, en situaciones en que los parámetros de competencia son más altos, se

muestra que ambas especies pueden extinguirse simultáneamente incluso cuando sus

densidades iniciales son altas. Este comportamiento contrasta con el modelo clásico de

Lotka–Volterra, en el cual no es posible la extinción simultánea de ambas especies, inde-

pendientemente de las condiciones iniciales. En este sentido, el efecto Allee actúa como

un mecanismo desestabilizador en el sistema de competencia, ampliando los escenarios

dinámicos posibles y favoreciendo la aparición de comportamientos como la extinción

de ambas especies.

Dado que el análisis realizado en [8] es principalmente numérico, uno de los objeti-

vos centrales de este caṕıtulo es complementar dichos resultados mediante un estudio

anaĺıtico del sistema. En particular, se estudiará la existencia y estabilidad de los equi-

librios en el borde e interior del primer cuadrante, aśı como la caracterización de las

bifurcaciones presentes en el modelo. Todo ello permitirá establecer el principal resulta-

do del caṕıtulo: la equivalencia topológica entre los sistemas (4.1) y (5.1). Además, los

resultados se acompañarán de simulaciones de retratos de fase y diagramas de bifurca-

ción, con el propósito de obtener una representación más ilustrativa y una comparación

visual entre ambas dinámicas.

5.1. Análisis preliminar

Para facilitar la comparación con el modelo (4.1), introducimos un cambio de paráme-

tros dado por la aplicación

ϕ : R10
+ −→ R10

+ ,

definida por

ϕ(µ) =

(
b1 −D1, b2 −D2,

R1(b1 −D1)

b1
,
R2(b2 −D2)

b2
, M1, M2, D1, D2, c1, c2

)
.

Denotando

ϕ(µ) = (r1, r2, K1, K2,M1,M2, a1, a2, c1, c2) = η,

se obtiene la nueva parametrización del sistema.
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Caṕıtulo 5 | Análisis de un modelo de competencia con efecto Allee saturante en ambas especies

Supondremos que (bi −Di) > 0 para i = 1, 2. Bajo esta condición, se tiene

detDϕ =
(b1 −D1)(b2 −D2)M1M2R1R2

b21b
2
2

> 0,

por lo que ϕ es localmente invertible. En particular, ϕ define un difeomorfismo sobre su

imagen, y por tanto el sistema (5.1) es equivalente al sistema:

Y =


ẋ =

r1c1
K1

x

x+M1

(
K1x− x2 − a1

c1
− xy

)
= Y1(x, y),

ẏ =
r2c2
K2

y

y +M2

(
K2y − y2 − a2

c2
− yx

)
= Y2(x, y),

(5.2)

donde η = (r1, r2, K1, K2,M1,M2, a1, a2, c1, c2) ∈ R10
+ y la interpretación de cada

parámetro es la siguiente:

r1, r2: tasas netas intŕınsecas de crecimiento de las poblaciones.

K1, K2: capacidades de carga de cada población.

M1,M2: términos del efecto Allee según el modelo original.

a1, a2: términos análogos al efecto Allee que incluyen la mortalidad.

c1, c2: coeficientes de competencia interespećıfica.

Ahora verificaremos que el primer cuadrante es invariante bajo el sistema (5.2). Ob-

servamos que si x = 0, entonces ẋ = 0; de manera análoga, si y = 0, se tiene ẏ = 0. Esto

asegura que cualquier solución en el primer cuadrante permanece en él. Para probar

que las soluciones están acotadas introducimos la variable auxiliar z = x+ y. Entonces:

ż = ẋ+ ẏ.

Sustituyendo las expresiones de ẋ y ẏ obtenemos:

ż =
r1c1
K1

x

x+M1

(
K1x− x2 − a1

c1
− xy

)
+

r2c2
K2

y

y +M2

(
K2y − y2 − a2

c2
− yx

)
.

Notemos que x
x+M1

≤ 1 y y
y+M2

≤ 1, y además

máx
x≥0

{K1x− x2 − a1} ≤ K2
1

4
− a1, máx

y≥0
{K2y − y2 − a2} ≤ K2

2

2
− a2.
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Por lo tanto, podemos acotar ż de la siguiente manera:

ż ≤ r1c1
K1

x

x+M1

(
K1x− x2 − a1

c1

)
+

r2c2
K2

y

y +M2

(
K2y − y2 − a2

c2

)
≤ r1

K1

(
K2

1

4
− a1

)
+

r2
K2

(
K2

2

2
− a2

)
≤ r1K1

4
+

r2K2

4
< ∞.

Aplicando el teorema de comparación [15], se concluye que cualquier solución con

condición inicial en el primer cuadrante está acotada.

5.2. Puntos de equilibrio y estabilidad local

5.2.1. Puntos de equilibrio en la frontera

Con el objetivo de establecer una equivalencia entre los modelos (4.1) y (5.2), es nece-

sario garantizar la existencia de cinco equilibrios sobre la frontera del primer cuadrante.

Para ello, imponemos la condición

K2
i − 4ai > 0, i = 1, 2,

la cual asegura la existencia de dos equilibrios positivos en cada eje coordenado. Bajo

esta hipótesis, se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 5.2.1. El sistema (5.2) tendrá 5 equilibrios en la frontera solo si

K2
1 − 4a1 > 0, (5.3)

K2
2 − 4a2 > 0, (5.4)

y vendrán dados por

Ẽ0 = (0, 0), Ẽ11 =
(
x−, 0

)
, Ẽ12 =

(
x+, 0

)
,

Ẽ21 =
(
0, y−

)
, Ẽ22 =

(
0, y+

)
,

(5.5)

donde:

x± =
K1 ±

√
K2

1 − 4a1
2

, (5.6)

y± =
K2 ±

√
K2

2 − 4a2
2

. (5.7)
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Demostración. Al fijar y = 0 en el sistema (5.2), se tiene:

x

(
K1x− x2 − a1

c1

)
= 0,

esta ecuación tiene ráıces reales no-nulas si se cumple (5.3) y vienen dadas por x±
0

expresadas en (5.6), de esta manera los equilbrios en el eje x son Ẽ0 = (0, 0), Ẽ11 =(
x−, 0

)
, Ẽ12 =

(
x+, 0

)
. Similarmente, fijando x = 0 se tiene la ecuación:

y

(
K2y − y2 − a2

c2

)
= 0,

esta ecuación tiene ráıces reales no-nulas si se cumple (5.4) y vienen dadas por y±0

expresadas en (5.7). concluyendo que los equilbrios en el eje y son Ẽ21 =
(
0, y−

)
, Ẽ22 =(

0, y+
)
.

Proposición 5.2.2. Si se cumplen las condiciones (5.3) y (5.4), los equilibrios

Ẽ0, Ẽ12, Ẽ22, Ẽ11, Ẽ21 del sistema (5.2) cumplen lo siguiente:

Ẽ0, Ẽ12 y Ẽ22 son localmente asintóticamente estables.

Ẽ11 y Ẽ21 son puntos silla.

Demostración. 1. Estabilidad de Ẽ0 = (0, 0). El Jacobiano es

DY (0, 0) =

− a1r1
K1M1

0

0 − a2r2
K2M2

 .

Dado que los parámetros son positivos se tiene que E0 es localmente asintóticamente

estable.

2. Estabilidad de Ẽ11 = (x−, 0). El Jacobiano es

DY (x−, 0) =

r1
2a1(

K1

2
− x− +M1)−K1M1x−

K1(a1 +M1(K1 +M1))
− c1(x−)

2r1
K1(x−M1)

0 − a2r2
K2M2

 .

Asumiendo la condición (5.3) se obtiene que la primera coordenada de la matriz es

positiva, y dado que los parámetros son positivos la última componente es negativa, de

esa manera el equilbrio (x−, 0) es un punto silla.
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3. Estabilidad de Ẽ21 = (0, y−). El Jacobiano es

DY (0, y−) =


− a1r1
K1M1

0

− c2(y−)
2r2

K2(y−M2)
r2
2a2(

K2

2
− y− +M2)−K2M2y−

K2(a2 +M2(K2 +M2))

 .

Por argumentos análogos al caso anterior,la primera coordenada de la matriz es negativa

y la última es positiva, de modo que E21 también es un punto silla.

4. Estabilidad de Ẽ12 = (x+, 0). El Jacobiano es

DY (x+, 0) =

r1
2a1(−K1

2
+ x+ − 2M1) +K1M1x+

K1(a1 +M1(K1 +M1))
− c1(x+)

2r1
K1(x+M1)

0 − a2r2
K2M2

 .

Asumiendo la condición (5.3) se obtiene que la primera coordenada de la matriz es

negativa, y dado que los parámetros son positivos la última componente es negativa,

de esa manera el equilbrio (x+, 0) es localmente asintóticamente estable.

5. Estabilidad de Ẽ22 = (0, y+). El análisis es simétrico al caso anterior: se obtiene

que E22 también es localmente asintóticamente estable.

Considerando la proposicion 5.2.2, si K2
i −4ai ≤ 0 para alguno de los ı́ndices i = 1, 2,

los sistemas (4.1) y (5.2) no serán topológicamente equivalentes, ya que el sistema

(4.1) siempre posee cinco equilibrios sobre los ejes en el primer cuadrante. Por otro

lado, podemos notar que los equilibrios en la frontera no vienen dados solamente por

las capacidades de carga Ki y los parámetros del efecto Allee ai como en el caso del

modelo (4.1).

En la Figura 5.1 se muestra el retrato de fase del sistema (4.1) en el panel (a),

correspondiente al caso en que no existen equilibrios interiores, junto con sus nulclinas

como referencia. En particular, la nulclina asociada a la ecuación de x corresponde a

la parábola que conecta los equilibrios sobre el eje x, mientras que la nulclina asociada

a la ecuación de y une los equilibrios sobre el eje y. De manera análoga, en el panel

(b) se presenta el retrato de fase del sistema (5.2) sin equilibrios interiores. En ambos

retratos de fase existen 5 equilibrios en la frontera y si correspondemos los equilibrios

del sistema (4.1) con el de (5.2) la siguiente forma:

En ambos retratos de fase existen cinco equilibrios sobre la frontera. Además, la

figura ilustra la equivalencia cualitativa entre los sistemas (4.1) y (5.2) en el caso en
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que no existen equilibrios interiores. En particular, si se corresponden los equilibrios de

ambos sistemas de la siguiente manera:

(0, 0) → (0, 0),

(a1, 0) → (x−, 0),

(K1, 0) → (x+, 0),

(0, a2) → (0, y−),

(0, K2) → (0, y+),

cada uno comparte la misma estabilidad local, reflejada por en la Figura 5.1 mediante

la simboloǵıa en 4.1. Para este ejemplo y los siguientes que se motrarán más adelante

se considera los rangos de valores en la tabla 5.1 derivados desde [8] para el sistema

(5.2), para el sistema (4.1) se usarán los de la tabla 4.1.
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Figura 5.1: Ejemplos de retratos de fase sin equilibrios interiores en los sis-

temas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los

parámetros (r1, K1, a1, c1, r2, K2, a2, c2) = (0.5, 2.0, 1.5, 0.2, 0.7, 2.5, 0.2, 0.7), mien-

tras que en el panel (b) se consideran (r1, K1, a1, c1,M1, r2, K2, a2, c2,M2) =

(0.071, 35.5, 217.5, 1.1, 15, 0.062, 37.8889, 239.556, 1.15, 14).

5.2.2. Equilibrios interiores

Queremos caracterizar cada uno de los casos genéricos para la cantidad de equilibrios

interiores del sistema (5.2), además mostrar que los casos posibles son los mismos que
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Caṕıtulo 5 | Análisis de un modelo de competencia con efecto Allee saturante en ambas especies

Parámetro Valores Descripción

r1 [0.071-0.092] Tasa intŕınseca de crecimiento de la especie x.

K1 [35.5-37.63] Capacidad de carga del sistema para la especie x.

a1 [88.36-217.5] Coeficiente de Allee para la especie x.

c1 [0.55-1.1] Efecto de la competencia sobre la población x.

M1 [12-15] Coeficiente de Allee original para la especie x.

r2 [0.062-0.069] Tasa intŕınseca de crecimiento de la especie y.

K2 [37.88-42.16] Capacidad de carga del sistema para la especie y.

a2 [141.167-239.55] Umbral de Allee para la especie y.

c2 [0.6-1.15] Efecto de la competencia sobre la población y.

M2 [11-14] Coeficiente de Allee original para la especie y.

Cuadro 5.1: Valores de los parámetros para el sistema (5.1) obtenidos desde [11].

los presentados para (4.1), es decir, no existen equilibrios interiores, existen 2 o existen

4 de ellos.

Para ello, definimos las nulclinas no triviales, dadas por:

y = h1(x) =
1

c1x
(x+ − x)(x− x−), (5.8)

y

x = h2(y) =
1

c2y
(y+ − y)(y − y−). (5.9)

De esta manera, la componente x de cada equilibrio interior satisface

h2(h1(x))− x = 0,

que se puede reescribir como:

1

c1c2(x+ − x)(x− x−)
P̂1(x) = 0,

donde

P̂1(x) = Â0x
4 + Â1x

3 + Â2x
2 + Â3x+ Â4,

con coeficientes dados por

Â0 = c1c2 − 1, Â1 = 2K1 − c1c2K1 −K2c1,

Â2 = −K2
1 +K1K2c1 − c21a2 + a1(c1c2 − 2),
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Â3 = a1(2K1 −K2c1), Â4 = −a21.

Luego, la componente y de cada equilibrio se obtiene evaluando h1 en las ráıces posi-

tivas de P̂1. Consideramos las curvas definidas por (5.8) y (5.9) en el primer cuadrante

como:

Ĉ1 = {(x, y) ∈ R2
+|y = h1(x)} (5.10)

y

Ĉ1 = {(x, y) ∈ R2
+|x = h2(x)}. (5.11)

Las curvas Ĉ1 y Ĉ2 corresponden al sistema (5.2), mientras que las curvas C1 y C2

definidas en (4.6) y (4.7) son las asociadas al modelo (4.1). Notamos que Ĉ1 y Ĉ2

no son parábolas, ya que h1 y h2 contienen términos racionales del tipo 1/x y 1/y ,

pero presentan una geometŕıa cualitativamente similar a C1, C2. Primero, para x, y > 0

cumplen:

h′′
1(x) = −2x+x−

c1x3
< 0, h′′

2(y) = −2y+y−
c2y3

< 0,

y como x+, x−, y+, y− > 0, se tiene que son estŕıctamente cóncavas. Además poseen

dos ceros x± para h1 e y± para h2, y un único punto cŕıtico x̂ =
√
x+x− para h1

e ŷ =
√
y+y− para h2 (en consecuencia directa de la concavidad). En este sentido,

pueden interpretarse como curvas cóncavas tipo parábola, deformadas por la presencia

del término racional, lo que introduce una asimetŕıa. A pesar de esta deformación, las

intersecciones posibles entre Ĉ1 y Ĉ2, son cualitativamente las mismas que entre C1 y

C2. De tal manera que la cantidad de equilibrios interiores en el caso genérico puede

ser 0, 2 o 4. Y en el caso no genérico (dado por tangencias entre las nulclinas) pueden

ser 1, 2 o 3.

Como en [8] se mostró, a través de simulaciones, que existen regiones en el espacio

de parámetros donde existen de 0 a 4 equilibrios, definimos 3 regiones en el espacio de

parámetros que corresponden a cada caso genérico de número de equilibrios interiores.

Definición 5.2.1. Sea η ∈ R10
+ . Definimos el conjunto de equilibrios interiores del

sistema (5.2) como

E(η) =
{
(x, y) ∈ R2

+ : Y (x, y) = (0, 0), detDY (x, y) ̸= 0
}
.
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Considerando E(η) definimos los siguientes conjuntos:

VI =
{
η ∈ R10

+ : #E(η) = 0
}
, (5.12)

VII =
{
η ∈ R10

+ : #E(η) = 2
}
, (5.13)

VIII =
{
η ∈ R10

+ : #E(η) = 4
}
. (5.14)

donde #E(η) denota el número de equilibrios interiores del sistema.

Para analizar la estabilidad local de cada equilibrio, tomamos en cuenta que en el

primer cuadrante se cumple

∂Y1

∂y
(x, y) = −r1c1

K1

x2

x+M1

< 0,

∂Y2

∂x
(x, y) = −r1c1

K1

y2

y +M2

< 0.

Se sigue que si (x∗, y∗) es un equilibrio interior de (5.2), entonces la matriz Jacobiana

de (5.2) evaluada en (x∗, y∗) es:

DY (x∗, y∗) =


∂Y1

∂x
(x∗, y∗)

∂Y1

∂y
(x∗, y∗)

∂Y2

∂x
(x∗, y∗)

∂Y2

∂y
(x∗, y∗)

 =

(
a b

c d

)
,

con b, c < 0 y sus valores propios vienen dados

λ± =
a+ d±

√
(a+ d)2 − 4(ad− bc)

2
,

aśı se tiene λ± ∈ R y λ+ > λ−. Más aún:

Si ad− bc < 0, se cumple que λ+ > 0 y λ− < 0, independientemente del signo de

a+ d. En este caso, el equilibrio interior es un punto silla.

Si ad− bc > 0, el equilibrio (x∗, y∗) es repulsor si a+ d > 0, y localmente asintóti-

camente estable si a+ d < 0.

En particular se tendrá:

ad− bc =
r1c1
K1

r2c2
K2

(x∗y∗)4

(x∗ +M1)(y∗ +M2)
(h′

1(x
∗)h′

2(y
∗)− 1) (5.15)

y

a+ d =
r1c1
K1

(x∗)2

x∗ +M1

h′
1(x

∗) +
r2c2
K2

(y∗)2

y∗ +M2

h′
2(y

∗). (5.16)

Desde esta caracterización se obtiene la estabilidad para el caso cuando existen 2 equi-

librios interiores:
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Teorema 5.2.1. Si el sistema (5.2) tiene 2 equilibrios interiores Ẽi = (xi, yi), i = 1, 2,

donde x1 < x2 y y1 < y2, entonces Ẽ1 es un equilibrio repulsor y Ẽ2 es un equilibrio

silla.

Demostración. Sean (x1, y1), (x2, y2) equilibrios de (5.2) tal que 0 < x1 < x2 y 0 <

y1 < y2. Por la concavidad de las curvas Ĉ1, Ĉ2, cada una tiene un vértice x̂, ŷ, los

cuales cumplen h′
1(x̂) = 0 y h′

2(ŷ) = 0, de manera que todos los casos posibles para la

ubicación de los equilibrios son las siguientes:

a) x1 < x̂ ≤ x2 y y1 < ŷ ≤ y2.

b) x1 < x̂ ≤ x2 y y1 < y2 ≤ ŷ.

c) x1 < x2 ≤ x̂ y y1 < y2 ≤ ŷ.

Recordemos que, por (5.15), se tiene

sgn(ad− bc) = sgn
(
h′
1(x

∗)h′
2(y

∗)− 1
)
,

donde (x∗, y∗) es un equilibrio del sistema. Entonces, si x2 = x̂ o y2 = ŷ, se cumple que

h′
1(x2) = 0 o h′

2(y2) = 0, respectivamente. En consecuencia,

sgn(ad− bc) = sgn
(
h′
1(x

∗)h′
2(y

∗)− 1
)
= −1,

por lo que (x2, y2) corresponde a un punto silla. Por lo cual supondremos que las des-

igualdades son estrictas para analizar cada caso.

Si x < x̂ entonces h′
1(x) > 0 y si x̂ < x entonces h′

1(x) < 0, lo que ocurre análogamente

para ŷ y h2. En los casos a) y b) se cumple h′
1(x2)h

′
2(y2) < 0, en consecuencia (x2, y2)

cumple ad − bc < 0, concluyendo que es un punto silla, mientras que en el caso c) se

tiene h′
1(x2), h

′
2(y2) > 0. En todos los casos (x1, y1) cumple h′

1(x1), h
′
2(y1) > 0. Ahora

probamos que en (x1, y1) es repulsor en a),b) y c), y que (x2, y2) es silla en el caso c).

Dado que (x1, y1), (x2, y2) son los únicos equilibrios interiores, entonces x1, x2 son las

únicas ráıces de P̂1 en el intervalo [0, x+]. Además, sabemos que

h2(h1(x))− x =
1

c1c2(x+ − x)(x− x−)
P̂1(x),

al derivar la expresión y evaluarla en la componente x de un equilibrio se tiene:

h′
2(y1,2)h

′
1(x1,2)− 1 =

1

c1c2(x+ − x1,2)(x1,2 − x−)
P̂ ′
1(x1,2). (5.17)
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Por lo que podemos analizar el valor de P̂ ′
1(x1,2), para obtener ad − bc. En particular

P̂1(0) = −a21 < 0, dado que P̂1(x1) = P̂1(x2) = 0 y no hay más ráıces en [0, x+], por

continuidad de P̂1, se tendrá P̂ ′
1(x1) > 0 y P̂ ′

1(x2) < 0. Concluimos que ad− bc < 0 para

(x2, y2) en el caso c), por ende es punto silla. Y finalmente ad − bc > 0 para (x1, y1),

además como h′
1(x1), h

′
2(y1) > 0, se tiene a+ d > 0, por lo que es un equilibrio repulsor

en los casos a),b) y c).

En la Figura 5.2 se puede ver la semejanza entre las nulclinas que unen los equilibrios

en el eje y y las nulclinas que unen los equilibrios en el eje x, a pesar de que en el sistema

(5.2) las cúrvas no son simétricas, cualitativamente representan la misma forma que

puede producir las mismas intersecciones, particularmente en este caso 2 intersecciones

transversales y dado que la estabilidad local viene dada por la cantidad de equilibrios

interiores en el sistema.
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Figura 5.2: Ejemplos de retratos de fase con dos equilibrios interiores en los

sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los

parámetros (r1, K1, a1, c1, r2, K2, a2, c2) = (0.5, 2.0, 1.1, 0.2, 0.7, 2.5, 0.2, 0.7), mien-

tras que en el panel (b) se consideran (r1, K1, a1, c1,M1, r2, K2, a2, c2,M2) =

(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.85, 12, 0.069, 42.1667, 141.167, 0.9, 11).

Teorema 5.2.2. Si el sistema (5.2) tiene 4 equilibrios interiores Ẽi(xi, yi), 1 ≤ i ≤ 4,

donde x1 < x2 < x3 < x4 y y1 < y4 < y3 < y2, entonces Ẽ2 y Ẽ4 son silla, Ẽ1 es un

repulsor y Ẽ3 es localmente asintóticamente estable.

Demostración. De (5.15) y (5.17), se tiene

sgn(ad− bc) = sgn
(
h′
1(x

∗)h′
2(y

∗)− 1
)
= sgn

(
P̂ ′
1(x

∗)
)
,
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dado que x1, x2, x3, x4 son las únicas ráıces de P̂1(x) y se tiene P̂1(0) < 0, por continuidad

ad − bc > 0 para Ẽ1 y Ẽ3, en cambio ad − bc < 0 para Ẽ2 y Ẽ4, aśı entonces 2

últimos son puntos silla. Cuando hay 4 equilibrios siempre se cumple que x1 < x̂ < x3,

y1 < ŷ < y3, por tanto Ẽ1 cumple h′
1(x1), h

′
2(y1) > 0 y como se cumple la relación

(5.16) y los parámetros y equilibrios interiores son positivos, esto implica que a+ d > 0

para Ẽ1, por tanto es repulsor. Por último Ẽ3 cumple h′
1(x3), h

′
2(y3) < 0, nuevamente

por la relación (5.16), se puede concluir que a+ d < 0 y es localmente asintóticamente

estable.

Finalmente en el caso con cuatro equilibrios interiores también se obtiene la misma

estabilidad local para cada equilibrio. Observamos la semejanza en la Figura 5.2, donde

se aprecia la equivalencia cualitativa entre ambos sistemas y la identificación uno a uno

entre los equilibrios de cada modelo. En ambos sistemas es posible la existencia de un

equilibrio de coexistencia estable, solo cuando existen 4 equilibrios interiores.
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Figura 5.3: Ejemplos de retratos de fase con cuatro equilibrios interiores en

los sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los

parámetros (r1, K1, a1, c1, r2, K2, a2, c2) = (0.5, 2.0, 0.5, 0.2, 0.7, 2.5, 0.2, 0.7), mien-

tras que en el panel (b) se consideran (r1, K1, a1, c1,M1, r2, K2, a2, c2,M2) =

(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.55, 12, 0.069, 42.1667, 141.167, 0.6, 11).

5.3. Estabilidad global de las soluciones

Dado que el modelo (5.2) satisface ∂Y1

∂y
< 0, ∂Y2

∂x
< 0, y sus soluciones en el primer

cuadrante permanecen acotadas, se concluye que el sistema tiene las propiedades de un
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modelo competitivo planar descritas en el caṕıtulo 3. En particular, resulta monótono

con respecto al orden parcial ≤K descrito en la sección 3.1. A partir de este hecho,

el teorema de Poincaré–Bendixson implica que el sistema no admite órbitas periódicas

positivas; por lo tanto, toda trayectoria tiene como conjunto ω-ĺımite un equilibrio o

una colección de equilibrios junto con las órbitas que los conectan. Remarcamos que

según el orden parcial ≤K , para un equilibrio Ẽ se definen las regiones

Q2(Ẽ) = {(x, y) ∈ R2
+ : x ≤ xE, y ≥ yE}, (5.18)

Q4(Ẽ) = {(x, y) ∈ R2
+ : x ≥ xE, y ≤ yE}. (5.19)

las cuales son positivamente invariantes.

Si denotamos por W s(Ẽ) a la variedad estable de un punto silla Ẽ, entonces esta

no puede contener dos puntos que estén relacionados por ≪K [30], es decir, que la

desigualdades sean estrictas.

Usando estas propiedades, establecemos el comportamiento en todo el primer cua-

drante dependiente de la condición inicial. Para el caso sin equilibrios interiores se

obtiene lo siguiente:

Teorema 5.3.1. Si el sistema (5.2) no tiene equilibrios interiores, entonces las varieda-

des globales estables W s(x−, 0) y W s(0, y−) separan R2
+ en 3 regiones positivamente in-

variantes tal que las soluciones que empiezan en cada región convergen a (0, y+), (x+, 0)

o (0, 0).

Demostración. Dado que puntos distintos en la variedad estable de sistemas competiti-

vos planares no pueden estar estrictamente ordenados, la variedad estable de un punto

silla puede escribirse como el gráfico de una función creciente. En particular, debe estar

contenida en Q1 ∪Q3 del punto silla.

Si W s(x−, 0) tiene un extremo (x0, y0) en int
(
R2

+

)
, entonces, como (x0, y0) no es un

estado estacionario, el problema de valor inicial de (5.2) con condición inicial (x0, y0)

posee una solución única, y por lo tanto la variedad estable W s(x−, 0) puede extenderse

más allá de (x0, y0). Concluimos que W s(x−, 0) es no acotada en R2
+ y que separa R2

+

en dos regiones A1 y A2, con (0, 0), (0, y−) y (0, y+) contenidos en A1, y (x+, 0) ∈ A2.

Por la unicidad de las soluciones, cada Ai, i = 1, 2, es positivamente invariante para

(5.2).
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De manera análoga, puede verificarse que la variedad estable W s(0, y−) es no acotada

y separa R2
+ en dos regiones positivamente invariantes B1 y B2, con (0, y+) ∈ B1 y (0, 0),

(x−, 0) y (x+, 0) en B2.

Dado que A1 ∩ B2 también es positivamente invariante y contiene un único estado

estacionario estable (0, 0), las soluciones con condiciones iniciales en B1, A1 ∩ B2 y A2

convergen hacia (0, y+), (0, 0) y (x+, 0), respectivamente, según el Teorema de Poincaré–

Bendixson.
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Figura 5.4: Ejemplos de retratos de fase sin equilibrios interiores en los sis-

temas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los

parámetros (r1, K1, a1, c1, r2, K2, a2, c2) = (0.5, 2.0, 1.5, 0.2, 0.7, 2.5, 0.2, 0.7), mien-

tras que en el panel (b) se consideran (r1, K1, a1, c1,M1, r2, K2, a2, c2,M2) =

(0.071, 35.5, 217.5, 1.1, 15, 0.062, 37.8889, 239.556, 1.15, 14).

Teorema 5.3.2. Suponga que el sistema (5.2) tiene 2 equilibrios interiores Ẽi =

(xi, yi), i = 1, 2, donde x1 < x2 y y1 < y2, entonces los conjuntos W s(x−, 0) ∪ {Ẽ1} ∪
W s(Ẽ2) y W s(0, y−) separan R2

+ en 3 regiones positivamente invariantes tal que las

soluciones con condición inicial en cada región convergen a (0, y+), (x+, 0) o (0, 0).

Demostración. Recordemos que Ẽ1 es un repulsor y Ẽ2 es un punto silla, según el

Teorema 5.2.1. La variedad estable W s(Ẽ2) puede escribirse como el gráfico de una

función creciente y es no acotada en Q1(Ẽ2), ya que no existe un estado estacionario

en el interior de Q1(Ẽ2).

Por otro lado, W s(Ẽ2) no puede encontrarse en Q2(Ẽ1) ∪ Q4(Ẽ1), y por lo tanto

W s(Ẽ2) tiene un extremo en Ẽ1. De manera similar,W s(x−, 0) no puede estar contenido
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enQ2(Ẽ1)∪Q4(Ẽ1) y, por consiguiente, también posee un extremo en Ẽ1. Análogamente,

W s(0, y−) tiene un extremo en Ẽ1.

Los conjuntos W s(x−, 0) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ2) y W s(0, y−) separan entonces R2
+ en tres

regiones Ai, i = 1, 2, 3, cada una de las cuales es además positivamente invariante, con

(0, y+) ∈ A1, (0, 0) ∈ A2 y (x+, 0) ∈ A3. Como resultado, las soluciones con condiciones

iniciales en cada una de estas regiones convergerán hacia el correspondiente estado

estacionario.
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Figura 5.5: Ejemplos de retratos de fase con dos equilibrios interiores en los

sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los

parámetros (r1, K1, a1, c1, r2, K2, a2, c2) = (0.5, 2.0, 1.1, 0.2, 0.7, 2.5, 0.2, 0.7), mien-

tras que en el panel (b) se consideran (r1, K1, a1, c1,M1, r2, K2, a2, c2,M2) =

(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.85, 12, 0.069, 42.1667, 141.167, 0.9, 11).

Teorema 5.3.3. Suponga que el sistema (5.2) tiene 4 equilibrios interiores Ẽi =

(xi, yi), 1 ≤ i ≤ 4, donde x1 < x2 < x3 < x4 y y1 < y4 < y3 < y2, entonces los

conjuntos W s(x−, 0) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ2) y W s(0, y−) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ4) separan R2
+ en 4

regiones positivamente invariantes tal que las soluciones que empiezan en cada región

convergen a (0, y+), (x+, 0), (0, 0) o a Ẽ3.

Demostración. Recordemos, según el Teorema 5.2.2, que Ẽ1 es un repulsor, Ẽ2 y Ẽ4

son puntos silla, y Ẽ3 es localmente asintóticamente estable.

Nótese que Ẽ2 y Ẽ3 están en Q2(Ẽ4). Dado que no existe un estado estacionario en

Q1(Ẽ4) y que W s(Ẽ4) no puede estar contenido en Q4(Ẽ1), se sigue que W
s(Ẽ4) puede
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escribirse como el gráfico de una función creciente, tiene un extremo en Ẽ1 y es no

acotada en Q1(Ẽ4).

De manera análoga, como Ẽ3 ∈ Q4(Ẽ2) y W s(Ẽ2) no puede estar en Q2(Ẽ1) ni

intersectar a W s(Ẽ4), entonces W
s(Ẽ2) puede escribirse como el gráfico de una función

creciente, posee un extremo en Ẽ1 y es no acotada en Q1(Ẽ2).

Por otro lado, W s(x−, 0) y W s(0, y−) también tienen un extremo en Ẽ1. Por lo tanto,

los conjuntos W s(x−, 0)∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ2) y W s(0, y−)∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ4) separan R2
+ en

cuatro regiones invariantes Ai, 1 ≤ i ≤ 4, con (0, y+) ∈ A1, (0, 0) ∈ A2, (x+, 0) ∈ A3 y

Ẽ3 ∈ A4.

Las soluciones con condiciones iniciales en cada una de estas regiones convergerán

hacia el correspondiente estado estacionario estable.
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Figura 5.6: Ejemplos de retratos de fase con cuatro equilibrios interiores en

los sistemas (4.1) (panel a) y (5.2) (panel b). En el panel (a) se utilizan los

parámetros (r1, K1, a1, c1, r2, K2, a2, c2) = (0.5, 2.0, 0.5, 0.2, 0.7, 2.5, 0.2, 0.7), mien-

tras que en el panel (b) se consideran (r1, K1, a1, c1,M1, r2, K2, a2, c2,M2) =

(0.092, 37.6364, 88.3636, 0.55, 12, 0.069, 42.1667, 141.167, 0.6, 11).

Estos resultados globales nos permiten extender la semejanza observada en la dinámi-

ca local de la sección 5.2 hacia una equivalencia global entre el sistema (4.1) y el

sistema (5.2).

El siguiente resultado constituye el principal teorema de este caṕıtulo, ya que esta-

blece una equivalencia topológica global entre ambos modelos en función de la cantidad

y disposición de sus equilibrios interiores.
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Teorema 5.3.4. Sea µ ∈ R8
+ el vector de parámetros del modelo (4.1), y η ∈ R10

+

el vector de parámetros del modelo (5.2). Entonces los modelos son topológicamente

equivalentes si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) µ ∈ ZI y η ∈ VI .

ii) µ ∈ ZII y η ∈ VII .

iii) µ ∈ ZIII y η ∈ VIII .

Demostración. Demostraremos la equivalencia topológica construyendo, en cada uno

de los casos i)–iii), un homeomorfismo entre el retrato de fases del sistema (4.1) y el

del sistema (5.2).

La construcción se basa en que, bajo cada una de las hipótesis del enunciado, ambos

modelos poseen la misma cantidad de equilibrios, con la misma ubicación relativa y

estabilidad. Por ello, basta establecer una correspondencia entre los equilibrios, las

órbitas sobre los ejes coordenados, las variedades invariantes que separan regiones y,

finalmente, las cuencas de atracción determinadas por dichas variedades, preservando

en cada caso la evolución temporal de las trayectorias.

Sea Fj, con j = 1, 2, 3, la aplicación asociada a cada uno de los casos i), ii) y iii).

En todos los casos comenzamos fijando la correspondencia entre los equilibrios sobre

los ejes:

Fj(0, 0) = (0, 0), Fj(a1, 0) = (x−, 0), Fj(K1, 0) = (x+, 0),

Fj(0, a2) = (0, y−), Fj(0, K2) = (0, y+).

Además, como los equilibrios correspondientes tienen el mismo tipo de estabilidad,

hacemos corresponder también las órbitas contenidas en los ejes coordenados. Para ello,

definimos Fj de modo que transporte cada semiórbita de un sistema sobre la semiórbi-

ta correspondiente del otro. En particular, Sean Φt el operador evolución asociado al
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Caṕıtulo 5 | Análisis de un modelo de competencia con efecto Allee saturante en ambas especies

sistema (4.1), Ψt el operador evolución asociado al sistema (5.2) y t > 0.

Fj(Φt(x0, y0)) =



Ψt(ε, 0), si 0 < x0 < a1, y0 = 0,

Ψt(x− + ε, 0), si a1 < x0 < K1, y0 = 0,

Ψt(x+ + ε, 0), si x0 > K1, y0 = 0,

Ψt(0, ε), si x0 = 0, 0 < y0 < a2,

Ψt(0, y− + ε), si x0 = 0, a2 < y0 < K2,

Ψt(0, y+ + ε), si x0 = 0, y0 > K2,

donde

ε = mı́n{x−, y−, x+ − x−, y+ − y−} > 0.

De esta manera, la dinámica restringida a los ejes queda preservada por la aplicación.

A continuación, extendemos esta correspondencia a R2
+, haciendo coincidir las regiones

abiertas en que el plano queda dividido por las variedades estables de los puntos silla y

por las conexiones entre equilibrios.

Caso i): Supongamos que µ ∈ ZI y η ∈ VI , donde los conjuntos ZI y VI fueron

definidos en (4.12) y (5.12), respectivamente. Según la Sección 4.3, el sistema (4.1) no

posee equilibrios interiores y R2
+ queda dividido en tres regiones abiertas, delimitadas

por las variedades estables W s(a1, 0) y W s(0, a2). De manera análoga, por el Teorema

5.3.1, el sistema (5.2) tampoco posee equilibrios interiores y R2
+ queda dividido en tres

regiones abiertas, delimitadas por W s(x−, 0) y W s(0, y−).

Como en ambos sistemas estas variedades estables no se intersectan y separan el

plano positivo de la misma forma cualitativa, definimos F1 de modo que

F1

(
W s(a1, 0)

)
= W s(x−, 0), F1

(
W s(0, a2)

)
= W s(0, y−).

Aśı, las tres regiones determinadas por estas curvas pueden hacerse corresponder de

manera biyectiva. En particular, se hace coincidir la cuenca de atracción de (K1, 0) con

la de (x+, 0), la de (0, K2) con la de (0, y+) y la de (0, 0) consigo misma.

Como para cada condición inicial existe una única órbita, esta correspondencia puede

definirse siguiendo órbitas y preservando su orientación temporal. Queda aśı construido

un homeomorfismo F1 que env́ıa órbitas en órbitas y conserva la estructura cualitativa

del retrato de fases.
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Caso ii): Supongamos que µ ∈ ZII y η ∈ VII , definidos en (4.13) y (5.13). Según la

Sección 4.3, el sistema (4.1) posee dos equilibrios interiores, denotados por E1 = (x1, y1)

y E2 = (x2, y2), y el plano positivo queda dividido en regiones abiertas por las variedades

estables de (a1, 0), (0, a2) y E2, junto con la posición del equilibrio interior E1. De

manera análoga, por el Teorema 5.3.1, el sistema (5.2) posee dos equilibrios interiores,

denotados por Ẽ1 = (u1, v1) y Ẽ2 = (u2, v2) y cumplen

x1 < x2, y1 < y2, u1 < u2, v1 < v2,

luego podemos corresponder naturalmente los equilibrios interiores preservando su or-

den:

F2(E1) = Ẽ1, F2(E2) = Ẽ2.

Asimismo, las conexiones entre puntos silla y equilibrios interiores coinciden en ambos

retratos de fase. En particular, la variedad estable W s(a1, 0) conecta (a1, 0) con E1,

mientras que W s(x−, 0) conecta (x−, 0) con Ẽ1; análogamente ocurre con las demás

conexiones. Por ello definimos

F2

(
W s(a1, 0)

)
= W s(x−, 0), F2

(
W s(0, a2)

)
= W s(0, y−),

F2

(
W s(E2)

)
= W s(Ẽ2).

Una vez fijada esta correspondencia sobre equilibrios y separatrices, las regiones abier-

tas determinadas por dichas curvas se corresponden biyectivamente. En consecuencia,

también se corresponden las cuencas de atracción de (K1, 0), (0, K2) y (0, 0) con las de

(x+, 0), (0, y+) y (0, 0), respectivamente.

Como para cada condición inicial existe una única órbita, esta correspondencia pue-

de extenderse preservando la orientación temporal de las trayectorias. Esto permite

extender la aplicación a todo R2
+ y obtener un homeomorfismo F2 que env́ıa órbitas en

órbitas y conserva la estructura cualitativa del retrato de fases.

Caso iii): Supongamos que µ ∈ ZIII y η ∈ VIII , según (4.14) y (5.14). Según la Sección

4.3, el sistema (4.1) posee cuatro equilibrios interiores, denotados por Ei = (xi, yi),

1 ≤ i ≤ 4, que cumplen

x1 < x2 < x3 < x4, y1 < y4 < y3 < y2,

los cuales determinan una descomposición de R2
+ en cuatro regiones abiertas mediante

las variedades estables de (a1, 0), (0, a2) y de ciertos equilibrios interiores.
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De manera análoga, por el Teorema 5.3.3, el sistema (5.2) posee cuatro equilibrios

interiores, denotados por Ẽi = (ui, vi), 1 ≤ i ≤ 4, los cuales satisfacen

u1 < u2 < u3 < u4, v1 < v4 < v3 < v2,

y además los conjuntos

W s(x−, 0) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ2), W s(0, y−) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ4)

separan R2
+ en cuatro regiones positivamente invariantes.

Dado que en ambos sistemas los equilibrios interiores presentan la misma estructura

cualitativa, podemos corresponderlos preservando su orden relativo:

F3(Ei) = Ẽi, 1 ≤ i ≤ 4.

Asimismo, las conexiones entre los puntos silla y los equilibrios interiores coinciden

en ambos retratos de fase. En particular, las curvas separatrices que pasan por E1 y

conectan con E2 y E4 corresponden, respectivamente, a los conjuntos

W s(x−, 0) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ2), W s(0, y−) ∪ {Ẽ1} ∪W s(Ẽ4).

Por ello, definimos F3 de modo que env́ıe dichas curvas en sus correspondientes:

F3

(
W s(a1, 0)

)
= W s(x−, 0), F3

(
W s(0, a2)

)
= W s(0, y−),

F3(E1) = Ẽ1, F3

(
W s(E2)

)
= W s(Ẽ2), F3

(
W s(E4)

)
= W s(Ẽ4).

Una vez fijada esta correspondencia sobre equilibrios y separatrices, las cuatro regio-

nes abiertas determinadas por estas curvas se corresponden biyectivamente. En conse-

cuencia, también se corresponden las cuencas de atracción de los atractores sobre los

ejes y del equilibrio interior Ẽ3, con las correspondientes cuencas del sistema (4.1).

Como para cada condición inicial existe una única órbita, esta correspondencia pue-

de extenderse preservando la orientación temporal de las trayectorias. Esto permite

extender la aplicación a todo R2
+ y obtener un homeomorfismo F3 que env́ıa órbitas en

órbitas y conserva la estructura cualitativa del retrato de fases.

En los tres casos se ha construido un homeomorfismo entre el flujo del sistema (4.1)

y el flujo del sistema (5.2) restringido a la clausura de R2
+, preservando además la

orientación temporal de las órbitas. Por lo tanto, bajo cualquiera de las condiciones

i)–iii), ambos modelos son topológicamente equivalentes.
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Corolario 5.3.1. Los sistemas (4.1) y (5.2) son topológicamente equivalentes en R2
+

dentro de cada régimen genérico determinado por la cantidad de equilibrios interiores.

Demostración. Por definición de los conjuntos (4.12)–(4.14) y (5.12)–(5.14), los espa-

cios de parámetros de ambos sistemas quedan divididos en tres reǵımenes genéricos,

determinados por la cantidad de equilibrios interiores.

Luego, el resultado se sigue directamente del Teorema 5.3.4, ya que para cada uno

de estos casos del sistema (4.1) existe un caso correspondiente del sistema (5.2) tal que

ambos modelos son topológicamente equivalentes.

5.4. Análisis de bifurcaciones

Dada la equivalencia topológica obtenida entre el sistema (4.1) y el sistema (5.2) en las

regiones definidas del espacio de parámetros, se espera que el comportamiento dinámico

en las fronteras entre estas regiones sea el mismo. Esto se confirma numéricamente, como

se aprecia en la Figura 5.7.b.

En la Figura 5.7.a se muestra un retrato de fase correspondiente al caso con cua-

tro equilibrios interiores. En este escenario, las separatrices asociadas a los puntos silla

dividen el primer cuadrante en cuatro regiones invariantes y aparece una cuenca de

atracción asociada a un equilibrio interior estable de coexistencia. Además, para va-

lores pequeños de a1 y a2, la cuenca de atracción del origen disminuye mientras la

correspondiente al equilibrio interior estable se expande.

En la Figura 5.7.c se presenta un caso con dos equilibrios interiores inestables, donde

el primer cuadrante queda dividido en tres cuencas de atracción correspondientes a

(0, y+), (x+, 0) y (0, 0), siendo esta última acotada. Finalmente, en la Figura 5.7.d no

existen equilibrios interiores y la cuenca de atracción del origen se vuelve no acotada. En

particular, ambas especies pueden extinguirse simultáneamente incluso para condiciones

iniciales arbitrariamente grandes. Los valores de parámetros utilizados en cada panel

se presentan en la Tabla 5.2.

Por otro lado, la Figura 5.7.b muestra el diagrama de bifurcación del sistema (5.2),

el cual es cualitativamente equivalente al obtenido para el primer modelo y presentado

en la Figura 4.11.b. En ambos casos se observan bifurcaciones Fold genéricas y una

bifurcación de tipo cúspide al variar los parámetros asociados al efecto Allee.
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Considerando los parámetros de competencia, se espera que valores mayores de ci

dificulten la coexistencia entre ambas especies, mientras que valores pequeños de ci la

favorezcan. De manera análoga, valores grandes de ai, asociados a un efecto Allee más

fuerte, también dificultan la coexistencia. En consecuencia, al variar los coeficientes

de competencia, se espera que las regiones del diagrama de bifurcación asociadas a

coexistencia cambien de tamaño y posición en el plano (a1, a2).

En particular, si c1 > c2, la especie 1 se ve más afectada por la competencia interes-

pećıfica que la especie 2. En este caso, para mantener coexistencia estable seŕıa necesario

compensar dicha desventaja mediante un efecto Allee relativamente más fuerte sobre

la especie 2, es decir, con valores de a2 mayores en comparación con a1. Además, para

valores suficientemente grandes de c1 y c2, la coexistencia podŕıa dejar de ser posible,

ya que geométricamente las nulclinas podŕıan no intersectarse en el primer cuadran-

te. En consecuencia, dependiendo de los valores de los coeficientes de competencia, el

diagrama de bifurcación podŕıa presentar únicamente la región VI o bien solamente las

regiones VI y VII sin posibilidad de coexistencia estable.

Para los valores considerados en la Figura 5.7, el sistema presenta una situación

cercana a la simetŕıa, debido a que los coeficientes de competencia de ambas especies

son similares. Sin embargo, en el panel (c) puede observarse que la cuenca de atracción

de (0, y+) es proporcionalmente mayor que la de (x+, 0). Esto se debe a que la especie

1 se ve más afectada por el efecto Allee, dado que M1 > M2. Aunque a1 < a2, estos

parámetros dependen también de otros términos del modelo, mientras que M1 y M2

representan directamente la intensidad del efecto Allee en cada especie.

Cuadro 5.2: Valores de parámetros utilizados en la Figura 5.7.

Panel r1 K1 a1 c1 M1 r2 K2 a2 c2 M2

(a) 0.092 37.6364 88.3636 0.55 12 0.069 42.1667 141.167 0.6 11

(b) 0.092 37.6364 – 0.55 12 0.069 42.1667 – 0.6 11

(c) 0.092 37.6364 147.273 0.55 20 0.069 42.1667 179.667 0.6 14

(d) 0.092 37.6364 279.818 0.55 38 0.069 42.1667 359.333 0.6 28
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Figura 5.7: Retratos de fase del sistema (5.2) correspondientes a los paneles (a), (c) y

(d), representativos de cada una de las regiones del diagrama de bifurcación mostrado

en el panel (b). Los valores de parámetros utilizados en cada caso se presentan en la

Tabla 5.2.
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Caṕıtulo 6

Modelo general de competencia

entre 2 especies bajo efecto Allee

fuerte

Como se observó en el Caṕıtulo 4, los modelos (4.1) y (5.2) presentan una dinámica

cualitativamente similar. En efecto, se demostró que los sistemas (4.1) y (5.2) son to-

pológicamente equivalentes en R2
+ dentro de cada régimen genérico determinado por el

número de equilibrios interiores. Esta equivalencia sugiere la existencia de una estructu-

ra común subyacente, lo que motiva la formulación de un modelo más general capaz de

extender el análisis a una clase más amplia de modelos de competencia bidimensional

con efecto Allee fuerte.

En este contexto, se propone un modelo general de competencia interespećıfica en

el que ambas poblaciones están sujetas a efecto Allee fuerte. La formulación se basa

en la descomposición del crecimiento poblacional en tres componentes fundamentales:

el crecimiento intŕınseco en ausencia de competencia, el efecto Allee y la interacción

competitiva entre las especies. Estas contribuciones se modelan mediante funciones

generales, sin imponer expresiones expĺıcitas, sino únicamente condiciones ”t́ıpicas”.

Esta elección permite recuperar como casos particulares los modelos (4.1) y (5.2), aśı

como abarcar una familia más amplia de sistemas.

El objetivo es caracterizar la existencia, estabilidad y organización global de los

equilibrios, junto con describir los distintos escenarios y bifurcaciones que emergen al

variar parámetros biológicos clave, como la capacidad de carga K, el umbral del efecto
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Allee a y la intensidad de la competencia c.

Bajo estas consideraciones, se plantea el siguiente modelo:

X =

ẋ = x (κ1(x)A1(x)− c1ϕ1(x)y) = X1(x, y),

ẏ = y (κ2(y)A2(y)− c2ϕ2(y)x) = X2(x, y),
(6.1)

Por un lado, el crecimiento poblacional en ausencia de competencia se modela mediante

las funciones κi, i = 1, 2, las cuales se asumen de clase C2 y satisfacen las siguientes

propiedades:

(A.1) κi(Ki) = 0 para algún Ki ∈ R+.

(A.2) κi(x) > 0 para 0 ≤ x < Ki.

(A.3) κi(x) < 0 para Ki < x.

Estas hipótesis garantizan la existencia de una capacidad de cargaKi para cada especie,

con crecimiento positivo a bajas densidades y decrecimiento cuando la población supera

dicho umbral.

Por otro lado, la competencia se ve reflejada a través de las funciones ϕi, i = 1, 2, las

cuales se asumen de clase C2 y cumplen:

(B.1) ϕi(x) > 0 para x > 0.

(B.2) ϕi(0) ≥ 0.

(B.3) ĺım
x→∞

ϕi(x) = Ni < ∞.

En conjunto, estas condiciones aseguran que la interacción competitiva reduce la tasa

de crecimiento de cada especie en presencia de la otra, está bien definida en ausencia de

la especie opuesta y permanece acotada para densidades grandes, reflejando un efecto de

saturación. Las constantes ci > 0 determinan la intensidad con la que dicha competencia

afecta a la especie correspondiente.

Finalmente, el efecto Allee al que se ve sometida cada especie viene dado por las

funciones Ai, i = 1, 2, las cuales se asumen de clase C2 y cumplen:

(C.1) Ai(ai) = 0 para algún ai tal que 0 < ai < Ki.
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(C.2) A′
i(x) > 0 para todo x > 0.

(C.3) ĺım
x→0+

Ai(x) = Mi < ∞.

Las hipótesis sobre Ai caracterizan un efecto Allee fuerte, con una densidad cŕıtica ai por

debajo de la cual la población no puede persistir. Teniendo en cuenta estas condiciones,

definimos el espacio de parámetros

P =
{
(a1, a2, K1, K2, c1, c2) ∈ R6

+ : 0 < ai < Ki, i = 1, 2
}
, (6.2)

y consideramos el vector de parámetros del sistema dado por

µ = (a1, a2, K1, K2, c1, c2) ∈ P .

Observación 6.0.1. En lo que sigue asumiremos que las funciones de crecimiento κi

y de competencia ϕi no dependen de los parámetros asociados al efecto Allee ai. De

manera análoga, las funciones Ai no dependen de los parámetros de capacidad de carga

Ki ni de los coeficientes de competencia ci, i = 1, 2.

Antes de estudiar la estructura de los equilibrios, es necesario asegurar que las solu-

ciones del sistema estén bien definidas desde el punto de vista biológico, es decir, que

permanezcan no negativas y acotadas en el tiempo. El siguiente resultado garantiza

esta propiedad.

Proposición 6.0.1. Bajo las suposiciones (A.3), (B.1), (C.1) y (C.2), toda solución

del sistema general (6.1) con condición inicial no negativa permanece en R2
+ para todo

tiempo t ≥ 0 y es acotada.

Demostración. Sea ω > máx{K1, K2} y consideremos el rectángulo

Dω = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x < ω, 0 ≤ y < ω}.

Mostraremos que Dω es invariante, es decir, que el campo vectorial apunta siempre

hacia el interior en su frontera.

1. Frontera vertical Vω = {x = ω, y ≥ 0}. Definimos aω(x, y) = x− ω. Entonces

X · ∇aω
∣∣
Vω

= ω
(
κ1(ω)A1(ω)− c1ϕ1(ω)y

)
.
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Esto es una función af́ın en y, con pendiente −ωc1ϕ1(ω) < 0 por (B.1). Como ω > K1,

se cumple κ1(ω) < 0 por (A.3). Además, como A1(a1) = 0, A′
1 > 0 y a1 < K1 < ω, se

obtiene

A1(ω) > 0.

En consecuencia,

X · ∇aω < 0 en Vω.

2. Frontera horizontal Hω = {y = ω, x ≥ 0}. Análogamente, con bω(x, y) = y−ω se

obtiene

X · ∇bω
∣∣
Hω

= ω
(
κ2(ω)A2(ω)− c2ϕ2(ω)x

)
,

que es af́ın en x, con pendiente negativa por (B.1). Como ω > K2, se cumple κ2(ω) < 0

por (A.3) y A2(ω) > 0 por (C.1) y (C.2), de modo que

X · ∇bω < 0 en Hω.

3. Fronteras coordenadas. En x = 0 se tiene X(0, y) = (0, yκ2(y)A2(y)), y en y = 0

se tiene X(x, 0) = (xκ1(x)A1(x), 0). En ambos casos las trayectorias permanecen sobre

los ejes sin escapar de Dω.

Conclusión. En toda la frontera ∂Dω el campo vectorial apunta hacia el interior

o es invariante, por lo que Dω es invariante. Aśı, para cualquier condición inicial

(x(0), y(0)) ∈ R2
+, existe ω > máx{K1, K2} tal que la órbita (x(t), y(t)) de X que

pasa por (x(0), y(0)) permanece acotada en Dω para todo t > 0.

6.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

6.1.1. Puntos de equilibrio en la frontera

Al igual que en los modelos (4.1) y (5.2), se espera que el sistema general posea

cinco puntos de equilibrio sobre la frontera del primer cuadrante, cuya estabilidad esté

determinada por su ubicación en dicha frontera.

Proposición 6.1.1. El sistema (6.1) tiene cinco puntos de equilibrio en la frontera del

primer cuadrante:

E0 = (0, 0), E11 = (a1, 0), E12 = (K1, 0), E21 = (0, a2), E22 = (0, K2).
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Además, los puntos E0, E12 y E22 son localmente asintóticamente estables, mientras

que E11 y E21 son puntos silla.

Demostración. 1. Existencia de equilibrios. Fijando y = 0, la ecuación para la

componente x se reduce a

xκ1(x)A1(x) = 0.

Por las hipótesis (A.1) y (C.1), esta igualdad se satisface para x = 0, x = a1 y x = K1.

En consecuencia, los equilibrios sobre el eje x son

E0 = (0, 0), E11 = (a1, 0), E12 = (K1, 0).

De manera análoga, al fijar x = 0 se la ecuación para la componente y se reduce a

yκ2(y)A2(y) = 0.

Y por las hipótesis (A.1) y (C.1) se obtienen los equilibrios

E21 = (0, a2), E22 = (0, K2).

2. Estabilidad de E0 = (0, 0). El Jacobiano evaluado en el origen viene dado por

DX(0, 0) =

(
κ1(0)A1(0) 0

0 κ2(0)A2(0)

)
.

Por (A.2), ki(0) > 0 para i = 1, 2. Además por (C.1) y (C.2), la función Ai es estricta-

mente creciente y satisface Ai(ai) = 0, luego

Ai(x) < 0 para todo 0 < x < ai.

En consecuencia, por (C.3),

ĺım
x→0+

Ai(x) = Mi < 0.

Aśı se cumple κi(0)Ai(0) < 0 para i = 1, 2, por lo que E0 es localmente asintóticamente

estable.

3. Estabilidad de E11 = (a1, 0). El Jacobiano en este punto es

DX(a1, 0) =

(
a1κ1(a1)A

′
1(a1) −a1c1ϕ1(a1)

0 κ2(0)A2(0)− a1c2ϕ2(0)

)
.
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Como a1 < K1, por (A.2) κ1(a1) > 0, además por (C.2) se tiene directamente A′
1(a1) >

0, luego a1κ1(a1)A
′
1(a1) > 0. Además,

κ2(0)A2(0)− a1c2ϕ2(0) < 0,

ya que κ2(0)A2(0) < 0 y a1c2ϕ2(0) > 0 por (B.1). En consecuencia, E11 es un punto

silla.

4. Estabilidad de E21 = (0, a2). Se tiene

DX(0, a2) =

(
κ1(0)A1(0)− a2c1ϕ1(0) 0

−a2c2ϕ2(a2) a2κ2(a2)A
′
2(a2)

)
.

Como a2 < K2, por (A.2) se tiene κ2(a2) > 0, además por (C.2) se obtiene directamente

A′
2(a2) > 0, luego a2κ2(a2)A

′
2(a2) > 0. Además,

κ1(0)A1(0)− a2c1ϕ1(0) < 0,

ya que κ1(0)A1(0) < 0 y a2c1ϕ1(0) > 0 por (B.1). En consecuencia, E21 es también un

punto silla.

5. Estabilidad de E12 = (K1, 0). El Jacobiano es

DX(K1, 0) =

(
K1κ

′
1(K1)A1(K1) −K1c1ϕ1(K1)

0 κ2(0)A2(0)−K1c2ϕ2(0)

)
.

ComoK1 es una ráız simple de κ1 y, por (A.2)–(A.3), se tiene κ1(x) > 0 para 0 < x < K1

y κ1(x) < 0 para x > K1, se concluye que κ′
1(K1) < 0. Además, por (C.1)–(C.2), la

función A1 es estrictamente creciente y satisface A1(a1) = 0. Como a1 < K1, se obtiene

A1(K1) > 0, luego

K1κ
′
1(K1)A1(K1) < 0.

Además,

κ2(0)A2(0)−K1c2ϕ2(0) < 0,

ya que κ2(0)A2(0) < 0 y K1c2ϕ2(0) > 0 por (B.1). Por lo tanto, E12 es localmente

asintóticamente estable.

6. Estabilidad de E22 = (0, K2). El análisis es completamente análogo al caso anterior,

por lo que E22 es también localmente asintóticamente estable.

Una vez caracterizados los equilibrios en la frontera del primer cuadrante, nos enfo-

camos ahora en el estudio de los equilibrios interiores.

81



Caṕıtulo 6 | Modelo general de competencia entre 2 especies bajo efecto Allee fuerte

6.1.2. Puntos de equilibrio interiores

Para la obtención de los equilibrios interiores consideramos x, y > 0. Primero defini-

mos las funciones

g1(x) =


κ1(x)A1(x)

c1ϕ1(x)
, a1 ≤ x ≤ K1,

0, x < a1 o x > K1,

y

g2(y) =


κ2(y)A2(y)

c2ϕ2(y)
, a2 ≤ y ≤ K2,

0, y < a2 o y > K2.

Considerando ambas funciones las nulclinas no triviales del sistema (6.1) vienen dadas

por:

C1 =
{
(x, y) ∈ R2

+ : y = g1(x), a1 ≤ x ≤ K1

}
, (6.3)

y

C2 =
{
(x, y) ∈ R2

+ : x = g2(y), a2 ≤ y ≤ K2

}
, (6.4)

Observación 6.1.1. Las funciones g1 y g2 están bien definidas en los intervalos

(a1, K1) y (a2, K2), respectivamente, ya que por (B.1) se tiene ϕi(x) > 0 para todo

x > 0, i = 1, 2. Además, como κi, Ai y ϕi son de clase C2 en (0,∞), se concluye que

g1 y g2 también son de clase C2 en dichos intervalos.

De esta manera, los equilibrios interiores del sistema corresponden a los puntos en

C1 ∩ C2. En particular, la componente x de cada equilibrio interior puede obtenerse

como ráız de la ecuación escalar

P (x) = g2(g1(x))− x = 0. (6.5)

Observación 6.1.2. Como g1 y g2 son continuas en (0,∞), la función

P (x) = g2(g1(x))− x

está bien definida y es continua en (a1, K1).

Además, las ráıces de P (x) cumplen x∗ ∈ (a1, K1) y

a2 < g1(x
∗) < K2.
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Por continuidad de g1, existe un entorno abierto de x∗ donde

a2 < g1(x) < K2.

En consecuencia, P es de clase C2 en dicho entorno pues g1 y g2 lo son. En particular,

P ′(x∗) = g′2(y
∗) g′1(x

∗)− 1.

En los resultados que siguen no se considerarán intersecciones tangenciales entre las

nulclinas. Para formalizar esta hipótesis, se introduce el siguiente criterio de transver-

salidad.

Proposición 6.1.2. Sea (x∗, y∗) ∈ C1 ∩C2. Entonces la intersección entre C1 y C2 en

(x∗, y∗) es transversal si y solo si

g′1(x
∗) g′2(y

∗) ̸= 1. (6.6)

Demostración. La recta tangente a C1 en (x, y) tiene pendiente g′1(x), mientras que la

recta tangente a C2 en (x, y) tiene pendiente (g′2(y))
−1, pues x = g2(y). Ambas rectas

son paralelas si y solo si g′1(x) = (g′2(y))
−1, lo cual es equivalente a g′1(x)g

′
2(y) = 1. En

consecuencia, la intersección es transversal si y solo si g′1(x
∗)g′2(y

∗) ̸= 1.

La condición de transversalidad (6.6) permite determinar el número de equilibrios in-

teriores en los casos genéricos. La siguiente condición proporciona información adicional

sobre esta cantidad.

Proposición 6.1.3. Sea n el número de equilibrios interiores del sistema. Si todos

los equilibrios (xi, yi), i = 1, . . . , n, satisfacen la condición de transversalidad (6.6),

entonces n es un número par.

Demostración. Consideremos los conjuntos

M1 = {(x, y) ∈ R2 : a1 ≤ x ≤ K1, 0 ≤ y ≤ g1(x)},

M2 = {(x, y) ∈ R2 : a2 ≤ y ≤ K2, 0 ≤ x ≤ g2(y)}.

Como g1 y g2 son de clase C2 en los intervalos (a1, K1) y (a2, K2), respectivamente,

las fronteras ∂M1 y ∂M2 están formadas por curvas regulares a trozos sin autointersec-

ciones. Además, como g1(a1) = g1(K1) = 0, se tiene que ∂M1 corresponde a la unión

del gráfico de g1 sobre [a1, K1] y el segmento del eje x entre a1 y K1. Análogamente,
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como g2(a2) = g2(K2) = 0, ∂M2 corresponde a la unión del gráfico de g2 sobre [a2, K2]

y el segmento del eje y entre a2 y K2. Por ello, las intersecciones entre ∂M1 y ∂M2 en

el interior de (a1, K1) × (a2, K2) corresponden exactamente a los equilibrios interiores

del sistema.

Si todos los equilibrios interiores satisfacen la condición de transversalidad (6.6), en-

tonces todas las intersecciones entre las curvas y = g1(x) y x = g2(y) son transversales.

Por un resultado clásico sobre intersecciones de curvas cerradas simples en el plano,

el número de dichas intersecciones es par siempre que sean transversales (véase, por

ejemplo, [32]). Por lo tanto, n es un número par.

6.2. Caso en que g1 y g2 son cóncavas

Dado que las condiciones (A.1)–(A.3), (B.1) y (C.1)–(C.3) no garantizan por śı solas la

concavidad de g1 y g2, a partir de este punto se analizará el caso en que las nulclinas son

estrictamente cóncavas, es decir, se asume que g′′1(x) < 0 y g′′2(y) < 0 para a1 ≤ x ≤ K1

y a2 ≤ y ≤ K2, respectivamente. Esta hipótesis es consistente con los modelos (4.1) y

(5.2).

Observación 6.2.1. Dado que g1 y g2 son estrictamente cóncavas en [a1, K1] y [a2, K2],

respectivamente, existen únicos x̂ ∈ [a1, K1] y ŷ ∈ [a2, K2] tales que

g′1(x̂) = 0, g′2(ŷ) = 0.

En adelante, denotaremos por x̂ y ŷ a aquellos puntos que anulan g′1 y g′2, respectiva-

mente.

Además, g1(x̂) y g2(ŷ) corresponden a los máximos de g1 y g2 en dichos intervalos,

respectivamente. En particular,

g1(x) ≤ g1(x̂), ∀x ∈ [a1, K1],

g2(y) ≤ g2(ŷ), ∀y ∈ [a2, K2].

Desde el punto de vista biológico, la concavidad resulta razonable, ya que describe

una respuesta monótona en la regulación del crecimiento, evitando cambios bruscos o

múltiples reǵımenes en la dinámica que no siguen una tendencia clara.
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Además, esta hipótesis permite capturar el comportamiento t́ıpico observado en mo-

delos de competencia con efecto Allee fuerte, simplificando al mismo tiempo el análisis

cualitativo del sistema al restringir la geometŕıa de las intersecciones entre nulclinas.

Proposición 6.2.1. Considere el sistema (6.1). Sea n el número de equilibrios inte-

riores del sistema y supongamos que todos satisfacen la condición (6.6). Si g′′1(x) < 0 y

g′′2(y) < 0, entonces n ∈ {0, 2, 4}. Más aún:

n = 0 si g1(x̂) < a2 o g2(ŷ) < a1.

n = 2 si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

g1(x̂) ≥ ŷ y
ŷ(x̂− a1)

g1(x̂)
+ a1 ≤ g2(ŷ) ≤ ŷ(x̂−K1)

g1(x̂)
+K1,

o bien

g2(ŷ) ≥ x̂ y
x̂(ŷ − a2)

g2(ŷ)
+ a2 ≤ g1(x̂) ≤ x̂(ŷ −K2)

g2(ŷ)
+K2.

n = 4 si g1(x̂) > K2 y g2(ŷ) > K1.

Aqúı, x̂ y ŷ denotan los únicos puntos que satisfacen g′1(x̂) = 0 y g′2(ŷ) = 0, respectiva-

mente.

Demostración. Caso n = 0. Si g1(x̂) < a2, entonces, por la Observación 6.2.1,

g1(x) ≤ g1(x̂) < a2, ∀x ∈ [a1, K1].

Por lo tanto, la coordenada y de los puntos de C1 es estrictamente menor que a2, mien-

tras que toda intersección interior con C2 debe satisfacer y ∈ [a2, K2]. En consecuencia,

C1 ∩ C2 = ∅,

y no existen equilibrios interiores. Este caso se ilustra en la Figura 6.1.(a), donde la

nulclina C1 queda completamente por debajo del dominio de C2.

De manera análoga, si g2(ŷ) < a1, entonces

g2(y) ≤ g2(ŷ) < a1, ∀y ∈ [a2, K2].

Luego,

C1 ∩ C2 = ∅,

85
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Figura 6.1: Bosquejos en el caso sin equilibrios. En el panel a) se cumple g1(x̂) < a2, en

el panel b) se cumple g2(ŷ) < a1.

pues toda intersección interior debe satisfacer x ∈ [a1, K1]. En la Figura 6.1.(b) se ve

que C1 queda completamente a la derecha de C2. Por tanto, n = 0.

Descomposición en ramas monótonas. Como g1 es estrictamente cóncava y alcanza

su máximo en x̂, se tiene que g1 es estrictamente creciente en [a1, x̂] y estrictamente

decreciente en [x̂, K1]. Por ende, las restricciones

g1|[a1,x̂] y g1|[x̂,K1]

son continuas e inyectivas. Análogamente, g2 se descompone en dos ramas continuas e

inyectivas,

g2|[a2,ŷ] y g2|[ŷ,K2].

Esta descomposición permite acotar el número de intersecciones entre las nulclinas, ya

que cada intersección debe producirse entre una rama monótona de C1 y una rama

monótona de C2.

Caso n = 2. Supongamos que

ŷ(x̂− a1)

g1(x̂)
+ a1 ≤ g2(ŷ) ≤ ŷ(x̂−K1)

g1(x̂)
+K1.

Las cotas anteriores corresponden a las intersecciones con el eje x de las rectas que unen

el punto (g1(x̂), ŷ) con (a1, 0) y (K1, 0), respectivamente. Como además g1(x̂) ≥ ŷ, se

sigue que el punto (x̂, g2(ŷ)) pertenece a la región acotada delimitada por dichas rectas

y por la gráfica de g1.

Por otra parte, dado que g1 es estrictamente cóncava, para todo x ∈ (a1, K1) su

gráfica queda estrictamente por encima de cualquier recta secante que una dos puntos
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distintos de dicha gráfica. En particular,

ŷ

x̂− a1
(x− a1) < g1(x), x ∈ (a1, x̂),

y
ŷ

x̂−K1

(x−K1) < g1(x), x ∈ (x̂, K1).

Como además
ŷ(x̂− a1)

g1(x̂)
+ a1 ≤ g2(ŷ) ≤

ŷ(x̂−K1)

g1(x̂)
+K1,

se concluye que el punto (x̂, g2(ŷ)) queda contenido en la región delimitada por di-

chas rectas. Por lo tanto, la curva C2 sólo puede intersectar la rama creciente de C1,

correspondiente a la restricción de g1 al intervalo [a1, x̂].

Finalmente, como todas las intersecciones son transversales, por la Proposición 6.1.3

el número total de intersecciones debe ser par. Dado que únicamente una de las ramas

de C1 puede intersectar a C2, se concluye que existen exactamente dos intersecciones, es

decir, n = 2. Este caso se ilustra en la Figura 6.2.(a), donde C2 intersecta únicamente

la rama creciente de C1.

De manera análoga, intercambiando el papel de g1 y g2, si

x̂(ŷ − a2)

g2(ŷ)
+ a2 ≤ g1(x̂) ≤ x̂(ŷ −K2)

g2(ŷ)
+K2,

entonces C1 intersecta únicamente la rama creciente de C2, y nuevamente se obtiene

que n = 2. Este caso se muestra en la Figura 6.2.(b).

Figura 6.2: Bosquejos en el caso con dos equilibrios interiores. En el panel a), la curva

C2 intersecta únicamente la rama creciente de C1. En el panel b), de manera análoga,

la curva C1 intersecta únicamente la rama creciente de C2.
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Caso 4 intersecciones. Supongamos que se cumplen simultáneamente

g1(x̂) > K2 y g2(ŷ) > K1.

Entonces, por continuidad y concavidad:

La rama creciente de g1 en [a1, x̂] intersecta a g2 en dos puntos distintos.

Análogamente, la rama decreciente de g1 en [x̂, K1] también intersecta a g2 en dos

puntos distintos.

Por lo tanto, existen cuatro intersecciones en total. Este caso se ilustra en la Figura

6.3, donde ambas ramas de C1 intersectan a la curva C2.

Figura 6.3: Bosquejo en el caso con cuatro equilibrios interiores. Ambas ramas de C1

intersectan a la curva C2, dando lugar a cuatro intersecciones.

Cota máxima. Finalmente, como cada rama de g1 es inyectiva y puede intersectar a

lo más dos veces con la curva g2, el número total de intersecciones no puede superar 4.

De este modo, se concluye que el número de intersecciones posibles es n = 0, 2 o 4.

Para cada uno de los valores posibles de n, es posible determinar la estabilidad local

de los equilibrios interiores.

Teorema 6.2.1. Suponga que el sistema (6.1) tiene n equilibrios interiores, todos

los cuales satisfacen la condición de transversalidad (6.6), y que además g′′1(x) < 0

y g′′2(y) < 0. Entonces se cumple lo siguiente:

Si n = 2 con Ei = (xi, yi), i = 1, 2, los equilibrios interiores, entonces E1 es un

nodo repulsor y E2 es un punto silla, además x1 < x2 , y1 < y2.
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Si n = 4 con Ei = (xi, yi), i = 1, 2, 3, 4, los equilibrios interiores, entonces E1 es

un nodo repulsor, E2 y E4 son puntos silla y E3 es localmente asintóticamente

estable, además x1 < x2 < x3 < x4 , y1 < y4 < y3 < y2.

Demostración. Caso n = 2: Suponemos que hay 2 equilibrios Ei = (xi, yi), i =

1, 2, para curvas cóncavas todas las configuraciones posibles son las siguientes:

(a) x1 < x2 ≤ x̂, y1 < ŷ ≤ y2,

(b) x1 < x̂ ≤ x2, y1 < y2 ≤ ŷ,

(c) x1 < x2 ≤ x̂, y1 < y2 ≤ ŷ,

de lo cual siempre se cumple x1 < x2 , y1 < y2, luego consideramos la matriz

Jacobiana del sistema (6.1) evaluada en los equilibrios:

J(Ei) =

(
a b

c d

)

donde los coeficientes a, b, c y d, dependen de cada equilibrio (xi, yi). Además,

considerando las componentes del sistema (6.1) como X = (X1, X2), notamos

que:
∂X1

∂y
(x, y) = −xc1ϕ1(x) < 0, para x > 0,

∂X2

∂x
(x, y) = −yc2ϕ2(y) < 0, para y > 0,

por ende se cumple que b, c < 0. Luego los valores propios vienen dados por

λ± =
a+ d±

√
∆

2
, λ− < λ+,

donde

∆ = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = (a− d)2 + 4bc.

Como b, c < 0 se tiene ∆ > 0, aśı los valores propios λ± son siempre reales. Más

aún, si ad− bc < 0, se cumple λ+ > 0 y λ− < 0, independientemente del signo de

a+d. En este caso, el equilibrio interior es un punto silla. En cambio si ad−bc > 0,

el equilibrio (xi, yi) es repulsor si a+ d > 0, y localmente asintóticamente estable

si a+ d < 0.

Por otro lado,

ad− bc = bc
(
g′1(xi)g

′
2(yi)− 1

)
= bc P ′(xi), (6.7)
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donde P viene dado en (6.5). Si x = x̂ o y = ŷ se tiene ad − bc = −bc < 0, por

ende el equilibrio será punto silla. De esta manera consideramos las desigualdades

de los 3 casos como estrictas.

Si x < x1, entonces g1(x) < g1(x1) = y1, ya que g1 es creciente en [a1, x̂]. Además,

como g2 también es creciente en [a2, ŷ], se obtiene

g2(g1(x)) < g2(y1) = x1.

En consecuencia,

P (x) = g2(g1(x))− x < x1 − x.

Como además x < x1, se concluye que P (x) < 0 para todo x < x1.

Por otra parte, como (x1, y1) es un equilibrio interior, se tiene P (x1) = 0. Además,

la condición de transversalidad (6.6) implica que

g′1(x1)g
′
2(y1)− 1 ̸= 0,

y por (6.7),

P ′(x1) ̸= 0.

Por lo tanto, dado que P (x) < 0 para x < x1 y P (x1) = 0, necesariamente se

tiene P ′(x1) > 0. Aśı, se obtiene ad− bc > 0 y la estabilidad de (x1, y1) depende

del signo de a+ d. Como todas las configuraciones posibles muestran que x1 < x̂

y y1 < ŷ, por lo cual g′1(x1) > 0 y g′2(y1) > 0 y se cumple a+ d > 0. Por lo tanto,

(x1, y1) es un nodo repulsor.

Notemos que P (x) es composición de funciones derivables y, por ende, es continua.

De esta forma, se tiene P ′(x1) > 0 y P ′(x2) ̸= 0 por transversalidad, aśı concluimos

que P ′(x2) < 0, lo que implica ad− bc < 0, concluyendo que (x2, y2) es un punto

silla.

Caso n = 4: Supongamos que existen cuatro equilibrios interiores Ei = (xi, yi),

i = 1, 2, 3, 4. Para la intersección de curvas estrictamente cóncavas, la única con-

figuración posible es

x1 < x2 < x3 < x4, y1 < y4 < y3 < y2,

y además se cumple

x1 < x̂ < x3, y1 < ŷ < y3.
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La estabilidad se estudia nuevamente a partir del signo de P ′(x). Como en el caso

n = 2, se tiene que P (x) < 0 para x < x1, lo que implica P ′(x1) > 0. Dado que

todas las intersecciones son transversales y que P ′ es continuo, el signo de P ′(x)

debe alternar entre intersecciones consecutivas. En consecuencia,

P ′(x1) > 0, P ′(x2) < 0, P ′(x3) > 0, P ′(x4) < 0.

De la identidad ad− bc = bc P ′(xi) y del hecho de que bc > 0, se concluye que E2

y E4 son puntos silla. Por otra parte, las desigualdades x1 < x̂ y y1 < ŷ implican

que g′1(x1) > 0 y g′2(y1) > 0, por lo que a + d > 0 en E1, y aśı E1 es un nodo

repulsor. Análogamente, como x3 > x̂ y y3 > ŷ, se tiene g′1(x3) < 0 y g′2(y3) < 0,

de donde a+ d < 0, y por tanto E3 es localmente asintóticamente estable.

Este resultado se puede ampliar a la estabilidad en todo el primer cuadrante, no solo

a una vecindad de cada equilibrio. De manera que obtenemos la dinámica completa del

sistema, para cada valor genérico de n.

6.3. Comportamiento global de las soluciones

En esta sección determinaremos que el primer cuadrante se divide en regiones inva-

riantes correspondientes a las cuentas de atracción de los equilibrios estables.

Dado que el sistema (6.1) satisface

∂X1

∂y
(x, y) = −xc1ϕ1(x) < 0 para x > 0,

∂X2

∂x
(x, y) = −yc2ϕ2(y) < 0 para y > 0,

se sigue que es un sistema competitivo en R2
+. Por lo tanto, recordamos algunos resul-

tados clásicos para sistemas competitivos planares vistos en el caṕıtulo 3.

En primer lugar, el sistema es monótono con respecto al orden parcial ≤K en el

primer cuadrante, es decir, si

(x1(0), y1(0)) ≤K (x2(0), y2(0)),

entonces

(x1(t), y1(t)) ≤K (x2(t), y2(t)) para todo t > 0,
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donde (xi(t), yi(t)) son soluciones de (6.1).

Además, al tratarse de un sistema competitivo planar, no existen órbitas periódicas

positivas. En consecuencia, por el teorema de Poincaré–Bendixson, el conjunto ω-ĺımite

de cualquier trayectoria está formado por equilibrios y posibles órbitas que los conectan.

Dado un punto (x∗, y∗) ∈ R2
+, el primer cuadrante puede dividirse en cuatro regiones,

en sentido antihorario, definidas por

Q1(x
∗, y∗) = {(x, y) : x ≥ x∗, y ≥ y∗},

Q2(x
∗, y∗) = {(x, y) : x ≤ x∗, y ≥ y∗},

Q3(x
∗, y∗) = {(x, y) : x ≤ x∗, y ≤ y∗},

Q4(x
∗, y∗) = {(x, y) : x ≥ x∗, y ≤ y∗}.

(6.8)

En particular, si E = (x∗, y∗) es un equilibrio, entonces Q2(E) y Q4(E) son positiva-

mente invariantes, es decir, si (x(0), y(0)) ≤K E, entonces (x(t), y(t)) ≤K E para todo

t > 0.

Finalmente, recordamos que la variedad estable de un punto silla interior no puede

contener dos puntos estrictamente ordenados con respecto a ≪K (desigualdades estric-

tas).

Teorema 6.3.1. Si el sistema (6.1) no posee equilibrios interiores, entonces las varie-

dades estables globales W s(a1, 0) y W s(0, a2) dividen R2
+ en tres regiones positivamente

invariantes R0, R1, R2, correspondientes a las cuencas de atracción de (0, 0), (K1, 0) y

(0, K2), respectivamente.

Además, las fronteras de estas regiones están dadas por

∂R0 = {y = 0, 0 ≤ x ≤ a1} ∪ {x = 0, 0 ≤ y ≤ a2} ∪W s(a1, 0) ∪W s(0, a2),

∂R1 = {y = 0, K1 ≤ x} ∪W s(a1, 0),

∂R2 = {x = 0, K2 ≤ y} ∪W s(0, a2).

Demostración. Dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la va-

riedad estable de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a ≤K ,

se sigue que dicha variedad puede escribirse como el gráfico de una función creciente y

debe estar contenida en Q1 ∪Q3 del punto silla correspondiente.
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Consideremos la variedad estable W s(a1, 0). Supongamos que ésta posee un extremo

en un punto (x(0), y(0)) ∈ int(R2
+). Como el sistema no posee equilibrios interiores,

(x(0), y(0)) no es un estado estacionario. Además, dado que el campo vectorial es de

clase C1, el sistema genera un flujo local invertible. En particular, la órbita que contiene

a (x(0), y(0)) puede prolongarse puede prolongarse para t < 0, es decir, W s(a1, 0) puede

extenderse más allá de (x(0), y(0)). Esto contradice que (x(0), y(0)) sea un extremo de

W s(a1, 0). Por lo tanto, W s(a1, 0) no posee extremos en int(R2
+) y, en consecuencia, es

no acotada en R2
+.

En consecuencia, W s(a1, 0) separa R2
+ en dos regiones positivamente invariantes A1

y A2, con E0, (0, a2) y (0, K2) contenidos en A1, y (K1, 0) contenido en A2.

De manera análoga, la variedad estable W s(0, a2) es no acotada y separa R2
+ en dos

regiones positivamente invariantes B1 y B2, con (0, K2) ∈ B1 y E0, (a1, 0) y (K1, 0)

contenidos en B2.

Finalmente, el conjunto A1 ∩ B2 es positivamente invariante y contiene un único

estado estacionario estable, el origen E0. Por el teorema de Poincaré–Bendixson, los

conjuntos B1, A1 ∩ B2 y A2 corresponden a las cuencas de atracción de (0, K2), E0 y

(K1, 0), respectivamente. Denotando estas regiones por R2, R0 y R1, se obtiene

R2 = B1, R0 = A1 ∩B2, R1 = A2.

Teorema 6.3.2. Suponga que el sistema (6.1) posee dos equilibrios interiores Ei =

(xi, yi), i = 1, 2, tales que x1 < x2 y y1 < y2. Entonces los conjuntos

W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E2) y W s(0, a2)

dividen R2
+ en tres regiones positivamente invariantes R0, R1, R2, correspondientes a las

cuencas de atracción de (0, 0), (K1, 0) y (0, K2), respectivamente.

Además, las fronteras de estas regiones están dadas por

∂R0 = {y = 0, 0 ≤ x ≤ a1}∪{x = 0, 0 ≤ y ≤ a2}∪W s(a1, 0)∪W s(0, a2)∪{E1},

∂R1 = {y = 0, x ≥ K1} ∪W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E2),

∂R2 = {x = 0, y ≥ K2} ∪W s(0, a2) ∪ {E1} ∪W s(E2).
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Demostración. Según el Teorema 6.2.1, E1 es un repulsor y E2 es un punto silla.

Además, dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la variedad

estable de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a ≤K , se

sigue que W s(E2) puede escribirse como el gráfico de una función creciente contenida

en Q1(E2) ∪Q3(E2). En particular, W s(E2) es no acotada en Q1(E2), ya que no existe

ningún estado estacionario en el interior de dicha región.

Por otra parte, como E1 es un repulsor, la variedad W s(E2) no puede estar contenida

en Q2(E1) ∪ Q4(E1), por lo que necesariamente posee un extremo en E1. De manera

análoga, las variedades estables W s(a1, 0) y W s(0, a2) pueden escribirse como gráficos

de funciones crecientes contenidas en Q1(a1, 0) ∪ Q3(a1, 0) y Q1(0, a2) ∪ Q3(0, a2), res-

pectivamente. Además, ninguna de ellas puede estar contenida en Q2(E1) ∪ Q4(E1),

debido a la invariancia positiva de estas regiones. En consecuencia, ambas variedades

también poseen un extremo en E1.

Por lo tanto, los conjuntos

W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E2) y W s(0, a2)

separan R2
+ en tres regiones positivamente invariantes Ri, i = 0, 1, 2, con (0, 0) ∈ R0,

(K1, 0) ∈ R1 y (0, K2) ∈ R2. Además, la descripción de las fronteras de estas regio-

nes se obtiene directamente de la disposición geométrica de las variedades invariantes

anteriores.

Finalmente, por el teorema de Poincaré–Bendixson, los conjuntos R0, R1 y R2 co-

rresponden a las cuencas de atracción de (0, 0), (K1, 0) y (0, K2), respectivamente.

Teorema 6.3.3. Suponga que el sistema (6.1) posee cuatro equilibrios interiores Ei =

(xi, yi), 1 ≤ i ≤ 4, tales que

x1 < x2 < x3 < x4, y1 < y4 < y3 < y2.

Entonces los conjuntos

W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E2) y W s(0, a2) ∪ {E1} ∪W s(E4)

dividen R2
+ en cuatro regiones positivamente invariantes R0, R1, R2, R3, correspondien-

tes a las cuencas de atracción de (0, 0), (K1, 0), (0, K2) y E3, respectivamente.

Además, las fronteras de estas regiones están dadas por
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∂R0 = {y = 0, 0 ≤ x ≤ a1}∪{x = 0, 0 ≤ y ≤ a2}∪W s(a1, 0)∪W s(0, a2)∪{E1},

∂R1 = {y = 0, x ≥ K1} ∪W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E4),

∂R2 = {x = 0, y ≥ K2} ∪W s(0, a2) ∪ {E1} ∪W s(E2),

∂R3 = {E1} ∪W s(E2) ∪W s(E4).

Demostración. Según el Teorema 6.2.1, E1 es un repulsor, E2 y E4 son puntos silla, y

E3 es localmente asintóticamente estable.

Además, dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la variedad

estable de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a ≤K , se

sigue que las variedades estables W s(E2) y W s(E4) pueden escribirse como gráficos de

funciones crecientes contenidas en Q1(E2)∪Q3(E2) y Q1(E4)∪Q3(E4), respectivamente.

Como E2, E3 ∈ Q2(E4), por la ubicación de los equilibrios dada en el Teorema 6.2.1,

no existe ningún estado estacionario en el interior de Q1(E4). En consecuencia, W s(E4)

es no acotada en dicha región. Además, como E1 es un repulsor, W s(E4) no puede estar

contenida en Q4(E1), por lo que necesariamente posee un extremo en E1.

De manera análoga, dado que E3 ∈ Q4(E2), no existen estados estacionarios en el

interior de Q1(E2), y por tanto W s(E2) es no acotada en dicha región. Además, W s(E2)

no puede estar contenida en Q2(E1) ni intersectar a W s(E4), por lo que también posee

un extremo en E1.

Por otro lado, las variedades estables W s(a1, 0) y W s(0, a2) pueden escribirse como

gráficos de funciones crecientes contenidas en Q1(a1, 0)∪Q3(a1, 0) y Q1(0, a2)∪Q3(0, a2),

respectivamente. Además, ninguna de ellas puede estar contenida en Q2(E1)∪Q4(E1),

debido a la invariancia positiva de estas regiones. En consecuencia, ambas variedades

también poseen un extremo en E1.

Por lo tanto, los conjuntos

W s(a1, 0) ∪ {E1} ∪W s(E4) y W s(0, a2) ∪ {E1} ∪W s(E2)

separan R2
+ en cuatro regiones positivamente invariantes Ri, i = 0, 1, 2, 3, con (0, 0) ∈

R0, (K1, 0) ∈ R1, (0, K2) ∈ R2 y E3 ∈ R3. Además, la descripción de las fronteras de

estas regiones se obtiene directamente de la disposición geométrica de las variedades

invariantes anteriores.
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Finalmente, por el teorema de Poincaré–Bendixson, los conjuntos R0, R1, R2 y R3

corresponden a las cuencas de atracción de (0, 0), (K1, 0), (0, K2) y E3, respectivamente.

Hasta este punto podemos observar que la dinámica obtenida es cualitativamente la

misma que los modelos (4.1) y (5.2) en los casos genéricos.

6.4. Análisis de bifurcaciones

En esta sección se estudian las bifurcaciones que pueden ocurrir en el sistema (6.1)

bajo la hipótesis de que las nulclinas interiores son estrictamente cóncavas. Dados los

casos genéricos estudiados, deducimos que ocurren bifurcaciones Fold pues geométrica-

mente la nulclinas tienen distintas cantidades de intersecciones. En particular, el sistema

puede pasar de presentar cuatro equilibrios interiores a dos, y finalmente a ninguno. Por

tanto ahora vemos como la capacidad de carga, el umbral de efecto Allee y la intensidad

de competencia influyen en estos cambios.

Teorema 6.4.1 (Bifurcación Fold). Considérese el modelo general de competencia con

efecto Allee (6.1), donde µ = (a1, a2, K1, K2, c1, c2) es el vector de parámetros. Supon-

gamos que g1 y g2, definidas en (6.3), (6.4), son funciones C2 en R2
+ y estrictamente

cóncavas, es decir,
∂2g1
∂x2

(x;µ) < 0,
∂2g2
∂y2

(y;µ) < 0.

Sean µ∗ y (x∗, y∗) ∈ R2
+ tales que y∗ = g1(x

∗;µ∗) y

g2(y
∗;µ∗)− x∗ = 0, g′2(y

∗;µ∗) g′1(x
∗;µ∗) = 1.

Supóngase además que se cumplen las siguientes condiciones:

(No-degeneración)(
g′′1(x;µ) + (g′1(x;µ))

3 g′′2(y;µ)
)∣∣∣

(x,y,µ)=(x∗,y∗,µ∗)
̸= 0. (6.9)

(Transversalidad respecto de un parámetro)

∂

∂a1

(
A1(x;µ)

)∣∣∣∣
(x,µ)=(x∗,µ∗)

̸= 0. (6.10)

Bajo estas hipótesis, el sistema (6.1) presenta una bifurcación Fold genérica en

(x∗, y∗, µ∗).
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Demostración. Sea (x∗, y∗) y µ∗, de modo que

g2(y
∗;µ∗)− x∗ = 0, y∗ = g1(x

∗;µ∗).

De la condición de transversalidad (6.6), deducimos que la tangencia entre las nulclinas

en (x∗, y∗) se escribe como

g′2(y
∗;µ∗) g′1(x

∗;µ∗) = 1.

En el Teorema 6.2.1 vimos que estas igualdades implican

X(x∗, y∗;µ∗) = (0, 0) y detDX(x∗, y∗;µ∗) = 0,

es decir, (x∗, y∗) es un equilibrio de (6.1) para µ = µ∗ y el Jacobiano DX(x∗, y∗;µ∗)

posee un valor propio igual a 0.

Para aplicar el Teorema 2.2.1 (Teorema de bifurcación Fold genérica en sistema planar),

consideramos la ecuación escalar

P (x;µ) = g2(g1(x;µ);µ)− x,

de manera que los equilibrios interiores corresponden a las ráıces de P (·;µ). En parti-

cular,

P (x∗;µ∗) = 0.

Además,
∂P

∂x
(x;µ) = g′2(g1(x;µ);µ) g

′
1(x;µ)− 1,

y, por la condición de tangencia,

∂P

∂x
(x∗;µ∗) = 0.

Cálculo de la condición de no-degeneración. La condición de no-degeneración

para una bifurcación de tipo Fold se expresa, en esta formulación escalar, como

∂2P

∂x2
(x∗;µ∗) ̸= 0.

Derivando nuevamente (con µ fijo) se obtiene

∂2P

∂x2
(x;µ) =

d

dx

(
g′2(g1(x;µ);µ) g

′
1(x;µ)

)
.

Usando regla de la cadena,

∂2P

∂x2
(x;µ) = g′′2(g1(x;µ);µ)

(
g′1(x;µ)

)2
+ g′2(g1(x;µ);µ) g

′′
1(x;µ).
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Evaluando en (x∗, µ∗) y usando y∗ = g1(x
∗;µ∗) se obtiene

∂2P

∂x2
(x∗;µ∗) = g′′2(y

∗;µ∗)
(
g′1(x

∗;µ∗)
)2

+ g′2(y
∗;µ∗) g′′1(x

∗;µ∗).

Finalmente, como g′2(y
∗;µ∗) g′1(x

∗;µ∗) = 1, se tiene g′2(y
∗;µ∗) = 1

g′1(x
∗;µ∗)

y, por tanto,

∂2P

∂x2
(x∗;µ∗) =

1

g′1(x
∗;µ∗)

(
g′′1(x

∗;µ∗) +
(
g′1(x

∗;µ∗)
)3

g′′2(y
∗;µ∗)

)
.

En particular, como g′1(x
∗;µ∗) ̸= 0, la condición ∂2P

∂x2 (x
∗;µ∗) ̸= 0 es equivalente a

g′′1(x
∗;µ∗) +

(
g′1(x

∗;µ∗)
)3

g′′2(y
∗;µ∗) ̸= 0,

por hipótesis.

Condición de transversalidad respecto del parámetro a1.

Remarcamos que según (6.3) y (6.4), g1 y g2 vienen dadas por

g1(x; a1) =
κ1(x)A1(x; a1)

c1ϕ1(x)
, g2(y; a2) =

κ2(y)A2(y; a2)

c2ϕ2(y)
.

En la formulación escalar del Teorema 2.2.1, la condición de transversalidad respecto

del parámetro consiste en
∂P

∂µ
(x∗;µ∗) ̸= 0.

Como la variable x no depende del parámetro a1, se tiene

∂P

∂a1
(x;µ) =

∂

∂a1

(
g2(g1(x;µ))

)
.

Aplicando la regla de la cadena y observando que g2 no depende de a1, se obtiene

∂P

∂a1
(x;µ) = g′2

(
g1(x; a1)

) ∂g1
∂a1

(x;µ).

Además, por la definición de g1,

∂g1
∂a1

(x;µ) =
κ1(x)

c1ϕ1(x)

∂A1

∂a1
(x; a1).

Como κ1, ϕ1 no dependen del parámetro a1 (véase la Observación 6.0.1), evaluando en

(x∗, µ∗) (con y∗ = g1(x
∗;µ∗)), la condición de transversalidad queda caracterizada por

∂P

∂a1
(x∗;µ∗) = g′2(y

∗)
κ1(x

∗)

ϕ1(x∗)

∂A1

∂a1
(x∗; a∗1) ̸= 0,

notemos que g′2(y
∗) ̸= 0 pues g′2(y

∗;µ∗) g′1(x
∗;µ∗) = 1, además por las condiciones (A.2),

(B.1) κ1(x
∗) ̸= 0, ϕ1(x

∗) ̸= 0. De manera que podemos concluir que la condición de

transversalidad se reduce a
∂A1

∂a1
(x∗; a∗1) ̸= 0.
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Observación 6.4.1. Para estudiar el diagrama de bifurcación en el plano (a1, a2), la

condición relevante es que

∇(a1,a2)P (x∗; a∗1, a
∗
2) ̸= (0, 0),

lo cual se garantiza con que al menos una de las derivadas parciales sea no nula. El

Teorema 6.4.1 establece la condición de transversalidad respecto de a1; análogamente

se puede tener la condición respecto a a2,

∂

∂a2

(
A2(y;µ)

)∣∣∣∣
(y,µ)=(y∗,µ∗)

̸= 0.

que cumpliŕıa el mismo rol.

Observación 6.4.2 (Exclusión de otras bifurcaciones locales). El Jacobiano del siste-

ma (6.1) evaluado en un equilibrio interior posee siempre valores propios reales, lo que

excluye la ocurrencia de bifurcaciones de tipo Hopf. Esto es consistente con las propie-

dades de los sistemas competitivos y con el hecho de que, como se estableció previamente

en el análisis de la dinámica global, el sistema no puede poseer órbitas periódicas en

R2
+. En consecuencia, el sistema tampoco puede experimentar bifurcaciones —locales o

globales— asociadas a la aparición de órbitas periódicas.

Además, los equilibrios interiores están dados por las intersecciones de las nulclinas

no triviales C1, C2, y dichas intersecciones son aisladas y solo pueden ocurrir mediante

tangencias de orden finito. Por otra parte, las ramas de equilibrios interiores no intersec-

tan a las ramas de equilibrios en la frontera para valores positivos de los parámetros, de

modo que las bifurcaciones entre equilibrios interiores implican necesariamente creación

o destrucción de equilibrios, descartando la ocurrencia de bifurcaciones transcŕıticas.

El Teorema 6.4.1 implica que, al variar parámetros asociados al efecto Allee, los

equilibrios interiores pueden crearse o desaparecer mediante bifurcaciones de tipo Fold

genéricas. Además, la Proposición 6.2.1 establece que el sistema puede poseer a lo más

cuatro equilibrios interiores.

Fijamos los parámetros K1, K2, c1, c2 en valores tales que, al variar (a1, a2), el sistema

pueda presentar los tres casos posibles correspondientes a 0, 2 y 4 equilibrios interiores.

De esta manera, consideramos

µ = (a1, a2, K
∗
1 , K

∗
2 , c

∗
1, c

∗
2) ∈ P ,

y describimos cualitativamente el diagrama de bifurcación en el plano (a1, a2).
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Definición 6.4.1. Sea µ ∈ P. Definimos el conjunto de equilibrios hiperbólicos inte-

riores del sistema (6.1) por

N (µ) =
{
(x, y) ∈ R2

+ : X(x, y;µ) = (0, 0), detDX(x, y;µ) ̸= 0
}
.

Considerando N (µ), definimos los siguientes conjuntos:

UI =
{
(a1, a2) ∈ R2

+ : #N (µ) = 0
}
, (6.11)

UII =
{
(a1, a2) ∈ R2

+ : #N (µ) = 2
}
, (6.12)

UIII =
{
(a1, a2) ∈ R2

+ : #N (µ) = 4
}
. (6.13)

donde #N (µ) denota el número de equilibrios interiores del sistema.

Denotamos por SNI la familia de puntos (a1, a2) asociada a la transición 2 ↔ 0,

y por SNII la familia asociada a la transición 4 ↔ 2. La dinámica asociada a cada

una de estas regiones se muestra en la Figura 6.4, la cual contiene además un bosquejo

cualitativo del diagrama de bifurcación correspondiente al sistema (6.1) en una región

abierta del primer cuadrante del plano (a1, a2).

A continuación, mencionamos algunas carácteŕısticas de los conjuntos SNI y SNII ,

en pos de mostrar que el bosquejo de la Figura 6.4 es coherente.

Un equilibrio interior (x∗, y∗) del sistema (6.1) satisface

P (x∗; a1, a2) = 0,

mientras que una tangencia entre C1 y C2 se caracteriza por la condición

∂P

∂x
(x∗; a1, a2) = 0,

donde P viene dada en (6.5). Sea (a∗1, a
∗
2) un valor de parámetros tal que (x∗, y∗) satisface

ambas condiciones. Bajo las hipótesis del Teorema 6.4.1,

∇(a1,a2)P (x∗; a∗1, a
∗
2) =

(
∂P

∂a1
(x∗; a∗1, a

∗
2),

∂P

∂a2
(x∗; a∗1, a

∗
2)

)
̸= (0, 0).

Por lo tanto, el Teorema de la Función Impĺıcita aplicado a

P (x∗; a1, a2) = 0

en torno al punto (a∗1, a
∗
2) garantiza que el conjunto de parámetros para los cuales ocurre

una tangencia define localmente una curva C1 en el plano (a1, a2). Aśı los conjuntos

SNI y SNII corresponden a curvas continuas en el plano (a1, a2).
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Figura 6.4: El panel superior derecho presenta un bosquejo del diagrama de bifurca-

ción cualitativo del sistema (6.1) en una región abierta del primer cuadrante del plano

(a1, a2). Los paneles UI , UII y UIII son bosquejos de retratos de fase correspondientes

a cada zona en el diagrama de bifurcación, las curvas azules en el interior del primer

cuadrante simbolizan las variedades estables de los equilibrios silla.

Notar que la curva Fold es localmente C1 únicamente bajo las hipótesis de no-

degeneración del Teorema 6.4.1. En puntos Fold degenerados, correspondientes a bi-

furcaciones cúspide, como el punto CUSP de la Figura 6.4, dicha diferenciabilidad

puede perderse.

Observación 6.4.3. Para la representación cualitativa del diagrama de bifurcación en

el plano (a1, a2) asumimos además las siguientes condiciones adicionales.

Primero, suponemos que

∂Ai(x; ai)

∂ai
< 0, i = 1, 2. (6.14)
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Esta hipótesis es natural desde el punto de vista ecológico, ya que el parámetro ai re-

presenta el umbral de Allee de la especie i. Por lo tanto, un valor mayor de ai implica

que la población requiere una densidad mı́nima más alta para crecer positivamente. En

consecuencia, para una densidad fija x, la tasa de crecimiento per cápita disminuye al

aumentar ai.

Finalmente, suponemos que

∂A′′
i

∂ai
= 0, i = 1, 2,

es decir, el parámetro ai no modifica la curvatura de Ai. Bajo esta hipótesis, la condición

P ′′(x∗) = 0 no depende de (a1, a2), por lo que los posibles puntos donde puede ocurrir

una bifurcación cúspide permanecen fijos al variar los parámetros. En consecuencia, el

diagrama de bifurcación presenta a lo más un punto cúspide.

Si µ ∈ UI y se vaŕıan los parámetros (a1, a2) de modo que ahora µ ∈ UII , entonces

existe un valor cŕıtico µ∗
1 en la frontera entre ambas regiones tal que las nulclinas C1 y

C2 presentan una tangencia en un punto (x∗, y∗) y es el único equilibrio del sistema.

Geométricamente, esta tangencia ocurre sobre la rama creciente de g1, es decir, x
∗ <

x̂, por lo que

g′1(x
∗;µ∗

1) > g′1(x̂;µ
∗
1) = 0.

Además, la concavidad estricta de g1 y g2 implica(
g′′1(x;µ) + (g′1(x;µ))

3g′′2(y;µ)
)∣∣∣

(x,y,µ)=(x∗,y∗,µ∗
1)
< 0,

y, en consecuencia, se satisface la condición de no degeneración (6.9). Por el Teore-

ma 6.4.1, dicha tangencia corresponde a una bifurcación Fold genérica.

Por consiguiente, la curva SNI está compuesta únicamente por bifurcaciones Fold

genéricas, en las cuales se crean o destruyen exactamente dos equilibrios interiores.

No puede existir una transición directa entre 0 y 4 equilibrios interiores. Por lo tanto,

UI y UIII son regiones disjuntas y todo camino continuo entre ellas debe atravesar

necesariamente UII , lo cual es coherente con la Figura 6.4.

Por otro lado, la forma de las curvas se debe a que hemos asumido que

∂Ai(x; ai)

∂ai
< 0, i = 1, 2, (6.15)
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entonces ∂aigi(x; ai) < 0. A lo largo de una curva Fold, la pendiente en el plano

(a1, a2) queda determinada impĺıcitamente por

da2
da1

= −∂a1P

∂a2P
,

donde el signo de ∂a1P es opuesto con el de g′2(g1(x; a1); a2), mientras que ∂a2P < 0.

En la curva SNI , la tangencia ocurre sobre ramas crecientes de las nulclinas, por lo que

g′2(g1(x; a1); a2) > 0 y, en consecuencia, da2
da1

< 0, por lo que se obtiene cualitativamente

una curva decreciente en el plano (a1, a2). En cambio, sobre SNII , la tangencia involucra

ramas con derivadas de signo opuesto, lo que conduce a g′2(g1(x; a1); a2) < 0 y, por

tanto, da2
da1

> 0. Dado que las ramas SNI y SNII no se intersectan, ya que UI y UIII son

disjuntos, entonces debe existir un punto que separa SNII en 2 ramas crecientes, a las

cuales llamamos SNIIa y SNIIb, que corresponden a bifurcaciones Fold genéricas que

intersectan en un punto cúspide.

Por último podemos comparar el bosquejo del diagrama de bifurcación del modelo

general con los diagramas de bifurcación obtenidos numéricamente para los sistemas

(4.1) y (5.2). En la Figura 6.5 se pueden observar 3 regiones en el diagrama de bi-

furcación, las de sub́ındice I corresponden a cuando cada sistema no tiene equilibrios

interiores, con II si hay 2 equilbrios interiores y con III cuando existen 4 equilibrios

interiores. Notamos que además nuestro bosquejo se alinea con la forma que tienen las

curvas correspondientes a las bifurcaciones Fold dado que se tiene una curva decrecien-

te y 2 ramas crecientes que intersectan en un punto correspondiente a una bifurcación

cúspide. De esta manera vemos que las condiciones (A.1)-(A.3), (B.1)-(B.3) y (C.1)-

(C.3) son suficientes para obtener todas las dinámica posibles de estos sistemas en los

casos genéricos. Sin embargo, para obtener la configuración de las curvas obtenidas en

nuestro bosquejo, es necesario considerar además las condiciones mencionadas en la

observacion 6.4.3.
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Figura 6.5: Cada columna presenta el diagrama de bifurcación correspondiente en la

primera fila y, en las filas siguientes, los retratos de fase asociados a cada región. La

primera columna corresponde al sistema general (6.1), la segunda al sistema (5.2) y la

tercera al sistema (4.1).
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6.5. Caso sin concavidad

En esta sección se estudia el sistema (6.1) manteniendo las hipótesis (A.1)–(A.3),

(B.1)–(B.3) y (C.1)–(C.3), aśı como la regularidad C2 de las funciones involucradas.

Sin embargo, a diferencia de las secciones anteriores, no se asume concavidad estricta

de las nulclinas C1 y C2. Más precisamente, permitimos que g′′1 y g′′2 puedan cambiar de

signo.

Si bien esta situación es menos frecuente en aplicaciones biológicas habituales, su

análisis permite ampliar el alcance de los resultados obtenidos previamente y compren-

der qué propiedades dinámicas se mantienen bajo hipótesis geométricas más generales.

En particular, se obtienen resultados sobre la estabilidad local de los equilibrios inte-

riores suponiendo que existe un número finito n de ellos, sin asumir una forma espećıfica

para las nulclinas. El siguiente lema será útil para caracterizar la estabilidad de cada

equilibrio en los teoremas siguientes.

Proposición 6.5.1. Sean Ei = (xi, yi), i = 1, . . . , n, los equilibrios interiores del siste-

ma (6.1), ordenados de modo que

x1 < x2 < · · · < xn,

y supóngase que cada uno de ellos corresponde a una intersección transversal de las

nulclinas, es decir, que satisface la condición (6.6). Entonces se cumple lo siguiente:

E1 es un nodo repulsor.

Si i es par, entonces Ei es un punto silla.

Si i es impar, entonces Ei es un nodo repulsor o localmente asintóticamente es-

table.

Demostración. Sea Ei = (xi, yi) un equilibrio interior del sistema (6.1). Notamos de

la demostración del Teorema 6.2.1, que los valores propios vienen determinados por el

signo de las primeras derivadas de g1 y g2 y por ende no dependen de la concavidad de

estas mismas. Luego los equilibrios Ei seguirán teniendo valores propios reales.

Como g1 y g2 son de clase C2, y por las hipótesis (A.1) y (C.1) se tiene

g1(a1) = g1(K1) = 0, g2(a2) = g2(K2) = 0,
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mientras que por (A.2), (B.1) y (C.2),

g1(x) > 0 para x ∈ (a1, K1), g2(y) > 0 para y ∈ (a2, K2).

Por lo tanto, existe al menos un punto cŕıtico interior para cada función, es decir, existen

x̂j ∈ (a1, K1) y ŷj ∈ (a2, K2) tales que

g′1(x̂j) = 0, g′2(ŷj) = 0.

Consideremos ahora el primer equilibrio interior E1 = (x1, y1), ordenado según la

coordenada x. Como C1 y C2 son gráficas continuas de funciones en el primer cua-

drante, sus intersecciones pueden ordenarse según la coordenada x. Además, una rama

decreciente de cualquiera de las nulclinas sólo puede aparecer después de atravesar un

punto cŕıtico interior. Por lo tanto, si la primera intersección interior E1 = (x1, y1)

ocurriera sobre una rama decreciente de alguna de las curvas, existiŕıa previamente una

rama creciente de dicha nulclina que intersectaŕıa antes a la otra curva, contradiciendo

la definición de E1. En consecuencia,

g′1(x1) > 0, g′2(y1) > 0.

Si x < x1, entonces g1(x) < g1(x1) = y1 y, por consiguiente, g2(g1(x)) < g2(y1) = x1,

lo que implica

P (x) = g2(g1(x))− x < 0.

De aqúı se sigue que P ′(x1) > 0, y por tanto

sgn(ad− bc) = sgn(P ′(x1)) > 0.

Además, dado que g′1(x1) > 0 y g′2(y1) > 0, se obtiene a + d > 0, concluyendo que E1

es un nodo repulsor pues los valores propios son reales.

La Figura 6.6 ilustra esquemáticamente el comportamiento de la función P (x) y la

alternancia en la estabilidad de los equilibrios interiores.

Por continuidad de la función P , el signo de P ′(x) debe alternar entre intersecciones

consecutivas. En consecuencia, para cada i par se cumple P ′(xi) < 0, lo que implica

ad− bc < 0, y por tanto Ei es un punto silla.

Finalmente, para cada i impar se tiene P ′(xi) > 0, de modo que ad − bc > 0. En

este caso, el equilibrio Ei es un nodo repulsor si a + d > 0 o un nodo localmente

asintóticamente estable si a+ d < 0, lo que completa la demostración.
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estables o repulsores

Equilibrios repulsores

Figura 6.6: Ilustración esquemática del comportamiento de la función P (x) y la alter-

nancia en la estabilidad de los equilibrios interiores.

La Proposición 6.5.1 permite observar que, en los casos en que existen 0 o 2 equilibrios

interiores, la estructura dinámica del sistema coincide con la obtenida bajo la hipótesis

de concavidad. Como consecuencia, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 6.5.1. En el sistema (6.1) se cumple lo siguiente:

(i) Si no existen equilibrios interiores, el comportamiento global de las soluciones

coincide con el descrito en el Teorema 6.3.1.

(ii) Si existen exactamente dos equilibrios interiores, el comportamiento global de las

soluciones coincide con el descrito en el Teorema 6.3.2.

Demostración. El ı́tem (i) se obtiene aplicando la misma demostración del Teore-

ma 6.3.1, la cual no utiliza la concavidad de las nulclinas. Para el ı́tem (ii), si existen

dos equilibrios interiores E1 y E2 con x1 < x2, entonces por la Proposición 6.5.1 se

tiene que E1 es un repulsor y E2 es un punto silla. La demostración del Teorema 6.3.2

depende únicamente de esta clasificación y de la competitividad del sistema, por lo que

sigue siendo válida aun sin asumir concavidad.

La Proposición 6.5.1 permite determinar parcialmente la estabilidad de los equilibrios

interiores a partir del orden de las intersecciones entre las nulclinas. Más precisamente,

si además se conoce el signo de g′1 y g′2 en cada equilibrio, es posible distinguir entre

nodos repulsores y nodos localmente asintóticamente estables.

Gracias a ello, es posible extender el análisis al caso n > 2 sin asumir concavidad

estricta de C1 y C2. Para ello, imponemos una hipótesis geométrica más débil basada

en el número de puntos cŕıticos de las funciones g1 y g2. En particular, asumimos que la
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nulclina C1 tiene un único punto x̂ ∈ [a1, K1] tal que g
′
1(x̂) = 0, mientras que la nulclina

C2 puede tener N puntos cŕıticos. Además, restringimos la atención a los casos en que

dichos puntos cŕıticos corresponden a máximos o mı́nimos locales de g2.

Teorema 6.5.1. Supóngase que el sistema (6.1) posee n equilibrios interiores Ei =

(xi, yi) y que la nulclina C1 tiene un único punto x̂ ∈ [a1, K1] tal que g′1(x̂) = 0. Sea n−

el número de equilibrios interiores con xi ∈ (a1, x̂]. Entonces se cumple lo siguiente:

Si n− es par, entonces:

� existen n−
2

equilibrios repulsores y n−
2

puntos silla en (a1, x̂];

� existen n−n−
2

equilibrios localmente asintóticamente estables y n−n−
2

puntos

silla en (x̂, K1).

Si n− es impar, entonces:

� existen n−+1
2

equilibrios repulsores y n−−1
2

puntos silla en (a1, x̂];

� existen n−n−−1
2

equilibrios localmente asintóticamente estables y n−n−+1
2

pun-

tos silla en (x̂, K1).

Además, se cumple que:

xi < xi+1 y yi < yi+1 si (xi, yi), (xi+1, yi+1) ∈ (a1, x̂];

xi < xi+1 y yi+1 < yi si (xi, yi), (xi+1, yi+1) ∈ (x̂, K1).

En particular, los equilibrios con ı́ndice impar corresponden a nodos repulsores en

(a1, x̂] y a nodos localmente asintóticamente estables en (x̂, K1), mientras que los equi-

librios con ı́ndice par son siempre puntos silla.

Demostración. Por hipótesis, g′1(x) ≥ 0 para todo x < x̂ y g′1(x̂) = 0. En consecuencia,

todo equilibrio (xi, yi) con xi < x̂ satisface g′1(xi) > 0. Aplicando la Proposición 6.5.1,

se deduce que dichos equilibrios alternan su estabilidad: los equilibrios con ı́ndice impar

son repulsores y los de ı́ndice par son puntos silla. Si existe un equilibrio con xi = x̂,

entonces g′1(x̂) = 0 implica P ′(x̂) < 0, por lo que dicho equilibrio es un punto silla.

De este modo, si el número de equilibrios en (a1, x̂] es n−, se obtiene directamente la

clasificación indicada en los dos primeros ı́tems del enunciado, según la paridad de n−.
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Por otro lado, para x > x̂ se tiene g′1(x) < 0, de modo que los equilibrios en (x̂, K1)

solo pueden ser puntos silla o localmente asintóticamente estables. Nuevamente por la

Proposición 6.5.1, la estabilidad alterna con el ı́ndice, lo que permite concluir el conteo

indicado en el enunciado. Finalmente, las relaciones de orden entre las coordenadas xi

y yi se deducen de la monotońıa de g1 a cada lado de x̂.

La Figura 6.7 ilustra esquemáticamente la distribución de los equilibrios interiores

descrita en el Teorema 6.5.1 en el caso en que n− es par. En la región (a1, x̂], don-

de g′1(x) > 0, los equilibrios alternan entre nodos repulsores y puntos silla. Por otra

parte, en (x̂, K1), donde g′1(x) < 0, los equilibrios alternan entre puntos silla y nodos

localmente asintóticamente estables.

} }

equilibrios

equilibrios

silla

repulsores

equilibrios

equilibrios

silla

estables

Figura 6.7: Distribución y estabilidad de los equilibrios interiores en el caso n− par. La

recta x = x̂1 separa las regiones donde g′1(x) > 0 y g′1(x) < 0.

Corolario 6.5.2. Si

máx
i=1,...,N

{g2(ŷi)} < x̂,
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entonces el sistema (6.1) no posee equilibrios interiores localmente asintóticamente es-

tables y los equilibrios Ei = (xi, yi) satisfacen

x1 < x2 < · · · < xn, y1 < y2 < · · · < yn.

Demostración. La condición máxi=1,...,N{g2(ŷi)} < x̂ implica que toda intersección entre

las nulclinas ocurre con xi ∈ (a1, x̂]. Por el Teorema 6.5.1 se tiene entonces n = n−,

de modo que todos los equilibrios interiores son repulsores o puntos silla, y no existen

equilibrios localmente asintóticamente estables.

Además, dado que g′1(x) > 0 en (a1, x̂), la función g1 es estrictamente creciente en

dicho intervalo, lo que implica que las intersecciones satisfacen x1 < x2 < · · · < xn y

y1 < y2 < · · · < yn.

El siguiente resultado completa los casos posibles cuando las curvas C1 y C2 poseen,

respectivamente, N1 y N2 puntos en los cuales se anulan las derivadas g′1 y g′2, con

N1, N2 > 1. Esto contrasta con el Teorema 6.5.1, donde se supone que C1 posee un

único punto x̂ tal que g′1(x̂) = 0, es decir, N1 = 1.

Teorema 6.5.2. Sean

x̂1 < x̂2 < · · · < x̂N1 y ŷ1 < ŷ2 < · · · < ŷN2

los puntos cŕıticos de g1 y g2, respectivamente, es decir, g′1(x̂k) = 0 y g′2(ŷℓ) = 0.

Supóngase que el sistema (6.1) posee n equilibrios interiores Ej = (xj, yj), ordenados

de modo que

x1 < x2 < · · · < xn.

Entonces se cumple lo siguiente:

Si

xj ∈ (a1, x̂1] ∪
N1−1⋃
k=1
k par

(x̂k, x̂k+1],

entonces Ej es un punto silla si j es par y un nodo repulsor si j es impar.

Si

xj ∈ (x̂1, K1) ∪
N1−1⋃
k=1

k impar

(x̂k, x̂k+1],

entonces Ej es un punto silla si j es par y un nodo localmente asintóticamente

estable si j es impar.
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Demostración. De acuerdo con el Teorema 6.5.1, la estabilidad de un equilibrio interior

(xj, yj) depende del signo de g
′
1(xj). En particular, si g′1(xj) > 0, el equilibrio es repulsor

o punto silla, mientras que si g′1(xj) < 0, el equilibrio es localmente asintóticamente

estable o punto silla.

Por hipótesis, los puntos cŕıticos x̂k de g1 están ordenados y separan el intervalo

(a1, K1) en subintervalos donde el signo de g′1 es constante. En el intervalo (a1, x̂1] se

tiene g′1(x) ≥ 0, por lo que cualquier equilibrio interior con xj en dicho intervalo es

repulsor o punto silla. En el intervalo (x̂1, x̂2] se tiene g′1(x) < 0, de modo que los

equilibrios interiores alĺı contenidos son localmente asintóticamente estables o puntos

silla.

Este razonamiento se extiende de manera análoga a cada uno de los intervalos

(x̂k, x̂k+1], donde el signo de g′1 alterna debido a la naturaleza de los puntos cŕıticos.

Aplicando el mismo argumento en cada subintervalo se obtiene la clasificación enuncia-

da.

silla

sillasilla

estables o

repulsores orepulsores o

Equilibrios

EquilibriosEquilibrios

Figura 6.8: Ejemplo esquemático de nulclinas con n = 16 equilibrios interiores, N1 = 7

y N2 = 5, ilustrando la distribución de nodos y puntos silla descrita en el Teorema 6.5.2.

La Figura 6.8 ilustra esquemáticamente la distribución de los equilibrios interiores

descrita en el Teorema 6.5.2. Las franjas coloreadas representan intervalos donde g′1(x)

mantiene signo positivo: en el caso del color rojo solo hay punto silla y nodos repulsores,

mientras que las franjas azules contienen puntos sillas y nodos localmente asintóticamen-

te estables. Además se puede observar la coherencia entre la geometŕıa de las nulclinas

donde estas cruzan sus ramas segmentos con pendiente de distinto signo corresponden

a puntos silla mientras que los segmentos donde comparten el mismo signo determina

si el equilibrio es estable o inestable.
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Es importante destacar que las figuras mostradas en esta sección tienen un propósito

ilustrativo y muestran casos hipotéticos para ilustrar la idea de las demostraciones. En

particular, no corresponden a modelos espećıficos de competencia.
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Caṕıtulo 7

Modelo con efecto Allee en una sola

especie

En este caṕıtulo se estudia un modelo de competencia en el cual solo una de las

especies está sujeta a un efecto Allee fuerte. En particular, se asume que la población

y no presenta efecto Allee, mientras que la población x mantiene la misma estructura

considerada en el caṕıtulo anterior. Aunque este sistema guarda una estrecha relación

con el modelo general estudiado previamente, no corresponde estrictamente a un caso

particular de éste, ya que la ausencia de efecto Allee en la especie y equivale a tomar

A2(y) ≡ 1, lo que modifica las hipótesis (A.1)-(A.3) impuestas en el caṕıtulo anterior.

Este tipo de modelo resulta relevante en situaciones donde solo una de las especies

experimenta dificultades reproductivas a bajas densidades. Desde el punto de vista

ecológico, ello permite analizar cómo la competencia ejercida por una especie puede

influir sobre otra que, además, se encuentra afectada por un efecto Allee fuerte.

Es importante destacar algunas diferencias principales entre este modelo y el caso

estudiado en el caṕıtulo anterior. En particular, al asumir que una de las especies no

presenta efecto Allee, la geometŕıa de las nulclinas cambia de manera significativa. Más

precisamente, la nulclina no trivial asociada a la especie sin efecto Allee es convexa, en

contraste con el caso anterior, y bajo cierta condición puede intersectar el eje x. Esto

tiene consecuencias relevantes en la dinámica del sistema, ya que influye en el número

de equilibrios interiores que pueden aparecer, en la cantidad de escenarios dinámicos

posibles y en la estabilidad de los equilibrios de frontera. Además, esta nueva confi-

guración da lugar a bifurcaciones transcŕıticas asociadas a cambios de estabilidad en
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dichos equilibrios y, a diferencia del caso anterior, no permite la ocurrencia de ciertos

fenómenos degenerados, como la bifurcación cúspide asociada a la coexistencia.

Al igual que en el caso anterior, el objetivo principal de este caṕıtulo es identificar

los distintos comportamientos dinámicos que pueden surgir en el sistema. Para ello,

se estudian la existencia, estabilidad local y estabilidad global de sus equilibrios, aśı

como las bifurcaciones que organizan las transiciones entre dichos comportamientos.

Finalmente, se obtienen diagramas de bifurcación cualitativos que permiten describir

las configuraciones dinámicas posibles del sistema y las transiciones entre ellas.

Se define el sistema

Y =


ẋ = x

(
κ1(x)A1(x)− c1ϕ1(x)y

)
= Y1(x, y),

ẏ = y
(
κ2(y)− c2ϕ2(y)x

)
= Y2(x, y).

(7.1)

Las condiciones (A.1)–(A.3), (B.1)–(B.3) y (C.1)–(C.3) se mantienen vigentes. Del

mismo modo, se conservan tanto la interpretación de los parámetros como las hipótesis

de suavidad asumidas para las funciones del modelo general (6.1).

Teniendo en cuenta estas condiciones, definimos el espacio de parámetros

P =
{
(a1, K1, K2, c1, c2) ∈ R5

+ : 0 < a1 < K1

}
, (7.2)

y consideramos el vector de parámetros del sistema dado por

µ = (a1, K1, K2, c1, c2) ∈ P .

De manera análoga al modelo (6.1), se verifica que el primer cuadrante R2
+ es positi-

vamente invariante y que todas las soluciones del sistema (7.1) permanecen acotadas.

7.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

7.1.1. Puntos de equilibrio en la frontera

Proposición 7.1.1. El sistema (7.1) posee cuatro puntos de equilibrio en la frontera

del primer cuadrante:

E0 = (0, 0), E1 = (a1, 0), E2 = (K1, 0), E3 = (0, K2).

Su estabilidad viene dada por:
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E0 es un punto silla.

E3 es localmente asintóticamente estable.

Si ϕ2(0) = 0, entonces E1 es un repulsor y E2 es un punto silla.

Si ϕ2(0) > 0, entonces:

� Si

K1 <
κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

entonces E1 es un repulsor y E2 es un punto silla.

� Si

K1 >
κ2(0)

c2ϕ2(0)
y a1 <

κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

entonces E1 es un repulsor y E2 es localmente asintóticamente estable.

� Si

a1 >
κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

entonces E1 es un punto silla y E2 es localmente asintóticamente estable.

Demostración. Existencia de equilibrios. La existencia de los equilibrios se obtiene

directamente al restringir el sistema a los ejes coordenados. En efecto, si y = 0, entonces

ẋ = xκ1(x)A1(x).

Por la hipótesis (A.1), la función κ1 se anula únicamente en x = K1. Además, por (C.1),

la función A1 se anula únicamente en x = a1. Por lo tanto, los ceros sobre el eje x son

exactamente x = 0, x = a1 y x = K1, lo que da lugar a los equilibrios

(0, 0), (a1, 0), (K1, 0).

Por otro lado, si x = 0, entonces

ẏ = yκ2(y).

Nuevamente, por (A.1), la función κ2 se anula únicamente en y = K2. Luego, los ceros

sobre el eje y son exactamente y = 0 y y = K2, y por consiguiente existe además el

equilibrio

(0, K2).
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Estabilidad de E0 = (0, 0). El Jacobiano del sistema (7.1) evaluado en el origen es

DY (0, 0) =

(
κ1(0)A1(0) 0

0 κ2(0)

)
.

Por (A.2), se tiene κ1(0) > 0 y κ2(0) > 0. Además, por (C.1)–(C.3), la función A1 es

creciente, satisface A1(a1) = 0 y cumple

A1(0) < 0.

Luego,

κ1(0)A1(0) < 0, κ2(0) > 0.

Por lo tanto, DY (0, 0) posee un valor propio negativo y uno positivo, y E0 es un punto

silla.

Estabilidad de E1 = (a1, 0). En E1 = (a1, 0) se obtiene

DY (a1, 0) =

(
a1κ1(a1)A

′
1(a1) −c1a1ϕ1(a1)

0 κ2(0)− c2a1ϕ2(0)

)
.

Como 0 < a1 < K1, por (A.2) se tiene κ1(a1) > 0. Además, por (C.2),

A′
1(a1) > 0.

En consecuencia,

a1κ1(a1)A
′
1(a1) > 0.

El segundo valor propio está dado por

λ2 = κ2(0)− c2a1ϕ2(0).

Por lo tanto, E1 es un repulsor si λ2 > 0, mientras que es un punto silla si λ2 < 0.

Estabilidad de E2 = (K1, 0). En E2 = (K1, 0) se tiene

DY (K1, 0) =

(
K1κ

′
1(K1)A1(K1) −c1K1ϕ1(K1)

0 κ2(0)− c2K1ϕ2(0)

)
.

Por (A.1)–(A.3), K1 es una ráız simple de κ1, con

κ1(x) > 0 si 0 < x < K1, κ1(x) < 0 si x > K1.
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Luego,

κ′
1(K1) < 0.

Además, como a1 < K1 y A1 es creciente con A1(a1) = 0, se obtiene

A1(K1) > 0.

Por consiguiente,

K1κ
′
1(K1)A1(K1) < 0.

El segundo valor propio está dado por

λ2 = κ2(0)− c2K1ϕ2(0).

Aśı, E2 es localmente asintóticamente estable si λ2 < 0 y es un punto silla si λ2 > 0.

Estabilidad de E3 = (0, K2). Finalmente, en E3 = (0, K2) se obtiene

DY (0, K2) =

(
κ1(0)A1(0)− c1K2ϕ1(0) 0

−c2K2ϕ2(K2) K2κ
′
2(K2)

)
.

Ya se ha visto que κ1(0)A1(0) < 0. Además, por (B.1) se tiene ϕ1(0) ≥ 0, y como c1 > 0

y K2 > 0,

κ1(0)A1(0)− c1K2ϕ1(0) < 0.

Por otra parte, por (A.1)–(A.3), K2 es una ráız simple de κ2 y se cumple

κ′
2(K2) < 0.

Luego,

K2κ
′
2(K2) < 0.

Aśı, ambos valores propios son negativos y E3 es localmente asintóticamente estable.

Finalmente, si ϕ2(0) = 0, entonces

κ2(0)− c2a1ϕ2(0) = κ2(0) > 0, κ2(0)− c2K1ϕ2(0) = κ2(0) > 0.

Por consiguiente, E1 es un repulsor y E2 es un punto silla.

Si ϕ2(0) > 0, la clasificación anterior se obtiene comparando a1 y K1 con el umbral

κ2(0)

c2ϕ2(0)
.
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Caṕıtulo 7 | Modelo con efecto Allee en una sola especie

Se observa que la dinámica sobre la frontera del primer cuadrante está determinada

por la posición relativa de los parámetros a1 y K1 respecto del umbral cŕıtico

κ2(0)

c2ϕ2(0)
.

En particular, cuando

K1 >
κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

el equilibrio (K1, 0) se vuelve localmente asintóticamente estable. Nótese que el valor

de dicho umbral disminuye al aumentar la intensidad de la competencia interespećıfica

ejercida por la especie 1 sobre la especie 2, representada por el parámetro c2. En con-

secuencia, un incremento de c2 favorece la estabilidad del estado (K1, 0), en el cual la

especie 1 persiste en ausencia de la especie 2. Desde un punto de vista ecológico, esto

indica que una competencia suficientemente intensa sobre la especie 2 puede favorecer

el establecimiento de la especie afectada por el efecto Allee.

7.1.2. Equilibrios interiores

Para la obtención de los equilibrios interiores consideramos x, y > 0. En este caso,

las nulclinas no triviales del sistema (7.1) vienen dadas por

C1 =

{
(x, y) ∈ R2

+ : y = g1(x) =
κ1(x)A1(x)

c1ϕ1(x)
, a1 ≤ x ≤ K1

}
, (7.3)

y

C2 =

{
(x, y) ∈ R2

+ : x = g2(y) =
κ2(y)

c2ϕ2(y)
, 0 ≤ y ≤ K2

}
. (7.4)

Observación 7.1.1. Las funciones g1 y g2 están bien definidas en los intervalos

(a1, K1) y (0, K2), respectivamente, ya que por (B.1) se tiene ϕi(z) > 0 para todo

z > 0, i = 1, 2. Además, como κi, A1 y ϕi son de clase C2 en (0,∞), se concluye que

g1 y g2 también son de clase C2 en dichos intervalos.

Además, para simplificar el análisis geométrico del sistema, supondremos que las

funciones que describen las nulclinas interiores satisfacen

g′′1(x) < 0, (7.5)

g′2(y) < 0, g′′2(y) ≥ 0. (7.6)
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Estas hipótesis permiten describir de manera más clara las posibles configuraciones

de intersección entre las nulclinas.

De esta manera, los equilibrios interiores del sistema corresponden a los puntos de

intersección entre C1 y C2, es decir,

C1 ∩ C2.

En lo que sigue, salvo que se indique lo contrario, asumiremos ϕ2(0) ̸= 0. Bajo esta

hipótesis, introducimos el umbral

xc(c2) :=
κ2(0)

c2ϕ2(0)
. (7.7)

Este umbral representa el nivel de densidad de la especie x necesario para compensar

la capacidad de crecimiento inicial de la especie y. Nótese que xc depende inversamente

de la intensidad de la competencia ejercida por la especie x sobre la especie y, repre-

sentada por el parámetro c2. En particular, al aumentar c2, el valor de xc disminuye.

Por lo tanto, la posición relativa de los parámetros a1 y K1 respecto de xc(c2) deter-

mina la estabilidad de los equilibrios de frontera y, como se verá más adelante, influye

de manera decisiva en la existencia de equilibrios interiores. Desde esta perspectiva, se

puede comparar la intensidad de la competencia sobre la especie y, la capacidad de

carga K1 y el umbral de efecto Allee a1 de la especie x.

Recordemos que, como

∂G1

∂y
= xϕ1(y) < 0,

∂G2

∂x
= yϕ2(x) < 0 en R2

+. (7.8)

el sistema (7.1) es competitivo planar. Por lo tanto, es monótono respecto del orden

parcial ≤K definido en la Sección 3.1. En particular:

El sistema no admite órbitas periódicas positivas,

el ω-ĺımite de toda trayectoria acotada consiste únicamente en equilibrios,

la variedad estable de un punto silla no contiene puntos estrictamente ordenados

por ≪K , es decir, las desigualdades en la definición de ≤K son estŕıctas.

y los conjuntos Q2(E) y Q4(E) definidos en (6.8) son positivamente invariantes.
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Proposición 7.1.2. Considérese el sistema (7.1) y supóngase que

a1 > xc(c2).

Entonces el sistema no posee equilibrios interiores.

Demostración. Por definición del umbral (7.7),

g2(0) =
κ2(0)

c2ϕ2(0)
= xc(c2).

Además, por la hipótesis (7.6), la función g2 es estrictamente decreciente. Por lo tanto,

g2(y) < xc(c2) para todo y > 0.

Si

a1 > xc(c2),

entonces

g2(y) < a1 para todo y ∈ (0, K2].

En consecuencia, la nulclina C2 queda completamente contenida en la región {(x, y) ∈
R2

+ : x < a1}.

Por otra parte, la nulclina C1 está definida únicamente para x ∈ [a1, K1]. Por lo

tanto, las curvas C1 y C2 no pueden intersectarse en el interior del primer cuadrante,

es decir,

C1 ∩ C2 = ∅.

Dado que los equilibrios interiores corresponden exactamente a los puntos de inter-

sección entre las nulclinas, concluimos que el sistema no posee equilibrios interiores.

Teorema 7.1.1. Considérese el sistema (7.1) y supóngase que

a1 > xc(c2),

entonces la variedad estable del punto silla (a1, 0) divide R2
+ en dos regiones positi-

vamente invariantes R1 y R2 correspondientes a la cuenca de atracción de (K1, 0) y

(0, K2) respectivamente. Además sus fronteras están dadas por

∂R1 = {y = 0, x ≥ a1} ∪W s(a1, 0),

∂R2 = {x = 0, y ≥ 0} ∪ {y = 0, 0 ≤ x ≤ a1} ∪W s(a1, 0).
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Demostración. Dado que a1 > xc(c2), por la Proposición 7.1.2, el sistema no posee

equilibrios interiores. Además, por la Proposición 7.1.1, los únicos equilibrios del sistema

son (0, 0), (a1, 0), (K1, 0) y (0, K2), donde (a1, 0) es un punto silla, mientras que (K1, 0)

y (0, K2) son localmente asintóticamente estables.

Dado que en sistemas competitivos planares dos puntos distintos de la variedad esta-

ble de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto al orden inducido

por ≤K , se sigue que W
s(a1, 0) puede escribirse como el gráfico de una función creciente

y está contenida en Q1∪Q3 respecto de (a1, 0), donde Q1 y Q3 están definidos en (6.8).

Supongamos que W s(a1, 0) posee un extremo en un punto (x0, y0) ∈ int(R2
+). Como

el sistema no posee equilibrios interiores, dicho punto no es un estado estacionario por

tanto la órbita que pasa por (x0, y0) puede prolongarse para tiempos negativos, lo que

permite extender la variedad estable más allá de (x0, y0). Esto contradice que se trate

de un extremo. Por lo tanto, W s(a1, 0) no tiene extremos en int(R2
+) y, en consecuencia,

es no acotada.

Como W s(a1, 0) es una curva no acotada e invariante, divide R2
+ en dos regiones co-

nexas positivamente invariantes, que denotaremos por R1 y R2 a la región que contienen

a (K1, 0) y (0, K2) respectivamente.

Sea ahora (x0, y0) ∈ R1. Como R1 es positivamente invariante, la órbita positiva de

(x0, y0) permanece en R1 para todo t ≥ 0. Además, no puede converger a (a1, 0), pues

dicho equilibrio atrae únicamente a los puntos de su variedad estable. Por otra parte,

como no existen equilibrios interiores ni órbitas periódicas en sistemas competitivos

planares, el teorema de Poincaré–Bendixson implica que toda órbita acotada converge

a un equilibrio. El único equilibrio estable contenido en el cierre de R1 es (K1, 0), luego

ĺım
t→∞

(x(t), y(t)) = (K1, 0).

Por consiguiente, R1 es la cuenca de atracción de (K1, 0).

De manera análoga, si (x0, y0) ∈ R2, el único equilibrio estable contenido en el cierre

de R2 es (0, K2). Por lo tanto,

ĺım
t→∞

(x(t), y(t)) = (0, K2),

y R2 coincide con la cuenca de atracción de (0, K2).

Finalmente, las expresiones de ∂R1 y ∂R2 se obtienen observando que los ejes coor-

denados son invariantes y que W s(a1, 0) intersecta el eje x en el punto silla (a1, 0),

separando las regiones asociadas a los atractores (K1, 0) y (0, K2).
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Este resultado pone de manifiesto el balance entre el efecto Allee que afecta a la

especie 1 y la presión competitiva que esta ejerce sobre la especie 2. La condición

a1 > xc(c2)

indica que la competencia sobre la especie 2 es suficientemente intensa para compensar

la desventaja asociada al efecto Allee. En consecuencia, aunque la especie 1 esté sujeta a

un umbral de establecimiento, existen condiciones iniciales para las cuales esta persiste

y la especie 2 es excluida del sistema.

Observación 7.1.2. En lo que sigue asumiremos que toda intersección entre las nul-

clinas interiores C1 y C2 es transversal. Es decir, si E = (x∗, y∗) ∈ C1 ∩ C2, entonces

g′1(x
∗)g′2(y

∗) ̸= 1.

Proposición 7.1.3. Considérese el sistema (7.1) y supóngase que

a1 < xc < K1.

Entonces el sistema posee un único equilibrio interior E1 = (x1, y1), el cual es un punto

silla.

Demostración. Dadas C1 y C2 las nulclinas interiores, por hipótesis g2 es continua y

estrictamente monótona en [0, K2]. Además,

g2(0) = xc, g2(K2) = 0.

Por lo tanto,

g2([0, K2]) = [0, xc],

y en consecuencia g2 es biyectiva entre [0, K2] y [0, xc]. Denotando por

f := g−1
2 : [0, xc] → [0, K2],

su función inversa, la nulclina C2 puede escribirse como

C2 = {(x, f(x)) : x ∈ [0, xc]}.

Como g2 ∈ C2((0, K2)) es estrictamente decreciente y satisface g′′2 ≥ 0, la función

inversa f = g−1
2 es convexa en (0, xc).

122
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Para x ∈ [a1, xc] definimos

h(x) := g1(x)− f(x).

La función h es continua en [a1, xc].

Además,

h(a1) = g1(a1)− f(a1) = −f(a1) < 0,

ya que f(a1) > 0.

Por otra parte,

h(xc) = g1(xc)− f(xc) = g1(xc),

y como a1 < xc < K1, se sigue de (C.1)–(C.3) que

g1(xc) > 0.

Por lo tanto,

h(xc) > 0.

Finalmente, para estudiar la estabilidad del equilibrio interior E1 = (x1, y1), conside-

ramos la matriz Jacobiana del sistema evaluada en dicho punto:

J(E1) =

(
a b

c d

)
,

donde

b = −c1x1ϕ1(x1) < 0, c = −c2y1ϕ2(y1) < 0,

pues c1, c2 > 0, x1, y1 > 0 y, por (B.1), ϕi(z) > 0 para todo z > 0.

El polinomio caracteŕıstico de J(E1) es

P (λ) = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc),

con valores propios

λ± =
a+ d±

√
∆

2
, λ− < λ+,

donde

∆ = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = (a− d)2 + 4bc.

Los valores propios λ± son siempre reales. Más aún, si ad− bc < 0, se cumple λ+ > 0

y λ− < 0, independientemente del signo de a+ d, en ese caso, el equilibrio interior seŕıa
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un punto silla. En cambio si ad − bc > 0, el equilibrio (xi, yi) es repulsor si a + d > 0,

y localmente asintóticamente estable si a+ d < 0.

Por otro lado,

ad− bc = bc
(
g′1(x1)g

′
2(y1)− 1

)
= bcH ′(x1),

donde H(x) = g2(g1(x)) − x. Notemos que H(a1) = g2(0) − a1 = xc − a1 > 0 y

H(K1) = g2(0)−K1 = xc−K1 < 0. Como x1 es el único punto tal que H(x1) = 0 (pues

solo hay un equilibrio interior), entonces por continuidad de H y considerando además

que E1 es una intersección transversal entre las nulclinas se tendrá que H ′(x1) < 0, por

ende ad− bc < 0, concluyendo que E1 es un punto silla.

Teorema 7.1.2. Si

a1 < xc < K1,

entonces la variedad estable del equilibrio interior E1, es decir, W s(E1), divide R2
+

en dos regiones positivamente invariantes R1 y R2, correspondientes a las cuencas de

atracción de (K1, 0) y (0, K2), respectivamente.

Además, las fronteras de estas regiones están dadas por

∂R1 = {y = 0, x ≥ a1} ∪W s(E1),

∂R2 = {x = 0, y ≥ 0} ∪ {y = 0, 0 ≤ x ≤ a1} ∪W s(E1).

Demostración. Por la Proposición 7.1.3, el sistema posee un único equilibrio interior

E1, el cual es un punto silla. Además, los únicos equilibrios localmente asintóticamente

estables son (K1, 0) y (0, K2).

Dado que en sistemas competitivos planares puntos distintos de la variedad estable

de un punto silla no pueden estar estrictamente ordenados respecto a ≤K , se sigue que

W s(E1) puede escribirse como el gráfico de una función creciente y está contenida en

Q1(E1) ∪Q3(E1).

Consideremos las dos ramas de W s(E1) \ {E1}. Supongamos que una de ellas posee

un extremo en un punto

(x0, y0) ∈ int(R2
+).

Como E1 es el único equilibrio interior del sistema, dicho punto no es un estado es-

tacionario. Además, dado que el campo vectorial es de clase C1, el sistema genera un
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flujo local invertible. En particular, la órbita que contiene a (x(0), y(0)) puede prolon-

garse puede prolongarse para t < 0, es decir, W s(a1, 0) puede extenderse más allá de

(x(0), y(0)). Esto contradice que (x0, y0) sea un extremo.

Por lo tanto, ninguna rama de W s(E1) \ {E1} puede terminar en el interior de R2
+.

En consecuencia, sus posibles extremos solo pueden encontrarse en la frontera de R2
+ o

bien al infinito.

Además, como (a1, 0) es un repulsor y Q2(a1, 0) es positivamente invariante, la rama

de W s(E1) que se dirige hacia el borde inferior no puede atravesar dicha región. Por

consiguiente, esta rama alcanza la frontera del primer cuadrante en el eje x, separando

las regiones asociadas a los atractores (K1, 0) y (0, K2).

Por lo tanto, W s(E1) divide R2
+ en dos regiones positivamente invariantes R1 y R2,

con

(K1, 0) ∈ R1, (0, K2) ∈ R2.

Finalmente, como no existen otros equilibrios interiores ni órbitas periódicas en siste-

mas competitivos planares, el teorema de Poincaré–Bendixson implica que toda órbita

acotada converge a un equilibrio. Dado que E1 es un punto silla y W s(E1) constituye

su conjunto estable, se concluye que toda órbita con condición inicial en R1 converge

a (K1, 0), mientras que toda órbita con condición inicial en R2 converge a (0, K2). Por

consiguiente, R1 y R2 son las cuencas de atracción de (K1, 0) y (0, K2), respectivamente.

La descripción de las fronteras ∂R1 y ∂R2 se obtiene directamente de la disposi-

ción geométrica de la variedad estable W s(E1) y de la invariancia positiva de los ejes

coordenados.

Este resultado indica que, aunque el umbral de efecto Allee a1 se sitúe por debajo

de xc, mientras la capacidad de carga K1 permanezca por sobre él, la dinámica global

del sistema no cambia de manera cualitativa. En particular, la aparición de un solo

equilibrio interior no permite la coexistencia a largo plazo, y las soluciones convergen

hacia estados de exclusión competitiva.

El siguiente resultado proporciona una condición sencilla y verificable que garantiza

la aparición de equilibrios interiores.

Proposición 7.1.4. Considérese el sistema (7.1) y supóngase que

K1 < xc o ϕ2(0) = 0.
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Entonces se verifica lo siguiente:

Si K2 ≤ g1(x̂), donde g1(x̂) es el valor máximo de la curva C1, entonces existen

exactamente dos equilibrios interiores Ei = (xi, yi), i = 1, 2, que satisfacen

x1 < x2 y y1 < y2.

Demostración. Bajo las hipótesis K1 < xc o ϕ2(0) = 0, la función g2 está bien definida

en (0, K2) y es estrictamente decreciente. Además, g1 es estrictamente cóncava y posee

un único máximo en x = x̂.

Dada la función

H(x) = g2(g1(x))− x, x ∈ (a1, K1).

Los equilibrios interiores del sistema corresponden exactamente a las ráıces de H.

Como g1(a1) = g1(K1) = 0, se tiene

H(a1) = g2(0)− a1 = xc − a1,

y

H(K1) = g2(0)−K1 = xc −K1.

Por hipótesis,

H(a1) > 0, H(K1) > 0.

Por otra parte, la condición

K2 ≤ g1(x̂)

implica que existe x∗ ∈ (a1, K1) tal que

g1(x
∗) = K2.

En consecuencia,

H(x∗) = g2(K2)− x∗ = −x∗ < 0.

Por continuidad de H, existen

x1 ∈ (a1, x
∗), x2 ∈ (x∗, K1),

tales que

H(x1) = H(x2) = 0.
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Por lo tanto, existen al menos dos equilibrios interiores.

Resta probar que no pueden existir más de dos. Como g1 es estrictamente cóncava y

g2 es decreciente y convexa, la función g2◦g1 es estrictamente convexa. Por consiguiente,

H(x) = g2(g1(x))− x

es estrictamente convexa en (a1, K1).

Si H tuviera tres ráıces distintas

r1 < r2 < r3,

el teorema de Rolle implicaŕıa la existencia de dos puntos distintos ξ1 ∈ (r1, r2) y

ξ2 ∈ (r2, r3) tales que

H ′(ξ1) = H ′(ξ2) = 0.

Aplicando nuevamente Rolle a H ′, existiŕıa

η ∈ (ξ1, ξ2)

tal que

H ′′(η) = 0,

lo cual contradice la convexidad estricta de H.

Por lo tanto, H posee exactamente dos ráıces, y en consecuencia el sistema tiene

exactamente dos equilibrios interiores Ei = (xi, yi), i = 1, 2, con x1 < x2. Como g2 es

estrictamente decreciente, se sigue además que y1 < y2.

En este caso aparecen dos equilibrios interiores, lo que plantea la posibilidad de un

cambio cualitativo en la dinámica global del sistema. En particular, resulta natural

preguntarse si alguno de estos equilibrios puede ser localmente asintóticamente estable

y, por ende, permitir la coexistencia entre ambas especies. Los resultados que siguen

abordan aquello.

Teorema 7.1.3. Considérese el sistema (7.1) y supóngase que

K1 < xc o bien ϕ2(0) = 0.

Entonces se verifica lo siguiente:
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a) Si el sistema no posee equilibrios interiores, entonces toda solución (x(t), y(t)) con

condición inicial (x(0), y(0)) ∈ R2
+ satisface

ĺım
t→∞

(x(t), y(t)) = (0, K2).

b) Si el sistema posee exactamente dos equilibrios interiores Ei = (xi, yi), i = 1, 2, tales

que

x1 < x2 y y1 < y2,

entonces E1 es un punto silla y E2 es localmente asintóticamente estable.

Demostración. Primero probaremos el ı́tem a). Supongamos que el sistema no posee

equilibrios interiores. Consideremos una solución con condición inicial

(x(0), y(0)) ∈ R2
+.

Por la invariancia positiva y la acotación de las soluciones, su conjunto ω-ĺımite es no

vaćıo, compacto, conexo e invariante.

Los únicos equilibrios sobre la frontera son

(0, 0), (a1, 0), (K1, 0), (0, K2).

Además, por el criterio de no existencia de órbitas periódicas para (7.1), todo conjunto

ω-ĺımite de una solución interior debe reducirse a un equilibrio.

Veamos ahora cuál de los equilibrios de frontera puede atraer una órbita interior. Los

puntos (0, 0) y (a1, 0) no pueden ser ĺımite de una solución interior, pues sus variedades

estables están contenidas en los ejes coordenados.

Resta descartar el equilibrio (K1, 0). La dinámica transversal al eje x cerca de (K1, 0)

está determinada por el crecimiento de la segunda especie cuando y es pequeño. Si

K1 < xc, entonces

κ2(0)− c2ϕ2(0)K1 > 0,

por lo que la especie y puede invadir el equilibrio (K1, 0). En consecuencia, (K1, 0) no

puede atraer soluciones interiores.

Por otra parte, si ϕ2(0) = 0, entonces

κ2(0)− c2ϕ2(0)K1 = κ2(0) > 0,
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y nuevamente (K1, 0) es repulsor en la dirección interior del plano.

Por lo tanto, el único equilibrio de frontera que puede ser el ω-ĺımite de una solución

interior es (0, K2). Se concluye que

ĺım
t→∞

(x(t), y(t)) = (0, K2).

Probemos ahora el ı́tem b). Supongamos que el sistema posee exactamente dos equi-

librios interiores

Ei = (xi, yi), i = 1, 2,

con

x1 < x2, y1 < y2.

Sea

H(x) = g2(g1(x))− x.

Los equilibrios interiores corresponden precisamente a las ráıces de H. Además, si E =

(x, y) es un equilibrio interior, entonces

det J(E) = ad− bc = bcH ′(x),

donde

b = −c1xϕ1(x) < 0, c = −c2yϕ2(y) < 0.

Por tanto,

bc > 0,

y el signo de det J(E) coincide con el signo de H ′(x).

Si K1 < xc, entonces

H(a1) = g2(g1(a1))− a1 = g2(0)− a1 = xc − a1 > 0,

y

H(K1) = g2(g1(K1))−K1 = g2(0)−K1 = xc −K1 > 0.

Como H tiene exactamente dos ráıces x1 < x2 en (a1, K1), y las intersecciones son

transversales, se tiene

H ′(x1) < 0, H ′(x2) > 0.

En el caso ϕ2(0) = 0, aunque xc no está definido, se tiene que g2(y) → +∞ cuando

y → 0+. Como

g1(a1) = g1(K1) = 0,
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se obtiene que H(x) > 0 para x suficientemente cercano a a1 y a K1. Nuevamente, al

existir exactamente dos ráıces transversales x1 < x2, necesariamente

H ′(x1) < 0, H ′(x2) > 0.

Aśı,

det J(E1) < 0,

por lo que E1 es un punto silla.

Para E2, en cambio,

det J(E2) > 0.

Más aún, como

H ′(x2) = g′2(y2)g
′
1(x2)− 1 > 0,

se deduce que

g′2(y2)g
′
1(x2) > 1.

Puesto que g′2(y2) < 0, necesariamente

g′1(x2) < 0.

Por tanto,

a = c1x2ϕ1(x2)g
′
1(x2) < 0, d = c2y2ϕ2(y2)g

′
2(y2) < 0.

Luego

tr J(E2) = a+ d < 0, det J(E2) > 0.

Se concluye que E2 es localmente asintóticamente estable.

Corolario 7.1.1. Suponga que

K1 < xc o bien ϕ2(0) = 0,

y que el sistema posee exactamente dos equilibrios interiores

E1 = (x1, y1), E2 = (x2, y2),

con

x1 < x2, y1 < y2.

Entonces la variedad estable global W s(E1) divide R2
+ en dos regiones positivamente

invariantes R1 y R2, correspondientes a las cuencas de atracción de (0, K2) y E2, res-

pectivamente.

Además, las fronteras de estas regiones están dadas por
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∂R1 = {x = 0, y ≥ 0} ∪ {y = 0, 0 ≤ x ≤ a1} ∪W s(E1),

∂R2 = {y = 0, x ≥ a1} ∪W s(E1).

Demostración. Por el Teorema 7.1.3(b), el sistema posee exactamente dos equilibrios

interiores E1 y E2, con

x1 < x2, y1 < y2,

donde E1 es un punto silla y E2 es localmente asintóticamente estable.

Además, como en la demostración del Teorema 7.1.2, la variedad estable W s(E1)

es la gráfica de una función creciente contenida en Q1(E1) ∪ Q3(E1), la cual no posee

extremos en el interior de R2
+. En consecuencia, W s(E1) es no acotada y divide R2

+ en

dos regiones positivamente invariantes R1 y R2.

Como E1 es un punto silla, ninguna órbita con condición inicial en R2
+ \ W s(E1)

puede converger a E1. Además, los únicos atractores del sistema son (0, K2) y E2. Por

lo tanto, una de las regiones contiene a (0, K2) y la otra a E2. Sin pérdida de generalidad,

suponemos que

(0, K2) ∈ R1, E2 ∈ R2.

Finalmente, por el teorema de Poincaré–Bendixson, toda órbita acotada contenida

en R1 converge a (0, K2), mientras que toda órbita acotada contenida en R2 converge

a E2. En consecuencia, R1 y R2 son precisamente las cuencas de atracción de (0, K2) y

E2, respectivamente.

La descripción de las fronteras ∂R1 y ∂R2 se obtiene directamente de la disposición

geométrica de W s(E1) y de la invariancia positiva de los ejes coordenados.

7.2. Análisis de bifurcaciones

Una vez caracterizadas las dinámicas asociadas a cada posible número de equilibrios

interiores, es posible construir una descripción cualitativa del diagrama de bifurcación

del sistema en términos de los parámetros a1, K1 y c2, junto con los retratos de fase

correspondientes a cada región del espacio de parámetros. Esto permite visualizar cómo

variaciones en la intensidad de la competencia y en el umbral asociado al efecto Allee

modifican la estructura de los equilibrios y, en consecuencia, la dinámica global del

sistema.
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Con este objetivo, se presenta a continuación un resultado que identifica las bifurca-

ciones que organizan las distintas configuraciones dinámicas del modelo.

Teorema 7.2.1. Considérese el sistema (7.1) y sea xc(c2) definido en (7.7).

Entonces se cumple lo siguiente:

(a) Si a1 = xc, el sistema presenta una bifurcación transcŕıtica en el equilibrio

(a1, 0).

(b) Si K1 = xc, el sistema presenta una bifurcación transcŕıtica en el equilibrio

(K1, 0).

Demostración. Demostraremos el inciso (a). El inciso (b) se obtiene de manera com-

pletamente análoga. Probaremos que se satisfacen las condiciones de una bifurcación

transcŕıtica geneŕıca dadas en el Teorema 2.2.2.

Tomamos c2 como parámetro de bifurcación y definimos

µ = c2 − c∗2, c∗2 =
κ2(0)

a1ϕ2(0)
.

En (a1, 0) y µ = 0, el Jacobiano es

DY (a1, 0; c
∗
2) =

(
a b

0 0

)
,

donde

a = a1κ1(a1)A
′
1(a1) > 0, b = −c1a1ϕ1(a1) < 0.

Por tanto, un vector propio asociado al valor propio nulo y un vector propio izquierdo

correspondiente son

v =

(
− b

a
, 1

)
, w = (0, 1).

Además,

DµY (a1, 0; c
∗
2) =

(
0

−a1 · 0 · ϕ2(0)

)
=

(
0

0

)
,

luego

w⊤DµY (a1, 0; c
∗
2) = 0.

Esto verifica (T.2).
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Ahora,

DµY (x, y; c2) =

(
0

−xyϕ2(y)

)
.

Por lo tanto,

D2
zµY (a1, 0; c

∗
2)[v] =

(
0

−a1ϕ2(0)

)
,

donde z = (x, y). Aśı,

w⊤D2
zµY (a1, 0; c

∗
2)[v] = −a1ϕ2(0) ̸= 0,

pues a1 > 0 y ϕ2(0) > 0. Esto verifica (T.3).

Finalmente, para verificar (T.4), observamos que basta calcular la segunda compo-

nente, ya que w = (0, 1). Como

Y2(x, y, c2) = y
(
κ2(y)− c2ϕ2(y)x

)
,

se obtiene
∂2Y2

∂x2
(a1, 0; c

∗
2) = 0,

∂2Y2

∂x∂y
(a1, 0; c

∗
2) = −c∗2ϕ2(0),

y
∂2Y2

∂y2
(a1, 0; c

∗
2) = 2

(
κ′
2(0)− c∗2a1ϕ

′
2(0)

)
.

Por lo tanto,

w⊤D2
zY (a1, 0; c

∗
2)[v, v] = −2c1c

∗
2ϕ1(a1)ϕ2(0)

κ1(a1)A′
1(a1)

+ 2
(
κ′
2(0)− c∗2a1ϕ

′
2(0)

)
.

Usando que

c∗2a1 =
κ2(0)

ϕ2(0)
,

y la definición de g2,

g2(y) =
κ2(y)

c∗2ϕ2(y)
,

se obtiene

κ′
2(0)− c∗2a1ϕ

′
2(0) = c∗2ϕ2(0) g

′
2(0).

En consecuencia,

w⊤D2
zY (a1, 0; c

∗
2)[v, v] = −2c1c

∗
2ϕ1(a1)ϕ2(0)

κ1(a1)A′
1(a1)

+ 2c∗2ϕ2(0) g
′
2(0).
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Como

c1, c
∗
2, ϕ1(a1), ϕ2(0), κ1(a1), A

′
1(a1) > 0

y, por la hipótesis (7.6),

g′2(0) < 0,

ambos términos son negativos. Por lo tanto,

w⊤D2
zY (a1, 0; c

∗
2)[v, v] < 0,

y en particular

w⊤D2
zY (a1, 0; c

∗
2)[v, v] ̸= 0.

Aśı, se verifica (T.4).

En consecuencia, por el Teorema 2.2.2, el sistema presenta una bifurcación transcŕıti-

ca en (a1, 0).

El caso K1 = xc(c2) se demuestra de manera completamente análoga, tomando

c∗2 =
κ2(0)

K1ϕ2(0)
,

y considerando el equilibrio de borde (K1, 0).

Teorema 7.2.2 (Bifurcación Fold). Considérese el sistema (7.1), donde

µ = (a1, K1, K2, c1, c2) ∈ P

es el vector de parámetros.

Sean µ∗ ∈ P tal que (x∗, y∗) ∈ R2
+ corresponde a un equilibrio interior dado por una

tangencia entre C1 y C2, es decir, se cumple

y∗ = g1(x
∗;µ∗) g2(y

∗;µ∗)− x∗ = 0, g′2(y
∗;µ∗) g′1(x

∗;µ∗) = 1.

Supóngase además que se cumple la siguiente condición.

(Transversalidad respecto de un parámetro)

∂

∂a1

(
A1(x;µ)

)∣∣∣∣
(x,µ)=(x∗,µ∗)

̸= 0.

Entonces el sistema (7.1) presenta una bifurcación local de tipo Fold genérica en

(x∗, y∗, µ∗).
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Demostración. Sea (x∗, y∗) ∈ R2
+ y µ∗ ∈ P tales que

y∗ = g1(x
∗;µ∗), g2(y

∗;µ∗)− x∗ = 0,

y supongamos además que

g′2(y
∗;µ∗)g′1(x

∗;µ∗) = 1.

Entonces (x∗, y∗) es un equilibrio interior del sistema (7.1). Más aún, como la condición

anterior corresponde a la tangencia entre las nulclinas C1 y C2, se tiene

detDY (x∗, y∗;µ∗) = 0.

Por otra parte, si

DY (x∗, y∗;µ∗) =

(
a b

c d

)
,

entonces

a = c1x
∗ϕ1(x

∗)g′1(x
∗), d = c2y

∗ϕ2(y
∗)g′2(y

∗).

La tangencia entre las nulclinas cumple g1(x
∗) < 0 dada la concavidad de g1 y convexi-

dad de g2. Por tanto,

g′1(x
∗;µ∗) < 0.

Además, por (7.6),

g′2(y
∗;µ∗) < 0.

Como

c1, c2, x
∗, y∗, ϕ1(x

∗), ϕ2(y
∗) > 0,

se concluye que

a < 0, d < 0.

Luego

trDY (x∗, y∗;µ∗) = a+ d < 0.

En consecuencia, dado que

detDY (x∗, y∗;µ∗) = 0,

el Jacobiano posee un valor propio simple λ = 0 y el otro valor propio está dado por

λ = trDY (x∗, y∗;µ∗) < 0.

Por lo tanto, se verifica (F.1).
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Consideremos la ecuación escalar

H(x;µ) = g2(g1(x;µ);µ)− x.

Los equilibrios interiores corresponden exactamente a las ráıces de H. En particular,

H(x∗;µ∗) = 0.

Además,
∂H

∂x
(x;µ) = g′2(g1(x;µ);µ)g

′
1(x;µ)− 1.

Por la condición de tangencia,
∂H

∂x
(x∗;µ∗) = 0.

La condición de no degeneración para la Fold se expresa, en esta formulación escalar,

como
∂2H

∂x2
(x∗;µ∗) ̸= 0.

Derivando nuevamente respecto de x, con µ fijo, se obtiene

∂2H

∂x2
(x;µ) = g′′2(g1(x;µ);µ)

(
g′1(x;µ)

)2
+ g′2(g1(x;µ);µ)g

′′
1(x;µ).

Evaluando en (x∗, µ∗) y usando y∗ = g1(x
∗;µ∗), resulta

∂2H

∂x2
(x∗;µ∗) = g′′2(y

∗;µ∗)
(
g′1(x

∗;µ∗)
)2

+ g′2(y
∗;µ∗)g′′1(x

∗;µ∗).

Como g2 es convexa, g′′2(y
∗;µ∗) ≥ 0. Además, por la concavidad estricta de g1,

g′′1(x
∗;µ∗) < 0,

y por la monotońıa decreciente de g2,

g′2(y
∗;µ∗) < 0.

Por lo tanto,

g′′2(y
∗;µ∗)

(
g′1(x

∗;µ∗)
)2 ≥ 0

y

g′2(y
∗;µ∗)g′′1(x

∗;µ∗) > 0.

En consecuencia,
∂2H

∂x2
(x∗;µ∗) > 0.
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Caṕıtulo 7 | Modelo con efecto Allee en una sola especie

En particular,
∂2H

∂x2
(x∗;µ∗) ̸= 0,

lo que verifica (F.3).

Resta verificar la transversalidad respecto de un parámetro. Tomamos a1 como

parámetro de bifurcación. Como

g1(x;µ) =
κ1(x)A1(x; a1)

c1ϕ1(x)

y

g2(y;µ) =
κ2(y)

c2ϕ2(y)
,

la función g2 no depende de a1. Por lo tanto,

∂H

∂a1
(x;µ) = g′2(g1(x;µ);µ)

∂g1
∂a1

(x;µ).

Además,
∂g1
∂a1

(x;µ) =
κ1(x)

c1ϕ1(x)

∂A1

∂a1
(x; a1).

Evaluando en (x∗, µ∗), se obtiene

∂H

∂a1
(x∗;µ∗) = g′2(y

∗;µ∗)
κ1(x

∗)

c1ϕ1(x∗)

∂A1

∂a1
(x∗; a∗1).

Como

g′2(y
∗;µ∗) ̸= 0, κ1(x

∗) > 0, ϕ1(x
∗) > 0,

la hipótesis
∂A1

∂a1
(x; a1)

∣∣∣∣
(x,a1)=(x∗,a∗1)

̸= 0

implica que
∂H

∂a1
(x∗;µ∗) ̸= 0.

Esto verifica (F.2).

Por lo tanto, se cumplen las condiciones (F.1)–(F.3) del Teorema 2.2.1. En conse-

cuencia, el sistema (7.1) presenta una bifurcación Fold genérica en (x∗, y∗, µ∗).

Observación 7.2.1. La condición de transversalidad no es exclusiva del parámetro a1.

De manera equivalente, puede verificarse respecto de los parámetros c1 o c2. En efecto,

considerando

H(x;µ) = g2(g1(x;µ);µ)− x,
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la condición de transversalidad consiste en exigir que

∂H

∂λ
(x;µ)

∣∣∣∣
(x,µ)=(x∗,µ∗)

̸= 0,

para algún parámetro λ.

Si λ = c1, entonces g2 no depende de c1, por lo que

∂H

∂c1
(x;µ) = g′2(g1(x;µ);µ)

∂g1
∂c1

(x;µ).

Además, usando

g1(x;µ) =
κ1(x)A1(x)

c1ϕ1(x)
,

se obtiene
∂g1
∂c1

(x;µ) = −κ1(x)A1(x)

c 21ϕ1(x)
= −g1(x;µ)

c1
.

Por consiguiente,
∂H

∂c1
(x∗;µ∗) = −g′2(y

∗;µ∗)
κ1(x

∗)A1(x
∗)

(c∗1)
2ϕ1(x∗)

.

Como g′2(y
∗;µ∗) ̸= 0 y (x∗, y∗) es un equilibrio interior, se concluye que

∂H

∂c1
(x∗;µ∗) ̸= 0.

Por otra parte, si λ = c2, entonces

g2(y;µ) =
κ2(y)

c2ϕ2(y)
,

y por tanto
∂g2
∂c2

(y;µ) = − κ2(y)

c 22ϕ2(y)
= −g2(y;µ)

c2
.

Luego
∂H

∂c2
(x;µ) = −g2(g1(x;µ);µ)

c2
,

y evaluando en (x∗, µ∗), donde g2(g1(x
∗;µ∗);µ∗) = x∗, se obtiene

∂H

∂c2
(x∗;µ∗) = −x∗

c∗2
̸= 0.

En consecuencia, la condición de transversalidad puede verificarse indistintamente

respecto de a1, c1 o c2, obteniéndose la misma conclusión acerca de la existencia de una

bifurcación Fold genérica.
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Corolario 7.2.1. Considérese el sistema (7.1) y supóngase que

K1 = xc(c2).

Supóngase además que, en el equilibrio de frontera (K1, 0), se cumple la condición de

tangencia

g′2(0)g
′
1(K1) = 1.

Entonces la bifurcación asociada al equilibrio (K1, 0) corresponde a una bifurcación Fold

degenerada.

Demostración. Como K1 = xc(c2), se tiene

c∗2 =
κ2(0)

K1ϕ2(0)
.

Evaluando el Jacobiano en E = (K1, 0), se obtiene

DY (E; c∗2) =

(
a b

0 0

)
,

donde

a = K1κ
′
1(K1)A1(K1), b = −c1K1ϕ1(K1).

Un vector propio derecho asociado al valor propio nulo y un vector propio izquierdo

correspondiente son

v =

(
− b

a
, 1

)
, w = (0, 1).

Como

Y2(x, y) = y
(
κ2(y)− c∗2ϕ2(y)x

)
,

se obtiene

w⊤D2
zY (E; c∗2)[v, v] = −2c∗2ϕ2(0)

(
− b

a

)
+ 2 (κ′

2(0)− c∗2K1ϕ
′
2(0)) .

Además,

− b

a
=

1

g′1(K1)

y, usando

c∗2K1 =
κ2(0)

ϕ2(0)
,

se tiene

κ′
2(0)− c∗2K1ϕ

′
2(0) = c∗2ϕ2(0)g

′
2(0).
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Por lo tanto,

w⊤D2
zY (E; c∗2)[v, v] = 2c∗2ϕ2(0)

(
g′2(0)−

1

g′1(K1)

)
.

Finalmente, por la condición de tangencia

g′2(0)g
′
1(K1) = 1,

se concluye que

w⊤D2
zY (E; c∗2)[v, v] = 0.

Aśı, se anula la condición cuadrática de no degeneración asociada a una Fold genérica,

por lo que la bifurcación es Fold degenerada.

Observación 7.2.2. La condición

K1 = xc(c2)

caracteriza la bifurcación transcŕıtica asociada al equilibrio de frontera (K1, 0), mientras

que

g′2(0)g
′
1(K1) = 1

corresponde a la condición de tangencia entre las nulclinas C1 y C2 en dicho equilibrio.

Por lo tanto, la situación descrita en el Corolario 7.2.1 corresponde a la intersección

entre la curva de bifurcación transcŕıtica y la curva de bifurcación Fold.

Observación 7.2.3 (Curvas de bifurcación y estructura del espacio de parámetros).

Como se estableció en el análisis de la dinámica global, el sistema (7.1) es competitivo

en R2
+ y no admite órbitas periódicas. En consecuencia, no pueden ocurrir bifurcaciones

locales o globales asociadas a la creación o destrucción de ciclos ĺımite. Por lo tanto, el

análisis se reduce a bifurcaciones que involucran únicamente equilibrios, en particular

bifurcaciones Transcŕıticas y Fold.

De acuerdo con los Teoremas 7.2.1 y 7.2.2, definimos los siguientes conjuntos de

bifurcación:

Ta = {µ ∈ P : a1 = xc(c2)},

Tb = {µ ∈ P : K1 = xc(c2)},

SN =

µ ∈ P :

y∗ = g1(x
∗;µ),

x∗ = g2(y
∗;µ),

g′2(y
∗;µ)g′1(x

∗;µ) = 1

 .
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Sea µ ∈ P . Definimos el conjunto de equilibrios interiores hiperbólicos del sistema

(7.1) por

N (µ) =
{
(x, y) ∈ R2

+ : X(x, y;µ) = (0, 0), detDX(x, y;µ) ̸= 0
}
.

Considerando las curvas de bifurcación Ta, Tb y SN , definimos los siguientes subcon-

juntos del espacio de parámetros:

UI =
{
(c2, a1, K1) ∈ P : xc(c2) < a1 < K1

}
, (7.9)

UII =
{
(c2, a1, K1) ∈ P : a1 < xc(c2) < K1

}
, (7.10)

UIII =
{
(c2, a1, K1) ∈ P : a1 < K1 < xc(c2), #N (µ) = 2

}
, (7.11)

UIV =
{
(c2, a1, K1) ∈ P : a1 < K1 < xc(c2), #N (µ) = 0

}
. (7.12)

Aqúı #N (µ) denota el número de equilibrios interiores hiperbólicos del sistema.

A continuación justificamos que el conjunto SN corresponde localmente a una curva

regular en el espacio de parámetros.

Sea µ∗ ∈ SN y sea x∗ el punto de tangencia asociado. Consideremos la función

H(x;µ) = g2(g1(x;µ);µ)− x.

Por definición de SN ,

H(x∗;µ∗) = 0,
∂H

∂x
(x∗;µ∗) = 0.

Bajo las hipótesis del Teorema 7.2.2, al menos una de las derivadas

∂H

∂c2
(x∗;µ∗),

∂H

∂K1

(x∗;µ∗),
∂H

∂a1
(x∗;µ∗)

es distinta de cero. Por lo tanto, el Teorema de la Función Impĺıcita, aplicado a la

ecuación

H(x∗;µ) = 0

en una vecindad de µ∗, garantiza que el conjunto de parámetros para los cuales ocurre

una tangencia entre las nulclinas C1 y C2 define localmente una curva de clase C1 en

el plano de parámetros considerado.
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En consecuencia, SN corresponde localmente a una curva C1 en todo punto Fold

genérico. Esta regularidad puede perderse únicamente en puntos Fold degenerados,

como aquellos descritos en el Corolario 7.2.1.

Recordemos que por hipótesis (C.1) se tiene a1 < K1. En consecuencia, en el plano

(c2, K1) solo se considera la regiónK1 > a1, mientras que en el plano (c2, a1) se considera

a1 < K1. Bajo esta restricción, las curvas Ta y Tb solo podŕıan intersectarse si

a1 = K1 = xc(c2),

lo cual queda fuera de la región admisible.

Por otra parte, si a1 = xc(c2), entonces por la Proposición 7.1.2 el sistema no posee

equilibrios interiores. En consecuencia, no puede ocurrir simultáneamente una tangencia

entre las nulclinas C1 y C2, por lo que las curvas Ta y SN son disjuntas.

Además, como Ta no depende de K1, corresponde a una recta vertical en el plano

(c2, K1). Análogamente, Tb no depende de a1, por lo que corresponde a una recta vertical

en el plano (c2, a1).

En el plano (c2, K1), la curva Tb viene dada por

K1 =
κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

por lo que es una curva decreciente, asintótica a ambos ejes coordenados. Análogamente,

en el plano (c2, a1), la curva Ta viene dada por

a1 =
κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

por lo que también corresponde a una curva decreciente, asintótica a ambos ejes coor-

denados.

Resumimos en la Tabla 7.1 la información correspondiente a cada una de las zonas

Ui, indicando las condiciones que las caracterizan, el número de equilibrios interiores y

los equilibrios estables presentes en cada caso. En particular, en la zona UIII se denota

por (x2, y2) al equilibrio interior estable.
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Zona Condiciones
# Equilibrios

interiores

Equilibrios

estables

UI xc(c2) < a1 < K1 0 (0, K2), (K1, 0)

UII a1 < xc(c2) < K1 1 (0, K2), (K1, 0)

UIII a1 < K1 < xc(c2) y #N (µ) = 2 2 (0, K2), (x2, y2)

UIV a1 < K1 < xc(c2) y #N (µ) = 0 0 (0, K2)

Cuadro 7.1: Resumen de las regiones en el espacio de parámetros para el sistema (7.1).

La Figura 7.1 muestra bosquejos cualitativos de los diagramas de bifurcación del

sistema (7.1) en regiones abiertas de los planos (c2, K1) y (c2, a1), junto con los retratos

de fase cualitativos asociados a cada región.

Observemos que las regiones UI y UIII son disjuntas. En efecto, si µ ∈ UI , entonces

xc(c2) < a1 < K1, mientras que si µ ∈ UIII , entonces a1 < K1 < xc(c2). Por lo tanto,

todo camino continuo que conecte ambas regiones debe atravesar necesariamente la

curva Ta y pasar por la región UII . Esto es consistente con la organización de regiones

mostrada en la Figura 7.1.

Si µ ∈ UI , entonces no existen equilibrios interiores. Además, (a1, 0) es un punto silla

y (K1, 0) es atractor. Por el Teorema 7.1.1, el primer cuadrante queda dividido en las

cuencas de atracción de (K1, 0) y (0, K2).

Al atravesar la curva Ta, correspondiente a una bifurcación transcŕıtica asociada al

equilibrio (a1, 0), se alcanza la región UII , caracterizada por

a1 < xc(c2) < K1.

Por el Teorema 7.1.2, aparece un equilibrio interior silla, mientras que (a1, 0) se vuelve

repulsor y (K1, 0) permanece atractor.

Al atravesar posteriormente la curva Tb, correspondiente a una bifurcación transcŕıti-

ca asociada al equilibrio (K1, 0), se alcanza la región UIII , donde

a1 < K1 < xc(c2).

Por el Teorema 7.1.3, si existen dos equilibrios interiores (x1, y1) y (x2, y2), con x1 < x2

y y2 < y1, entonces (x1, y1) es un punto silla y (x2, y2) un atractor. Además, (a1, 0) es

repulsor y (K1, 0) es un punto silla.
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Figura 7.1: Bosquejos cualitativos de los diagramas de bifurcación del sistema (7.1)

en los planos de parámetros (c2, K1) y (c2, a1). Las curvas Ta y Tb corresponden a

bifurcaciones transcŕıticas de equilibrios de frontera, mientras que SN corresponde a

bifurcaciones Fold de equilibrios interiores. Los paneles UI , UII , UIII y UIV muestran

los retratos de fase cualitativos asociados a cada región del espacio de parámetros.

La frontera entre UIII y UIV está dada por la curva SN , la cual corresponde a una

bifurcación Fold genérica. Al atravesar esta curva, los dos equilibrios interiores presentes

en UIII colisionan y desaparecen. En consecuencia, se alcanza la región UIV , donde no
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existen equilibrios interiores.

En UIV , el equilibrio (a1, 0) es repulsor y (K1, 0) es un punto silla cuya variedad

estable coincide con el eje x. Por lo tanto, toda órbita interior converge a (0, K2).

Observación 7.2.4. Para justificar la forma cualitativa de la curva Fold SN , supone-

mos las siguientes condiciones adicionales sobre la nulclina C1:

∂g1
∂K1

(x;µ) > 0,
∂g1
∂a1

(x;µ) < 0.

Es decir, al aumentar K1, la nulclina C1, escrita como y = g1(x;µ), se desplaza hacia

arriba; mientras que, al aumentar a1, la nulclina C1 se desplaza hacia abajo.

Estas hipótesis son naturales desde el punto de vista ecológico. Un mayor valor de

K1 aumenta la capacidad de carga de la primera especie, favoreciendo su crecimiento

y elevando su nulclina. En cambio, un mayor valor de a1 aumenta el umbral de Allee,

dificultando la persistencia de la primera especie y desplazando su nulclina hacia abajo.

Por otra parte, no es necesario imponer una hipótesis adicional sobre el efecto de c2

en C2, pues

g2(y; c2) =
κ2(y)

c2ϕ2(y)
.

Luego,
∂g2
∂c2

(y; c2) = − κ2(y)

c22ϕ2(y)
< 0,

siempre que κ2(y) > 0 y ϕ2(y) > 0. Por lo tanto, al aumentar c2, la nulclina C2, escrita

como x = g2(y; c2), se desplaza hacia la izquierda.

Este comportamiento se ilustra en la Figura 7.2. En el panel (a) se muestra el des-

plazamiento de C1 al aumentar K1, mientras que en el panel (b) se representa el efecto

de aumentar a1. Por otra parte, el panel (c) muestra el desplazamiento de C2 hacia la

izquierda al aumentar c2.

Bajo estas hipótesis podemos justificar la orientación de la curva SN . Recordemos

que en SN se cumple

H(x;µ) = 0, Hx(x;µ) = 0.

Por lo tanto, diferenciando impĺıcitamente la ecuación H(x;µ) = 0 respecto de los

parámetros, se obtiene formalmente que la pendiente de la curva Fold en el plano

(c2, K1) está determinada por
dK1

dc2
= − Hc2

HK1

,
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mientras que en el plano (c2, a1) queda dada por

da1
dc2

= −Hc2

Ha1

.

Usando las hipótesis anteriores,

HK1 = g′2(g1(x;µ);µ)
∂g1
∂K1

(x;µ),

Ha1 = g′2(g1(x;µ);µ)
∂g1
∂a1

(x;µ),

y

Hc2 =
∂g2
∂c2

(g1(x;µ);µ).

En la rama Fold considerada, la tangencia ocurre sobre ramas crecientes de las nulclinas,

por lo que

g′2(g1(x;µ);µ) > 0.

Aśı,

HK1 > 0, Ha1 < 0, Hc2 < 0.

En consecuencia,
dK1

dc2
< 0,

da1
dc2

> 0.

Por lo tanto, la curva SN es cualitativamente decreciente en el plano (c2, K1) y creciente

en el plano (c2, a1), como se ilustra en la Figura 7.1.

Finalmente, el punto donde SN intersecta a la curva Tb corresponde a una situación

no genérica. En efecto, en dicho punto se satisface simultáneamente la condición de

tangencia entre C1 y C2 y la condición

K1 = xc(c2).

Por el Corolario 7.2.1, esta configuración corresponde a una bifurcación Fold degenera-

da. Esta situación se representa esquemáticamente en el panel (d) de la Figura 7.2.
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Figura 7.2: Representación esquemática del efecto de los parámetros sobre las nulclinas.

Los paneles (a)–(c) muestran el desplazamiento de C1 y C2 al variar K1, a1 y c2, res-

pectivamente. El panel (d) ilustra una configuración correspondiente a una bifurcación

Fold degenerada.

Observación 7.2.5 (Caso ϕ2(0) = 0). En el análisis anterior se supuso que ϕ2(0) > 0,

de modo que el valor cŕıtico

xc(c2) =
κ2(0)

c2ϕ2(0)

está bien definido y da lugar a las curvas transcŕıticas Ta y Tb.

Sin embargo, algunos modelos pueden satisfacer ϕ2(0) = 0. En este caso, el valor

xc(c2) no está definido, más aún la nulclina C2 no intersecta al eje x, por lo tanto,

no aparecen las curvas transcŕıticas Ta y Tb asociadas a las condiciones a1 = xc(c2) y

K1 = xc(c2). En consecuencia, el espacio de parámetros no se divide en las regiones UI

y UII descritas anteriormente.

Por el Teorema 7.1.3, en este caso solo pueden aparecer las configuraciones corres-

pondientes a las regiones UIII y UIV . Es decir, el sistema puede presentar dos equilibrios

interiores hiperbólicos, o bien ningún equilibrio interior, separados por una curva Fold

SN .

El resto del análisis se mantiene de manera análoga: la curva SN sigue representando

una bifurcación Fold genérica de equilibrios interiores y separa las regiones con dos
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Caṕıtulo 7 | Modelo con efecto Allee en una sola especie

equilibrios interiores de aquellas sin equilibrios interiores. Por tanto, los diagramas de

bifurcación en los planos (c2, K1) y (c2, a1) se reducen cualitativamente a los bosquejos

mostrados en la Figura 7.3.

Figura 7.3: Bosquejos cualitativos de los diagramas de bifurcación en el caso ϕ2(0) =

0 en regiones abiertos de los planos (c2, a1) y (c2, K1). Al no estar definido xc(c2),

desaparecen las curvas transcŕıticas Ta y Tb, quedando únicamente la curva Fold SN ,

que separa las regiones UIII y UIV .
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Ejemplos de modelos expĺıcitos

En esta sección presentamos algunos modelos de competencia con efecto Allee que

aparecen en la literatura y que satisfacen las hipótesis consideradas en los caṕıtulos

anteriores. Más precisamente, para cada modelo verificaremos las condiciones (A.1)–

(A.3), (B.1)–(B.3) y (C.1)–(C.3), identificando expĺıcitamente las funciones κi, Ai y ϕi

y las nulclinas no triviales g1 y g2, aśı como las cantidades relevantes para la aplicación

de los resultados de bifurcación obtenidos previamente.

Recordemos que las hipótesis consideradas son las siguientes. Para cada i = 1, 2, se

asume que:

(A.1) existe Ki > 0 tal que κi(Ki) = 0,

(A.2) κi(x) > 0 para todo 0 ≤ x < Ki,

(A.3) κi(x) < 0 para todo x > Ki,

(B.1) ϕi(x) > 0 para todo x > 0,

(B.2) ϕi(0) ≥ 0,

(B.3) ĺım
x→∞

ϕi(x) = Ni < ∞,

(C.1) existe ai ∈ (0, Ki) tal que Ai(ai) = 0,

(C.2) A′
i(x) > 0 para todo x > 0,

(C.3) ĺım
x→0+

Ai(x) = Mi < ∞.
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Denotaremos por

x− < x+, y− < y+,

las ráıces positivas de las ecuaciones

A1(x−) = 0, A2(y−) = 0,

K1(x+) = 0, K2(y+) = 0,

respectivamente. De esta manera, x− y y− corresponden a los umbrales de Allee, mien-

tras que x+ y y+ representan las capacidades de carga efectivas de cada especie.

Además, denotaremos por

x̂, ŷ,

los puntos cŕıticos de las nulclinas g1 y g2, respectivamente, es decir,

g′1(x̂) = 0, g′2(ŷ) = 0.

Por último, escribiremos

C(x∗, y∗)

para la expresión asociada a la condición de no degeneración de la bifurcación Fold

obtenida en el Teorema 6.4.1. En cada ejemplo indicaremos la forma expĺıcita corres-

pondiente de dicha cantidad.

8.1. Modelos con efecto Allee en una especie

Ejemplo 1: Modelo de Sophia R. y J. Jang [11]

Consideremos el sistema
ẋ = r1x

(
1− x

K1

)
(x− a1)−

r1c1xy

K1

,

ẏ = r2y

(
1− y

K2

)
(y − a2)−

r2c2xy

K2

,
(8.1)

donde ri, Ki, ci, ai > 0 y 0 < ai < Ki, para i = 1, 2.

Descomposición en la forma general

κ1(x) = r1

(
1− x

K1

)
, A1(x) = x− a1, ϕ1(x) =

r1c1
K1

,

κ2(y) = r2

(
1− y

K2

)
, A2(y) = y − a2, ϕ2(y) =

r2c2
K2

.
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Verificación de las hipótesis

Condiciones (A.1)–(A.3). Para i = 1, 2, se tiene

κi(Ki) = 0,

κi(z) = ri

(
1− z

Ki

)
> 0 si 0 ≤ z < Ki,

κi(z) = ri

(
1− z

Ki

)
< 0 si z > Ki.

Condiciones (B.1)–(B.3). Para i = 1, 2, se tiene

ϕi(z) > 0 para todo z ≥ 0, ĺım
z→∞

ϕi(z) =
rici
Ki

< ∞.

Condiciones (C.1)–(C.3). Como 0 < ai < Ki, para i = 1, 2, se tiene

Ai(ai) = 0, A′
i(ai) = 1 > 0, ĺım

z→0+
Ai(z) = −ai < ∞.

Nulclinas

g1(x) =
(K1 − x)(x− a1)

c1
, g2(y) =

(K2 − y)(y − a2)

c2
.

g′1(x) =
K1 + a1 − 2x

c1
, g′2(y) =

K2 + a2 − 2y

c2
,

g′′1(x) = − 2

c1
< 0, g′′2(y) = − 2

c2
< 0,

por lo que ambas nulclinas no triviales son cóncavas.

Cantidades relevantes

x− = a1, x+ = K1, y− = a2, y+ = K2,

x̂ =
K1 + a1

2
, ŷ =

K2 + a2
2

.

C(x∗, y∗) = c∗2(c
∗
1)

2 + 8(x̂− x∗)3.
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Dependencia respecto de los umbrales de Allee Como

A1(x) = x− x−, A2(y) = y − y−,

se tiene
∂A1

∂x−
(x) = −1 < 0,

∂2A1

∂x2
−
(x) = 0,

∂A2

∂y−
(y) = −1 < 0,

∂2A2

∂y2−
(y) = 0.

En particular, se satisfacen las hipótesis adicionales sobre la dependencia de A1 y A2

mencionadas en la Observación 6.4.3 respecto de los umbrales de Allee, utilizadas para

determinar la estructura de los diagramas de bifurcación.

Observación 8.1.1. Este modelo corresponde a un caso clásico de competencia con

efecto Allee fuerte en ambas especies. En particular, fue estudiado en el Caṕıtulo 4,

donde se describieron su número máximo de equilibrios interiores, su estabilidad y las

bifurcaciones que organizan su dinámica. Además, sus nulclinas no triviales g1 y g2 son

parábolas cóncavas y el sistema satisface las hipótesis estructurales consideradas en el

Caṕıtulo 6, lo que permite comparar los resultados obtenidos para este modelo con la

teoŕıa general desarrollada alĺı. Más aún en la Figura 6.5 se comparó las simulaciones

numéricas de este sistema con las bosquejos del sistema general (6.1).

Ejemplo 2: Modelo de Gang Wang, Xue-Gong Liang y Fei-Zhi

Wang [8]

Consideremos el sistema
ẋ =

r1c1
K1

x

x+M1

(
K1x− x2 − a1

c1
− xy

)
,

ẏ =
r2c2
K2

y

y +M2

(
K2y − y2 − a2

c2
− yx

)
,

(8.2)

donde ri, Ki, ci,Mi > 0, ai > 0, K2
i > 4ai, para i = 1, 2.

Descomposición en la forma general Las ráıces positivas asociadas a los términos

de Allee vienen dadas por

x− =
K1 −

√
K2

1 − 4a1
2

, x+ =
K1 +

√
K2

1 − 4a1
2

,
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y− =
K2 −

√
K2

2 − 4a2
2

, y+ =
K2 +

√
K2

2 − 4a2
2

.

Con esta notación, el sistema puede escribirse en la forma general con

κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x), A1(x) =
x− x−

x+M1

, ϕ1(x) =
r1x

K1(x+M1)
,

κ2(y) =
r2
K2

(y+ − y), A2(y) =
y − y−
y +M2

, ϕ2(y) =
r2y

K2(y +M2)
.

Verificación de las hipótesis

Condiciones (A.1)–(A.3). Para i = 1, 2, se tiene

κi(z+) = 0,

κi(z) =
ri
Ki

(z+ − z) > 0 si 0 ≤ z < z+,

κi(z) =
ri
Ki

(z+ − z) < 0 si z > z+.

Condiciones (B.1)–(B.3). Para i = 1, 2, se tiene

ϕi(z) =
riz

Ki(z +Mi)
> 0 para todo z > 0, ϕi(0) = 0,

ĺım
z→∞

ϕi(z) =
ri
Ki

< ∞.

Condiciones (C.1)–(C.3). Para i = 1, 2, se tiene

Ai(z) =
z − z−
z +Mi

, Ai(z−) = 0,

A′
i(z−) =

1

z− +Mi

> 0, ĺım
z→0+

Ai(z) = − z−
Mi

< ∞.

Nulclinas Las nulclinas no triviales están dadas por

g1(x) =
(x+ − x)(x− x−)

c1x
, g2(y) =

(y+ − y)(y − y−)

c2y
.

g′1(x) =
a1 − x2

c1x2
, g′2(y) =

a2 − y2

c2y2
,

g′′1(x) = − 2a1
c1x3

< 0, g′′2(y) = − 2a2
c2y3

< 0,

por lo que ambas nulclinas no triviales son cóncavas.
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Caṕıtulo 8 | Ejemplos de modelos expĺıcitos

Cantidades relevantes En este caso,

x− =
K1 −

√
K2

1 − 4a1
2

, x+ =
K1 +

√
K2

1 − 4a1
2

,

y− =
K2 −

√
K2

2 − 4a2
2

, y+ =
K2 +

√
K2

2 − 4a2
2

,

x̂ =
√
a1, ŷ =

√
a2.

C(x∗, y∗) = −2a1(y
∗)3 − 2a2x

∗(a1 − (x∗)2
)
.

Dependencia respecto de los umbrales de Allee Como

A1(x) =
x− x−

x+M1

, A2(y) =
y − y−
y +M2

,

se tiene
∂A1

∂x−
(x) = − 1

x+M1

< 0,
∂2A1

∂x2
−
(x) = 0,

∂A2

∂y−
(y) = − 1

y +M2

< 0,
∂2A2

∂y2−
(y) = 0.

Observación 8.1.2. Este modelo corresponde también a un sistema de competencia

con efecto Allee fuerte en ambas especies. En particular, fue estudiado en el Caṕıtulo 5,

donde se demostró que, bajo ciertas condiciones, es topológicamente equivalente al mo-

delo del Ejemplo 1. Además, sus nulclinas no triviales g1 y g2 son cóncavas, por lo que

el sistema satisface las hipótesis estructurales consideradas en el Caṕıtulo 6. En dicho

caṕıtulo se compararon las simulaciones numéricas de este modelo con los bosquejos del

modelo general, aśı como con las simulaciones numéricas del Ejemplo 1.

Ejemplo 3: Modelo de D. Cammarota, N. Zeraick, R. Menezes,

H. Fort y A. M. Segura [33]

Consideremos el sistema
ẋ = r1x

(
1− x+ c1y

K1

)
− m1x

1 + a1x
,

ẏ = r2y

(
1− y + c2x

K2

)
− m2y

1 + a2y
,

donde ri, Ki, ci,mi, ai > 0, para i = 1, 2.
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Descomposición en la forma general Definimos

Mi =
mi

ri
, i = 1, 2.

Las ráıces positivas asociadas a los términos de Allee están dadas por

x± =
K1 − a1 ±

√
(K1 + a1)2 − 4K1M1

2a1
,

y± =
K2 − a2 ±

√
(K2 + a2)2 − 4K2M2

2a2
.

Se asume que

(Ki + ai)
2 − 4KiMi > 0, i = 1, 2.

Con esta notación,

κ1(x) =
r1a1
K1

(x+ − x), A1(x) =
x− x−

1 + a1x
, ϕ1(x) =

r1
K1

,

κ2(y) =
r2a2
K2

(y+ − y), A2(y) =
y − y−
1 + a2y

, ϕ2(y) =
r2
K2

.

Verificación de las hipótesis En lo que sigue, para i = 1, 2, denotaremos por z− y

z+ las ráıces positivas asociadas a la especie i, es decir, z± = x± si i = 1 y z± = y± si

i = 2.

Condiciones (A.1)–(A.3). Para i = 1, 2, se tiene

κi(z) =
riai
Ki

(z+ − z), κi(z+) = 0,

κi(z) > 0 si 0 ≤ z < z+,

κi(z) < 0 si z > z+.

Condiciones (B.1)–(B.3). Para i = 1, 2, se tiene

ϕi(z) =
ri
Ki

> 0 para todo z ≥ 0, ĺım
z→∞

ϕi(z) =
ri
Ki

< ∞.
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Condiciones (C.1)–(C.3). Para i = 1, 2, se tiene

Ai(z) =
z − z−
1 + aiz

, Ai(z−) = 0,

A′
i(z−) =

1

1 + aiz−
> 0, ĺım

z→0+
Ai(z) = −z− < ∞.

Nulclinas Las nulclinas no triviales vienen dadas por

g1(x) =
(x+ − x)(x− x−)

c1(1 + a1x)
, g2(y) =

(y+ − y)(y − y−)

c2(1 + a2y)
.

g′1(x) =
x− + x+ + a1x−x+ − 2x− a1x

2

c1(1 + a1x)2
, g′2(y) =

y− + y+ + a2y−y+ − 2y − a2y
2

c2(1 + a2y)2
.

g′′1(x) = −2(1 + a1x−)(1 + a1x+)

c1(1 + a1x)3
< 0, g′′2(y) = −2(1 + a2y−)(1 + a2y+)

c2(1 + a2y)3
< 0.

Por lo tanto, ambas nulclinas no triviales son cóncavas.

Cantidades relevantes

x̂ =

√
(1 + a1x−)(1 + a1x+)− 1

a1
, ŷ =

√
(1 + a2y−)(1 + a2y+)− 1

a2
.

C(x∗, y∗) = − 2(1 + a1x−)(1 + a1x+)

c1(1 + a1x∗)3

−
[
a1x−x+ − a1(x

∗)2 + x− + x+ − 2x∗

c1(1 + a1x∗)2

]3
2(1 + a2y−)(1 + a2y+)

c2(1 + a2y∗)3
.

Dependencia respecto de los umbrales de Allee Como

A1(x) =
x− x−

1 + a1x
, A2(y) =

y − y−
1 + a2y

,

se tiene
∂A1

∂x−
(x) = − 1

1 + a1x
< 0,

∂2A1

∂x2
−
(x) = 0,

∂A2

∂y−
(y) = − 1

1 + a2y
< 0,

∂2A2

∂y2−
(y) = 0.
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Observación 8.1.3. Este modelo corresponde a un sistema de competencia con efecto

Allee fuerte en ambas especies. En este caso, el efecto Allee aparece asociado a los

términos de mortalidad
m1x

1 + a1x
,

m2y

1 + a2y
,

cuya contribución es más significativa a bajas densidades y se estabiliza al aumentar la

población. Además, sus nulclinas no triviales g1 y g2 son cóncavas y el sistema satisface

las hipótesis estructurales consideradas en el Caṕıtulo 6. Por consiguiente, los resul-

tados obtenidos en dicho caṕıtulo sobre existencia y número de equilibrios interiores,

estabilidad local y bifurcaciones pueden aplicarse directamente a este modelo.

8.2. Modelos con efecto Allee en una especie

En esta sección presentamos ejemplos de modelos donde solo una de las especies

presenta efecto Allee. En estos casos identificamos la nulclina g1 asociada a la especie

con efecto Allee, la nulclina g2 asociada a la especie sin efecto Allee y el valor cŕıtico

xc =
κ2(0)

c2ϕ2(0)
,

que determina las bifurcaciones transcŕıticas de los equilibrios de frontera.

Ejemplo 4: Modelo de Mihiri De Silva, Sophia R. y J. Jang [14]

Consideremos el sistema
ẋ = r1x

(
1− x

K1

)
(x− a1)−

r1c1xy

K1

+ sx,

ẏ = r2y

(
1− y

K2

)
− r2c2xy

K2

,
(8.3)

donde ri, Ki, ci > 0, a1 > 0 y s ∈ R.

Descomposición en la forma general Definimos

S =
s

r1
,

Las ráıces positivas asociadas a los términos de Allee están dadas por

x± =
K1 + a1 ±

√
(K1 − a1)2 + 4K1S

2
.
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Por lo tanto,

κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x), A1(x) = x− x−, ϕ1(x) =
r1
K1

,

κ2(y) = r2

(
1− y

K2

)
, ϕ2(y) =

r2
K2

.

Verificación de las hipótesis

Condiciones (A.1)–(A.3).

κ1(x+) = 0, κ2(K2) = 0.

κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x) > 0 si 0 ≤ x < x+,

κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x) < 0 si x > x+,

κ2(y) = r2

(
1− y

K2

)
> 0 si 0 ≤ y < K2,

κ2(y) = r2

(
1− y

K2

)
< 0 si y > K2.

Condiciones (B.1)–(B.3). Se tiene

ϕ1(x) =
r1
K1

> 0 para todo x ≥ 0, ĺım
x→∞

ϕ1(x) =
r1
K1

< ∞,

ϕ2(y) =
r2
K2

> 0 para todo y ≥ 0, ĺım
y→∞

ϕ2(y) =
r2
K2

< ∞.

Condiciones (C.1)–(C.3) para la especie x. Se tiene

A1(x−) = 0, A′
1(x−) = 1 > 0, ĺım

x→0+
A1(x) = −x− < ∞.
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Nulclinas Las nulclinas no triviales vienen dadas por

g1(x) =
(x+ − x)(x− x−)

c1
, g2(y) =

K2 − y

c2
.

g′1(x) =
x− + x+ − 2x

c1
, g′2(y) = − 1

c2
,

g′′1(x) = − 2

c1
< 0, g′′2(y) = 0.

Por lo tanto, g1 es cóncava, mientras que g2 es una función af́ın decreciente.

Cantidades relevantes En este caso,

x̂ =
K1 + a1

2
, xc(c2) =

K2

c2
.

Además,

C(x∗, y∗) = − 2

c1
.

Dependencia respecto de los parámetros

∂κ1

∂x+

(x) =
r1
K1

> 0,
∂A1

∂x−
(x) = −1 < 0,

∂g2
∂c2

(y) = −K2 − y

c22
< 0 para 0 ≤ y < K2.

Observación 8.2.1. Este modelo puede verse como una variante del modelo estudiado

en el Caṕıtulo 4, en el que solo una de las especies presenta efecto Allee y, además, se

incorpora en la ecuación de x un término de stocking sx, el cual representa un aporte

externo proporcional destinado a reforzar la población sujeta a efecto Allee. En particu-

lar, la nulclina no trivial g1 asociada a la especie bajo efecto Allee es cóncava y satisface

las hipótesis estructurales correspondientes, mientras que la nulclina g2 asociada a la

especie sin efecto Allee es una función af́ın decreciente y, por tanto, convexa, por lo que

también satisface las condiciones del marco general desarrollado en el Caṕıtulo 7. Por

consiguiente, los resultados obtenidos en dicho caṕıtulo sobre existencia y número de

equilibrios interiores, estabilidad local y bifurcaciones pueden aplicarse directamente a
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este sistema. Además, se observa que la condición de genericidad de la bifurcación Fold

viene dada por

C(x∗, y∗) = − 2

c1
̸= 0,

lo cual es coherente con el hecho de que en el caso de efecto Allee en una sola especie

no pueden ocurrir bifurcaciones Fold degeneradas asociadas a equilibrios interiores.

Ejemplo 5: Variante del modelo de Gang Wang, Xue-Gong

Liang y Fei-Zhi Wang con efecto Allee en una especie

Consideremos la variante del Ejemplo 2 en la cual solo la primera especie presenta

efecto Allee: 
ẋ =

r1c1
K1

x

x+M1

(
K1x− x2 − a1

c1
− xy

)
,

ẏ =
r2c2
K2

y

y +M2

(
K2 − y

c2
− yx

)
.

(8.4)

donde ri, Ki, ci,Mi > 0, a1 > 0 y K2
1 > 4a1.

Descomposición en la forma general Definimos

x± =
K1 ±

√
K2

1 − 4a1
2

.

Entonces, para la primera especie,

κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x), A1(x) =
x− x−

x+M1

, ϕ1(x) =
r1x

K1(x+M1)
.

Para la segunda especie, que no presenta efecto Allee, se tiene

κ2(y) =
r2
K2

(K2 − y), ϕ2(y) =
r2y

K2(y +M2)
.

Verificación de las hipótesis

Condiciones (A.1)–(A.3). Se tiene

κ1(x+) = 0, κ2(K2) = 0.

Además,

κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x) > 0 si 0 ≤ x < x+,
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κ1(x) =
r1
K1

(x+ − x) < 0 si x > x+,

y

κ2(y) =
r2
K2

(K2 − y) > 0 si 0 ≤ y < K2,

κ2(y) =
r2
K2

(K2 − y) < 0 si y > K2.

Condiciones (B.1)–(B.3). Para la especie x, se tiene

ϕ1(x) =
r1x

K1(x+M1)
> 0 para todo x > 0, ϕ1(0) = 0,

ĺım
x→∞

ϕ1(x) =
r1
K1

< ∞.

Para la especie y, se tiene

ϕ2(y) =
r2y

K2(y +M2)
> 0 para todo y > 0, ϕ2(0) = 0,

ĺım
y→∞

ϕ2(y) =
r2
K2

< ∞.

Condiciones (C.1)–(C.3) para la especie x. Se tiene

A1(x−) = 0,

A′
1(x) =

x− +M1

(x+M1)2
, A′

1(x−) =
1

x− +M1

> 0,

y además

ĺım
x→0+

A1(x) = − x−

M1

< ∞.

Nulclinas Las nulclinas no triviales vienen dadas por

g1(x) =
(x+ − x)(x− x−)

c1x
, g2(y) =

K2 − y

c2
.

Además,

g′1(x) =
a1 − x2

c1x2
, g′2(y) = − 1

c2
,

y

g′′1(x) = − 2a1
c1x3

< 0, g′′2(y) = 0.

Por lo tanto, g1 es cóncava, mientras que g2 es una función af́ın decreciente.
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Cantidades relevantes En este caso,

x̂ =
√
a1.

Además, como

ϕ2(0) = 0,

la cantidad

xc =
κ2(0)

c2ϕ2(0)

no queda definida.

Dependencia respecto de los parámetros

∂κ1

∂x+

(x) =
r1
K1

> 0,
∂A1

∂x−
(x) = − 1

x+M1

< 0,

∂g2
∂c2

(y) = −K2 − y

c22
< 0 para 0 ≤ y < K2.

Observación 8.2.2. A diferencia de los ejemplos anteriores, no conocemos un trabajo

en la literatura donde esta variante haya sido estudiada de manera independiente. En

esta tesis se introduce a partir del modelo del Ejemplo 2 con el fin de ilustrar el caso en

que solo una de las especies presenta efecto Allee dentro de una formulación inspirada

en el modelo del ejemplo 2. En particular, la nulclina no trivial g1 asociada a la especie

bajo efecto Allee es cóncava, mientras que la nulclina g2 de la especie sin efecto Allee

es una función af́ın decreciente y, por tanto, convexa. Además cumple las hipótesis del

modelo general (7.1) por ende cumple los resultados estudiados en el Caṕıtulo 7.

Además, en este caso se tiene

ϕ2(0) = 0,

por lo que la cantidad

xc =
κ2(0)

c2ϕ2(0)

no queda definida. En consecuencia, el sistema se encuentra precisamente en la situa-

ción descrita en la Observación 7.2.5, de modo que no presenta bifurcaciones transcŕıti-

cas asociadas a los equilibrios de frontera. Por lo tanto, la única bifurcación local posible

para equilibrios interiores es una bifurcación Fold genérica, y el diagrama de bifurcación

del modelo sigue la estructura cualitativa mostrada en la Figura 7.3.
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Cuadro 8.1: Resumen de los ejemplos mostrados, las bifurcaciones que presentan y los

resultados generales que les son aplicables.

Ejemplo Efecto Allee Caṕıtulo aplicable Bifurcaciones

1 Ambas especies Cap. 6 Fold, transcŕıtica, cúspide

2 Ambas especies Cap. 6 Fold, transcŕıtica, cúspide

3 Ambas especies Cap. 6 Fold, transcŕıtica, cúspide

4 Una especie Cap. 7 Fold, transcŕıtica

5 Una especie Cap. 7 Fold genérica
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Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta memoria muestran que la incorporación del efecto

Allee en modelos de competencia entre dos especies modifica de manera significativa

la dinámica clásica de exclusión y coexistencia descrita por modelos del tipo Lotka–

Volterra. En particular, el análisis desarrollado permitió caracterizar cómo la interacción

entre competencia interespećıfica, crecimiento poblacional y efecto Allee puede generar

escenarios de coexistencia, exclusión competitiva o donde ambas especies se extingan.

Esto muestra que la persistencia de especies en competencia no depende únicamente

de la intensidad de la competencia por recursos, sino también de la capacidad de cada

población para sostenerse a bajas densidades, lo que resulta especialmente relevante en

contextos de conservación, invasiones biológicas y manejo de poblaciones amenazadas.

El análisis de los dos modelos particulares estudiados en los caṕıtulos 4 y 5 permi-

tió, en primer lugar, ilustrar de manera concreta los distintos escenarios dinámicos que

pueden aparecer en sistemas de competencia con efecto Allee sobre ambas especies. A

pesar de que dichos modelos utilizan supuestos distintos para modelar el crecimiento,

la competencia y el efecto Allee, se demostró que, bajo ciertas condiciones, ambos son

topológicamente equivalentes, es decir, presentan la misma dinámica cualitativa. Esta

equivalencia no solo fue establecida anaĺıticamente, sino que además se vio reflejada

en los retratos de fase y en las simulaciones numéricas. En consecuencia, estos mode-

los particulares mostraron que formulaciones biológicas distintas pueden dar lugar a

una misma organización global del plano de fases, lo que sirvió como motivación para

proponer un modelo general capaz de abarcar una familia más amplia de sistemas de

competencia con efecto Allee.
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A partir de esta observación se formuló y estudió un modelo general bidimensional de

competencia con efecto Allee en ambas especies. Bajo las hipótesis estructurales intro-

ducidas en el Caṕıtulo 6, fue posible describir todos los escenarios dinámicos admisibles

del sistema, determinar que la cantidad de equilibrios interiores y caracterizar cómo

cambia la dinámica al variar los umbrales de efecto Allee. En particular, se mostró

que el sistema puede presentar 0, 2 o 4 equilibrios interiores en los casos genéricos, y

que cada una de estas configuraciones da lugar a una estructura distinta de cuencas

de atracción en el primer cuadrante. De esta manera, el análisis no solo permitió esta-

blecer cuándo existe coexistencia, sino también distinguir los casos en que una de las

especies termina extinguiéndose o aquellos en que ambas poblaciones son conducidas a

la extinción dependiendo de sus densidades iniciales.

Desde el punto de vista biológico, estos resultados muestran que la coexistencia es-

table de dos especies en competencia puede ocurrir cuando el efecto Allee sobre ambas

poblaciones es suficientemente débil. En este caso, el sistema admite una región del es-

pacio de fases desde la cual ambas especies logran persistir a largo plazo, lo que refleja

un equilibrio entre la presión competitiva y la capacidad de cada población para man-

tenerse por encima de su umbral de supervivencia. En cambio, cuando el efecto Allee

aumenta, la coexistencia deja de ser robusta y comienzan a aparecer reǵımenes en los

que la dinámica conduce a la extinción de una de las especies o incluso a la extinción

de ambas. Este hecho resalta la importancia de las cuencas de atracción en la interpre-

tación biológica del modelo y como cambian las separatrices que las limitan, pues el

destino de las poblaciones no queda determinado únicamente por los parámetros, sino

también por el estado inicial del sistema.

Un aspecto particularmente relevante es que, para umbrales de efecto Allee sufi-

cientemente grandes, la cuenca de atracción del equilibrio (0, 0) puede ser no acotada.

Biológicamente, esto significa que el tamaño inicial de las poblaciones deja de ser una

garant́ıa de persistencia: incluso si ambas especies parten con densidades arbitraria-

mente grandes, la combinación entre competencia y un efecto Allee suficientemente

severo puede conducirlas a la extinción. Este resultado muestra que el efecto Allee no

solo afecta la viabilidad de poblaciones pequeñas, sino que también puede alterar de

manera global la dinámica competitiva, haciendo posible la extinción total en regiones

extensas del espacio de fases.

Asimismo, el análisis permitió identificar el papel que juega la asimetŕıa en la compe-

tencia. En particular, si una de las especies se ve más afectada por la competencia que
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la otra, entonces el umbral de efecto Allee compatible con coexistencia debe ser menor

para esa especie. En otras palabras, una población que ya se encuentra en desventaja

competitiva solo podrá coexistir a largo plazo si además su efecto Allee no es demasiado

fuerte. A medida que los umbrales de Allee aumentan, la dinámica se desplaza hacia

escenarios en los que la coexistencia desaparece y solo permanecen posibles la exclu-

sión competitiva o la extinción simultánea. De este modo, el efecto Allee actúa como

un mecanismo que amplifica la vulnerabilidad de una especie frente a la competencia,

al imponer una restricción adicional sobre las densidades mı́nimas necesarias para su

persistencia.

Al final del estudio del modelo general con efecto Allee en ambas especies en el

caṕıtulo 6 se consideró también un caso complementario en el que no se impuso la

hipótesis de concavidad de las nulclinas. Aunque este escenario es menos natural desde

el punto de vista biológico, su análisis permitió ilustrar qué parte de la estructura

dinámica obtenida depende de manera esencial de la concavidad y qué resultados pueden

extenderse a un marco más amplio. En este sentido, este caso no solo cumple un rol

técnico, sino también conceptual, pues permite apreciar con mayor claridad el alcance

de las hipótesis estructurales introducidas en el modelo general.

Posteriormente en el caṕıtulo 7, se estudió una variación del modelo general en la cual

solo una de las especies está sujeta a efecto Allee. Aunque este sistema se analiza con

herramientas similares a las del caso anterior, la dinámica que aparece es más simple.

En este caso, el sistema puede tener a lo más dos equilibrios interiores, y por lo tanto

la cantidad de escenarios de coexistencia posibles es menor que cuando ambas especies

están sujetas a efecto Allee. Además, mientras en el caso anterior pod́ıan aparecer hasta

tres o cuatro cuencas de atracción, aqúı pueden existir a lo más dos. Desde el punto de

vista biológico, esto significa que el sistema presenta menos comportamientos posibles a

largo plazo: según los parámetros, puede haber coexistencia o sobrevivencia de una sola

de las especies, pero la extinción simultánea de ambas deja de ser un destino asintótico

del sistema.

El caso de una sola especie con efecto Allee muestra una interacción más asimétrica

entre competencia y persistencia. En particular, se obtuvo que siempre existe una cuenca

de atracción asociada a un equilibrio de frontera en el que sobrevive una sola de las

especies, lo que significa que, para ciertos rangos de parámetros, una de las poblaciones

puede imponerse sistemáticamente sobre la otra. Dependiendo de la intensidad de la

competencia y del valor del umbral de efecto Allee, pueden aparecer además escenarios
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en los que existe una región de coexistencia estable o reǵımenes en los que la especie

afectada por efecto Allee se extingue mientras la otra persiste. A diferencia del caso

con efecto Allee en ambas especies, aqúı la dinámica refleja con mayor claridad cómo

una sola población sometida a restricciones de baja densidad puede ver alterado su

destino por la presión competitiva ejercida por la otra, generando una transición entre

coexistencia, exclusión y supervivencia dominante de una de las especies.

En ambos marcos, el análisis de bifurcaciones permitió entender cómo se organizan las

transiciones entre los distintos escenarios dinámicos. En el caso de efecto Allee en ambas

especies se obtuvieron condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones fold, transcŕıticas

y cúspide, las cuales delimitan la aparición, desaparición o cambio de estabilidad de

equilibrios al variar los parámetros. En cambio, en el caso en que solo una especie

presenta efecto Allee, la estructura de bifurcaciones resulta más restringida: aparecen

bifurcaciones fold y transcŕıticas, pero no la bifurcación cúspide asociada a coexistencia

que śı puede ocurrir en el caso anterior. Esto confirma que la pérdida del efecto Allee

en una de las especies no solo reduce el número máximo de equilibrios interiores, sino

que también simplifica la organización geométrica de las transiciones entre reǵımenes

dinámicos.

Otro aspecto importante de esta memoria es que la teoŕıa desarrollada no quedó res-

tringida a una formulación abstracta, sino que fue aplicada a cinco modelos concretos,

cuatro de ellos provenientes de la literatura y uno propuesto en esta tesis a modo de

ilustración. En cada caso se mostró cómo, mediante cambios de variables, reparame-

trizaciones o reescrituras adecuadas, los sistemas pueden llevarse a la forma general

correspondiente, identificando expĺıcitamente las funciones κi, Ai y ϕi, las nulclinas no

triviales y las cantidades relevantes para el estudio de bifurcaciones. En este sentido,

el caṕıtulo final no solo entrega ejemplos, sino que también muestra cómo utilizar en

la práctica el marco teórico desarrollado: dado un modelo concreto de competencia con

efecto Allee, proporciona una gúıa para verificar las hipótesis estructurales y determinar

qué resultados generales pueden aplicarse.

En términos más amplios, los resultados de esta memoria aportan una descripción

cualitativa de mecanismos que aparecen de forma natural en ecoloǵıa cuando se com-

binan competencia y efecto Allee. En poblaciones pequeñas o fragmentadas, donde la

reproducción, la cooperación o la defensa frente a depredadores dependen de mantener

una densidad mı́nima, el efecto Allee puede ser determinante para decidir si una es-

pecie persiste o colapsa. Si, además, dicha población compite con otra por un recurso
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compartido, el panorama se vuelve aún más delicado: una especie puede extinguirse no

solo por ser desplazada competitivamente, sino porque la competencia la empuja por

debajo de su umbral de viabilidad. Desde esta perspectiva, conocer la estructura de las

cuencas de atracción y las bifurcaciones del sistema puede ser de utilidad en problemas

de conservación, restauración ecológica, control de invasiones o manejo de poblaciones

explotadas, donde interesa saber no solo cuáles son los estados estables posibles, sino

también qué intervenciones o qué condiciones iniciales permiten alcanzar uno u otro

escenario.

Finalmente, el trabajo deja abiertas varias direcciones de investigación futura. Una

primera ĺınea natural consiste en estudiar si la clasificación de escenarios dinámicos ob-

tenida en esta memoria se mantiene al aumentar la dimensión del sistema, por ejemplo

al considerar modelos de competencia entre tres especies o, más generalmente, siste-

mas n-dimensionales con efecto Allee. En ese contexto, seŕıa interesante determinar si

siguen apareciendo estructuras análogas de coexistencia, exclusión y extinción total,

o si surgen fenómenos nuevos asociados a la mayor dimensión. Una segunda extensión

relevante consiste en incorporar dispersión espacial, ya sea mediante sistemas acoplados

en parches o a través de ecuaciones de reacción–difusión, con el fin de analizar cómo

el movimiento de las especies en el territorio afecta la persistencia y la posibilidad

de cruzar umbrales de Allee localmente. Por último, también seŕıa natural considerar

modelos en los que la competencia esté mediada por un recurso dinámico compartido,

incorporando una tercera ecuación que describa su disponibilidad y agotamiento. Esto

permitiŕıa estudiar no solo la persistencia o extinción de las especies, sino también el

destino del recurso a largo plazo y la manera en que este retroalimenta la dinámica

competitiva. En conjunto, estas extensiones permitiŕıan profundizar en el estudio de la

relación entre competencia, efecto Allee y estructura global de las cuencas de atracción,

ampliando el alcance del marco general desarrollado en esta memoria.
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(2012), págs. 7852-7864.

[14] Mihiri De Silva y Sophia R.-J. Jang. ((Competitive exclusion and coexistence in a

Lotka–Volterra competition model with Allee effects and stocking)). En: Journal

of Biological Dynamics 8.1 (2014), págs. 1-24.
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Mathematical Software 29.2 (2003), págs. 141-164. doi: 10.1145/779359.779362.

170

https://doi.org/10.1007/s40314-013-0022-x
https://doi.org/10.1007/s40314-013-0022-x
https://doi.org/10.1080/00036811.2012.688792
https://doi.org/10.1007/978-3-031-22007-4
https://doi.org/10.1016/B978-0-12-197850-9.50014-1
https://doi.org/10.1145/779359.779362
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