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Resumen

La Gravedad Afin Polinomial es un modelo de gravedad que tiene como campo fundamental
a la conexion, que esta relacionada con el concepto de paralelismo, a diferencia de la teoria de
Relatividad General que tiene como campo fundamental a la métrica, que esta relacionada con
el concepto de distancia. La accién de este modelo se construye en base a la invarianza bajo
difeomorfismos y se utiliza un analisis sobre la estructura de indices. Se analizan las soluciones
en el contexto cosmologico, es decir, en un espacio-tiempo isotréopico y homogéneo. Para lograr
que la conexion cumpla con el principio cosmolégico, se utiliza la derivada de Lie y se escogen
como vectores de Killing a los vectores generadores de traslaciones y rotaciones. Se buscan
soluciones para el modelo en tres y en cuatro dimensiones y se indican posibles caminos para
encontrar mas soluciones. Se analizan el tensor de Ricci y los tensores simétricos formados con
la torsién para ver si estos pueden ser interpretados como métrica emergente.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de relatividad especial nos indica como transforman las coordenadas de distintos
eventos fisicos, cuando hay un cambio de referencia entre observadores inerciales. Para extender
su teoria relativista a sistemas de referencia acelerados, Einstein utiliz6 el principio de equi-
valencia e identificd que un sistema con aceleracién era localmente indistinguible a un sistema
en un campo gravitacional. Esto le indico, que una teoria general de relatividad, debia ser una
teoria de gravedad. Adicionalmente, debido a las consecuencias del principio de equivalencia
junto con la relatividad especial, Einstein interpret6 a la gravedad como una consecuencia de la
estructura del espacio-tiempo. De este modo, la matematica que da cuenta de esta estructura
es la geometria diferencial [1, 2, 3, 4].

Si bien la relatividad general logré explicar fenémenos que no se podian explicar con la
teoria de gravitacion de Newton, como la precesion del perihelio de Mercurio, y predijo va-
rios resultados que luego serian confirmados experimentalmente [5], como la deflexién de la
luz debido a objetos masivos, el corrimiento al rojo de la luz al viajar por zonas con distin-
to potencial gravitatorio y la existencia de ondas gravitacionales, entre otros, la teoria tiene
algunos problemas. Uno de estos problema es que no se puede cuantizar la teoria del mismo
modo que en la teoria cuantica de campos y encontrar una versiéon cuantica renormalizable
6, 7,8,9, 10, 11, 12].

En relatividad general, el campo fundamental que media la interacciones gravitacionales, es
la métrica, que adicionalmente se utiliza para calcular distancias en el espacio-tiempo. Por otro
lado, esta la conexién afin, que esta relacionado con el concepto de paralelismo. La conexion
de Levi-Civita es una conexion derivada de la métrica, que se obtiene con la condiciéon de
metricidad Vg = 0. Como ejemplo de distintas reformulaciones de gravedad estan la teoria de
Einstein—Cartan que extiende a la relatividad general, permitiendo que exista una componente
antisimétrica de la conexion, esta componente tiene el nombre de torsion [13, 14]. El modelo
de Lovelock que corresponde a una generalizacion de la relatividad general a mas dimensiones
[15]. El modelo Lovelock—Cartan que un modelo de Lovelock considerando una tosién no nula
[16].

Un tipo distinto de formulaciones de gravedad, se centra en considerar a la conexién como
campo fundamental. Estos modelos se conocen como modelos afines y el primero fue propuesto
por Sir A. Eddington [17]. En este modelo, la accion se define como la raiz cuadrada del tensor
de Ricci.

Reformular la gravedad como un modelo afin acercan las interacciones gravitacionales a
las otras tres interacciones fundamentales, las interacciones electromagnética, la interaccion
nuclear fuerte y la interaccion nuclear débil. Esto es porque estas tres interacciones se modelan
con teorias de gauge en donde el campo fundamental es una conexion.

El modelo que analizaremos es el modelo llamado Gravedad Afin Polinomial [18, 19, 20].
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1. INTRODUCCION

En este modelo, la accién esta compuesta por términos que dependen polinomialmente de las
componentes irreducibles de la conexion y en donde la restricciéon es que estos elementos sean
invariantes bajo difeomorfismos. Y una vez obtenida la accion, se procedera a encontrar las
ecuaciones de campo siguiendo el esquema de Kijowski [21].

Las soluciones que se buscaran seran en el contexto cosmologico, es decir, exigiremos que la
conexion cumpla con el principio cosmolégico buscando qué forma deben tener las componentes
para que sean isotréopicas y homogeneas. Para lograr esto se utilizara la derivada de Lie usando
como vectores de Killing los generadores de rotaciones y traslaciones.

Este trabajo lo haremos en dos contextos, en (24 1) dimensiones y en (3 + 1) dimensiones.
La coordenada adicional en el modelo en cuatro dimensiones aumenta bastante el ntimero
de términos que pueden entrar en la accién y el nimero de componentes de la conexion, sin
embargo, al analizar el caso cosmoldgico, el modelo en cuatro dimensiones es mas restrictivo
(hay mas vectores de Killing), resultando en que el niimero de funciones independientes que
apareceran en las funciones de campo sera menor que en el modelo en tres dimensiones.

Este trabajo se organizara de la siguiente forma: en el capitulo 2 se describiran los elementos
de geometria diferencial que utilizaremos durante el trabajo. En el capitulo 3 explicaremos
los aspectos importantes de la teoria de relatividad general e introduciremos el modelo de
gravedad afin polinomial, explicando el método para construir la accién, las ecuaciones de
campo y veremos como podemos general una métrica en este modelo cuando se cumplen
ciertas condiciones. En el capitulo 4 detallaremos céomo es el modelo en tres dimensiones,
viendo explicitamente la accion, ecuaciones de campo, el ansatz cosmoélogico y soluciones de
las ecuaciones de campo. Repetiremos el proceso para cuatro dimensiones en el capitulo 5. El
capitulo 6 corresponde a la conclusion. Las ecuaciones de campo en cuatro dimensiones fueron
escritas en el apéndice A, debido a la extension que tienen.




Capitulo 2

(Geometria diferencial

En relatividad general, las interacciones gravitacionales se describen con el comportamien-
to del espacio-tiempo. Esto hace necesario desarrollar las herramientas matematicas que den
cuenta de la estructura del espacio-tiempo con el que se esté trabajando. En esta seccién, se
definira una variedad, que es el espacio en el que se desarrolla la teoria y luego se definiran las
distintas estructuras que se le pueden agregar a esta de modo de definir cantidades y conceptos
con los que se tratan en la fisica como distancia y paralelismo. Este capitulo de geometria
diferencial estd basado en las referencias [22, 23, 24, 25, 26]

2.1. Topologia

Para describir los distintos eventos en un sistema, es necesario indicar el lugar y el tiempo
en el cual ocurrieron estos eventos, es decir, se requieren conocer las coordenadas del evento.
El espacio-tiempo es el conjunto de todas estas coordenadas. Pero no basta con solo definirlo
como un conjunto ya que un conjunto arbitrario de elementos es algo mas general. Es entonces
necesario definir una estructura sobre el conjunto. Esta primera estructura sera la topologia.

Topologia. Sea el conjunto X y el conjunto O C P(X) donde P(X) es el conjunto potencia
de X.! Entonces, O sera una topologia si cumple que

1. El conjuto vacio y X pertenecen a O.
2. Si dos conjuntos Y y Z pertenecen a O, entonces Y N Z también pertenece a O.

3. Cualquier unién de conjuntos pertenecientes a O, pertenece a O.

Un conjunto X con una topologia O, forman un espacio topoldgico. Como ejemplo de una
topologia, esta la topologia estandar, que con el conjunto R™ forman el espacio topologico del
espacio Euclideano.

Topologia Estandar. La topologia estandar es la que se extrae naturalmente del espacio
Euclideano. Se define una bola entorno a un punto p = (p1, ..., p,) € R™ como,

B,(p) = {q = (q1, ... qn) € R”,izn;(pi - qi)2<r}

para un » € RT™. Luego, la topologia estdndar Ogq es tal que un conjunto U estard en la
topologia si para todo p € U entonces existe una bola B,.(p) € U.

'El conjunto potencia P(X) es el conjunto de todos los subconjuntos de X.

BASTIAN GREZ PARDO 3



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Un conjunto U que es elemento de una topologia se llama abierto. Un conjunto N (x) serd un
vecindario de x si N(x) es un abierto y « € N(x). De este modo, con el conjunto de distintos
vecindarios, podemos definir el concepto de “cercania” a un punto. Esta idea la podemos
extraer de lo que conocemos del espacio Euclideano y de la topologia estandar. Los puntos ¢
que estan “cerca” de un valor p, son con los que la cantidad Y,;(p; — ¢;)? es un valor pequerio
(en comparacién con los que no estan “cerca”). Es decir, si consideramos los vecindarios de un
punto p, los elementos que estan “cerca” de p perteneceran a vecindarios mas pequenos (con
menos elementos).

2.1.1. Homeomorfismo

Un mapa f: X — Y relaciona cada elemento = € X a un elemento y = f(z) € Y. Si para
cada elemento del conjunto de llegada y € Y, existe un elemento = € X tal que f(x) = vy, el
mapa es sobreyectivo.

Si f(x1) = f(x2) = x1 = 72, es decir, los elementos en el conjunto de llegada que tienen
preimagen tienen una unica preimagen, entonces el mapa es inyectivo. Si el mapa cumple con
sobreyectividad e inyectividad, entonces, el mapa es biyectivo.

Dados dos espacios topologicos (X, Ox) y (Y,Oy), el mapa f : X — Y es continuo con
respecto a Ox y Oy, si VU € Oy = preimf(U) € Ox.

Un mapa entre los espacios topolégicos (X, Ox) y (Y, Oy) es un homeomorfismo f si cumple
con,

1. f tiene un inverso f~!, tal que, f~'(f(z)) = z. Para que esto pueda suceder, f debe ser
biyectivo.

2. f es continuo con respecto a Ox y Oy.

3. f~1 es continuo con respecto a Ox v Oy

Si existe un homeomorfismo entre dos espacios topoldgicos, entonces, dichos espacios to-
polégicos son homeomorficos.

2.2. Variedad

Una variedad es un espacio topolédgico, en donde cada punto tiene un vecindario homeomorfo
a R™. Es decir, para cada punto en la variedad, existe una carta (U, ¢) donde U es un abierto y
¢ es un homeomorfismo de la variedad hacia R". Esta definiciéon de variedad, permite trasladar
las propiedades de R™ a un espacio topologico general.

El punto ¢(p) = (p1,...,pn) € R™ tiene el nombre de coordenada de p. Un atlas es la
coleccion de todas las cartas {(U,, ¢o)} con U, U, = X donde X es la variedad. Es decir, con
el atlas, se puede asignar una coordenada a cada punto de la variedad.

Dada dos cartas (Uy, d0) ¥ (U, ¢5) con U, NUs # 0, el mapa ¢, o (bgl que va desde R" a
R" tiene el nombre de mapa de transicion. Este mapa nos permite describir los elementos en
U, N Ug con dos coordenadas diferentes. Por ejemplo, en R* los puntos pueden ser descritos
con coordenadas cartesianas o coordenadas esféricas y el mapa ¢, o gbgl corresponde a las
transformaciones de coordenadas.




2.2. VARIEDAD

Sobre la variedad X, se pueden definir funciones f : X — R™, que toman puntos z € X
y lo llevan a puntos f(z) = (fi(x), ..., fm(z)) € R™. Utilizaremos el hecho de que la variedad
es homeomorfa a R™ para determinar si la funciéon f es diferenciable, es decir, diremos que f
es diferenciable en x si es que la funcién (f o ¢ 1) : R® — R™, es diferenciable en el sentiddo
usual del calculo en varias variables.

2.2.1. Vectores, covectores y tensores

En un espacio Euclideano, la nociéon de vector esta asociada a una “flecha” que parte en
un punto y va a otro. En otras palabras, una linea recta direccionada. Sin embargo, cuando
estamos en espacios mas generales, este podria no ser plano, sino que curvo, por lo que es
necesario definir vectores de otra forma. Para definir vectores en una variedad general, se
utilizara el concepto de velocidad como un vector tangente a una trayectoria.

Sea una trayectoria v : R — X tal que v(\g) = = para un x € X y un A\g € R. La velocidad
de la trayectoria -, en el punto x, es un mapa lineal que actiia sobre las funciones f : X — R,

Uy CF(X) =R

(2.1)

f = U’Y,&?(f) = (f © 7)/(A0>

El conjunto de todas las velocidades definidas mediante todas las curvas que pasan por un
punto x, en la variedad X, y con las operaciones,

(avz + fwe)(f) = ave(f) + Pwa(f), (2.2)

forman un espacio vectorial llamado espacio tangente de la variedad X, en el punto = y se
denotara como T,.X.

Si bien los vectores son objetos geométricos, usualmente trataremos los vectores utilizando
una carta (U, ¢). Para expresar un vector mediante la carta, se puede hacer uso de la regla de
la cadena,

(fod™)o(po)) (M)

(6 07) (Xa))" - (f 2 & )il(d07)(No))

0

((607) (M) - 5= (f o) (6(2)) (2.3)
0

oxt
= VI[f].

(f ©7)'(Xo)

— 1 f

¢(x)

Donde se han definido ((¢ o v)'(A))* = Vi, f = f o ¢~ (esta expresién es como se ve la
funcién f, usando la carta ¢) y se ha denotado la componente i de ¢(x), como z°, es decir,

¢(r) = (x',...,2™). Los escalares V’ son las componentes del vector V y {aii} es la base

inducida por la carta ¢ llamada base natural (esto implica que la dimension del espacio T, X

es la misma que la de la variedad sobre la cual esta definido). A veces se denotara a?;i = 0;.




2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Si tenemos dos cartas (Uy, @) v (Us, @'), nos gustaria saber cémo cambian las componentes
del vector V' cuando hay un cambio de coordenadas,

(2.4)

¢'(x)
Por lo tanto, las componentes del vector V', cambian de acuerdo a la siguiente regla,

o

VY=V 2.5
e (2.5)

Se puede asociar al espacio tangente de vectores 7, .X, un espacio dual 71X que consiste
en mapas desde T, X hacia los escalares sobre los cuales esta definido el campo, es decir,

T*X = {wlw: T,X — R}. (2.6)

La forma en la que actia este mapa esta dada por el gradiente de una funcion. Sea f € C*(X),
el gradiente de f en el punto x esta definido por,

(df), : T,X — R
Vo= (df)(V) = VI[f].

Los elementos w € T7 X tienen el nombre de covectores. Dada la base natural de los vectores

(2.7)

{%}, la base de los covectores estd dada por {dz'}, de modo que,

(dz') <ﬂ> O’ _ (i 2y = 51, (2.8)

ori ) ox 9!

Con esta base, un covector general se puede escribir de forma general, como w = w;dz’ y el
mapa de un covector aplicado a un vector es,

PRNNG, .0 . .
w(V) =(w, V) = (wdx ,VJ%> = w; V' {dx ’@> _ wz,v](gj — W,V (2.9)

Sabiendo cémo transforman las componentes V*, se puede obtener cémo transfoman w.

oz L Oz’
- =W, =
oxJ ’

w(V) =w,V' = WV =W VI Wi (2.10)

ox't 7




2.2. VARIEDAD

Con esta misma idea de definir el espacio dual, como un mapa del espacio de los vectores
a los escalares, se puede definir un tensor, como un mapa multilineal sobre un producto de

espacios vectoriales hacia R. De este modo, un tensor de rango (5 ) sobre T, X es el mapa

T: T X 1T, X — R. (2.11)

Dada una carta (U, ¢) y dadas las bases { aii} y {dz'}, el tensor puede ser escrito de la
siguiente forma,

. %)
T=Thw .~ Q... Q —
J1---Jq ale aﬂjzp
Las cantidades T “"'ipjl__'jq son las componentes del tensor. Sabiendo cémo transforman los
vectores y covectores, se puede obtener como transforman las componentes del tensor,

o 111 Itp k1 k
T/Zl...’Lp ‘ o ax . am . ax L. ax a T/ll...lp (2 13)
j]_]q axll axlp 83;‘/]1 ax/]q klkq) .
. / ya . .
es decir, con un factor de la forma 83% por cada indice superior y uno de la forma % por cada
indice inferior.

Rdr’" @ - @ da’e. (2.12)

2.2.2. Fibrado

Los vectores fueron definidos de tal forma que los especios vectoriales a los cuales pertenecen
estan asociados a un punto x € X de la variedad. Es decir, no tenemos forma de comparar los
vectores de dos puntos distintos. El primer paso para habilitar una comparacién entre vectores,
es establecer una estructura llamada fibrado.

Un fibrado es un triplete (E, B, 7) donde E es una variedad llamada espacio total, B es una
variedad llamada espacio base y m es un mapa sobreyectivo 7 : £ — B llamado proyeccion.
Dado un punto = € B, la preimagen de este punto con respecto al mapa 7 tiene el nombre de
fibra,

F = preim_(x). (2.14)

Una seccion o, es un mapa desde el espacio base hacia el espacio total B — E., tal que,
mTOoOo = IdB

Dada nuestra variedad X, podemos crear un fibrado utilizando los espacios tangentes aso-
ciado a cada punto T, X. El espacio total, sera la uniéon de todos estos espacios tangentes,

TX =[] T.X. (2.15)

La proyeccion m, serd el mapa que lleve el vector V € T, X, al punto en el cual el espacio
tangente al que pertence esta definido,

(V) == (2.16)

Para que el espacio total T'X tenga estructura de variedad, debe tener una topologia y ser
localmente homeomorfo a un R?”. La topologia en T'X, Orx puede ser definida a través de la
topologia ya presente en la variedad X,

Orx = {preimW(U) | U e Ox} . (2.17)

7



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Para que el espacio sea homeomorfo a algin R?, debe existir un atlas Arx = {(Urx,&:)}. La
carta (Urx, &), estd dada por,

&(V) = (@' om)(V), ..o, (2" 0 m)(V)(da ) mrry (V) oory (d2™) oy (V) - (2.18)

Los primeros n términos corresponden a las n coordenadas 2’ del punto en el que V esté
definido mientras que los n ultimos corresponden a las j—ésimas componentes del vector V
en la carta (U, x). Por lo tanto, el espacio total T X, tiene 2n dimensiones y es localmente
homeomorfo a R?". Lo que ganamos con esta nueva estructura, es que ahora tenemos un
espacio T'X con vectores definidos en cada punto xr € X y como este espacio total es una
variedad, podemos definir diferenciabilidad mediante la carta (U, ¢&,).

Un campo vectorial es una seccion sobre el fibrado (T'X, X, 7), que asocia a cada punto
r € X, un vector del espacio total V, € T'X. De forma analoga, se pueden extender estos
conceptos utilizandos los espacios cotangentes y tensores para definir campos cotangentes y
campos tensoriales.

2.2.3. Derivada de Lie

Eis atil conocer cémo cambia un objeto definido en una variedad, no tan solo los escalares,
sino que también tensores, ya que de esto podemos deducir si los campos tienen alguna simetria.
O de forma mas general, vislumbrar qué forma deben tener los campos para que cumplan cierta
simetria. El objeto que indica esta variacion es la derivada de Lie. La derivada de Lie es un
mapa £ que toma un objeto 7" (un campo escalar, vectorial o tensorial) que es el objeto a
derivar y un vector V' que indica “direcciéon” en la que estamos derivando. La derivada de Lie
debe tener las siguientes propiedades,

1. £vf =V|f] donde f es una funcién escalar. Es decir, la derivada de Lie de una funcién
escalar, se reduce simplemente a la derivada direccional, en la direccién V.

2. £LyW = [V, W] donde W es un campo vectorial y el conmutador [V, W] es un vector, que
aplicado sobre una funcién, es [V, W][f] = VIW|f]] = W[V [f]].

3. Ly(T+S)=£LyT+ £yS donde T y S son campos tensoriales del mismo tipo. Es decir,
la derivada de Lie es lineal.

4. Debe cumplir con la regla de Leibniz, £1(T® S) = (£yvT) @ S+ T ® (£v9).
5. £V—|—WT = fjvT + ,,EWT

Con estas propiedades algebraicas, podemos obtener la derivada de Lie dada un carta (U, ¢).
La derivada de Lie de un escalar esta dada por,

Lyvf=VI[f]=V'0f. (2.19)
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Para obtener la derivada de Lie de un campo vectorial, aplicamos el conmutador sobre una
funcion,

LyWlf] = [V, W][f]
= VW]l = WI[VIf]
= V[w'd; f] — W[v'd; f] (2.20)
= 07 0;(w'0; f) — w? 9;(v'0; f)
= 07 (;w") (0 f) + v/ w'0;0; f — w? (0;0") (0, f) — wv' 0,0, f
= (v 0;w" — w!O;u") 0, f.

Luego, las componentes de la derivada de Lie siguen la siguiente regla,

Lyw' = v 0;w" — w! d;v’. (2.21)

Para obtener como es la derivada de Lie sobre la componente de un covector w;, se puede
utilizar la regla de Leibniz, el hecho de que w;a® es un escalar y que ya obtuvimos la derivada
de Lie sobre la componente de un vector a‘. Por un lado, debido a que w;a’ es un escalar, se
tiene que

Ly (wia') = v’ 9;(wia’) (2.22)

= vjaiajw,- + vjwiajai.
Por otro lado, utilizando la regla de Leibniz,
Ly (wia') = (£yw;)a' + (Lya)w;. (2.23)
En esta ultima expresion, podemos utilizar el resultado 2.21 y luego igualar a 2.22,

v a'Ojw; + vl w0;a" = (Lyw;)a’ + (V100" — a? 00" )w;
: N 2.24
= <£Vwi — vjﬁjwi — Wjﬁi?)]) a' = 0. ( )

Como el vector A = a'd; es arbitrario, la cantidad dentro del paréntesis debe ser cero, de la
cual se obtiene que,

£Vwi = vj(?jwi + Wjaiﬂj. (225)

Con este mismo procedimiento, se pueden obtener las derivadas de Lie de otras cantidades
tensoriales. Por ejemplo, para obtener cémo es la derivada de Lie de un tensor 7;;, primero se
obtiene la derivada de Lie de T};a?, que es la derivada de un covector 2.25 y se utiliza la regla
de Leibniz para despejar £,7;;. En particular, las derivadas de Lie que utilizaremos son 2.21,

la derivada,
LvB; =v70,B8"; — B j0,0" + B," ;007 + B ,0;07, (2.26)

y la derivada de Lie de una conexion I';7; que sera presentada en la siguiente seccién.
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2.3. Conexion afin

Si queremos comparar dos vectores, el procedimiento que hacemos es trasladar paralela-
mente los vectores hacia el origen del sistema de coordenadas y comparar las componentes. En
el caso de las variedades que hemos estado construyendo, esta tarea no es tan facil de realizar
debido a que no tenemos una nocion de transportar paralelamente. Para poder generalizar este
procedimiento hacia variedades mas generales, es necesario introducir una nueva estructura, la
conexion afin.

Essta nueva estructura nos debe indicar cémo cambia un vector cuando hacemos un des-
plazamiento en una cierta direccion. Por lo tanto, podemos pensar en la conexién afin como
una derivada direccional de los vectores. De este modo, la conexion sera una extension de la
derivada direccional desde las funciones f a otro tipo de objetos como vectores y, en general,
tensores.

Una conexion V, es un mapa que toma un vector tangente para definir la direccién en
la cual se deriva, se aplica sobre un objeto y devuelve el mismo tipo de objeto, es decir,
VT, X @TPX — TP X. El mapa debe cumplir con las siguientes propiedades,

1. En el caso de las funciones, debe corresponder a la derivada direccional Vy f = V[f].
2. Vy(T+S)=VyT+ VS, donde T y S son el mismo tipo de objeto.

3. VivagwT = fVyT + gVywT, donde V, W son vectores y f,g son funciones.

4. Vy(T98)=(VyT) S+T® (VyS9).

Analicemos cémo se ve esta derivada aplicada a un vector W dada una carta (U, ¢),

VyW = Vza<Wja>

Ox
, 0
=V'V.a (WJ ) (2.27)
oxt
— (V ) W])i—I-VZW] V o i
8[13 ozt 851:

el factor (V o a_a) del ultimo término, debe corresponder a un vector por las propiedades de

la derivada covariante. Utilizando la base {Jx}, cada componente k de este vector depende de
dos indices 7 y 7, por lo tanto, definimos,

(Va a.)—rk 0 (2.28)

dxt aZIZ'] v 8%’“

Con esta definicion, escribimos el resultado de la ecuacién 2.27, de la siguiente forma,

[ 0 ] i
— Vi r.r | —
VW =V (axw + W ”> o
5 (2.29)
= (Vy W)k =V (a Wk WA, j> .
T’

10



2.3. CONEXION AFIN

Asi, para determinar la conexién, debemos especificar todas las funciones I';7j, que en su
forma més general son n? funciones, donde n es la dimensién de la variedad.

Podemos realizar un procedimiento similiar para extender la derivada covariante a otro tipo
de objetos. Obtengamos la derivada covariante de w;a’, que sabemos que es un escalar,

Vi (wia') = Vwa']
— Vjaj(wiai> (230)
= Vj (8jwi)ai + iji(ajai).

Por otro lado, utilizando la regla de Leibniz,

Vi (wia') = (Vyw;)a' + w; (Vvai)

(2.31)
= (vai> + w; (Vjaj&i + Vijikak’) .
Igualando las ecuaciones 2.30 y 2.31, reduciendo términos y agrupando, se obtiene,
(Vywi = VIOjwi + VT i) o' = 0. (2.32)

Como el vector a’ es arbitrario, la cantidad dentro del paréntesis debe ser cero, de lo cual
se obtiene que,

-0 :
VVCUZ' = VJ %wz — Vijliwl. (233)
€T

Siguiendo un procedimiento similar, se puede obtener la derivada covariante de cualquier
objeto tensorial, cuyo resultado general es el siguiente,

i1 _ vk A iy ki1 plineip kT ip inipo1l
VyT" Jidq — V BkT ! pjlqu + VL1 174 + oo VPP T J1-4q (234)

k l 110 k l 311
-V Fk le pljz...jq -V Fk qu pj1---jq_1l'

De la definiciéon de los coeficientes I', podemos ver como transforma la conexion dado un
cambio de coordenadas. La conexion expresada en una carta (U, z'), estd dada por,

r/.* 0 =V 0

"I oxk 52 O’

(2.35)

Para ver coémo se relaciona esta conexién IV con la conexion usando la carta (U, z), I', podemos
utilizar la regla de la cadena,

0 ozt 0
dr'F 9 oal’ (2.36)
Utilizando esta expresion, el lado izquierdo de 2.35 se puede escribir como,
0 ort 0
k k
P g = g at (2:37)

11



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Mientras que el lado derecho esta dado por,

0 ox™ 0
Vi (axu) = Ve, (axu axn>

8xv8 (8:6 8)

~ or" " wm \ 9z O
_ Oa™ | ox"\ 0 ox" 0 (2.38)
Ozt _(Vafm 890”) oz + oz’ (Vafm 890”)]

Q

Oz [ 0 (8:6”) 0 +8x”F . ]

oz" | Ox™ \ Oz | Oz™  Ox" O
ox™ [ 0! 02" N az™ ] 0
ox'" | 0x'*0x7 Qzm™ Qx| Oxt

Reemplazando estos dos resultados en 2.35, e igualando las componentes, obtenemos que,

k. ozt Ox™ [ 0% Oa” N &Unr z (2.39)
9k ox't | 0x'0 O Ox T '
Luego, contrayendo ambos lados con g—ﬁ y utilizando la expresion, g;c,ki %mT',j = 5f , obtenemos

el siguiente resultado,

or’t  9%x! oz"t dx™ Hx™
't l
Py = Ox! Ox''Ox'’ + ox! Ox'" Ox' Fim'n- (2.40)

Podemos ver que la conexién no transforma como un tensor debido a un término adicional.

Por esta razén, es de esperar que la derivada de Lie no corresponda la misma expresion que la
1

2

Para calcular la derivada de Lie de la conexidn, utilizaremos otra definicién equivalente de
la derivada de Lie. Dado un campo vectorial V' en la variedad X, se puede definir el flujo de
V', denotado como o, como el mapa o : R x X — X que cumple con la siguiente relacion,

de un tensor de rango

diat(a:) = Vo (x)]. (2.41)
t

Es decir, para un punto xy el campo V' consiste en los vectores tangentes a o en oy(zg). Podemos
ver que o toma un punto x € X y lo lleva a otro punto o(t,z) € X, es decir, podemos pensar
en o como las transformaciones producidas por el campo V. Con esta herramienta, podemos
definir la derivada de Lie como el cambio de I' en la direccién V,

£y =l - o7 (T4 0u(w) = Ty ()] (2.42

Es decir, tomamos la conexién, la evaluamos en o,(x) y luego introducimos un operador
o; ! sobre el resultado para evaluar al objeto geométrico I, en el mismo punto z, considerando

12



2.3. CONEXION AFIN

ademés que en t = 0, og(x) corresponde a la identidad. La transformacién producida por V
corresponde a,

2 = Vidt

or" _ o V',
om0 T oy t (2.43)
oz . OV

En la dltima derivada, el lado derecho puede ser escrito en términos de x utilizando la regla
de la cadena,

ovi  ovioxk  oVi ovF
- — .= oF — ———dt . 2.44
ox"  Oxk oz Ox* < R A ) (244)
Luego, reemplazando nuevamente en gﬁz, obtenemos,
oz’ .oVt 5
DT 05 — 5 dt + O(dt*). (2.45)

Con esta transformacion, podemos reescribir el primer término de 2.42 utilizando una serie de
Taylor,

o, 'T*; (o(x)) = 0, "1 (2™ + V"dt)
_— V'dt.
do(x)

t=0

~ oy 'Ti%() +
El segundo término del lado derecho, puede ser escrito simplemente en términos de x ya que

en t = 0, el mapa o;(x) es la identidad,

aO't_lFZ'kj

Ooi(x)

ox!

Vidt =
t=0

Vidt. (2.47)

Por otro lado, el primer término, corresponde a I' definido en 2’ pero debemos arrastrarlo al
punto z utilizando la transformacion de coordenadas dada por 2.43. Sin embargo, para utilizar
la transformacién de la conexion 2.40, debemos cambiar todas las expresion primadas por no
primadas y vice versa. Esto es equivalente a decir que estamos haciendo la transformacion
inversa o en la “direccién” opuesta,

oxt %'t Ot 92’ 0"

LTt = S : o 2.48
7 i) Ozt OxiOxs + ox't Oxt OxJ ( )
Por un lado tenemos que,
02" 0 V! oV
= = (S —dt ] = ——dt. 2.49
o0xtoxI ox’ ( it oxJ ) oxtox) ( )

13



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Al reemplazar tenemos que,

ov*E ov? ov*E ovm ov"
(D) = 0F — =— a— b ) |om . n -dt | T,,.%,
ot (1)) <5l o dt) ( e dt) + <5l o dt) (5, + = dt) (5] + o dt)

ov*F ov”" ovm ovFE
= —— IF, + ——T,% — =T, | &t + [}F; + O(dt?).
(8:610:13] * oxJ i ox’ G 1 J) + 135+ 0dF)
(2.50)
Luego, reemplazando en 2.42, obtenemos la derivada de Lie de una conexion,
: oL, ov¥ ovn ovm™ ovFk
Lyl =Vi—F DL 4+ T —— + T, —, 2.51
VEEk ox! 7 Ox! T OxJ * 7 Oxt * Oxtoxd (2:51)

Dado un campo vectorial W, se dice que se transporta paralelamente a lo largo de una curva
v, si se cumple que,
V, W =0, (2.52)

para cada punto de la curva . Mientras que una curva ~ se dice que es autoparalela si cumple
con,

Vo, vy = 0. (2.53)

Dada una carta (U, x), la ecuacién 2.53 se puede escribir como,
”7;; + szk’Yg:’Ylmﬁ = 0. (2.54)

Donde la derivaciéon 4 es con respecto al parametro A\ que parametriza la curva v(\). Esta
ecuacion equivale a la ecuacién de la geodésica cuando la conexién es un tipo de conexién
especial llamada conexion de Levi-Civita.

2.3.1. Torsién y Curvatura

Si bien la conexién no es un tensor, se puede definir un primer tensor, llamado torsion T

que es un tensor de rango ( >, y se define como,

2
TV, w,W)=w(VyW =VyV —[V,IV]), (2.55)

donde, V, W son vectores y w es un covector. Dada una carta (U, z), y la base natural, las
componentes 7T estan dadas por,

T(ai,dxk,aj)_dxk<vai_va 9 _[a aD

oxt al’j dxJ aLE’Z 856“ (937j
r k T k
—tig T Lj
2lh k
- [i J]s

(2.56)

en donde se utiliz6 el hecho de que usando la base natural, el conmutador [9;, 0;] se anula y
los corchetes que envuelven a los indices ¢ y j corresponde a una antisimetrizacion.

14
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Otro tensor que se puede formar usando la conexién, es el tensor de curvatura. Este es un

tensor de rango (;’) y esta definido por,

R(V,W,w,2) =w (VvVwZ = VwVvZ = ViywZ). (2.57)
Usando nuevamente una base natural, las componentes de este tensor estan dadas por,
R(0;,0;,dx",0)) = Ry;"
= airjkl — ajrz’kl + Fiknrjnl — ijnrz'nl (2.58)
= 20T 3" + Tyl ™) -
Para interpretar los dos tensores, calculemos dos cantidades. Utilizaremos la notacion V,; =

V o,

ozt

Vi, ViIf = ViV, f = V;Vif
=2 <8[i<vj]f) - F[z’kj]ak:f)
=2(005f = Ti* 0k f)
= —T" 0k f,

en donde se utiliz6 que 9;0;f es cero debido a que las derivadas parciales conmutan, por lo
que es simétrico y antisimétrico en los indices 7 y j, es decir, solo puede ser 0.
La otra cantidad a calcular es,

[V, Vi]VE =V, V,VF -V, V,V*
= 2 (O(V V) + T f Vg V! = Ty viv®)
= 2 (90, V*) + 3p(T " V") + Ty F10) V! + Tl 'V = Tl ViV
=2 (T * )V + TR0V + T 10 V! 4+ Tl = Tl g Viv®)
=2 (L + T D)y ) V™ — 20 ViV
= Ri" V™ — TV, VE

De los resultados 2.59 y 2.60, podemos ver que la torsién y la curvatura nos dan informacion
acerca de la diferencia entre obtener la derivada covariante en una direccion V' y luego en otra
W comparado con hacer la misma derivada en el orden opuesto.

Un tensor importante que se obtiene a partir de la curvatura, es el tensor de Ricci R;j
definido como la siguiente contraccion,

(2.59)

(2.60)

Rij = R, (2.61)

en donde se contrae el indice superior con el primer indice inferior. También se puede contraer el
indice superior con el segundo inferior, sin embargo, debido a que la curvatura es antisimétrica,
en los dos primeros indices, esta contracciéon corresponde a

Riiw = —R;i’r = —Ri (2.62)

La tercera contracciéon se da al contraer con el ultimo de indice se obtiene la traza de la

curvatura,
Rii"k. (2.63)
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2.4. Meétrica

Un tensor de vital importancia para definir los conceptos de distancia, magnitud de un
. s o 0
vector y angulo entre ellos es la métrica. La métrica, g, es un tensor de rango <2> que cumple

con las siguientes dos propiedades,
1. Debe ser simétrico g(V, W) = g(W, V).
2. Debe ser no degenerado, es decir, invertible.

Dada una carta (U, z) y una base, las componentes del tensor se denotan como ¢(9;,9;) =
gij- Con este tensor, se hace posible definir el concepto de “distancia” Los elementos de linea

ds?, corresponden a,
ds* = g;;dz’da’. (2.64)

Las componentes de la métrica inversa se pueden escribir como ¢g* y se relacionan con g;;
de la siguiente forma,

ij o s

97 gjk = Oy (2.65)

La métrica permite hacer una correspondencia entre los vectores y covectores mediante el
proceso de subir y bajar indices,

Vigiy =V, Vig? =V’ (2.66)
Con esta correspondencia, se hace posible definir “productos punto” entre vectores,
V.-W= gijVin = V'W,, (2.67)

y en particular, el producto punto de un vector consigo mismo, nos da la “norma” al cuadrado
de un vector,

V.V =V=g,V'VI =V, (2.68)

El signo de este resultado, permite clasificar a los vectores en tipo tiempo, tipo espacio o tipo
luz.
Con una base adecuada, se puede escribir la métrica en la forma,

gij = diag(—1,---,—1,1,---,1). (2.69)

La signatura se define como (p,n) donde p son la cantidad de 1’s y n la cantidad de —1’s.
Una métrica es Riemanniana si es que su signatura es (p,0) y es Lorentziana si su signatura es
(I,n) o (p,1). Como ejemplo, en relatividad especial, la métrica de Minkowski es una métrica
Lorentziana.

Utilizando la métrica y la curvatura, se puede definir el escalar de curvatura R de la
siguiente forma,

Este escalar es de gran interés, pues forma parte de las ecuaciones de campo en relatividad
general, mediante la construccién del tensor de Einstein.
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Siguiendo la idea del elemento de linea, ecuacion (2.64), se puede definir el largo de una
curva sumando todas las longitudes formadas por los elementos de linea. Entonces, dada una
curva y(A) : (0,1) — X, el largo de la curva se define como,

Ihl=| 90yt )N (2.71)

Una curva 7, es una geodésica si el largo L[y] es un valor estacionario con respecto a las
variaciones 0y de la curva. Para obtener este tipo de curvas, se pueden aplicar las ecuaciones
de Euler—Lagrange que da como resultado, la ecuaciéon de la geodésica,

1

A4 59@' (Okgjt + Orgr; — Dig) 74" = 0. (2.72)

2.4.1. No Metricidad

La conexion de Levi-Civita esta determinada por la métrica y tiene la siguiente forma,

I'y' = 59” (Okgji + O1gk; — OiGri) - (2.73)

Utilizando esta conexiéon y comparando la ecuaciéon de las curvas autoparalelas (2.54) con la
de las geodésicas (2.72), podemos ver que ambas son equivalentes.

Adicionalmente, decimos que esta conexién es compatible con la métrica, esto es, que la
métrica es covariantemente constante,

Con una conexion general, la condicion de compatibilidad con la métrica no se cumple
necesariamente. Se define entonces la no metricidad como el siguiente tensor,

Qrij = Vigij. (2.75)

Se puede analizar cudl es el efecto de la no metricidad en teorias de gravitacién [27].
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Capitulo 3

Formulaciones de Gravedad

3.1. Relatividad General

En esta seccién revisaremos la teoria de relatividad general de Einstein. Esta teoria es la
primera en interpretar a la gravedad como un efecto de la geometria del espacio tiempo. La
seccion estd basada principalmente en las referencias [28, 29].

La teoria de relatividad especial describe como distintos eventos son descritos por distinto
sistemas de referencia inerciales. De acuerdo a los postulados de la relatividad especial,

1. Las leyes de la fisica son las mismas en todos los sistemas de referencia inerciales.
2. La velocidad de la luz ¢ es una constante.

Se puede concluir que las transformaciones de coordenadas entre sistemas de referencia
inerciales, estan dadas por las transformaciones de Lorentz. En términos geométricos, estas
transformaciones son aquellas que dejan a la métrica de Minkowski, n = diag(—1,1,1,1),
invariante. Para extender esta idea a sistemas de referencia no inerciales se puede recurrir al
principio de equivalencia.

El principio de equivalencia, relaciona sistemas con aceleracion y sistemas en presencia de
gravedad. Consideremos las siguientes situaciones:

1. Una persona dentro de una nave, en el espacio exterior suficientemente lejos de cualquier
fuente de gravedad que pudiera afectar a la nave. La persona dentro de la nave estaria
flotando, junto con la nave.

2. La persona y la nave van en caida libre hacia la superficie de la Tierra. Si bien la persona,
junto con la nave, estan acelerando hacia la Tierra, lo hacen con la misma aceleracion,
por lo tanto la persona seguira sintiendo que esta flotando dentro de la nave.

3. Ahora la persona con la nave, estan en la superficie de la Tierra. En ese caso la persona
siente una fuerza que la nave ejerce sobre ella, la fuerza normal ejecida por el piso sobre
el cual esta parada la persona.

4. Y finalmente, la persona y nave, estan en el espacio exterior sin fuentes de gravedad,
pero la nave esta acelerando. En este caso, la persona siente una fuerza que la nave ejerce
ejerce sobre ella, la fuerza que hacer que la persona acelere junto con la nave.

De estas situaciones, se puede deducir que el efecto de la gravedad es el mismo que el de un
sistema acelerado. Esto quiere decir que una teoria de relatividad general, debe ser una teoria
de gravitacion.
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En la relatividad general, la gravedad ya no es considerada como una fuerza en el sentido
dado por las leyes de Newton, sino que la gravedad es la manifestacion de la curvatura del
espacio-tiempo. Por lo tanto, los objetos masivos son responsables de curvar el espacio-tiempo,
mientras que las particulas que son afectadas por la gravedad, en realidad estan en “caida
libre”, siguiendo la trayectoria de una “linea recta”. Sin embargo, lo que equivale a una linea
recta en un espacio curvo y en particular utilizando la conexion de Levi—Civita, que es la que
se utiliza en relatividad general, son las trayectorias que corresponden a geodésicas. De este
modo, la ecuacién de movimiento de una particula en relatividad general, esta dada por la
ecuacion de la geodésica (2.72).

Por otro lado, lo que dicta como se curva el espacio-tiempo, esta dado por las ecuaciones
de campo de Einstein, cuya solucién corresponde a la métrica g;;. En este sentido, la métrica
se considera como el campo fundamental

Las ecuaciones de campo de Einstein, deben ser una extension de la ley de gravitacion de
Newton,

V2® = 4nGp, (3.1)

donde G es la constante de Newton y p es la densidad de masa. Para extender esto, hay que
encontrar una ecuacion tensorial para que sea invariante bajo transformaciones de coordenadas
(0z'/0x). La generalizacién de la densidad de masa p estd dada por el tensor de energia-
momentum 1,,. Este tensor contiene la informacién de la densidad energia, que si estd en
forma de masa se escribe como pc?, informacién de la densidad de momentum y del flujo de
energia y momentum. Este tensor es simétrico 7, = 1,, y es conservado V,T*" = 0. Por lo
tanto, si generalizamos el lado derecho de (3.1) a algo proporcional a 7T),,, el lado izquierdo
también debe ser una cantidad tensorial, simétrica y covariantemente constante. Este tensor
debe contener la informacién de la variedad, en particular la métrica se puede asociar a un
potencial gravitatorio, ®, en el limite Newtoniano. Por lo tanto, de V2®, el lado izquierdo debe
contener dobles derivadas de g. El tensor que tiene este tipo de términos es el tensor de Ricci
R, sin embargo, no cumple con las mismas propiedades que 7,,,.

Podemos formar un tensor con las simetrias requeridas a partir del tensor de curvatura
y utilizando la métrica para subir y bajar indices. El tensor de curvatura se puede reescribir
como,

Raﬁvé — Raﬁuégpw- (32)

Esste tensor cuenta con algunas simetrias. Las que utilizaremos son dos, el intercambio entre
los dos primeros indices y el intercambio entre los dos tultimos,

Ropys = —Rpars, Rapys = —Rapsy- (3.3)
De esta forma, el tensor de Ricci se puede escribir como,
Ruv = Rop™v = Rapwg ™™ (3.4)
En el caso de relatividad general, resulta también que el tensor de Ricci es simétrico,

R/u/ — RI//,L' (35)

2
tante y simétrico en sus indices. Para esto, comenzamos manipulando una ecuaciéon de la

Con estas propiedades, se puede construir un tensor de rango ( ) covariantemente cons-
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3.2. GRAVEDAD AFIN POLINOMIAL

curvatura que es la identidad de Bianchi,
VQRInyéU + VPYRag(sg + v5R7a50 = 0. (3.6)

Nuestro objetivo sera formar el escalar de curvatura con el primer término.
Para esto, comenzamos contrayendo toda la ecuacién con ¢°? y recordando ademas que
V.g?" = 0, obtenemos que,

VaRyo = ViRao + V(9" Ronss) = 0. (3.7)
Luego, contraemos con g7,
VoR — V., (Rasq"”) — Vs(9°’Ras) = 0. (3.8)

Notar que los tltimos dos términos son iguales. El escalar de curvatura ya fue construido, pero
para agrupar todo sobre una misma derivada covariante, podemos contraer con g**,

Vo (Rg™ —2R*) = 0. (3.9)
Esta ultima ecuacion motiva la definicion del tensor de Finstein,
G =R — %ng, (3.10)
Con el cual las ecuaciones de campo de Einstein estan dadas por,
Gy = K1, (3.11)

La constante x se obtiene cuando se procede a tomar el limite Newtoniano. Para que las
ecuaciones de campo convergan a 3.1, se debe cumplir que,

L E

1

R = —

(3.12)
c

Hemos indicado que G, cumplia con ser un tensor simétrico y covariantemente constante,
sin embargo en relatividad general, utilizando la conexiéon de Levi-Civita, la métrica también
cumple con estas propiedades, por lo que se podria agregar a la ecuacion 3.11. Al hacer esto,
se obtiene que la ecuacion es,

1
R — §Rg,w — Ag = K1),. (3.13)

La constante A tiene el nombre de constante cosmoldgica.

3.2. Gravedad Afin Polinomial

En el modelo de gravedad afin polinomial, el campo fundamental responsable de las interac-
ciones gravitacionales es la conexion afin. En esta seccion se describira el modelo, se explicara
el método utilizado para generar la accion, se trabajaran las ecuaciones de campo y se indicara
la posibilidad que encontrar métricas emergentes en el modelo.
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3. FORMULACIONES DE GRAVEDAD

3.2.1. Accion

Para construir la accién del modelo, es til primero separar a la conexion en componentes.
Las componentes de la conexién general I' puede ser descompuesta en sus partes simétricas y
antisimétrica

oA A SEED
Lo =T ) + 17

Adicionalmente, es posible descomponer la parte antisimétrica en una parte con traza y otra
sin traza, de este modo se define A, = F[u/\ NI Bu/\ , como la parte sin traza de la componente
antisimétrica de la conexion. Asi la descomposicion de la conexién es

A

Fu/\p = Fu/\p + B//\p + 5[2“4/)]

donde se ha escrito Flfp = IA“(//\p). Se definen las formas de volumen como el producto cuna
de las coordenadas dV 14?0 = dx® A dx®* N --- Adx®P, donde D es la dimensién en la que
se trabajard. Para construir la accién del modelo, se utilizaran los campos A, B, dV*1%24D y
la parte simétrica de la conexién I', sin embargo, como esta tultima no es un tensor, entonces
entrard en la accién mediante la derivada covariante. Con estos cuatro campos, se procede
a construir la densidad escalar mas general posible, para esto se analizara la estructura de
indices.

Se define un operador de indice N' que, aplicado sobre una cantidad, da el valor +1 por
cada indice superior y da el valor —1 por cada indice inferior y se define un operador de peso W
que da el valor del peso de una densidad tensorial. De este modo, estos operadores aplicados
a los campos utilizados para construir la accion, son de la siguiente forma,

NA =-1, NB=-1+1-1=-1, N(V)=-1,  N(@V)=D,
W(A) =0, W(B) = 0, W(V) = 0, W(dV) = 1.

Para un término polinomial de la forma general O = A™B"VPdV4, los operadores aplicados
sobre este término dan,

N(O)=—-m—n—p+ Dq, (3.14)
W(O) = q. (3.15)

Los términos que irdan en la accién deben ser densidades escalares, es decir, no debe tener

indices libres N (O) = 0 y el peso debe ser W(O) = ¢ = 1.

3.2.2. Ecuaciones de Campo

A través de la accion, se pueden obtener las ecuaciones de campo utilizando las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Las ecuaciones para cada campo estan dadas por
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3.2. GRAVEDAD AFIN POLINOMIAL

oL oL
On (a<awp>> “or,, !
oL oL
% (8((‘%5,,)‘,0)) - 0B, ! (3.16)

oL oL
o o) o

Donde L es la densidad lagrangiana. Para obtener estas ecuaciones, es 1til encontrar versio-
nes covariantes de las ecuaciones. Para esto se toma la ecuacion para I' y se define el momento
canonico conjugado

oL oL
H Y P — ==
b a(aurv/\/O) aFWAp

La derivada de la parte simétrica de la conexion I' solo aparece en la accién a través de la
curvatura por lo que se puede utilizar la regla de la cadena y obtener,

oL L ORays
81“#,),) N 873&575 8Fwﬂp

El segundo factor se puede calcular explicitamente de la definiciéon de R,z7s y tiene el valor
de,
ORag"s v sp sV ep)
m - 45}\6[0155] 55

af § — oL
Y 87€a575

Definiendo zr se obtiene que

" \P = Zra5754515f;5/(375§) = 2zp\ P 4 2p el
De un modo similar, se puede trabajar el segundo término de la ecuacién de Euler-Lagrange,

oL o oL aRaﬁfya _ ,.ab 587304675
o>,  OR.s"s o0,%, = 7 oL,

Sin embargo esto es referido solo a los elementos de la accién que contienen la curvatura. Por
la definiciéon de curvatura se puede calcular que,

aRa,BFy(;
ar,»,

=4 (5}5[(;/{‘5][))5 + 5([;5[(5Fa]7)/\>
Y utilizar este resultado para obtener,

oL
or,>,

—9 <ZF[BP]7VF57A 4+ ZP[BV]VPF57>\ 4 ZF[VB])\(SFB‘O(S + ZF[pB]/\(;FBV(S) (3.17)
- HFMV’prM’yA — HFMV)\(SFMP(S - HFMP)\(S ,uy5-

Estos resultados, se pueden reemplazar en las ecuaciones de campo para reescribirlas como,
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3. FORMULACIONES DE GRAVEDAD

oL
- o,

VI P = (3.18)

donde el asterisco en la derivada parcial es para indicar que la derivada es solo con respecto a los
elementos I' que no esté contenidos en el tensor de curvatura, es decir, aquellos que aparezcan
explicitamente y aquellos que aparecen de las derivadas covariantes de B y A. Est4 relacion se
obtiene utilizando el hecho que el momento conjugado es una densidad y por lo tanto,

v HFW/ P — aUHPMV P+F HFTV p—|—FU THI‘MT p Fa )\HFNV P+F0 THFMV T Fo THFMV p
(3.19)

cuando se contraen p y o, se cancelan el segundo y el iltimo término del lado derecho, recu-
perando asi todos los términos que aparecen en la ecuaciéon de campo.
Se puede hacer un tratamiento similar para el campo B y A, y escribir,

oL
V" = : (3.20)
0B,*,
oL
VA" = IA (3.21)
Notar que la variacién con respecto a B esta dada por,
OB."., 2
B = 205610 + §5§5 - —55%, (3.22)
vop
para el caso de 4D y
OB, = 20557, (3.23)
88,)[, '

para 3D. Estas expresiones estan construidas de modo que se anulen cuando se tome la traza,
es decir, se anula cuando se contraen « con 3 por ejemplo.

3.2.3. Meétricas Emergentes

Si bien este modelo es un modelo afin, sin métrica definida, se pueden generar tensores de
rango dos y simétricos en sus indices a partir de los elementos de la conexién. Si estos tensores
ademas son invertibles, pueden ser considerados como métricas que emergen de la conexién.
Los tensores que se tomaran en consideraciéon son, el tensor de Ricci,

Ry = Rogu™v); (3.24)
el tensor de Poplawski [30], que corresponde a una contracciéon de la torsién,

P < T, T, (3.25)
y similar a esto, un tensor que viene de la contraccién de solo el campo B,

B;w XX BHAU VJ)\. (326)

24



Capitulo 4

Modelo en Tres Dimensiones

4.1. Accién

En este modelo se tiene que D = 3 y la forma de volumen estd dada por dV*1®2*3 =
dz® A dz®? A dx®. Esto quiere decir que los operadores Ny W aplicados a un elemento de la
forma A™B"VPdV? tienen los valores,

NO)=m+n+p—3¢=0, .
W(O)=q=1. (4.2)

Por lo tanto, se debe cumplir la ecuacién
m+n+p=3
Las posibles combinaciones que cumplen esta ecuacion son las de la tabla

Término
AAA
AAB
AAV
ABB
ABY
AVV
BBB
BBV
BVV
VVV

3

O, N WO, NO R~ OIS

O OO O =N DN W
WO R, O R O+~ O oS

Una vez que se tienen la forma de los términos, se escriben todas las posibles combinaciones
con respecto a las contracciones de los indices y luego se eliminan los términos redundantes
y aquellos que no aportan a las ecuaciones de campo. De esta forma, la accién mas general
queda escrita como

5= [aven <BlAaAMB/3“7 4 BoAuFy, + ByAoV, By + BuBuk Bs'AB, , + BsRug" A,

2
+ BsRpua''vBg"y + Brl'a" .01, ", + Bs <Fa#’/aﬂrvyﬂ + gFa“VFﬁ”AFv)\f))
(4.3)

Donde los B; son constantes de acoplamiento y F,, = 0,4, — 0,A,,.
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4. MODELO EN TRES DIMENSIONES

4.2. FEcuaciones de Campo

Para obtener las ecuaciones de campo, es simple utilizar las ecuaciones de campo en su
forma covariante, aplicada a la accién del modelo. Al hacer esto, se obtienen las ecuaciones
para A,

—QBlAMBU#T — 2By F,; — B3V, B, — BsR,.", = 0. (4.4)
Las ecuaciones para B son,
2B A A — QB3V(JA)\) + 3B4Bap78)\7p + QBﬁRH(O-M)\) = 0. (4.5)

Y las ecuaciones para I' estan dadas por,

B32A\B.Y o + Bs (205 Frq + 205, F s ) + B (=VaB: s + 05V, B, + 2V By

(4.6)
+ Br (2Ryo" 0% + 265 Ropp ) + Bs (2Rr0"s + 205 Rop's ) = 0.

4.3. Soluciones Cosmolégicas

4.3.1. Ansatz Cosmolégico

Para obtener campos que cumplan con el principio cosmologico, estos deben ser isotropicos
y homogéneos. En esta seccién se encontrara la forma mas general que pueden tener estos
campos con tal de satisfacer la isotropia y homogeneidad. Para esto, se exigira que la derivada
de Lie se anule cuando se ocupen como vectores de Killing,

J =(0,0,1), (4.7)

para el caso de la isotropia y

Py =1 (0, cos (¢), 2 (¢>> (4.8)

P, =VI_rr? (0, sin (¢), 22 <¢)> | (4.9)

para el caso de la homogeneidad.

4.3.2. Campo B
Se asignaran funciones a las componentes de B de forma que,
B.”, = B,,,(t,r, ¢). (4.10)

Notar que el primer indice en la funciéon B(t,r, ¢) se corresponde con el indice superior se
la componente de B. Ademas, debido a la antisimetria del campo B, By, = By (t,r,¢) y
B!y = —Bgo1(t, 7, ¢), es decir, no es necesario definir funciones para todas las componentes.
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4.3. SOLUCIONES COSMOLOGICAS

Exigir que el B sea isotropico es directo ya que la derivada de Lie a lo largo de J es solo la
derivada con respecto a ¢, es decir,

aBy,up (ta T, ¢>
0¢

Por lo tanto, las funciones no deben depender de ¢. Luego se redefinen las funciones por
funciones independientes de ¢,

£B,Y, = — 0. (4.11)

Buyuo(t, 7, 8) = By, 7). (4.12)

Para obtener el ansatz homogéneo, primero se obtiene la derivada de Lie a lo largo de P,.
La tnica ecuaciéon que da informacién que se puede utilizar directamente es,

0Bo12
or

La solucion de esta ecuacion indica que la parte radial de la funcion Bgs debe ser de la
forma r/v/1 — kr2. Es decir, la funcién se redefine como,

Boa(t, ) + (kr® — 1) = 0. (4.13)

)
VI

Para obtener més informacion, se calcula la expresién £p Bsin (¢) + £p, Bcos (¢). Al cal-
cular esta derivada de Lie, se obtienen las ecuaciones,

Bo1a(t, ) = Bo12(t) (4.14)

OF(t,r)

g =0= F(t,r) = F(t), (4.15)
r
para las funciones Big1 v Baps.
OF F(t)
Fit,r)+ (kr* = 1)— =0= F(t,r) » —2—, 4.16
() + (s = 1) (1)~ <o (4.16)
para las funciones Byy; v Baia.
OF(t
r gm—F@ﬂ:OjFQM%F@n (4.17)
r
para las funciones Byys v Biis.
5 3 OF
(26r° = V) F(t,r) — (kr° — 7“)8— =0= F(t,r) = F(t)rv1 — kr?, (4.18)
r
para la funcién Bigs. Y,
oOF F(t)
2k — DF(t,r) + (k1 —=1)— =0= F(t,r) — : 4.19
20 = Pt 1) + (o =) (1) = s (4.19)

para la funcién By . Para obtener mas ecuaciones, se calcula la expresion £p Bsin (¢) —
£p Bcos(¢), que da la ecuacion,

F =0, (4.20)
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4. MODELO EN TRES DIMENSIONES

para las funciones By, Boo1, B212 ¥ Bii2. Por lo tanto todas estas funciones deben ser nulas.
Ademas, se tienen las ecuaciones,

Booi(t) = —Bioa(t) v Boa(t) = —Biga(t). (4.21)

Estas ultimas condiciones, hacen que las funciones no sean independientes y que las compo-
nentes de B dependan de menos funciones. Por ejemplo, en este punto, la componente B,?,

esta dada por,

B, = Bl _ ~Bunll) (4.22)

1 —rr2r  V1—krer
De este modo, B pasa de depender de dos funciones arbitrarias Baoi(t) y Big2(t) a depender
solo de Bjpa(t) (sin contar las funciones arbitrarias asociadas a las otras componentes). Con
estas condiciones, el campo B queda completamente isotrépico y homogéneo y sus componentes
estan dadas por,

Boua(t)
to— B, — 2o 4.23
¢ ¢ m ( )
Btrr - —Brtt = Bl()l (t) (424)
Btrqg == —qurt =V 1 — K/TQTBlOQ(t) (425)
—Biga(t)
B%, = —B,% = 4.26
t Y e (4.26)
Bt¢¢ - —B¢¢t - B101 (t) (427)
Pero notar que el campo B no tiene traza por lo que,
By + B" + B,%y = Bioi(t) + Bioi(t) = 0. (4.28)

Por lo tanto, solo hay dos funciones arbitrarias que definen al campo B, se hace la definicion
Bo12(t) = =£(t) v Bio2(t) = ¥(t), de modo que el campo B adquiere la siguiente forma,

B tr — _Brt = &(t ;7
¢ o f( )m
By = =Byt = (t)rv1 — kr2, (4.30)

t
Brd)t — _Bt¢T — ( ) . (431)

(4.29)

4.3.3. Campo A

Para el campo A, se define una funcién arbitraria para cada componente, de modo que,
‘AH = A,u<t7 T, ¢> (432>

El ansatz isotrépico se obtiene calculando £ ;A. Al igual que para B, esta derivada correponde
a la derivada parcial con respecto a ¢,

0A,(t,r, @)

Lody= =00

~0. (4.33)
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4.3. SOLUCIONES COSMOLOGICAS

Por lo tanto, ninguna de estas funciones debe depender de ¢, es decir,
A, = A, r). (4.34)

Para encontrar el ansatz homogéneo, primero se obtiene la derivada de Lie a lo largo de
P,. La tnica ecuacion resultante de esta derivada que da informacion directa es,

aAO (ta T)

o =0, (4.35)

Esto quiere decir, que la funcién Ay no depende de r, por lo tanto, se hace la redefinicién
Ao(t,7) = Ay(t). En orden de encontrar més ecuaciones, se calcula la expresion £p Asin (¢) +
£p_ cos (¢). Con esta expresion, se obtienen dos ecuaciones,

A
krAy(t,r) 4+ (kr? — 1)% =0, (4.36)

la solucion de esta ecuacion, indica que se debe hacer la redefiniciéon

Aq(t)
At r) > ——. 4.37
)= e (430
La segunda ecuacion es,
0As
—— — Ay(t,r) =0 4.38
r or 2( ’74) ) ( )
en donde la soluciéon de esta ecuacion requiere que,
Ag(t, 7“) — TA2<t) (439)

Finalmente, con estas nuevas redefiniciones, se vuelve a calcular £p_ A, que da como ecuaciones,

RBt)=0 y Fi(t)=0. (4.40)

Por lo tanto, el campo A completamente isotrépico y homogéneo esta definido solo por la
componente A; = Ay(t). Esta funcion sera renombrada como 7(t), de modo que A; = n(t).

4.3.4. Campo I

Similar al caso de B, se definen funciones para las componentes de I' de la siguiente forma,

Fuy,o - Gl/up(ta T, ¢)7 (441)

donde el primer indice de la funcién G,,,(t,r, ¢) se corresponde con el indice superior de la
componente I',”,. Ademas notar que no es necesario definir una funcién para cada una de las
componentes ya que por ejemplo, por simetria I'", = 'y = Gio2(2).

Para obtener el ansatz homogéneo, se obtiene la derivada de Lie a lo largo de J,

GV T
£,T,7, = W — 0. (4.42)
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Una vez mas, para que I' sea isotrépica, solo basta con que sus componentes no dependan ¢,

Goup(t, 1, 0) = Gyup(t, ). (4.43)

El ansatz homogéneo se obtiene usando P, y P, como vectores de Killing. La derivada de
Lie a lo largo de P, indica que,

8G000(t, T)
or

— 0, (4.44)

entonces, se debe redefinir Gogo(t,7) — Gooo(t). Luego, para obtener mas ecuaciones se calcula
Lp,I'sin(¢) + £p,I' cos (¢). El primer tipo de ecuacion es,

o, (4.45)

para las funciones G191 y Gaogo. Esto implica que estas funciones deben ser independientes de
r v deben ser redefinidas de la forma,

F(t,r) — F(t). (4.46)
Luego, estan las ecuaciones del tipo,
OF
— —F(t,r)=0 4.47
P~ Pl ) =0, (1.47)

ara las funciones G G (G999. Estas tres funciones deben ser redefinidas siguiendo la
p 002, U112 222
forma,

F(t,r) = rF(t). (4.48)

Y luego, vienen las ecuaciones individuales,
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4.3. SOLUCIONES COSMOLOGICAS

ac;001

krGoor(t,7) + (kr® — 1) 5 =0 (4.49)
261 Gour (t,7) + (kr* — 1)85011 =0, (4.50)
r
0G
(kr® —7) 8:’12 + Goia(t,r) =0, (4.51)
IGo22
— 2G = 4.52
r 87“ Ozg(t, T') 0, ( 5 )
krGioo(t, ) — (K1? — 1)865100 =0, (4.53)
r
(261% — 1)Ghoa(t, 1) — (k1r® — 1 83102 =0, (4.54)
r
2.3 2 2 0G111 _
(k*r° — kr)Gin (t,r) + (kr* — 1) 5 0, (4.55)
r
(3kr? — 2)Ghao(t, 1) — (k1 — 7 865;22 + K’ —7r =0, (4.56)
Ta(;;OO + Ggoo(t, 7’) = O, (457)
92 3 8G201
(267% — 1)Gao1 (t,7) + (k17 — 1) 5 = 0, (4.58)
(3k7% — 1)Gony (t,7) + (k1 — 7 G{;;l =0, (4.59)
k13 Gara(t, 1) + (krt — T2>8G212 —1= (4.60)
Para que estas ecuaciones se cumplan, se hacen las redefiniciones,
Goor (t Gop (t
GOOl (t, T) — \/%(/4;3“27 GOll(t, ’F) — ] 311/{(74)27 (461)
r
G()lg(t, ’f') — G012(t>ﬁ, Gogz(t, T) — Gogg(t)T , (462)
Gloo(t, ’I") — GlOO(t> vV1-— /i?"z, Glog(t, ”I") — Gloz(t)r\/ 1— K/TQ, (463)
Ga00(t) G0
Gaogo(t,r) — : Goo1 (1, : 4.64
200( T) - 201( T) Tm ( )
Gon (1) G212(1) 1
G211<t, 7’) — 7“(1 — /{T2)7 G212<t, T) — ﬁ + ;, (465)
Glll(t) TRk
Glll(tp T) — m 1 — /{727 (466)
Gio(t,7) = Giao()r*V1 — k12 + k1 — 7. (4.67)

Con estas redefiniciones, se procede a calcular nuevamente £p I'. Notar que para este punto,
todas las funciones arbitrarias son funciones que dependen solo de t. Aparece la ecuacion trivial,
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4. MODELO EN TRES DIMENSIONES

F=0 (4.68)

para Gogo, Goo1, Goi2, Gaoo ¥ G1go. También resultan tres ecuaciones que disminuyen la cantidad
de funciones arbitrarias, relacionandolas entre ellas,

Goaa(t) = Gon (1), (4.69)
Gan (t) = —Gio2(1), (4.70)
Gzog(t> = GlOl (t) (471)

Y finalmente, hay un sistema de ecuaciones lineales homogéneo,

Gon (1) +2G112(t) = 0, (4.72)
— G (t) + Grao(t) + Gai2(t) = 0, (4.73)
2G112(t) — Gaxa(t) =0, (4.74)
G111 — 2Ga12(t) = 0, ( )
G2 + Gai1 — Gaop = 0, ( )
Gz + 2Ga12 = 0. (4.77)

La solucion de este sistema es la trivial, por lo que todas las funcioens, Ga11, G112, G111, G122,
(G912 ¥ Gago son cero. De este modo, la conexién queda totalmente isotrépica y homogénea, y
sus componentes son,

k. i _ : ik r (4.78)

Donde,
1
0
Slj:<16T2 T2>7
Y
N = T Yo' o = —r(1 — Kr?) 7? :7¢=1
r T 1-/%’/"2’ ¢ ¢ ) r ¢ ¢ r T"

Estas cuatro funciones arbitrarias se renombraran de la siguiente forma, Gooo(t) — j (%),

Gou(t) = g(t), Gro(t) = h(t) y Groa(t) — f(1).

4.3.5. Ecuaciones

Una vez obtenido el ansatz cosmoldgico, se pueden reemplazar las componentes en las
ecuaciones de campo. Con esto, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales,
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2Bsgf — Bs&n — 2Bs(g¢ + h&) = 0, (4.79a)
Bg(€ — 2h€) + 2Bsfg = 0, (4.79b)
Bs(g —2gh — k) — 2B f€ = 0, (4.79¢)
Bsip + Bs(f + 2hf) — Bey) = 0, (4.794)
By1* — Bsn + 3Byp® — 2Bg(h + h? — f?) =0, (4.79€)
Bsgn — 3By€ + Bs(g + k) = 0, (4.791)
2B1né + Bs(€ + 29v) = 0. (4.79g)

4.3.6. Soluciones

La estrategia utilizada para encontrar soluciones comienza manipulando las ecuaciones 4.79.
De las ecuaciones 4.79b y 4.79g se puede depejar £ en cada una y luego igualarlas, obteniendo,

(¢—g—2f>g+<h+%n)§zo. (4.80)
Del mismo modo, se depeja ¢ de las ecuaciones 4.79¢c y 4.79f para obtener,
(B3Bsn + 2BsBgh)g + (2B¢ f — 3B4Bgt))€ + 2BgBgk = 0. (4.81)
Luego, sumando la ecuacién 4.79a con 254 veces la ecuacién 4.80, se obtiene
(2BsBy — B3) n& = 0. (4.82)

Esta ultima ecuacién, junto con 4.79a y 4.81 pueden ser consideradas como un sistema de
ecuaciones lineal para ¢, £ v &, de la siguiente forma,

0-9+ (2BsB1 — B3)né+0 -k =0, (4.83b)
(B3Bgn + 2BsBgh)g + (2B¢ f — 3B4Bgt))€ + 2BgBgk = 0, (4.83c)
donde k esta restringido a ser k = —1, 0, 1. Definiendo la matriz,

(2Bsf — 2Bey) (—Bsn + 2Bgh) 0
M = 0 (26B¢B1 — B3)n 0 |, (4.84)
(B3Bg77 + QBGth) QBgf - 3B4Bg¢ QBGBg

el espacio de soluciones se divide en dos casos, uno con det(M) # 0 y otro con det(M) = 0.
En esta manipulacion, se hizo la suposicién de que las constantes Bz, Bg v Bg son distintas
de cero, por lo que también se agregan los casos excepcionales en donde estas constantes se
anulan.

El valor de la determinante de esta matriz es,

det(M) = (2Bsf — 2Bstp) 1 (2Bs By — B3 ) (2BsBs) . (4.85)

Por lo tanto, el caso con det(M) = 0 se divide en tres casos,
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4. MODELO EN TRES DIMENSIONES

n=0, (4.86)
By
_ bs 4
V=5 (4.87)
(2BsB1 — B3) = 0. (4.88)

Para organizar las soluciones, estas seran agrupadas de acorde al tipo de métrica emergente
que pueden generar. Con el ansatz cosmoldgico, las posibles métricas tienen la siguiente forma
general,

. dr ® d
Ric = (2f2 — 2h* — 2h) dt @ dt + (k5 + 9) <1r® . +7‘2d90®dg0> , (4.89)
— RT
1 dred
Bmet:——@b2dt®d7§—¢f re T+7"2dg0®dg0 : (4.90)
2 2 \1— kr?
1 1 Y& (dr @ dr
Popl = (—=4? —2)dt d— 2 @ di | 4.91
op ( QU dted = (1—/{T2+T P 90) (4.9)

1. Soluciones sin métrica emergente

a) Soluciones con g

Esta solucion, proveniente del caso ¢ = Jg—z f v con la condicion x = 0, tiene como
unica funciéon no nula a g que tiene un valor constante,

g(t) = C,. (4.92)

Se puede, comprobar que al reemplazar las funciones en las métricas 4.89-4.91, todas
se anulan.
b) Soluciones con h

Al igual que el caso anterior, esta solucion viene del caso ¢ = g—z f v con la condicion
x = 0. La 1nica funcién que aparece en la conexion es,

1

h(t) = =

(4.93)

Nuevamente, todas las posibles métricas se anulan.

c¢) Soluciones con gy &

Solucion del caso v = g—z f con k = 0. Las tinicas funciones no nulas son g y &, que
son constantes,

g(t) = Cy,  &(t) = Ce. (4.94)
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d)

Soluciones con h y

Esta solucién es del caso Bg = 0 y tiene como condicion que By y Kk sean cero. Las
funciones h(t) y ¥ (t) son funciones arbitrarias y las posbiles métricas son,

Ric = <—2h2 - 2h) dt @ dt,

1
Bmet = Popl = —§¢2dt ® dt,

que no son cero pero no son invertibles, por lo que no sirven como métricas emer-
gentes.
Soluciones con h y 1

Pertenece al caso Bg = 0 con la condicion k = 0. Aqui, la funciéon h(t) es arbitraria,
v 7(t) es,

~1
S
Bit 1 C,

n(t) = (4.95)

El tensor R, es el mismo del caso anterior, B,, es cero y P,, estd determinado
por,

Popl = - — )" dt ®@dt 4.
op 8(077 + B3t) ® dt, (4.96)

que nuevamente no se anula pero no puede usarse como meétrica.

Soluciones con f y

Esta solucién viene del caso ¢ = g—z f, con la condicion £ = 0 y con una condicién

sobre los pardmetros 3B4BZ — 2B2 = 0. Las componentes de la conexién estdn
parametrizadas por las funciones,

f(t) = arbitraria,  ¥(t) = S £(1). (4.97)

Soluciones con f, hy &

Es del caso Bg con la condicién £ = 0. La conexién queda determinada por las
funciones,

_—f

f(t) = arbitraria, h(t) = o £(t) = arbitraria. (4.98)
Soluciones con f, h, ¥ y n
Hay dos soluciones de este tipo. La primera, viene del caso ¢ = g—i f con las res-
tricciones Kk = 0y n = %?h. La conexion queda determinada por las siguientes
funciones,
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2B2B3 — 4B, B
2B2B3? + 3B2B,Bs

h(t) = arbitraria, f(t) = i\ h(t),

(4.99)

2B, Be | 2B2B? — 4B, B
t) = h(t t) =+ h(t).

Si se agregan las condiciones B —2B1Bg = 0y 2Bg + 3B, BZ = 0, la solucién queda
dada por,

f(t) = arbitraria, h(t) = arbitraria,

vy = oy R 0

El segundo tipo de solucion se da en el caso Bg. Con la condicion x = 0, las funciones
que determinan la conexion son,

_—f_Bsy |[Bs. B,
=55 T rvenl/
of " 2Bsf\ 3B, 3B,
Bs . B,
3B, 3B,

Si adicionalmente se exige que B3 = 0, la solucion queda de la siguiente forma,

f(t) = arbitraria, h(t)

(4.101)
n(t) = arbitraria, P(t) ==+

f(t) = arbitraria, h(t) = ;_;’
— B,
3B,

(4.102)
n(t) = arbitraria, (t) = +

1.

En todos estos caso, las posibles métricas no se anulan, pero son degeneradas, por
lo que no sirven como métricas emergentes.

2. Soluciones con métrica R,

a) Soluciones con gy h

Hay dos tipos de soluciones con esta forma, sin embargo solo una de ellas genera
una métrica emergente. La primera solucién, del caso v = g—z f tiene la siguiente
forma,

1
=0y

Sin embargo, las posibles métricas emergentes se anulan.

g(t) = —kt + kC}, h

(4.103)

El segundo tipo de solucion pertenece al caso Bg = 0 y las funciones que determinan
la conexion son,

g(t) = arbitraria, h(t) = : (4.104)
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Al reemplazarla en 4.89 se obtiene

Ric = _(%—33—3)2 - (H_?% ) P
29 g

(4.105)
dr @ dr
1 — Kkr?

+(/<a+g)< +r2dgp®dg0>.

Soluciones con g, h y &

Hay dos soluciones de este tipo, una mas general que la otra. La primera solucién
viene del caso Bg, con la condiciéon By = 0 y esta dada por,

g(t) = arbitraria, h(t) = 92— H, £(t) = arbitraria. (4.106)
9

La otra solucion es mas restrictiva sobre ¢ pero no exige que Bj sea cero,

g(t) = arbitraria, h(t) = 92_ I{, E(t) = Ck. (4.107)
9

Ambas soluciones generan el mismo tensor de Ricci escrito en 4.105.

Soluciones con g, h y 1
Esta solucién proviene del caso 1 = g—: f, con las condiciones adicionales kK = 0,

2B1Bs = B yn= _éfﬁ h. Las funciones que determinan a la conexién estan dadas
por,
g(t) = arbitaria, h(t) = g, n(t) = _Ds. Q (4.108)
29 Bs g

El tensor de Ricci que genera es el mismo que en 4.105 pero con x = 0.

Soluciones con g, h, £ y n

Viene del caso 1 = g—zf con las condiciones Kk = 0, 2B1Bg = Bg’ y = _256]2‘ Las
funciones son,
I g
g(t) = arbitraria, h(t) = o
_B z (4.109)
t)=C t , t) = 6_‘
§(t) = Ceg(t) n(t) B g

Soluciones con g, h, ¥ y n
Esta solucion aparece en el caso con Bg = 0 y esta dada por,

g—~kK
29

(4.110)
n(t) = arbitraria, (t) = £/ ;g:n(t).

El tensor de Ricci que genera esta dado por 4.105.

g(t) = arbitraria, h(t) =

Y
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/)

Soluciones con f, gy h

Esste tipo de solucion viene del caso Bg = 0, con la condiciéon By = 0 y esta dada
por las funciones,

f(t) = arbitraria, ¢(t) = arbitraria, h(t) = arbitraria. (4.111)

En este caso, el tensor de Ricci obtiene su forma general 4.89. Esto se debe a que en
esta solucion, solo 9, £ y 17 se anulan, pero estas funciones son las que determinan
a los campos B y A, que no participan en la construccién del tensor de Ricci.

Soluciones con f, h y n

Proviene del caso Bg = 0, con la condicion Bg = 0. Las funciones que determinan
la conexion estan dadas por,

—1
t) = arbitrari h(t) = arbitrari )= ——. 4.112
f(t) = arbitraria, h(t) = arbitraria, 7(t) g—i’tJr c, ( )
El tensor de Ricci que forma esta solucion es,
: dr ® d
Ricc = (2f2 —2h* — 2h) dt @ dt + & (% + r2de ® dgp> : (4.113)
— kr

Soluciones con f, h y ¥

Esta solucion viene del caso Bg = Bg = 0 y con la condicién adicional B, = 0. Las
funciones que parametrizan la conexion estan dadas por las tres funciones arbitrarias
f, hy . El tensor de Ricci que genera es nuevamente 4.113 ya que este tensor esta
determinado por f y h. Cabe notar que para que este tensor sea no degenerado s
debe ser distinto de cero.

Soluciones con f, g, h y &

Este tipo de soluciones se encuentran en el caso Bg = 0, con la condicién By = Bg =
0 y parecido al caso anterior, la conexion esta determinada por las funciones f, g,
h y &, todas arbitrarias. El tensor de Ricci que genera estd dado por 4.89.
Soluciones con f, g, h, £ y n

La solucién proviene del caso Bg = 0, con la condicion By = 0. Las funciones que
definen las componentes de la conexién son las funciones arbitrarias f(t), g(t), h(t),
n(t) y la funciéon constante,

£(t) = Cs (4.114)

Soluciones con f, g, h, ¥ y n

Essta solucién aparece en el caso Bg = 0, con la condicion Bg = 0 y esta dada por
funciones arbitrarias f(t), g(t), h(t), n(t) y por,

W(t) = i,/ggin(t). (4.115)
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3. Soluciones con métricas R, P, v B,

a)

Soluciones con ¢, h, £ y

El caso que contiene este tipo de solucién es Bg = 0 con la condicién de que By = 0.
Aqui, las componentes de la conexién estan dadas por,

g(t) = arbitraria, h(t) = 92— /{,
g : (4.116)

£(t) = arbitraria, Y(t) = 2

9

En este tipo de solucion, se generan las tres posibles métricas. El tensor de Ricci,
estd dado por 4.105. Los tensores B, y P, estdn dados por,

()2 d(&?) d d
Bmet = Popl = 8(52) dt @ dt — g; (174_@[{7; +r?de ® dg0> : (4.117)

Soluciones con f, g, £y ¥

Esta solucion viene del caso 1) = g—z f v con la condicién sobre los parametros, dada
por 3B, B3 + 2B; = 0. Las funciones que definen a la conexién son,

Bsk
g(t) :Cga f(t> =+ 22 ° )
236\/ 2D Cynit + 20
= B2 (4.118)
K
£(t) = i\l B—;Cgmt +2C, YP(t) =F — 5 :
6 QBg \/B—gscg/it + 205
Con estas funciones, se generan las tres métricas,
Ri Bk dt@dt+r [ 220064 (4.119)
icc = K r :
4(B3Cykt + BECk) 1 — Kr? v
B? — B2k? dr @ dr
Bmet = Popl = —2 : dt @ dt dpde | | .
I Y (4(B§Cgms T BIc) e T (1 R 90))
(4.120)
La métrica 'R, pareciera ser igual a B,, y P,, salvo por el factor %, sin embargo
6

el término dt ® dt tiene un signo opuesto, es decir, tiene signaturas diferentes.

Soluciones con f, h, £, y 1

Hay dos de este tipo de soluciones, ambas del caso Bg = 0. La primera, se encuentra
con la condicién Bg = 0 y esta dada por las funciones,

f(t) = arbitraria, h(t) = arbitraria,

§(t) = Ce, Y(t) = arbitraria. (4.121)
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Las métricas emergentes que forma esta soluciéon son,

. dr @ d
Rice = (2% — 2% — 2h) dt @ dt + & (ﬂg +rde ® d¢> , (4.122)
— RT
dred
Bmet = Popl = —% <”¢dt ® dt 4 C¢ (% +r’dp ® dgp>> : (4.123)
— RT

El segundo tipo de solucién tiene como condicion k£ = 0 y sus funciones son,

. ~f
f(t) = arbitraria, h(t) = 37 (4.124)
E(t) = C, Y (t) = arbitraria.

En esta segunda solucién, como tanto g como x son cero, el tensor de Ricci queda
no invertible. Por lo que los tensores que sirven como métrica son B, y P,, y son
iguales a 4.123, pero con k = 0.

Soluciones con f, g, h, £y 9

El caso que contiene esta solucién es el caso Bg = 0, con la condiciéon sobre los

parametros By = Bg = 0. La conexién queda determinada por las funciones f(t),
h(t), &(t), ¥(t), todas arbitrarias, y por,

_ ¢

9(t) = . (4.125)

Los tensores que forman esta solucion, son,

. - & dr @r
R1cc—<2f2—2h2—2h)dt®dt+<h;—2¢ 1_KT2+r2d<,a®dgp. (4.126)

La métrica de Poplawski es igual a la métrica formada con el campo B ya que 7 es
cero, mientras que B, adquiere su forma general 4.90. Notar que en este caso, g fue
escrito en funcion de £ y 1); si se hubiera escrito 1) en funcién de £ y g, seria el tensor
de Ricci el que adquiere su forma general 4.89 y el tensor B, se veria distinto.

Soluciones con f, g, h, £, ¥ y n

Para encontrar esta solucién, se debe ir al caso 1 = g—z f, con la condicién adicional
n = %SBGh y las siguientes condiciones sobre los pardmetros 3B,B2 + 2Bs = 0 y

2B1Bs = B2. En este caso, todas las funciones pueden ser escritas en términos de
una sola funcién arbitraria,
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) ) 2g2B§/-i 1 1/2
g(t) = arbitraria, E(t) =+ (C’ >+ / dt :
: ~1/2
g Bgk 9 292B§K}/ 1
h(t) = = t)=F———1|C dt 4.127

. ~1/2
—DBg g ,  2¢°B2k 1 !
=269 H=523" (¢ [sat)

Esta dltima solucién, genera los tres tipos de métrica emergente. Definiendo,

2B2kg? [ ﬁdt
6

+ 0592) , (4.128)

las métricas emergentes, adquieren la siguiente forma,

B2 2 =\ 2 k d d
Ricc—( st +(g) —g>dt®dt—|—(/£+g)< re T—i—r2dgp®dgp>, (4.129)

2BZG(t)  29% ¢ 1 — Kr?
— B3x2 B2k [(dr @ dr
Bmet = — ° dt @ dt 8 2dp @ d 4.130
me = SBiam O T B (1 mp T 90) | (4.130)

B | BA)
8BiG(t)  8B3g?

B2 d d
>dt®dt+ 8'€< redr
1 — kr

2
Popl = ( 1B 5 +ridp® dgo) . (4.131)

4. Caso con detM # 0

Cuando el determinate de la matriz (4.84) es distinto de cero, se tiene que g =& = k = 0.
Al reemplazar este resultado en las ecuaciones de campo, se obtienen solo dos ecuaciones,

2Bs fh + Bsin + Bsf — Bgih = 0, (4.132a)
—2B; (h+h? = £?) + 3By” + Bin® — Bai = 0. (4.132b)

Este es un sistema de dos ecuaciones con cuatro incégnitas f, h,1),n y esto implica que
no se puede resolver. Una estrategia que se puede intentar es escoger dos de las cuatro
funciones como funciones paramétricas y luego resolver para las dos funciones restantes.

En particular, la segunda ecuacion (4.132b) corresponde a una ecuacién de Riccati para
h o para n que en general no se puede resolver. Considerando el caso especial en que 7
es proporcional a h, 1 = ah, al resolver para h, obtenemos que la ecuaciéon puede ser
reescrita como,

h(2Bs + aBs) + h%(2Bs — a*B;) = 2B f% + 3B4)? = o(t), (4.133)
en donde hemos definido 2Bg f* + 3By? = o(t).

En esta ecuacion, se pueden identificar los siguientes casos,
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a) Cuando o = 0, se obtiene una ecuacién de Bernoulli de segundo grado para h, cuya
solucion es,

236 + BgOé

h(t) - (2B6 — CYQBl>t — (236 + CYB3)Ch

(4.134)

b) Si a0 = —%, la ecuaciéon se transforma en una ecuacion cuadratica para h. La

solucion esta dada por,

h(t) = i\/ o(t) (4.135)

236 — OézBl .
c) El caso a =+ %, se elimina el término con h? y se obtiene,
h(t) = Cp + —— / (t)dt (4.136)
— o) . .
4 2B6 + Cl{Bg
d) Sia= —% y = i,/%, la funciéon A desaparece de la ecuacion y se obtiene,
2B
=44/ —1F. 4.137
e, (4.137)

En cualquier otro caso, la ecuacién puede ser reescrita como,

h=Usoh? + Upa, (4.138)
en donde se definié,
2B6 — 04231 —O'<t>
U a = — U a — . 4139
> 0Bs+aB; ° " 2B;+ abs (4.139)

Utilizando el cambio de variable u = e~U2 MO a ecuacién (4.138) adquiere la forma
de una ecuacion tipo Schrodinger,

i+ V(t)u =0, (4.140)

considerando el potencial,

V(t) = UpaUsa. (4.141)
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Capitulo 5

Modelo en Cuatro Dimensiones

5.1. Accion

Para obtener la accion en cuatro dimensiones, se puede utilizar el mismo procedimiento de
analisis de indices que se ocup6 en tres dimensiones. Solo que esta vez la forma de volumen es
de la forma dV ®12*3% = dx*t A\ dx®? A\ dx*® A dx** y por lo tanto, para un término general
O = A"B"VPdV1, los operadores Ny W tienen los valores

N(O)=—m —n—p+4q,
W(O) = q.

Nuevamente, como lo que se busca es una densidad escalar, W(O) = ¢ =1y N(O) = 0, es
decir, se debe cumplir la ecuacion,

m+n+p=4. (5.3)

Las posibles combinaciones estan dadas en la siguiente tabla

A B V Término
4 0 0 AAAA
3 1 0 AAAB
3 0 1 AAAV
2 2 0 AABB
2 1 1 AABV
2 0 2 AAVYV
1 3 0 ABBB
1 2 1 ABBV
1 1 2 ABVV
1 0 3 AVVV
0 4 0 BBBB
0 3 1 BBBV
0 2 2 BBVV
0 1 3 BVVV
0 0 4 VVVV

Luego, de identificar los tipos de términos que pueden aparecer en la accién, se procede a
escribir todas las combinaciones de contracciones de indices y se eliminan las redundantes y las
que no aportan a las ecuaciones de campo como los términos de borde o términos topologicos.
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La accion mas general que se puede construir es,

S = / AvARa [Blnwupzsavﬁs,y% + ByRag" B 5B,  + B3Rt oBs"  As + BaRug” )3 5 As
+ BsRag’ B, 5 A5 + C1R 6"V 5B,Y s + CoRup” NV oB,7s + DB, \B oV 3B, s
+ DyBot 5B, VB s + D3Bot,Bs* VaB," s + DiBo> 313,75V 3 Ay + DsBo AV AB, %5
+ DeBo s A VaAs + DBy s ANV, As + E1V ,Bo" 5V o B, 5 + ExV B oV, As
+ F1Bot 5B, 5B, By s+ FaBBot 5B, \Bs* JBLP, + F3B," B, oBs™ As + FyB,* ﬁBWV(;AMA,,}
(5.4)

5.2. Ecuaciones de Campo

Obtener las ecuaciones de campo en 4D es bastante mas complicado que en 3D debido a
la cantidad de elementos de la accion. Las formas explicitas de estas ecuaciones se encuentran
en el apéndice.

5.3. Soluciones Cosmolégicas

5.3.1. Ansatz cosmolégico

Para encontrar un ansatz isotrépico de la conexién, se exigira que la derivada de Lie sea
cero para cada componente utilizando como vectores de Killing, los vectores generadores de
rotaciones,

J1 = (0,0, —cos (¢), cot (#) sin (¢))
Jo = (0,0, sin (@), cot (6) cos (¢))
Js = (0,0,0,1)

Se obtiene la condicion de homogeneidad, utilizando como vectores de Killing, los vectores
generadores de traslaciones,

P, =+V1—kr?2|0,cos(¢)sin (), cos(¢)cos () _ sin(¢) > :

r " rsin (0)

Py =1 —kr?|0,sin(¢)sin (0), cos (0) sin (¢) * cos (9) ) :

r "7 sin (6)

P; =1 —kr?2{0,cos(0), e (9),O> :

r

Sin embargo, se calculara la derivada de Lie las componentes ya isoétopicas, de modo que solo
es necesario obtener la derivada de Lie a lo largo de solo uno de los P;. Se utiliza P3; por
simplicidad.
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5.3.2. Campo B

1. Isotropia

Se asignaran funciones a las componentes de B de forma que,
B.”, = By,,(t,r0,0). (5.5)

Notar que el primer indice en la funcién B(t,r,0,¢) se corresponde con el indice de
arriba de la componente de B. Recordando la antisimeria en los indices de B, vemos que
B, = Boo1(t,r,0,0) v B,'sy = —Bgo1(t, 1,0, ), es decir, no es necesario definir funciones
para absolutamente cada una de las componentes de B ya que estas estan relacionadas
por la antisimetria. La derivada de Lie con respecto a J3 es,
oB,"”
LB, , = E;ng 2. (5.6)

Para que esta derivada sea cero, ninguna componente debe depender de ¢. Es decir

B.", = Byu(t.r,0). (5.7)

La derivada de Lie a lo largo de J;, da ecuaciones del tipo
or
00
para las funciones By y Bioi. Esto quiere decir que ninguna de ellas depende de 6. Y
ecuaciones del tipo,

0, (5.8)

or
o0
para las funciones Byos v Bis3. La solucion de estas ecuaciones dice que estas funciones
son de la forma B, ,(t,r,0) = B,,,(t,r)sin ().

F cos (0) — sin (0) 0, (5.9)

Las otras ecuaciones que da esta derivada no pueden ser resueltas directamente. Para
obtener mas informacion, se calculan las expresiones £ ;,Bsin (¢) — £ ;,B cos (¢). De esta
resta de derivadas de Lie, se obtienen ecuaciones del tipo,

or

00
para las funciones Booz, Boi2, Bio2, Bii2, Bao1, B2o2, B2i2, Bsos, Bsis y Bszs. Esto quiere
decir, que todas estas funciones son de la forma B,,,(t,7,0) — B,.,(t, ).

0, (5.10)

También hay ecuaciones de la forma,

OF
o0
para las funciones Boog, 3013, Blog, Bllg, Bzog, B213 y 3223. Por lo tanto, todas estas

funciones son de la forma, B,,,(t,7,0) = B,,,(t,r)sin (f). El tercer tipo de ecuaciones
es,

F cos (#) — sin () 0, (5.11)

oF

F cos (0) + sin (9)% =

0, (5.12)
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5. MoDELO EN CUATRO DIMENSIONES

para las funciones Bsgy, Bsg2 v Bsio. Estas funciones, son de la forma B,,,(t,7,60) —
B,,(t,r)/sin (0).

Luego, se obtienen ecuaciones desde la expresion, £ 7, Bsin (¢) + £ B cos (¢). El primer
tipo de ecuaciones son ecuaciones triviales del tipo F' = 0. Esto impone la condicién de
que las funciones B3, Boo2, Bo13, Boi2, Boos, B1o3, Bio2, B113, Bii2, B3o1, B33, Baor ¥y
Bggs sean todas nulas. Finalmente hay dos ecuaciones del tipo B, + By = 0 que
permite escribir funciones en términos de otras. En particular,

Baga = Bsos y Bo1z = — D319 (5-13)

De esta forma, el campo B queda totalmente isotropico.

. Homogeneidad

Al calcular la derivada a lo largo de Ps, se obtienen ecuaciones del tipo ' = 0 para las
funciones Byo1, Bg2s, Bags v Bai2. Ecuaciones del tipo,

O~ 0= Fltr) - F(), (5.14)

para las funciones Big; v Bag. Una ecuacién para Boys(t,7),

83213 (t, 7") .
or

/iTBng(t, T) -+ (HT’Q — 1)
Una ecuacion para Biog(t, 1),

(3572 — 2)Buas(t, 1) — (k1 — 1)
= Blgg(t, 7“) — B123(t>7’2\/ 1 — kr2.

Y dos ecuaciones que relacionan funciones, disminuyendo la cantidad de funciones inde-
pendientes,

BlOl(t,T) = Bzog(t,’l”) y 7"2(/{7’2 — T’)Bglg(t,’f’) = Blgg(t,T).

Donde esta tltima igualdad hace que la ecuacién para Bias(t,r) sea redundante. De esta
forma, el campo B queda totalemente isotréopico y homogéneo y sus componentes no
nulas son,

Btrr = —BTTt = BlOl (t), Ber(b = —qug =v1-—- /€T2T’2Blgg(t) sin (9),
Bias(t) sin (6)
Bly = =By’ = Bioi (1), B, = -B,°, = = ,
t 6 0t 101( ) ® ¢ m
b _ _pb _ o _ _pe _  Bis()
By = =By = B (t), B.% = —By?, =

V1 — kr2sin ()

Falta imponer otra condicion, que es que la traza del campo B sea cero, es decir, B,”, = 0.
Esta condicién obliga a la funcién Big;(t) ser cero. Asi las componentes no nulas de B
son simplemente,
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By"y = —By g = V1 — kr2r® Byas(t) sin (6),

B 0 _ —B 9 _ Blgg(t) sin (9)
b T T T T
B ¢9 — _BR é Bl23(t)

~ V1 wr¥sin ()

Esta tnica funcién Bios(t) serda renombrada como (t).

5.3.3. Campo A

1. Isotropia

Se definen las funciones para las componentes de A en la forma general, A, = A, (¢, 7,0, ¢).
La derivada de Lie a lo largo de .J3 esta dada por,

— aAH

£J ,u_a—gb?

3

A (5.15)

por lo tanto, ninguna funciéon depende de ¢. La derivada de Lie a lo largo de J; da

ecuaciones del tipo,

OF
=5 =0, (5.16)

para las funciones Ay y A;. Es decir, ninguna de estas dos funciones depende de 6. Para
obtener més informacion, se obtienen ecuaciones desde £ 5, Asin (¢) — £ j, Acos (¢). Esta
expresion da las ecuaciones,

DAy
7 =0 (5.17)
Az cos (0) — sin (6)% =0, (5.18)

por lo tanto, Ay — Fy(t,r)y Az — F5(t,7)sin (f). Con funciones de esta forma, el campo
A es isotrépico.

2. Homogeneidad

La derivada a lo largo de P3 da las ecuaciones,

OF)
— =0 Fr =0 5.19
aT y 1 ) ( )

por lo tanto, Fo(t,r) — Fy(t) v Fi(t,r) — 0. Asi, el campo A queda homogéneo e
isotrépico y su unica componente no nula es,

Ay = Fo(t). (5.20)

Esta funcion Fy(t) serd renombrada como 7(t).
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5.3.4. Campo I

1. Isotropia

Se asignan funciones para las componentes de I" de la forma general, I' )V, = G,,.,(t, 7, 6, ¢),
donde nuevamente, el primer indice de G se corresponde con el indice de arriba de I'. De
este modo y considerando la simetria, se puede notar no es necesario definir funciones
para todas las componente ya que por ejemplo, Ty’ = T'yfg = Gans(t, r, 0, ¢). La derivada
de Lie a lo largo de J3 indica nuevamente que ninguna de las funciones debe depender
de ¢. En el caso de la derivada a lo largo de .J;, las tinicas ecuaciones de las que se puede
extraer informacion directamente son del tipo

or

=7 =
Esta ecuacion la cumplen las funciones Goog, Goor, Goi1, Gioo, Gio1 ¥ G111 Por lo tanto,
ninguna de estas funciones depende de 6.

0. (5.21)

Para obtener mas informacién, se calculan las derivadas (£ ,1")sin (¢) — (£,1) cos (¢).

El primer tipo de ecuaciones es,

OF
=5 =0, (5.22)

indica qué ecuaciones no denpenden de 6. Las funciones que cumplen esta ecuacion son

GOOQ: G0127 G022> G1027 G1127 CTY122> G2007 G2017 G2027 G2117 G2127 G2227 G303 Yy G313-

La siguiente ecuacion que se puede resolver es,

oF
o0
cuya soluciéon son funciones de la forma F'(t,r,0) — F(t,r)sin(#). Las funciones que

dependen de esta forma de la coordenada 6 son Goos, Goiz, Gozs, Gioz, G113, G123, Goos,
Ga13, Ga23 y Gis3.

F cos (#) — sin (0) 0, (5.23)

Ecuaciones del tipo,

2F cos (f) — sin (0)88—]; =0, (5.24)
F(t,r,0) — F(t,r)sin* (), (5.25)

son para las funciones Gg33 y G133. También esta la tinica ecuacién,

0Ga33
00

92Glazs cos (0) — ( - 1) sin () = 0, (5.26)

lo que indica que
Gass(t,r,0) — Gass(t,r)sin? (6) — sin (0) cos (6).

El pentltimo tipo de ecuacion que sale de esta derivada es,

F cos (0) + sin (9)88—5 =0, (5.27)
F(t,r,0) — F(t,r)/sin (0). (5.28)
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5.3. SOLUCIONES COSMOLOGICAS

Que la cumplen las funciones Gsgg, G301, G302, G311, G312 ¥ G329. La tltima ecuacion que
se puede resolver es,

oG
.. 9 323
1 =
sin” () 50 T 0,
cos (0)
G323(t, T, 6’) — Gggg(t, T) + Sin (8) .

La siguiente derivada que se calcula es (£ 7,T") sin (¢) + (£5,1") cos (¢). Las funciones que
Cumplen con la ecuacion trivial F' = 0 son G003, GOOQ, G013, G012, G()Qg, G103, Glog, G113,
G112, G123, (;3007 G301, G311, Ggoo, G201 y G21]_. Luego, estan las ecuaciones que relacionan
las funciones. El primer conjunto de ecuaciones es,

G022 — G'0337 G203 — _G3027 G213 — _G3127
G122 - G(1337 G(202 — G3037 G212 — G(313-

Eistas ecuaciones relacionan estas funciones haciendo que de las 12 que aparecen, solo 6
sean independientes. El segundo conjunto de ecuaciones es,

2G223 — _G3227 20223 — G3337 G223 — G333 - G3227
G222 — G233 + G323: G222 — 2G3237 G233 — _2G323-

En este caso, las 6 funciones que aparecen forman un sistema de ecuaciones lineal ho-
mogéneo, cuya solucién es la solucion trivial, es decir, todas estas funciones son nulas.
Con funciones de esta forma, I' es isotropico.

. Homogeneidad

Calculando la derivada de Lie a lo largo de P, se tienen las ecuaciones del tipo F' = 0
para las funciones Go1, Gaoz, G213 ¥ Gigo- Las funciones que son independientes de r, es
decir, que cumplen con la ecuacion,
or
or

son Goo, G1o1 ¥ Goge. Se obtiene un sistema de ecuaciones lineales,

0, (5.29)

ko 4 (kr? — DGy (t, 1) — (kr® — 1)1r?Gaa(t,7) + Giaa(t,7) = 0, (5.30)
3612 4 (kr? — DrGuy(t, 1) — 2(kr? — 1)1rGaa(t,7) — 2 =0, (5.31)
kS — 2(%7“2 _ 1)7"2G212(7f, 7") —7r+ Glgg(t, 7“) =0, (5_32)
kr? — 1 — Ghao(t, 1) =0, (5.33)
rGaa(t,7) — 1 =0. ( )

Eiste sistema tiene como solucién,

Gioa(t,7) = —(1 — kr)r, (5.35)
1
Gaa(t,r) = —, (5.36)
KT
Glll(ta T) = 1_ /-<.‘,7“2 . (537)
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Se tienen también las siguientes ecuaciones diferenciales,

8G011 (t, ?“)

261 Gor1 (t,7) + (1 — kr?) 5 =0, (5.38)
r
0Gooo(t
r 022( 7T) — 2G022(t, 7“) = O, (539)
or
Cuyas soluciones implican que,
Gon ()
4
= Gou(t,r) — [ 2’ (5.40)
== Gogg(t, ’I") — Gogg(t)Tz. (541)
Y finalmente las relaciones,
G202<t, 7’) = G101 (t, 7’) y Gogg(t, ’I") = G()ll(t, 7")(1 — /437"2>7“2. (542)
Las cuales implican que,
Ggog(t) — G101 (t) y G()QQ(t, 7’) — G()ll(t>7“2 (543)

De este modo, el campo I' es isotrépico y homogéneo y sus componentes estan dadas por,

T = Gooo(t), Ty = Goii(t) Sy, (5.44)
Ftij = G101 (t)é;, Fijk - /Vijkza (545)
donde,
1—}-@7“2 0 0
S@'j = 0 7"2 0 (546)
0 0 r2sin?é
y
. KT 0 }
’Y’rr—l_/ﬁa? 77’0_,,07
Yo' o = K — Ty ’}/¢0¢ = —cosfsinb,
1
Yo ¢ = (k1 — 1) sin® 0 %P = —,
r
6 _ cos
oo sinf

Las funciones arbitrarias se renombraran como Gogo(t) = f(t), Go11(t) = g(t) y G1o1(t) —
h(t). También se reparametrizara ¢ de modo que la funciéon f(t) sea cero.
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5.3.5. Ecuaciones

Utilizando este ansatz en las ecuaciones de campo, se obtiene el sistema de ecuaciones
diferenciales,

(Bs(26 + gh+ §) + 2Ba(gh — §) + 2Deng — 2F5*) ¢ = 0, (5.47a)
(Bsimp — 2By — Cy(2hap — ) ) g = 0, (5.47b)
(Bs + 2B1)ngy + 2C1 (5t + dghtp — gib — 0g) + 20*(=Dy + 2Dy — D3) =0, (5.47c)
By (hatp — bn — yn) — 2By (—hnp — bn — ) + Ch (4% + 2 — ) + Do £5047)
2Bskn + (Bs + 2Ba)ghn + (Bs — 2B4)gn + C1 (2kh + 4gh® + 2gh — j) (5.47¢)

+ 6h)*(=Dy + 2Dy — Ds3) 4+ Dgn’g — 6 Fsmip* = 0.
Antes de comenzar a analizar las ecuaciones, notemos que con este ansatz,

dr @ dr

1 — kr?

Ricc = (—3h* — 3h) dt @ dt + (gh + 2rg) ( + 77 (6 @ 6 + sin®(0)dep @ d@)) . (5.48)

B 1)? dr @ dr 5 . 9
Bmet = Dl G + 7 (d& ® df + sin“(0)dp ® dgp) : (5.49)
2 2
n Y dr @ dr 9 .
Popl = “dt @ dt + —- (— e (A6 @ d6 + sin*(0)de @ dp) | . (5.50)

Por lo tanto, en este modelo B, no se puede interpretar como una métrica emergente. Y
para que Popl pueda ser una métrica emergente, necesariamente 1 debe ser distinto de cero,
es decir, el campo A no debe anularse.

5.3.6. Soluciones

Notemos que este es un sistema de 5 ecuaciones para las funciones {g, h, 7,1 }. La estrategia
para encontrar soluciones comienza notando que las primeras dos ecuaciones estan compuestas
por la multiplicaciéon de dos factores igualada a cero, esto genera cuatro posibles casos,

1. Caso 1

Las primeras dos ecuaciones 5.47a y 5.47b se anulan debido a las siguientes condiciones

g=0 y ¢=0. (5.51)

Para este primer caso, al hacer cero g y ¢, se cumplen todas las ecuaciones trivialmente
menos la ultima 5.47e, que queda de la forma,

2B3k + 2khCy = 0. (5.52)
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De aqui aparecen dos tipos de soluciones, la primera se da cuando x = 0. En tal caso,

g=0, =0, h=arbitraria, 7 = arbitraria. (5.53)

El segundo tipo se da cuando n = _B—C;h. En este caso, las soluciones estan dadas por,

—G h, h = arbitraria. (5.54)

g ) w ) T} B3 )

Mientras que x puede tomar cualquier valor k = —1,0, 1.

. Caso I1I

Para que las primeras dos ecuaciones se cumplan, se establecen las condiciones,

Vv=0 y (Bs—2By)n —2C1h + Cip =0 (5.55)

En este caso también se cumplen trivialmente las primeras cuarto ecuaciones 5.47a-5.47d,
esto se debe a que las primeras cuatro tienen un factor de ¢ o de 1. La quinta ecuacion
5.47e queda de la forma

2Bskn + (Bs+2By)ghn + (Bs — 2B4)gn + Cy (2kh + 4gh* 4+ 2gh — §) + Deng  (5.56)
= 0.

Resulta entonces una ecuaciéon y tres incognitas g, h y 7, por lo que para resolver el
sistema se deben considerar dos de las tres funciones como funciones paramétricas y
resolver para la funcién restante.

Cabe notar que si hacemos 11 = 0 (esto es equivalente a analizar el sector sin torsion ya
que 1 = 0), los nicos términos que quedan son aquellos con Cy. Este término se obtiene
también de la ecuaciones de campo de relatividad general en el vacio. Para encontrar
soluciones en este caso se pueden exigir condiciones sobre el tensor de Ricci [31].

. Caso III

Las condiciones en este caso estan dadas por,

=0,
| ; (5.57)

Para esta situacion, la condicién g = 0 se puede aplicar a la segunda condicion, de la
cual se obtiene que,

P = K—. (5.58)

Es decir, la funcién v es una constante y por lo tanto @D es cero. Aplicando estas condi-
ciones al resto de las ecuaciones 5.47c - 5.47e y asumiendo que k # 0 para que 1 no sea
nula, se obtiene la solucién,
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—1
h=—— =0
&t+0h7 g Y

a1, [ (5.59)
= Bg Oét—|—0h7 N F3 .

Donde C}, es una constante de integracion, kK £ 0y

 2B,C)Bs — DC? — 3C, B2

5.60
“ 3C, B2 — 2B,C, By (5.60)
Ademas, en esta soluciéon hay una restriccion sobre el espacio de parametros,
C1F3 = B3(Dy — 2Ds + Ds). (5.61)
4. Caso IV
Las condiciones que se cumplen en este caso son las mas complejas,
(Bs — 2By)mib — 201 hp + Cip = 0, (5.62)
2/{33 + <B3 + 234)9}1 + (Bg - 2B4>g + 2D677g - 2F3’¢3 = 0. .
Utilizando estas condiciones, el sistema de ecuaciones toma la siguiente forma,
2kBs + (B3 + 2B4)gh + (B3 — 2B4)§ + 2Dgng — 2F3)* = 0, (5.63a)
By — 2Bymp — C1(2hp — ¢) =0, (5.63b)
(Bs + 2Ba)ngy + 2C1 (k¢ + dghtp — gip — 1bg) + 24°D = 0, (5.63¢)
By (happ —bm — i) — 2By (—hipp — o — o)) + Cy (48%0 +20ph — ) — Denp = 0,
(5.63d)
C, (2mh + 4gh? + 2gh — g) + 6h)%D — Dgn’g — 4Fsmp? = 0, (5.63e)

donde D = —D1 + 2D2 — Dg.

Las condiciones en este caso, no ayudan mucho a simplificar el sistema de ecuaciones.
Una posible estrategia es imponer condiciones sobre las constantes. Por ejemplo, si con-
sideramos Bs = 2By, el sistema de ecuaciones queda de la forma,

2k Bs + 2Bsgh + 2Dgng — 2F51* = 0, (5.64a)
Cy(2hp — ) = 0, (5.64D)
2Bsngth + 2C (ki + 4ghtp — gib — 1bg) — 20°D = 0, (5.64c)
2Bshi + C (4h% + 20h — 1)) + Den’th = 0, (5.64d)
Cy (26h + 4gh® + 2gh — §) + 6h)*D — Deng — 4Fsm)® = 0. (5.64e)
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De la ecuacion (5.64b), se puede despejar h en funcion de ¢ y luego reemplazar ese valor
en el resto de las ecuaciones. El resultado de este proceso es que las ecuaciones se reducen
a’)

2k Bs + ng% + 2Dgng — 2F5* = 0, (5.65a)
2B3ng1p + 2C1 (k1) + g — 1hg) + 2¢°D = 0, (5.65b)
n (leb + D6772¢) =0, (5.65¢)
R N 2 2
C1 /{E - g@ —§ | + 3D — Dgn“g — 4F3n)p= = 0. (5.65d)
Se desprenden dos casos de la ecuaciéon (5.65¢), n =0y n =+ %ﬁ. Al reemplazar

alguna de estas condiciones en las otras ecuaciones para eliminar la variable n, queda un
sistema de tres ecuaciones para las incognitas g y 1. De todos modos las ecuaciones no
se pueden resolver, pero se puede tomar un ansatz. Viendo el caso n = 0 y suponiendo
que la funcién v es constante, se tiene que,

kB
== 2—Fj y g=Cg1t+Cyo, (5.66)

donde Cy es una constante de integraciéon y C,; también lo es pero queda determinada
por la tercera ecuacién (son dos incognitas y tres ecuaciones) y tiene el valor de,

2CF3 — B3D

O E (5.67)

Cg,l = K

Por lo tanto, para que en esta solucion g sea variable, x debe ser distinto de cero.
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Capitulo 6

Conclusion

En esta tésis analizamos las ecuaciones y obtuvimos soluciones para el caso tres dimensional
y cuatro dimensional. El modelo se construyé con una conexion general r que fue descompuesta
en sus componentes irreducibles I' correspondiente a la parte simétrica, B correspondiente a la
torsién sin traza y A que contiene la informacién de la traza de la torsion. Estos campos fueron
utilizados para construir la accion del modelo de modo que los términos sean invariantes bajo
difeomorfismos. El hecho de que el modelo no cuente con una métrica, hace que no podamos
subir ni bajar indices. Esto restringe la cantidad de términos que pueden entrar en la accion.
Utilizando un analisis de la estructura de indices, se pueden encontrar todos los términos que
cumplen los requisitos para entrar en la accion.

Se obtuvieron las ecuaciones de campo utilizando el formalismo de Kijowski para escribir
las ecuaciones de Euler-Lagrange de la acciéon de una forma covariante. Se obtuvieron las
ecuaciones para ambos modelos, en 3D y en 4D para componentes de la accién de forma
general (sin la imposicién de ninguna simetria).

Eistas ecuaciones dificilmente pueden ser resueltas en su forma general, por lo que analizamos
el contexto cosmoldgico, en donde exigimos que la conexion fuese isotropica y homogénea.
Con esta imposicion, la conexién en el modelo tres dimensional queda determinada por seis
funciones f, g, h, &, ¥ y n y las ecuaciones de campo corresponden a ecuaciones diferenciales
para estas funciones. En el caso de cuatro dimensiones las conexién queda determinada por
cuatro funciones g, h, v y 1. Si bien uno esperaria que haya mas funciones por determinar en
cuatro dimensiones, esto no es asi ya que en cuatro dimensiones hay mas vectores de Killing,
es decir, es mas restrictivo.

Con la conexion, se pueden construir tensores simétricos. Si estos tensores resultaban ser
no degenerados, podian ser interpretados como métricas emergentes. Estas posibles métricas
son el tensor de Ricci R, la métrica de Poplawski P, y la contracciéon de la parte sin traza
de la torsion B, .

Las soluciones del modelo en tres dimensiones se pueden organizar de acuerdo al tipo de
métrica que se pueden formar. El tensor R, (4.89) depende de las funciones f, g y h. Este
tensor no se puede usar como métrica cuando ambos ¢ y k son cero o cuando la combinacion
f2 — h2? — h se hace cero.

Las otras dos métricas vienen de la torsion. La métrica B, se anula totalmente cuando
Y = 0, ya que es 1 la funciéon que determina las componentes B,”. La métrica P,, depende
adicionalmente de 7 ya que considera la torsion total.

Resulta que hay tres tipos de soluciones. Soluciones sin métrica emergente, soluciones con
meétrica R, y soluciones con los tres tipo de métrica emergente.

Junto este tipo de soluciones, hay un conjunto de soluciones determinadas por una ecuacion
de Riccati (4.138) para la funcién h, que depende paramétricamente de f y ¢». Con un cambio
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6. CoNCLUSION

de variable, se puede reescribir esta ecuacién como una ecuaciéon tipo Schodinger (4.140).

Para el caso en cuatro dimensiones, a pesar de tener menos funciones a determinar, es mas
dificil generar soluciones. De todos modos, de la estructura de las ecuaciones, se desprenden
cuatro casos. El caso con g =1 = 0 y el caso con g = 0y 9)? = /1?—;, son los tinicos que tiene
soluciones cerradas.

En el caso II con ¢ = 0, la segunda condiciéon es redundante y el sistema de ecuaciones
se reduce a una sola ecuacién con tres incognitas, es decir, hay que considerar dos funciones
parameétricas.

Para el caso IV, las ecuaciones no se reducen considerablemente y para encontrar soluciones
hay que recurrir a otros métodos. Un posible método es poner restricciones sobre el espacio
de parametros. En el ejemplo, la restriccion By = 2B, y la suposicion de que 1) es constante,
permite resolver el sistema y encontrar una solucién cerrada. De esto podemos desprender que
hay un espacio de soluciones que se pueden explorar, considerando un ansatz para la funcién
1 y analizar si el sistema de ecuacionese es consistente.

Otra posibilidad no explorada aqui es hacer un tratamiento similar a [31]. Exigir que las
métricas emergentes sean covariantemente constante, solo que en este contexto, tenemos un
modelo cosmolégico general, que permite la existencia de componentes no nulas de la torsion.

De las soluciones encontradas, las que tiene métricas emergentes permite avanzar a investi-
gar las distintas propiedades del modelo ya que con una métrica, se pueden definir vectores tipo
tiempo, tipo espacio y tipo luz, se pueden subir y bajar indices. Esto ultimo abre la posibilidad
de ingresar materia al modelo mediante el acoplamiento de un campo escalar ¢.
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Apéndice A
Ecuaciones de Campo en 4
Dimensiones

En este apéndice, se presentaran las ecuaciones de campo en 4 dimensiones. Debido a
la extension de estas ecuaciones, se han separado las contribuciones por componente. Las
ecuaciones se obtienen utilizando 3.18 para I', 3.20 para B y 3.21 para A.

A.1. Ecuaciones de Campo I

By V,, (20§ BB, - + 201 By gB,Y ) e = 0 (A.la)
By: V,, (4B,75B8,(7,) /0 = 0 (A.1b)
By: V,, (20§ Bg", Ase? + 261 Bg", Ase”™?) = 0 (A.1c)
By V,, (4B, A45) e = 0 (A.1d)
Bs: Vi (—4B,7 54,0 ) e = 0 (A.le)
C1: V,, (2V5B,7504' 1 + 2V3B,7560'e7) + 9R,,0/ 3B, #5770 = 0 (A.1f)
Co: V,, (—4V, B, 50 PgV>W5) +2R0s"s (282757 — 5B, Pse) =0 (Alg)
Dy: 2B.7\B,7 o B, P57 = () (A.1h)
Dy: 2B,7 3B, (215’A g0 — 5TB 0P = 0 (A.1i)
Ds: 2Ba”,Bs, (82 B)7s + 07 B, 75 — 05B,17)5) 27" = 0 (A.1j)
Dy: 2B, 5B,75 A,e®?% = 0 (A.1k)
Ds: 2B,V A, (281756177 — 658,17 5221) = 0 (A.11)
Dg: — 2B, s A, Aye? 0 = 0 (A.1m)
Ey: AV,Bo" 5 (282577 — 61 B, 5=%71) = 0 (A.1n)
Ey: 2Fap (B¥5e”*? — 6\B.P5e7) = 0 (A.1)
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A.2. Ecuaciones para B

4 , 4 ,
By: — 4R 0By 5" — —R M B 568 10 — 572“0&87055& AT —

3

Byt — 2R a5 B, 2P — 2Raﬁ ¥ \B,Ase %RQBMUB;T(SL%MW
- gnaﬁ B stleate gnaﬁ v 0B 750 = 0

Bs: — 2Rp" o Age?? — gnmﬂaAﬁé G

By — 2R o \Ape?P — gnaB%Aga[;gP]mﬂ =0

Bs: — QRQBTTAAEV ;lRag TA(; VerlaB —

Cy: V, (—znmaewm + ng"TcS[”ep W) =0

4
Cy: V,, (272&5 sOhE vpaf | ?)R 5 gp]uaﬁ> 0
Dli VH (_2800)\890@) chvpa QBA[VOCV/BB,VP]gé‘aB,Y& . 2BA[V‘JV/BBVU($5‘/O]675
2 (v 2
_ 5(5& BTp]aVBB»YT(sEaB%S + gBT[Vaéi]vBnyaégTﬁvé —0
4 14
DQI vu (28aUBBUM)\8VPOz5 s gBOAO-,BBO'MT(SE\ 5,0]7'04,8)
4
= 2By o VB = 2B,V gV B, g — S BV BT 50 e
2 2
— gBOéT,BV’TB’Y[V(Sdi]gané 4 gBa[Vﬁéi]vTB’yTégaﬂfY& —0

2
Ds: ¥V, <_23Buvlga[v)\€p]aﬁv _ gBBMvBa[V75§]5a6W> _ 2Bﬁuyvu6)\['a55y][375

2 4 ,
= 2B, VB, 5" — S By, VB s0e T — DBV B, 756060 = 0

4

4 , y
Dy: — 48,75V (A" — gBaa,BvTAgag grlred _ gBaaﬁvaATag grlras

=0
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(A.2b)

(A.2¢)
(A.2d)
(A.2e)

(A.2f)

(A.2g)

(A.2h)

(A.21)

(A.2)

(A.2K)

4 y 4 v
Ds: V, <25a“ g AN gb’a“ 5 AL6! splmﬂ) —2V\B, g Ay’ — gVTBa"/gAU(SL e”th=21

4 v
DG: — QAVV)\.A&SW)WS — —.A \Y A55£\ €p]7-75 =0
D7: — A)\}—Ws&“’jmé - —.A F 55 6p 770 — =0
E: vV, (45*;%8@055%5 4 gvgzsaaﬁag”ww) 0

4 v
Es: Vu <25§Fa3€ypa5 -+ 5]:0435& €p]uaﬁ> =0

(A.2m)
(A.2n)
(A.2n)

(A.20)

8 v
Fy: — 4B, 3B, By 5" — 4B 3B 5B, e — gzs’aﬂﬁzsuazz;aag eflrel — 0 (A.2p)
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