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RESUMEN

En las ultimas décadas los analisis unidimensionales en el dominio de la frecuencia
han sido utilizados ampliamente en el estudio de la respuesta sismica de suelos. Sin
embargo, las multiples limitaciones que presenta este tipo de analisis ha resultado en
que este enfoque ha sido desplazado por los anélisis en el dominio del tiempo basados
en métodos numéricos (como el método de elementos finitos) y modelos constitutivos
formulados en base a la teoria de plasticidad. Este enfoque se encuentra en constante
desarrollo debido a la complejidad de la respuesta no lineal del suelo bajo sismos de
mediana y alta intensidad. En este sentido, el desarrollo de nuevos modelos constituti-
vos para suelos de distintas caracteristicas es un tépico de investigacion recurrente en
ingenieria geotécnica. En la actualidad, existe una serie de programas computacionales
disponibles en el mercado para realizar este tipo de modelacion, sin embargo, estos ofre-
cen posibilidades acotadas de andlisis y un tratamiento simplificado de la interaccion
suelo-fluido en los poros durante la respuesta sismica. En este contexto, este trabajo
de tesis pretende iniciar el desarrollo de un coédigo computacional que posibilite una
nueva linea de investigacién en el Departamento de Obras Civiles, cuya orientacién
sea el mejoramiento de las técnicas de modelacion numérica de la respuesta sismica de

suelos saturados en el contexto geoldgico y sismico nacional.

En esta primera etapa de investigacion se incorpora, en primer lugar, una relacion
constitutiva lineal elastica para la modelacion del suelo. En segundo lugar, y con el
proposito de considerar el comportamiento no lineal de este, se implementa el modelo
constitutivo Mohr-Coulomb, basado en la teoria de plasticidad. La implementacion de
este modelo se lleva a cabo a través del esquema de retorno propuesto por Clausen
et al. (2007) que incorpora la superficie de fluencia y el potencial plastico del modelo
de manera exacta. La resoluciéon del problema no lineal se lleva a cabo a través del
método de Newton-Raphson de rigidez inicial. En el caso del andlisis estatico, se im-
plementa ademas el procedimiento de correcciéon automatica del tamafio del paso de

carga propuesto por Van Langen & Vermeer (1990).

Para realizar la integracion en el tiempo, en el caso del andlisis dinamico, se implementa
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el método de Newmark. Este ofrece la posibilidad de utilizar esquemas de integracion
incondicionalmente estables e incluir amortiguamiento numérico en la solucion. Por otro
lado, y con el propésito de incorporar una condicion de borde artificial que permita
truncar lateralmente el modelo de elementos finitos, se implementa la condicion de
borde viscoso estandar, propuesta por Lysmer & Kuhlmeyer (1969), que consiste en
la inclusiéon de amortiguadores viscosos en los bordes del modelo. Con respecto a la
incorporaciéon del registro sismico, esta se lleva a cabo a través de la imposicion del
desplazamiento del sismo en los grados de libertad horizontales de la base del modelo,

utilizando para esto el método de penalizacion.

Finalmente, el cédigo permite la modelacion de suelos saturados en condicién no dre-
nada, condiciéon que es especialmente relevante en el caso del analisis sismico. Para
esto se considera el caso completamente no drenado, en donde la formulacién u-p, que
describe la interaccion entre el esqueleto sélido del suelo y el fluido en los poros, puede
desacoplarse bajo ciertos supuestos. De esta manera, el andlisis es separado en uno de

tensiones efectivas y otro de generacion de presiones de poros.

La validacion del codigo es llevada a cabo a través de diferentes ejemplos numéricos,
que involucran todas las posibilidades de andalisis del programa. Para esto, las respues-
tas obtenidas mediante el c6digo son comparadas con soluciones analiticas y con las
respuestas obtenidas mediante un programa comercial de elementos finitos, de amplio
uso, llamado Plaxis. Los resultados validan la implementacion desarrollada y evidencian

que el codigo entrega resultados confiables.

Como ejemplo de aplicacion se desarrolla la modelacion de la respuesta de sitio de
un depdsito de suelo ubicado en el centro de Vina del Mar, sometido al terremoto del
Maule del 2010, utilizando el codigo desarrollado. La caracterizacion del suelo se realiza
a partir de ensayos de mecanica de suelos y ensayos geofisicos disponibles. A través
de este ejemplo se muestra que es indispensable la correcta calibraciéon de la malla
de elementos finitos, asi como de los pardmetros que definen el amortiguamiento de
Rayleigh. Para la modelacion del suelo se utiliza tanto el modelo lineal elastico como el
modelo Mohr-Coulomb y los resultados obtenidos son comparados con los del método
lineal equivalente, asi como con el espectro de la norma de disenio sismico de edificios

para el caso en estudio.

El codigo desarrollado representa solo una primera etapa, ya que se espera que este



siga evolucionando en trabajos futuros. Teniendo esto en cuenta, y en base al estudio
realizado, se proponen futuras lineas de investigacion y desarrollo que permitan superar

las limitaciones identificadas y extender las capacidades del programa.






ABSTRACT

In the last decades, one-dimensional analyzes in the frequency domain have been
widely used in the study of the seismic response of soils. However, the multiple limi-
tations of this type of analysis have resulted in the fact that this approach has been
displaced by time domain analyzes based on numerical methods (such as the finite
element method) and constitutive models formulated on the basis of theory of plasti-
city. This approach is in constant development due to the complexity of the nonlinear
response of the soil under medium and high intensity earthquakes. In this sense, the
development of new constitutive models for soils of different characteristics is a re-
current research topic in geotechnical engineering. Currently, there are a number of
computer programs available in the market to perform this type of modeling, however,
these offer limited possibilities of analysis and a simplified treatment of the soil-pore
fluid interaction during the seismic response. In this context, this thesis aims to initiate
the development of a computational code that will enable a new line of research in the
Department of Civil Engineering, whose orientation will be the improvement of nume-
rical modeling techniques of the seismic response of saturated soils in the geological

and seismic national context.

In this first stage of research an elastic linear constitutive relationship is incorporated,
firstly, for the soil modeling. Secondly, and for the purpose of considering the nonlinear
behavior, the Mohr-Coulomb constitutive model, based on the theory of plasticity, is
also implemented. The implementation of this model is performed through the return
scheme proposed by Clausen et al. (2007), which incorporates exactly the yield surface
and the plastic potential of the model. The resolution of the nonlinear problem is
carried out by the initial stiffness method. For the static analysis case, the automatic
step size correction procedure proposed by Van Langen & Vermeer (1990) is in addition

implemented.

In order to integrate in time, in the dynamic analysis case, the Newmark method
is implemented. This offers the possibility to use unconditionally stable integration

schemes and to include numerical damping in the solution. On the other hand, and in
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order to incorporate an artificial boundary condition that allows truncate laterally the
finite element model, the standard viscous boundary, proposed by Lysmer & Kuhlmeyer
(1969), is implemented. This involves the inclusion of viscous dampers at the boundaries
of the model. Regarding the incorporation of the seismic record, this is carried out
through the imposition of the displacement of the earthquake on the horizontal degrees

of freedom in the bottom of the model, using for this the penalty method.

Finally, the code allows the modeling of saturated soils under undrained condition,
a condition that is specially relevant in the case of seismic analysis. For this it is
considered the completely undrained case, wherein the u-p formulation, which describes
the interaction between the solid skeleton of the soil an the pore fluid, can be decoupled
under certain assumptions. In this way, the analysis is separated into one of effective

stresses and another of pore pressure generation.

The code validation is carried out through different numerical examples, involving
all the analysis possibilities of the program. For this, the responses obtained by the
code are compared with analytical solutions and with the responses obtained by a
commercial finite element program, of extensive use, called Plaxis. The results validate
the developed implementation and show that the results provided by the code are

reliable.

As an example of application, the site response of a soil deposit located in the center
of Vina del Mar, subject to the 2010 Maule Earthquake, is modeled using the code
developed. The soil characterization is done from soil mechanics and geophysical test
available. Through this example it shows that it is essential the correct calibration of
both the finite element mesh and the parameters defining the Rayleigh damping. For
the soil modeling, both the linear elastic and the Mohr-Coulomb model are used and
the obtained results are compared with those of the equivalent linear method, as well

as with the spectrum of the seismic design code for building, for the case of study.

The developed code represents only a first step, as it is expected that it continue evol-
ving in future works. With this in mind, and based on the study conducted, future
researches and developments are proposed in order to overcome the identified limita-

tions and to extend the capabilities of the program.
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Componentes del desplazamiento nodal en x, y y z.
Area del elemento finito.

Area horizontal del elemento infinitesimal.

Vector de desplazamiento nodal.

Vector de restricciones del método de penalizacion.
Matriz de restricciones del método de penalizacion.
Vector de fuerzas de cuerpo.

Cohesion.

Cohesion efectiva o en condicién drenada.
Amortiguamiento.

Amortiguamiento de la condiciéon de borde absorbente en x y en y.
Constantes del método de Newmark.

Coeficientes de relajacion.

Matriz global de amortiguamiento.

Matriz global de amortiguamiento modificada.

Matriz global de amortiguadores viscosos.

Matriz o tensor de elasticidad. 6 x 6 en caso tridimensional y 4 x 4 en
deformaciones planas.

Matriz constitutiva de tension-deformacion.

Error global.

Tolerancia.

Razon inicial de vacios del suelo.

Modulo de elasticidad.

Moédulo de elasticidad efectivo o en condiciéon drenada.
Moédulo de elasticidad en condiciéon no drenada.

Moédulo de elasticidad restringido.
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Moédulo de elasticidad confinado.
Funcién o superficie de fluencia.
Primera frecuencia natural del suelo.
Segunda frecuencia natural del suelo.
Maxima frecuencia de interés del sismo incidente.
Vector global de fuerzas de cuerpo.
Vector global de fuerzas de superficie.
Vector global de fuerzas externas.
Vector global de fuerza externa dinamica.
Vector global de fuerzas internas.
Potencial plastico.

Moédulo de corte del suelo.

Moédulo de corte complejo del suelo.
Moédulo de corte maximo del suelo.
Moédulo de corte secante del suelo.
Gradiente de la superficie de fluencia.
Gradiente del potencial pléstico.
Profundidad del elemento finito.
Jacobiano.

Nimero de onda.

Numero de onda complejo.
Permeabilidad del suelo.

Modulo de compresibilidad efectivo del suelo.

Moédulo de compresibilidad de la fase sélida del suelo.

Moédulo de compresibilidad del agua.
Coeficiente lateral de empuje.
Matriz global de rigidez.

Matriz elemental de rigidez.

Matriz global de rigidez dinamica.

Matriz global de rigidez en tensiones totales para condiciéon no drenada.

Masa del elemento infinitesimal.
Magnitud del sismo.

Matriz global de masa.



M*© Matriz elemental de masa.

n Porosidad del suelo.

n Vector unitario normal al borde del dominio, orientado hacia el exterior.
N Matriz de funciones de forma para aproximar el desplazamiento.
Np Matriz de funciones de forma para aproximar la presiéon de poros.
2 Tension isotropica efectiva.

Puw Presion de poros.

P, Peso del punto de integracion 1.

q Tension de corte equivalente.

Q Parametro asociado a la compresibilidad del suelo.

Q Matriz de acoplamiento.

R* Factor de reducciéon de la aceleracion espectral.

R, Factor de reducciéon de la deformacién angular.

T Vector de desbalance de fuerzas.

S Operador lineal para pequenas deformaciones.

T Periodo caracteristico.

t Vector de fuerzas de superficie por unidad de area.

T Tensor de tensiones.

U, V, W Componentes del desplazamiento en la direccién x, y y z.

u Vector de desplazamiento.

Um Velocidad de propagacion de la onda longitudinal en una barra.
Vs Velocidad de propagacion de la onda de corte.

1% Velocidad de propagacion de la onda de corte compleja.

Vo Velocidad de propagacion de la onda longitudinal.

w Maxima energia elastica entregada en un ciclo de carga y descarga.
w Matriz diagonal de pesos de penalizacion.

g, Br Pardmetros del amortiguamiento de Rayleigh.

o Razén de impedancia compleja.

¥ Deformacion angular.

Vef Deformacion angular efectiva.

Ya Amplitud de la deformacién angular ciclica.

~P Deformacion angular plastica.

Yay Deformacion angular en la cara x en la direccién y.



Vyz Deformacion angular en la cara y en la direccién z.

Yz Deformacion angular en la cara x en la direccién z.

Yn Peso especifico natural del suelo.

Vsat Peso especifico saturado del suelo.

Y Peso especifico del agua.

YN, BN Parametros que definen el método de Newmark.

dNP Multiplicador plastico.

Al oz Dimensién maxima de los elementos de la malla.

AW Energia elastica disipada en un ciclo de carga y descarga.
Ao? Corrector plastico.

€z, €y, €. Deformaciones en las direcciones x, y y z.

€q Deformacion desviadora.

€ Deformacion volumétrica.

€b Deformacion volumétrica plastica.

€ Vector de deformaciones. 6 x 1 en caso tridimensional y 4 X 1 en

deformaciones planas.

€ Vector de deformaciones elasticas.

€P Vector de deformaciones plasticas.

n Viscosidad.

Amin Minima longitud de onda de interés del sismo incidente.
v Modulo de Poisson.

v Modulo de Poisson efectivo o en condiciéon drenada.

Uy, Moédulo de Poisson en condicién no drenada.

13 Razén de amortiguamiento.

p Densidad del suelo.

o Tension vertical en el ensayo triaxial.

0z, 0y,0, Tensiones en las direcciones x, y y z.

01,09,09 Tensiones principales 1, 2 y 3.

Omazs Omin Lensiones principales maxima y minima.

o Vector de tensiones. 6 X 1 en caso tridimensional y 4 x 1 en
deformaciones planas.

o Vector de tensiones efectivas.

o Predictor elastico.



T Tensién de corte.

Tf Resistencia al corte.

Ty Tension de corte en la cara x en la direccion vy.

Tyz Tension de corte en la cara y en la direcciéon z.

Tuz Tensién de corte en la cara x en la direccién z.

) Angulo de friccién interna.

¢ Angulo de friccion interna efectivo o en condiciéon drenada.
(0 Angulo de dilatancia.

(0 Angulo de dilatancia efectivo o en condiciéon drenada.

w Frecuencia angular.

Wm Y wy,  Frecuencias angulares que controlan el amortiguamiento de Rayleigh.
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INTRODUCCION

El estudio de los terremotos ocurridos en las ultimas décadas ha develado la impor-
tancia que tienen las condiciones locales del suelo en la distribuciéon y magnitud de los
danos. Cuando ocurre un sismo, las ondas se propagan a través de la roca, recorrien-
do grandes distancias desde la fuente hasta a la superficie, sin embargo, los ultimos
metros del recorrido, constituidos en general por suelo, tienen una gran influencia en
la respuesta en superficie. Estos depdsitos de suelo acttian como filtros de las ondas
sismicas, atenuando el movimiento en ciertas frecuencias y amplificandolo en otras, y
dado que las caracteristicas del suelo pueden variar significativamente en cortas distan-
cias, la intensidad del movimiento puede variar también dentro de una pequena area.
Estos cambios en la intensidad y en el contenido de frecuencias del movimiento tienen
un directo impacto en la respuesta de las estructuras durante los eventos sismicos, por
lo que es de vital importancia caracterizar correctamente estos efectos, para de esta

manera contribuir a mejorar los disenios y mitigar los dafios asociados a los terremotos.

Los analisis de respuesta sismica de suelos pueden dividirse en dos categorias: analisis
en el dominio de la frecuencia y analisis en el dominio del tiempo. Los anélisis del
primer tipo, dentro de los que destaca el método lineal equivalente, se caracterizan por
su simplicidad y bajo costo computacional, pero poseen multiples limitaciones, entre
las que se encuentra su incapacidad de predecir deformaciones remanentes, modelar
escenarios con geometrias complejas y predecir cambios en las presiones de poros. Por
otro lado, los analisis en el dominio del tiempo permiten caracterizar el comportamiento
no lineal del suelo con una mayor exactitud, estimar el desarrollo de presiones de
poros en suelos saturados y modelar una amplia gama de situaciones, pero a un costo
computacional méas elevado. Este tipo de analisis requiere de la solucién numeérica de
la ecuacion de movimiento, dentro de un esquema de diferencias finitas o de elementos
finitos, y la incorporacion de un modelo constitutivo que caracterice el comportamiento

no lineal del suelo, generalmente formulado en base a la teoria de plasticidad.



2 Introducciéon

Debido a la complejidad de la reproduccion de la respuesta no lineal del suelo durante el
movimiento sismico, este ultimo enfoque se encuentra en constante desarrollo cientifico.
Se busca, por un lado, disminuir los altos tiempos de calculo caracteristicos de este tipo
de analisis, y por otro, reproducir con mayor exactitud el comportamiento no lineal de
los suelos en diferentes condiciones, modelando de manera mas realista la interaccién

suelo-fluido en los poros.

Es en este contexto que nace la necesidad de desarrollar un cédigo computacional que
sirva como herramienta para el desarrollo de investigacién en este campo, prescindiendo
de los programas comerciales, cuyas caracteristicas son limitadas. Para esto, se espera
que el codigo tenga un desarrollo continuo a través de diferentes memorias y tesis que

permitan expandir sus caracteristicas y mejorar su eficiencia.

El propédsito del presente trabajo es elaborar una primera version del codigo, que sea
la base para desarrollos futuros, estudiando los principales aspectos de modelacién

involucrados en el andlisis de la respuesta sismica de suelos.
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OBJETIVOS

Objetivo General

Contribuir, en una etapa inicial, a la elaboraciéon de un cédigo computacional ba-
sado en el método de elementos finitos, que permita la modelaciéon numérica, en dos
dimensiones, de la respuesta sismica de suelos saturados en el dominio del tiempo, y
utilizar el programa desarrollado para modelar la respuesta sismica de un depésito de

suelo real, estudiando los principales aspectos de modelacién involucrados.

Objetivos Especificos

= Desarrollar una primera etapa del cédigo, donde se implemente el método de ele-
mentos finitos para la resoluciéon del problema de elasticidad en dos dimensiones,

utilizando un mallador que trabaje con elementos triangulares.

= Implementar el modelo constitutivo elastoplastico de Mohr-Coulomb, que permite
una primera aproximacion a la modelacién del comportamiento no lineal de los

suelos.

= Implementar el esquema de integracion de Newmark para la resolucion del pro-
blema dindmico y permitir la imposicion de un registro sismico en la base del

dominio.

= [mplementar la condiciéon de borde absorbente, borde viscoso estindar, que per-

mite modelar la radiaciéon de energia hacia el infinito en un dominio truncado.

= [ncorporar la modelacién de la respuesta no drenada de suelos saturados a partir

de parametros efectivos.



4 Objetivos

= Validar el cédigo frente a soluciones analiticas y frente a un programa comercial

de elementos finitos.

» Caracterizar un depoésito de suelo ubicado en el centro de Vina del Mar a partir
de resultados de ensayos en terreno y generar un modelo que permita estimar la

respuesta de sitio del depodsito sometido al terremoto del Maule del 2010.

= Establecer futuras lineas de investigacién y desarrollo del cédigo.
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Capitulo 1

ANALISIS EN EL DOMINIO DE
LA FRECUENCIA DE LA
RESPUESTA SiSMICA DE
SUELOS

1.1. Introduccion

En el presente capitulo se describe la teoria de propagacién unidimensional de onda,
que sirve como base para el andlisis en el dominio de la frecuencia de la respuesta sismica
de suelos o respuesta de sitio. Se describen diferentes configuraciones de depositos de
suelo sometidos a una senal armoénica en la roca basal y se deducen las funciones de
transferencia asociadas, que permiten determinar la amplificacion que sufre la senal en
la superficie. Estas funciones, ademas permiten extender el andlisis a cualquier tipo de
senal de entrada, como por ejemplo un registro sismico, a través del paso de la senal
al dominio de las frecuencias. De este modo, las funciones de transferencia determinan
como cada frecuencia de la senal de entrada es amplificada en el deposito de suelo.
Esto permitira, por un lado, entregar una comprension general del comportamiento
dinamico de los suelos y del fenémeno de amplificaciéon sismica, y por otro, describir el

método lineal equivalente, que permite introducir de manera aproximada, y a través de

5



6 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

un proceso iterativo, ciertas no linealidades presentes en estos, las que tienen relacién
con la degradacion del médulo de rigidez y el aumento de la disipacion energética que
sufre el suelo a medida que es sometido a ciclos de histéresis de mayor amplitud. Al
final del capitulo se discuten las principales limitaciones de este tipo de anélisis, las
que justifican el uso de analisis en el dominio del tiempo para reproducir de manera
mas realista el comportamiento del suelo sometido a sismos de alta intensidad. Esto, a

su vez, motiva el desarrollo de un cédigo de elementos finitos.
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Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica 7

1.2. Propagaciéon unidimensional de ondas en sue-

los

1.2.1. Generalidades

Cuando se produce una ruptura a nivel de falla, esta perturbacién genera ondas de
cuerpo que viajan a través del interior de la tierra, en todas las direcciones. Al pasar por
diferentes materiales, se van produciendo fenémenos de reflexion y refracciéon. Debido
a que, en general, los materiales mas cercanos a la superficie poseen una rigidez menor
que la de los materiales més profundos, los rayos tienden a ser cada vez més verticales
a medida que suben. Al momento de llegar a la superficie, debido a las multiples
refracciones, los rayos se encuentran en direccion casi vertical, como se representa en

la Figura 1.1.

= Estratos
superficiales

Figura 1.1: Proceso de refracciéon que produce ondas casi verticales cerca de la super-
ficie (modificada de Kramer, 1996).

De esta manera, el andlisis de propagacion unidimensional de onda supone que todos
los estratos de suelo son horizontales y que la solicitacion que experimenta el suelo

estd dada por la propagaciéon vertical de ondas de corte desde la roca basal.

En primer lugar, considérese un medio elastico sometido a un esfuerzo de corte 7, como

el mostrado en la Figura 1.2
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8 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

2 Superticie del terreno

" Roca basal
Figura 1.2: Medio eldstico sometido a un esfuerzo de corte (modificada de Verdugo).

Empleando el segundo principio de Newton, el equilibrio dinamico puede ser encontrado

en el elemento infinitesimal, segin

0*u

o (1.2.1)

)
<7Ah + a;dzAh> —(rA) =m

donde Ay, corresponde al area horizontal del elemento, sobre la cual se aplica el esfuerzo
de corte, y m es la masa del elemento. Expresando esta tltima como m = pA,dz, la

expresion anterior se reduce a

or 0*u

Por otro lado, utilizando la relacién tensién-deformacién 7 = G-y, donde ~ representa

la deformacion angular y G corresponde al médulo de corte del material, y la relacién

deformacién-desplazamiento v = g—;‘, la ecuacién puede ser reescrita como

Go*u  O%u
-z - _ 22 1.2.3
p 0z2  Ot? ( )
Definiendo la velocidad de propagacion de la onda de corte como
G
Vi=1/— (1.2.4)
p
la ecuacién anterior se puede escribir como
o? 0?
208 _2 1 (1.2.5)

S92 o
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Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica 9

que corresponde a la ecuacién de propagacion de onda unidimensional.

Esta ecuaciéon tiene una solucion del tipo

u(z,t) = fo(Vit — 2) + go(Vist + 2) (1.2.6)

donde f, y g, corresponden a cualquier funcién arbitraria de (Vit — z) y (Vit + 2),
respectivamente, que satisface 1.2.5. Como se puede apreciar, f, se mantiene constante
cuando z aumenta en el tiempo con velocidad Vj, y g, se mantiene constante cuando z
disminuye con el tiempo a velocidad V;. En consecuencia, la ecuaciéon 1.2.6 representa
una onda estacionaria, compuesta por una onda f, que viaja en el sentido de z positivo

y otra, g,, que viaja a la misma velocidad en sentido contrario.

1.2.2. Suelo uniforme sin amortiguamiento sobre roca rigida
En primer lugar se estudiara la soluciéon para un suelo uniforme, sin amortiguamien-
to, sobre roca rigida, como el mostrado en la Figura 1.3, sometido a un movimiento

armonico horizontal de la roca. La solucién 1.2.6, para una solicitacion de este tipo,

puede ser expresada en la forma

u(z,t) = A,cos(wt — kz) + Bycos(wt + kz). (1.2.7)

o en la forma equivalente

u(z,t) = Ae'@itks) 4 Beilwi=k2) (1.2.8)

donde w corresponde a la frecuencia angular del movimiento basal, & es ntimero de
onda (k =w/V;), y Ay B son la amplitud de la onda que viaja en el sentido —z y +z

respectivamente.
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10 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

* %
; - g N pi(wt+kz)

Z
% Be?ﬁ(wt—k.z)

Figura 1.3: Depésito de suelo lineal elastico sobre roca rigida (modificada de Kramer,
1996).

En la superficie libre (z = 0), la tensién de corte, y en consecuencia la deformacién de

corte, son iguales a cero, es decir

0u(0,t)

7(0,t) = Gv(0,t) = G P

=0 (1.2.9)
Reemplazando la ecuacion 1.2.8 en 1.2.9 y derivando se obtiene
Gik(Ae*®) — Be* )it — Qik(A — B)e™! = 0 (1.2.10)

que se satisface cuando A = B, por lo tanto, volviendo a la ecuacién 1.2.8, se tiene la
solucién para el desplazamiento:
ikz —ikz
e e : .
u(z,t) = 2A+26“"t = 2Acos(kz)e™! (1.2.11)

que describe una onda estacionaria de amplitud 2Acos(kz), producida por la interfe-

rencia constructiva de las ondas viajando hacia arriba y hacia abajo.

A través de la ecuacion 1.2.11, puede definirse una funcion de transferencia, que des-
cribe la razéon entre las amplitudes de los desplazamientos de dos puntos del suelo.

Eligiendo los puntos superior e inferior, se obtiene la funciéon de transferencia

Umaz (0, 1) 2Aeit 1 1
1) Umaz(H,t)  2Acos(kH)et  cos(kH)  cos(wH/Vy) ( )
cuyo modulo representa la funcion de amplificacion
Al =| (121
w = 4
! cos(wH V)

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica 11

Dado que el denominador no puede ser mayor a 1, esto indica que el desplazamiento en
la superficie siempre es a lo menos igual al de la roca, siendo muy superior en ciertas
frecuencias. En el caso particular en que wH/V; tiende a 7/2 + nm, el denominador
tiende a cero y se produce una amplificaciéon tendiente a infinito, o resonancia. En la

Figura 1.4 se grafica esto, para un ejemplo donde Vy =400 [m/s|, H = 50 [m)].

10

9

8

|F1(w)]

| J U %

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

wlrad/s]

Figura 1.4: Influencia de la frecuencia en la respuesta estacionaria lineal elastica no

amortiguada.

La ecuacion 1.2.13 muestra que la respuesta de un depédsito de suelo depende tanto de
la frecuencia del movimiento basal (w) como de la geometria del depéstio (H) y las

propiedades del suelo (V).

1.2.3. Suelo uniforme con amortiguamiento sobre roca rigida

A continuacién se estudia un caso como el anterior, pero incluyendo amortigua-
miento en el suelo. Esto, para considerar el hecho de que en la realidad, parte de la
energia elastica de las ondas que se propagan siempre es convertida en calor, y esta
conversién va acompanada con una disminucién en la amplitud de la onda (Kramer,
1996). Para modelar este fenémeno se recurre al modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt

(ver Figura 1.5), que puede expresarse como

Oy

(1.2.14)
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12 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

donde 7, representa la viscosidad del material.

Figura 1.5: Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt (Kramer, 1996).

Suponiendo una distorsiéon angular arménica de la forma v = ygsen(wt), el esfuerzo de

corte queda
T = Gypsen(wt) + wnypcos(wt) (1.2.15)

lo cual graficamente representa una elipse, en el plano v — 7, como lo muestra la Figura

1.6.

— 7

0 v

Figura 1.6: Elipse formada por el modelo Kelvin-Voigt.

La energia elastica disipada en un ciclo, AW estd dada por el area de la elipse, es decir

to+2m/w )
AW = / TR gt = mn? (1.2.16)
to at

Por otro lado, la maxima energia elastica entregada en un ciclo, W, esta dada por el

area bajo la recta de la Figura 1.6, segin

1
W= §G7§ (1.2.17)
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Se define la razon de amortiguamiento, &, como la disipacién de energia normalizada
por la maxima energia eldstica entregada en un ciclo, dividido por 47, lo que equivale

a

2
= ;TAMV/V - ;ngg - % (1.2.18)
20
Lo anterior implica que considerar una viscosidad 7 constante resulta en que la disipa-
cién de energia es directamente proporcional a la frecuencia de excitacién w. Esto no
concuerda con lo observado en suelos, donde la disipacién de energia es un fenémeno
histerético, independiente de la frecuencia. Esta incompatibilidad entre el modelo y la
realidad se soluciona utilizando una viscosidad variable, inversamente proporcional a

la frecuencia, segin
2G
n=""¢ (1.2.19)
w

Reemplazando la ecuacién 1.2.14, con v = du/dz, en 1.2.2 se obtiene

0%u _ G82u N o
Porz = Y a2 " o2

(1.2.20)

Por otro lado, para ondas armonicas, el desplazamiento puede ser expresado como
u(z,t) = U(z)e™! (1.2.21)

lo que al ser sustituido en 1.2.20 entrega la ecuacién diferencial ordinaria

. 0U LU 9
donde G* = (G + iwn) es el médulo de corte complejo. Y usando la expresion 1.2.19

para eliminar la dependencia de la frecuencia, el modulo de corte complejo queda

G* = G(1+ 2i¢). La solucién a esta ecuacién diferencial se puede expresar como

u(z,t) = Ae!@HHk=) | peilwt=k"z) (1.2.23)
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14 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

donde k* = wy/p/G* = ki + iks es el nimero de onda complejo.

Repitiendo el algebra utilizada en el caso no amortiguado, utilizando el ntimero de

onda complejo, se llega a la funciéon de transferencia para el caso amortiguado:

Faw) = cos(llﬂ*H) - cos(w}{/VS*) (1.2.24)

donde la velocidad de onda de corte compleja se define como V* = /G*/p.

Se puede demostrar (ver por ejemplo Kramer, 1996), que para pequetios niveles de

amortiguamiento, esta funciéon de transferencia puede reescribirse como

1 1
F: ~ = 1.2.25
2@) > T i) cosfwH/Vi(1 1 i6) (12.25)
y la funcién de amplificacion
1 1
| Fo(w)| ~ = (1.2.26)

Veost(RIT) 4 (RH)? \Jeos(wH/V.) + [E@H/ VL)

Esta ecuacién indica que, al igual que en 1.2.13, existe una dependencia de la frecuencia
de la solicitacion en la amplificacién del movimiento en superficie. En este caso, se
tendrd méximos locales cuando kH =~ 7/2 + nr, y siempre que haya amortiguamiento
(& > 0), el valor de la amplificacién no tenderd a infinito como en el caso anterior,
ya que el denominador siempre serd mayor que cero. Esto se grafica en la Figura 1.7,
donde se muestra un ejemplo para valores de V; = 400 [m/s], H = 50 [m] en los casos

de razones de amortiguamiento £ = 5% y £ = 10 %.
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12 | —¢(=5%

— £=10%

|Fa(w)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

wlrad/s]

Figura 1.7: Influencia de la frecuencia en la respuesta estacionaria lineal elastica

amortiguada.

Los maximos locales estan asociados a las frecuencias naturales, w,, del depdsito de
suelo, que pueden expresarse como

Vs

Wn N o7

(g + mr) n=01,2, . (1.2.27)
Como se puede apreciar, el amortiguamiento tiene un efecto mayor en las frecuencias
bajas, y va disminuyendo a medida que la frecuencia va creciendo. Es por esto, que
la primera frecuencia natural (n = 0), donde se produce la méxima amplificacién, se
denomina frecuencia fundamental, y el periodo asociado a dicha frecuencia es llamado
periodo caracteristico. Este entrega una indicacion 1til sobre el periodo de vibracion
en el que se puede esperar una mayor amplificacion en los suelos, y se puede expresar

CcOo1mo

T, =2 =22 (1.2.28)
1.2.4. Depésito de suelo con varios estratos y amortiguamien-
to

En el caso de un depédsito conformado por varios estratos de suelo, cada uno de

propiedades G,,, &, vV pm, como el mostrado en la Figura 1.8, se tiene que la solucion
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16 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

presentada en 1.2.23, a nivel de las coordenadas por estrato queda
U (Zm, t) = A, e!Wttknzm) L B otwt=knzm) (1.2.29)

y el esfuerzo de corte puede expresarse como

ou ou ou
) =G — = (G+iwn)— = G(1 + 2i§) — 1.2.30
T(2,t) = Gl = (G i) 5t = G1+2i€) (1.2.30)
Estrato Coordenadas Propiedades Profundidad
u
1 _-1¢ g G & P h

A &S]

;N

L
m Gn S Pn h
mn

Nin-1

m+l1 ¢ Gm-1 ‘EWH Ph+i

m+2

.
v -
N - ¢ Gy = A T e o

Figura 1.8: Depdsito de suelo con varios estratos (modificada de Bardet, 2000).

Ademas, a nivel global, debe haber compatibilidad de desplazamientos y esfuerzos de
corte en la interfaz entre dos estratos seguidos m y m + 1. Siguiendo los sistemas de

referencia definidos en la Figura 1.8, esto se puede expresar como

U (Zm = hmyt) = Ums1(Zme1 = 0, 1) (1.2.31)

Tm<zm = hm,t) = Tm+1<2m+1 = O, t) (1232)

Reemplazando las ecuaciones 1.2.29 y 1.2.30 en 1.2.31 y 1.2.32, y desarrollando alge-

braicamente, se llega a las siguientes férmulas recursivas:

]_ 5 L% 1 - 7.%
Apr = §Am(1 + o, )etFmhm 4 5Bm(1 — a))e” kmhm (1.2.33)
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1 - 1 .
Bpi1 = 5Am(1 — o )ethmhim 1 5Bm(1 + o )e kmhm (1.2.34)

donde se define ¢, como la razén de impedancia compleja segin

kG PV )m

ki1 Gt B P (Ve )1

* —_—
m =

a (1.2.35)

Por otro lado, la condicién de borde en la superficie (7 = 0) implica que A; = By. De
esta manera, aplicando las ecuaciones 1.2.33 y 1.2.34 sucesivamente desde el estrato 1
al m, se puede llegar a ecuaciones que relacionen la amplitud del estrato m con la del

1 de la forma

Ay = ap(w)A; (1.2.36)

B = bu(w) B (1.2.37)

Asi, despejando para a,, y by, se obtiene la funcién de transferencia Fj;, que relaciona

la amplitud de desplazamiento del estrato ¢ con la del j:

Fy(w) = ‘|Z;|| _ Z;Ew) + bi(w)

(1.2.38)

E
+
&
B

La ecuacion indica que conociendo el desplazamiento en un determinado estrato, el
desplazamiento de cualquier otro estrato puede ser determinado. Y dado que para el
movimiento armoénico |i| = w |u| = w? |u|, la ecuacién también es vélida para determi-

nar la amplificacion de la velocidad y aceleracion.

Es comtn encontrar un esquema como el mostrado en la Figura 1.9, en el que existe
un afloramiento rocoso que llega a la superficie. El andlisis para este caso se realiza a

continuacion.
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Movimiento del

Movimiento de la superficie libre afloramiento rocoso
—g—p
2{11 za'n
an + by

Movimiento de la roca basal

Movimiento incidente

{}"H.

Figura 1.9: Nomenclatura utilizada en el anélisis de respuesta de sitio (modificada de
Bardet, 2000).

La onda incidente se propaga verticalmente hacia arriba a través de la roca (estrato
n segun Figura 1.8). Al no poseer una componente de onda hacia abajo, su amplitud
con respecto a la superficie del suelo se reduce a a,. Como se vio, la amplitud del
movimiento en la roca basal con respecto a la superficie del suelo corresponde a a,, +b,,,
es decir, a la superposiciéon de ondas propagiandose hacia arriba y hacia abajo. En el
caso del afloramiento rocoso, al no haber esfuerzo de corte se tiene que a, = b,, y
en consecuencia la amplitud con respecto a la superficie del suelo se puede escribir
como 2a,. De esta forma, la funciéon de transferencia que relaciona el movimiento en el

afloramiento rocoso con el de la roca basal corresponde a

2a,,

Fnle) =2 5,

(1.2.39)

Por otro lado, la funciéon de transferencia que relaciona el movimiento en la superficie

del suelo con el del afloramiento rocoso queda

2aq aq

Fin(w) (1.2.40)

T 2a, an
1.2.5. Analisis de la respuesta sismica mediante el enfoque

lineal

La deduccién de las funciones de transferencia descrita en las secciones anteriores
se realizé considerando una senal en la base de tipo armoénica. Sin embargo, el andli-

sis puede ser extendido a registros sismicos utilizando estas mismas funciones. Para
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esto, el registro sismico en la base, debe ser pasado al dominio de las frecuencias, re-
presentandolo como una serie de Fourier, normalmente utilizando una transformada
rapida de Fourier. De este modo, cada término de la serie de Fourier del registro es
multiplicado por la funcién de transferencia para producir la serie de Fourier del re-
gistro en superficie. Posteriormente, esta serie es traspasada al dominio del tiempo,
mediante la transformada rapida de Fourier inversa, y de esta manera se obtiene el re-
gistro en superficie. En consecuencia, la funcion de transferencia determina cémo cada
frecuencia del registro en la roca basal es amplificada por el depésito de suelo (Kramer,
1996). Dado que la deduccién de las funciones de transferencia descansan en el prin-
cipio de superposicion, este enfoque esta limitado a sistemas lineales. Sin embargo, el
comportamiento no lineal puede ser aproximado mediante el método lineal equivalente

que se describe en la siguiente seccion.
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20 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

1.3. Meétodo lineal equivalente

El método lineal equivalente consiste en la modificacién del modelo Kelvin-Voigt,
descrito anteriormente, para incorporar ciertas no linealidades presentes en el suelo. Un
suelo cualquiera, al ser ensayado en laboratorio con carga ciclica y simétrica, exhibe
un ciclo de histéresis como el mostrado en la Figura 1.10. Existen dos caracteristicas
que describen este ciclo, que son la inclinacién y el area de este. La inclinacion que
depende de la rigidez, puede ser descrita mediante el modulo de corte secante, Gy,
segun G = 7¢/7v,. Por otro lado, el drea del ciclo, estd asociada a la energia disipada,

y en consecuencia se puede describir por medio de la razéon de amortiguamiento &.

T
A Gmaac /rGS
L - 1

Tf

”:Ya >/

Figura 1.10: Médulo de corte méximo y secante (basada en Bardet, 2000).

Ensayos de laboratorio muestran que el médulo de corte secante de un elemento de
suelo varia con la amplitud de la deformacién angular ciclica. A bajos niveles de defor-
macion, el modulo es alto, pero este decrece a medida que la amplitud de la deformacién
angular aumenta. Por otro lado, se observa que el area de los ciclos aumenta a medida
que crecen los niveles de deformacién angular ciclica, lo que indica que la razén de
amortiguamiento se incrementa. Todo esto se puede observar en la Figura 1.11, que
corresponde a curvas obtenidas por Darendeli (2001), a través de una extensa base de
datos de varios proyectos de investigacién, donde se ensayaron suelos que van desde
arenas limpias hasta arcillas, a través de ensayos de columna resonante y torsion ciclica.
A la curva 1.11(a) se le llama curva de degradacion de la rigidez, y se grafica norma-

lizando el valor del médulo de corte por el valor del médulo de corte maximo, G,qz-
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Esto tiene un sentido practico, debido a que la determinacién del G,,., de un suelo se
puede realizar indirectamente, midiendo la velocidad de corte Vi por medio de ensayos
geofisicos (a muy bajas deformaciones), y luego obtener G,,qz, segin G,a: = pV2, lo

cual permite adaptar la curva de degradacién al caso particular del suelo que se desea

modelar.
1.0 10%
08 4 35% A
0.8 -
iz | 30% - 1. =30%, p'=100kPa
: 1,=200%, p'=100kPa
=06 4 25% A ;
£ T 1,=30%, p'=1500kPa
¢ 05 22209 A 1,=200%, p'=1500kPa
s wr
O 04 4 1,=200%, p'=1500kPa 15% 4
- 1,=30%, p'=1500kPa
- =200%. p'=
1,=200%, p'=100kPa Sl
02 - et :
1,=30%, p'=100kPa
| | - _/
0.0 ; . T ‘ 0% : : -
1.0E-06 1.0E-05 1.0E-04 1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01 1.0E-06 1.0E-05 1.0E-04 10E-03 10E-02 1.0E-01
v, [m/m] v, [m/im]

(2) (b)

Figura 1.11: Curvas de (a) degradacién de la rigidez y de (b) razén de amortigua-
miento de Darendeli del 2001 (Guerreiro et al., 2012).

Como se describié anteriormente, la teoria de propagaciéon unidimensional de onda
considera valores de G' y £ constantes en cada estrato, y en consecuencia este enfoque
debe ser modificado. Para considerar la no linealidad del problema, el método lineal
equivalente utiliza las curvas empiricas de degradacién de la rigidez y de razén de
amortiguamiento para determinar los valores de G' y £ consistentes con el nivel de
deformacion inducido en cada estrato, mediante un proceso iterativo. El algoritmo se

describe a continuacion:

1) Iniciar con una estimacion Gy y &y para cada estrato. Generalmente, esta estimacién

corresponde a los valores asociados a la menor deformacion.

2) Pasar la senal incidente al dominio de las frecuencias por medio de la transformada

de Fourier.
3) Calcular las funciones de transferencia al centro de cada estrato desde la roca basal.

4) Calcular los valores de deformacion angular al centro de cada estrato. Se obtienen

directamente en el dominio armoénico y luego se pasan al dominio del tiempo por
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22 Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica

medio de la transformada de Fourier inversa. A partir de esta respuesta en el tiempo,

determinar las amplitudes maximas de deformacion angular v,,., para cada estrato.

5) Determinar la deformacion angular efectiva de cada estrato 7.y, segin

Yef = Rv’)/mam (1341)

donde R, es igual para todos los estratos y se puede estimar en funcién de la magnitud

del sismo (Idriss y Sun, 1992, como lo cita Kramer, 1996), Mj, a partir de

R, = (1.3.42)

o bien como R, = 0,65 (Verdugo).

6) Calcular los nuevos valores lineales equivalentes G;11 y &1, correspondientes al

nivel de deformaciéon angular efectiva 7,y.

7) Repetir los pasos desde el 2) hasta el 6) hasta que la diferencia entre los valores
calculados para el modulo de corte y la razéon de amortiguamiento, en dos iteraciones
sucesivas, sea menor que cierta tolerancia (generalmente 5% a 10%). La convergen-
cia de este método no estd demostrada, pero normalmente bastan entre tres a cinco

iteraciones (Schanabel et al., 1972 como lo cita Kramer, 1996).
Este algoritmo se muestra graficamente en la Figura 1.12.

El método fue implementado originalmente en el programa SHAKE en 1972, y luego
en el afio 1998 fue desarrollado el programa EERA, el cual estd implementado como

un complemento de Excel.
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Mddulo de corte

o
&)

e

------------------------ -

Razon de amortiguamiento

57 SR e s

y v2
eff | eff
Amplitud de la deformacién angular (escala logaritmica)

Figura 1.12: Iteracién del método lineal equivalente (modificada de Bardet, 2000).
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1.4. Limitaciones del analisis en el dominio de la
frecuencia y motivaciéon para el desarrollo de

un codigo de elementos finitos

Como se ha podido constatar a lo largo del presente capitulo, el analisis en el
dominio de la frecuencia ofrece un marco tedrico que permite una comprension del
fendmeno de propagacion de onda a través del suelo y los efectos de amplificacion
asociados. Ademas, bajo ciertas hipotesis, permite incorporar algunas no linealidades
del suelo a través del método lineal equivalente. La simplicidad de este método y sus
minimos requerimientos computacionales han hecho que su uso en el estudio de la res-
puesta sismica de suelos sea ampliamente adoptado. Sin embargo, este enfoque posee
multiples limitaciones, las cuales se manifiestan especialmente en el caso de movimien-
tos sismicos de alta intensidad y/o en el caso de grandes niveles de deformacién en
el suelo (Hashash et al., 2010), donde las no linealidades de este se acenttian (niveles
de deformacion sobre 0,2 %-0,5% de acuerdo a Régnier et al., 2016). Dentro de las

limitaciones mas relevantes del método se pueden destacar (Amorsi et al., 2010):

= Kl suelo es tratado bajo el enfoque de tensiones totales, no tomando en cuenta
la interaccion suelo-fluido en los poros, impidiendo la modelaciéon de los cambios

en la presién de poros y sus efectos en el comportamiento del suelo.

» El comportamiento ciclico del suelo es tratado bajo un modelo de histéresis com-
pletamente reversible, lo cual contrasta con el comportamiento ciclico observado,
caracterizado por una alta no linealidad, una dependencia de la historia de tensién

e irreversibilidad en los ciclo de histéresis.

= El método impide la modelaciéon de problemas tipicos encontrados en ingenieria
en donde se requiere analizar situaciones con geometrias de mayor complejidad

y/o interaccién suelo-estructuras, en un dominio bidimensional o tridimensional.

Considerando lo anterior, se hace necesario recurrir al anélisis en el dominio del tiem-
po, el cual permite superar en gran medida las limitaciones anteriormente senaladas.
Esto es especialmente relevante en el contexto sismologico nacional, en donde se re-

quiere estudiar la respuesta de sismos de gran intensidad que pueden inducir en los

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 1. Analisis en el Dominio de la Frecuencia de la Respuesta Sismica 25

suelos niveles elevados de deformacion, y como consecuencia, de no linealidad y varia-
cién en la presion de poros. Este enfoque esta basado en la discretizacion del dominio
de estudio, lo que permite plantear la ecuacién de movimiento dindmica utilizando
métodos numéricos como el método de elementos finitos (Capitulo 2); la modelacién
del comportamiento no lineal del suelo se incorpora a través de modelos constitutivos,
generalmente formulados en base a la teorfa de plasticidad (Capitulo 3); la resolucién
de la ecuacién de movimiento se lleva a cabo numéricamente a través de esquemas de
integracion en el tiempo y el modelo es truncado mediante condiciones de borde arti-
ficiales (Capitulo 4); y por ultimo, la modelacién de la interaccién suelo-fluido en los
poros se puede tratar de manera acoplada utilizando el enfoque de tensiones efectivas
(Capitulo 5).

Debido a los diferentes aspectos de modelacién involucrados en este tipo de analisis,
este representa un nivel de complejidad superior al del andlisis en el dominio de la
frecuencia, y como consecuencia es un tema que se encuentra en constante desarrollo
cientifico. Especial relevancia tiene el desarrollo de modelos constitutivos que puedan
reproducir de manera realista el comportamiento no lineal de los suelos en un amplio
rango de ciclos de histéresis, asi como los cambios en la presiéon de poros en suelos

saturados (que entre otras cosas pueden conducir al fenémeno de licuacion).

Si bien existen programas comerciales que permiten realizar este tipo de modelacion,
estos ofrecen posibilidades acotadas de analisis. Como lo sefialan Amorsi et al. (2010)
en la mayor parte de los programas comerciales no se encuentran implementadas las
formulaciones constitutivas mas sofisticadas. Asi mismo, estos ofrecen caracteristicas li-
mitadas en los demas aspectos de modelacién (limitado niimero de condiciones de borde
artificial, limitado niimero de esquemas de integracién en el tiempo, etc.). Finalmente,
muchos de estos programas (p. ej. PLAXIS) recurren a tratamientos simplificados de
la interaccion suelo-fluido en los poros, sin considerar una formulaciéon completamente

acoplada de esta interaccion.

En este contexto surge la necesidad de desarrollar un cédigo computacional que posibi-
lite una linea de investigacion orientada al mejoramiento de las técnicas de modelacion
numérica de la respuesta sismica de suelos saturados en el contexto geologico y sismico
nacional. El objetivo a largo plazo es la implementacion de la formulacion hidromecani-

ca completamente acoplada, que permite considerar simultaneamente la deformacién
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del esqueleto sélido del suelo y el flujo del fluido en los intersticios, en conjunto con la
implementacion de modelos constitutivos avanzados basados en la teoria de plasticidad
para la caracterizacion de la fase solida, que permitan reproducir de manera realista el
comportamiento del suelo bajo un amplio rango de condiciones de carga. El propdsito
de este trabajo de tesis es contribuir de manera inicial a este objetivo, generando una
primera version del coédigo, y en base a este, estudiar algunos de los principales aspectos

de modelacién involucrados.
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Capitulo 2

METODO DE ELEMENTOS
FINITOS APLICADO AL
PROBLEMA DE ELASTICIDAD

2.1. Introduccion

El método de elementos finitos (MEF) es una de las herramientas numéricas mas
utilizadas en la actualidad para la modelacion de problemas en ingenieria. Esto se debe
a su extensa aplicabilidad en problemas fisicos y al rdpido desarrollo computacional

que ha permitido su uso eficiente en la practica.

En general, el problema fisico a tratar puede ser idealizado bajo ciertos supuestos y
expresado en un modelo matematico, conformado por un conjunto de ecuaciones di-
ferenciales sujeto a condiciones de borde. Dado que las soluciones analiticas a estos
problemas son muy acotadas y considerando la complejidad inherente a los problemas
reales, se hace necesario recurrir a soluciones numeéricas. En este contexto, el método
de elementos finitos permite resolver el problema matematico de manera aproxima-
da, mediante la discretizacion del dominio en un conjunto finito de partes llamadas

elementos. A través de esta estrategia, el problema de ecuaciones diferenciales se trans-
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forma en uno de ecuaciones matriciales definidas sobre cada elemento. El ensamblaje
de las matrices asociadas a cada uno de los elementos resulta en la ecuacion global que

permite la solucién del problema.

En el presente capitulo se aborda el método de elementos finitos en la solucién del
problema de elasticidad, que sirve como base para la modelacion de suelos. Particular-
mente se desarrolla el método para el caso plano (en dos dimensiones), que serd el caso

implementado en el cédigo.
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2.2. Formulacién general

En términos generales, se desea determinar el vector incognita u que satisface un
set de ecuaciones diferenciales A(u)=0 en cierto dominio volumétrico €2, sumado a
un conjunto de condiciones de borde, B(u)=0, en la frontera I' del dominio. Se lla-
mard a esta formulacion del problema, formulacion diferencial (o formulacion fuerte).
El problema se ilustra en la Figura 2.1, donde ademas se ha incluido el subdominio §2¢,
correspondiente a uno de los elementos en los cuales se discretizara el continuo para la

implementacion del método de elementos finitos. Este elemento posee un borde I'°.

Figura 2.1: Definicién del problema general (basada en Zienkiewicz & Taylor, 2000).

En primer lugar, el problema es llevado desde su formulacion diferencial a una formu-

lacion integral.

Dado que
A(u) = Ay(u)p =0 (2.2.1)

debe cumplirse para cada punto en el dominio €2, entonces también debe resultar que

/Q vI A (u)dQ = /Q [0 As (1) + 2 As(1) + .. ] d2 = 0 (2.2.2)
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donde

(%1

v =104, (2.2.3)

es un vector de funciones arbitrarias suficientemente regulares, con un nimero de com-
ponentes igual al nimero de ecuaciones involucradas, que a su vez equivale al niimero

de componentes del vector incégnita u.

En general, es posible realizar una integracion por partes de la ecuacién 2.2.2, obte-

niéndose una expresion del tipo

/QG(u)dQ +/Fg(u)dI‘ —0 (2.2.4)

que consigue disminuir en un orden las derivadas de A(u) en la integral de volumen.

Esta expresion se denomina formulacion integral (o formulacion débil) del problema.

El método de elementos finitos permite encontrar una solucién aproximada a este

problema, de la forma:
ur~ =) N;a =Na (2.2.5)
i=1

donde N; se denominan funciones de forma y a; son pardmetros a determinar.

Las funciones de forma se definen previamente en términos de variables independientes,
a nivel local en cada elemento. Desde el punto de vista préactico, estas funciones deben
ser algebraicamente simples, pudiendo ser polinomios o funciones trigonométricas. Por
otro lado, siguiendo el método de Galerkin, el vector arbibrario v puede ser expresado

de la forma:

v =0u=>)» N,ba, = Néa (2.2.6)

i=1

donde se utilizan las mismas funciones de forma IN; que para u y donde da es un vector

arbitrario.
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Asi, es posible plantear el problema aproximado para cada uno de los m elementos en
que se discretiza el dominio y luego, mediante un proceso de ensamblaje, reescribir la

ecuacion global como:

AGdQ+/ngF—§;<LeGdQ+ASng>—O (2.2.7)

y resolver para a.
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2.3. Formulacién del problema de elasticidad

Sea un cuerpo continuo, deformable, de un material lineal, elastico e isotrépico que
ocupa el dominio acotado Q € R? como el mostrado en la Figura 2.1, con frontera

I'=T,ul, talque ' =T,NT, # (. Se desea determinar el campo de desplazamientos

u(t,z,y,2) = {u,v,wr (2.3.8)

considerando que el cuerpo esta sometido a fuerzas de cuerpo por unidad de volumen

T
b(t,z,y,2) = [bx,by, bz] (2.3.9)

a fuerzas de superficie por unidad de area aplicadas sobre el borde I'; (condicién de

borde de Neumann)

T

t(t,z,y,2) = [tx, ty,t. (2.3.10)

y ademads presenta desplazamiento nulo sobre el borde I', (condicién de borde de Diri-
chlet).

Interesa, ademés, determinar las deformaciones

T
€lt,z,y,2) = [ex,ey,ez,%y,yyzj%z] (2.3.11)

y las tensiones

T
o(t,z,y,z) = [U;m Tys Oy Tays Tyzs TM] (2.3.12)

Las tensiones dependen de las deformaciones de acuerdo a la ley constitutiva del ma-
terial y las deformaciones dependen de los desplazamientos de acuerdo a la cinemaética
de la deformacion. En consecuencia, las tensiones son también dependientes del campo

de desplazamiento, siendo este la incognita a resolver para obtener las demas.

El material queda completamente caracterizado por su densidad p, su médulo de elas-

ticidad F y su coeficiente de Poisson v.
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En la Figura 2.2 se muestra el estado tensional de un elemento volumétrico infinitesimal

presente al interior del dominio €.

7
}» Ty Ty > X
Oy

y

Figura 2.2: Estado tensional en un volumen infinitesimal.

Utilizando el segundo principio de Newton sobre el elemento, se obtienen las ecuaciones

de equilibrio dinamico:

0%u
0*v
0%w

En la Figura 2.3 pueden visualizarse las tensiones y fuerzas de cuerpo actuando en un

volumen dxdydz en el plano zz.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



34 Capitulo 2. Método de Elementos Finitos aplicado al Problema de Elasticidad

do.
((J’Z + 92 dz) )
( T.’EZ
(Tu:z+ R dZ)
0T
b (nz + B d )
80:1:
|—> by |—>(a;,- + o d )

dz | o w—l

Taz

Figura 2.3: Equilibrio en un elemento diferencial en el plano zz.

Desarrollando para las fuerzas en el eje x se obtiene

92 o, 0T,
Z I, = ma—;; — (O‘x + %d:ﬁ) dydz — oydydz + (Txy + ;yy dy) dxdz — Tyydrdz
(e 27202 ) dwdy — rodidy + bo(dedydz) = (pdzdydz) 22
Tyz 822 JUZ/ szxy inyZ—nyzatQ
(2.3.16)
y simplificando
0*u do, OT or 0*u
F — z Ty ded = —_— 2 1
Y F, m8t2<:>8x+8y+5’z + b, P o (2.3.17)

Repitiendo el desarrollo para las fuerzas en y y en z se obtienen las ecuaciones dife-

renciales de equilibrio:

Jo,  OTyy  OTys _ Q%u
doy  OTyy  OTys *v
=p—= 2.3.1
gy " or T ar T rge (2:3.19)
2
0o,  OTy, N 0Ty 0w (2.3.20)

0z ox dy + = Pz
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Como se menciond, la tension se relaciona con la deformacion mediante la ecuacion

constitutiva:

o = De (2.3.21)

donde se define la matriz o tensor de elasticidad D como:

_1 — v v v 0 0 0 ]
v 1—v v 0 0 0
E v v 1—v 0 0 0
D = (2.3.22)
0 0 0 0 1_22” 0
I 0 0 0 0 0 1;2”_

La deformacién se relaciona con el desplazamiento mediante la ecuacion de compatibi-

lidad de deformaciones:

e=Su (2.3.23)

donde el operador lineal S, para pequenas deformaciones se define como:

9 0
oz 9

0 — 0
dy

8

0 0 —

S=1g o 9 (2.3.24)

oy or -

0 9 9

0z 0

o

L0z ox |
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Reescribiendo la ecuacién de equilibrio en la forma vectorial

doz(n)  Oryy(u)  O74.(u) 0%u
SO O PR R RO AW
do,(u 0Ty (u oT,.(u 0°v
A(u) = = Y 2y Yz —p— = 2.3.25
(u) Ay(u) a%/ | + 83(3 | + a? | + b, p82752 0p ( )
As(u) OJo.(u 071..(u 07y (u B 8710 0
9. T ar oy TP

es posible llevar el problema a su formulacion débil, como sigue:

[)VTA(U)dQ :/Q |f)1 (80':1:(11) + aTa:y(u) + 8chz(u) b, — 82’&) —|—1}2A2(u) —|—U3A3<u) d0 =0

ox dy 0z Par
(2.3.26)
donde el vector arbitrario v sera expresado con la siguiente notacion:
T
v=du= |:5u7 51}7 (5w:| (2327)

A continuacion se integra la expresion 2.3.26 por partes mediante el teorema de Green:

J(dw)

+o.

/QVTA(u)dQ _ /Qlaxa(;;) iy d(dv) ” J(dw) o <8(5u) N 8((51})) +r, (8((51}) N

Y oy 0z oy ox 0z

I(0u)  I(ow) 0*u 0%
+sz< 55 + o —ou bgc—p8752 — v by_p8t2

2
—dw (bz — p%ﬁ) ]dQ + /1“ [&u(oxnx + TayNy + Tonz) + Sv(oyn,,

+ Tyaly + Tyans) + 6w (on, + Tophg + szny)] dl' =0

(2.3.28)

Los términos de la integral de volumen se pueden agrupar si se considera, de forma

andloga a 2.3.23, la siguiente definicién:
de = Sv = Séu (2.3.29)

y ademas:

. [0%u 0% 9*w]T
u=

o2’ o2 o
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En el caso de la integral de superficie, aparece el término

T
n—= [nx,ny’nzj| (2331)

que corresponde al vector unitario normal al borde I', orientado hacia el exterior del
dominio. De esta forma, se puede definir el vector de fuerzas de superficie por unidad

de area segtin

t:E O-JI Tacy T$Z nﬂf,’
t= ty = |Tyz Oy Ty Ny (= Tn (2332)
t, Tox Tay Oz | | M2

donde T corresponde al tensor de tensiones. Tomando en cuenta estas consideraciones

se obtiene la formulacién débil del problema:
/ [6c"o — 6u” (b — pin)] d2 - / dultdl =0 (2.3.33)
Q r

con lo cual es posible aplicar la aproximacion por elementos finitos.

Derivando la expresiéon 2.2.5, se obtiene una aproximacion para la aceleracion t:

it~ N = Ni (2.3.34)
=1

y el vector v se aproxima mediante 2.2.6.

Ademés, se define la matriz B:

B =SN (2.3.35)

y con esto:
de = Sdu = SNéda = Boa (2.3.36)
o = De=DBa (2.3.37)
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Ahora, reemplazando estas expresiones en la formulacién débil se obtiene:
sa” ( /Q [B"DBa — N” (b — pN&)] d2 - /F NTtdF) —0 (2.3.38)
y finalmente, reordenando y considerando que da es arbitrario, la ecuacién queda:
( /Q pNTNdQ> At ( /Q BTDBdQ) a= /Q NTbdQ2 + /F N7 tdl (2.3.39)
lo cual presenta la estructura
Mi+Ka=f +f, =1, (2.3.40)

con la incognitas a(t, x,y, z) vy a(t, z,y, z).
Esta ecuacion se denomina ecuacion global de movimiento del sistema, donde se define:

M: Matriz global de masa.

K: Matriz global de rigidez.

f.: Vector global de fuerzas de cuerpo.
f.: Vector global de fuerzas de superficie.

f..:: Vector global de fuerzas externas.

Ademas, es usual incluir un término que incorpore efectos de disipacién de energia. En
este caso se utiliza el modelo de amortiguamiento viscoso, el cual genera una fuerza
de amortiguamiento proporcional a la velocidad, con lo que la ecuaciéon de movimiento

global queda:
Mi+ Ca+ Ka=f., (2.3.41)

donde se define:
C: Matriz global de amortiguamiento.

Una vez determinadas las incognitas, es facil obtener el campo de desplazamientos
mediante 2.2.5.
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2.4. MEF aplicado al caso de elasticidad plano

2.4.1. Generalidades

En esta secciéon se aplica el método de elementos finitos al problema de elasticidad
en dos dimensiones. En este andlisis particular, el campo de desplazamientos queda
representado por solo dos componentes, cuyas direcciones coinciden con la de los ejes

ortogonales z e y:

u
u(t,z,y) = (2.4.42)
v

En consecuencia, la deformacién total en un punto queda definida, en el plano, por tres

componentes y la ecuacion de compatibilidad se reduce a:

-9 -
— 0
Ca ox
9,
et,r,y)=q¢ ¢=|0 90 B = Su(t,z,y) (2.4.43)
e P
w oy ox)

Con respecto a las tensiones, estas puede ser consideradas de dos maneras en el caso
plano. El primer planteamiento es llamado tensiones planas y solo toma en cuenta las
tres componentes de tensién en el plano zy, es decir 0,, 0, ¥ 74y, siendo todas las demés
iguales a cero. El segundo enfoque es el de deformaciones planas, que a diferencia del
caso anterior, considera que la tension en la direccion perpendicular al plano zy, o,, es

distinta de cero, y esta puede ser evaluada a partir de las otras componentes.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la ecuacién constitutiva para el caso de

tensiones planas queda:

Oz 1 v 0 €
E
o(t,r,y) = Oy (= m v 1 0 € (= De(t,z,vy) (2.4.44)
Tzy 0 0 5| (Vay
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En el caso de deformaciones planas, dado que la componente o, es distinta de cero el

sistema queda:

Oy 1—v v 0 v €y
Oy FE v 1—v 0 v €y
o(t,z,y) = = = De(t,z,y)
Tay (L+v)(1—=2v)| o 0 =2 Yoy
o, v v 0 1—-v €,

(2.4.45)

y dado que €, = 0, la tensién en la direccién perpendicular al plano xy puede ser

determinada directamente a partir de la siguiente expresion:

o, =v(0, +0y) (2.4.46)

Como se visualiza en la Figura 2.4 el enfoque de tensiones planas supone que la di-
mension del problema en la direccion z es muy pequena con respecto a las otras dos.
Este supuesto es valido en el analisis de cierto tipo de elementos estructurales, como
placas cargadas en su plano. Por otro lado, el enfoque de deformaciones planas supone
que la dimensién en la direcciéon z es muy grande con respecto a las otras dos y que
las fuerzas aplicadas en el plano zy no varian a lo largo de z. En consecuencia, este
ultimo enfoque es mas adecuado para problemas geotécnicos, como depoésitos de suelo
sujetos a carga distribuida o sometidos a un sismo en direccién x o y, que corresponde

al estudio de este trabajo.

y

X X

. o, =v(o, +0y)
€ #0 €, =0 !

(a) (b)

Figura 2.4: Enfoques de (a) tensiones planas y (b) deformaciones planas.
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2.4.2. Aproximaciéon del campo de desplazamientos

Como ya se ha mencionado, para aplicar el método se requiere dividir el dominio
en subdominios llamados elementos, los cuales poseen cierta cantidad de nodos. A esta
divisiéon del dominio se le llama malla. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo de
malla que utiliza elementos triangulares de 3 nodos. Puede apreciarse que el desplaza-
miento de cada nodo es expresado en términos de una componente horizontal y una
vertical. A cada una de estas componentes se le denomina grado de libertad, y son las
incognitas a resolver, agrupadas en el vector a, el cual permite determinar el campo

de desplazamiento en cualquier punto del dominio, como se describe a continuacion.

Figura 2.5: Discretizaciéon en elementos triangulares (Zienkiewicz & Taylor, 2000).

La expresion de aproximacion 2.2.5, puede ser utilizada para describir el desplazamiento
u en cualquier punto perteneciente al subdominio Q¢ correspondiente a un elemento e

que posee n nodos, de la siguiente manera:

u(t, z,y n a
u(t,z,y) = toyl > Niaj = {N? Ne ... Ne|§ 7 = Nz, y)a’(t)

(2.4.47)
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donde el vector
aj(t) = (2.4.48)

representa el desplazamiento del nodo k£, el cual puede variar en el tiempo, y donde se

definen n funciones de forma Ni(z,y) agrupadas en las matrices

NE(x, 0
Ne(ry) < | Y (2.4.49)
0 Ni(z,y)

Las funciones de forma llamadas estandar son escogidas de forma tal que la funcién ¢

cumpla que

Nie(lCi,yi) =1 (2450)
Ni(zj,y;) = ... = N (Tpn,yn) =0 (2.4.51)

donde (z;,y;) son las cordenadas del nodo ¢ y (z;,y;)...(@n,yn) son las coordenadas

de los n — 1 nodos restantes. Esto asegura que u(z;,y;) = af.

Las funciones definidas de esta manera cumplen la propiedad de particion de la unidad

para cualquier punto (x,y):
> Nf(z,y) =1 (2.4.52)
k=1

que asegura que al existir desplazamientos de cuerpo rigido estos no produzcan defor-

macién en el elemento.

Ademas se cumple:

zn: Ni(z,y)x; = (2.4.53)

(z.9)y: =y (2.4.54)

M=
=
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1 2 1 2
(a) (b)

Figura 2.6: Elemento triangular (a) lineal y (b) cuadratico.

El elemento mas simple en dos dimensiones es el elemento triangular. Su principal
ventaja frente a los elementos rectangulares es que debido a su geometria, se adapta
mejor a cualquier forma que presente el borde de un problema, aproximandolo mejor.
En esta tesis se trabaja con el elemento triangular lineal (3 nodos) y el elemento
triangular cuadratico (6 nodos), cuyos nodos son enumerados segiin se muestra en
la Figura 2.6. Estos elementos son tratados segun el enfoque isoparamétrico que se

describe a continuacion.

2.4.3. Elementos isoparamétricos

El enfoque de elementos isoparamétricos utiliza el mapeo de los elementos desde un
sistema de coordenadas a otro. El primer sistema es llamado sistema de coordenadas
naturales y el elemento expresado en dicho sistema de coordenadas &n se denomina
elemento maestro. El segundo sistema es llamado sistema de coordenadas fisicas, debido
a que este utiliza el sistema de coordenadas xy y representa al elemento como realmente
se encuentra en el dominio del problema fisico a tratar. La idea es trabajar sobre el
elemento maestro, cuyas coordenadas son estandar, sus dimensiones unitarias y sus
funciones de forma simples, realizando un mapeo mediante procedimientos matematicos
para que las propiedades obtenidas desde este elemento representen las del elemento
real en coordenadas zy. La principal ventaja de trabajar asi es que permite utilizar las
técnicas de integraciéon numérica de forma considerablemente mas simple que si estas
fueran aplicadas directamente sobre el elemento en el sistema de coordenadas fisicas,

dado que el elemento maestro posee un dominio normalizado.

El mapeo desde un punto (§,7) en las coordenadas naturales a un punto (x,y) en las

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



44 Capitulo 2. Método de Elementos Finitos aplicado al Problema de Elasticidad

coordenadas fisicas se realiza utilizando la propiedades 2.4.53 y 2.4.54:

x = i NE(E )z (2.4.55)
i=1

y=> Ni(&myi (2.4.56)
i=1

Ademas, el diferencial de area en coordenadas naturales puede ser mapeado a coorde-

nadas fisicas mediante
dxdy = det(J)d&dn (2.4.57)

donde J es el Jacobiano, que se define como

o0 0y
_|lo¢ O
J=|9 ag (2.4.58)
dn On

cuyas componentes se obtienen derivando las expresiones 2.4.55 y 2.4.56:

n aNie(£7 77) n aNie(£7 77)

=1 a ? =1

8 (2
n ONSEm) 8Nfé,77)y,
=1 () =1 877 )

on

J = (2.4.59)

La relacion entre cada puntos del plano &n y del plano xy debe ser biunivoca. Esto
es equivalente a exigir que el diferencial de area dédn sea mapeado en un diferencial
dxdy no negativo, por lo que esta condicién se asegura si el determinante del Jacobiano
es positivo en todo el elemento. En términos practicos, esto requiere evitar angulos

pequenos en los elementos, lo cual se consigue definiendo adecuadamente la malla.

2 2
| h y
77 T—»
36— 1 SR M
S
1

Figura 2.7: Mapeo de elemento triangular lineal (basada en Jensen, 2013).
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Figura 2.8: Mapeo de elemento triangular cuadratico (basada en Jensen, 2013).

En la Figura 2.7 se esquematiza el mapeo para el caso de un elemento triangular lineal,

cuyas funciones de forma estandar en coordendas naturales estan dadas por:

Ni(§m) =¢ (2.4.60)
N3 (&m) =1 (2.4.61)
N3(&n)=1-&—n (2.4.62)

formando la matriz de funciones de forma:

Ne(6. ) = N (&,m) 0 Nj(&m) 0 N5(&n) 0 (2.4.63)

0 Ni(€,n) 0 N5(&,m) 0 N5 (€,m)

Por otro lado, en la Figura 2.8 se esquematiza el mapeo para el caso de un elemento
triangular cuadratico, cuyas funciones de forma estandar en coordendas naturales estan

dadas por:

Ni(&n) =¢&(26-1) (2.4.64)
N3 (&m) =n(2n—1) (2.4.65)
N3(&m) = (1 =& —n)(1—28—2n) (2.4.66)
Ni(&mn) = 4&n (2.4.67)
N5(&m) =41 =& —n) (2.4.68)
Ng(&m) =461 =€ —n) (2.4.69)
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formando la matriz de funciones de forma:

N, 1) = Ne(&,m) 0O NS O Ne O Ne O NE O NE O
0  Ne(&n) O N 0O NS O N O Ne 0 Ng

(2.4.70)

2.4.4. Integraciéon numérica

La integracién numérica juega un rol fundamental en el calculo de las matrices y
vectores elementales, y permite evitar la integracion analitica, que es méas compleja
y en algunos casos imposible de realizar. El método mas utilizado en la practica es
el de Cuadratura de Gauss-Legendre. Este es mas eficiente que otros métodos debido
a que especifica de forma déptima ciertos puntos de evaluacion para llevar a cabo la
aproximaciéon de la integral en forma de sumatoria. En el caso de integracion en dos

dimensiones de una funcién F(£,7), el método se expresa como:
1 1-n m
[ [ Femdean ~ 3" Femp (2.4.71)
=1

para un esquema de integracion de m puntos de evaluaciéon, con sus respectivas parame-

tros de peso F,.

En la Figura 2.9 se muestran algunos de los principales esquemas de integraciéon sobre

elementos triangulares.

nlk

A x b

o
x
X
o
o
X
X
o
Yyon

Figura 2.9: Esquemas de integraciéon numérica para elementos triangulares.

En el caso del esquema de integracion de m = 1 punto permite integrar exactamente

un polinomio de grado 1 de la forma F(£,n) = ag + ax€ + asn. Este esquema, corres-
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pondiente a la Figura 2.9 caso (a), viene dado por el siguiente punto de evaluacién y
peso:

P, = (2.4.72)

1
2

W —

El esquema de m = 3 puntos permite integrar exactamente un polinomio de hasta

grado 2 de la forma F(£,n) = a1 + axé + asn + asén + asE2 + agn?. Este corresponde
a la Figura Figura 2.9 caso (b):

1 1 1
= ==, P, = 2.4.73
fa= 501 = 5 A ( )
1 1
=0,my=—~,P = 2.4.74
& > Ty 5% 6 ( )
f=tp—0p =2 (2.4.75)
0_2717C_ C 6 P o9

Alternativamente se puede utilizar el esquema correspondiente a la Figura 2.9 caso (c:)

1 2 1
a_*aa_*apa_f 2.4.76
€0 = Golla = 3 5 ( )

1 1 1
Y T = — 2.4.77
& o= h=¢ ( )

2 1 1
c 776_77Pc:7 2478
§e= 301 = g G ( )

El esquema de m = 4 puntos permite integrar exactamente un polinomio de hasta grado

3 dela forma F'(&,n) = aq+asf+asn+asln+as®+asn®+or&®n+asén* + o +aion®.

Este corresponde a la Figura 2.9 caso (d):

1 1 27

a— 5> a:*aPa:_i 2.4.79

=30 =3 96 (2.4.79)
25

& =02,m =06k = % (2.4.80)
25

£ =021, =02, P = (2.4.81)
96
25

§a=0.6,m0 =02, = 9% (2.4.82)
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2.4.5. Matrices y vectores elementales
2.4.5.1. Generalidades

A continuacién se derivan las matrices y vectores a nivel de elemento, utilizando
el enfoque de elementos isoparamétricos, de tal manera que la cuadratura de Gauss-
Legendre sea aplicable de manera directa. El ensamblaje de estas matrices y vectores

permite construir las matrices y vectores globales del sistema.

2.4.5.2. Matriz elemental de masa

A partir de la ecuacion global 2.3.39 se define la matriz elemental de masa del

elemento e como:
M* = [ p(N(z,))"N*(z, y)dady (2.4.83)
la cual, utilizando el enfoque de elemento isoparamétrico, puede reescribirse como:

M= [ (NG )TN mydet(T) e (2.4.84)

Consideraciones sobre la matriz de masa seran tratadas en el Capitulo 4.

2.4.5.3. Matriz elemental de rigidez
A partir de 2.3.39 se define la matriz elemental de rigidez del elemento e como:
K¢ = / (B(z,y))TDB(z, y)dzdy (2.4.85)

que puede reescribirse como:

K= [ [ (e 1) DB (€ mder(3) e (2.4.86)
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Para elementos triangulares lineales:

[ON:© ON5°© ON;° i
A T
ON,* ON,® ON,*
BEm=8SN(En=1| 0 —= 0 —= 0 — (2.4.87)
ON1® ONi° ONo,° ON,° ON; ON;°
L Oy ox Dy ox Dy or |

y para elementos triangulares cuadraticos:

ON;1€ ON2¢ ON3¢€ ONy© ON5© ONg©
ox 0 ox 0 ox 0 ox 0 ox v ox 0
ON1¢ ON2¢ ON3¢ ONy© ON5© ONg©
Be(&,m)=| O 0 0 0 0 0

P P P ) ) P
ONLE  ONIE  ON2S  ONGE  ONsE  ONAGE  ONi©  ONAE  ONs¢  ONGE  ONgS  ON.e

oy ox oy ox Jy ox Jy ox dy ox dy o
(2.4.88)

donde los términos de las matrices pueden ser determinados utilizando la expresion

ON;(&,n) ON;*(&,n)
_ p)
5 Nif?@ 0= on é ”) (2.4.89)
dy an

2.4.5.4. Matriz elemental de amortiguamiento

En general, se utiliza un amortiguamiento tipo Rayleigh, que significa que la matriz
elemental de amortiguamiento es proporcional a la matriz de masa y a la de rigidez,

por medio de dos constantes. Se ahondara en este tema en el Capitulo 4.

2.4.5.5. Vector elemental de fuerzas de cuerpo

A partir de 2.3.39 se define el vector elemental de fuerzas de cuerpo del elemento e

como:
F.° :/(Ne(x,y))dexdy (2.4.90)
Q

que puede reescribirse como:

F.° = /0 1 /0 T (Ne(¢, ) Thdet(3)dédy (2.4.91)
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En general, las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen corresponden al peso especifico

del cuerpo, y en consecuencia la expresion queda

1 1-n 0
F.°— /0 /0 (N“(&, )T . det(3)dedn (2.4.92)

Para el caso de elementos triangulares lineales la integral se reduce a

1 pl—nm T
Fce = —’ydet(J) /0 /0 |:07 57 07 7, O’ 11— 5 -7 dde] <2493)

y dado que los polinomios son de grado 1, se requiere un esquema de integracién de
solo un punto para que la integral calculada por cuadratura de Gauss-Legendre sea
exacta, quedando:

1
3

1 T r
F.* = —Zndet(J) [o, ,o,;,,o,;,} =4 [o, ,0,;,0,§} (2.4.94)

Esto equivale asignar a cada nodo un tercio del peso del elemento.

2.4.5.6. Vector elemental de fuerzas de superficie

A partir de 2.3.39 se define el vector elemental de fuerzas de superficie del elemento

€ Comao:
F,° = / (N¢(z, ) tdl (2.4.95)
I

Comunmente en problemas geotécnicos se requiere aplicar una carga distribuida sobre
la superficie horizontal del dominio simulando el peso de una fundacién. Suponiendo
una carga uniformemente distribuida —¢, actuando verticalmente, el calculo del vector
elemental de fuerzas de superficie se reduce a determinar las cargas puntuales equi-
valente sobre los nodos superficiales del elemento, como lo muestra la Figura 2.12(a).

Para esto se recurre a las funciones de forma de elementos unidimensionales.

En el caso de elementos triangulares lineales se trabaja con elementos unidimensionales
de dos nodos. Las funciones de forma se muestran en la Figura 2.10, donde se ha

considerado el largo del elemento L = 2a.
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Figura 2.10: Funciones de forma para elemento unidimensional de dos nodos (modi-

ficado de Jensen, 2013).

Estas corresponden a

. a+x
Ni(z,y) = 5 (2.4.96)
a—x
Ny (z,y) = 5 (2.4.97)
(2.4.98)

formando la matriz de funciones de forma:

N(z,y) = Ni(z,y) 0 Ng(z,y) 0 (2.4.90)
0 Nf(z,y) 0 N5 (,y)

y desarrollando la integral se obtiene

T
dx (2.4.100)

0, %z 0,2

’ 2a ?

P, = [ (N“(a,y)" ==/
—q

T
Fs=—q {0, a,0, a] = —q {o, L/2,0,L/2 (2.4.101)

En el caso de elementos triangulares cuadréticos se trabaja con elementos unidimen-

sionales de tres nodos. Las funciones de forma se muestran en la Figura 2.11.

TR q
X
P e ereaely
a a

0

Figura 2.11: Funciones de forma para elemento unidimensional de tres nodos (modi-
ficada de Jensen, 2013).
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Estas corresponden a

. r(a+x

Ne(z,y) = (2a2> (2.4.102)
—r\a —x

Ne(z,y) = (2a2> (2.4.103)
a? — 12

Ni(z,y) = = (2.4.104)

formando la matriz de funciones de forma:

N(z,y) = Ni(z,y) 0 N5 (z,y) 0 N3 (z,y) 0 (2.4.105)
0 Ni(z,y) 0 N5 (z,y) 0 N3 (z,y)

y desarrollando la integral se obtiene

0 “ r
R = [N ir =g {0’ slats) o “sla—a) () a —aﬂ] dr (2.4.106)
T —a

2a2 2a2
—q

T

T
F = —q [0,a/3,0,a/3,0,4a/3} =—q [0, L/6,0,L/6,0, 2L/3} (2.4.107)

Las distribuciones obtenidas se muestran en la Figura 2.12, donde también se ha in-

cluido el caso de una carga distribuida triangular.

1/6 2/3 1/6
(a) bl %‘
0 /3 1/6
Figura 2.12: Fuerza nodal equivalente para (a) carga uniformemente distribuida y (b)

carga triangular (Smith & Griffiths, 2004).
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Capitulo 3

ANALISIS NO LINEAL

3.1. Introduccion

Incluso a relativamente bajas deformaciones, los suelos presentan un comporta-
miento no lineal (Hashash et al., 2010). En consecuencia, es imprescindible incluir este
aspecto en la modelacién numérica. Manteniendo la teoria de elementos finitos para el
problema elastico, tratada en el Capitulo 2, se debe agregar el analisis no lineal, que
se desarrolla en dos niveles. En el primer nivel (global) se busca encontrar el equilibrio
entre las fuerzas internas desarrolladas en el sistema y las fuerzas externas que actiian
sobre este. Estas deben ser aplicadas de manera incremental debido a la no linealidad,
y por lo mismo, el proceso es iterativo. Para esto se utiliza el método de Newton-
Raphson, el cual, como se explicara, posee tres variantes. Por otro lado, en el segundo
nivel (local) se busca evaluar la variacién que experimenta la tensién en cada punto
de integracién del dominio (puntos de la cuadratura de Gauss-Legendre) a medida que
la fuerza externa se incrementa, para de este modo actualizar las fuerzas internas del
sistema. En este caso se recurre a la teoria de plasticidad, que permite la formulacién de
modelos constitutivos que pueden describir, con mayor o menor exactitud, las principa-
les caracteristicas del comportamiento de los suelos observado en laboratorio. Dentro
de estos modelos, el modelo Mohr-Coulomb representa una primera aproximacién al
comportamiento no lineal de lo suelos, por lo que sera el modelo implementado en el

codigo de elementos finitos. Tiene como ventaja el utilizar pocos parametros y el bajo
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costo computacional que implica su uso, con respecto a otros modelos mas avanzados.
Uno de los problemas para su implementaciéon dentro de un esquema numérico, es la
presencia de singularidades en su superficie de fluencia. Este problema ha sido tratado
por varios autores, y en este capitulo se presenta la formulacién planteada por Clausen
et al. (2007), que incorpora la superficie de fluencia y el potencial plastico de manera

exacta.

El presente capitulo estd acotado al analisis estatico, pero en el Capitulo 4 este es

extendido al caso dinamico.
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3.2. Resolucion global del problema no lineal

3.2.1. Formulacion incremental del problema

El analisis con carga estatica supone que las fuerzas externas son aplicadas lo su-
ficientemente lento para que las fuerzas de inercia sean consideradas nulas. De esta
forma, la formulacién débil del problema de elasticidad 2.3.33 puede reescribirse, para

el caso estatico, de la siguiente manera:
[ 6¢"gdn = [ suTbdq2+ [ suTtdr (3.2.1)
Q Q r
que para el caso lineal elastico equivale a
Ka = fox (3.2.2)

o bien
fint = fext (323)

Para abordar el problema no lineal, debe considerarse el hecho de que el material
ird cambiando sus propiedades mecanicas a medida que se vaya produciendo el in-
cremento en la carga aplicada sobre él y en consecuencia, no es factible utilizar la
formulacién anterior directamente con el valor total de la fuerza externa. Para afrontar
esto, el andlisis debe ser realizado aplicando la fuerza externa en forma creciente, a
través de una serie de pasos de carga, verificando el equilibrio en cada paso. Es decir,

para un paso de carga i, la fuerza externa aplicada sera
fexti = fexti_1 + Afext (324)
y se deberd verificar el equilibrio global

fort’ — Fine' = 0 (3.2.5)
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donde:

£t Vector global de fuerzas externas nodales en el paso 1.

fint': Vector global de fuerzas internas nodales en el paso i.

Para esto, la formulacion débil se puede reescribir en la forma incremental
/ 5" Agd) = / SuTbidQ + / Sultidl — / e 1de) (3.2.6)
Q Q r Q
donde
o'=0"'+Ac (3.2.7)

Aplicando la aproximacién por el método de elementos finitos, tal como en el Capitulo

2, esta formulacién puede ser expresada en los siguientes términos:
[ BTAcae = [ N"bdQ+ [ NTtdr - [ Blo' a0 (3.2.8)
Q Q r Q
presentando la estructura
K'Aa = fo' — fine' ' (3.2.9)

donde

K®: Matriz de rigidez correspondiente a la configuracién del sistema en el paso i.

3.2.2. Meétodo de Newton-Raphson
3.2.2.1. Algoritmo

Dado que la relacion constitutiva del material es no lineal, se requiere de un método
iterativo para poder resolver el equilibrio (ecuacién 3.2.5) en cada paso de carga. Para
esto se recurre al método de Newton-Raphson, que para la iteracion j del paso de carga

1, se puede expresar como
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y resolviendo para da’, se obtiene

ail = a1 4 §al (3.2.11)

donde r*J=! se denomina vector de desbalance de fuerzas y da’ corresponde al vec-
tor de sub-incremento del desplazamiento nodal en la interacién j, que contribuye al

incremento de desplazamiento nodal del paso :

Aa' =) éal (3.2.12)

Jj=1
donde n es el nimero de iteraciones en el paso de carga .

En cada iteracién j, se determina el vector a’ que es utilizado para evaluar las tensiones
internas y actualizar el vector fi,¢ y la matriz K de la iteraciéon j + 1. El vector de
desbalance de fuerzas representa el hecho de que la fuerza externa del paso ¢ atin no
estd en equilibrio con las tensiones internas en la iteracion j, requiriéndose un sub-
incremento adicional de los desplazamientos nodales. Este procedimiento iterativo se
realiza hasta que el vector de desbalance tiende a cero, definiéndose un error que debe
cumplir cierta tolerancia. De esta forma es posible obtener una aproximacién para a’

y continuar con el paso de carga 7 + 1.

El método se esquematiza en la Figura 3.1:

fez‘t

A
) K2’1
i ik

fiﬁt 7777777777777777
Kl,l K?,O
1
ext -+« >
dal da?
KI,O/
Aa?
»

Figura 3.1: Algoritmo de Newton Raphson.

Como se puede apreciar, la rigidez K*/~! se actualiza en cada iteracién, y corresponde a
la rigidez tangente. Asi el método, se le denomina método de Newton-Raphson completo,

pero existen dos modificaciones de este algoritmo: si la matriz de rigidez solo se actualiza
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al inicio de cada paso de carga i, es decir, K¢, el método es llamado Newton-Raphson
modificado. Si la rigidez solo se calcula inicialmente, es decir, K, el método se llama

método de rigidez inicial. Estas variaciones son mostradas en la Figura 3.2.

f xt fc 't
A A
2 2
ext 9 1t ext
2,1 re
Jine[f ==~ y r2!
K 2,1
1 filnt ******* -
ext <« e fext
dat da® 6a? 0
Kl/ KY—
» A » A

(a) . (b)
Figura 3.2: Algoritmos de (a) Newton-Raphson modificado y de (b) rigidez inicial.

Como lo senialan Dang et al. (2014), en general, el método de Newton Raphson completo
tiene una convergencia rapida, pero requiere de un costo computacional elevado, espe-
cialmente cuando se utilizan leyes constitutivas complejas, como por ejemplo, cuando se
ocupa una regla de flujo no asociada (tema que se vera en las proximas secciones), dado
que normalmente esto genera una matriz global de rigidez no simétrica. Por otro lado,
el método de Newton Raphson modificado requiere de un menor costo computacional,
pero ofrece una velocidad de convergencia menor que el método de Newton-Raphson
completo. Finalmente, el método de rigidez inicial es un método robusto con respecto

a los otros dos, pero requiere de un gran nimero de iteraciones.

3.2.2.2. Actualizacion de las tensiones

Como se mencion6 anteriormente, una vez determinado el sub-incremento de des-
plazamiento nodal da’ al final de la iteracién j, se debe actualizar el estado de tensiones
del material. Esto se resuelve a nivel de cada punto de integracién (puntos de la cua-
dratura Gauss-Legendre de cada elemento). En primer lugar se requiere determinar el

sub-incremento de deformacion, de’, del punto (£, 7n) segtin

5e! = B(¢,n)(6a’)’ (3.2.13)
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y de esta forma se actualiza el incremento de deformacién, Ae’, segin

A€ = znj §e/ = B¢(¢,1)(Aa®)’ (3.2.14)

J=1

Luego, el estado de tensiones en el punto se debe calcular mediante

o =o'+ Ao’ (3.2.15)

resolviendo la integral

i—1

. e~ Aet
Ao = / D%de (3.2.16)

donde o'~ corresponde al tiltimo estado de tensiéon aceptado del paso anterior (i — 1),
€'~ es la deformacién asociada a ese estado de tensiéon y D es la matriz constitutiva
de tension-deformacion del material. Es importante que esta integracion siempre se
realice desde el tltimo estado de deformaciéon que tuvo convergencia (e‘~!) hasta el
estado de deformacién actual, para que de esta manera el resultado final al momento
de converger no esté afectado por los errores en los desplazamientos y deformaciones

que surgieron durante el proceso iterativo (Bathe & Cimento, 1980).

La resoluciéon de esta integral para un determinado modelo constitutivo basado en la
teoria de plasticidad se tratara en profundidad en las siguientes secciones del presente

capitulo.

3.2.2.3. Actualizacidon del vector de fuerzas nodales internas

Una vez determinado el estado tensional o’ de todos los puntos de integracion, el

. ii—1 . . ,
vector de fuerzas internas ff,"’~" se obtiene a nivel de elemento segin

fo i = / B o7 d) (3.2.17)
Q

int

que puede reescribirse como
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= [ [ B ) olen) der(3(E, )i (3218
0 JO

y ser integrado numéricamente mediante cuadratura de Gauss-Legendre:

£2.77 ~ > B(&,m) o (&,m)  det(I(&,m))W, (3.2.19)
=1

3.2.2.4. Criterio de convergencia

Para definir cuando se ha cumplido el equilibrio, se puede definir el error global

segun un criterio de fuerzas, como

[P

el = (3.2.20)

i

fext

2

donde

M, = /> (@) (3.2.21)

e
y una cierta tolerancia e;,;. Con esto:

Si e > ;4 => Se sigue iterando (j = j + 1).
Si e < e,y => Se pasa al siguiente paso de carga (i =i + 1).
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3.3. Teoria de Plasticidad

3.3.1. Generalidades

Para determinar la relacién entre los incrementos de deformacion y tension en sue-
los, son ampliamente utilizados los modelos constitutivos basados en la teoria de plas-
ticidad. El comportamiento mecanico de los suelos tiene una fuerte dependencia del
nivel de tensiones, la presiéon de poros, historia, direccién de los incrementos de cargas
y estructura del material, y en este sentido, la teoria de plasticidad ofrece un marco
tedrico consistente, que permite su entendimiento y prediccion. Debido a los avances
en las capacidades de los computadores y métodos numéricos, a lo largo del tiempo se
ha desarrollado una gran gama de modelos constitutivos que permiten representar la

mayor parte de las caracteristicas observadas en los suelos.

Una descripcion extensa de la teoria de plasticidad puede encontrarse en Zienkiewicz
et al. (1999) y Potts et al. (1999). A continuacién se presentan los principales aspectos,
con un enfoque en la implementacion de estos modelos en el marco del método de

elementos finitos.

Un primer supuesto de la teoria de plasticidad es que un incremento en la deformaciéon

total puede ser expresado como la suma de una componente elastica y una plastica:

de = de® + de? (3.3.22)

Por otro lado, se supone que sélo la componente elastica de la deformacion genera
cambios en las tensiones. En consecuencia, la ecuacion constitutiva 2.3.21, puede rees-

cribirse de forma incremental como:

do = Dde® = D(de — de?) (3.3.23)

El calculo de las deformaciones plasticas se realiza por medio de tres propiedades que
caracterizan el comportamiento del material: una Funcion de Fluencia, que define si el
material ha iniciado el flujo pldstico o si se encuentra en el rango eldstico; una Regla

de Flujo, que relaciona el incremento de deformacion plastica con el estado actual de
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tensiones y el incremento de estas; y una Regla de Endurecimiento, que especifica como

la funcion de fluencia cambia a medida que se desarrolla el flujo plastico.

Conviene, como se explicara mas adelante, trabajar en el espacio de las tensiones prin-

cipales, es decir

T
g = {0‘1 lop) 0'3} (3324)
Para esto, dado el tensor general de tensiones

Ox Tay Trz
Tye Oy Tyz (3325)

Tze Tzy Oz

las tensiones principales son obtenidas mediante la resolucién del problema de valores

y vectores propios
(03 — 040:5)py” (3.3.26)

donde o;; son las componentes del tensor, las tensiones principales, oy, son los valores
(k)

propios del tensor y las direcciones principales, p;”, son los vectores propios. Luego,

las tensiones principales se obtienen resolviendo

det(o;; — 00;5) =0 (3.3.27)

3.3.2. Funcion de fluencia

Se define la funcion de fluencia, o superficie de fluencia, como una funcién escalar
dependiente del estado de tensiones y de los parametros de estado k relacionados con

el endurecimiento del material:

flo,k)=0 (3.3.28)
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En el caso de modelos constitutivos elastoplasticos perfectos (sin endurecimiento), k es

constante y representa la magnitud de las tensiones en la fluencia, con lo que se tiene
f(o)=0.

La funciéon divide el comportamiento puramente elastico del comportamiento elas-
toplastico. Asi, el valor de f es utilizado para identificar el tipo de comportamiento del

material, de la siguiente manera:

f(o, k) < 0: Comportamiento eldstico (3.3.29)

f(o, k) =0: Comportamiento plastico o elastoplastico (3.3.30)

f(o, k) > 0 : Comportamiento inadmisible (3.3.31)
01

Estado inadmisible
flo,k) >0

FElastoplastico
flo,k)=0

FEléastico

flo,k) <0

=O'3

Figura 3.3: Superficie de fluencia.

Asi por ejemplo, si la funcion f es expresada en términos de las tensiones principales oy,
03y 09 = 0, esto puede ser visualizado en la Figura 3.3. Lo anterior deja de manifiesto
que el valor de f solo podra ser igual o menor a 0 para que el problema tenga sentido

fisico.

3.3.3. Regla de flujo y potencial plastico

La regla de flujo define cémo evolucionan las deformaciones plasticas para cada

estado de tensiones y se expresa de la siguiente forma:

)
de? = dv(% — d)\rg, (3.3.32)
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donde:

dN\P > 0: Multiplicador pléstico.

g: Potencial plastico.

En esta expresion, el multiplicador plastico, que se obtendra mas adelante, es un escalar
que controla la magnitud del flujo plastico (incremento de deformaciones plasticas),

mientras que gg controla la direccién de dicho flujo.

El potencial plastico, g, se define como una funcién escalar dependiente del estado de

tensiones y de los pardmetros de estado m:

glo,m) =0 (3.3.33)

Se puede notar que el vector de incremento de deformacién pléstica es normal al po-
tencial plastico. Esto se puede visualizar en la Figura 3.4, donde se ha graficado el

potencial plastico en el espacio de tensiones principales, considerando o, = 0.

Como se puede apreciar, debido a la forma de la regla de flujo, los ejes de las tensiones
principales (direcciones principales) coinciden con los de los incrementos de deformacion
plastica. Esto difiere del problema elastico, en que las direcciones principales coinciden

con los incrementos de deformacién total.

o, def

Figura 3.4: Regla de flujo (modificada de Karstunen).

En algunos casos se puede considerar que el potencial plastico coincide con la funcién
de fluencia (g(o,m) = f(o, k)), y entonces se dice que la regla de flujo es asociada. En
dicho caso, el vector de incremento de deformacion plastica es normal a la superficie

de fluencia. Sin embargo, para materiales como los suelos, el uso de una regla de flujo
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asociada tiende a sobrestimar la dilatancia, que es la capacidad del suelo de aumentar
su volumen al ser sometido a fuerzas de corte. Por esto, en general g(o,m) # f(o, k),

y a este tipo de regla de flujo se le denomina no asociada.

3.3.4. Regla de endurecimiento

Las reglas de endurecimiento determinan como los pardmetros de estado k varian
con las deformaciones plasticas, y en consecuencia cémo cambia la funcién de fluencia.
Esto se puede ejemplificar pensando en un ensayo de compresiéon unidimensional. Una
vez que el material ha llegado a la fluencia, la tension de fluencia puede ser graficada,
como en la Figura 3.5. Como se muestra en la figura, hay una variacién de la tension
de fluencia (funcién de fluencia en el caso general) a medida que transcurren las defor-
maciones plasticas. Dependiendo del tipo de comportamiento a la regla se le llama de

endurecimiento o reblandecimiento.

Oy

endurecimiento

reblandecimiento

»

Figura 3.5: Regla de endurecimiento/reblandecimiento (basada en Potts et al., 1999).

3.3.5. Relacién incremental tension-deformacion total

La relacién constitutiva incremental 3.3.23 puede ser reescrita en términos de la

deformacion total €. Para esto, se reemplaza la ecuacién 3.3.32 en 3.3.23, obteniéndose

do = Dde* =D (de — d/\p§9> (3.3.34)

o
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Ademas, deben cumplirse las tres condiciones de carga-descarga de Kuhn-Tucker:

d\? >0, f<0, dVf=0 (3.3.35)

La primera condicién asegura que el multiplicador plastico no es negativo, mientras
que la segunda indica que el estado de tension debe permanecer o dentro o sobre la
superficie de fluencia. La tercera condicién asegura que las tensiones deben permanecer
en la superficie de fluencia (f = 0) durante la carga plastica (d\? > 0). Para asegurar
esta ultima condicién, se debe imponer la condiciéon de consistencia df = 0, que para

materiales sin endurecimiento y deformaciones planas, puede expresarse como:

_of of of of B
df = 0. do, + 78% doy, + Tny ATy + 9o, do, =0 (3.3.36)
o bien:
_(9f ! _
df = (60’) do =0 (3.3.37)

Reemplazando 3.3.35 en la ecuacion anterior:

of dg

T
df = (aa> D <de - dvaa> =0 (3.3.38)

de donde se puede despejar el multiplicador pléastico:
T
<§f> Dde
ANP = 7 (3.3.39)

(52) 2 ()

Esto permite, tras un trabajo algebraico, expresar la relacion constitutiva de la siguiente

manera:

do = D%de (3.3.40)
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donde se define la matriz tensién-deformacién elastoplastica como:
D =D — D?P (3.3.41)
y la matriz tensién-deformacion plastica como:
o (52) (3) »
D? = (3.3.42)

(&)= ()
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3.4. Modelo constitutivo Mohr-Coulomb

3.4.1. Generalidades

El modelo de Mohr-Coulomb representa una primera aproximacion al comporta-
miento de los suelos. Este no presenta endurecimiento y queda definido por cinco

parametros:

E: Médulo de Young.

v: Médulo de Poisson.

c: Cohesion.

¢: Angulo de friccién interna.
(R Angulo de dilatancia.

Para visualizar el tipo de aproximacién que hace este modelo, en la Figura 3.6 se
muestra la modelacion de un ensayo triaxial mediante el modelo de Mohr-Coulomb

junto a un resultado tipico de un ensayo triaxial para una arena densa.

o — 3 oy = o3

E | 2ccos(¢) — (o1 + 03)sen(o)

'
'

761 761
€y €y

\/

€1 €1

o (E5)
(a) (b)
Figura 3.6: (a) Modelacién de un ensayo triaxial y (b) resultado tipico de un triaxial

para una arena inicialmente densa (basada en Vermeer et al., 1984).

Las principales caracteristicas del modelo se describen a continuacion.
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3.4.2. Region elastica

La idea basica del modelo de Mohr-Coulomb es representada en la Figura 3.7, para
el caso unidimensional. El modelo describe un comportamiento elastoplastico perfecto

(sin endurecimiento).

AC

Figura 3.7: Idea bésica del modelo de Mohr-Coulomb (basada en PLAXIS, 2015).

En consecuencia, a bajas deformaciones el modelo supone que el comportamiento del
suelo es elastico, con lo cual, en esa region todas las deformaciones se recuperan en un
ciclo de carga y descarga (al contrario de la region plastica), despreciando todo tipo de
disipacion de energia. La region elastica queda descrita por la ley de Hooke o = Dk,

definida en el Capitulo 2, a través de los parametros E y v.

3.4.3. Funcion de fluencia

La transicion desde el comportamiento eldstico al comportamiento plastico es de-
terminada por la funciéon de fluencia f, que en el caso del modelo de Mohr-Coulomb

es una extensiéon del criterio de falla de Mohr-Coulomb (Figura 3.8)

T=c+o-tg(¢) =1y (3.4.43)
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T

<7 |

IC

>0

Omin,

Omin,

O-’I)’ QT

O-’IT 1T

Figura 3.8: Criterio de falla de Mohr-Coulomb.

lo que significa que la masa de suelo entrara en fluencia en un determinado punto
cuando la tensién de corte 7 movilizada en dicho punto sea igual a la resistencia de

corte 7y, la cual se determina mediante los parametros de resistencia c y ¢.

Esto también se puede expresar como

flo)=17—0-tg(p) —c=0 (3.4.44)

y puede escribirse en términos de las tensiones principales méaxima o,,,, y minima o,,;,

Ccomo

f(0) = (Omaz — Omin) + (Tmaz + Omin)sen(p) — 2¢ - cos(¢) = 0 (3.4.45)

generandose 6 casos, dependiendo de como se ordenen las magnitudes de las 3 tensiones

principales
f1= (01 — 09) + (01 + 02)sen(¢) — 2¢ - cos(p) =0, si o1 > 03 > 09 (3.4.46)
fo= (01 — 03) + (01 + 03)sen(¢) — 2¢ - cos(p) =0, si o1 > 09 > 03 (3.4.47)
f3 = (02 — 03) + (09 + 03)sen(¢p) — 2¢ - cos(¢p) =0, si 09 > 09 > 03 (3.4.48)
fo= (09 — 01) + (02 + g1)sen(¢) — 2¢ - cos(p) =0, si o9 > 03 > 0y (3.4.49)
f5 = (03 —01) + (03 + g1)sen(¢) — 2¢ - cos(¢) =0, si 03 > 09 > 04 (3.4.50)
f6 = (03 — 09) + (03 + 02)sen(@) — 2¢ - cos(p) =0, si 03 > 01 > 09 (3.4.51)

lo que se traduce, como lo muestra la figura 3.9, en seis planos en el espacio de tensiones

principales
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o1

Figura 3.9: Planos que genera la funcion de fluencia en el espacio de tensiones prin-
cipales (Biru, 2010).

que al ser interceptados conforman una superficie conica hexagonal, como se visualiza

en la Figura 3.10.

(a) (b)

Figura 3.10: Superficie de fluencia (a) en el espacio de esfuerzos principales y (b) en

la proyeccién sobre el plano desviatorio (Huang, 2008).

De esta forma, el interior de esta superficie (f < 0) equivale a la region eléstica,
mientras que el borde (f = 0), que representa el contacto con la envolvente de Coulomb,

corresponde a la regiéon plastica.
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3.4.4. Regla de flujo y potencial plastico

El potencial plastico para este modelo se define en el espacio de las tensiones prin-

cipales como

g = (Umax - Umin) + (Umax + Umin)sen(¢) (3452)

Analogamente a lo que ocurre para la funcién de fluencia, existen 6 casos, dependiendo

de como se ordenen las magnitudes de las 3 tensiones principales:

g1 = (01 — 09) + (01 + 09)sen(v), si o1 > g3 > 09 (3.4.53)
g2 = (01 — 03) + (01 + 03)sen(y), si o1 > 09 > 03 (3.4.54)
g3 = (02 — 03) + (02 + 03)sen(y), si o9 > 01 > 03 (3.4.55)
g1 = (09 — 01) + (02 + 01)sen(V), si g9 > 03 > 0 (3.4.56)
g5 = (03 — 01) + (03 + 01)sen(), si o3> 09 > 0y (3.4.57)
g6 = (03 — 09) + (03 + 02)sen(v¢), si g3 > 01 > 09 (3.4.58)

En consecuencia, la regla de flujo del modelo de Mohr-Coulomb queda definida por el

angulo de dilatancia 1, que cumple con ) < ¢.

Para entender esta regla de flujo, se expresara el potencial plastico en términos de las

componentes del tensor de tensiones para deformaciones planas o,, 0, y T4y, usando

1
oF = _§<O$ +0y) (3.4.59)
. 1
= \/4(02; —0y)?+ 72, (3.4.60)

De esta forma, el potencial plastico queda

=7 —o"sen(y) + cte (3.4.61)
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y la regla de flujo, aplicando la ecuacién 3.3.32, se puede expresar como

deb 0g/00, (0, — 0y) /27" + sen(y)
deP dq /0o —(0y, —0,)/27" + sen
vl — e g/ VI e ( y)/ (¥) (3.4.62)
dh, 0g/0Tyy 2Ty /T
deb dg/0o, 0
Ahora, usando
deb = del) + del) + de? = def} + del) (3.4.63)

que representa la razén de cambio de la deformacion volumétrica plastica, y

dy? = \/(deh — deh)? + (dnhy)? (3.4.64)

que representa la razén de cambio de la distorsion angular plastica, se llega a la expre-

sion
sen(¢) = deb /d~P (3.4.65)

Esta expresion entrega un significado al angulo de dilatancia: este define la razon de

velocidad
¢

cambio entre de y drP.

Figura 3.11: Ensayo de corte y dngulo de dilatancia (Vermeer et al., 1984).

Para entender mejor el significado fisico de esto, considérese un ensayo de corte como

el mostrado en la Figura 3.11. En la interfaz entre las dos mitades de la caja de corte se
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forma una zona de ruptura, en la cual, se supondra, no existen deformaciones paralelas,

es decir
de, = de, + deb =0 (3.4.66)
y en particular
deb =0 (3.4.67)

Reemplazando esta ultima expresion en las ecuaciones 3.4.63 y 3.4.64, y luego en 3.4.65,

se llega a
del /dh, = tan (i) (3.4.68)

y sea v la velocidad vertical y u la velocidad horizontal de un punto del material en la

zona de ruptura, esa expresion se puede reescribir como
0/0 = tan(1) (3.4.69)

interpretandose el dngulo de dilatancia, como el dngulo que forma la velocidad de la

banda de corte, tal como lo muestra la Figura 3.11.
Es importante notar que se pueden dar los siguientes casos en el modelo:

Si ¢ > 0: Existe expansién volumétrica plastica, como en el caso de arenas densas.
Si ¢ < 0: Existe contraccion volumétrica plastica, como en el caso de arenas sueltas.

Si v = 0: No existe expansion ni contraccion volumétrica plastica.

Si ¢ = ¢: Caso asociado.

3.4.5. Limitaciones del modelo

Si bien el modelo Mohr-Coulomb tiene como principal ventaja el uso de pocos
parametros con respecto a otros modelos mas avanzados, este presenta varias limita-

ciones debido a su simplicidad. En primera instancia se pueden mencionar las siguientes:
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= El modelo no considera endurecimiento, lo cual no se ajusta a la realidad que

muestran los ensayos.

= El modelo considera un angulo de friccién interna ¢ constante, mientras que los

ensayos sugieren un angulo de fricciéon variable.

= Al usar un angulo de dilatancia i) constante, se esta suponiendo que la dilatacién
del suelo ocurre a una razén constante cuando este es sometido a corte, sin
embargo los ensayos muestran que la dilatacion tiende a cero a medida que el

suelo tiende al estado critico.

= Ensayos triaxiales en arenas, como los publicados por Goldscheider en 1984 (ver
Figura 3.12), muestran que la funcién de fluencia y el potencial eldstico no se

ajustan totalmente con los propuestos por el modelo.

Superficie de fluencia Potencial plastico

Figura 3.12: Modelo de Mohr-Coulomb comparado con ensayos de Goldscheider (Ver-
meer et al., 1984)
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3.5. Integracion Numérica del Modelo Mohr-Coulomb

3.5.1. Generalidades

Una de las componentes fundamentales en la implementacion de los modelos de
elastoplasticidad es la integracion numérica de las ecuaciones constitutivas que los
describen. Esta integracion es llevada a cabo localmente, en cada punto de integracién.
En términos generales, los esquemas de integracion pueden ser de dos tipos: explicitos
(Euler hacia adelante) e implicitos (Euler hacia atrds). En el caso de los esquemas
explicitos, el cambio en la deformacion plastica se evaltia al inicio del incremento de
tension, mientras que en el caso de la integracién implicita, este cambio se evaltia al final
del incremento. Como lo senala Clausen (2007), una de las ventajas de los esquemas
de integracion explicitos es su simplicidad en el caso de la implementacién de modelos
constitutivos complejos, pero tiene como desventaja que en general requiere de pasos
de carga mas pequenos que los esquemas de integraciéon implicitos, y en consecuencia,

en el codigo de elementos finitos se utilizara un esquema de este iltimo tipo.

3.5.2. Algoritmos de retorno

Dentro de la integracion implicita, los esquemas mas utilizados son los algoritmos
de retorno. Estos comprenden una fase de prediccion eléstica, donde la ecuacién cons-
titutiva elastica es integrada considerando un incremento en las deformaciones totales,
y otra de correccion plastica, donde el estado de tensiones es devuelto, iterativamente,

a la superficie de fluencia (en el caso de ocurrir plasticidad).

Considerando un incremento finito de la deformacién elastica, la ecuacién 3.3.23 puede

reescribirse como

Ao = DA€’ = D(Ae — A€?’) = DAe — DA€? = Ao® — Ao? (3.5.70)

lo que puede ser entendido como que un incremento finito de tensién estd compuesto

de una componente elastica, seguida por una componente plastica. Aplicando este

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 3. Analisis No Lineal 77
incremento Ao a un cierto nivel inicial de tensién o se obtiene

o’ =0+ Ao (3.5.71)
lo que equivale a aplicar, en primer lugar, un incremento elastico:

of =o'+ Ac® (3.5.72)
seguido de restar un incremento plastico:

o =of — Ao? (3.5.73)

En estas ecuaciones el estado de tensién o?

se conoce como predictor elastico y el

término Ae? es llamado corrector plastico, que representa el retorno a la superficie

de fluencia. Asi, el término o representa el estado de tensién actualizado. Esto se

esquematiza en la figura 3.13:

/

Figura 3.13: Mapeo de retorno (Clausen, 2007).

Dado que

do? = DdeP

el corrector pléastico se obtiene reemplazando 3.3.32 en 3.5.74 e integrando:

AP4+ANP
Ao? — / D9 gy
AP oo

(3.5.74)

(3.5.75)
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lo que arroja como solucién

dg

Ao? = AN D—=
A oo

(3.5.76)

Si se considera una expansién de Taylor de primer orden para f(o®), partiendo de

f(a?), como lo plantea Crisfield (1991), y reemplazando 3.5.76, se obtiene

or ., o

16%) = f(o") + 2 no? = jio?) + W awD %

e (3.5.77)

y dado que f(o®) = 0 se puede despejar una expresiéon para ANP:
fla” )
T

af D

do 80

AN = (3.5.78)

con lo cual

fe?) 09
8fT 8g Jo
Jo 80’

Ag? = (3.5.79)

Si se considera que los materiales son isotropicos, este procedimiento de actualizacion
de los estados tensionales puede realizarse con respecto a cualquier sistema de ejes
coordenados y como lo plantean Clausen et al. (2007) es conveniente desarrollarlo en
el sistema de tensiones principales. Esta conveniencia se debe a que por un lado se
reduce el nimero de dimensiones del sistema de 4 (en el caso de deformaciones planas)
a 3, y por otro, el problema puede ser visualizado graficamente, pudiéndose aplicar
argumentos geométricos como los utilizados por Clausen et al. (2007) en su esquema
de retorno. Considerando el hecho de que el retorno a la superficie de fluencia conserva
las direcciones principales, resulta facil devolver las tensiones actualizadas desde el

sistema de tensiones principales al sistema original.

3.5.3. Algoritmo de retorno aplicado al modelo de Mohr-Coulomb
3.5.3.1. Retorno a la superficie de fluencia del modelo

Las superficies de fluencias lineales, como la de Mohr-Coulomb, son visualizadas co-

mo planos en el espacio de tensiones principales. Estos planos se interceptan en lineas,
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y las lineas en puntos. En consecuencia existen tres posibles tipos de retorno a la su-

perficie de fluencia:

= Retorno a un plano de fluencia.
= Retorno a una linea (intercepcién de dos planos de fluencia).

= Retorno a un punto (intercepcién de tres o mas planos de fluencia).

Estas situaciones se muestran en la figura 3.14.

Figura 3.14: Mapeo de retorno en tensiones principales (modificada de Clausen et al.,
2007).

Uno de los problemas que han sido tratados extensamente en la literatura es el trata-
miento de las singularidades (retorno a una linea o un punto), en las cuales dos o mas
planos de fluencia estan activos. Uno de los enfoques que se han utilizado es realizar una
aproximacién o redondeo de estas singularidades, evitandolas (ver, por ejemplo, Smith
& Griffiths, 2004). El procedimiento que se utiliza en esta tesis (Clausen et al., 2007),
similar al de De Borst (1987), tiene la virtud de que incorpora la superficie de fluencia
y potencial plastico de manera exacta, y por otro lado, esta basado en argumentos

geométricos que hacen comprensible el esquema de retorno.

En este procedimiento, las tensiones principales se ordenan de forma tal que

01 2 g2 Z 03 (3580)
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con lo cual, la funcién de fluencia se reduce a

f = (o1 —03)+ (01 + 03)sen(¢) — 2c - cos(¢p) =0 (3.5.81)

y el potencial plastico a

g = (01 — 03) + (01 + 03)sen(¢) (3.5.82)

De esta forma, las tensiones solo tienen la posibilidad de retornar a uno de los seis
planos de fluencia, a dos de las seis lineas (I y l3), o al punto, como se visualiza en la
figura 3.15.

Figura 3.15: Superficie de fluencia (Clausen, 2007).
3.5.3.2. Retorno a un plano de fluencia

En general, cualquier funcién de fluencia puede ser reescrita como
flo)=gi(e —al)=0 (3.5.83)

donde o es un punto en el plano de fluencia y g es el gradiente

_of
gf_ao'
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De la misma forma, el potencial plastico puede ser reescrito como

glo) =g, o (3.5.85)
donde
)
gy = a—g (3.5.86)

Asi, la superficie de fluencia y el potencial plastico del modelo de Mohr-Coulomb pueden

expresarse como

flo)=gil(o —0,) =koy — o3 —2cVE =0 (3.5.87)
9(0) = gg; 0 = moy — 03 (3.5.88)
donde
g1 = [k 0 _1]T, k= m (3.5.89)
81 = [m 0 —1 T, m = % (3.5.90)

y se utiliza como punto sobre el plano, el punto del vértice de la superficie de fluencia

(3.5.91)

Oq

SN
=71 11

De esta manera, el corrector plastico Ae?, obtenido en 3.5.79 puede determinarse

mediante
f(O'B) B
Ao? = Dg,. = f(o”)r} 3.5.92
T Dgr, DB = 10 (3.5.92
donde
Dg,
rf =281 3.5.93
1 gg{Dgfl ( )

corresponde a la direccion del corrector plastico, que coincide con la direcciéon de las

deformaciones plasticas, es decir, con la direccion del vector gg; .
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3.5.3.3. Retorno a una linea

En términos generales, la interseccion entre dos planos de fluencia, fi =0y fo =0

define una determinada linea [, como lo muestra la Figura 3.16, con la ecuacion

l: o=tr+ o (3.5.94)

! es un punto sobre la linea y

donde t es un parametro con las unidades de tension, o
r! es la direccién del vector asociado a la linea, el cual debe ser perpendicular a g¢, y

a gf,, es decir

rl o< ge X gey (3.5.95)

Figura 3.16: Retorno a una linea (modificada de Clausen, 2007).

Analogamente, la direccién del vector asociado a la linea de potencial plastico queda

definida por
!
T, X 8 X Bg, (3.5.96)

De esta forma, siguiendo la regla de flujo, el incremento de deformaciones pléasticas debe

l

4> como lo muestra

ser perpendicular a la direccién de la linea de potencial plastico r
la Figura 3.17
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Figura 3.17: Incremento de deformacion plastico cuando se retorna a una linea (Clau-
sen, 2007).

Matematicamente, esto equivale a

(Ae")Try =0 <= (D™'Ad?)"ry = (67 — )" D7'ry =0 (3.5.97)

g

con lo cual
(e®)'D'rl = (6“)"'D'r! (3.5.98)

y dado que la tensién actualizada o© pertenece a la linea [, la ecuacién 3.5.94 puede

ser reemplazada al lado derecho, pudiéndose despejar una expresion para t

(r)'D(a” — o)

(rlg)TDfl,rl

t= (3.5.99)

En el caso particular del modelo de Mohr-Coulomb, el plano de fluencia activo esta de-
limitado por las lineas l; y I, como lo muestra la Figura 3.15, las cuales pueden ser

definidas por las ecuaciones

Lh:o=0"=tirl +o,, rt=11 1 k (3.5.100)

ly: o =0%= tgré + o, ré =11 k k (3.5.101)
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donde [ esta asociada al ensayo triaxial en compresion y [, al ensayo triaxial en trac-
cion.
Las direcciones del potencial plastico vienen dadas, respectivamente, por

T
(3.5.102)

r;1=[1 1 m

T
rhy = [1 m m] (3.5.103)

Con lo cual, los parametros t; y ts pueden ser obtenidos segin

(rg) "D~ (0" — 74)
h= = S (3.5.104)
g

(ry2)" D~ (0" — 0,)
1y = g D (3.5.105)

Este retorno equivale a la aplicacion del teorema de Koiter, que muestra que cuan-
do existen dos superficies de fluencias activas, el incremento de deformacién plastica
estd dado por la combinacion lineal de las direcciones de deformacién plastica asociada

a cada superficie de potencial plastico activa, es decir:

O
P _ J\P
de’ = d\] 3

o

»992

(3.5.106)

Esto se muestra en la Figura 3.18:

Figura 3.18: Teorema de Koiter para el flujo plastico en una singularidad (modificada
de De Borst, 1986).
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3.5.3.4. Retorno a un punto

En el caso de retorno a un punto, para el modelo de Mohr-Coulomb, este simple-

mente corresponde a punto del vértice

o’ =0, (3.5.107)

Este retorno también corresponde al teorema de Koiter, antes senalado, para el caso de

multiples superficies de fluencia activas (6 en el caso del modelo de Mohr-Coulomb).

3.5.3.5. Regiones de tension

Para saber qué tipo de retorno corresponde a un determinado predictor eléstico o?,

Clausen et al. (2007) definen ciertas regiones de tensién. Cada regién estd asociada a
un plano de fluencia, linea o punto, y cuando el predictor elastico se encuentra en dicha

region, debe seguir el retorno correspondiente.

En el caso del modelo de Mohr-Coulomb existen cuatro retornos posibles: al plano
de fluencia, a la linea [y, a la linea [y y al vértice o,, y en consecuencia hay cuatro
regiones de tension asociadas: I, II, III y IV, respectivamente. Estas cuatro regiones
estan separadas por cuatro planos de frontera: p;_rr, pr—rr, Pr—rrr, pPr—rv, como lo

muestra la Figura 3.19:

Figura 3.19: Regiones de tension y planos de frontera (Clausen, 2007).

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



86 Capitulo 3. Anélisis No Lineal

Asi, por ejemplo, la orientacién del plano p;_j; estard dada por la direccion del corrector
pléstico 7} y la direccién del vector de la linea 7!, y de esta manera este plano queda

descrito por la ecuacién
pr_ir(o) = (! x )T (o — ") = (! x )T (o —0,) =0 (3.5.108)

y analogamente, el plano p;_;;r, queda dado por

pr—ii(o) = (! x r)T (e — o) = (! x r)) (e — 0,) =0 (3.5.109)

Teniendo estos dos planos, y siempre que f(o?) > 0, es posible obtener el retorno que

aplica en cada uno de los siguientes casos:

Sipr_11(6B) >0y pr_r(0P) < 0= Regién [ = Retornoa f =0
Sipr_rr(6®) <0y pr_rr(oP) < 0= Region I = Retorno a [,
Sipr_11(6B) >0y pr_1r1(6P) > 0= Regiéon II] = Retorno a Iy

Sit; >0yty >0= Region IV = Retorno al vértice o,
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Capitulo 4

ANALISIS DINAMICO

4.1. Introduccion

En el caso de solicitaciones dinamicas, como puede ser un sismo, no es posible
despreciar las fuerzas de inercia como en el caso estatico, y en consecuencia es necesario
resolver la ecuacién de movimiento en su forma general (deducida en el Capitulo 2,
Seccién 2.3), que considera las matrices de masa y de amortiguamiento. Esto agrega dos
incognitas al sistema: el vector de velocidades nodales, a, y el vector de aceleraciones
nodales, &, y el problema pasa a ser uno dependiente del tiempo, ¢. Para resolver
este sistema en el cédigo de elementos finitos se recurre a los métodos de integracion
directa, y en particular, se implementa el método de Newmark, que permite el uso de

una familia de algoritmos de integracién.

Ademas, existe una serie de aspectos numéricos involucrados en la modelaciéon de la
respuesta dinamica de suelos, particularmente en el caso sismico. Estos son discutidos
en el capitulo, especificando la implementacién escogida para el cédigo. A continuacion

se senalan los temas a tratar:
s Formulaciéon de la matriz de masa.

= Formulacion de la matriz de amortiguamiento.

m Discretizacion del dominio.
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» Condiciones de borde.

» Imposicion del registro sismico.

Finalmente, se evaltia el comportamiento del modelo Mohr-Coulomb en la modelacion
de la respuesta dinamica, a partir de las curvas de degradacion de la rigidez y amorti-
guamiento que genera este al reproducir los ciclos de histéresis del suelo. Esto permite

discutir las limitaciones del modelo.
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4.2. Integraciom en el tiempo

Como se dedujo en el Capitulo 2, Seccién 2.3, la ecuacién de movimiento general

corresponde a
M3 + Ca + Ka = foyt (4.2.1)

Esta representa un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, y puede ser
resuelto a través de métodos de integracion directa. Como lo senala Bathe (1996), los
métodos de integracion directa estan basados en dos ideas. En primer lugar, en vez de
intentar resolver la ecuacién 4.2.1 para todo tiempo ¢, se busca satisfacer esta ecuacioén
solo cada ciertos intervalos de tiempo discretos At. En segundo lugar, estos métodos
suponen previamente la manera en que los desplazamientos, velocidades y aceleraciones
variaran al interior del intervalo At. Este supuesto es el que determinara la exactitud,

estabilidad y costo computacional de cada método.

El método de Newmark, propuesto en 1959, corresponde a la familia de algoritmos
probablemente mas utilizada en la integracion directa de la ecuaciéon de movimiento
(Kontoe, 2006). Este esta basado en una expansién de Taylor truncada para aproximar
el desplazamiento y la velocidad en el tiempo t + At, es decir, a(t + At) = a'*t4!
y a(t + At) = a'*2t suponiendo que el desplazamiento, velocidad y aceleracién son

conocidos en el tiempo t. De esta manera, partiendo de las series de Taylor

A LA

at =al +a'At + éitT - at? + ... (4.2.2)
A AP

aTA = al paAL At 4 d et (4.2.3)

el método trunca estas ecuaciones y las expresa en la siguiente forma:

1
At = al a5 - By ) A S ar (4.24)

TS — &' 4 [(1 — )" + wET] AL (4.2.5)
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donde los pardmetro vy y [y definen distintas implementaciones de la familia de

algoritmos de Newmark y controlan la precisién y estabilidad del método.

La estabilidad de un método se da cuando los errores debido a las aproximaciones no
crecen a medida que se desarrolla el proceso de integracion (Bathe, 1996). Un algoritmo
es incondicionalmente estable si la estabilidad se asegura independientemente del paso
de tiempo At escogido. Para conseguir una formulacién incondicionalmente estable del

método de Newmark se requiere cumplir:
v 20,5, By 2 0,25(0,5 + )? (4.2.6)

Por otro lado, el algoritmo es condicionalmente estable si requiere de un paso de tiempo,
At, menor a un determinado valor critico, At.,.;;, para que este sea estable. En el caso

del método de Newmark, esta condicion estéd dada por:

1
VIRV 1-— 461\/

At < Aty = (4.2.7)

donde T,;, corresponde al menor periodo natural del sistema. En el caso de un sis-
tema de multiples grados de libertad, como ocurre en general en la modelacion de
suelos, cumplir esta condicion puede forzar la seleccién de un paso de tiempo, At, muy
pequeno, lo que resulta muy restrictivo desde el punto de vista del costo computacio-
nal. En consecuencia, los algoritmos incondicionalmente estables son, por lo general,
preferibles. En estos, el paso de tiempo At seleccionado solo define la exactitud de la

solucién (mientras mas pequeno sea escogido este, mayor exactitud tendra la solucién).

Otra caracteristica relevante de este tipo de algoritmos es la presencia de amortigua-
miento numérico. En general, debido a la discretizacion espacial del método de ele-
mentos finitos, este no puede representar adecuadamente los modos asociados a las fre-
cuencias altas, introduciéndose oscilaciones espurias en la respuesta. En consecuencia,
una propiedad deseable de los algoritmos de integracién directa es el amortiguamien-
to numérico, cuyo proposito es filtrar estas oscilaciones espurias, preservando solo los

modos importantes, asociados a las frecuencias bajas (especialmente en el caso sismico).
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a(t), a(t)y

éit—i—At

|
HtHAL_ gt

5 Atia ot L 1
l 0<6t< At l l
t t+ AL / t+ AL

Figura 4.1: Método de Newmark de (a) aceleracion lineal y (b) aceleracién promedio

constante.

Algunas de las formulaciones tipicas del método de Newmark se describen a continua-

cion:

= v = 1/2 y fxy = 1/6: El método es llamado de aceleracion lineal, ya que
supone que la aceleracion varia linealmente dentro del intervalo de tiempo At
(ver Figura 4.1 (a)). El método es condicionalmente estable, debiéndose cumplir

At < 0,55T,,;, para asegurar estabilidad.

» v =1/2y Sy = 1/4: El método se denomina de aceleracién promedio constan-
te (o regla trapezoidal), debido a que supone un valor uniforme de aceleracién
durante el intervalo de tiempo At (ver Figura 4.1 (b)). El método es incondi-
cionalmente estable. Como lo prueba Dahlquist (1963, citado por Kontoe, 2006)
esta es la formulacion incondicionalmente estable que posee mayor exactitud. Su

desventaja es la ausencia de amortiguamiento numérico.

= v = 0,6 y Sy = 0,3025: El método incluye amortiguamiento numérico. Es

incondicionalmente estable.

La ecuacion de movimiento para el tiempo ¢t + At puede escribirse como

M A 4 Cal AT 4 Kalta! = fo (4.2.8)
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Reemplazando las ecuaciones 4.2.4 y 4.2.5 en 4.2.8, esta puede ser reescrita como:

(C()M —+ Clc + K)at+At = fextt+At =+ M(Coat -+ Cgét —+ C35t) —+ C(clat + C4élt + c5éit)

(4.2.9)
que tiene la estructura
Kaltat = friat (4.2.10)
donde
K: Matriz global de rigidez dindmica.
f1HA% Vector global de fuerza externa dindmica.
y donde ¢g — ¢5 corresponden a distintas constantes:
L (4.2.11)
=5 2.
YN
TN
= 4.2.12
€1 Byt ( )
! (4.2.13)
Co = 2.
> BNAt
L 1 (4.2.14)
g =— — 2.
20y
o= (4.2.15)
B
At (yn )
c5=—|—-——2 4.2.16
T2 <6N (4210

De esta manera, para el caso lineal-elastico, el algoritmo se puede escribir como sigue.

Inicialmente:
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0

1.1 Definir los valores iniciales: a®, 4% y &°.

1.2 Determinar la matriz global de rigidez dindmica:
K=K +cM+¢,C (4.2.17)

y para cada paso de tiempo:

2.1 Determinar el vector global de fuerza externa dinamica en el tiempo t + At:

frione — Fot' T2 + M(coa’ + c2a’ + c38") + C(c1a’ + cid” + c58") (4.2.18)

ext

t+AL

2.2 Determinar el desplazamiento en el tiempo ¢+ At, a , a partir de la ecuacion

4.2.10.

2.3 Actualizar la aceleracién y velocidad en el tiempo t + At, de acuerdo a:

nt+AL —

a co(al™ —al) — cya’ — cqa! (4.2.19)

AR = Al 4 ! + AT (4.2.20)
donde ¢ v ¢7 son constantes definidas segin

c6 = At(1 — yy) (4.2.21)

cr = YNAL (4.2.22)

En el caso no lineal, se requiere un proceso iterativo para resolver el paso 2.2. Utilizando
el método de Newton-Raphson de rigidez inicial, la ecuacion 4.2.10 puede escribirse,

para la iteraciéon j, como

KAal = fHA — ghati=! (4.2.23)

ext int
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alTALI — pt+ALI=1 | A g (4.2.24)

donde

AT — g JHAITL L ()M 4 ¢ C)al At (4.2.25)
En consecuencia, el proceso iterativo para la resoluciéon del problema dindmico no
lineal tiene la misma forma que para el caso estatico (visto en el Capitulo 3), con
la diferencia de que en el caso dinamico tanto la matriz de rigidez como los vectores
de fuerza contienen la contribucién de la inercia y amortiguamiento del sistema. En
general, para el caso dindmico se obtiene una convergencia mas rapida que para el caso
estatico y esta puede ser mejorada disminuyendo el tamano del paso de tiempo At. Esto
se debe a la contribucion de la matriz de masa en la matriz de rigidez dindmica, que

se hace méas dominante a medida que el tamatio del paso de tiempo es menor (Bathe,
1996).
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4.3. Formulacion de la matriz de masa

4.3.1. Generalidades

Como se expuso en el Capitulo 2, Seccién 2.4.5.1, la matriz de masa elemental puede

ser definida como

M* — / (N (2, ) "N(z, y)dardy (4.3.26)

Cuando la matriz global de masa se construye mediante el ensamblaje de estas matrices
elementales, se denomina a esta matriz de masa consistente, la cual no es diagonal.
Para la resolucion del problema dinamico resulta mas eficiente el uso de una matriz
de masa global que sea diagonal, debido a que esta utiliza menos espacio de memoria
(puede ser guardada como un vector), y en el caso de que todas sus entradas sean no
negativas es facilmente invertible, debido a que la inversa de una matriz diagonal es
también diagonal (Felippa, 2005). Para lograr esto, existen métodos de diagonalizacién
que permiten construir este tipo de matrices, llamadas matrices de masa concentrada.
Estos métodos deben asegurar que el producto M a entregue la fuerza total correcta

en cada elemento, de acuerdo a la segunda ley de Newton (Cook et al., 2002).

La experiencia muestra que el uso de una matriz de masa consistente tiende a sobres-
timar las frecuencias naturales del sistema y el uso de una matriz de masa concentrada
tiende a subestimarlas (Kramer, 1996). En general, las matrices de masa consistente en-
tregan mayor exactitud en problemas de flexibilidad, como en el caso de vigas y placas,
mientras que las matrices de masa concentrada entregan mayor exactitud en proble-
mas de propagacion de onda, debido a que presentan menor cantidad de oscilaciones
espurias (Cook et al., 2002). Por este motivo, y siguiendo un criterio de eficiencia, este
ultimo tipo de matrices seran las que se utilizaran en el cédigo de elementos finitos. A
continuacion se presentan las formulaciones de la matriz de masa concentrada, tanto

para elementos triangulares de 3 nodos como de 6.
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4.3.2. Diagonalizacion de la matriz de masa en elementos trian-

gulares lineales

En el caso de elementos de bajo orden, la matriz de masa concentrada puede ser
construida a partir criterios de simetria (Zienkiewicz & Taylor, 2000). Este es el caso
de el elemento triangular de 3 nodos, donde se toma la masa total del elemento, que

corresponde a pAh, y se distribuye en partes iguales en cada nodo, es decir

Ah . Ah
Me:%dlag 11111 1 :pTI6 (4.3.27)

Wl

M M
Figura 4.2: Matriz de masa concentrada para el elemento triangular lineal (basada en
Zienkiewicz & Taylor, 2000).

donde:

p: Densidad del material.
A: Area del elemento
h: Profundidad del elemento.

Esta distribucion se representa en la Figura 4.2.

4.3.3. Diagonalizacion de la matriz de masa en elementos trian-

gulares cuadraticos

Para elementos mas complejos, como los elementos triangulares de 6 nodos, el pro-
ceso de diagonalizacién no es tinico (Felippa, 2005). Como consecuencia de esto, existen

varios métodos que han sido propuestos en la literatura. Los dos mas importantes son
el método de Lobatto y el HRZ.

En el caso del método de Lobatto la matriz se forma en base a un esquema de inte-

gracion donde se consideran los nodos de los elementos como puntos de integracién.
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En el caso del esquema de integracion para elementos triangulares en que los puntos
de integracion coinciden con los nodos intermedios (ver Capitulo 2, Seccién 2.2.4), el

método entrega la siguiente matriz concentrada:

Ah
Me:%diago 000O0O0OT1TT1T1T1T1:1 (4.3.28)

que se representa en la Figura 4.3
oM

M

Wl

® OM

Figura 4.3: Matriz de masa concentrada para el elemento triangular cuadratico por
el método de Lobatto (basada en Zienkiewicz & Taylor, 2000).

Sin embargo, los términos cero en esta matriz son particularmente dificiles de manejar,
dado que resulta una matriz que no posee rango completo y en consecuencia podria no
ser invertible (Zienkiewicz & Taylor, 2000).

El método HRZ, por otro lado, consistente basicamente en mantener los términos
diagonales de la matriz consistente y luego escalarlos para preservar la masa total del

elemento. Este entrega la siguiente matriz concentrada:

Ah .
Me:’;—?dlag 33333316 16 16 16 16 16 (4.3.29)

que se representa en la Figura 4.4

3
3 M
16
16 01
3
3 M

Figura 4.4: Matriz de masa concentrada para el elemento triangular cuadratico por
el método HRZ.
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Debido a que a partir de este método se obtiene una matriz sin entradas cero en la
diagonal, serd este el escogido para formar la matriz global de masa en el codigo de
elementos finitos. Cabe mencionar que este método es también el implementado en el

programa comercial PLAXIS.
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4.4. Formulacion de la matriz de amortiguamiento

En el analisis dindmico no lineal, los mecanismos de disipaciéon de energia provienen
de diversas fuentes. En general, pueden dividirse en amortiguamiento por radiacién y
amortiguamiento del material. El amortiguamiento por radiacién, esta asociado a la
propagacién de energia a través de un gran volumen de material, y su modelacion
serd tratada mas adelante, cuando se describa la condicién de borde absorbente. Por
otro lado, el amortiguamiento del material, puede ser de naturaleza histerética o viscosa.
El amortiguamiento histerético es causado, principalmente, por el comportamiento no
lineal del suelo, a través de los ciclos de carga y descarga, y depende del nivel de
deformacion y del niimero de ciclos. El amortiguamiento viscoso, por otra parte, es

causado por la viscosidad de los fluidos al interior de los poros (Kontoe, 2006).

La fuente predominante de disipacién de energia asociada al material proviene del
amortiguamietno histerético del suelo y este es incluido a través del uso de modelos
constitutivos no lineales. Sin embargo, como lo sefiala Kramer (1996), se puede incluir
pequenos niveles de amortiguamiento viscoso, para considerar el amortiguamiento a
muy pequenas deformaciones y minimizar problemas numéricos que podrian ocurrir en
la completa ausencia de este. Para esto, en general, se utiliza un amortiguamiento tipo
Rayleigh, que significa que la matriz global de amortiguamiento es proporcional a la

matriz de masa y a la de rigidez, es decir
C = apM + 3K (4.4.30)
Los parametros ag v Sr se obtienen resolviendo el sistema

1/w, wn!| |« m
Lt ml_ )¢ (4.4.31)

5 ]-/wn W BR €n

donde w,, y w,, son dos frecuencias angulares que controlan la forma del amortigua-

miento (ver Figura 4.5), y &, y &, corresponden a las razones de amortiguamiento.
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Amortiguamiento de Rayleigh

¢ o1 [REZON de amortiguamiento
E_l,'.{ = S

Amortiguamiento  Amortiguamienta
proporcional a la : prupnrciD’naI a la masa
m rigidez e

M e

Frecuencia [rad/s]

Figura 4.5: Amortiguamiento de Rayleigh (modificada de Tsai et al., 2014).

De esta forma, se llega a la solucién

wmgn - wném
wmém - wngn

y suponiendo que la razén de amortiguamiento £ es independiente de la frecuencia, la

solucién se reduce a

ap = 26 <m) (4.4.34)
Br=2¢ <wm1+wn) (4.4.35)

Para considerar el amortiguamiento a pequenas deformaciones, se recomienda utilizar
una razon de amortiguamiento en un rango de 1,5—4% (Youssef et al., 2002) 0 1 —5%
(Tsai et al., 2014).

El amortiguamiento de Rayleigh es dependiente de la frecuencia: subestima el amorti-
guamiento en las frecuencias entre w,, y w, y sobrestima el amortiguamiento a frecuen-
cias inferiores a w,, y superiores a w,. Sin embargo, como se mencion6 en el Capitulo 1,

el amortiguamiento observado en suelos es independiente de la frecuencia. Para reducir
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esta dependencia de la frecuencia, Tsai et al. (2014) proponen un criterio que permite
seleccionar de manera 6ptima las frecuencias w,, y w,. En su estudio, se analiz6 la
respuesta sismica lineal de un depésito de suelo frente a diferentes movimientos, utili-
zando diferentes valores de w,, v w,. La evaluaciéon del desempefio de estos valores se
realizo comparando la respuestas obtenidas mediante el andlisis en el dominio del tiem-
po (utilizando amortiguamiento de Rayleigh) con las obtenidas mediante el andlisis en
el dominio de la frecuencia, cuyo amortiguamiento es independiente de la frecuencia
(como se explico en el Capitulo 1), buscando que se ajustaran a estas tltimas. A partir

de los resultados obtenidos el criterio propuesto fue el siguiente:

= En el caso de movimientos arménicos, se debe seleccionar la frecuencia predomi-
nante o frecuencia principal del movimiento como w,, utilizando un amortigua-

miento de Rayleigh simplificado (solo proporcional a la matriz de rigidez).

= En el caso de movimientos sismicos, para depésitos poco profundos (donde la
frecuencia fundamental del suelo es mayor a la predominante del sismo), se debe

seleccionar como w,, la frecuencia fundamental del suelo y como w,, utilizar 5w,,.

= En el caso de movimientos sismicos, para depésitos profundos (donde la frecuencia
fundamental del suelo es menor a la predominante del sismo), se debe seleccionar
como wy, la frecuencia fundamental del suelo y como w, elegir el maximo valor
entre la frecuencia predominante o principal del sismo y 5 veces la frecuencia

fundamental del suelo.
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4.5. Discretizacion del dominio

En la modelacion de la respuesta sismica, el tipo de discretizacién del dominio puede
influir en la respuesta obtenida. En particular, el uso de un mallado grueso (elementos
de grandes dimensiones) puede resultar en el filtrado de las frecuencias altas del sismo,
dado que las longitudes de onda asociadas seran cortas y pueden no ser modeladas
debido a la gran distancia entre los nodos de los elementos. En consecuencia, tanto el
contenido de frecuencia del sismo incidente, como la velocidad de onda de corte V del
suelo indicaran cudl sera la discretizacién adecuada. Como propusieron Kuhlemeyer &
Lysmer (1973) y Lysmer (1975) (de acuerdo a Kramer, 1996), la dimensién maxima de
cualquier elemento Al,,.., para obtener una representaciéon precisa de la transimisién

de la onda, debe estar limitada segtn:

Almaav S (8 ~ 5) (4536)

donde \,,;, corresponde a la longitud de onda asociada a la maxima frecuencia de

interés f,,. .. del sismo incidente. Es decir:

(4.5.37)

8f7‘max b 5f?“max

En esta ecuacion, Vi debe ser escogida como la minima velocidad de onda de corte del
suelo que se quiere modelar, y f,,.., puede ser obtenida a través de la transformada de
Fourier del registro sismico incidente, seleccionando la maxima frecuencia que contenga

una cantidad de energia considerable.
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4.6. Condiciones de borde artificial

4.6.1. Generalidades

Uno de los mayores problemas en el analisis dinaAmico es la modelacién adecuada
del campo lejano. La forma mas comin de restringir el dominio, tedéricamente semi-
infinito, es mediante condiciones de borde artificiales (Kontoe, 2006). Con el propésito
de aumentar la eficiencia computacional del analisis, es deseable minimizar el tamano
del dominio. Sin embargo, en la medida en que la region discretizada disminuye su
tamano, la influencia de las condiciones de borde artificial se hace mas significativa
(Kramer, 1996).

| H &
| H 2
| aln

8 el Ty gt
() (b) (c)
Figura 4.6: Tipos de condicién de borde: (a) borde elemental con condicién de despla-

zamiento cero; (b) borde local consistente en amortiguadores viscosos; (¢) aproximacién

de Wolf a un borde consistente (basada en Kramer, 1996).

En general, los tipos de condiciones de borde artificial utilizadas en el andlisis de

elemenentos finitos se pueden dividir en tres grupos:

1) Borde elemental: Representa una condicién de desplazamiento cero (condicién de
Dirichlet, ver Figura 4.6(a)) o tensién cero (Condicién de Neumann). Puede ser utili-
zada para modelar la superficie libre (tension cero). En el caso de los bordes laterales o
inferior, la reflexion perfecta que este tipo de condiciéon de borde impone, puede dejar
energia atrapada en el dominio de analisis, que realmente deberia irradiar hacia afue-
ra de los contornos y lejos de la region de interés. Esto es conocido como efecto caja
y puede producir errores importantes en la respuesta del suelo (Kramer, 1996). Para
tratar este problema, eventualmente, se pueden posicionar estos bordes lejos del area

de interés y emplear valores altos de amortiguamiento en los materiales. Sin embargo,
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esta solucion implica un costo computacional alto y ademas, la incorporacion de amor-
tiguamiento del material no puede modelar correctamente la condicion de radiacion
(Luco et al., 1974 citado por Kontoe, 2006).

2) Borde Local: Este tipo de borde simula, de manera aproximada, los efectos de radia-
cién que el borde elemental no permite. El que sea una formulacion local significa que la
solucion en determinado grado de libertad del borde solo depende de la respuesta de los
grados de libertad del borde adyacentes. Como se vera en la presente seccion, el uso de
amortiguadores viscosos representa un tipo comun de borde local (ver Figura 4.6(b)).
Dado que las ondas, en general, golpean el borde en diferentes angulos de incidencia,
este tipo de condicion de borde siempre reflejard cierta cantidad de energia de la onda
incidente. Problemas adicionales ocurren en presencia de ondas de superficie, dado que
su velocidad de fase depende de la frecuencia (Kramer, 1996). En general, muchas de
las formulaciones de borde local, entregan resultados aceptables y representan un costo
computacional mucho menor que los bordes consistentes, que son mas rigurosos en su

tratamiento (Kontoe, 2006).

3) Borde consistente: Este tipo de borde satisface de manera exacta la condicién de
radiacién, pudiendo absorber todo los tipos de ondas de cuerpo y superficie en todos los
angulos de incidencia y en todas las frecuencias (Kramer, 1996). La mayor parte de este
tipo de bordes son dependientes de la frecuencia y en consecuencia estan restringidos
a problemas estacionarios (Kontoe, 2006). Wolf (1991), como lo cita Kramer (1996),
desarroll6 un modelo consistente en un ensamblaje de resortes, masas y amortiguadores,

que puede aproximar el comportamiento de un borde consistente (ver Figura 4.6(c)).

4.6.2. Borde viscoso estandar

Uno de los tipos de borde local méas utilizados es el borde viscoso estdndar, desa-
rrollado por Lysmer & Kuhlesmeyer (1969). Estd implementado, por ejemplo, en el
programa comercial de elementos finitos PLAXIS y en el programa comercial de di-
ferencias finitas FLAC. Este consiste en la inclusién de amortiguadores viscosos, que
absorben las ondas que llegan de manera normal a los contornos artificiales del dominio.
La idea, fundamentalmente, consiste en la aplicacion de una condicién de tracciéon que

impone la anulacién de cualquier tension reflejada. Este tipo de condiciéon de borde pro-
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porciona una precision razonable en la absorcion de ondas, a un costo computacional
bajo. La gran ventaja de este enfoque es que las caracteristicas de absorcién son inde-
pendientes de la frecuencia, y en consecuencia, puede absorber tanto ondas armoénicas

como no arménicas (Lysmer & Kuhlesmeyer, 1996).

Para comprender esta solucién, se describe aqui el caso unidimensional, en que una
onda se propaga, en direccion x, hacia la derecha, a través de un medio infinito. La idea
es truncar el dominio y unir al borde artificial un amortiguador viscoso que permita
representar la misma respuesta que tenia el problema anterior en esa posicién (ver
Figura 4.7).

a) OOFD PUm  — ‘ —»  PUnm Q%oo

Area A

b) OOFDpUm —

c= pup,A

Figura 4.7: Onda arménica viajando a lo largo de (a) dos barras semi-infinitas co-
nectadas y a lo largo de (b) una barra semi-infinita unida a un amortiguador viscoso
(basada en Kramer, 1996).

La ecuacién de onda en una dimension, para una barra restringida, tiene la forma

0%u 0%u

donde v,, corresponde a la velocidad de propagacién, que puede escribirse como v, =
\/ Er/p, donde E, corresponde al médulo de elasticidad restringido, y p a la densidad

del material.

La solucion general corresponde a

w(x,t) = folvmt — ) + go(vpmt + ) (4.6.39)

Dado que en este caso, solo existe una onda viajando hacia la derecha, la solucion se
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reduce a

u(z,t) = folvmt — x)

y en consecuencia, se pueden obtener las siguientes derivadas parciales:

0
ug;, ) = —fl (vt — )
8ugxt, b _ U fr (Ut — )

Por lo tanto, despejando f/(v,,t — z) se llega a la siguiente relacion:

Ou(z,t)  —10u(x,t)
or v, Ot

Por otro lado, a través de la relacion constitutiva, se llega a

Ju(x,t)

ox(x,t) = Epe, = E, pe

y reemplazando la ecuacion 4.6.43 en la ecuacién anterior, se obtiene:

—E, Ou(z,t)
U ot

ox(x,t) = Ere, =

Finalmente, dado que E, = pv?, la ecuacién queda

donde u(x,t) corresponde a la velocidad de la particula en z.

(4.6.40)

(4.6.41)

(4.6.42)

(4.6.43)

(4.6.44)

(4.6.45)

(4.6.46)

En consecuencia, sea x = L la posiciéon del borde artificial, para representar en L la

misma situacién que en el problema mostrado en la Figura 4.7(a), se debe imponer una

fuerza en el borde equivalente a

F(L,t) = —0.(L,t)A = pv,, Au(L,t)

(4.6.47)
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y dado que la fuerza producida por un amortiguador viscoso se puede modelar segin
F = —c¢t, esto equivale a adherir al borde artificial un amortiguador de coeficiente

ce = pupA.

Esta misma idea es extensible a dos dimensiones, tomando en cuenta las dificultades
adicionales que esto conlleva, como la incidencia en diferentes dngulos de las ondas en
el borde, en la presencia, por ejemplo, de una estructura. Como se puede ver en la
Figura 4.8 una onda p en un espacio elastico, homogéneo, semi-infinito, incidente en

un borde libre, generara dos ondas reflejadas: una onda p y otra s.

]
i e

Figura 4.8: Onda p incidente en una superficie libre (Kontoe, 2006).

La solucién propuesta por Lysmer y Kuhlesmeyer (1969), para el caso de dos dimen-
siones, involucra el uso de amortiguadores viscosos posicionados tanto normal como

tangencialmente al borde (ver Figura 4.9), imponiendo las condiciones de traccién

0 = —CipViity (4.6.48)

T =—CypVidy (4.6.49)

donde C y C5 corresponden a coeficientes de relajacion para considerar la incidencia

no perpendicular de las ondas al borde.
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Ondas p Ondas s

Amortiguador -
nor21al el - ce=CopV A | 4
Amortiguador
tangencial

I BN
U N SR B

Figura 4.9: Bordes viscosos y frente de ondas normales (a) p y (b) s (modificada de
Pestana, 2006).

La experiencia muestra que los valores C; =1y Cy = 0,25 resultan en niveles razona-
bles de absorcion (Plaxis, 2015).

El desempeno de este tipo de condiciéon de borde mejora significativamente cuando los

bordes son puestos a una gran distancia de la regién de interés (Kontoe, 2006).

4.6.3. Implementaciéon del borde viscoso

Para implementar esta condicién de borde se debe modificar la matriz de amorti-

guamiento segin

C* = C + Cy, (4.6.50)

donde C corresponde a la matriz de amortiguamiento de Rayleigh y Cs es la matriz
que contiene los coeficientes de los amortiguadores viscosos impuestos en los grados de
libertad asociados al borde absorbente. Estos coeficientes, como lo muestra la Figura

4.9, para cada nodo en el borde, corresponden a

ce, = C1pVp Ay (4.6.51)

Ce, = CopVsA, (4.6.52)
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en el grado de libertad horizontal y vertical, respectivamente. Estos valores se reempla-
zan en los elementos diagonales de la matriz Cy;s asociados a los grados de libertad de
interés. El valor de p corresponde a la densidad del elemento al que pertenece el nodo.
Para efectos de implementacion, se puede considerar A, como el area de influencia del
nodo (Ercoli et al., 2001), enfoque que es utilizado en el cédigo. Dado que los elementos
tienen una profundidad unitaria, el area de influencia equivale a un largo de influencia,
con respecto al largo L del elemento en el lado perteneciente al borde viscoso. El largo
de influencia utilizado para los nodos, tanto en los elementos triangulares lineales como
para los cuadraticos, se muestra en la Figura 4.10, donde se ha utilizado como criterio
la distribucion de fuerza en los nodos que resulta de aplicar una fuerza de superficie

uniformemente distribuida sobre el lado de un triangulo (Capitulo 2).

L/2 L/6
L 2L/3 @
L/2 L/6

Figura 4.10: Largo de influencia utilizado para la implementacién del borde viscoso

en (a) los elementos triangulares lineales y (b) triangulares cuadraticos.
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4.7. Imposicién del registro sismico

Para realizar un analisis sismico se requiere de la imposicién de un registro sismi-
co, normalmente, en el borde inferior del dominio. Dos de las técnica existentes para
imponer restricciones en ciertas zonas de dominio son el método del multiplicador de
Lagrange y el método de penalizacién (Bathe, 1996). Con el propésito de imponer el
registro sismico como un desplazamiento prescrito en la base, en el cédigo se imple-
menta la segunda de estas técnicas. Esta tiene la ventaja de no requerir ecuaciones

adicionales.

El método de penalizacion consiste basicamente en agregar valores grandes, llamados
pesos de penalizacion, a los términos diagonales, 7, de la matriz K, asociados a los
grados de libertad ¢ donde se quiere imponer cierta restriccion, y agregar una fuerza,
en esos mismos grados de libertad, tal que el desplazamiento producido en ellos se

aproxime al deseado. Para esto se debe reformular la ecuacion Ka = fext segun
(K + ATWA)a = fo + WA a, (4.7.53)
donde la restriccién impuesta se puede escribir como
Aa=a, (4.7.54)

y W corresponde a una matriz diagonal que contiene los pesos de penalizacién, w;.

Asi, el registro sismico se puede imponer de la siguiente manera: el vector a, debe con-
tener el valor de desplazamiento prescrito por el sismo en cada una de las componentes
asociadas a los grados de libertad horizontales de la base del dominio, y la matriz A
debe ser una matriz diagonal, con valores 1 en las componentes asociadas a los grados
de libertad restringidos, y valores 0 en las deméas componentes. De esta manera, si se
consideran pesos de penalizaciéon, w;, de gran magnitud con respecto a las entradas de

la matriz K, se obtiene para los grados de libertad horizontales en la base:

a~ a, (4.7.55)
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En el caso no lineal, el método de Newton-Raphson de rigidez inicial sigue siendo valido

y se puede reescribir como

(K + ATWA)Aa’ = £45 L WATa, — £5209771 — (ATWA)a! " 24-1  (4.7.56)

ext int

al tALi _ qttAbj—1 | Api (4.7.57)
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4.8. Modelacién del comportamiento dinamico uti-

lizando el modelo Mohr-Coulomb

Si bien el modelo Mohr-Coulomb no estd pensado, en primera instancia, para la
modelacién de problemas dindmicos (existen modelos mas avanzados que toman en
cuenta de mejor manera las caracteristicas de los ciclicos de histéresis del suelo), este
representa una primera aproximacioén dentro del marco de los modelos constitutivos
basados en la teoria de plasticidad. Ademaés, el modelo Mohr-Coulomb es la base para
la comprension e implementacion de otros modelos mas avanzados. En consecuencia,
es posible su utilizaciéon de manera preliminar, comprendiendo las implicancias y limi-

taciones que tiene en la modelacién del comportamiento dinamico de los suelos.

En este contexto, resulta ilustrativo deducir las curvas de degradacion de la rigidez y de
razon de amortiguamiento que resultan de utilizar este modelo (cabe recordar que en
el Capitulo 1, Seccion 1.3, se describen estas curvas, mostrando algunas obtenidas de
manera experimental). Para esto, considérese la Figura 4.11 donde en azul se representa
un ciclo de histéresis del modelo Mohr-Coulomb frente a un ensayo de corte simple
ciclico, y en negro se esquematiza la forma de un ciclo de histéresis tipico obtenido
experimentalmente. En esta figura, 74 corresponde a la resistencia al corte dada por
Tr = c+0-tg(¢) segin el modelo Mohr-Coulomb, donde o es el valor de tensién vertical
del ensayo (constante), y por otro lado, 7, corresponde a la amplitud de deformacién

angular a la que se somete el suelo.

De la figura se desprende que para el modelo Mohr-Coulomb el modulo de corte secante,
(s, para amplitudes de deformacion en el rango elastico (v, < 7;/G) equivale al médulo

de corte elastico, GG, y al maximo o inicial, G,,4z:
Gs =G = Ghas (4.8.58)

Luego, para este rango de deformaciones, la curva de degradacion de rigidez corresponde

a:

G,
Gma:c

1 (4.8.59)
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Tf

Q

—Ya :_[

>

Figura 4.11: Ciclo histerético del modelo Mohr-Coulomb ante ensayo de corte simple

ciclico.

Por otro lado, para amplitudes de deformacién en el rango plastico (v, > 7¢/G) puede

visualizarse que el médulo de corte secante equivale a:

G, =L (4.8.60)
Ya

y en consecuencia, la curva de degradacion de rigidez en este rango corresponde a

Gs o Tf
Gmax B Ya 'GO

(4.8.61)

En la Figura 4.12 se grafica esta curva para una arena de propiedades G = 300 [Mpa],
c=0,¢=40° con o = 0,1 [Mpa]. Ademads, con el objetivo de comparar los resultados
del modelo con el comportamiento real de los suelos, se grafican las curvas experimen-
tales obtenidas por Ishibashi & Zhang (1993) y Darandeli (2001) para arenas con indice
de plasticidad IP = 0 y presién de confinamiento 0,1 [Mpal.
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—e—Ishibashi & Zhang (1993)
1 —— Darendeli (2001)
—Modelo Mohr-Coulomb
0.8 i : N i bt : Bas
g o6l
Q
(DW
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Figura 4.12: Curva de degradacién de la rigidez. Comparacion entre el modelo Mohr-

Coulomb y curvas experimentales.

En el caso de la razén de amortiguamiento, £, se debe recordar la férmula del Capitulo
1, Seccion 1.2.3:

1 AW
f=——""

- 4.8.62
4 W ( )

donde AW corresponde a la energia disipada en un ciclo y equivale al area del pa-
ralelogramo que forma el ciclo de histéresis en el modelo de Mohr-Coulomb, y W
corresponde a la energia elastica entregada en un ciclo y equivale al area bajo la recta

que define al médulo de corte secante G

De esta forma se tiene que para amplitudes de deformacion en el rango elastico AW = 0

y en consecuencia:
E=0 (4.8.63)
Por otro lado, para amplitudes de deformacion en el rango plastico se tiene:

AW = 47, (% - g) (4.8.64)
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1
W = 3YaTs (4.8.65)
y por lo tanto
1477 (v —¢) 2
_ 1 f(l G> L I (4.8.66)
47 2VaTy T G-,

En la Figura 4.13 se grafica esta curva para la misma arena considerada con anterioridad

y las curva experimentales obtenida por Ishibashi & Zhang (1993) y Darandeli (2001).

70

gol| —— Darendeli (2001)

—e—Ishibashi & Zhang (1993) |

— Modelo Mohr-Coulomb |
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Figura 4.13: Curva de razén de amortiguamiento. Comparacién entre el modelo Mohr-

Coulomb y curvas experimentales.

De los resultados anteriores se pueden inferir algunas de las limitaciones del modelo

Mohr-Coulomb en la modelaciéon del comportamiento dinamico:
= El modelo sigue un patrén de carga, descarga y recarga con el mismo moédulo de
corte (G, lo cual no corresponde al comportamiento real de los suelos.

= La degradacion del modulo de corte y la razén de amortiguamiento solo se ma-

nifiestan cuando el suelo entra en el rango plastico, lo cual no coincide con el
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comportamiento real de los suelos. Esto trae como consecuencia una subestima-
cion de la degradacion de rigidez y de la razén de amortiguamiento a bajos niveles

de amplitud de deformacion.

= Debido a la forma del ciclo de histéresis del modelo (paralelégramo) que produce
un area de disipacién mayor a la real, este sobrestima de manera considerable
la razén de amortiguamiento en practicamente todo el rango de amplitudes de

deformacién plastica.
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Capitulo 5

MODELACION DE LA
RESPUESTA EN SUELOS
SATURADOS

5.1. Introduccion

En el caso de suelos saturados, el suelo puede ser dividido en dos fases: la fase
solida, o esqueleto solido, que corresponde a los granos del suelo, y la fase liquida, que
corresponde a los poros, o vacios entre los granos, que se encuentran completamente
saturados por el agua (ver Figura 5.1). Si el problema se piensa desde una escala
macroscopica, este puede ser tratado como un medio continuo en el que existe una
mezcla homogénea y donde en cada punto conviven las dos fases antes descritas. Dentro
de este enfoque, es necesario definir los concepto de tension efectiva y presion de poros.
El primero corresponde a los esfuerzos generados debido al contacto entre los granos
del suelo (fase sélida), mientras que el segundo corresponde a la presion que se genera

en el agua al interior de los poros (fase liquida).
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— Fase solida

—+—Fase liquida

N

Figura 5.1: Representacion de un suelo saturado.

De este modo, las tensiones totales que experimenta un suelo pueden dividirse entre
estas dos componentes (idea que corresponde a la teoria de Terzaghi). La forma en
que se repartira la carga entre la fase solida y la fase liquida quedara definida por las
condiciones en que las solicitaciones sean aplicadas sobre el suelo y las caracteristicas
de este mismo. Matematicamente, bajo ciertas simplificaciones, el fenémeno se puede
modelar mediante un sistema de ecuaciones en donde los desplazamientos del esqueleto
sélido del suelo quedan acoplados a la presién de poros (formulacién simplificada u-
p). Sin embargo, se pueden distinguir dos condiciones particulares, en que es posible
desacoplar el sistema: la condicion completamente drenada, en la cual no se producen
variaciones en la presion de poros, y la condicién completamente no drenada, en la
que se producen variaciones en la presion de poros debido al comportamiento conjunto
de la fases solida y liquida. En este capitulo se describe la implementacion de estas
condiciones en el codigo de elementos finitos y se evaliia el comportamiento del modelo

Mohr-Coulomb en su reproduccion.
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5.2. Interaccion suelo-fluido en los poros
Siguiendo la teoria de Terzaghi, la tension total, o, inducida en un suelo saturado
con un fluido, como el agua, puede ser dividida en dos partes; la parte que le corresponde

al esqueleto solido del suelo, llamada tensién efectiva, o’ (negativa en compresién), y

la presién del fluido al interior de los poros, p,, (negativa en compresion), segin
o=0o +mp, (5.2.1)

donde para el caso general (tridimensional)

T
o= {U;c Oy Oy Tay Tyr Taz (5.2.2)
T
o' = [a; o, 0L Th Tr. Ta (5.2.3)
y donde T
m = [1 1100 o} (5.2.4)

Este ultimo vector m tiene sus ultimas 3 componentes nulas debido a que el agua no
ofrece resistencia al corte y por lo tanto no hay generacion de presion de poros asociada
a esas componentes, siendo las tensiones de corte totales equivalentes a las efectivas.
En este enfoque se supone ademas que la resistencia y las deformaciones del esqueleto
solido estan relacionadas solamente con las tensiones efectivas y no dependen de la

presion de poros.

En general, el comportamiento del esqueleto sélido es caracterizado por un modelo
constitutivo elasto-plastico en términos de las tensiones efectivas. Sin embargo, para
simplificar el problema y mostrar la naturaleza acoplada del fenémeno de interaccion
suelo-fluido en los poros, se supondra aca una relacion constitutiva del suelo lineal-
elastica. Dado que la tension efectiva es la responsable de generar deformaciones en el

esqueleto solido, la relacion constitutiva queda

o' = De (5.2.5)
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Para obtener la primera ecuacion de equilibrio se recurre a la conservacion de la can-
tidad de movimiento global del sistema solido-fluido. Si se desprecia la aceleracion
relativa del fluido con respecto a la fase solida, se obtiene la ecuacién de movimiento
deducida en el Capitulo 2, Seccion 2.3, que utiliza la aproximacion de elementos finitos

uxu= Z?:l Niai = Na:
M + Ca +/ B od = foq (5.2.6)
Q
La simplificacién utilizada (despreciar la aceleracion relativa del fluido con respecto a la
fase sdlida) es valida para cargas de baja frecuencia, como lo demostraron Zienkiewicz

& Shiomi (1984, como lo cita Sdez, 2013). Dado que en el caso sismico las frecuencias

son relativamente bajas (< 20 [H z] en general) la simplificacién resulta adecuada (Séez,
2013).

En esta ecuacion, el tercer término del lado izquierdo no ha sido llevado atn a su forma

matricial. Este término puede ser dividido en dos partes siguiendo la ecuacion 5.2.1:
/ B od = / B o'dQ) + / B mp,dS) (5.2.7)
Q Q Q
con lo cual la ecuacién de movimiento puede ser escrita como
Ma + Ca + Ka + Qpy, = foxt (5.2.8)
donde
Ka= [ B'o'df) = ( / BTDBdQ> a (5.2.9)
Q Q

El término Qpw de la ecuacién 5.2.8 proviene de la aproximacién de la presion de

poros, p,, utilizando el método de elementos finitos, segiin
Pw = ﬁw = Z Npiﬁwi = pr)w (5210)
i=1

donde N,, corresponde a las funciones de forma utilizadas para aproximar la presién de

poros p,, (las cuales no necesariamente deben ser iguales a las funciones N; utilizadas
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para aproximar el campo de desplazamientos u) y p,, corresponde a las presiones de
poros nodales. Asf Ny, es el vector que agrupa las funciones de forma N, y pw es el

vector que agrupa las presiones de poros nodales p,, .

De este modo el término Q, conocido como la matriz de acoplamiento, queda dado por
Q:i/Bﬁanm (5.2.11)
Q

Dado que la ecuacién de movimiento queda acoplada a la presion en los poros se requiere

de una ecuacién adicional. Para esto se recurre a las siguientes ecuaciones de equilibrio:

= Balance de la cantidad de movimiento en el fluido.

= Balance global de la masa.

Combinando estas dos ecuaciones se obtiene una ecuacion escalar que puede ser escrita

en la siguiente forma (Zienkiewicz & Taylor, 2000):

L. .
Vq%vnﬁ—@m+%=0 (5.2.12)

donde k,, corresponde a la permeabilidad del suelo expresada en las dimensiones [L3T'/M],

€, es la deformacion volumétrica dada por
€ =€ +€,+€, = m’e = m” Ba (5.2.13)

y el término () estd relacionado con la compresibilidad del suelo, segiin

1_ n +1—n
Q K, K

(5.2.14)

donde n es la porosidad (volumen de poros contenido en un volumen unitario de suelo),
K, es el médulo de compresibilidad del fluido en los poros y K, es el médulo de
compresibilidad de la fase sélida del suelo. En general se puede suponer que la fase
sélida del suelo es incompresible (K — 00), con lo cual
Ky
Q=— (5.2.15)

n

En la ecuacién 5.2.12 se han despreciado los siguientes términos:
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= La contribucién de la aceleracién relativa del fluido con respecto a la fase sélida,

por los mismos motivos expuestos con anterioridad.

= La contribucion de la aceleracion de la fase sdlida, debido a que su inclusién
genera un sistema de ecuaciones asimétrico y su efecto es insignificante, como lo

demostr6 Chang (1988, citado por Zienkiewicz et al., 1999).

Esta ecuacién puede ser discretizada mediante el método de elementos finitos, para lo

cual es necesario premultiplicar por NpT e integrar, obteniéndose

/Np 7 (k) 7 pu)dQ — /Np prdQ—i—/ N, Té,d = 0 (5.2.16)

y reemplazando las ecuaciones 5.2.10 y 5.2.13 se llega a

/ N,T 77 (ky 7 (NpBu) )2 — / N, 2N pudQ + / N,"m?BadQ =0 (5.2.17)
Q Q

Q

De este modo, desarrollando la integral del primer término por partes, la ecuacion

puede escribirse como sigue:
—Hp, — Sp, +Q"a=q (5.2.18)
donde H y S son matrices definidas de acuerdo a

H = /Q (7 Np) "k (7N, )d€2 (5.2.19)

1
_ T
s_/QNp g (5.2.20)

y el término g es un vector que contiene las condiciones de borde (prescripciéon de

presiéon o flujo en el borde).

De esta manera, tomando 5.2.8 y 5.2.18 el sistema de ecuaciones queda

M O a C 0 a K Q a fext
+ + = (5.2.21)

0 0 ].Bw QT - S f)w 0 —H ﬁw q
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que corresponde a un sistema de ecuaciones acoplado, con las incégnitas a y p,, que
permiten aproximar u y p,. A esta formulacion se le denomina formulacién acoplada
simplificada o u-p, para distinguirla de la formulacion acoplada completa de Biot,
que considera la aceleraciéon relativa entre el fluido y la fase sélida y en consecuencia
aumenta el nimero de incégnitas. Como lo mencionan Zienkiewicz et al. (1999), la falta
de exactitud en la férmulacion u-p solo se manifiesta en fenémenos de alta frecuencia

y baja duracion.
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5.3. Desacople del sistema de ecuaciones u-p

5.3.1. Generalidades

Bajo ciertas condiciones particulares es posible desacoplar el sistema de ecuaciones
5.2.21. Estos casos se denominan condicion completamente drenada y condicion com-
pletamente no drenada, y la implementacion numérica en esta tesis se limitara a estas

dos situaciones.

5.3.2. Condicién completamente drenada

La condiciéon completamente drenada implica la hipétesis de que el agua puede
escurrir libremente a través de los intersticios del suelo, lo que equivale a suponer
que la permeabilidad del suelo tiende a infinito (k, — 00) y que, en consecuencia, no
habra generacion de exceso de presion de poros (p,, = 0). Por lo tanto, en este caso el
problema se reduce a resolver la ecuacion 5.2.8, manteniendo la presion de poros inicial
constante durante toda la aplicaciéon de la carga. Esta presién inicial corresponde,
en general, a la presién hidroestatica generada bajo el nivel freatico. La hipdtesis de
condicién totalmente drenada es razonable en el caso de cargas lentas con respecto a
la permeabilidad del suelo, debido a que en tales condiciones el agua tendra tiempo de
escurrir. En el caso dinamico no es adecuado utilizar esta hipétesis bajo la formulacion
simplificada u-p, debido a que la aceleracion relativa del fluido con la fase sélida no
puede despreciarse (considerando que el agua puede escurrir libremente a través del

medio poroso).

5.3.3. Condicion completamente no drenada

La condiciéon completamente no drenada implica la hipotesis de que el agua no
tiene tiempo de escurrir a través de los intersticios del suelo, debido a una solicitacion
rapida con respecto a la permeabilidad del suelo, generdandose exceso de presion de

poros (p, # 0). Esto equivale a suponer que la permeabilidad del suelo tiende a cero

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 5. Modelacion de la Respuesta en Suelos Saturados 125

(k, = 0). De esta manera, reemplazando 5.2.15, la ecuacion 5.2.12 se reduce a

—;;@m4wkU:0 (5.3.22)

Si ademads se supone que el agua es incompresible (K,, — 00) se obtiene
de, =0 (5.3.23)

lo que implica que en condicién completamente no drenada la variacion en el volumen
del suelo es nula. Sin embargo, en la realidad el médulo de compresibilidad del agua,
K, es grande pero no infinito. Por ejemplo, en el caso de agua pura, sin burbujas de
aire, este tiene un valor aproximado de K,, = 2-10° [kPa). De este modo, volviendo a
la ecuacion 5.3.22 y reemplazando 5.2.13 se obtiene la expresién para la determinacion

del exceso de presion de poros:

K, K,
dp, = —de, = —(de, + de, + de,) (5.3.24)
n n
donde la porosidad se calcula mediante
€0
= 5.3.25
O ( )

siendo eq la razoén inicial de vacios del suelo.

La ecuacién 5.3.24 implica que los cambios en la presion de poros estaran determinados

por los cambios que se produzcan en las deformaciones del suelo.

Por otro lado, derivando la expresién 5.2.1 se obtiene

do = do' + mdp, (5.3.26)

donde, para el caso de deformaciones planas

T

do = |do, doy, dry, do, (5.3.27)
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T
do' = {da; do!, drl, da;] (5.3.28)
T
m = {1 10 1} (5.3.29)
llegando a
do, do!, dpy,
do do’! dp
v (5.3.30)
dTyy dty, 0
do, do’, dpy,

Para escribir la ecuacion constitutiva asociada a la tension efectiva, o', es necesario

utilizar parametros efectivos del suelo, es decir, parametros que caractericen el suelo en

su condicién drenada (o a largo plazo), lo que en términos experimentales se traduce

en la aplicacién de la carga lo suficientemente lento para que no se produzcan excesos

de presién de poros. En el caso eldstico estos pardametros corresponden a E' y v/, es

decir, al médulo elastico y el modulo de Poisson efectivos. De esta manera la relacion

constitutiva, de’ = Dde, queda

do’

X

!
day

!
dey

do’

z

_1 vV

E' v 1—-7
T+)I-2/) | 0
v v

v _ de,

v de,

0 dYzy
1—-7 de,

(5.3.31)

donde de, = 0 por tratarse de deformaciones planas. Invirtiendo esta relacién y reem-

plazando la ecuacién 5.3.30 se llega a

de,
de

Y

dYzy

de,,

Elo 0 249/

- = 0

—U
—U

0

do, — dpy

doy — dpy
ATy

do, — dpy

(5.3.32)

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 5. Modelacion de la Respuesta en Suelos Saturados

127

Es posible, ahora, reescribir esta relacion en términos de las tensiones totales, o, re-

emplazando la ecuaciéon 5.3.24 y realizando un cambio de variables que se describe a

continuacion. De este modo la relacién queda

de,,
de

y
dYay
de,

do,

do.

Y

(5.3.33)

ATyy

do,

donde E, y v, se definen como el modulo de elasticidad y el moédulo de Poisson en
condiciéon no drenada, respectivamente. Experimentalmente estos parametros se pueden
determinar mediante la aplicacién de la carga lo suficientemente rapido para que no
exista drenaje, y estan dados por el siguiente cambio de variables, que los asocian a los

parametros efectivos:

E,=2G(1+v,) (5.3.34)
donde G corresponde al modulo de corte, que puede ser calculado mediante
El
y
CVap(l+)
" T (i1 ) (5.3.36)
donde
1 K,
El
K/ - —m—m—- . .
50— ) (5.3.38)

siendo K’ definido como el médulo de compresibilidad efectivo del suelo.
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En estas expresiones, usar un valor v, = 0,5 equivale a considerar el agua como in-
compresible (K,, — 00), lo cual, como se explicé anteriormente, no es real, y por otro
lado, numéricamente implica generar una matriz de rigidez singular. Como alternativa,
se puede utilizar un valor de v, distinto pero cercano a 0,5 (v, = 0,495 segtin Galavi,
2010), y de esta forma se considera que el agua es ligeramente compresible, lo que

implica que pueden ocurrir pequenos cambios en la deformacién volumétrica.

Luego de seguir este criterio, se despeja el modulo de compresibilidad del agua, K,

reemplazando 5.3.38 en 5.3.37 y luego esta ultima en 5.3.36, de lo cual se obtiene

3K'n(v, — 1)

Ko =000

(5.3.39)

Esta expresién (usando v, = 0,495) asegura un valor del médulo de compresibilidad
del agua grande en comparacion al médulo de compresibilidad del suelo (K, > 30nK’
siempre que ' < 0,35, segin PLAXIS, 2015).

De este modo, es posible formar la matriz de rigidez global del sistema en términos de
las tensiones totales, K, utilizando los parametros no drenados F, y v,, a partir de

la matriz D,,:

1—y, Uy 0 Uy
E Uy 1—v, 0 Uy,
D, = = (5.3.40)
(14 v,)(1 —2u,) 0 0 12w, 0
Vy Vy 0 1 vy

pudiéndose reescribir la ecuacién de movimiento 5.2.6 en la forma desacoplada
Ma+ Ca+ K,a = foxt (5.3.41)

Como se vio en el Capitulo 3, Secciéon 3.2.2, al resolver esta ecuacién mediante el
método de Newton-Raphson (para considerar el caso no lineal) se obtiene, en cada
iteracion j del paso de carga 7, el subincremento del vector de desplazamiento nodal,
da’, que permite determinar el subincremento de deformaciones, e/, y el incremento de
deformaciones, A€, en cada punto de integracién. Esto permite, por un lado, utilizar

A€’ para actualizar las tensiones efectivas, o7, segtin
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o' =o""t+ Ad" (5.3.42)

mediante la integracién de la ecuacién constitutiva, do’ = DPde, a través de

i—1

) ei_1+A6i )
Ao’ = / D%de = DA€ — Ao (5.3.43)

y por otro lado, utilizar €’ para actualizar las presiones de poros, p&/, segin
Pl = phi1 4 5pi (5.3.44)

recurriendo para esto a la ecuacion 5.3.24 en la forma

K, .. Ky .. . ‘
p), = —de = ~*(3€ + 3¢ + 3¢ (5.3.45)

n
Finalmente, se realiza la actualizacion de las tensiones totales, o, a través de
o =a" +mpl) (5.3.46)

lo que permite actualizar el vector de fuerzas internas:

fo i = / B o7 d) (5.3.47)
Q

A este enfoque se le denomina andlisis no drenado en tensiones efectivas (undrained

effective stress analysis), debido a que se utilizan como valores de entrada parametros

efectivos (E', V', , ¢', ¢/ en el caso del modelo Mohr-Coulomb) y el andlisis se separa

en uno en tensiones efectivas y otro de generacion de presion de poros.
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5.4. Modelacién de la respuesta no drenada utili-

zando el modelo Mohr-Coulomb

5.4.1. Modelo Mohr-Coulomb en el espacio p’-q

Para comprender el comportamiento que se obtiene al utilizar el modelo Mohr-
Coulomb en condiciéon no drenada resulta ilustrativo reproducir un ensayo triaxial.
Para esto es conveniente expresar el modelo en términos de variables denominadas
invariantes (debido a que se mantienen constantes independiente de la orientacion del
sistema de referencia que se utilice para definirlas). A continuacién estas se expresan

en términos de las tensiones principales:

P = ;(U; +ob+ o) (5.4.48)
0=d =2~ o+ (04— 0+ (0 - o) (5.4.49)
€y = €1+ €3 + €3 (5.4.50)
2
€g = \/9 (61 — €2)% 4 (62 — €3)2 + (€1 — €3)?) (5.4.51)

donde:

p’: Tensién isotrépica.
q: Tensiéon de corte equivalente.
€,: Deformacién volumétrica.

€4 Deformacion desviadora.

A partir de estos invariantes, el modelo Mohr-Coulomb puede ser expresado de la

siguiente manera, en el caso de compresion triaxial:

= Regién elastica:
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dp’ K 0 des
= (5.4.52)
dg 0 3G| |de
= Superficie de fluencia:
fr'a)=q—Mp —c =0 (5.4.53)
donde
6sen(¢)
M= o——— 4.54
3 — sen(¢’) (5:4.54)
6c cos(¢')
= — 5.4.55
3 — sen(¢’) ( )

La superficie de fluencia puede ser visualizada en el plano p’ — ¢, como se muestra en

la Figura 5.2.

Region elastica

>
Figura 5.2: Superficie de fluencia del modelo Mohr-Coulomb en el plano p’-q.

= Potencial plastico:

9’ q) = q— M"p' + cte (5.4.56)
donde
Gsen(y')
M=_—"" 4.
3 — sen(y’) (5:4.57)
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5.4.2. Modelaciéon de un ensayo triaxial consolidado no dre-

nado

La Figura 5.3 representa un ensayo triaxial consolidado en compresiéon en términos
de las tensiones principales. Basicamente, en este ensayo se mantiene una tensién hori-
zontal radial constante sobre la probeta (o3 = 03), mientras se produce el incremento
de la tension vertical axial (o), a partir de un estado 0y = 09 = 03 (lo que implica que

inicialmente ¢ = 0).

01

03

)

Figura 5.3: Esquema de un ensayo triaxial consolidado en compresion.

Considerando que 09 = o3, los invariantes definidos en la seccién anterior (en términos

de las tensiones totales) se reducen a

1
p= g(ol + 2073) (5.4.58)
q= (01— 03) (5.4.59)
€, = €1 + 263 (5.4.60)
2
€ = §<€1 —€3) (5.4.61)

Ademas, debido a las caracteristicas del ensayo antes senaladas, este cumple la siguiente

relaciéon en el plano p — ¢:

q = 3p — 303 (5.4.62)

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 5. Modelacion de la Respuesta en Suelos Saturados 133

Si el ensayo se realiza en condicion drenada se tiene que p = p’ y no existe generaciéon de
presion de poros, mientras que si se realiza en condiciéon no drenada, existe generacion

en la presién de poros y p = p’ + p.

En la Figura 5.4 se esquematiza (en color azul) la trayectoria que sigue el modelo Mohr-
Coulomb, con ¢ = 0, en un ensayo triaxial consolidado no drenado, para distintos
planos de interés. Adicionalmente, y para efectos de comparacién, se grafica (en negro)

la trayectoria del modelo en un ensayo triaxial consolidado drenado.

qﬂ
Drenado
|
|
: No drenado
f T
[
\3G |
1
| |
| |
| | o /
— ~ & p
" > » €g > > c
1 WVolumen constante q
} Apy,
|
| »
|
|
€Y Pwy

Figura 5.4: Comparacion entre ensayo triaxial drenado y no drenado modelado me-

diante el modelo Mohr-Coulomb.

Para entender el comportamiento del modelo, considérese lo siguiente:

De la ecuacién 5.4.52 se tiene que en la region elastica

dp’ = K'de (5.4.63)

Como ya se menciond, en el caso completamente no drenado se utiliza un valor v,
cercano a 0,5 (v, = 0,495), y por lo tanto el cambio en la deformacién volumétrica,

de,, es un valor cercano a 0, lo que trae como consecuencia que dp’ — 0. Esto quiere
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decir que en el rango eldstico se tendra un valor de p’ practicamente constante, lo que
explica la trayectoria vertical de las tensiones en el plano p’ — q. Por otro lado, en el
caso del ensayo drenado se tiene que p’ = p, por lo que la trayectoria en el plano p’ — ¢
sigue el mismo camino definido por la recta dada por la ecuacion 5.4.62, que posee
pendiente 3. Como consecuencia de lo anterior, se tiene que para el caso no drenado la
trayectoria de tensiones en el plano p’ — ¢ intercepta a la superficie de fluencia (f = 0)
en una tension de corte equivalente, ¢, menor que en el caso drenado, lo que explica

las diferencias que se visualizan en el plano €, — g.

En el plano ¢, — €, se muestra la variaciéon que tiene la deformacién volumétrica,
€,, a medida que transcurre el ensayo. Debido a que se utiliza un valor de ¢’ = 0, la
deformacion volumétrica es constante una vez que la muestra entra en el rango plastico,
tanto para el ensayo drenado como para el no drenado. Si bien, en el caso del ensayo
no drenado se ha graficado como nula la deformacién volumétrica, esta en realidad no
lo es (debido al uso de v, = 0,495) y su variacién produce cambios importantes en la
presion de poros debido al uso de un modulo de compresibilidad del agua, K,,, grande.
Esto se puede visualizar en el plano €¢; — p,,, donde existe un incremento de la presiéon
de poros mientras el suelo se encuentra en la regiéon elastica producto del incremento
(en compresién) de la deformacién volumétrica. Por otro lado, en el caso del ensayo
drenado puede observarse que no hay cambios en la presién de poros, pero si cambios

importantes en la deformacién volumétrica.
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5.4.3. Limitaciones del modelo Mohr-Coulomb en la modela-

cion de la respuesta no drenada

Una de las limitaciones del modelo Mohr-Coulomb tiene que ver con la estimacion
de la resistencia al corte no drenada, Su. La Figura 5.5 esquematiza (en negro) la tra-
yectoria de tensiones tipica que sigue un suelo (que podria ser una arcilla normalmente
consolidada) en un ensayo triaxial consolidado no drenado. Como se puede apreciar,
se produce una reduccion significativa de p’ a medida que el suelo se acerca a la falla,
debido al exceso de presion de poros inducido por el corte. Por otro lado, en color
azul se grafica la trayectoria obtenida mediante el modelo Mohr-Coulomb. Como ya se
explicé, esta sigue un patrén vertical, manteniendo p’ constante. Como consecuencia,

el modelo tiende a sobrestimar la resistencia al corte no drenada S,,.

S, modelofF----------2

Sureall====7 Mohr — Coulomb

/
>p
Figura 5.5: Resistencia al corte no drenado mediante el modelo de Mohr-Coulomb
(basada en PLAXIS, 2015).

Otra situacién que corresponde a una limitaciéon del modelo se produce al utilizar un
valor de angulo de dilatancia, v, distinto de 0 en condicién no drenada. En la Figura
5.6 se grafica la trayectoria que sigue el modelo Mohr-Coulomb en la modelaciéon de un

ensayo triaxial consolidado no drenado considerando un angulo de dilatancia ¢) > 0.
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Yy

Expansion volumétrica

€LV Puwy

Figura 5.6: Ensayo triaxial no drenado modelado con el modelo Mohr-Coulomb con

angulo de dilatancia positivo.

Debido a que se utiliza un valor del angulo de dilatancia ¢» > 0, una vez que el estado
de tensiones intercepta la superficie de fluencia se produce una expansién volumétrica
de, > 0 (ver plano ¢, — €,). Si bien esta expansién es casi nula (condiciéon no drenada),
genera una disminucién importante en las presiones de poros (ver plano ¢, — p,), lo
que puede conducir a grandes presiones en traccion. Esto trae como consecuencia, que
para equilibrar la ecuaciéon p = p’ 4+ p,, se produzca un aumento de p’ a través de la
superficie de fluencia (ver plano p’ — q), que equivale a un aumento en la resistencia al
corte no drenada. Debido a que el angulo de dilatancia es constante en el modelo Mohr-
Coulomb, esta situacion representa un aumento en la presion de poros en traccion que
no es realista y un aumento ilimitado en la resistencia al corte no drenada, S,, que

tampoco lo es.

El caso contrario es la situacién en que se utiliza un dngulo de dilatancia v < 0. Esto

se visualiza en la Figura 5.7.

En este caso se produce un aumento en la presién de poros (ver plano ¢, — p,,) como

consecuencia de una contraccion volumétrica en el rango plastico (ver plano €, — €,).
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Al igual que en el caso anterior, este aumento en la presiéon de poros no es realista y

genera un comportamiento tipo licuaciéon que tampoco lo es.

A partir de los dos casos descritos, la recomendaciéon para el uso del modelo Mohr-
Coulomb en la modelacion de la condicién no drenada, es la utilizaciéon de un angulo
de dilatancia ¢ = 0 (PLAXIS, 2015).

qﬂ qﬂ

€Y Pwy

Figura 5.7: Ensayo triaxial no drenado modelado con el modelo Mohr-Coulomb con

angulo de dilatancia negativo.
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Capitulo 6

CODIGO DE ELEMENTOS
FINITOS

6.1. Introduccidon

En el presente capitulo se describe el cédigo de elementos finitos desarrollado a
partir de los fundamentos tedricos planteados en los capitulos 2-5. El programa fue

desarrollado en Matlab y a continuacién se resumen sus principales caracteristicas:

= Permite el desarrollo de problemas en dos dimensiones.

= Utiliza un mallador que permite trabajar con elementos triangulares tanto de 3

como de 6 nodos.

= Permite realizar analisis tanto estatico como dinamico. En el primer caso permite
definir una carga distribuida en la superficie del depédsito y en el segundo una

aceleracion impuesta en la base (caso sismico).

= Incluye dos modelos constitutivos: el modelo lineal-elastico y el modelo Mohr-

Coulomb.

= Permite definir un nivel freatico bajo el cual el suelo se considera completamente

saturado.
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= Incluye dos condiciones relativas al suelo saturado: completamente drenada y

completamente no drenada.

= Permite seleccionar para los bordes laterales la condicién de borde viscoso estandar

de Lysmer & Kuhlesmeyer.
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A nivel interno, el codigo se divide en tres etapas:

1) Entrada de datos: Es la etapa que se maneja a nivel de usuario. En esta etapa se
define:

= Tipo de analisis.

= Geometria del deposito.

= Propiedades del suelo.

= Nivel freatico.

= Solicitaciones.

= Condicién de borde.

= Caracteristicas de la malla de elementos finitos.
= Caracteristicas del proceso iterativo.

= Puntos utilizados para la salida de datos.

2) Etapa de solucién: Es la etapa de procesamiento de la informacién de entrada
para la resolucién del problema. A través de diferentes rutinas se ejecutan los siguientes

procedimientos:

= Generacion de la malla de elementos finitos.
= Generacion de las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez.
= Generacion de las tensiones y presiones de poros iniciales.

= Generacion del vector de fuerzas externas y resolucién del sistema de ecuacio-
nes para obtener desplazamientos, velocidades y aceleraciones en los puntos de

interés.

3) Salida de datos: Es la etapa en que se define la informacién grafica de salida.

A continuacion se explican en detalle las primeras dos etapas, incluyendo la descripcion
de las 33 rutinas que utiliza el programa. El objetivo principal es facilitar el uso y

modificacién del cédigo.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



142 Capitulo 6. Codigo de Elementos Finitos

6.2. Entrada de datos

En la siguiente seccion se describe como deben ser definidos los distintos parametros

de entrada por el usuario.

6.2.1. Tipo de analisis
= analisis: Se ingresa un valor 1 para realizar andlisis estatico y 2 para realizar
analisis dinamico.
6.2.2. Geometria del depoésito

= ancho: Ancho del depdsito de suelo en [m)].

» prof(i): Profundidad a la que llega el estrato i en [m]. Se ingresa con signo

positivo.

La Figura 6.1 muestra un ejemplo para un depésito de 3 estratos de suelo.

Estrato 1 l prof(1)
prof(2)

prof(3) Estrato 2

Estrato 3

A
\J

ancho

Figura 6.1: Definicion de la geometria del depdsito.

6.2.3. Propiedades del suelo

= modelo(i): Modelo constitutivo utilizado para el estrato i. Se ingresa un valor 1

para el modelo lineal-elastico y un valor 2 para el modelo Mohr-Coulomb.

» caso(i): Se ingresa 1 para condicion drenada y 2 para condicién no drenada.
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= E(i): Médulo de elasticidad efectivo E’ del estrato i en [kN/m?].

= nu(i): Médulo de Poisson efectivo v/ del estrato i.

= gamma(i): Peso especifico natural v, del estrato i en [kN/m?].

= gamma_sat(i): Peso especifico saturado 7., del estrato i en [kN/m?].
= ¢(i): Cohesion efectiva ¢ del estrato i en [kN/m?].

= phi(i): Angulo de friccién efectivo ¢ del estrato i en [°].

= psi(i): Angulo de dilatancia efectivo 1 del estrato i en [°].

» co(i): Razén inicial de vacios eq del estrato i.

6.2.4. Definicion del nivel freatico

= nivel f: Profundidad a la que se encuentra la napa de agua en [m]. Se ingresa con

signo positivo.

= gamma_w: Peso especifico del agua en [kN/m2]. El valor estandar corresponde a

9.8.

La Figura 6.2 esquematiza la definicién del valor nivel f.

l nivelf

Figura 6.2: Definicion del nivel freatico.

6.2.5. Analisis estatico

6.2.5.1. Definicién de la carga

En el caso de que el andlisis sea estatico, se puede incorporar una carga uniforme-

mente distribuida definida segin
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» zi_carga: Coordenada x donde se inicia la aplicacién de la carga distribuida en

[m].

» zf_carga: Coordenada = donde finaliza la aplicacién de la carga distribuida en

» carga: Magnitud de la carga distribuida en [kN/m2]. Signo positivo significa carga

hacia abajo (sentido negativo del eje y).

La Figura 6.3 esquematiza la definicién estos valores.

carga
Ti_carga
—
y A
xf_carga

Figura 6.3: Definicion de la carga.

6.2.6. Analisis dinamico
6.2.6.1. Registro de aceleraciéon en la base

= registro: Se ingresa el registro de aceleracion que sera impuesto en los nodos de
la base del dominio en la forma ’'registro.txt’. El archivo registro.tat debe estar
guardado en la carpeta principal del programa y debe contener dos columnas: en
la primera columna deben ir los valores del tiempo en [s] y en la segunda columna
deben ir los valores de aceleracién en [cm/s?]. Los ntimeros decimales deben estar

separados por puntos.
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6.2.6.2. Razon de amortiguamiento de Rayleigh

= ra: Valor de la razén de amortiguamiento de Rayleigh. Valores usuales van entre
0.02 y 0.05.

6.2.6.3. Método de Newmark

s b: Parametro Sy del método de Newmark.

= ¢: Parametro vy del método de Newmark.

6.2.6.4. Bordes absorbentes

= cl: Coeficiente de relajacion, C, de los bordes absorbentes.

= ¢2: Coeficiente de relajacion, Csy, de los bordes absorbentes.

6.2.7. Malla de elementos finitos

= nne: Nimero de nodos por elemento. Las opciones disponibles son 3 y 6.

= tam_max: Valor de referencia que permite controlar el tamafio maximo de los

elementos (en [m]).

= factor_tam: Factor que controla el refinamiento bajo la carga distribuida en el
caso de realizar un analisis estatico. Factores mayores a 1 generaran refinamiento.
6.2.8. Proceso iterativo
6.2.8.1. General

= tol: Error tolerado en el proceso iterativo.

= it_max: Nimero maximo de iteraciones permitidas dentro de un paso de carga.
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6.2.8.2. Analisis estatico

n itd_min: Numero minimo de iteraciones deseadas.

n itd_maz: Nimero maximo de iteraciones deseadas.

= p_max: Nimero maximo de pasos permitidos para llegar a la carga final .

» D fini: Delta inicial de carga. Por ejemplo, seleccionar un valor igual a 0,1 equivale

aplicar un 10 % de la carga total en el primer paso de carga.

6.2.8.3. Anadlisis dinamico

= pasos: Numero de pasos de carga utilizados para el analisis.

6.2.9. Selecciéon de nodos para el analisis

z(1): Coordenada x del nodo 1 seleccionado para la obtencién de la informacién

de salida.

» y(1): Coordenada y del nodo 1 seleccionado para la obtencién de la informacion

de salida.

» 2(2): Coordenada = del nodo 2 seleccionado para la obtencién de la informacion

de salida.

» y(2): Coordenada y del nodo 2 seleccionado para la obtencién de la informacion

de salida.

La Figura 6.4 muestra como se define el sistema de coordenadas del dominio.
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Figura 6.4: Sistema de coordenadas.
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6.3. Etapa de solucion

6.3.1. Generacion de la malla de elementos finitos

Para la generacién de la malla de elementos finitos se ha implementado el cédigo
MESH2D, desarrollado por Darren Engwirda (2009), que permite generar mallas no
estructuradas en 2D. Este c6digo, en un proceso iterativo, utiliza una triangulacion de
Delaunay para escoger, entre todas las posibilidades de triangulacion sobre un deter-
minado espacio, la triangulaciéon que mejor evita angulos pequenos. Especificamente
se utiliza la rutina meshfaces, incluida en el cédigo, que permite trabajar con una
geometria definida a trozos, lo que significa poder trabajar con diferentes estratos en
el caso de la modelacién de suelos. El codigo funciona para elementos con 3 nodos, por
lo cual se ha tenido que modificar para extender su uso a elementos de 6. Con este
objetivo se ha introducido y adaptado el cédigo triangulation _L2Q, desarrollado por

John Burkardt (2010), que genera una triangulacién de 6 nodos a partir de una de 3.

A continuacion se describen las caracteristicas de la rutina meshfaces, la cual se define

en Matlab como
[p,t, fnum, stats] = mesh faces(node, edge, face, hdata, options)

donde los inputs son:

= node: Arreglo de la forma [x1,yl; 22, y2; etc| que define los vértices del dominio.

» edge: Arreglo de la forma [n1,n2;n3,n4; etc] que define la conectividad entre los

puntos del vector node.

= face: Define las esquinas incluidas en cada estrato. Cada estrato ¢ se define

mediante un vector de la forma face{i} = [eil, ei2, etc].

» hdata: Estructura que contiene informacion relativa al tamano del elemento. En
el caso de este cddigo solo se ha utilizado el campo hdata.hmax que define el
tamano maximo permitido a nivel global, en la forma hdata.hmax = ho, donde

ho es ese tamano.

= options: Estructura que permite ajustar ciertos parametros para modificar el
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algoritmo de mallado. En el caso de este cddigo no se ha modificado el valor por

defecto de este input.

y los outputs son:

p: Arreglo de N, x 2 que contiene las coordenadas xy de cada uno de los N,

nodos de la malla.

t: Arreglo de N, x 3 que contiene el indice en p de los 3 nodos externos de cada
uno de los N, elementos de la malla. Los nodos son asignados a los elementos en

sentido anti-horario.

fnum: Arreglo de N, x 1 que contiene el nimero del estrato al que pertenece

cada uno de los N, elementos.

stats: Retorna estadisticas relacionadas con el algoritmo que aparecen en panta-
lla.

En el caso de seleccionar el uso de elementos de 6 nodos, el programa utiliza la rutina
[p, t] = triangulation_12q_-mod(p,t)

que modifica los arreglos p y t, de forma tal que se adicionan 3 nodos internos a cada
uno de los elementos existentes. Con esto, p pasa a ser de N, x 2, donde N,,, > N,

y t pasa a ser de N, X 6.

De esta manera cada elemento queda definido por sus nodos en el arreglo ¢, en el orden

mostrado en la Figura 2.6.

Para el caso de estratos horizontales, se ha automatizado el proceso de construccion de
la malla, y en consecuencia no es necesario modificar la rutina mesh faces de manera

manual. Para esto se ha desarrollado la siguiente rutina:

= malla: Utiliza los datos de entrada para construir la malla de elementos finitos
segun la geometria de la Figura 6.1. Esta incluye refinamiento bajo la carga distri-
buida en el caso de analisis estatico a través de la inclusion de nodos adicionales

en esta zona segun el valor de factor_tam utilizado.
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Inputs: carga, xi_carga, x f _carga,tam_mazx, factor_tam, ancho, prof
Outputs: p, t, fnum, edge, node
6.3.2. Parametros generales

En esta seccién del codigo se determinan ciertos parametros de importancia que se

utilizan a lo largo de todo el programa. Estos son:

» profund: Profundidad del depésito. Se determina mediante profund = prof(end).
» numelem: Nimero de elementos. Equivale a numelem = length(t(:, 1)).

» numnodos: Numero de nodos. Equivale a numnodos = length(p(:,1)).

Todos estos parametros son definidos como variables globales dentro del codigo.

6.3.3. Largo maximo de los elementos
En esta seccion se utiliza la siguiente rutina:

» Lmax: Calcula el largo del lado mas grande de todos los triangulos basandose
para esto en las variables globales p, t y numelem.
Inputs: Variables globales.

Outputs: largo_max

6.3.4. Cambio de unidades a MKS, rad

En esta seccion los parametros carga, E, gamma, gamma_sat, gamma_w y ¢, son

transformados a unidades MKS. Los pardmetros pht y pst son transformados a radianes.

6.3.5. Determinacion de propiedades del suelo

En esta seccion se calcula, para cada cada estrato, ciertas propiedades de interés a

partir de los datos de entrada. Estas estan definidas segtin
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= G: Mdédulo de corte, G [N/m?]:
E/
= — 3.1
STy (6:31)
= Foed: Médulo de rigidez confinado, E,eq [N/m?]:
(1-V)F
FEoea = 6.3.2
T a1 =20 (6:32)
= Vp: Velocidad de onda primaria o longitudinal, V), [m/s]:
Eoed
V. = 6.3.3
p ,yn/g’ 8 ( )
» Vs: Velocidad de onda secundaria o de corte, V [m/s]:
| G
Vs = 6.3.4
/9,8 (634

En las dltimas dos féormulas, en el caso de que el estrato esté saturado el codigo utiliza

YVsat €N Vez de 7,.

6.3.6. Determinaciéon de propiedades no drenadas del suelo

En esta seccion se calculan, para cada estrato, los siguientes parametros (definidos

en el capitulo 5, seccién 5.3.3) referidos a la modelacion de la condicién no drenada:

= nuu: Mdédulo de Poisson en condicién no drenada v, = 0,495.

» Fu: Médulo de elasticidad en condicién no drenada E, [N/m?].

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



152 Capitulo 6. Codigo de Elementos Finitos

» Kefe: Modulo de compresibilidad efectivo del suelo K’ [N/m?].
= np: Porosidad del suelo n.

» Kw: Médulo de compresibilidad del agua K, [N/m?].

En el caso en que un determinado estrato i sea definido en condicién drenada (caso(i) =
1), se redefine el pardmetro nuu(i) como el médulo de Poisson efectivo (en condicién
drenada), v/, segiin nuu(i) = nu(i) y el pardametro Eu(i) como el mddulo de elasticidad
efectivo, E', segin Fu(i) = E(17).

6.3.7. Calculo de la matriz de elasticidad de cada estrato

En esta seccidon se calcula la matriz de elasticidad de cada estrato. Esta matriz se

determina de tres maneras diferentes, dependiendo del uso que se le da en el codigo:

= D: Matriz de elasticidad utilizada para la construccion de la matriz de rigidez
global, que a su vez se utiliza para el cdlculo de desplazamientos en cada iteracion
de la resolucién del problema no lineal. Se calcula en base a los parametros E,, y
v, (Eu 'y nuu en el cédigo) debido a que el calculo de desplazamientos se realiza
en tensiones totales. Es de 3 x 3, debido a que no considera la componente z dado

que los desplazamientos en esa componente son cero (deformaciones planas):

1—1, Vy 0
E,
D= _ 6.3.5
Tt —20g) | Y 17w 0 (6.3.5)
0 0 1—2u,

= D4: Matriz de elasticidad utilizada para el calculo de la variacion del predictor
de tensiones efectivas en cada iteracion en la resolucion del problema no lineal.
Se calcula en base a los pardmetros efectivos E' y v (FE y nu en el c6digo). Es
de 4 x 4 debido a que las tensiones en z son diferentes de cero en el enfoque de

deformaciones planas:
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-1 —v oV 0 v -
D4 = £ Vool 0 (6.3.6)
T+)1—20)| 0 =
v v 0o 1-v

= Dprin: Matriz de elasticidad en coordenadas principales utilizada para el cdlculo
de las tensiones efectivas en cada iteracién de la resolucién del problema no lineal.
Se calcula en base a los pardmetros efectivos E' y v (E y nu en el cddigo). Es de

3 x 3 debido a que se calcula en el espacio de las tensiones principales:

Dprin = Vo1 —-v Y (6.3.7)

6.3.8. Definiciéon del esquema de integraciéon para la cuadra-

tura de Gauss-Legendre

En esta seccion se define el esquema de integracion para la cuadratura de Gauss-

Legendre a través del siguiente parametro:

= esquema_gauss: Numero de puntos de integracion por elemento que utiliza la
cuadratura de Gauss-Legendre. Este pardametro se define como variable global en

el codigo.

Se escoge esquema_gauss = 1 para el caso de elementos de tres nodos (nne = 3) y
esquema_gauss = 3 para el caso de elementos de seis nodos (nne = 6). Los esquemas

son los mostrados en la Figura 6.5 y estan definidos en el Capitulo 2, seccién 2.4.4.
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n Ui

(a) (b)

Figura 6.5: Esquemas de integracion de la cuadratura de Gauss-Legendre utilizada

para elementos de (a) 3y (b) 6 nodos.

6.3.9. Calculo de las matrices globales de rigidez y masa

En esta seccién se calculan las matrices globales de rigidez y masa a través de un
ciclo for de Matlab en el cual se ensambla el aporte de cada uno de los numelem
elementos. El algoritmo se esquematiza en la Figura 6.6 y las rutinas utilizadas son las

siguientes:

» GLelemento: Determina el vector de grados de libertad G Lelem del elemento
elem. En total el sistema posee 2 x numnodos grados de libertad (un grado de
libertad horizontal y uno vertical por cada nodo) y cada elemento posee 6 grados
de libertad en el caso de los elementos de 3 nodos, y 12 grados de libertad en el
caso de los elementos de 6 nodos.

Inputs: elem
Outputs: G Lelem

= matrizK: Recalcula la matriz de rigidez global K sumando el aporte del elemento
elem. La matriz de rigidez elemental se construye integrando numéricamente
mediante la cuadratura de Gauss-Legendre generada por la rutina gauss.
Inputs: K, GLelem, D, elem
Outputs: K

» gauss: Determina las coordenadas (e,n), los pesos P y el ntimero de puntos
requeridos por elemento para la realizacion de la cuadratura de Gauss-Legendre,

basandose para esto en la variable global esquema_gauss.
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Inputs: Variables globales.
Outputs: e, n, P, puntos

= matrizM: Recalcula la matriz de masa global M sumando el aporte del elemento
elem. La matriz de masa elemental se forma a través de la diagonalizacién HRZ
descrita en el Capitulo 4, Secciéon 4.3. La rutina considera el peso especifico
saturado, gamma_sat, en el caso de los elementos que se encuentran bajo el nivel
freatico.
Inputs: M, G Lelem, gamma, gamma_sat, nivel f, elem
Outputs: M

+<Desde elem = 1 hasta numelem

'

Grados de libertad

del elemento elem

'

Aporte del elemento elem
a la matriz K

Andalisis dinamico

Aporte del elemento elem
a la matriz M

elem > numelem

Fin

Figura 6.6: Ensamblaje de las matrices globales de rigidez y de masa.

6.3.10. CaAlculo del vector global de fuerzas externas nodales

En el caso de que el anélisis sea estético (analisis = 1) se construye el vector global

de fuerzas externas nodales a través de la siguiente rutina:
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» f sup: Determina el vector global de fuerzas externas nodales, fe.; (f_ext en el
c6digo), a partir de las caracteristicas de la carga distribuida ingresada y el tipo
de elemento utilizado.

Inputs: carga, xi_carga, x f_carga
Outputs: f_ext

6.3.11. Determinacién de los grados de libertad activos

En esta seccién se determinan los grados de libertad activos, es decir, los grados
de libertad sin considerar los grados de libertad restringidos por la condiciéon de borde
impuesta. En el caso de que el andlisis sea estéatico (analisis = 1) se utiliza la rutina
borde y en el caso de que el andlisis sea dindmico (analisis = 2) se utiliza la rutina

borde_din. Estas se describen a continuacién.

» borde: Determina el vector de grados de libertad activos GG Lact imponiendo la
condicion de borde mostrada en la Figura 6.7.
Inputs: ancho, profund
Outputs: G Lact

= borde_din: Determina el vector de grados de libertad activos G Lactdl, utilizado
para calcular los periodos del sistema, imponiendo la condicién de borde mostrada
en la Figura 6.8(a) y el vector de grados de libertad activos G Lactd2, utilizado
para la aplicacion de la carga dinamica en la base, imponiendo la condiciéon de
borde mostrada en la Figura 6.8(b).
Inputs: ancho, profund
Outputs: G Lactdl, G Lactd2, bordein f, bordeizq, bordeder

donde:

= bordeinf: Vector que contiene los grados de libertad pertenecientes al borde in-

ferior del dominio de elementos finitos.

= bordeizq: Vector que contiene los grados de libertad pertenecientes al borde iz-

quierdo del dominio de elementos finitos
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= bordeder: Vector que contiene los grados de libertad pertenecientes al borde de-

recho del dominio de elementos finitos

;77777 7777777777777 77777

Figura 6.7: Condiciéon de borde para el anlisis estatico.

rrrrrresrrrresrrrrrerrrs Q0Q00Q0Q0000000000,
(a) (b)
Figura 6.8: Condicién de borde para el andlisis dinamico. (a) Célculo de periodos y

(b) aplicacién de la carga dindmica en la base.

6.3.12. Calculo de la matriz global de amortiguamiento

Si el andlisis es dindmico, se determina el vector 7" = 27 /w que contiene los periodos
naturales del sistema en orden descendente, a través de la funcion de Matlab eigs que
resuelve el problema de valores y vectores propios det(K — w?M) = 0. Para esto se
consideran los grados de libertad contenidos en el vector G Lactdl. A continuacion y
utilizando la recomendacién de Tsai et al. (2014), aplicable a estratos poco profundos
(Capitulo 4, seccion 4.4), se calculan los pardmetros ag y fg del amortiguamiento de

Rayleigh, a través de la siguiente rutina:

= rayleigh: Determina los parametros alpha y beta a partir de la razén de amor-
tiguamiento ra y el periodo fundamental del sistema 7'(1).
Inputs: ra, T
Outputs: alpha, beta
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Con esto se calcula la matriz global de amortiguamiento, C', como la combinacién lineal

de las matrices M y K, como se detallé en el Capitulo 4, seccion 4.4.

Observacion: La rutina rayleigh esté configurada segtn el criterio de Tsai et al. (2014)
solo como punto inicial. El usuario debe modificarla de acuerdo al criterio mas adecuado

para cada caso.

6.3.13. Imposicion de los bordes absorbentes

Si el analisis es dindamico, se modifica la matriz de amortiguamiento C' para incluir
la condicién de bordes absorbentes en el lado izquierdo y derecho del dominio, como

se muestra en la Figura 6.9. Para esto se utiliza la siguiente rutina:

= bordes_abs: Genera la matriz C'_abs que contiene, en los elementos de su dia-
gonal asociados a los grados de libertad de los bordes laterales, los coeficientes
de amortiguamiento correspondientes a los amortiguadores viscosos impuestos en
estos bordes. La rutina utiliza en sus cdlculos gamma o gamma_sat dependiendo

si el nodo del borde lateral se encuentra en una zona seca o saturada.

Inputs: cl, 2, gamma, gamma_sat, Vp, Vs, prof_ini, nivel f, bordeizq, bordeder, prof

Outputs: C'_abs

Una vez determinada la matriz C'_abs, la matriz C' se modifica segin C' = C' + C_abs.

Borde\absorbente Borde absorbente

;77777 7777777777777 77777

Figura 6.9: Condicion de borde absorbente.

6.3.14. Calculo de las tensiones efectivas iniciales

Como procedimiento de inicializacion de las tensiones efectivas, para considerar las

tensiones generadas por el peso propio del material, se utilizan las siguientes rutinas:
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= coord_gauss: Determina las coordenadas en x y en y de cada uno de los puntos
de integracion del dominio. Estas se agrupan en los arreglos multidimensionales
xpto e ypto respectivamente. Estos tienen la forma xpto(elemento, punto, :) = [x],
para un determinado elemento y un determinado punto de integracién al interior
de dicho elemento.
Inputs: Variables globales.
Outputs: zpto, ypto

= tensiones_ini: Calcula, para cada punto de integracion, la tension efectiva ver-
tical, o, = oy, y horizontal, oj, = 0}, = 0, iniciales, suponiendo una geometria
geostatica (supuesto valido en el caso de estratos horizontales). Las tensiones se
expresan en un arreglo multidimensional de la forma tens_ini(elemento, punto, :
) = |0}, 0, Tsy, 0], para un determinado elemento y un determinado punto de
integracion al interior de dicho elemento.
Inputs: prof, gamma, gamma_sat, gamma_w, nivel f, Ko, ypto

Outputs: tens_ini

La tension efectiva vertical se determina segin

-y
ol = / Yndy (6.3.8)
0

lo cual, la rutina tensiones_ini resuelve de manera discreta. Por ejemplo, en el caso

de la Figura 6.10, la tension efectiva vertical se determina segin

o, = —(Ay1Ym1 + Ayayne + Aysyns) (6.3.9)

donde la coordenada y de cada punto de integracion se obtiene previamente mediante
la rutina coord_gauss. La convencién de signos utilizada implica que tensiones de

compresion son negativas.

Dado que se trata de la tension efectiva, en el caso de que el punto de integracion
esté en una zona saturada se considera el peso especifico boyante v, = Vst — Y €n vez

de v,.
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Ay N
Ays 72 —Y
o
Ays Y ~
3
,,,,,,,,,, Oh— - _____

Figura 6.10: Inicializacion de las tensiones efectivas.

Por otro lado, la tension efectiva horizontal, o}, se determina mediante el coeficiente

lateral de empuje Ko, segiin
o, =Ko X o), (6.3.10)
Este se calcula previamente para cada estrato. En el caso de estratos modelados me-

diante el modelo lineal elastico se utiliza la férmula para medio elastico

V/

11—

Ko = (6.3.11)

y para estratos modelados segin el modelo de Mohr-Coulomb, se utiliza la férmula de
Jaky

Ko=1-— sen(¢") (6.3.12)

6.3.15. Calculo de la presion de poros inicial

Para el calculo de la presion de poros inicial se utiliza la siguiente rutina:

» presiones_ini. Calcula, para cada punto de integracién ubicado bajo el nivel
fredtico, la presion hidroestatica p, = pw, = pw, = Pw.. Las presiones de poros se
expresan en un arreglo multidimensional de la forma pw_ini(elemento, punto, :

) = [Pwss Pw,, 0, Pw.], para un determinado elemento y un determinado punto de
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integracion al interior de dicho elemento.
Inputs: gamma_w, nivel f, ypto

Outputs: pw_in:
El calculo se realiza segin

—y
ol = / Ywdy (6.3.13)
—nivel f

lo cual la rutina resuelve de manera discreta. Por ejemplo, para el caso del punto

mostrado en la Figura 6.11 esta expresion se reduce a

pw = (=Y + nivel f) v, (6.3.14)

nivelf l

Puw

Figura 6.11: Inicializacion de la presion de poros.

La convencién de signos utilizada implica que presiones de compresion son negativas.

6.3.16. Determinacion de la respuesta en el analisis estatico
6.3.16.1. Esquema general

El analisis estatico se desarrolla a través de la rutina respuesta en la que se ha

implementado el método Newton-Raphson de rigidez inicial:

= respuesta: Determina la respuesta del suelo al ser sometido al vector global

de fuerzas externas nodales, f_ext, considerando una tolerancia igual a tol. La
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respuesta se expresa segun las variables de salida (outputs) que se describen a
continuacion.

Inputs: modelo, caso, x,y, itd_min, itd_mazx, p_mazx,it_mazx,tol, D fini, K, G Lact, f_ext, D4,
Dprin, tens_ini, pw_ini, ¢, phi, psi, Kw, np

Outputs: iteraciones, despl, Uyl, Uy2, factormult, plasticos
Outputs:
s iteraciones: Vector que contiene el nimero de iteraciones realizadas en cada paso

de carga.

» despl: Vector de desplazamientos nodales al final de la aplicacion de la carga

foext.

» Uyl: Vector que contiene el desplazamiento vertical del punto (z(1),y(1)) en cada

paso de carga.

» Uy2: Vector que contiene el desplazamiento vertical del punto (z(2),y(2)) en cada

paso de carga.

= factormult: Vector que contiene la proporcion de la fuerza total aplicada en cada

paso de carga.

= plasticos: Matriz que contiene los puntos de integracién que entraron en el rango

plastico al final de la aplicacién de la carga.

6.3.16.2. Calculos previos al proceso iterativo

Identificacién de los elementos a los que pertenecen los puntos a evaluar

Para poder calcular el desplazamiento en los puntos (z(1),y(1)) y ((2),y(2)), es ne-
cesario, previamente, identificar los elementos a los que estos puntos pertenecen. Para

esto se utiliza la siguiente rutina:

» nodos: Determina el elemento elem_obji al que el punto (z(1),y(1)) pertenece y

el vector de nodos, nodos_obj1, asociado al elemento.
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Inputs: z(1),y(1)
Outputs: nodos_obj1, elem_obj1

Determinacién de los parametros de integracion del modelo Mohr-Coulomb

Para obtener los parametros de integraciéon del modelo Mohr-Coulomb se define la

siguiente rutina:

parametros_mc: Determina, para cada estrato, los parametros necesarios para
evaluar la funcién de fluencia e integrar el modelo Mohr-Coulomb segin el es-
quema de retorno de Clausen et al. (2007) descrito en el Capitulo 3, Seccién 3.5.
Inputs: phi, psi, ¢, Dprin

Outputs: k, rp, ril,rl2,rllg,rl2q, sigma_a

donde:

k: Pardmetro k que permite obtener la funcién de fluencia en la forma f(o’) =
kol — o — 2¢VE.

rp: Vector r] que corresponde a la direccién del corrector pldstico cuando este

regresa a un plano de la superficie de fluencia.

rl1: Vector r{ que corresponde a la direccién de la linea [; de la superficie de

fluencia.

rl2: Vector 7 que corresponde a la direcciéon de la linea I, de la superficie de

fluencia.

rilg: Vector rél que corresponde a la direcciéon del potencial plastico asociado a

la linea [; de la superficie de fluencia.

rl2g: Vector réQ que corresponde a la direccion del potencial plastico asociado a

la linea [y de la superficie de fluencia.

sigma_a: Tension o correspondiente al vértice de la superficie de fluencia en

coordenadas principales.
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6.3.16.3. Proceso iterativo

El proceso iterativo se esquematiza, de manera general, en la Figura 6.12 y a con-

tinuacion se describen las etapas relevantes contenidas en él.

Pasot1=1

Iteracion j =1

v

fewt - fewt + Afe:pt . .
t=14+1
r= femt - fint
Aa=0
j=j+1 ja=K 'r
Aa = Aa+ da
Recorrido por los fin

puntos de Gauss

v

Predictor eldstico efectivo o’

B

Tension efectiva actualizada o'©

Presion de poros py,

Tension total actualizada o€

fint = f(o_c)

r= fe:vt — fint

fort = fopt total

Figura 6.12: Algoritmo de Newton-Raphson de rigidez inicial utilizado en el calculo

de la respuesta estatica.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 6. Cddigo de Elementos Finitos 165

Incremento del delta de carga

Para definir la fuerza externa f , que se aplica en cada paso de carga i se define una
variable mult que va creciendo en cada paso y que multiplica el valor total de la fuerza

a aplicar fezi_sor Segun

= Fint + Afext = mult x feact—tot (63]—5)

ext = Jext

donde mult se incrementa en el paso de carga ¢ segin

mult’ = mult'™ + Amult’ (6.3.16)

La seleccién adecuada del tamano del paso de carga es particularmente importante en
modelos de plasticidad de tipo no asociada, ya que esta es critica con respecto a la
convergencia del proceso iterativo (Van Langen & Vermeer, 1990). Pasos de carga de-
masiado grandes pueden llevar a un proceso iterativo no-convergente y pasos de carga
demasiado pequenos pueden generar un proceso iterativo muy costoso computacional-
mente. Para resolver este problema Van Langen & Vermeer (1990) desarrollaron un
procedimiento de correcciéon automatica del tamano del paso de carga, el cual se imple-
menta en el cédigo de elementos finitos. Este procedimiento estda conformado por dos
etapas. En primer lugar, una primera prediccién del nuevo incremento de carga basado

en el incremento del paso de carga anterior, es decir

Amult' = Amult'™! (6.3.17)

En segundo lugar, un escalamiento del paso de carga Amult! durante el proceso itera-
tivo, basado en la estimacion del nimero de iteraciones que se necesitan para llegar a
la convergencia. Para entender la forma en que el procedimiento realiza esta estimacion
es necesario recordar la definicion del vector de desbalance de fuerzas para el paso ¢ en

la iteracién j:

v = i — £ (6.3.18)

ext ~ Jint
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De igual manera se puede obtener el vector de desbalance de fuerzas para el paso i en
la iteracion j — 1:
L A A (6.3.19)

ext

y restando estas ecuaciones se tiene que

pid = pid =1 (pid _ piacly (6.3.20)

% wnt

Como lo senalan Van Langen & Vermeer (1990), utilizando una propiedad del método
de poder (power iteration method), esta relacién puede aproximarse de la siguiente

manera, para un numero suficientemente grande de iteraciones j:

VRIESTO (6.3.21)

donde —1 < a,,, < 1 y este puede ser estimado de acuerdo a

(pid =1\ Tpisi
A partir de la ecuacién 6.3.21 y siguiendo la siguiente definicion de error
g rll
e = = < tol (6.3.23)
fextl
2
se obtiene:
€4 25 || €971 (6.3.24)
lo que implica que para un determinado nimero de iteraciones adicionales n:
4™ x5 oy | €M (6.3.25)

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 6. Cddigo de Elementos Finitos 167

Ahora, si se considera que n es el niimero de iteraciones adicionales requeridas en una
determinada iteracion j del paso ¢ para obtener convergencia (definiendo convergencia

como %91 = tol), entonces se puede despejar n de acuerdo a

_log(tol) — log(™7)

TogTaT] (6.3.26)

lo que permite estimar el niimero total de iteraciones para obtener convergencia como
j+n. De este modo, el procedimiento de escalamiento opera en funciéon de este ntimero
estimativo y de un rango de iteraciones deseadas definido por el usuario en los datos
de entrada de acuerdo a itd_min y itd_maz. Asi, en una determinada iteracion j del
paso ¢ se pueden tener tres situaciones, en funcién de las cuales el procedimiento toma

una decision de escalamiento del paso de carga:

» Si j +n < itd_min: Escalar hacia arriba segtin Amult’ = 2Amult'.
= Siitd_min < j +n < itd_maz: No escalar. Amult’ = Amult'.

= Si j+n > itd-max: Escalar hacia abajo segiin Amult’ = 0, 5Amult’.

Ademads, después de cada acciéon de escalamiento se debe incrementar itd_max debido
a que un cambio en el tamano del paso de carga requiere iteraciones adicionales. De
acuerdo a los ejemplos desarrollados por los autores del procedimiento este incremento

puede ser tomado como 5 iteraciones adicionales.

Este procedimiento se diferencia de otros existentes en la literatura en cuanto este
adapta el tamano del paso de carga durante el proceso iterativo y no como extrapolacion

de los pasos de carga anteriores.

Cabe mencionar que el valor inicial del multiplicador, Amult!, viene dado por D fini,

definido por el usuario en los datos de entrada.
Actualizacion de las tensiones y presiones de poros

El proceso de actualizacién de las tensiones, en cada punto de integracion, dentro de
cada iteraciéon, que se visualiza en la Figura 6.12, es llevado a cabo a través de tres

rutinas:
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= tensiones_trial: Determina el predictor eldstico efectivo, /B (tens_trial en el
c6digo), y el subincremento de deformacién volumétrica, de, (dev en el c6digo),
para cada punto de integracién del dominio. Para esto utiliza como input el incre-
mento de desplazamiento nodal, Aa (Du en el c6digo), y el subincremento de des-
plazamiento nodal, da (du en el c6digo), respectivamente. El predictor elastico se
expresa en un arreglo multidimensional de la forma tens_trial(elemento, punto, :

)= [0.7,0/ % 7. P o' P]. Este se integra a partir del tltimo estado de tensién que

z Yy vlxy Yz
tuvo convergencia, el cual se guarda en el arreglo tens_ant.
Inputs: D4, du, Du, tens_ant

Outputs: tens_trial, dev

» tensiones: Determina la tension efectiva actualizada, o'C (tens en el codigo),
para cada punto de integracion del dominio. Para esto se realiza el retorno del
predictor elastico a la superficie de fluencia, siguiendo el esquema de retorno
de Clausen et al. (2007), tal como se esquematiza en la Figura 6.13. La ten-
sion efectiva actualizada se expresa en un arreglo multidimensional de la forma

/C 4 C 4 C C

v 20y 5 Tey 0% | Ademds se actualiza el nimero

de puntos de integracion que entraron en el rango plastico, npp, y se actualiza la

tens(elemento, punto,:) = [o

matriz plasticos.
Inputs: modelo, c, tens_trial, tens, Dprin, k,rp,rl1,rl2,rl1g,rl2g,
sigma_a, npp

Outputs: tens, npp, plasticos

» tensiones_tot: Actualiza la presion de poros, p,,, para cada punto de integracién
del dominio (en el caso drenado este valor se mantiene constante). A partir de
esto determina la tensién actualizada total, o (tens_tot en el cédigo), como
la suma de la tensién actualizada efectiva, o’¢, y la presién de poros, p,. La
tension total actualizada se expresa en un arreglo multidimensional de la forma
tens_tot(elemento, punto,:) = [0,%,0,,72,%, 5.

Inputs: caso, Kw, np, dev,tens, dpw, pw,tens_tot

Outputs: tens_tot, pw
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Inicio

Recorrido por los
puntos de Gauss

Tens. actualizada o' e Predictor ¢'B en

coordenadas originales coordenadas principales

Super ficie de fluencia
f<o0

Region de tension

/1B

del predictoro

Fin

Figura 6.13: Determinacion de la tension efectiva actualizada.

Como se puede ver en la Figura 6.13, dentro del algoritmo es necesario transformar
el predictor eldstico efectivo, ', a coordenadas principales y también es necesario
transformar la tensién actualizada efectiva, o', al sistema de coordenadas original.

Para esto se utilizan las siguientes rutinas:

= tensiones_prin: Para cada elemento elem y punto de integracion pto transfor-
ma el predictor eldstico efectivo, o'? (tens_trial en el cédigo), al espacio de las
tensiones principales (tens_prin), guardando el dngulo de rotacién (ang) y la
direccién asociada (ix, iy, 12).
Inputs: elem, pto, tens_trial

Outputs: tens_prin,ang,ix,iy, iz

= tensiones_org: Una vez determinada la tensién actualizada efectiva en coorde-
nadas principales (tens_prin), transforma esta al espacio original z,y, z.
Inputs: tens_prin,ang, iz, iy, 1z

Outputs: tens
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Actualizacién del vector de fuerza interna

El vector de fuerza interna, f,, (f_int en el c6digo), es actualizado en cada iteracién

a través de la rutina f_interna.

» finterna: Hace un recorrido por todos los elemento del dominio y determina

las fuerzas nodales que se desarrollan a partir del estado de tensiones totales, o¢

(tens_tot en el c6digo), en los puntos de integracién de cada elemento, integrando
numéricamente mediante la cuadratura de Gauss-Legendre.

Inputs: tens_tot

Outputs: f_int

Obtencién del desplazamiento vertical en los puntos de interés

Cada vez que el algoritmo converge en un determinado paso de carga 7, se requiere

calcular y guardar el desplazamiento vertical en los puntos de interés, (z(1),y(1)) v

(2(2),y(2)). Para esto se utilizan las siguientes rutinas:

» forma: Evalia las funciones de forma N1 — N6 en el punto (z(1),y(1)). En el

caso de que se utilicen elementos triangulares de 3 nodos N4 = N5 = N6 = 0.
Inputs: x(1),y(1), nodos_obj1
Outputs: N1, N2, N3, N4, N5, N6

desplazamiento: Calcula, a partir de el vector global de desplazamientos no-
dales, a (u en el cédigo), y las funciones de forma N1 — N6, el desplazamiento
horizontal, despl_x, y el desplazamiento vertical, despl_y, en el punto (z(1),y(1)).
Inputs: u,nodos_obj1, N1, N2, N3, N4, N5, NG

Outputs: despl_x,despl_y

Los desplazamientos verticales calculados en cada paso de carga ¢ son guardado segin:

Uyl(i+1,1) = despl_y. Lo mismo aplica para el punto (z(2),y(2)) a través del vector

Uy2.
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6.3.17. Determinacién de la respuesta en el analisis dinamico
6.3.17.1. Esquema general

El andlisis dindmico se desarrolla a través de la rutina respuesta_din en la que se
ha implementado el método Newton-Raphson de rigidez inicial junto con el método de

Newmark para la integracion en el tiempo:

= respuesta_din: Determina la respuesta dinamica del suelo al ser sometido a un
registro en la base, considerando una tolerancia igual a tol. La respuesta se ex-
presa segtn las variables de salida (outputs) que se describen a continuacion.
Inputs: modelo, caso, x,y, b, g, pasos, it _max, tol, M, K,C, G Lactd2, registro, D4,
Dprin, tens_ini, pw_ini, ¢, phi, psi, Kw, np, bordein f

Outputs: iteraciones, tiempo, despl, Ux1,Ux2,Vxl,Vx2, Axl, Azx2
Outputs:
= jteraciones: Vector que contiene el numero de iteraciones realizadas en cada paso
de tiempo.

= ttempo: Vector que contiene cada paso de tiempo.

» Uzl: Vector que contiene el desplazamiento horizontal del punto (z(1),y(1)) en

cada paso de tiempo.

» Ux2: Vector que contiene el desplazamiento horizontal del punto (x(2),y(2)) en

cada paso de tiempo.

= Vxl: Vector que contiene la velocidad horizontal del punto (z(1),y(1)) en cada

paso de tiempo.

» Vz2: Vector que contiene la velocidad horizontal del punto (z(2),y(2)) en cada

paso de tiempo.

= Axl: Vector que contiene la aceleracién horizontal del punto (z(1),y(1)) en cada

paso de tiempo
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= Ax2: Vector que contiene la aceleracién horizontal del punto (z(2),4(2)) en cada

paso de tiempo.

6.3.17.2. Calculos previos al proceso iterativo

Ademas de la identificacién de los elementos a los que pertenecen los puntos a evaluar
(rutina nodos) y la determinacién de los pardmetros de integracién del modelo Mohr-
Coulomb (rutina parametros_mc), descritas para el caso estatico, en el caso dindmico

se requiere realizar los siguientes calculos, previo al proceso iterativo:
Manipulacién del registro sismico

Debido a que el registro sismico se impone como desplazamiento prescrito en los nodos
de la base del modelo, es necesario integrar numéricamente el registro de aceleracion

para obtener el registro de desplazamiento. Esto se hace a través de la siguiente rutina:

= simpson: El registro de aceleracién incorporado en la matriz registro es in-
tegrado numéricamente mediante el método de Simpson. Se obtiene la matriz
registro_tuva, que contiene en su primera columna el tiempo, en la segunda
columna el registro de desplazamiento, en la tercera columna el registro de velo-
cidad y en la cuarta columna el registro de aceleracion.
Inputs: registro

Outputs: registro_tuva

Posteriormente se calcula el At (dt en el cdigo) en base al pardmetro pasos segin

g — Tiempo total del registro (6.3.27)

Pasos

A continuacion se realiza la interpolacion del registro para ajustarlo a dt, a través de

la siguiente rutina:

= interpolacion: Interpola linealmente el registro, actualizando la matriz registro_tuva
para ajustarla al delta de tiempo que se utiliza en el proceso iterativo (dt). Ademés

convierte el desplazamiento, velocidad y aceleracion a unidades m — s.
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Inputs: dt, registro_tuva

Outputs: registro_tuva

Determinacion de los coeficientes del método de Newmark

Dado que la integraciéon en el tiempo se realiza por medio del método de Newmark, es

necesario obtener los coeficientes del método. Para esto se utiliza la siguiente rutina:

= parametros_newmark: Genera los coeficientes del método de Newmark, cq - ¢7
(co0 - coT en el cbdigo), a partir de dt y de los pardmetros del método.
Inputs: dt, b, g

Outputs: co0, col, co2, co3, cod, cob, cob, coT

Determinacion de la matriz global de rigidez efectiva

Para aplicar el método de Newmark es necesario modificar la matriz de rigidez global
K (K en el c6digo), obteniéndose la matriz de rigidez global efectiva K (K din en el

c6digo), segin la ecuacién 4.2.17.
Determinacion de las matrices del método de penalizacién

La imposicion del registro sismico se realiza mediante el método de penalizacién descrito

en el Capitulo 4, Seccién 4.7. Para esto se utiliza la siguiente rutina:

» penalizacion: Genera las matrices A (A en el cédigo) y W (W en el codigo) del
método de penalizacién. Adicionalmente genera la matriz Kp = ATW A que se
utiliza para modificar la matriz global de rigidez efectiva, K (Kdin en el c6digo).
Inputs: Kdin, G Lsismo
Outputs: Kp, W, A

Una vez determinada Kp, se actualiza la matriz global de rigidez efectiva de acuerdo
a Kdin = Kdin + Kp.
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6.3.17.3. Proceso iterativo

El proceso iterativo se esquematiza, de manera general, en la Figura 6.14 y a continua-

cion se describen las etapas relevantes contenidas en él.

Paso de tiempo i =1
Iteracion j =1

Recorrido por cada
paso de tiempo @

fext

r= fext - fint

Aa=0
,]:,]+1 5a:K71r
Aa = Aa+ da
a=a-+da

Recorrido por los
puntos de Gauss

Predictor eldstico efectivo o’

B

Tensién efectiva actualizada o’'C

Presion de poros py,

Tensién total actualizada o€

.y
fint’\: f(O'f7 a)

r= fext - fint

rror < Tolerancia

ST

velocidad | Método de
aceleracion| Newmark
j=1

Fin
Figura 6.14: Algoritmo de Newton-Raphson de tensién inicial utilizado en el calculo

de la respuesta dinamica.
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Actualizacion del vector de fuerza externa efectiva y aplicaciéon del método

de penalizacién

El vector de fuerza externa efectiva, font (f_ext en el cddigo), en primer lugar es actua-
lizado de acuerdo a la ecuacién 4.2.18. Luego, para aplicar el método de penalizacién
e imponer el registro sismico en la base del modelo, el vector es modificado segin
f'ext = fext + ATWa,, donde a, es un vector que contiene el registro de desplaza-
miento del sismo en cada una de las componentes asociadas a los grados de libertad

horizontales de la base del dominio, para un determinado paso de tiempo <.
Actualizacion de las tensiones y presiones de poros

El proceso de actualizacion de las tensiones es idéntico al descrito para el caso estatico.
Actualizacion del vector de fuerza interna efectiva

El vector de fuerza interna efectiva, fine (f—int en el c6digo), en primer lugar es actua-
lizado de acuerdo a la ecuacion 4.2.25, donde fi,; es determinado de la misma forma
que para el caso estatico (utilizando la rutina f interna). Luego, el vector es modi-
ficado, para considerar la fuerza asociada al método de penalizacion, de acuerdo a

foint = f_int + Kp x u.
Actualizacion de la velocidad y aceleracion

Una vez que el algoritmo converge, en un determinado paso de tiempo i, se determina
la velocidad y aceleracion mediante el método de Newmark, a través de la siguiente

rutina:

= newmark: Determina los vectores de velocidad nodal, a (v en el cbdigo), y
aceleracién nodal, & (a en el cddigo), a través del método de Newmark.
Inputs: 7, co0, col, co2, co3, co4, cob, cob, co7, Du, v, a, registro_tuva, G Lactd,
G Lsismo

Outputs: v,a

Definicién del error

En el caso dinamico, al igual que en el caso estatico, se utiliza un error basado en un

criterio de fuerza. Este se define segin
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i — ||ri’j||2

< tol (6.3.28)

AL

b
ext 9

Obtencién del desplazamiento, velocidad y aceleracién horizontal en los pun-

tos de interés

Cada vez que el algoritmo converge en un determinado paso de carga i, se requiere
calcular y guardar el desplazamiento, velocidad y aceleracion horizontal en los puntos
de interés, (z(1),y(1)) v (z(2),y(2)). Para evaluar las funciones de forma se utiliza
la misma rutina que para el caso estitico (forma). Lo mismo ocurre para el caso
de los desplazamientos (también se utiliza rutina desplazamiento). En el caso de la

velocidad y aceleraciéon se utilizan las siguientes rutinas:

» velocidad: Calcula, a partir de el vector global de velocidades nodales, @ (v en
el c6digo), y las funciones de forma N1 — N6, la velocidad horizontal, vel_z, en
el punto (z(1),y(1)).

Inputs: v, nodos_obj1, N1, N2, N3, N4, N5, N6
Outputs: vel_x

» aceleracién: Calcula, a partir de el vector global de aceleraciones nodales, @ (a
en el cddigo), y las funciones de forma N1— N6, la aceleracién horizontal, acel _x,
en el punto (z(1),y(1)).

Inputs: a, nodos_obj1, N1, N2, N3, N4, N5, N6

Outputs: acel_x

Los desplazamientos, velocidades y aceleraciones horizontales calculados en cada paso
de carga ¢ son guardado segin: Uyl(i+1,1) = despl_x, Vyl(i+1,1) = vel_z, Ayl(i+
1,1) = acel _x, respectivamente. Lo mismo aplica para el punto (z(2),4(2)) a través de
los vectores Uz2, Va2 y Ax2.
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Capitulo 7

VALIDACION DEL CODIGO

7.1. Introduccion

En el presente capitulo se realiza la validacion del codigo en todas sus posibilidades

de funcionamiento. Esto es:

Analisis estatico/dindmico.

Modelo Lineal Elastico/Mohr-Coulomb.

Condicién drenada/no drenada.

Condicién de borde libre/borde viscoso estandar.

Amortiguamiento numérico/amortiguamiento de Rayleigh.

Para esto se desarrollan diferentes ejemplos modelados con el cédigo y los resultados
obtenidos son comparados tanto con soluciones analiticas existentes en la literatura,
como con los resultados obtenidos a través de un programa comercial de elementos

finitos de amplio uso llamado Plaxis 2D.

Si bien este es el objetivo principal del capitulo, se realizan ademas los siguientes
analisis:
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= Evaluacion del desempeno de los elementos triangulares de 3 nodos versus los de
6.

= Evaluacion del desempeno del procedimiento de automatizacion del paso de carga

implementado (Van Langen & Vermmer, 1990).
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7.2. Analisis estatico utilizando el modelo lineal-

elastico

A continuacién se determina el asentamiento elastico de un suelo homogéneo, pro-

ducto de una fundacion rectangular flexible, como la mostrada en la Figura 7.1.

l

<>

B

Figura 7.1: Problema de fundacion rectangular flexible.

Una solucién analitica fue propuesta por Harr (1996) para este problema, suponiendo

un espacio semi-infinito:

S, = —(1 -1 (7.2.1)

(7.2.2)

donde:

S.: Asentamiento al centro de la fundacién.
q: Carga distribuida.

B: Ancho de la fundacion.

L: Largo de la fundacién

m: L/B

Como ejemplo se tomard una arena de propiedades elasticas E = 25000 [kN/m?] y
v = 0,3 y una zapata corrida de propiedades geométricas B = 2[m] y L = 30 [m].
Como carga ¢ se utilizard 150 [kN/m?]. Para este ejemplo, la solucién analitica es
Se = 3,06 [cm)].
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Dado que se ha considerado un largo de la fundacién grande (L/B = 15), este proble-
ma se puede modelar, de forma aproximada, en dos dimensiones, como un problema
de deformaciones planas. Para esto se ha desarrollado el modelo de elementos finitos
esquematizado en la Figura 7.2, donde se aprecian las condiciones de borde impuestas.
Como tamano del dominio se consideré un depésito de 50 [m| x 50 [m] para acercarse

a la condicion de espacio semi-infinito.

iy
'B

E,v 50 [m]

50 [m]

Figura 7.2: Modelo utilizado para representar la carga de una zapata flexible sobre

un espacio semi-infinito.

Con el objetivo de comparar el desempeno de los elementos triangulares lineales (3
nodos) y cuadraticos (6 nodos), se ha modelado el problema a través de cuatro mallas
diferentes para cada tipo de elemento. En todas las mallas se ha hecho un refinamiento
bajo la carga, para considerar de mejor manera la carga distribuida y evaluar con
mayor precisién el asentamiento bajo la zapata. La posicion deformada obtenida luego

de aplicar la carga para las distintas mallas puede visualizarse en las Figuras 7.3 y 7.4.
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En las Tablas 7.1 y 7.2 se presenta el asentamiento vertical obtenido al centro de la
zapata para las distintas mallas, en funcion del niimero de elementos utilizados. Ademas
se indica el tiempo de calculo de cada analisis, teniendo en cuenta que estos se llevaron
a cabo en un computador laptop de procesador Intel(R) Core(TM) i7-4700MQ de 2,4
GHz vy 8 GB de RAM.

Malla | Nimero de elementos | Asentamiento vertical [em] | Tiempo de calculo [s]
1 107 2,9897 0,174
2 181 2,9911 0,217
3 2102 3,0269 4,488
4 8296 3,0281 67,660

Tabla 7.1: Convergencia de la malla de elementos triangulares de 6 nodos.

Malla | Numero de elementos | Desplazamiento vertical [em| | Tiempo de calculo |[s]
1 2102 2,9583 1,061
2 8296 2,9931 7,162
3 33146 3,0124 152,080
4 131768 3,0227 2506,393

Tabla 7.2: Convergencia de la malla de elementos triangulares de 3 nodos.

Se observa que a medida que se refinan las mallas el asentamiento vertical converge a
un valor cercano a 3,03 [em]. En el caso de los elementos triangulares de 3 nodos, se
requiere de una cantidad mucho mayor de elementos para obtener esta solucion. Esto
tiene sentido teodrico, dado el menor orden de convergencia teérico que poseen estos
elementos (orden 2 versus orden 3 en el caso de los elementos triangulares de 6 nodos).
Como consecuencia, el costo computacional requerido al utilizar elementos triangulares
lineales se incrementa de manera considerable si se desea obtener una respuesta con el
mismo grado de precisién que con los elementos triangulares cuadraticos. En efecto, si

se compara la malla 3 de los elementos triangulares cuadraticos con la malla 4 de los
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elementos triangulares lineales (cuyas respuestas son comparables) existe un incremento
de 0,7 horas en el tiempo de calculo. Por este motivo, en los siguientes analisis realizados
en este trabajo se opta por el uso de elementos triangulares cuadraticos, ya que estos
ofrecen resultados de mejor calidad a un costo mucho menor. Ademas, este tipo de
elementos estda implementado en Plaxis, lo que permite una mejor comparaciéon entre

los programas.

Por otro lado, si se compara la solucién analitica con la respuesta obtenida mediante
la malla 4 de elementos triangulares cuadraticos, existe una diferencia porcentual de
1,04 %, lo que permite validar el funcionamiento del cédigo en la resolucién de este

tipo de problemas.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



184 Capitulo 7. Validacion del Cédigo

7.3. Analisis estatico utilizando el modelo Mohr-

Coulomb

7.3.1. Problema de zapata flexible sobre suelo seco

A continuacién se replica un ejemplo desarrollado por Huang & Griffiths (2008). El
problema consiste en una zapata corrida flexible de 2 [m] de ancho cargada sobre un

deposito de suelo uniforme (ver Figura 7.5).

q

2y

NN SN SN N NN NN NN N
LA
=
=

FTI7 77777777V 77777777777 777777777777
| |

I* 1Zm |
}4— 2m —bl
Figura 7.5: Problema de fundacién flexible (Huang & Griffiths, 2008).

Huang & Griffiths (2008) modelaron el suelo a través del modelo Mohr-Coulomb, tanto
para el caso en que la regla de flujo es asociada (1) = ¢) como en el caso no asociado
(v # ¢). Los pardmetros usados se presentan en la Tabla 7.3. El modelo desprecia el

peso del suelo.

Propiedad || MC asociado | MC no asociado
E' [kN/m?] 10° 10°
1z 0.3 0.3
d [kN/m?] 15 15
¢ [°] 20 20
v [°] 20 0

Tabla 7.3: Propiedades de los modelos.
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La capacidad de carga, q., de la zapata (carga que produce la falla en el suelo) se

puede estimar utilizando la férmula analitica de Prandtl:

Quit = CNc (733)

donde N, es el factor de capacidad de carga por cohesion, equivalente a

N, = (N, — 1)cot (7.3.4)

N, = tg*(45 + ¢/2)e™9? (7.3.5)

obteniéndose para este caso: qu; = 222,45[kN/m?].

Por otro lado, Huang & Griffiths determinaron la capacidad de carga a través del
modelo de elementos finitos que muestra la Figura 7.5, definiendo esta carga como la
carga que hace que las iteraciones para obtener convergencia se eleven considerable-
mente. Los resultados obtenidos fueron g, = 230 [kN/m?] para el caso asociado y

qui = 225 [kN/m?] para el caso no asociado.

A continuacién se desarrolla este ejemplo a través del codigo de Matlab, considerando
una carga cercana al colapso (¢ = 225 [kN/m?] para el caso asociado y ¢ = 220 [kN/m?
para el caso no asociado), y se determina el desplazamiento vertical en el punto medio de
la zapata (a 1 [m] del borde izquierdo). Los resultados obtenidos, ademds, se comparan

con los del programa comercial de elementos finitos Plaxis.

En la Figura 7.6 se muestran las mallas utilizadas en ambos programas. Se ha buscado
conseguir mallas similares y en ambos casos se ha realizando un refinamiento de esta
bajo la zapata, para considerar de mejor manera la carga distribuida y evaluar con
mayor precision el desplazamiento vertical bajo la zapata. En ambos casos se han
utilizado elementos triangulares de 6 nodos. En el caso del cédigo de Matlab la malla
estd compuesta por 76 elementos y en el caso de Plaxis por 97. Para definir el tamano

de los pasos de carga se ha utilizado el procedimiento de correccion automéatica del
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tamario del paso de carga propuesto por Van Langen & Vermmer (1990) implementado

en el codigo.

(@

Figura 7.6: Mallas utilizadas en el (a) codigo Matlab y en (b) Plaxis.

El analisis no lineal se desarrolla considerado una tolerancia Tol = 0,001 en ambos
programas. Para el caso del modelo Mohr-Colomb asociado, la deformada final se puede
visualizar en la Figura 7.7, la distribucién de vectores de desplazamiento en la Figura
7.8 y la distribucién de los puntos de integracién plastificados (puntos sobre la superficie

de fluencia) en la Figura 7.9.

()

Figura 7.7: Deformada final en (a) c6digo Matlab y (b) Plaxis. Modelo Mohr-Coulomb

asociado. Factor de escala: 100.

Figura 7.8: Vectores de desplazamiento final en (a) cddigo Matlab y (b) Plaxis. Modelo

Mohr-Coulomb asociado.
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0
Figura 7.9: Distribucién de puntos de integracién plastificados en (a) cédigo Matlab
y (b) Plaxis. Modelo Mohr-Coulomb asociado.

En el caso no asociado la deformada final se puede observar en la Figura 7.10, la

distribucién de vectores de desplazamiento en la Figura 7.11 y la distribucion de los
puntos de integracion plastificados en la Figura 7.12.

EIRRRE

Figura 7.10: Deformada final en (a) cédigo Matlab y (b) Plaxis. Modelo Mohr-
Coulomb no asociado. Factor de escala: 50.

Figura 7.11: Vectores de desplazamiento final en (a) cédigo Matlab y (b) Plaxis.
Modelo Mohr-Coulomb no asociado.
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Figura 7.12: Distribucién de puntos de integracion plastificados en (a) codigo Matlab
y (b) Plaxis. Modelo Mohr-Coulomb no asociado.

Las figuras anteriores muestran que, en general, se obtienen resultados muy similares
entre el cédigo de Matlab y Plaxis. En el caso asociado existe una cierta acumulacion
de desplazamientos por sobre la superficie adyacente a la zapata, que es mucho mas
importante que en el caso no asociado. Esto se debe a que en el caso asociado ) > 0 y en
consecuencia el modelo sufre una expansion volumétrica en el rango plastico. Ademas,
se visualiza que la mayor parte de los puntos de integracién han entrado en el rango
plastico, tanto para el caso asociado como no asociado, lo que se explica por tratarse

de un estado cercano al colapso.

En la Figura 7.13 se grafica el desplazamiento vertical bajo la zapata a medida que
la fuerza aplicada va en aumento, para los dos modelos considerados. Ademas, para
efectos de comparacién se ha graficado la solucién para el caso lineal elastico y la

solucion analitica de Prandtl para la carga tultima.

En la figura se comprueba que la carga aplicada esta cerca de producir el colapso ya
que la pendiente de esta se hace casi vertical en la parte final. Esta carga es similar
en ambos casos, pero el caso no asociado presenta un mayor nivel de desplazamiento,
lo que permite deducir que la expansiéon volumétrica plastica que ocurre en el caso

asociado genera una cierta rigidizacion del sistema.

Como se puede apreciar en la figura, las modelaciones en el codigo de Matlab y en
Plaxis siguen aproximadamente el mismo patrén de asentamiento. En la Tabla 7.4
se muestra la diferencia porcentual existente entre los dos programas (con respecto a

Plaxis) en el cdlculo del desplazamiento final.
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Figura 7.13: Comparacién entre el codigo de Matlab y Plaxis.

Modelo Diferencia porcentual [ %]
Lineal elastico 0,0306
MC asociado 3,3989
MC no asociado 2,5743

Tabla 7.4: Diferencia porcentual en el célculo del desplazamiento final.

Estas diferencias, aunque pequenas, se pueden explicar por la configuracién de las
mallas, y en particular para el caso del modelo Mohr-Coulomb, por las diferencias que
existen entre los programas en la implementacién de la resolucion del problema no
lineal (integracién del modelo constitutivo, algoritmo de Newton-Raphson, control del

error, etc.).

Finalmente, en las Figuras 7.14 y 7.15 (caso asociado y no asociado respectivamente)
se examina el desempeno del procedimiento de correccién automatica del tamano del
paso de carga implementado en el cédigo de Matlab. Como ya se explicd, en este
procedimiento se selecciona, previo al analisis, un rango de iteraciones deseadas. En
este caso se escogié un nimero minimo de iteraciones deseado de 5 y un nimero maximo

de 15. Este rango estd marcado en rojo en las figuras. Ademas se grafica el niimero de
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iteraciones que efectivamente se realizaron a medida que se fue aumentando la carga

sobre el suelo.
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Figura 7.14: Numero de iteraciones en funcion de la carga aplicada. Modelo Mohr-

Coulomb asociado.
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Figura 7.15: Numero de iteraciones en funcion de la carga aplicada. Modelo Mohr-

Coulomb no asociado.

En estas figuras se puede cuantificar el tamano del paso de carga (en términos relativos)
como la distancia horizontal entre puntos consecutivos. Como se visualiza, a medida
que la carga va acercandose a su valor final, los puntos se encuentran mas cercanos unos
de otros, lo que significa que el tamano del paso de carga es menor. Esto corresponde al
resultado del procedimiento, que impone un tamano de carga menor mientras mas se

ha plastificado el sistema, para asi poder cumplir con el rango de iteraciones establecido
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(de lo contrario el nimero de iteraciones se incrementaria considerablemente). En las
figuras se observa que tanto para el caso asociado como no asociado el procedimiento
funcioné adecuadamente, ya que una vez que este empieza a operar (cuando se empieza
a requerir mas de una iteracién por paso de carga) la mayor parte de los puntos se
encuentra en el rango deseado y en general los valores no se alejan demasiado de ese

rango.

7.3.2. Problema de zapata flexible sobre suelo saturado. Con-

dicién no drenada

A continuacién se modifica el ejemplo anterior, para validar la respuesta en suelos
saturados en condicién no drenada. Se utiliza la misma malla de elementos finitos del
caso anterior pero en esta ocasién se especifica un nivel fredatico que coincide con la
superficie del suelo, es decir, se considera todo el suelo como saturado. Ademaés, para
tomar en cuenta el peso, se especifica un peso especifico saturado Vs = 18[kN/m?].
En el caso no asociado (1 = 0°) se aplica una carga de 80 [kN/m?| que lleva al suelo a
una condicién cercana al colapso, mientras que en el caso asociado (1) = 20°) se aplica
una carga de 250 [kN/m?], la cual produjo un nivel importante de desplazamiento y

plastificacion.

En las siguientes figuras se puede visualizar la deformada final, la distribucion de vecto-
res de desplazamiento y la distribucion de los puntos de integracién plastificados tanto

para el caso asociado como no asociado.

Figura 7.16: Deformada final en (a) cédigo Matlab y (b) Plaxis. Modelo Mohr-

Coulomb asociado. Condicion no drenada. Factor de escala: 150.
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Figura 7.17: Vectores de desplazamiento final en (a) cédigo Matlab y (b) Plaxis.

Modelo Mohr-Coulomb asociado. Condicién no drenada.

Figura 7.18: Distribucién de puntos de integracion plastificados en (a) codigo Matlab

y (b) Plaxis. Modelo Mohr-Coulomb asociado. Condicién no drenada.

(a)

Figura 7.19: Deformada final en (a) cédigo Matlab y (b) Plaxis. Modelo Mohr-

Coulomb no asociado. Condicién no drenada. Factor de escala: 200.
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Figura 7.20: Vectores de desplazamiento final en (a) cédigo Matlab y (b) Plaxis.

Modelo Mohr-Coulomb no asociado. Condicién no drenada.

Figura 7.21: Distribucién de puntos de integracion plastificados en (a) cddigo Matlab

y (b) Plaxis. Modelo Mohr-Coulomb no asociado. Condicién no drenada.

Las figuras anteriores muestran que se obtienen resultados muy similares entre el codigo

de Matlab y Plaxis. Al tratarse de una respuesta en condiciéon no drenada los modelos

mantienen su volumen aproximadamente constante, lo que se puede apreciar en las

Figuras 7.16 y 7.19. A diferencia de lo que ocurre en el caso asociado, en el caso no

asociado (ver Figura 7.21) existe una concentracion de los puntos plastificados en la

zona inferior a la zapata.

En la Figura 7.22 se grafica el desplazamiento vertical bajo la zapata a medida que la

fuerza aplicada va en aumento.
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Figura 7.22: Comparacion entre el codigo de Matlab y Plaxis.

En el caso no asociado puede observarse que el colapso se produce a una carga mucho
menor que en el ejemplo anterior (suelo seco). Como se explico en el Capitulo 5, Seccion
5.4, esto se debe a que en condiciéon no drenada los puntos de integraciéon entran en el
rango plastico a niveles de tensién de corte menor (resistencia al corte no drenada). Por
otro lado, en el caso asociado se puede visualizar un incremento en la carga considerable
sin que el suelo se acerque al colapso. Este incremento es ilimitado (se hicieron algunas
pruebas numéricas para constatarlo). Como también se explico en el Capitulo 5, Secciéon
5.4, esto se debe a que en este caso se utiliza un angulo de dilatancia ¢» > 0, lo que
implica que en el rango plastico se genera un incremento en la presion de poros en

traccion, que se traduce en un aumento ilimitado de la resistencia al corte no drenada.

Como se puede apreciar en la figura, las modelaciones en el cédigo de Matlab y en
Plaxis siguen aproximadamente el mismo patréon de asentamiento. En la Tabla 7.5
se muestra la diferencia porcentual existente entre los dos programas (con respecto a

Plaxis) en el calculo del desplazamiento final.
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Modelo

Diferencia porcentual [ %]

Lineal elastico
MC asociado

MC no asociado

0,9522
0,6142

0,0882

Tabla 7.5: Diferencia porcentual entre cédigos.

Al igual que en el ejemplo anterior,

en este ejemplo se producen diferencias muy pe-

quenas entre los dos programas, e incluso menores en el caso del modelo Mohr-Coulomb.

En las Figuras 7.23 y 7.24 se vuelve a examinar el desempeno del procedimiento de

correccion automatica del tamano del paso de carga. Como se puede observar, tanto

para el caso asociado como no asociado el procedimiento funcioné adecuadamente, ya

que una vez que este empieza a operar (cuando se empieza a requerir mas de una

iteracién por paso de carga) la mayor parte de los puntos se encuentra en el rango

deseado y en general los valores no se alejan demasiado de ese rango.

|
20

15

[ P f"'""'"""""""""""'? """ |

+*

---Rango de iteraciones deseadasi

Numero de iteraciones

|
0 50

i
100

i i
150 200 250

Fuerza distribuida [kN/m2]

Figura 7.23: Numero de iteraciones en funciéon de la carga aplicada. Modelo Mohr-

Coulomb asociado. Condiciéon no drenada.
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Figura 7.24: Numero de iteraciones en funciéon de la carga aplicada. Modelo Mohr-

Coulomb no asociado. Condicién no drenada.
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7.4. Respuesta dinamica

7.4.1. Respuesta dinamica utilizando el modelo lineal elastico

En esta seccion se desarrolla la validacion del codigo para la respuesta dinamica
utilizando el modelo lineal elastico. Para esto se considera un depédsito de suelo ho-
mogéneo y horizontal, de altura H = 6 [m] sometido a una aceleracion ciclica en la
base. Como material se utiliza una arena caracterizada por una velocidad de onda de

corte Vi = 200 [m/s], cuyas propiedades se muestran en la Tabla 7.6.

Propiedad || Modelo lineal elastico
E' [kN/m?] 198367, 35

v 0,35
Yo [EN/m?] 18

Tabla 7.6: Propiedades del modelo.

El suelo es sometido a una aceleracién basal arménica de la forma ay(t) = A - sen(wt),
con w = 29,06 [rad/s] y A =1 [m/s%, durante 4 [s] (ver Figura 7.25). Esto permite
comparar la amplificacion en superficie obtenida mediante el modelo de elementos
finitos con la amplificacion deducida en el Capitulo 1 segtin la teoria unidimensional

de propagacion de onda.

0.5

Aceleracion [m/s]
o
T
I

.05 -

15 | | ! | ! | !
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Tiempo [s]

Figura 7.25: Aceleracién basal.
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Para analizar la influencia que tienen los bordes absorbentes en este tipo de problema
se generan dos modelos de elementos finitos: el primero con bordes laterales libres y
el segundo con bordes absorbentes en ambos lados (ver Figura 7.26). Como extensién

lateral de los modelos, se ha escogido L = 60 [m)].

Borde_absorbente

/ / ! /
H E' Vv, E Vv,
Aceleracion impuesta Aceleracion impuesta
L L
(a) (b)

Figura 7.26: Modelo con (a) bordes libres y (b) bordes absorbentes.

En la Figura 7.27 se muestra la malla utilizada, tanto en el codigo de Matlab como en

Plaxis. La malla (a) cuenta con 172 elementos, mientras que la malla (b) utiliza 242.

%

(a)

KGRI
AT KA
BROROROR

K]
AN
AR

(b)

Rk

Figura 7.27: Mallas de (a) codigo Matlab y (b) Plaxis.

Los andlisis dindmicos son llevados a cabo sin amortiguamiento de Rayleigh (¢ = 0),
pero se ha incluido amortiguamiento numérico en el método de Newmark (5 = 0, 3025

y 78 = 0,6) para evitar oscilaciones espurias que ocurririan en la ausencia total de

amortiguamiento.

En la Figura 7.28 se muestran los resultados obtenidos tanto en el cédigo de Matlab

como en el programa Plaxis, para la aceleracion en superficie al centro del dominio,
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considerando los bordes laterales como libres (C; = 0y Cy = 0). Se ha graficado
ademas la aceleraciéon maxima esperada segun la teoria unidimensional de propagacion

de onda, utilizando la funcién de amplificacion

1 1
. _ _ —1.55 7.4.6
[Fi(w)] cos(wH /vy) cos(29,06 - 6/200) | ( |
3 ! ' ' | I
——Aceleracion basal
S5l — Cadigo Matlab
i n + Plaxis I
----- Amplificacion 1D
5] i O T
-l AR AR AR
05& EARARARININA AR
g 0 |
5
7] ‘ ' | : ! . B
2 05 l‘, J 1 ) , J IL | ll | j | j W A i I I]‘ .
il | I RARRRS
-1-5_ J U f i . - % L, i ¥ =
| |
25 05 1 15 2 25 3 35 4

Tiempo [s]

Figura 7.28: Aceleracion horizontal en superficie. Comparacion entre el coédigo de
Matlab y Plaxis. Bordes libres.

En la Figura 7.29 se muestran los resultados considerando la condiciéon de bordes
absorbentes (utilizando Cy =1y Cy = 0,25).

Como se observa en estas figuras, la respuestas obtenida mediante el c6digo de Matlab y
el programa Plaxis se ajustan de manera exacta a lo largo de todo el periodo de tiempo.
Ademas, la envolvente de la respuesta en superficie coincide con la amplificacién tedrica
derivada del analisis unidimensional de propagacién de onda. Es necesario sefialar que
para obtener esta solucion fue necesario extender lateralmente el dominio de elementos
finitos de manera significativa, para de esta forma reducir la influencia de los bordes

del modelo.
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Figura 7.29: Aceleracion horizontal en superficie. Comparacién entre el coédigo de

Matlab y Plaxis. Bordes Absorbentes.

Con respecto al tipo de condiciéon de borde lateral utilizada, se observa que la princi-
pal diferencia radica en el nimero de oscilaciones que le toma a la respuesta llegar a
un régimen permanente. En el primer caso (bordes libres) existe una oscilacién irre-
gular que se extiende durante una mayor cantidad de tiempo que en el segundo caso
(bordes absorbentes). Esto ratifica la importancia de utilizar bordes absorbentes, lo
que es especialmente relevante en el caso sismico (Capitulo 8), donde la solicitacion

estd compuesta de un contendido de frecuencias variable.

7.4.2. Respuesta dinamica utilizando el modelo Mohr-Coulomb.

Condicién drenada/no drenada.

En esta seccion se desarrolla la validacion del codigo para la respuesta dindamica
utilizando el modelo Mohr-Coulomb, tanto para un suelo seco (condicién drenada)
como para un suelo saturado en condiciéon no drenada. Las dimensiones de los modelos
(ver Figura 7.30) son las mismas utilizadas en el ejemplo anterior, al igual que la
solicitacién en la base. Se utilizan bordes absorbentes (C; = 1y Cy = 0,25) y las

propiedades del suelo se muestran en la Tabla 7.7. Como se ve en la tabla, para el caso
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no drenado se ha utilizado un dngulo de dilatancia ¢’ = 0, siguiendo la recomendacion

detallada en el Capitulo 5.

Borde absorbente

/ / / / / / / / !/ /
H E7V7¢a/¢7c7fyn E7V7¢7¢76760775at
Aceleracion impuesta Aceleracion impuesta
L L
(a) (b)

Figura 7.30: Modelo de (a) suelo seco y (b) modelo de suelo saturado en condicién

no drenada.

Los anélisis dindmicos son llevados a cabo sin amortiguamiento de Rayleigh (£ = 0),
pero se ha incluido amortiguamiento numeérico en el método de Newmark (5y = 0, 3025
y 7~ = 0,6). En cuanto a la tolerancia, se utiliza T'ol = 107° en el cédigo de Matlab,
ya que se ha verificado que usar una tolerancia menor no hace variar los resultados. En
Plaxis, una tolerancia T'ol = 1073 es suficiente. Esto se debe a que ambos programas
determinan el error de forma diferente (en el caso de Plaxis, este tiene un control del

error local a nivel de puntos plasticos).

Propiedad | MC Drenado | MC No drenado
E' [kN/m?] 198367, 35 198367, 35
v 0,35 0,35
¢ [°] 36 36
Gl 6 0
d [kN/m? 0 0
€ — 0.5
Yo [KN/m?] 18 -
Ysat [N /m?] - 20

Tabla 7.7: Propiedades del modelo.
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Los resultados de la aceleraciéon horizontal en superficie al centro de los modelos se
grafican en las Figuras 7.31 y 7.32. En las figuras también se ha graficado la aceleracion
maxima obtenida mediante la teoria unidimensional de propagacién de onda, con el
unico objetivo de comparar las respuestas con el caso lineal elastico. Como se aprecia,
las respuestas obtenidas mediante el codigo de Matlab, tanto para la respuesta drenada
como no drenada, se ajustan bastante bien a las obtenidas a través del programa Plaxis,
y en consecuencia los resultados validan el cédigo para su utilizacion en la evaluacion
de la respuesta dinamica, lo que permite su uso en el Capitulo 8, donde se modela la

respuesta sismica de un deposito de suelo en el centro de Vina del Mar.

° | I —Acelerlacién basal
2.5¢ — Cédigo Matlab
2- ~ Plaxis
] N Amplificacion 1D
158 — .
sl A RRRARARAARRAR AN
:5 0.5 /\ | f I | 1 ] | i l
8 0 |
g-05- \ \i J | my ] -
Ak |
o U [T y
2k |
2% 05 1 15 2 25 3 35 4

Tiempo [s]

Figura 7.31: Aceleracion horizontal en superficie. Comparacién entre el cédigo de
Matlab y Plaxis. Bordes Absorbentes.
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Figura 7.32: Aceleracion horizontal en superficie. Comparacion entre el codigo de
Matlab y Plaxis. Bordes Absorbentes.

7.4.3. Amortiguamiento de Rayleigh

En los andlisis anteriores se ha utilizado una razén de amortiguamiento ¢ = 0,
por lo que hace falta una validacion del funcionamiento de la matriz C' considerando
amoriguamiento de Rayleigh. Para esto, se replica el experimento numérico desarrollado
para el modelo lineal eldstico, pero esta vez con la aceleracién basal mostrada en la
Figura 7.33, lo que permite visualizar de mejor manera el efecto del amortiguamiento

luego de la caida de la aceleracion a cero, producida en el segundo 2, 06.

0.5

Aceleracion [m/s]
o

-0.5

0.5 1 1.5 25 3 35 4

2
Tiempo [s]

Figura 7.33: Aceleracién basal.
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Para determinar los parametros ag y Sr del amortiguamiento de Rayleigh es necesario
definir las frecuencias angulares que condicionan la forma del amortiguamiento (w,, y
wy,). Con el objetivo de evaluar una matriz de amortiguamiento que sea proporcional
tanto a la matriz de masa como a la matriz de rigidez se eligen las dos frecuencias
distintas de cero. En este caso se utilizarda como primera frecuencia la frecuencia fun-
damental del suelo (f,1) y como segunda frecuencia 5 f,1. Esto implica que w,, = 27 f,q

y Wy, =527 f1.

Para determinar la frecuencia fundamental del suelo, en primer lugar se obtiene el

periodo fundamental segin la teoria unidimensional de propagacién de onda:

AH 4.6
=22 0,123 (7.4.7)

T —
V 200

Con esto se obtienen las frecuencias angulares que se muestran en la Tabla 7.8:

fr1 [HZ] 8,333
wm [rad/s] | 53,360
wy, [rad/s] | 261,800

Tabla 7.8: Determinacion de las frecuencias del amortiguamiento de Rayleigh.

En cuanto a la razén de amortiguamiento, &, se modelaran dos escenarios. En el primero
se utiliza £ = 2% y en el segundo £ = 5%. Con esto, los pardmetros del amortigua-

miento de Rayleigh para cada caso quedan dados por la Tabla 7.9.

Parametro Caso 1 Caso 2
13 0,02 0,05
QR 1,745 4,363
Br 1,273-107* | 3,183 -10~*

Tabla 7.9: Determinacion de los parametros del amortiguamiento de Rayleigh. Caso
1.

Los analisis dinamicos son llevados a cabo sin amortiguamiento numérico en el método
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de Newmark (By = 0,25 y vv = 0,5) para que todo el amortiguamiento quede deter-

minado por el amortiguamiento de Rayleigh, y se utilizan bordes absorbentes (C} = 1y

Cy = 0,25). La aceleracién horizontal en superficie obtenida en el centro de los modelos

se grafica en las Figuras 7.34 y 7.35, tanto para el cédigo de Matlab como para Plaxis.
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Figura 7.34: Aceleracion horizontal en superficie. Comparacion entre el codigo de

Matlab y Plaxis. Bordes absorbentes. Razén de amortiguamiento del 2 %.
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Figura 7.35: Aceleracion horizontal en superficie. Comparacion entre el coédigo de

Matlab y Plaxis. Bordes absorbentes. Razén de amortiguamiento

del 5 %.
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Como se puede apreciar, la solucion de ambos programas se ajusta de manera exacta,
con lo que se valida la implementacion del amortiguamiento de Rayleigh. En cuanto al
nivel de atenuacién de la aceleracién, este es mayor en el caso de & = 5%, como era

esperable.
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Capitulo 8

MODELACION DE LA
RESPUESTA SISMICA DEL
SUELO EN EL CENTRO DE

VINA DEL MAR

8.1. Introduccidon

En el presente capitulo se utiliza el cédigo de elementos finitos desarrollado, para
modelar la respuesta sismica de un deposito de suelo ubicado en el centro de Vina del
Mar. El sitio modelado se encuentra en la interseccion de las calles Viana y Traslavina
(ver Figura 8.1), que corresponde a la ubicacién del edificio Cruciani. La caracteriza-
cién del suelo se realiza en base a un estudio de mecanica de suelos que incluye un
sondaje STP y la clasificacion del suelo, y un estudio geofisico consistente en dos perfi-
les sismicos, donde se ha utilizado el método de refraccién por microtremores (ReMi).
El sismo utilizado para la modelacion corresponde al terremoto del Maule del 2010 de
magnitud 8.8 Mw. La existencia de un registro en roca de este sismo en Valparaiso

(estacién UTFSM) permite estimar la aceleracion en la base del depdsito en estudio.

En el capitulo se muestra que la eleccion del ancho del modelo, asi como la eleccion
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de las frecuencias que definen el amortiguamiento de Rayleigh, tienen una influencia
importante en la respuesta obtenida en la superficie del depédsito. Debido a esto, se
realiza un proceso de calibracion del modelo, basado en la respuesta obtenida mediante

el programa de propagacion unidimensional de onda, EERA.

Figura 8.1: Sitio modelado en el centro de Vina del Mar.

La respuesta sismica en la superficie del depésito es determinada utilizando los dos
modelos implementados en el c6digo (modelo lineal-eldstico y modelo no lineal Mohr-
Coulomb). Como punto de comparacién se utiliza la respuesta no lineal obtenida me-
diante el método lineal equivalente a través del programa EERA. Finalmente, se ob-
tienen los espectros de respuesta en superficie y estos son comparados con el espectro

elastico de la norma de disenio sismico de edificios.
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8.2. Caracterizacion del subsuelo

La campana de exploracién geotécnica (Petersen, 2001) consisti6 en la ejecucién de
un sondaje SPT profundo de 34 [m] més tres sondajes de cono dindmico de hasta 10 [m]
de profundidad cada uno, excavacién de calicatas y ensayes de clasificacion completa

de todos los estratos. Estos sondajes se muestran en la Figura 8.2.

Figura 8.2: Ubicacién de los sondajes de exploracién del subsuelo (Petersen, 2001).
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La estratigrafia general del terreno detectada en la exploracion, a partir de la superficie

del sitio en el punto del sondaje SPT, es la siguiente:

Horizonte || Desde [m] | Hasta [m] | Espesor [m]

H1 0 2 2

H2 2 4 2

H3 4 8,5 45

H4 8.5 11 2.5

H5 11 14,5 3,9

H6 14,5 17,5 3

H7 17,5 19,3 1,8

HS 19,3 2232 3,02
Roca 22,32 - -

Tabla 8.1: Estratigrafia del deposito.

El sondaje SPT, regulado por la norma ASTM D-1586, consiste en la hinca a golpes
de un conjunto de barras de acero por medio de una masa de 63,5 [Kgf] de peso
cayendo desde 76 [cm] de altura repetidas veces. En este sondaje las barras terminan
en un cilindro cortante hueco llamado cuchara normal o muestrador Terzaghi, el cual
sirve para obtener muestras de suelo clasificables metro a metro o metro y medio a
metro y medio de penetracion del conjunto, permitiendo la medicién de la napa de
agua y la obtencién del nimero N o indice de penetracién estandar, consistente en el
registro del nimero de golpes en tramos de 30 [cm] de penetracién, registro relacionado
directamente con la compacidad y resistencia del suelo granular atravesado (Petersen,
2001). A partir de este ensayo se obtiene el ntimero (N1)gy corresponde al ntimero de
golpes SPT, N, corregido por efecto de la presién de confinamiento y por la eficiencia
energética del equipo. La informacién obtenida por horizonte se resume en la Tabla 8.2,
donde ademas se incluye el limite liquido (L L), indice de plasticidad (I P) y clasificacion
USCS del suelo.
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Horizonte | LL [%] | IP [%] | N [golpes/30 em] | (N1)go [golpes/30 ¢cm] | USCS

H1 38 16 16 17 SC(CL)
H2 42 20 17 16 CL

H3 - - 33 a 46 28 a 36 SW-SM
H4 25 ) 42 a 43 29 a 31 SM y SC
H5 . . 74 a 104 49 a 66 SM(ML)
H6 - - 36 a 43 22 a 25 SP

H7 ; i 45 a >100 26 a >60 SM(ML)
HS8 26 6 >100 >60 SM y SC

Tabla 8.2: Caracteristicas del suelo.

Ademas, la exploracion detectd la napa de agua libre a 3,51 [m] de profundidad.

Por otro lado, existe un estudio geofisico (Taiba, 2012), consistente en dos perfiles
sismicos de medicion de onda de corte V,, mediante el método de refraccion de mi-
crotremores, ReMi. El método ReMi es un método hibrido (combina fuentes activas y
pasivas) a través del cual se obtiene una curva de dispersiéon, que mediante inversion,
posibilita la obtenciéon de un perfil unidimensional de la velocidad de onda de corte en

funcién de la profundidad de investigacion alcanzada.

En la Figura 8.3 se muestra la ubicacion de los perfiles en el sitio estudiado. Cada
perfil consistié en un arreglo de 24 gedfonos. En rojo se ilustra el perfil sismico N°1,
de 39,1 [m] de largo y en azul el perfil sismico N°2, de 115 [m] de largo. Se senalan

ademds las fuentes activas, que estan distanciadas a 5 [m] de los respectivos perfiles.
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Figura 8.3: Localizacion aproximada de los perfiles sismicos 1 y 2, y sus fuentes activas

(Taiba, 2012).

Los resultados obtenidos para los perfiles sismicos 1 y 2 se resumen en la Tabla 8.3.

Desde [m] | Hasta [m] || Vi Perfil 1 [m/s] | Vs Perfil 2 [m/s]
0 3 180 158
3 11 215 210
11 14,5 480 413
14,5 19,5 423 335
19,5 40 1464 1299

Tabla 8.3: Velocidades de onda de corte para los perfiles 1 y 2.
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8.3. Estratigrafia y propiedades del modelo

8.3.1. Estratigrafia del modelo

Basado en la informacion descrita en la seccion anterior, se propone una asignacion

promedio de velocidad de onda de corte a cada horizonte segtin la Tabla 8.4.

A partir de esta tabla se propone una simplificacién de la estratigrafia para efectos
de modelacion, que reduce el perfil a 4 estratos, como se muestra en la Tabla 8.5 y se

esquematiza en la Figura 8.4.

Horizonte | Vi [m/s]
H1 169
H2 169
H3 2125
H4 212,
H5 4465
H6 379
H7 379
HS8 379
Roca 1381,5

Tabla 8.4: Velocidades de onda de corte promedio por estrato.

Estrato || Desde [m] | Hasta [m] | Espesor [m] | Vim] | (N1l)go | Tipo
El 0 4 4 169 16 a 17 | Arcilla
E2 4 11 7 2125 | 28 a 31 | Arena
E3 11 14,5 3,5 446,5 | 49 a 66 | Arena
FA 145 22,32 7.8 379 | 26 a >60 | Arena

Tabla 8.5: Estratigrafia utilizada en la modelacion
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Se ha decidido incluir los horizonte 1 y 2 en un solo estrato definido como arcilla a pesar
de que el horizonte 1 es en estricto rigor una arena arcillosa. Esta aproximacion resulta
valida si se toma en cuenta que segin el informe de mecénica de suelos (Petersen, 2001)
este horizonte contiene un 49 % de finos. Ademaés, se ha considerado el nivel freatico
a 4 [m] de profundidad, para hacerlo coincidir con los estratos y de esta manera no

generar una excesiva cantidad de elementos al momento de realizar el anélisis.

4 [m] El: Arcilla Vs = 169 [m/s]

7 [m] E2: Arena Vs =212,5 [m/s]

3, 5[m] E3: Arena Vs = 446,5 [m/s]

7,82 [m)] E4: Arena Vs =379 [m/s]

Roca

Figura 8.4: Estratigrafia usada en el modelo.

8.3.2. Propiedades del modelo

8.3.2.1. Peso especifico

Dado que en el informe de mecénica de suelos (Petersen, 2001) no se determiné el
peso especifico de cada horizonte, se recurre a los valores de referencia que se muestran
en la Tabla 8.6, tanto para el peso especifico natural (sobre el nivel freatico), 7,, como

para el peso especifico saturado (bajo el nivel freatico), vsq:-

A partir de esta tabla se asignan valores promedio a cada estrato considerando el tipo

de suelo presente. Esta asignacion se muestra en la Tabla 8.7.
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Tipo de suelo

GP
GW
GM
GC
SP
SW
SM
SC
ML
MH
CL
CH

Vo [EN/MP] | Ysar [KN/m?]
17,5-20,5 19,5-22,0
17,5-22,0 19,5-23,5
16,0-20,5 19,5-22,0
16,0-20,5 19,5-22,0
15,0-19,5 19,0-21,0
15,0-21,0 19,0-23,0
12,5-21,0 17,5-22,0
13,5-20,5 17,5-21,0
11,5-17,5 12,5-20,5
11,5-17,5 11,5-20,5
12,5-17,5 11,5-20,5
12,5-17,5 11,0-19,5

Tabla 8.6: Valores tipicos de peso especifico para diferentes tipos de suelo (Coduto,

2001).

Estrato || v, [kN/m3] | Year [EN/m?]
E1l 16 18
E2 17 20
E3 16 18
E4 16 19

Tabla 8.7: Pesos especificos asignados a cada estrato.

8.3.2.2. Cohesion, dngulo de friccién, angulo de dilatancia

En el caso del estrato E'1 compuesto por arcilla, es posible relacionar el (N1)g con

su consistencia de acuerdo a la Tabla 8.8.
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Consistencia || (N1)go
Muy blanda 0a?2
Blanda 2a4
Media 4a8
Firme 8ald
Muy firme 15 a 30
Dura >30

Tabla 8.8: Determinacion de la consistencia de arcillas segin Terzaghi y Peck, 1948
(Sivakugan & Das, 2010).

De aqui se concluye que el suelo posee una consistencia muy firme (ya que 16 <
(N1)go < 17). De esta forma es posible estimar valores para las propiedades efectivas
c vy ¢ siguiendo la Tabla 8.9.

Consistencia || ¢ [kN/m?] | ¢ [°]

Blanda 0 25-30
Media 5-10 25-30
Firme 10-15 25-30

Tabla 8.9: Valores de referencia de las propiedades efectivas de suelos cohesivos de

mediana plasticidad (Committe for Waterfront Structures, Harbours and Waterways,
2012).

Dado que la consistencia del suelo es muy firme, se opta por utilizar el mayor valor
de cohesién de la tabla (15[kN/m?]), mientras que en el caso del 4ngulo de friccién se

utiliza un valor promedio. El angulo de dilatancia se estima como nulo para arcillas.

En el caso de los estratos F2, E3 y F4, compuestos de arenas, se utiliza la féormula
empirica propuesta por Hatanaka & Uchida (1996) y ajustada al 60 % de eficiencia por
Mayne (2001) (de acuerdo a Tan et al., 2003), que entrega una correlacién directa entre

el valor de (N1)gg v ¢’ para arenas:
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¢ = /15, 4(N 1) + 20° (8.3.1)

La asignacion de esta propiedad se determina en en base al valor (N1)gy promedio de

cada estrato.

Por otro lado, el angulo de dilatancia, ¢/, se estima mediante la férmula empirica para

suelos granulares
P = ¢ —30° (8.3.2)

y la cohesion puede ser estimada como nula en arenas.

Estrato || ¢ [kN/m?] | ¢' [°] | ¢ [°]
El 15 28 0
E2 0 41 11
E3 0 50 20
E4 0 45 15

Tabla 8.10: Propiedades plasticas del suelo.

8.3.2.3. Modbdulo de Poisson y mdédulo elastico

El médulo de Poisson efectivo de cada estrato se estima en base a la ecuacién 8.3.3

propuesta por Duncan & Bursey (2007) que aplica tanto a arenas como arcillas:

, 1 —sen(¢')

= S sen(d) (8.3.3)

14

A partir del peso especifico total, v, y la velocidad de onda de corte, V's, se obtiene el
modulo de corte, G, v a partir de este y el médulo de Poisson efectivo, v/, se determina,
el médulo de elasticidad efectivo, E’, de cada estrato. La informacién se resume en la
Tabla 8.11.
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Estrato | v/ | G [kN/m?| | E' [kN/m?]

E1 0,35 | 46630,20 125901,55
E2 0,25 | 92155,61 230389,03
E3 0,19 | 366175,56 | 871497,84
E4 0,23 | 278487,65 | 685079,63

Tabla 8.11: Propiedades elasticas del suelo.

8.3.2.4. Indice de vacios

Para poder modelar la condicion no drenada se requiere como input el indice de
vacios, e,, del suelo. Para estimar este parametro, se recurre a valores tipicos propuestos

por Fredlund & Rahardjo (1993):

Tipo de suelo || e, maximo | e, minimo

Arcilla 1,8 0,25

Arena 0,95 0,2

Tabla 8.12: Indice de vacios tipicos segin Fredlund & Rahardjo (1993)

A partir de esta tabla se selecciona un valor promedio tanto para el estrato de arcilla

como para los estratos de arena. Los valores utilizados en cada estrato se indican en la
Tabla 8.13.

Estrato | e,
E1 1
E2 0,6
E3 0,6
E4 0,6

Tabla 8.13: Indice de vacios utilizados en la modelacion.
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8.4. Registro sismico

El sismo seleccionado para el analisis es el terremoto del Maule del 27 de Febrero
del 2010. Este terremoto de subduccién interplaca tipo thrust, fue el primer terremoto
de magnitud de momento My, = 8.8 registrado por una red de acelerémetros a nivel
mundial. Se obtuvieron acelerogramas a nivel del suelo en la mayoria de las ciudades
méas importantes danadas por el terremoto, cubriendo sus 500 [Km] de longitud de
ruptura, a través de 32 estaciones acelerogréficas (Saragoni & Ruiz, 2012). El epicentro

fue estimado a 43 [Km]| al sur oeste de la localidad de Cobquecura (VIII Regién).

En Valparaiso existe un registro en roca aflorante, tomado desde la estacion que se
encuentra en la Universidad Técnica Federico Santa Maria, cuya ubicaciéon se muestra
en la Figura 8.5. El registro de aceleracion se muestra en la Figura 8.6. Este corresponde
a la direccion E-O, que es la componente que presenté un mayor peak de aceleracién
(0,299 [g]). El registro ha sido procesado con un filtro Butterworth de orden 4, pasa

banda 0,01 — 25 [Hz] y correccién lineal de la linea de base.

Figura 8.5: Ubicacién de la estacién Valparaiso UTFSM.
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Figura 8.6: Registro sismico estacion UTFSM, direcciéon E-O.

Dado que el registro se obtuvo de roca aflorante, este contiene cierta amplificacién
debido a la propagacion de la onda a través del estrato rocoso y en consecuencia
difiere del registro que debe imponerse en la base del depdsito de suelo del centro
de Vina del Mar (ver esquema ilustrado en la Figura 1.9). Tal como lo mencionan
Mejia & Dawson (2006), un procedimiento comunmente utilizado para obtener una
estimacion del registro en la base a partir del registro en roca aflorante consiste en
realizar la deconvolucion de este registro, usando para esto un programa de propagacion

unidimensional de onda.

En el presente estudio se utiliza el programa EERA para realizar la deconvolucién
del registro de la estacion UTFSM y asi poder especificar el registro en los grados
de libertad horizontales de la base del modelo de elementos finitos (anélisis de base
rigida). Dado que el movimiento en la base incorpora las ondas que se propagan hacia
abajo a través del suelo (notar en la Figura 1.9 que el movimiento en la roca basal es
la superposicién de las ondas viajando hacia arriba y hacia abajo), el comportamiento
no lineal del suelo debe ser incluido en el andlisis unidimensional ( Mejia & Dawson,
2006). Para esto se utiliza el método lineal equivalente, y en consecuencia es necesario
definir las curvas de degradacion de la rigidez y de razén de amortiguamiento para
cada estrato. En este caso se utilizan las siguientes curvas experimentales (ver Figura
8.7):

» Arcilla (estrato 1): Curva de degradacion de la rigidez propuesta por Seed & Sun
(1989, de acuerdo a Bardet et al., 2000) y curva de razén de amortiguamiento

propuesta por Idriss (1990, de acuerdo a Bardet et al., 2000).
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= Arena (estratos 2, 3 y 4): Curvas de degradacién de la rigidez y de razén de
amortiguamiento propuestas por Ishibashi & Zhang (1993, de acuerdo a Guerreiro
et al., 2012).

15 30 17 35
] I ] 30
08 ] 2 05 ]
06 - % _ >
& ] - —_ 506 ] . L 20 —~
QE ] ——Médulo de corte L 158 QE 1 ——Madulo de corte g
G} 04 Razdn de amortiguamiento w0 04 1----—- Razén de amortiguamiento 15
] 10 T
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02 ] 5 02 L 5
O S . : : 0 L S S
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: | R 0,0001 0,001 0,01 v (%) 0,1 1 10
(a) (b)

Figura 8.7: Curvas de degradacién de la rigidez y razén de amortiguamiento utilizadas

para (a) el estrato de arcilla (E1) y para (b) los estratos de arena (E2, E3 y E4).

De este modo, en el programa EERA, el registro original (estacion UTFSM) es ingre-
sado como input a nivel del estrato rocoso, definiéndolo como outcrop, para establecer
que el movimiento pertenece al afloramiento rocoso. Luego de realizar el analisis sismi-
co, considerando la no linealidad del suelo, es posible obtener como output el registro
en la base de la roca definido como inside en EERA. Este registro se muestra en la
Figura 8.8, y presenta un peak de aceleracién de 0,227 [g|, inferior al del registro en

roca aflorante.
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Figura 8.8: Registro sismico en la base del modelo.
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8.5. Calibraciéon de la malla de elementos finitos
y de los parametros del amortiguamiento de

Rayleigh

Para llevar a cabo el analisis mediante el método de elementos finitos es necesario
calibrar la malla de elementos para que esta logre reproducir de manera adecuada la
respuesta de sitio. De la misma manera, es necesaria la calibraciéon de los parametros
del amortiguamiento de Rayleigh, ya que tal como concluye Pena (2016), la seleccion
de estos parametros puede condicionar la forma del espectro de respuesta con un alto

grado de sensibilidad.

En primer lugar se realiza la determinaciéon del largo maximo que deben tener los ele-
mentos para representar de manera adecuada la propagacion de onda. Dado que el uso
de elementos muy grandes no reproduce de manera adecuada el paso de la onda entre
los nodos y el uso de elementos muy pequenos se traduce en costos computacionales
muy elevados, es necesario acotar el largo maximo del elemento. La Figura 8.9 muestra

el espectro de Fourier del registro sismico a aplicar en la base del modelo.

0.15

0.1

Amplitud de Fourier

T T

7 10 15 20 25
Frecuencia [Hz]

Figura 8.9: Espectro de Fourier del registro sismico en la base del modelo.

Para determinar el largo maximo se sigue el criterio de Kuhlmeyer & Lysmer (1973)
y Lysmer et al. (1975) tratado en el Capitulo 4, Seccion 4.5. En la figura se senala la
frecuencia de 7 [H z] que ha sido escogida para delimitar el intervalo de frecuencias que

contiene una cantidad de energia relevante. Como velocidad de onda de corte se ha
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escogido la menor de todos los estratos, para considerar el caso més desfavorable. De

esta manera se llega a un largo maximo, Al,,q., acotado segiin

V. V. 169 169
A < o~ ° =l——~——]= 2 ~ 4 b4
lnaz < <8frmm 5frma:p> (8 "~ 7> (3,02 [m] ~ 4,83 [m])  (8.5.4)

Por otro lado, se debe definir el ancho que tendra el modelo. La idea es extender el
dominio lo suficiente para minimizar la influencia de los bordes en la respuesta, ya que
esta se determina en la zona central del modelo. Sin embargo, tal como lo mencionan
Visone et al. (2008), no existen indicaciones claras en la literatura al respecto. Como
consecuencia de esto, se pueden encontrar analisis similares al del presente estudio
con anchos del modelo muy fluctuantes: Jara et al. (2015) y Pena (2016) utilizan
una relacién ancho/altura igual a 2, basados en un estudio de Sharahi (2010); Mancilla
(2013) utiliza una relacion igual a 4,48; Amorsi et al. (2007), como lo mencionan Visone
et al. (2008), utilizan una relacién igual a 8 para obtener resultados aceptables; Visone

et al. (2008) utilizan una relacién igual a 17 y Pinto (2012) igual a 17.65.

Debido a esto, y a que escoger una relacién ancho/altura muy grande aumenta de
manera considerable el costo computacional del analisis no lineal, en el presente estudio
se realiza una calibraciéon de esta relacion, utilizando como criterio que el modelo pueda
reproducir de manera adecuada la respuesta de sitio para el caso lineal-elastico, ya
que para este caso existe la solucién analitica entregada por la teoria de propagacion
unidimensional de onda (anélisis en el dominio de la frecuencia que se puede realizar
en el programa EERA). Esta calibracién ademads sirve para ajustar los pardmetros del
amortiguamiento de Rayleigh, siguiendo el criterio de Tsai et al. (2014), de ajustar el
amortiguamiento de Rayleigh al del andlisis en el dominio de la frecuencia, ya que en
este ultimo el amortiguamiento es independiente de la frecuencia, tal como ocurre en

el comportamiento real de los suelos.

Para esto se utilizan 3 mallas diferentes, las cuales se describen en la Tabla 8.14 y se
muestran en las Figuras 8.10, 8.11 y 8.12. Como se ve en la tabla estas mallas cumplen
con el criterio de Lysmer et al. (1975) para el largo méximo del elemento. Utilizar el
criterio mas restrictivo hubiese significado aumentar considerablemente el nimero de
elementos. Ademas, cualquier inexactitud que eventualmente se diera en la propagacion
de la onda bajo el criterio menos restrictivo, solo afectaria al primer estrato de suelo

por ser el de menor velocidad de onda de corte y a las frecuencias cercanas a 7 [Hz]. De
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este modo, se opta por mantener un equilibrio entre exactitud y costo computacional.

Malla | Ancho [m] | Ancho/Altura | N° de elementos | Al [m]

1 45 2,01 436 3,21
2 100 4,48 640 4,69
3 190 8,51 1208 4,59

Tabla 8.14: Caracteristicas de las diferentes mallas.

Cada modelo es sometido a un anélisis dinamico y se obtiene la aceleracion en superficie,

al centro del dominio. El analisis tiene las siguientes caracteristicas:
= Propiedades elasticas definidas en Seccion 8.3.2, considerando nivel freatico y
andlisis drenado.

= Sismo definido en la Figura 8.8, prescrito en los nodos de la base como desplaza-

miento.

= At = 0,005 que coincide con el muestreo del sismo, para asi considerar toda la
informacién de este. Esto equivale a 14402 pasos de carga (por lo tanto pasos =
14402).

= Bordes absorbentes a ambos lados, con coeficientes C; = 1y Cy = 0, 25.
» Método de Newmark de aceleracion promedio constante (v = 1/2y By = 1/4).

» Amortiguamiento de Rayleigh con razén de amortiguamiento £ = 4% (valor de
acuerdo a los criterios de Youssef et al. (2002) y Tsai et al. (2014) para pequenas

deformaciones).

HKAAAHRAK KX

7

Figura 8.10: Malla 1. Ancho 45 [m].
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Figura 8.11: Malla 2. Ancho 100 [m].

Figura 8.12: Malla 3. Ancho 190 [m].

Este mismo analisis (lineal eldstico) se realiza en el programa EERA, considerando

igualmente una razén de amortiguamiento £ = 4 % para todos los estratos.

Para determinar los parametros ag y Sr del amortiguamiento de Rayleigh es necesario
definir las frecuencias angulares que condicionan la forma del amortiguamiento. Como
punto de partida se considera el criterio de Tsai et al. (2014) para depdsitos poco
profundos (Capitulo 4, Seccién 4.4). Esto quiere decir, tomar w,, = 27f,; y w, =
5-27 f1, donde f,; es la primera frecuencia natural del suelo (frecuencia fundamental),
la cual, para este analisis se obtiene de EERA. La determinacion de los parametros se

resume en la Tabla 8.15.

fo [HZ) | 3,711

W [rad/s] 23,32

Wy [rad/s] 116,58

aR 1,555

Br 5,718 1074

Tabla 8.15: Determinacion de los parametros del amortiguamiento de Rayleigh. Caso
1.

Una vez obtenida la respuesta en superficie para cada malla, se determina la funciéon de
amplificacion. Esta, como se vio en el Capitulo 1, corresponde al médulo de la funcién
de transferencia, y puede determinarse como la razén entre el espectro de Fourier de la

aceleracion en superficie y el espectro de Fourier de la aceleracion en la base. La funciéon

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



226 Capitulo 8. Respuesta sismica del suelo en el centro de Vina del Mar

de amplificacion indica como cada frecuencia de sismo incidente es amplificada en la
superficie y permite comparar de manera adecuada las respuestas obtenidas usando las
distintas mallas con la respuesta que entrega EERA. Esta comparacién se muestra en
la Figura 8.13.

20 I I I ‘
; g ; —EERA
L | o Malla 1: Ancho 45 [m] |
—Malla 2: Ancho 100 [m]
L | 1 O P —Malla 3: Ancho 190 [m]

W — —

e | e —

T E— S S A

Funcién de amplificacion

0 5 10 15 20 25
Frecuencia [Hz]

Figura 8.13: Comparacion de la funcién de amplificacion de EERA con las diferen-
tes mallas de elementos finitos. Amortiguamiento de Rayleigh, & = 4 %, utilizando

frecuencias f.; v 5fq-

Como se aprecia, existe una diferencia sustancial entre los resultados obtenidos me-
diante las diferentes mallas, lo que reafirma la necesidad de una adecuada calibracién
del ancho del dominio. En este caso, la malla 3 es la tinica que se ajusta de manera
aproximada a la amplificaciéon que sufre el sismo en la primera frecuencia natural del
suelo. Con respecto a la segunda frecuencia natural, se ajusta a esta en cuanto a po-
sicion, pero sobrestima de manera importante la amplificacion que en dicha frecuencia
ocurre. En el caso de la tercera y cuarta frecuencia natural los resultados son peores
en cuanto a la posicion del peak. Esto es esperable, considerando que a medida que las
frecuencias son mas altas el modelo de elementos finitos es menos capaz de reproducir

la propagaciéon de onda.

Tomando en cuenta lo anterior y siguiendo el criterio propuesto por Visone et al.
(2008), se considerard como adecuada una respuesta que pueda reproducir de manera

aproximada la amplificacién en la primera y segunda frecuencia natural del suelo.
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Siguiendo este criterio, resulta necesario ajustar los parametros del amortiguamiento de
Rayleigh para que la malla 3 mejore la calidad de su respuesta en la segunda frecuencia
natural del suelo. Para esto es necesario cambiar las frecuencias angulares que definen
el amortiguamiento. En este nuevo caso, se utiliza w,, = 27 f,; y w, = 27 f,,, donde f,,
es la segunda frecuencia natural del suelo (seleccién de frecuencias utilizada también
por Pinto, 2012). Cabe mencionar que tanto f., como f., son obtenidas de EERA. La
determinacion de los pardmetros se resume en la Tabla 8.16 y los nuevos resultados

obtenidos se muestran en la Figura 8.14.

fr1 [HZ] 3,711
oo [HZ] 8,890
W [rad/s] 23,32

wy, [rad/s] 55, 86

aR 1,316

Br 1,010-1073

Tabla 8.16: Determinacion de los pardmetros del amortiguamiento de Rayleigh. Caso
2.

[
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—EERA
Malla 1: Ancho 45 [m] |
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Figura 8.14: Comparacién de la funciéon de amplificacion de EERA con las diferen-
tes mallas de elementos finitos. Amortiguamiento de Rayleigh, & = 4%, utilizando

frecuencias f,, y fro.
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Como se puede ver en la figura, el cambio en los parametros del amortiguamiento de
Rayleigh permite un mejor ajuste de la malla 3 en la amplificacién asociada a la segunda
frecuencia natural del sistema. Si bien se sigue sobrestimando esta amplificacion, la

diferencia se redujo de manera considerable.

Considerando este segundo caso, en las figuras 8.15, 8.16 y 8.17 se han graficado las
respuestas en el tiempo obtenidas utilizando las 3 mallas versus la respuesta obtenida
en EERA.
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Figura 8.15: Aceleracion en superficie. Comparacién entre EERA y cédigo Matlab

con malla 1.
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Figura 8.16: Aceleracion en superficie. Comparacion entre EERA y cédigo Matlab

con malla 2.
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Figura 8.17: Aceleracion en superficie. Comparacion entre EERA y cédigo Matlab

con malla 3.

Como se verifica en las figuras, la respuesta que mejor se ajusta a la respuesta de EERA
es la obtenida mediante la malla 3, mientras que el uso de la malla 1 induce diferencias

significativas.

Una tltima comparacién se realiza en las figuras 8.18 y 8.19, en las cuales las respuestas
son comparadas a nivel de espectros eldsticos de respuesta (espectro de aceleracién
y espectro de desplazamiento relativo, respectivamente). Para la generacién de estos

espectros se ha utilizado una razén de amortiguamiento igual a 5 %.
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Figura 8.18: Espectro elastico de aceleracion. 5% de amortiguamiento. Comparacién

entre EERA y cédigo Matlab.
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o«

Espectro de desplazamiento relativo [cm]

Periodo [T]

Figura 8.19: Espectro eldstico de desplazamiento relativo. 5% de amortiguamiento.

Comparacién entre EERA y codigo Matlab.

Como se aprecia en las figuras, nuevamente se confirma que la malla 1 es la que tiene el

peor desempeno. En el caso de la malla 3, esta se ajusta bastante bien a los espectros

obtenidos en EERA, con excepcién del rango de periodos que va aproximadamente

entre 0,2 y 0,3 [s], asociado a estructuras de baja-mediana altura, en donde el uso de

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 8. Respuesta sismica del suelo en el centro de Vina del Mar 231

la malla 3 genera una sobrestimaciéon tanto de las aceleraciones como de los despla-
zamientos relativos. A pesar de esto, se selecciona esta malla para el analisis, ya que
tomando en cuenta las distintas comparaciones, es la que mejor se ajusta a la respuesta

unidimensional obtenida en EERA.

En resumen, como resultado del proceso de calibracion, se selecciona la malla 3 (Fi-
gura 8.12) con amortiguamiento de Rayleigh de £ = 4% determinado en base a las

frecuencias frq vy fro.
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8.6.

Capitulo 8. Respuesta sismica del suelo en el centro de Vina del Mar

Determinacion de la respuesta sismica del sue-

lo en el centro de Vina del Mar

A partir de la calibracién realizada, en esta seccion se determina la respuesta sismica
en la superficie del depésito. Para esto el suelo es modelado a través del modelo no lineal
implementado en el cédigo (modelo Mohr-Coulomb). Para efectos de comparacion,

adicionalmente se determina la respuesta utilizando el modelo lineal elastico.

La informacion de entrada con la que se llevd a cabo el andlisis no lineal en el codigo

estd detallada en el Anexo A. Este andlisis tiene las siguientes caracteristicas:

» Propiedades resumidas en la Tabla 8.17, considerando condiciéon no drenada bajo
el nivel freatico (estratos E2, E3 y E4). Como se muestra en la tabla, para estos
estratos se considera 1 = 0, siguiendo la recomendacién detallada en el Capitulo
5.

= Sismo definido en la Figura 8.8, prescrito en los nodos de la base como desplaza-

miento.
» At =0,005
= Bordes absorbentes a ambos lados, con coeficientes C; = 1y Cy = 0, 25.
= Método de Newmark de aceleraciéon promedio constante (yy = 1/2y By = 1/4).
» Amortiguamiento de Rayleigh con razén de amortiguamiento & = 4 %.

= Tolerancia Tol = 107°.

Estrato | E" [kN/m?] | v | ¢ [kN/m?] | ¢' [*] | ¥/ [] | € | yn [KN/m’] | Ysar [EN/m”]
El 125901,55 | 0,35 15 28 | 0 | - 16 -
E2 230389,03 | 0,25 0 a1 | 0 |06 - 20
E3 871497,84 | 0,19 0 50 | 0 |06 - 18
E4 685079,63 | 0,23 0 45 | 0 |06 - 19

Tabla 8.17: Propiedades utilizadas en la modelacién de la respuesta sismica.
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En la Tabla 8.18 se indica el tiempo de calculo que tomo realizar el analisis con cada

modelo constitutivo, teniendo en cuenta que el computador utilizado fue un laptop de
procesador Intel Core i7-4700MQ de 2,4 GHz y 8 GB de RAM.

Modelo Tiempo de calculo [hrs]
Lineal — elastico 2,521
Mohr — Coulomb 6,534

Tabla 8.18: Tiempo de céalculo en funcién del modelo constitutivo utilizado.

Como punto de comparaciéon se lleva a cabo ademas la determinacion de la respuesta
en superficie mediante el método lineal equivalente en EERA, utilizando para esto las
curvas de degradacion de la rigidez y razén de amortiguamiento de la Figura 8.7. Si
bien el método es aproximado, este toma en cuenta las no linealidades presentes en el
suelo al ser sometido a una solicitacion ciclica, y por lo tanto es adecuado para generar

una primera estimacion de la respuesta sismica del suelo.

En la Figura 8.20 se muestra la comparacion entre los registros de aceleracion obtenidos

en superficie mediante el cédigo y mediante el método lineal equivalente.

{ | —Modelo lineal elastico
i'| —Modelo Mohr-Coulomb ||
|.|—EERA no lineal

Aceleracion [g]
(=]

Tiempo [s]

Figura 8.20: Registros de aceleracion obtenidos en superficie mediante el codigo de

Matlab y el método lineal equivalente.

En la tabla 8.19, se comparan ademas los peaks de aceleraciéon obtenidos en los dife-
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rentes analisis.

Modelo Peak de aceleracion [g]
Lineal — elastico 1,036
Mohr — Coulomb 0,438
EFERA no lineal 0,541

Tabla 8.19: Comparacion de los peaks de aceleracion obtenidos mediante los diferentes

analisis.

Como se observa en la Figura 8.20, la modelacién del suelo a través del modelo Mohr-
Coulomb tiene como efecto una reduccion de las aceleraciones obtenidas en superficie
con respecto al modelo lineal elastico. Esta reduccion es mas importante a medida que
la aceleracion es mayor, como queda en evidencia en la Tabla 8.19, en donde se aprecia
que existe una reduccién cercana al 60 % en el peak de aceleracién. Por otro lado, si se
comparan estos dos modelos con el andlisis lineal equivalente, se aprecia que en general,
a lo largo del tiempo, hay una sobrestimacion de la aceleracion en el caso de los analisis
llevados a cabo a través del codigo, sin embargo, el modelo Mohr-Coulomb se ajusta
mucho mejor a los resultados de EERA. En efecto, puede verse en la Tabla 8.19, que

los peaks de aceleracion obtenidos solo difieren en 0,1 [g].

En la Figura 8.21 se muestra la comparacién entre los espectros elasticos de acelera-
cién obtenidos mediante el codigo y mediante el método lineal equivalente. Como se
puede apreciar, en términos generales la respuesta obtenida a través del modelo Mohr-
Coulomb se ajusta bastante bien a la obtenida a través del método lineal equivalente.
Por otro lado, el modelo lineal elastico genera una sobrestimacion considerable del es-
pectro de aceleracion, con respecto al método lineal equivalente, en todo el rango de
periodos que llega hasta aproximadamente los 0,3 [s]. En el rango de periodos entre
los 0,3 y 0,5 [s], sin embargo, el modelo Mohr-Coulomb tiene un ajuste menor. Para
periodos mayores, asociados a estructuras de mayor altura, las diferencias entre los 3

espectros se reduce considerablemente.
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: P P : — Modelo lineal elastico
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Periodo [T]

Figura 8.21: Espectros elasticos de aceleracion obtenidos mediante el cédigo de Matlab

y el método lineal equivalente. 5 % de amortiguamiento.

En la Figura 8.22 se muestra la comparacion entre los espectros elasticos de desplaza-
miento relativo obtenidos. Similar a lo que ocurre en el caso del espectro de aceleracién,
el modelo lineal elastico sobrestima de manera considerable el espectro obtenido me-
diante el método lineal equivalente hasta los 0,3 [s], sin embargo entre 0,3 y 0, 8 [s] el
ajuste del modelo Mohr-Coulomb es menor. Nuevamente, para periodos mayores, las

diferencias entre los 3 espectros se reduce considerablemente.
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12

——Modelo lineal elastico |} |
——Modelo Mohr-Coulomb |} | | : P : :
10 —EERA no lineal SRS N S ;

Espectro de desplazamiento relativo [cm]
[o2]
T

Periodo [T]

Figura 8.22: Espectros elasticos de desplazamiento relativo obtenidos mediante el

cédigo de Matlab y el método lineal equivalente. 5% de amortiguamiento.

Finalmente, en la Figura 8.23 se realiza la comparacion de los espectros de aceleracion
obtenidos mediante el modelo Mohr-Coulomb y el método lineal equivalente con el
espectro elastico de disenio de la norma de diseno sismico de edificios (NCh433 més
DS61). Este ultimo se determina de acuerdo a las clasificaciones mostradas en la Tabla
8.20 y utilizando un valor R* = 1 para considerar el espectro elastico. El suelo clasifica
como D de acuerdo a la norma (ver Anexo B), en base a la velocidad de onda de corte
promedio, V39, obtenida por Taiba (2012) que equivale a V3o = 339 [m/s| en el caso

del perfil sismico mas desfavorable.

Zona sismica 3

Tipo de suelo D

Categoria del edificio | I1

Tabla 8.20: Clasificacion utilizada para la determinacion del espectro elastico de la
norma NCh433 mas DS61.

En la figura ademas se grafica el espectro de aceleracion obtenido a partir del registro

en la base del modelo.
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Figura 8.23: Comparacion de los espectros elasticos de aceleracion con el espectro de

disenio.

Como se puede visualizar en la figura, ambos espectros superan el espectro eldstico
de la norma en un rango de periodos similar, aproximadamente entre 0,05 y 0,25 [s].
Para un rango de periodos mayores a estos, el espectro elastico de la norma supera con
creces a los espectros calculados numéricamente. Este rango de periodos esta asociado
a las estructuras de mayor altura, como el edificio Cruciani que se encuentra en el
sitio modelado y cuyo periodo fundamental es 0,458 [s] (Mancilla, 2013), por lo que
el espectro de diseno, y en consecuencia el diseno estructural de estos edificios, estaria

siendo conservador para el terremoto considerado.

Por otro lado, en la figura se visualiza el efecto que tiene la amplificacién sismica en el
espectro de aceleracion. Como se puede observar, a diferencia de los espectros obtenidos
en superficie, el espectro generado a partir del registro sismico en la roca basal es
inferior al espectro de diseno en todo el rango de periodos. Ademas, si se comparan
los espectros en superficie con el de la base, se obtiene un incremento maximo de la
aceleracién espectral de 205 % en el caso del modelo Mohr-Coulomb y 241 % en el caso

del método lineal equivalente.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo de tesis se logré desarrollar, de manera integra, un cédigo de
elementos finitos aplicado a la modelacién de problemas geotécnicos en dos dimensiones.
Si bien, el objetivo inicial era modelar la respuesta sismica de un depésito de suelo
(respuesta de sitio), en el transcurso del trabajo fue necesario realizar una validacion
del codigo de tipo estatica, lo que permitié extender el objetivo inicial, agregando a las

capacidades del programa la modelacion de fundaciones flexibles.

Es importante mencionar que la herramienta numérica elaborada constituye solo una
primera etapa de desarrollo, ya que se espera que el codigo siga evolucionando en
trabajos futuros. En este sentido, el principal aporte del trabajo consistié en generar,
en etapas tempranas, un programa de cédigo abierto, cuyo funcionamiento fue validado
y que a continuaciéon puede ser modificado, abriendo espacio para la investigacién en

torno a los diferentes topicos involucrados en la modelacion numérica de suelos.

Para incorporar la no linealidad del suelo en la modelacion se recurrié en esta etapa
al modelo constitutivo Mohr-Coulomb, el cual se enmarca dentro de la teoria de plas-
ticidad, estudiada en el Capitulo 3. Este modelo constituye una primera aproximacion
al comportamiento de los suelos y su principal virtud frente a otros modelos es la uti-
lizacién de pocos parametros, lo que hace posible caracterizar el suelo con facilidad a
partir de los ensayos que comtinmente se encuentran disponibles en los proyectos de
ingenieria. Sin embargo, tal como se discutié, el modelo es insuficiente para representar
con exactitud todas las caracteristicas de los suelos, y en consecuencia es necesario,
en trabajos futuros, investigar e implementar modelos constitutivos que puedan suplir
las deficiencias de este modelo. Dicho esto, el trabajo actual representa un punto de
partida en esta linea, ya que la teoria de plasticidad ofrece multiples opciones para la

generacion de modelos de este tipo.

A partir de la validacion del codigo, llevada a cabo en el Capitulo 7, se pueden destacar
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las siguientes conclusiones:

= El funcionamiento del cédigo fue validado en todas sus posibilidades de anélisis:
analisis estatico/dindmico, analisis drenado/no drenado, modelo lineal-elastico/Mohr-
Coulomb. Ademas se valido el funcionamiento de la condicién de borde absor-

bente, borde viscoso estandar.

= Dentro de los tipos de elementos implementados en el codigo, se recomienda el
uso de los elementos triangulares de 6 nodos frente a los de 3 nodos, debido a
que con los primeros se obtiene un nivel de precision mayor a un menor costo

computacional.

= El procedimiento de correccién automatica del tamano del paso de carga, imple-
mentado para el analisis estatico, mostré un desempeno adecuado. El procedi-
miento permite un control del nimero de iteraciones en cada paso de carga, lo
que a su vez permite evitar problemas de divergencia y costos computacionales

excesivos.

= Al modelar la respuesta de un depésito frente a una solicitacién armoénica en
la base, pudo observarse que la condicién de borde absorbente implementada
permite que la respuesta alcance el régimen permanente de manera méas rapida

que con los bordes libres.

La modelacion de la respuesta sismica del suelo en el centro de Vina del Mar, desarro-

llada en el Capitulo 8, permite extraer las siguientes conclusiones:

= Tanto la elecciéon del ancho del modelo de elementos finitos como la seleccién
de las frecuencias que controlan el amortiguamiento de Rayleigh juegan un rol
fundamental en la correcta modelacion de la respuesta de sitio. Como se demostro,
la respuesta generada por el modelo es muy sensible a estos dos aspectos y en
consecuencia es estrictamente necesario realizar un proceso de calibracion antes
de llevar a cabo el analisis no lineal. Esto implica revisar trabajos anteriores,
desarrollados en esta misma linea, en donde estos aspectos no fueron considerados

adecuadamente.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Conclusiones 241

= De acuerdo a la calibracion realizada, el criterio que mejor se ajusto en la seleccion
de las frecuencias asociadas al amortiguamiento de Rayleigh fue considerar las
dos primeras frecuencias naturales del suelo. Este criterio difiere del propuesto
por Tsai et al. (2014), por lo que se sugiere estudiar caso a caso el criterio que
mejor se adapte al problema en estudio, siguiendo la metodologia descrita en este

trabajo.

= De acuerdo a la calibracion realizada, la relacién ancho/altura del modelo selec-
cionada fue de 8,51. Esto concuerda con el trabajo de Amorsi et al. (2007) donde
se requiri6 una relacion igual a 8. Esta relacion ancho/altura implica extender el
area del dominio de manera considerable, lo que deriva en costos computacionales
elevados al momento de llevar a cabo el analisis no lineal. Lo anterior evidencia
que la condicién de borde absorbente, borde viscoso estandar, no tiene un desem-
penio adecuado en la modelacién de la respuesta de sitio, por lo que se sugiere,

en trabajos futuros, implementar otro tipo de condicién de borde artificial.

= El tiempo de célculo requerido por el codigo para determinar la respuesta sismi-
ca utilizando el modelo no lineal fue cercano a 6,5 [hrs], lo que representa un
incremento del 159 % del costo computacional con respecto a utilizar el modelo
lineal-elastico. Por esto, es crucial, en futuros trabajos, mejorar la eficiencia del
codigo en la solucién del problema no lineal, ya que de otra manera el tiempo de
calculo aumentara significativamente al implementar modelos constitutivos mas

complejos o al modelar problemas de mayores dimensiones.

= Kl principal efecto que tuvo la modelacion mediante el modelo Mohr-Coulomb
en comparacion con el modelo lineal elastico, fue la reduccion de la aceleracion
obtenida en superficie, lo cual se acentu6 en el caso de las aceleraciones de mayor

magnitud, llegando a una reduccién del 60 % en el caso de la aceleracién peak.

= A pesar de las limitaciones del modelo Mohr-Coulomb en la reproduccién de la
respuesta sismica, este entregd una respuesta cercana a la que se obtuvo mediante
el método lineal equivalente. Por otro lado, el modelo lineal sobrestim6 de manera
considerable tanto la aceleracién peak como la aceleracion espectral en un rango

amplio de periodos.

» La comparacion del espectro elastico de disefio con los espectros de aceleracion ob-

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



242 Conclusiones

tenidos mediante el modelo Mohr-Coulomb y el método lineal equivalente muestra
que estos tltimos solo superan el espectro de disenio en un rango de periodos ba-
jos, mientras que en el rango de periodos asociados a los edificios de altura el
espectro de diseno es muy superior. Esto indica que la norma de diseno sismico
de edificios estaria siendo bastante conservadora para el caso en estudio, lo que
refleja las limitaciones de esta. Estas limitaciones se deben en parte a que la
norma solo utiliza el parametro V3 para la caracterizacién sismica del suelo, sin

considerar, por ejemplo, la profundidad del depodsito.

= El efecto de la amplificacion sismica en el espectro de aceleracion fue considera-
ble, obteniéndose incrementos superiores al 200 % en la aceleracion espectral, al

comparar el espectro obtenido en superficie con el espectro en la base del depdsito.

En base a las limitaciones del codigo identificadas, se sugiere, para futuros trabajos:

» Implementar la condicién de borde repetible (repeteable boundary condition),
también llamada condicién de nodos atados (tied nodes), propuesta por Zienkie-
wicz et al. (1999) para los bordes laterales, como alternativa a la condicién de

borde viscoso estandar.

= Implementar el método de Newton-Raphson completo y Newton-Raphson modi-
ficado, con el propésito de mejorar la eficiencia del codigo en la resolucion del

problema no lineal.

= Implementar, como siguiente modelo, el modelo constitutivo Cam-Clay, desarro-
llado en la Universidad de Cambridge, disenado para la modelacién de arcillas.
Este modelo presenta endurecimiento y permite modelar de manera realista el

cambio de volumen por corte, considerando el estado critico del suelo.

Ademas, con el objetivo de extender las capacidades del cédigo, se sugiere:

= Implementar un proceso de inicializaciéon de tensiones que permita modelar pro-

blemas en que los estratos no son horizontales.

= Implementar elementos tipo frame e interfaces para poder modelar problemas de

interaccion suelo-estructura.
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= Extender la modelacion a problemas con geometria axisimétrica.
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ANEXO A

El presente anexo contiene la entrada de datos utilizada en el codigo para la mode-
lacién de la respuesta sismica desarrollada del Capitulo 8, mediante el modelo Mohr-

Coulomb.

T
% 1. ENTRADA DE DATOS
v

%o
% TIPO DE ANALISIS
%

% analisis=1: Analisis estatico

% analisis=2: Analisis dinamico

analisis=2;

%

% GEOMETRIA DEL DEPOSITO
T

ancho=190;

prof(1)=4;

prof(2)=11;
prof(3)=14.5;
prof(4)=22.32;

T

% PROPIEDADES DEL SUELO
%
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% modelo (i)= Lineal elastico

1
% modelo(i)=2 : Elastoplastico Mohr—Coulomb
% caso (i)=1 Drenado
% caso (i)=2 : No drenado

% Estrato 1
modelo (1)=2;
caso (1)=1;
E(1)=125901.55;
nu(1)=0.35;
gamma (1)=16;
gamma sat (1)=18;
¢(1)=15;
phi(1)=28
p81(1) 0;
co(1)=

% Estrato 2
modelo (2)=2;
caso (2)=2;
E(2)=230389.03;
nu(2)=0.25;
gamma (2)=17;
gamma _sat (2)=20;
0(2):0;
phi(2)=
p81(2)
eo(2)=

% Estrato 3
modelo (3)=2;
caso (3)=2;
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E(3)=871497.84;
nu(3)=0.19;
gamma (3)=16;
gamma_sat (3)=18;

phi(3)=50;
psi(3)=0;
€0 (3)=0.6;

% Estrato 4
modelo (4)=2;
caso (4)=2;
E(4)=685079.63;
nu(4)=0.23;
gamma (4)=16;
gamma _sat (4)=19;
c(4)=0;

phi (4)=45;

psi(4)=0;

€0 (4)=0.6;

%

% PROPIEDADES DEL AGUA
T

nivelf=4;

gamma w=9.8;

%

%RAZON DE AMORTIGUAMIENTO DE RAYLEIGH

%
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ra=0.04;

%
%REGISTRO DE ACELERACION DEL SISMO EN LA BASE
%

registro="registro_base.txt ’;

Ve
%METODO DE NEWMARK
%

% Metodo de aceleracion lineal: b=1/6 y g=1/2
% Metodo de aceleracion constante: b=1/4 y g=1/2
% Metodo de Newmark amortiguado: b=0.3025 y g=0.6

b=1/4;
g=1/2;

%
% COEFICIENTES DE RELAJACION DE LOS BORDES ABSORBENTES
%

% Bordes absorbentes: cl=1 y ¢2=0.25
% Bordes libres: cl=0 y ¢2=0

cl=1;
c2=0.25;

Ve
%MALLA DE ELEMENTOS FINITOS
%
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% Elementos triangulares de 3 nodos: nne=3
% Elementos triangulares de 6 nodos: nne=6

nne=~06;
tam_max=2.32;
% factor_tam controla el refinamiento bajo la carga

% distribuida .

factor_tam=2;

%
% ANALISIS ITERATIVO
%o

% Si las iteraciones en un determinado paso son superiores a
% it_max se detiene el proceso.

it_max=60;

% Tolerancia global

tol=10"—5;

%

% ANALISIS DINAMICO: ANALISIS ITERATIVO
%

% Pasos para el analisis dinamico
pasos=14402;

%o
% SELECCION DE NODOS PARA EL ANALISIS (2 NODOS)
%

% Fondo
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y(1)=-22.32;

% Superficie

%

% GRAFICOS
%

escala=10;

%
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ANEXO B

El presente anexo contiene la clasificacion sismica de suelos de acuerdo al Decreto

Supremo N°61 del Ministerio de Vivienda y Urbanismo, vigente en Chile para el diseno

sismico de Edificios.

. Vsao Au (N4) Sy |
Suelo Tipo imis) | RO | (mPa) | (golpesipie) | (MPa) |
T | |
| Roca, suelo ' ; s | 210 , !
& | cementado =0 i e (equs2%) | |
Roca blanda o h |
>
B | fracturada, suelo > 500 2 0,400 | 2 50 |
muy denso o muy ; (equs2%) |
firme | B N B
| | 20,30 |
> ' > .
c | Suelo denso o firme ‘I 2 350 (60uS2%) | > 40 |
|
 Suelo I i |
D | medianamente ' 2180 230 ' 20,05
| denso, o firme I
I Suelo de ‘ | |
|E | EPmpaLiaac. o <180 | > 20 1 <0,05
consistencia | _ ;
| mediana i ; - |
'F | Suelos Especiales . " « |

Figura 24: Clasificacion sismica de suelos de acuerdo al Decreto Supremo N°61.
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Donde:

Vi30: Velocidad de ondas de corte promedio de los 30 metros superiores del terreno.
RQD: Rock Quality Designation, segtin norma ASTM D 6032.
¢.: Resistencia a la compresion simple del suelo.

(N1): Indice de penetracién estdndar normalizado por presion de confinamiento de

0,1 MPa. Aplicable sélo a suelos que clasifican como arenas.
S,: Resistencia al corte no-drenada del suelo.

€qu: Deformacion unitaria desarrollada cuando se alcanza la resistencia maxima en

el ensayo de compresion simple.
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