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RESUMEN

El objetivo principal de la Identificacién de Sistemas es construir modelos mateméticos
que representen sistemas reales a partir de datos medidos de éste. La identificacién de siste-
mas ha sido ampliamente estudiada y existen distintos algoritmos que sirven para cumplir
el objetivo de identificacién en funcién de algun criterio de optimizacion.

La presente Tesis tiene como objetivo estudiar la estimacién de pardmetros usando el
algoritmo EM que permite obtener el estimador de Maxima Verosimilitud para modelos de
lineales e invariantes en el tiempo cuando se imponen restricciones en la ubicacién de los
polos del sistema. El estimador de maxima verosimilitud obtenido mediante el algoritmo EM
es un estimador consistente y asintéticamente no sesgado, lo que implica que cuando existe
una cantidad limitada de datos (o baja relacién senial a ruido) el modelo estimado puede no
conservar caracteristicas del sistema real, tales como estabilidad o comportamiento oscila-
torio. Este problema es el que se intentara abordar mediante restricciones en la ubicacion
de lo autovalores de la matriz del sistema.

Actualmente existen métodos de estimacién con restricciones en las caracteristicas del
modelo obtenido cuando se realiza estimacién mediante métodos de subespacios. Estos méto-
dos fueron estudiados y de ellos se destaca la idea del uso de regiones basadas en desigualda-
des lineales matriciales. En esta Tesis se analiza el uso de estas desigualdades en el algoritmo
EM.

La implementacion del algoritmo EM con las restricciones mencionadas presenta proble-
mas computacionales, por lo que en esta Tesis se presenta una seccion donde se abordan
estos problemas, mediante el uso del criterio de Sylvester para matrices reales y simétricas
definidas positivas, y la aplicacion de funciones de barrera logaritmicas para las restricciones,
obteniendo asi un algoritmo de rapida implementacion.

El algoritmo desarrollado se pone a prueba analizando estimaciones obtenidas y com-
parandolas con el algoritmo EM sin modificar para las mismas mediciones. Se analiza el
impacto de la cantidad de datos, relacion senal a ruido a los mismos modelos con restriccio-
nes aplicadas.






ABSTRACT

The main objective in System Identification is to obtain a mathematical model that
represents a real system from measured data. System Identification has been extensively
studied. There are different algorithms that fulfills the objective based on different optimi-
zation criteria.

The objective of this Thesis is to study parametric estimation using the EM algorithm,
that obtains the Maximum Likelihood estimator for linear time invariant models when
location constraints are applied to the poles of the estimated model. The maximum likelihood
estimator obtained by the EM algorithm is consistent and asymptotically unbiased. This
implies that when a limited amount of data is available (or low signal-to-noise ratio) the
estimated model may not preserve characteristics of the real system, such as stability or
oscillatory behavior. This problem will be addressed by including constraints in the location
of the eigenvalues of the system matrix.

There are estimation methods with constraints on the characteristics of the obtained
model using subspace methods. Some of this methods use the idea of regions based on linear
matrix inequalities. In this Thesis the application of constraints based on LMI region using
EM algorithm is analyzed.

The implemention of the constrained EM algorithm presents computational problems, so
in this Thesis we present this problem, and how to handle it, using the Sylvester Criterion
for real and symmetric positive defined matrices, and the application of log-barrier functions
for the constraints.

The proposed algorithm is tested by analyzing the obtained estimates and comparing
them with the unconstrained EM algorithm. The impact of the amount of data, and signal-
to-noise ratio is also studied.






Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Definicién del problema

La estimacién usando méaxima verosimilitud (Maximum Likelihood, ML) ha sido am-
pliamente aplicada para estimar parametros en el dominio del tiempo y de la frecuen-
cia [1], [2], [3], [, [5], [6]. Sin embargo, el problema de optimizacién asociado puede ser
no convexo. El algoritmo de maximizacién de esperanza (Expectation Maximization EM)
es un procedimiento iterativo para obtener el estimador ML [7].

El algoritmo EM introduce la nocién del conjunto de dato completo, que incluye los
datos observados y los ocultos o perdidos [7]. El algoritmo transforma el problema de maxi-
mizar la funcién de verosimilitud en maximizar una funcién auxiliar la cual es actualizada
y maximizada en cada iteraciéon. Para el caso de modelos en variables estados, una eleccién
natural para los datos ocultos es la secuencia de estado.

El algoritmo EM converge a un punto estacionario de la funcién de verosimilitud, estos
pueden ser puntos silla, o méximos globales o locales [§]. Condiciones para la convergen-
cia del algoritmo fueron establecidos en [9]. Implementaciones numéricamente robustas del
algoritmo EM para modelos de espacios de estados lineales de tiempo discreto han sido
estudiadas en [10], y para modelos muestreados en [I1] [12] [13].

El estimador de ML es consistente y asintéticamente no sesgado, sin embargo cuando
se estiman parametros siempre existe una cantidad limitada de datos a los que se pueden
acceder. Como consecuencia, el modelo estimado puede no reflejar las caracteristicas del
sistema real, tales como, por ejemplo, estabilidad o comportamiento (no) oscilatorio. En
particular, cuando se estiman modelos de tiempo continuo a partir de datos muestreados,
conocimiento a priori de estas caracteristicas del sistema fisico tiene que ser reflejado en el
modelo estimado. En esta tesis, consideramos este requerimiento y proponemos una estima-
ciéon de méaxima verosimilitud de los parametros de modelos de espacios de estados sujeto a
restricciones en los polos del sistema.

Identificacién de sistemas en variables de estado incluyendo restricciones ha sido desa-
rrollado usando principalmente estimacién por métodos de subespacio. Por ejemplo, en [14]
estimacién por métodos de subespacios son aplicados y la matriz del modelo A es obtenida
como el producto de una matriz de corrimiento con una pseudo-inversa. En este trabajo,
se muestra que la matriz de corrimiento es formada incluyendo un bloque de ceros en una
posicién adecuada, entonces el modelo resultante es estable, sin embargo, con la desventaja
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de distorsionar la matriz de observabilidad. Enfoques alternativos aumentan el conjunto
de datos, en funcién de garantizar una estabilidad marginal [15]. En [16], un término de
regularizacién es agregado al costo de minimos cuadrados, para forzar restricciones en los
autovalores de A. Una solucién interesante se tiene en [I7] la cual aplica algorimos de esti-
macién de subespacio, usando las desigualdades de Lyapunov, P — APA” > 0 and P > 0,
como restricciones. Estas desigualdades aseguran que el modelo estimado es asintoticamente
estable. Este enfoque no distorsiona la matriz de observabilidad como en [14], ni modificada
los estados estimados o la secuencia de entrada al sistema como en [15]. M4s ain, en [I§]
una generalizacién de [I7] es presentada usando restricciones en la forma de desigualdades
cuadréticas matriciales. De hecho, el circulo unitario y otras regiones de interés pueden
ser expresadas como desigualdades matriciales lineales (LMI) de las cuales se obtienen las
restricciones que usa [18].

En esta tesis, se aplica restricciones basado en regiones LMI en la estimacién de ML usan-
do el algoritmo EM. En particular, usamos LMI para forzar restricciones en la localizacién
de los polos del modelo. Problemas existentes en la implementacion se solucionan propo-
niendo un algoritmo que ocupa el criterio de Sylvester para matrices simétricas definidas
positivas, y las restricciones se aplican usando funciones de barrera logaritmica.

1.2. Estructura del Documento

Capitulo 1. Introduccién al trabajo de Tesis. Se introducen de forma general los conceptos
asociados al tema de estudio, el estado del arte, los problemas a los que responde esta
investigacién, contribuciones del trabajo y descripciones por capitulo.

Capitulo 2. Conceptos bésicos de estimacién paramétrica mediante Maximum Likelihood.
Se presenta la idea detras de la estimacion ML y el algoritmo EM que permite estimar
de manera iterativa el estimador ML para sistemas lineales invariantes en el tiempo en el
dominio del tiempo.

Capitulo 3. Se presentan regiones LMI y restricciones basadas en estas regiones.

Capitulo 4. Algoritmo EM con restricciones. Se muestra como se restringira el espacio de
btisqueda en el algoritmo EM, y problemas computacionales y como se solucionan.

Capitulo 5. Simulaciones. Se muestran distintas simulaciones de los resultados obtenidos,
comparando lo obtenido aplicando restricciones al espacio de buisqueda de EM con el algo-
ritmo EM sin restricciones alguna.

Capitulo 6. Se presentan las conclusiones del trabajo realizado, y se discuten alcances de
trabajos a futuro.



Capitulo 2

IDENTIFICACION DE MODELOS
DE ESTADO USANDO ML

2.1. Maxima Verosimilitud

La identificacion de sistemas tiene por objetivo construir modelos matematicos que re-
presenten sistemas reales a partir de datos disponibles, tales como mediciones del sistema
o senales de entrada. Todo esto puede estar sujeto a perturbaciones, ruido, y por lo tan-
to, existe informacién no disponible. Existen entonces distintos métodos para estimar los
parametros de un sistema, tales como Minimos Cuadrados o métodos de Prediccién de error
(PEM) (c.g. 2] [3).

En este contexto, es que se desarrolla el método de identificaciéon por maxima verosimili-
tud (ML por sus siglas en inglés Maximum Likelihood), el cual fue desarrollado en estadistica
por Fisher en [19], y aplicado en identificacién de sistemas por [I]. Es as{ que este método
de identificacién ha sido aplicado en métodos de estimacion de pardmetros de sistemas en
el dominio del tiempo y de la frecuencia [5] [20] [4] [6].

El método ML es a partir de un set de datos observados Y que representan una variable
aleatoria de densidad condicional p(Y'|#), dependiendo de un pardmetro desconocido 6 € ©.
Si se desea estimar el pardmetro 6, éste se debe escoger de tal manera que se maximice la
probabilidad condicional de los datos [21] [5] [22]. Esto se puede definir como

Oprr 2 argmax p(Y]6) (2.1.1)
0O
donde se puede definir [(6) = p(Y'|0) como la funcién de verosimilitud.

Dentro de las propiedades que presenta el estimador de mdxima verosimilitud (MLE por

sus siglas del inglés Maximum Likelihood Estimator) es que se destacan las siguientes

Teorema 2.1.1 (Principio de invarianza). Si Opr es MLE de § € © C R, entonces g(éML
es el MLE de g(0) donde g(-) es una funcidn tal g : © — Z C R™ con n < L.

Teorema 2.1.2. Un estimador no sesgado que alcanza la cota de Cramer-Rao (es decir, que
es un estimador eficiente y no sesgado), es también un estimador de Mdzima Verosimilitud.

Teorema 2.1.3 (Consistencia). Sea Oy el MLE de 6 basado en N observaciones, va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), y = (v1,%2,...,oN)T,

3
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entonces, cuando N — oo, entonces 0y, converge a 6 con probabilidad 1.

Teorema 2.1.4 (Normalidad Asintética). Sea Oy el MLE de 0 basado en N variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), y = (x1,22,...,2n5)T, enton-

ces 03, converge en probabilidad a una variable aleatoria Gaussiana:
\/N(é%—e) — 8 (2.1.2)

donde
B~ N0, M) (2.1.3)

donde My es el promedio de la matriz de informacion de Fisher por muestra, es decir
_ 1
My = NMQ (2.1.4)

donde My es la matriz de informacion de Fisher dada por

M2 B { Plogpw)r [alogmww]} 215

00 00

Teorema 2.1.5 (Eficiencia). Dentro de los estimadores asintdticamente normales y unifor-
memente consistentes, Oy, es eficiente en el sentido de que alcanza en forma asintdtica la
cota inferior de Cramer-Rao.

2.2. Algoritmo EM

El algoritmo EM es un algoritmo iterativo que permite obtener el estimador de maxima
verosimilitud. Este algoritmo introduce la idea de conjunto de datos completo, el cual indica
que aparte de la existencia de los datos observados en el sistema, existen datos ocultos o per-
didos que aportan informacién y los cuales no tenemos acceso. Esta idea resulta conveniente,
incluso en el caso en que el problema de identificacién no posee variables ocultas [7].

Para desarrollar el algoritmo EM, se define entonces Y = {yo, y1, ..., yn } como el conjun-
to de datos observados, los cuales poseen una densidad de probabilidad p(Y'|6), con 6 € © el
vector de parametros del sistema. La idea entonces del estimador de maxima verosimilitud
es hallar un vector de parametros # que maximiza la funcién de densidad de probabilidad
de los datos dadas las mediciones. De acuerdo a esto, consideremos que existe otro conjunto
de datos a los cuales no tenemos acceso, los cuales llamaremos variables ocultas, y los deno-
taremos por X. Asi, entonces existe un conjunto de datos completos Z, compuesto por las
observaciones Y como las variables ocultas X, es decir, Z = {Y, X }.

De este modo, podemos trabajar con la funcién de densidad condicional

_ p(zpo) _ p(2l9)
p(V10) P(Z1V,0)

Aplicando logaritmo en ambas partes se obtiene

p(Z]Y,0)

< p(Y10) (2.2.1)

L(8) = logp(Y'|0) = logp(Z]6) —log p(Z|Y, 6) (2.2.2)
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Note que en (2Z22)), L(#) es el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los datos
observados, y por otra parte, logp(Z10) es el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los
datos completos, es decir, el conjunto de datos observados mas las variables ocultas.

Tomando la esperanza en ambos lados de la ecuacién de (Z2Z2]) con respecto a la distri-
bucién condicional de los datos completos Z, dado los datos observados Y y para un 6, € ©
fijo, es que se tiene

Bz {logp(Y10)|Y. 00} = Ez {logp(ZI0)|Y. 01 | — Bz {logp(Z]Y.6)|Y. 0.}

A A (2.2.3)
L) = Q(0,0;) — H(0,6k)
donde
(0, 61) = Ez {logp(Z10)1Y,6: } (2:2.4)
H(0,6) = Ez {logp(Z]Y,0)|Y, 6, | (2.2.5)
Note que en (2224 se puede escribir como
H(0,0:) = Bz {logp(2]Y,0)|v.0: }
) (2.2.6)
— Ez {logp(X, Y|V, 0)[Y. 01 }
pero
p(X,Y|0)
x,v|y,9) =222 ixve 2.2.7
peviv) = L iy (2:27)
de este modo, combinando lo anterior en (221 se tiene
H(0,6) = Ez {logp(X|Y,0)Y, b | (2.2.8)

Con estas definiciones es que se define el siguiente Lema

Lema 2.2.1 (Iteracién del algoritmo EM). Considere las expresiones Z23) - Z2Z0). Su-
ponga que se escoge una secuencia de parametros {0x} de tal suerte que

QOry1,01) > Q(0,60,), Voe© (2.2.9)

entonces,
L(9k+l) > L(6k) (2.2.10)

Demostracion. Este lema es demostrado en distintos trabajos en la literatura, en particular
se toma el desarrollo presentado en [23].
Usando ([2:23), se puede definir la siguiente diferencia

L(6) — L(6y) = (Q(e, 0) — Q0. ék)) - (H(ﬁ, Or) — H (O, ék)) (2.2.11)

Ahora bien, de acuerdo a la definicién dada en (Z2.3]) y a las propiedades de logaritmo,
es que la segunda diferencia del lado derecho de la igualdad en (ZZTT]) se puede escribir
como
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H(0,0k) — H(Ok, 0r)

E; {logp(Z|Y.0)|Y.0:) } — B {logp(Z]Y.00)|Y.05) }

= Ez {logp(Z]Y,0) — logp(Z1Y, 6,1V, 01}

(2.2.12)
= E; {log M ‘Y, ék}
p(Z]Y, 6k)
usando la desigualdad de Jensen, se puede corroborar lo siguiente
E, {log pZIY0) ’Y,ék} < log _ E {Mlyek}
p(Z]Y, 0x) i p(Z]Y, 0x)
= log /%Z’(anﬁkﬁw (2.2.13)
~log | vy, 6)dZ]
=0 _
Combinando entonces los resultados anteriores, es que se tiene que
H(0,0,) — H(Or,0,) >0, VOO (2.2.14)
Por lo tanto, con este resultado es que se puede afirmar que
Q(O11.01) = Q01 0x) = L(Br41) > L(0r) (2.2.15)
Por lo que queda demostrado el resultado. |

El lema anterior muestra que para encontrar un nuevo parametro HA;CH que aumente el
valor de la funcién de verosimilitud en cada iteracién, basta con maximizar (o encontrar el
valor que aumente numéricamente) Q(6, ék) A partir de esto es que definimos el corolario
siguiente.

Corolario 2.2.2. Sea la secuencia definida {ék} generada por el algoritmo EM en cada
iteracion definido en el Lema [Z227]l Entonces si la funcidn L(0) es acotada en ©, esta
convergerd monotonicamente a algun L*.

Demostracion. La demostracién resulta directa a partir de lo visto en el Lema [2.2.7] donde
se vio que si si escoge una secuencia {0y} de manera que maximice (o incremente) Q(6, ),
el logaritmo de la funcién de verosimilitud nunca decrecera. |

Como se vio anteriormente, el Lema [2Z.2.7] define los pasos que toma el algoritmo EM,
traduciendo entonces el problema de maximizar la funciéon de verosimilitud, lo cual impli-
ca un problema usualmente no-convexo y complicado de obtener, en maximizar una fun-
cién auxiliar Q(6, ék), lo que puede simplificar el problema planteado. De hecho, es posi-

ble asi obtener incluso una solucién analitica para obtener 0y y; = argmax Q(6,6)) para
6
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algin problema planteado tanto en el dominio del tiempo o en frecuencia (ver por ejem-
plo [24], [10], [25], [11]).
Es asi, que el algoritmo EM se resume en un algoritmo iterativo con los siguientes pasos

1. Comenzar con una estimacion inicial de los parametros 6.

2. Paso E: Obtener la funcién Q(6, ;) definido en (Z2.4).

3. Paso M: Calcular la estimacién ;1 que maximice Q(6,0), o que aumente respecto

Q(6k, 01.).

4. Volver al paso 2, incrementando el indice k — k£ + 1 en cada paso hasta cumplir algin
criterio de convergencia.

2.2.1. Convergencia del algoritmo EM

En esta seccion se analizard la convergencia del algoritmo EM al estimador de maxima
verosimilitud ML. Del Corolario [2Z2.2] se tiene que L(f) converge monoténicamente a algin
L*, no obstante, no hay garantias que L* sea el maximo global de L(#) € ©. De hecho, si
L(6) tiene varios puntos estacionarios, la convergencia de una secuencia usando el algoritmo
EM a algtin punto estacionario, tal como un maximo local o global, como también un punto
silla, depende de la eleccién de la condicién inicial éo. Para ilustrar esto, supongamos que
se quiere maximizar L(0)

OL(B) _ 0Q(0,0r)  OH(0,0k)

50 50 20 (2.2.16)
pero se tiene de (Z2I9)
OH(0, ) }
— = 2.2.17
00 0=0,, ( )
Ahora témese un punto arbitrario de la secuencia de EM b = 6, entonces
AL(6) 9Q(0, 0y)
— =" — 2.2.1
00 ‘9:0’ 00 ‘9:0’ 0 ( 8
Si 6 = 6* es un punto estacionario de L(0), por ejemplo un punto silla 0 mdximo local, se
tiene que
OL(6) 99(0,0)
= = 2.2.19
00 ‘0:9* 00 ‘0:9* ( )

lo que implica que el algoritmo de EM puede converger a puntos estacionarios 6* (como
puntos silla 0 méximos locales) si es que Q(6,6*) es maximizado en © en el punto * ( [8]).
Las condiciones de convergencia al méximo global fueron establecidas en [9], las cuales
las veremos a continuacion.
Como se mencioné anteriormente, en [9] se establecen las condiciones para que el algo-
ritmo EM converja al méximo global. Esta seccién recopila los resultados mas importantes,
tal como en [g].
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Definicién 2.2.3 (GEM). Se define el algoritmo EM generalizado (GEM por las siglas en
inglés Generalized EM algorithm) como el mapeo

b1 2 Mapa(0r) (2.2.20)

tal que o o
Q(Meem(0k),0k) > Q(Ok, Ok) (2.2.21)

Note que la condicién para la iteracién del algoritmo de EM normalmente es que ék.ﬂrl =
M EM(QH;C) maximice Q(@,ék) en cada iteracién, siendo una condicién mas estricta, y, por
tanto, un caso particular para el algoritmo GEM.

A continuacién se presenta el teorema principal de convergencia establecido en [9] para
algun algoritmo GEM

Teorema 2.2.4. Sea {ék} una secuencia generada por algoritmo GEM de acuerdo a la
definicion [2.2.3. Ahora bien, suponga que

= FEl mapeo MGEM(ék) es cerrado sobre el complemento de S, el conjunto de todos los
puntos estacionarios de ©.

s L(Opy1) > L(0y) para todo 0, ¢ S.

Entonces todos los puntos limites de {ék} son puntos estacionarios (o mdzimos locales) de
L(6) y L)) converge monotdnicamente a L* = L(0*), para algin punto estacionario 6x.

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en [9]. [

Para el algoritmo EM, se establece que la condicién necesaria para la propiedad de
clausura del mapeo del algoritmo EM, Mgy, es que

9(0,&) sea continuo en 0 y & (2.2.22)

Estas condiciones son débiles y se cumple en la mayoria de las situaciones préacticas.
El siguiente Teorema que se encuentra en [9] establece la convergencia de una secuencia
de algoritmo EM.

Teorema 2.2.5. Suponga que Q(@,ék) satisface la condicion de continuidad descrita en
(ZZ22). Entonces, todos los puntos limites de una secuencia cualquiera {8} del algoritmo
EM son puntos estacionarios de L(0), y L(0x) converge monoténicamente a L* = L(0%),
donde 0% es algin punto estacionario.

Demostracion. La demostracién de este teorema es consecuencia directa del Teorema [2.2.4],
ya que la propiedad de clausura se cumple con la continuidad (Z222), mientras que la
segunda condicion es satisfecha automaticamente por EM en cada iteracion. |

Es asi como las iteraciones de EM convergen a un punto estacionario, es decir, que no es
necesariamente un méximo global, pudiendo ser maximo local o incluso un punto silla [9].
Es asi como se establece la siguiente condicién para asegurar convergencia a un maximo
local
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Teorema 2.2.6. Suponga que Q(0,0;,) satisface la condicion de continuidad de Y a
su vez
sup Q(0,0;) > Q(By, 0x) (2.2.23)
9co
Entonces todos los puntos limites de una secuencia {ék} del algoritmo EM son mdzimos
locales de L(0) y L(0x) converge monoténicamente a L* = L(0%) para algin mdzimo local
o*.

Demostracion. Ver [9]. |

Claramente la condicién propuesta por el Teorema es dificil de verificar, siendo
entonces de utilidad limitada. A pesar de esto, en [J] se presentan clases de densidad de
probabilidad exponenciales que satisfacen la condicién propuesta.

Es asi como la convergencia de una secuencia de valores de la funcién de verosimilitud
{L(6})} a algiin valor L* no implica la convergencia de la secuencia {0} a el punto 6*.

2.3. Algoritmo EM en el dominio del tiempo

En esta seccion se presentara el algoritmo EM en el dominio del tiempo, especificamente
para modelos en variables de estados en tiempo discreto:

Trr1 = Az + Bug + wy (2.3.1a)

yr = Cxg + Dug + vy (2.3.1b)

donde las matrices del sistema son A € R"*", B € R"*"« C € R™*" D € R"*" vy las
senales ug € R"*, yr, € R™ y x € R" son la entrada, salida y estado del sistema respecti-
vamente. El estado inicial se supone desconocido, pero independiente de las perturbaciones
y distribuye de manera Gaussiana, definido como

Ademas, se supone que wy y v son el ruido del proceso y de medicién, que distribuye de
manera Gaussina, los cuales poseen media cero y covarianza

E { [f:] [Z":ﬂ } _ [ on?m O"E”v] 51— 0) (23.3)

en que 0i es el delta de Kronecker definido en tiempo discreto. El problema principal es el
de estimar a partir N mediciones que se tienen de la entrada y la salida los pardmetros del
sistema, siendo las matrices de estado A, B, C', D y las matrices de covarianza Q y R. Es
asi, que los pardmetros a estimar son

= [g ﬂ T = ﬁf 2} (2.3.4a)

0 = {vec(T), vec(II) } (2.3.4b)
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a partir de las senales de entrada y salida
Un = {ug,u1,...;un—-1} (2.3.5a)

YN £ {y07y15-'-;yN71} (235}))

Para la definicién del pardmetro 6, la funcién de log-verosimilitud L(6) para el sistema
descrito en (23] es (sin tomar en cuenta los términos constantes) (ver [2] [10])

N 1 N—-1
1 p—
L(0) = kzglog det(CPy—1C" + R) — 3 ; eF(0)[CPy_1CT + R e (6) (2.3.6)

donde (con Yy £ 0)

€Dk =yr — Yjk—100) , Guje—1 = Bo{yx|Ye—1} (2.3.7)

siendo esta la predicciéon 6ptima en sentido cuadratico medio de la salida del sistema y a su
vez

Pyj—1 2 Eo {(zr — &) (@e — Txp—1)" } (2.3.8)

es la matriz de covarianza asociada a la estimacién del estado
Zpk—1 £ Eg{@k|Yi-1} (2.3.9)

Las dos expresiones anteriores pueden ser obtenidas mediante el predictor de Kalman, que se
mencionard posteriormente. Una observaciéon importante, es que si en el sistema descrito en
3 la secuencia de estado estuviera disponible, entonces podria obtenerse los pardmetros
# usando técnicas simples de regresion lineal, por lo que la secuencia de estado es la que
naturalmente se escoge como las variables ocultas para el algoritmo EM [10] [24]. Estas
variables ocultas las definimos como

X =Xy ={zo, 21, .., TN} (2.3.10)

2.3.1. Paso E

El paso E consiste en determinar Q(#, ék) definido en (224 para el modelo descrito en
[231). Esto se obtiene a partir del siguiente resultado

Lema 2.3.1. Considere el modelo descrito en 231) - (Z33). Si las variables ocultas se

escoge como la secuencia de estado X £ Xy 2 {:vo,...,acN} y la data observada Y £
{Yn,Un}, entonces para un II > 0 la funcion Q(6,0y) es dada por
—20(0,0;) =logdet Py + Tr {P_l E{(xo — ) (zo — )T Yy, ék}} 2311)

NlogdetIT + NTr {II"'[® — UT" — T¥" 4+ T¥T7]}

donde

i = loguk] & = o, vk (2.3.12a)
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N-1
1 ~
R E{gkg,{mv,ek} (2.3.12b)
k=0
gel¥ E{g Y, 0 } (2.3.12¢)
N i k<L N> VEk 9.
s 1 — T 2
DR E{zkzk |YN,9k} (2.3.12d)
k=0

Demostracion. La demostracién es similar a la presentada en [25] , y que se muestra en [10].
Para comenzar, se debe aplicar la reglas de Bayes, y usando las propiedades de Markov
entonces en ([2371]) se tiene

p(Yn, Xn) = p(Yn|XN-1)p(XN-1)

N1 (2.3.13)
=p(zo) [[ plwrs1, yrlzr)
k=0

dado que las perturbaciones tienen distribucién Gaussiana implica que

p(xo) ~ N (u, Py)
p ([xzzl] ‘m) NN([? g] [iz] , [Cg ;D — N(Ta D) (2.3.14)

aplicando logaritmo a ([2Z.3.13)) se tiene entonces
N—1
log p(Yn, Xn+1) =logp(zo) + Z log p(k+1, Yk |2k)
k=0
n2r 1 1 _
= 510gdetPo - 5(:100 — )Py (o — p)
(2.3.15)
(n +ny)2m

1
- - glogdetH
T

N—1
o [(PR A R (SR H)]
prd Yk { Y (o
Usando propiedades de traza [26] es que se tiene
ul Av = Tr {uTAv} =Tr {AvuT} (2.3.16a)
Tr{A+ B} =Tr{A} + Tr {B} (2.3.16b)
donde A, B son matrices y u, v vectores de dimensiones adecuadas. Es asi entonces que la

expresién (Z.315) la amplificamos por -2 y quitamos los valores constantes (dado que no
afectan en la optimizacién) quedando

—2logp(Yn, Xn+1) =logdet Py + Tr {Po_l(xo — ) (zo — u)T}

S (] or ) (] <))

N-—1
+Tr { Z !
k=0
(2.3.17)
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Aplicando ahora la esperanza condicional y usando la definicién dada por (Z.3.12a]) se tiene
que

~2 B {log p(Ywv, Xn1)|Viv, b1 } = — 20(6,01)
= logdet Py + %Tr{ E {Pofl(xo —p)(xo — u)|YN,ék}}
+ logdet I1

+ Tr {Hl Nz_l E { {(gk +Tzi) (& — FZk)T} YN, ék}}

k=0
(2.3.18)

Usando por ultimo la linealidad del operador esperanza y amplificando la traza que contiene
la sumatoria por N/N se tiene

. 1 _ .
—20(0,0;) =logdet Py + §Tr{ E {PO Ywo — p) (o — u)|YN,6‘;€}}
+ logdet I1
+ NTr {II '@ — 91" — 19" 4+ Txr’]}

(2.3.19)

Donde las matrices &, ¥, ¥ son las definidas en (Z3.12]), por lo que queda demostrado. W

Ahora bien, las expresiones de ([2:3.12) son obtenidas mediante el suavizador de Kalman,
el cual se verd a continuacién

2.3.2. Filtro y Suavizador de Kalman

En esta seccién se presentara el filtro de Kalman y el suavizador de Kalman, dado que
ambos son necesarios de implementar para el paso E de EM. Las ecuaciones del suavizador
de Kalman requieren computar anteriormente el filtro de Kalman. Ahora bien, consideremos
el sistema de tiempo discreto dado en (Z3.1]) - (Z33). Se denota la estimacién de un estado
xj hasta el instante n por

- A
.’L‘k‘n = E{xk|Yn} (2.3.20)

Donde Y,, son todas las mediciones que se poseen hasta el instante n (tanto las mediciones
en la salida como la sefial de entrada). A su vez, la matriz de covarianza de error se define
por

Pyn 2 E{(zr — &ypn)(@p — Zxn)" } (2.3.21)

Y sea el error de estimaciéon denotado por
Tin 2 T — Bhjn (2.3.22)

El filtro de Kalman es entonces el mejor estimador de lineal de la secuenciia de estados en
sentido cuadratico medio [27] [28] [29] y define este teorema

Teorema 2.3.2. FEl filtro éptimo respecto a la covarianza de estimacion para estimar la
secuencia de estados del sistema 231) - @33) esta dado por

Tgpk—1 = AZg_1)k—1 + Bug—1 (2.3.23a)
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Pyjr—1 = APy_13—1 AT +Q (2.3.23D)

Ky = Pyj—1CT(CPyj— CT — R) ! (2.3.23c)

Thjk = Trjp—1 + Ki(ye — Cgjp—1 — Duy) (2.3.23d)

P = (I — KxC) Py (2.3.23e)

Demostracidn. La demostracién de las ecuaciones se puede encontrar en [29] [27]. |

Con esto, resta revisar el suavizador de Kalman y ver el uso de este (y del filtro de
Kalman) en el paso E del algoritmo EM. Entre las implementaciones del suavizador de
Kalman la més conocida es la del algoritmo RTS que se encuentra desarrollada en [30](las
siglas hacen referencia a los autores Rauch-Tung-Striebel).

Teorema 2.3.3 (Kalman Smoother). El suavizador de Kalman correspondiente al modelo
de estados definido en [2.3.1) - .3.3), vdlido para k = 1,..., N con condiciones finales &),
y Py|n obtenidos por el filtro de Kalman visto anteriormente esta dado por

Tp_1 N = Th—1|k—1 + Sk—1(Tr|n — Tjp—1) (2.3.24a)
Po_yN = Po—1jp—1 + Si—1(Peiv — Prji—1)Si_1 (2.3.24b)

donde
Sk—1 = Peap1 AT P, (2.3.25)

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en [30], como también otra demostracién
maés directa se encuentra en [31] quien toma los principales resultados de [32] p. 367] |

Cabe senalar que, en las ecuaciones descritas en el paso E mostradas en (Z3.12)), es
necesario obtener una expresién para la covarianza entre dos errores de estimacién sucesivos,
es decir

M1 v = E {(zkﬂ = ) (@ — JEku\z)T|Yz\r} (2.3.26)
Para esto, se define el siguiente Lema [10]

Lema 2.3.4. Sean las ecuaciones del Kalman Smoother descrito anteriormente. La cova-
rianza cruzada entre dos errores de estimacion sucesivos es definido por

Myn = PoSi_y + Se(My g1y — APy) SE_y (2.3.27)
para k=N —1,N —2,....1. La condicion final es
Myiny = — KNnC)APN_11n—1 (2.3.28)

Demostracién. Usando la definicién dada en (2.3.26)) y las definiciones dadas por (2.3.23d)
y (2232244 se obtiene

My = E{dppin-1e} = E{(ze — &pp) (@r1 — Ep-1e)” }

- ] ~ ) o (2:3.29)
= E{(@np-1 — Ki(Cppp-1 + vi)(@Fp—1jp—1 + Sk—1 Kp(Cppp—1 +vr)" }
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desarrollando lo expresado se tiene

My, = Myg—1 + Pijg—1(Sp—1K,C)" — KCMyp—y
— KCPyyp—1(Sk-1K,0)" — KpRK}L ST,
= (I — KiC)Myjp—1 + (I — KkC)Pk\kACTKgSg\kq
— KxRK}FSE |

Combinando esta expresién con (Z3.23d) se obtiene

My =(I — KxC)Myyp—1 + Pyp—1CT (CPy—1C" + R) " C Py Si_,
— Pyi—1CT(CPyj—1C" + R) H(CPyj—1C" + R)
X (CPyp—1C" + R)™'CPyi_1Si_,
=(I = KxC)Myx—1 + Pyjr—1CT (CPyp—1C" + R) ' CPyp—1S{_4
= Pyi—1CT(CPyj—1 CT + R) ' CPyj—1 Sf_4
=1 — Ki,C)Mpp—1

a su vez

Mk|k71 = E {fk\kflf;iukq} = E {(Ajkfllkfl + wk—l)@;illk*l}
= Ap-1Pp_1jp—1

asi (Z3331) queda como
My = (I — KiC)AP,_1 )51

y para k = N se tiene
Myn = (I — KNC)APN_1|n—1

probando la condicién final ([2.3.28)).
Usando ([2:3.24a]) se puede tener

Tk — TN = TN = Tk — Sk(@rrr v — Trtagr)
< Iyn + Ski‘kJrl‘N = Tpk + Skjk+1|k
Asi mismo

TN + Sk—18p N = Tp—1jk—1 + Sk—1Tk|k—1

Multiplicando ([2Z3.35]) por el transpuesto de (2Z3.36]) por la derecha se obtiene

(Fpin + Skt n) (@r—1 v Se—18kn) "
= (ki + Sk@rr1je) @r—1jh—1Sk—18xpp—1)"
= [(I = Ki.C)Zpjp—1 — KiOr + Sk (AZy)s, + Bug]
X [Zp—1jk—1 + Sk—1(AZp_1 -1 + Bug—1)]"

(2.3.30)

(2.3.31)

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)

(2.3.36)

(2.3.37)
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Aplicando esperanza y trabajando la expresién algebraica se tiene

My + Sk B {awifiy } ST
= E{[(I — K, .C + SkAKkC)ikUc—l + (SkA — I)Kkﬁk—F
+ Sp(Ap k-1 + Bup)|[Tr—1jk—1 + Sk—1(AZ_1jp—1 + Bup_1)}

(2.3.38)

=(I-KiC+ SkAKkC)Mk‘k,l + Sk[AkE{‘%klkfljzfl‘k,l}AT

+ AE {ik‘k_lug_l} BT + B E {ukik—l\k—l } AT

+BE {uku;‘f_l} BT]Sk_l

y a su vez
E {@k+1|NUEﬁN} = E{(xht1 — Tppn)(@n — Egn) "}
= E {karlxg} — E {(ik+1|N + jjk\N)iaN}

(2.3.39)

— E{Zppn@xn +3n)" }+ E {571@+1|N33£\N}

= E{zp12] } — Myy1 v — Myja v + Mypa v

E{zpp12f } — Myp1 v

también se cumple que

E {Ik+1517£} = E {[A:Ek + Buy + ﬁ)k][A:Z?k,1 + Bugp_1 + wkfl]T}
=AE{mzi_} A" + AE{xpui_,} BT + AQ) (2.3.40)
+ B E{uz}_} A" + BE{wu}_,} BT

Procediendo de manera similar a antes se puede llegar a
E {jklkfljz—l\kq} = E {fﬂkx;{fl} — My -1 (2.3.41)

y finalmente
E{&p1ui_i} = E{(@eZpp-1)ui_i} = E{zpui_,} (2.3.42)

Usando asi las expresiones que se obtuvieron en (23.39) - 2342) en [2338) es que se
puede llegar simplificando términos a

Myn + Se(AQr—1 — M1 n)Si—1 = (I = KiC + SpAKRC) My

(2.3.43)
— Sk(AMy—1 AT) Sk
usando en esta expresion la obtenida en (2Z3.32]) se puede obtener
Myn = I — KxC)AP,_1jj—1 + Sk AK C AP, 131
+ Sk(Myy1n — A(APy_15-1 AT + Q))SE, (2.3.44)

= Pk|kP;;“i,1APk71|kfl + Sk AKRCAP, 141
+ Sk(Mysan — APyj1)SE_y
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Usando la definicién de Sy se puede despejar de la siguiente manera
Sk = Pk|kATP];+11‘k = PkJrl‘kSg = AkPk|k (2345)

Esto se logra multiplicando ambos lados de la ecuacién por la derecha por Pyyqx y luego
transponiendo ambas partes. Es asi entonces que (Z:3.44) queda como

My n = Py Si_1 + SkAK,CPyj—1Si—1 + Se(My1n — APyji—1)Si_4
= Py Si_1 + Se(My11n — A — KiC) Pyjj—1)Si_4 (2.3.46)
= Py Si—1 + Sk(Mj1n — APyx)Si_,

Quedando asi (2.3.27) demostrado. [

2.3.3. Paso M

En esta seccién se analiza el paso M, en el cual se obtiene un ék-i—l con la funcién obtenida
en el paso E y obteniendo la estimacién de la secuencia de estados. En este caso, dado que
3T1) incluye explicitamente la distribucién del estado inicial (su media p y varianza P),
es que estos también se pueden considerar pardmetros a estimar. Antes de definir el Lema
que muestra las expresiones obtenidas en el paso M, notemos que

Observaciéon 2.3.5. Sea 6 € O el vector de pardmetros definido por

028", n"" (2.3.47a)
B £ [vec(T) , vec(p)] (2.3.47Db)
n = [vec(Il) , vee(Pp) (2.3.47c)

Si© =0, x0O,y, con B € O yn € Oy, donde O, es un espacio cerrado en R, con
(= n2—|—n-nu—|—n-ny—|—n§—|—n, y ©2 un subespacio cerrado de RY, con v =n?+(n+ny)?, se
asume que todos los n € Oy son tales que implican matrices simétricas y positivas definidas
para IT y Py.

La observacién anterior es importante, dado que 7 define las estimaciones de las matrices
II y Py, las cuales al representar matrices de covariancia deben ser simétricas y positivas
definidas. Ahora definimos el Lema para el paso M

Lema 2.3.6 (Paso M). Sea 3, U definidos en (Z312)) que satisface & > 0, es asi que como
los términos que mazimizan Q(6,0y) son

ra /}kJrl ?kJrl T (2.3.48a)
Ck+1 Diy1
PN (2.3.48b)

A su vez, para los pardmetros restantes (usando ® definido en (22312))

Qi1 0

I
0  Rpi

=o—ouxte” (2.3.49a)




2.3. ALGORITMO EM EN EL DOMINIO DEL TIEMPO 17

Py 2 Pyy (2.3.49b)

Entonces el vector n definido en (Z34T) es un punto estacionario de Q([BT, 17T, 0) con
respecto a 1, y los estimados de Il como Py definidos anteriormente son no negativos por
construccion. A su vez, si los estimados de I1 y Py son positivos definidos, si la secuencia

de entrada {uy} es tal que
N—

—

uguy >0 (2.3.50)
k=0

si Oy, implica un sistema controlable y observable, y si n € Oq, entonces

f) = argmax Q (M ,t%) (2.3.51)
n€EO2 n

En combinacidn con las expresiones obtenidas en ([23.48), esto otorga un dnico mdximo
global de Q(6,0) para 6 € ©.

Demostracion. Considere en primera instancia maximizar Q(6,6)) con respecto a . Es
asi que solo hay que tomar las expresiones dependientes de I' y u, las cuales pueden ser
escritas como

O, 0) = ~Tr { P B { (w0 — (w0 — )7 ¥, 00 } } = =T {5 [(Gor — 1) oy — )" + Py}
(2.3.52)
y

QUL ) = T {7 [@ — oI'" — 17 + T~ '17]} =

—Tr {H*l[(r —UEHSC - 4+ o — \IJE’l\IJT]} (2.3.53)

Claramente ambos términos anteriores son maximizados de manera global con respecto a
los elementos de S con las elecciones tomadas en (2.3.4).
Ahora bien, maximizando respecto a los términos de 7, teniendo en cuenta el B escogido
anteriormente, es que se puede derivar matricialmente e igualar a cero
%Q(H, 0) = % log det IT + %Tr (e - vx—te’}
nt—mat@—-ve e

(2.3.54)

Esto es claramente cero para la eleccién para IT mostrada en (Z3.49), el cual es definido
como un punto estacionario de Q(@,ék) con respecto a una parametrizacion simétrica y
definida positiva de II, con lo que se completa las demostraciones para (2348 - [2:3.49).
Las demostraciones que quedan en el Lema aparecen en [10]. |

Con todo lo expuesto anteriormente, es que se tiene completo el algoritmo EM para un
sistema lineal invariante en el tiempo, en tiempo discreto y en variables de estado definido

en 23.0) - @3.3).
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2.4. Sistemas en tiempo continuo y modelos discretos

Todo lo analizado anteriormente es para sistemas discretos. Cuando los datos de entrada
y salida se obtienen a partir de un sistema en tiempo continuo sujeto a perturbaciones
estocdsticas es posible modelarlo como un sistema discreto considerado en la Seccién 2.3l La
relacion entre ambos dominios (continuo y discreto) se encuentra en [I1] mediante el siguiente
modelo de ecuaciones diferenciales estocasticas (SDE-model, por sus siglas en inglés) [33]

dx(t) = Aea(t)dt + Beu(t)dt + duw(t) (2.4.1)
dz(t) = Cox(t)dt + Dou(t)dt + du(t) (2.4.2)

donde u(t) € R, y(t) € R, y z(t) € R" son la entrada, salida y estados respectivamente;
como también las matrices del sistema son A, € R™*", B, ¢ R"*! C, ¢ R'™*"y D, € R; y
las perturbaciones incrementales de estado dw(t) y la perturbacién incremental en la salida
dv(t) son procesos estocasticos independientes, de media cero y distribucién Gaussiana (esto
es, w y v son procesos de Wiener) tal que

T Qc 0 .
o i) )] }- 0[0 o) o 24

El estado inicial es independiente de dw(t) y dv(t), de distribucién Gaussiana con media
Ty y covarianza Py. Se asume entonces que existe conocimiento a priori de algunas carac-
teristicas del sistema, tal como podria ser la estabilidad del sistema. Se asume también que
el periodo de muestreo es constante Ts = A.

2.4.1. Modelos en tiempo discreto

El problema de muestrear senales de tiempo continuo sujeta a perturbaciones ha sido
ampliamente analizado en la literatura [I1] [34] [35] [36] [37]. Se asume entonces que la
entrada en tiempo continuo u(t) se genera por alguna secuencia de entrada uj mediante un
retentor de orden cero (ZOH, por sus siglas en inglés), esto quiere decir que

ut) =ur , kA<t <(k+1)A (2.4.4)

donde A es el periodo de muestreo constante. A su vez, se incluye un filtro de integracién y
reseteo (IRF, por sus siglas en inglés) a la sefial de la salida del sistema antes del muestreo
instanténeo, tal como se describe en [I1] [36] [38]. Bajo estas condiciones, es que se puede
definir el siguiente modelo en tiempo discreto en una forma incremental, la cual posee las
mismas propiedades de segundo orden que el sistema continuo muestreado [37]

d:v: = Asxip A + BsurpA + dw,': (2.4.5)
ﬂk+1A = dz,j = Csxp A + Dsup A + d’l}]j (2.4.6)

donde los incrementos se definen por

dff = fror1— fr (2.4.7)
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Las matrices son dadas por

efded T 1 [A A
= - | — cn
A§ A B B§ A‘/O (& dn Bc (2.4.8)
1 A
Cs =C. —/ et dn (2.4.9)
A Jo
I
Ds =D, +C. |~ / / etednde | B, (2.4.10)
A 0 0

y la estructura de la covarianza de los vectores de ruidos es dada por

E { {ZZHT {Zfﬂ} _ [(SQ(;();T }iﬂ ASL(L— k) (2.4.11)

donde
Qs S 7i /A eAen 0
(Sg)T Rs| A o LCc fon eACEdf I
T (2.4.12)
y Q. 0 eAen o,
0 R |C.[lertae 1) VT
Demostracion. La demostracién se encuentra en [36], y una implementacién estable en

términos numéricos para obtener las integrales de las exponenciales matriciales se presenta
en [39]. Se observa que si el periodo de muestreo A tiende a cero, este modelo incremental

2439)-([Z4T12) converge a su representacién SDE (Z4.1)-(Z4.2). |

Alternativamente, este modelo en tiempo discreto en forma incremental (Z4.5])-(2.4.12)
puede ser expresado usando el operador de adelanto ¢:

qTi = Ty1 = Aqu + Bquk + Wi (2.4.13)
Y = quk + unk + Uk (2.4.14)

donde la estructura de la covarianza de los vectores de ruido es

E { [?IZ]T [g,:] } _ [(g;)zT f%j Src(l — k) (2.4.15)

Con esto es que se puede definir las siguientes transformaciones afines entre las matrices del
modelo en tiempo discreto en su modo incremental con el descrito mediante el operador de
adelanto ¢ tal como se ve a continuacién

Aq = I+ AA5 ) Bq = AB§ ) Cq = Cé 5 Dq = D5 (2416)
1
Qq = AQ5 ’ Sq = 55 ’ Rq = KR6 (2417)

Con esto podemos definir la siguiente observacion
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Observaciéon 2.4.1. El modelo con muestreo de las seriales en forma incremental es ideal
para aplicaciones con altas tasas de muestreo, debido a su convergencia cuando A — 0 [35]
[36] [F7]. A su vez, este modelo puede ser preferido para estimar los pardmetros de tiempo
continuo de manera directa a partir de datos muestreados [T7].

Lema 2.4.2. Las condiciones de estabilidad sobre las matrices A para los sistemas discretos

definidos en (Z40)-2412) y @4I13)-Z4ID) son

» Para el sistema discreto definido por el operador de adelanto q es que los autovalores
de A, se encuentren en z € C tal que |z| < 1, o sea, el circulo unitario.

s Para el sistema discreto en forma incremental, es que los autovalores de As es que se
encuentren en v € C tal que |y + x| < %.

Demostracion. Para el sistema discreto definido mediante el operador de adelanto se tiene
que ([Z4T3) se puede reescribir como

n—1 n—1
Tyl = AII;JFI.’L'Q + Z A];Bqun_l_k + Z Algﬁ)k_l_k (2.4.18)
k=0 k=0

Se puede apreciar que las sumatorias que contienen A* pueden tomarse como sumatorias
geométricas matriciales, por lo tanto la condicién de estabilidad es que los autovalores de
Ay se encuentren dentro del circulo unitario. Mas detalles se encuentran por ejemplo en [37].

Para el sistema discreto definido en forma incremental, es que se puede usar las ecuaciones
de equivalencia entre los modelos ([Z.4.16]). Aqui se ve que el mapeo entre autovalores de A4,
a As es z =14 A~, por tanto si la condicién de estabilidad para A, es que sus autovalores
se encuentren en la regién |z| < 1, entonces la condicién para autovalores de Ajs es que
sus autovalores se encuetren en la regién |1 + Ay| < 1 < |+ + 9| < 1/A, quedando
demostrado. |

Observaciéon 2.4.3. Note que las restricciones cuando se estima A, o As nacen a partir
de conocimiento que se tenga a partir de A..

» Por ejemplo, si A, es estable, entonces Ay y As son estables (esto quiere decir que
sus autovalores se encuentran dentro de las regiones de estabilidad definidas para cada
uno).

s A su vez, si A. posee autovalores complejos conjugados (o sea, polos resonantes),
entonces Aq y As poseen polos resonantes.

Detalles se pueden encontrar en [37).



Capitulo 3

REGIONES DEFINIDAS POR
DESIGUALDADES
MATRICIALES

Una amplia gama de problemas asociados a control e identificacién de sistemas han
podido simplificarse a problemas de optimizacién convexa usando desigualdades matriciales
lineales (LMI, por sus siglas en inglés). El uso de LMI en el andlisis de sistemas dindmicas se
remonta a las desigualdades de Lyapunov, que establecen que un sistema continuo y lineal
es estable si y sélo si existe una matriz P simétrica y definida positiva tal que la matriz A
del sistema cumpla con AP + PAT < 0.

En teoria de control existen varios ejemplos de usos de LMI. Entre los principales des-
tacan la de fijar los polos de lazo cerrado cumpliendo ciertos criterios de desempeno. Por
ejemplo, en [40] [41] [42] se muestra que la sintesis de controladores que cumplan cierto
desempernio en H, puede ser formulado como un problema de optimizaciéon convexo usando
LMI. Estas LMI corresponden a desigualdades que son similares a la resolucién de la ecua-
cién de Riccati. Dado que las LMI reflejan principalemte una restriccién en la ubicacién de
los polos, es que ofrece mayor flexibilidad en la combinacién de esto con otras restricciones
en el sistema de lazo cerrado [43]. En [44] se muestra como disefiar controladores de retroali-
mentaciéon en H,, para cumplir distintas clases de restricciones en la ubicacién de los polos
para regiones convexas en el plano complejo usando LMI. Por otra parte, en [45] se analiza
la ubicacién de los polos de lazo cerrado de manera robusta en regiones definidas por LMI.

Ejemplos de uso de LMI en identificacién de sistemas estan asociados a estimacién usando
métodos de subespacios. Por ejemplo [17] se usan las desigualdades de Lyapunov (LMI) para
restringir los polos del modelo identificado a que sean estables. A su vez, dentro de este marco
se encuentra el trabajo de [46] [47], en el cual el uso de LMI similar al del [I7], apunta a
obtener un sistema con polos estrictamente reales. Por su parte [I8] extiende estos resultados
para regiones basadas en LMI, lo cual es una generalizacién de los resultados anteriores.

Las LMI pueden ser resueltas de manera eficiente usando algoritmos de punto interior,
tal como se describe en [48] [49] [50], ofreciendo una simplificacién del problema original en
términos numéricos y computacionales.

21
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3.1. Desigualdades matriciales lineales

Una desigualdad matricial lineal tiene la forma de

m
F(z) £ Fy+ > x:F; >0 (3.1.1)
i=1
donde x € R™ y las matrices F; € R"*", ¢ = 0,...,m son matrices constantes dadas. El
simbolo de desigualdad en BT hace referencia a que F'(z) es una matriz definida positiva,
lo que significa que u” F(x)u > 0 para todo vector no nulo v € R"*". La desigualdad dada
en (BT es equivalente a un conjunto de n desigualdades polinomiales en x, es decir, que
los principales menores de F(x) sean positivos (ver Criterio de Sylvester en Seccién 4).
F(z) es una restriccién convexa en z, o sea que el conjunto {z € R™|F(z) > 0} es
convexo. A su vez, problemas como desigualdades lineales, desigualdades cuadréticas linea-
les, desigualdades de normas matriciales, y restricciones que aparecen en teoria de control,
tal como desigualdad de Lyapunov o desigualdades cuadréaticas matriciales lineales pueden
llevarse a una forma de una LMI.
Mids caracteristicas de LMI pueden encontrarse en [43].

3.2. Regiones LMI

Las regiones LMI son regiones del plano complejo que puede ser representado por una
desigualdad de matrices lineales. Sea D una regién LMI subconjunto del plano complejo
definido por

D={zeC: L+:zM+zM" <0} (3.2.1)

donde LT = L € R™*™ y M € R™*™, La funcién matricial
fo(z) =L+zM+zM" (3.2.2)

es llamada la funcién caracteristica de D. Note que la funcién caracteristica fp es una
funcién que toma valores en las matrices Hermitianas en el espacio de m x m. A su vez, una
matriz P < 0 indica que —P es definida positiva.

En otras palabras, una region LMI es un subconjunto del plano complejo que es repre-
sentado por una LMI en z y Z, o equivalente, una LMI en 2z = Re(z) como y = Im(z),
teniendo asf la forma dada por BLI)). Como resultado, es que la regién LMI es convexa
y més aun, estas regiones son simétricas con respecto al eje real dado que para cualquier
z € D se cumple que

fo(2) = fp(z) <0 (3.2.3)
Con esto, se tiene la siguiente definicién

Definicién 3.2.1 (D-estabilidad). Una matriz A € R"*™ es D—estable si sus autovalores
se encuentran dentro de la region del plano complejo D.

Teorema 3.2.2. Sea una matriz A € R"*™. La matriz A es D-estable si y solo si existe
una matriz simétrica P > 0 tal que

Mp(A,P) <0 (3.2.4a)
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Mp(A,P)2L®P+M® (AP) + M" @ (PAT

(3.2.4b)
= [LpaP + My (AP) + My (PAT) 1 <hi<m

Demostracion. Si X € C"*" es una matriz Hermitiana definida positiva entonces su parte
real Re(X) es una matriz real simétrica y definida positiva. La demostracién es que si
X =Re(X)+Im(X)j y X = X es claro que Re(X) tiene que ser simétrica y que Im(X)
es antisimétrica. Como resultado, si v’ Xv = vTRe(X)v para cualquier v € R™, por lo tanto
Re(X) =Re(X)T > 0.

Con esto en mente, se empieza la demostracion de suficiencia. Sea A\ algin autovalor de
A, y seav € C" ser un vector no negativo tal que v A = \vf’. Usando entonces la identidad

(Im @ v YMp (A, P)(I,, @ v) = (v Pv)fp()) (3.2.5)

es inmediato que si se cumple que Mp(A,P) < 0y P > 0 implica que fp(A\) < 0, o
equivalentemente, que A € D. Por tanto A es D-estable. Ahora resta demostrar la necesidad.
supongamos que A es D-estable. Se debe demostrar la existencia de una matriz P > 0 tal
que Mp < 0. Para esto, es ttil definir matrices complejas A € C"*" y P = PH ¢ Cnxn»
como sigue

Mp(A,P)2L® P+ M ® (AP)+ M*T @ (AP)? (3.2.6)

Sea el caso donde A es diagonal A = Diag()\;), con \; € D. Es fécil verificar en tal caso que
Mp(A, I) = U Diag(fp(\))U (3:2.7)

donde U es alguna matriz de permutacién. Por lo tanto, Mp(A, P) < 0 se cumple para
pP=1

Ahora bien, el caso general sea A la matriz diagonal de los autovalores de A (contando
la multiplicidad del polinomio caracteristico). De lo visto anteriormente es que tenemos que
Mp(A,T) < 0 se cumple. Trabajando entonces con la forma canénica de Jordan para A es
que se puede construir una secuencia de matrices invertibles T} tal que

lim T, 'AT, = A (3.2.8)
k— o0
Por ejemplo, se puede tomar
kE 0
T = 2.
=[] (329)
si se tiene
Al
A= 3.2.10
o (32.10)

Dado entonces que Mp(Y,I) es una funcién continua en Y, se cumple que
Jim Mp (T ATy, I) = Mp(A,T) < 0 (3.2.11)
—00

Por lo tanto, Mp (Tk_lATk, I) < 0 para un k lo suficientemente grande. Entonces, dado un k
definido y sea T' £ T},. Usando la identidad (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) y la definicién
dada por ([3.2.41) se puede verificar que

(Im @ T)Mp(T AT, I)(I,, ® TH) = Mp(A, TTH) (3.2.12)
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Juntando esto con que Mp(T~1AT,I) < 0, es que se debe cumplir que Mp (A4, P) < 0 para
algin P = TTH > 0.

Para finalizar la demostracién, se observa que a pesar de que P = TTH no es necesa-
riamente real, su parte real satisface Re(P) > 0y que Mp(A4,Re(P)) = Re(Mp(4,P)) <0
como consecuencia de lo descrito al principio de la demostracién y tomando un A real. B

Adicionalmente, propiedades importantes de las regiones LMI que se pueden mencionar
son [44] [45] [18]

= Intersecciones de regiones LMI son regiones LMI.

= Cualquier region convexa y simétrica con respecto al eje real puede ser descrita por
una regién LMI.

3.3. Regiones LMI de interés

En esta seccién se describiran regiones LMI de interés en lo que respecta a identificacién
de sistemas.

Lema 3.3.1 (Circunferencia). Se desea que los autovalores de A se ubiquen dentro de una
circunferencia centrada en (q,0) y de radio r. Para este caso, se tiene que las matrices para

G2 son
L= {:; :ﬂ M= [8 (1)} (3.3.1)

Demostracion. Para demostrar esto, es que se toma ([B.2.1]) como

- —q+z

J‘D—Lquz . ]<O@[qi2 q_z]>0 (3.3.2)

r

Dado que la matriz anterior es Hermitiana es que se puede usar complemento de Schur para
demostrar que es una matriz definida positiva si se cumple que

r>0 (3.3.3a)
r—(g=2rtg—2)>0 (3.3.3b)

Desarrollando la segunda desigualdad de (8:3.3) se tiene que

r—(g—2r(g—2)>0
r?—(@=2)(g—2)>0
r—(¢® = (z+2)g+|2]|*) > 0 (3.3.4)
- +2eq—2—9y> >0
(x—q)?+y* <r®
donde z =Re(z) e y =Im(z) y siendo esta dltima la ecuacién de circunferencia en el plano
complejo, de radio r y centrado en (g, 0). |
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Por tanto, para que los autovalores de una matriz A € R™ estén dentro de esta circun-
ferencia se requiere que

-r —q 0 1 0 0 T
T ere]y gJeans ] e ean <o, (33.5)
Lo cual queda como
—rP —qP + AP
[_qp+ (AP)T P ] 02, (3.3.6)

Como se desean soluciones cerradas, es que se desea un P > 0,, y que la inecuacién anterior
sea cerrada. Para esto basta escribirla como

{ r(P—4dl,) —(¢P+Q)
—(gP +QT) rP

Lema 3.3.2 (Semiplano). Se desea que los autovalores de A se ubiquen a la izquierda de la

] > Oap (3.3.7)

recta Re(z) = a. En tal caso se tiene que las matrices para [B21) son
L=-2a , M=1 (3.3.8)

Demostracion. La regién en el plano complejo que se encuentra a la izquierda de la recta
Re(z) = « se puede escribir como

Re(z) <ae (24+2) <2ae —2a+2+Z (3.3.9)

Es asi como se encuentra rdpidamente las matrices (en este caso, constantes) para la ecuacién

B2I)
L=-2a2 , M=1 (3.3.10)

quedando asi demostrado. |

Lema 3.3.3 (Banda Imaginaria). En este caso se quiere que los autovalores de A se ubiquen
en la zona del plano complejo |Im(z)| < a.. En tal caso las matrices para definir B.2.1) son

—2a 0 0 -1
L= M= 3.3.11
AR G2
Demostracion. Para la demostracion la regién en z € C tal que
Mm(z)|<a , a>0 (3.3.12)
la podemos definir como -
w = 22_]2 = Tm(z) (3.3.13)
entonces se puede trabajar como
[|w]| < o
lwll* < o

’LU'U}*<O[2

(z;jz) <_i2+jz> <2 (3.3.14)

(z—2)(—2 + 2) < 4a?
402 — (2 = 2)(—24+2) >0
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Ahora bien, el equivalente a lo anterior es lo siguiente

402 — (2= 2)(=24+2) >0 , a>0

@{ 20 (2—2)]>0

(—z+2) 2 (3.3.15)
—2a —(z—2)
< {—(—z +2) —2« } <0

Esto es equivalente dado que se puede usar el criterio de Sylvester para matrices definidas
positivas (o negativas), encontrando las ecuaciones equivalentes mostradas. Por lo tanto, se

tiene entonces que
—2a 0 0 -1
AN T o
quedando entonces demostrado. |

En el siguiente Lema se obtiene la combinacion de regiones LMI

Lema 3.3.4 (Combinacién de regiones LMI). Sean dos regiones LMI generalizadas escritas
como

fpi(z) = Ly + zM; + zZMT

. (3.3.17)
fp2(z) = Lo + zMs + ZM,

Es asi que la interseccion entre ambos se representard con una funcion caracteristica

fp3(2) = Ly + zM3 + 2M3 (3.3.18)
tal que
M1 0 L1 0
Maq = Lo = 3.1
. [O MJ Ly [O LJ (3:3.19)

Demostracion. La demostracién que se debe hacer es que
fp3(2’) <0< fpi (Z) <O0A fpg(z) <0 (3320)

Se parte primero demostrando la suficiencia. Sea entones

_ Ll —|— ZMl —|— EMT 0
Ly +2Ms + zM7 = ! 3.3.21
3 2Ms+ 20 0 Lo+ 2Mj + zMF (8:3.21)
por lo tanto se tiene que
Lz +2zMs+zMI <0 (3.3.22)

Esto quiere decir que si la funcién caracteristica es definida negativa, entonces para cualquier
vector v de dimensiones apropiadas se cumplird

o L1+ 2My + zM{ 0

T asT
Ly + 2M; + zMT)o =
v (Ls +2Ms + 2My v =v 0 Lo+ zMy + M7

v<0 (3.3.23)
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Es asi quesiv? = [uT O} , con u vector cualquiera de dimensiones apropiadas y 0 representa
un vector de ceros de dimensiones apropiadas, entonces

sasT
[uT 0} Ly + 2M; + ZM{ 0 ] [u:| <0

0 L2+ZM2+§M2T 0
= ul(Ly + 2My 4+ ZMIYu < 0

(3.3.24)

por lo que L; + zM; + zZM{ es definido negativo, representando la primera regién LMI.
Andlogamente, si vT = [0 wT}, con w vector cualquiera de dimensiones apropiadas y 0
representa un vector de ceros de dimensiones apropiadas, entonces

[0 wT} L1+ZM1+§M1T 0 ][0

0 LQ—FZMQ—FEMQT
= wT(Lg + zMs + EMQT)’U) <0

w] <0 (3.3.25)

siendo asf Ly + zMs + zMJ definido negativo, representando la segunda regién LMI y
demostrando la suficiencia. Resta demostrar la necesidad. Entonces si se cumple

Ly 4 2My + ZM{ <OA Ly 4 2My + ZMJ <0 (3.3.26)

usando la definicién de (B32I]) y tomando un vector u y w cualquiera real de dimensiones
apropiadas es que

[’U,T ’wT} Ll —|— ZMl —|— EMiT 0 u

0 L2 —|— ZM2 —|— EMéT

=ul (L1 4+ 2My + ZM{ )u + w” (Ly + 2Ma + ZM3 )w

w (3.3.27)

Es claro asi que, como las matrices que representan fp; y fpo son definidas negativas, es
que
ul'(Ly 4 2My + ZM{ )u 4+ w” (Ly 4+ 2Ma + ZM3 )w < 0 (3.3.28)

demostrando que fp1 < 0A fp2 < 0= fpz < 0, quedando demostrado (3320), por lo que
fps con las matrices de (B319) representa la ecuacién caracteristica de la interseccién de
las dos regiones LMI y siendo asi una regién LMI. |

Con esto, sea la interseccién de un disco centrado en (—¢,0) con radio r y un semiplano
Re(z) > a & —z 4 —Z 4 2a < 0. Se cumple para el disco que

L= [‘q’” _‘IT] , M, = {8 (1)] (3.3.29)

y para el semiplano Re(z) > «
Ly=2a, My =—1 (3.3.30)

Por lo que la intersecciéon tendra matrices

-r q 0 0 1 0
Ls=|q -r 0| ,Ms=1]0 0 O (3.3.31)
0 0 20« 0 0 -1
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En las siguientes figuras se simulan regiones en el plano imaginario son resultado para
distintos semiplanos y discos en Wolfram Mathematica

e T T T T T = T T T T T =]

(a)a:07q:07T:1 (b)azl,q:3,r:3 (C)Oé:—l,q:—?)’”r:?)

Figura 3.1: Interseccién de un semiplano Re(z) > o y un disco centrado en (g,0) y radio r

por lo que las matrices mostradas en ([B.331)) son efectivamente las que representan la
interseccién de un disco con un semiplano.

Lema 3.3.5 (Seccién Circular). Si se desea que los autovalores de una matriz A se ubiquen
dentro de una seccion circular, la cual se define dentro de una circunferencia de radio r y
centro (q,0) y a la derecha de las rectas © = % +q conm >0,z = Re(z) ey =Im(z), es
que se usa la combinacion de ambas regiones. Las matrices que definen la region compleja
a la derecha de las rectas x = I::L_I +q, con © = Re(z) e y = Im(z) son

[-2¢ o0 =
w2 0] aa-[LF] 33

m

y combindndola con las matrices que definen la circunferencia

Lo = [:; :z] , M = {8 (1)} (3.3.33)

se puede definir entonces las matrices para B.21)) que representan la seccidon circular

(L 0 M0
I Y ) 230

Esto por el Lema[3.-33)

Demostracion. Esta seccion circular debe ser simétrica respecto al eje real y convexa. Para
esto es que se considera z € C con z = z+1y. Una seccién circular se compone de dos rectas
de pendientes m y —m, y un radio maximo r. Si nos centramos unicamente en las rectas
(que pasan por el centro de la circunferencia) es que las rectas son

y=xm(x—q) (3.3.35)
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Esto se puede expresar como

=" 14gq (3.3.36)

Ahora bien, como se quiere una seccién definida a la derecha de estas rectas para ser convexa
es que se cumple

. (M N q> >0 (3.3.37)
m
Resumiendo, las reestricciones son
x>q (3.3.38)
. (M N q> >0 (3.3.39)
m
Esto se puede reescribir como
(z—q)*>0 (3.3.40)
2 (Y1) > 3.3.41
(-0 = (Z) = (3.3.41)

Como z es la parte real e y la imaginaria, esto puede llevarse a

P z—2\?
— )2 - >
(5=~ +< 2m> >0 (3.3.42)

Esto llevandolo a matrices es equivalente a lo siguiente

E_ g _z=z
{ %z ar } >0 (3.3.43)
2m = 4

Esto se puede demostrar usando el complemento de Schur, y llegariamos a las ecuaciones
de las rectas mostradas. Es asf entonces que (multiplicando la ecuacién matricial por 2) las
matrices de LMI que representan la zona descrita son

[-2¢ 0 1 =
N T T

Quedando asi demostrado. Las matrices para seccién circular ya se analizaron en el Lema
B3Iy la combinacién de regiones LMI se analizé en el Lema 334 [

Usando Mathematica se hace pruebas para graficar la zona LMI con las matrices descritas
L y M, y obviamente agregandolas a las de circunferencia centrada en (gq,0) y radio r.
Tomando entonces un ¢ = 1, radio r = 1 y pendiente m = 1 es que se tiene entonces
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1.0 T

10
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

X

Figura 3.2: Regidn circular centrada en (1,0), de radio » = 1 y pendiente m = 1.

En la Figura se aprecia que lo mostrado corresponde a la regién circular buscada.



Capitulo 4

ALGORITMO EM CON
RESTRICCIONES

En este Capitulo se abordara el algoritmo EM propuesto con restricciones definidas
por LMI. Este algoritmo cumple el objetivo de preservar caracteristicas que se saben a
priori del sistema que se estd modelando. Se mostrara la manera de simplificar los calculos
computacionales mediante el uso del criterio de Sylvester, y los problemas que se presentan

al usar algoritmos de optimizacién no lineal con restricciones presentes en la plataforma
Matlab.

4.1. Algoritmo EM con restricciones

En esta seccion se presenta el algoritmo EM con restricciones en la ubicacién de los
polos del modelo obtenido. En lo presentado en la Seccién 2.3.1] se puede ver en las ecuacio-
nes (Z311)-2312) la funcién a optimizar Q(6, ;) en el algoritmo EM. Estas ecuaciones
muestran la funcién auxiliar a optimizar para un modelo en tiempo discreto descrito con
el operador de adelanto (23] - (23.3]). Tal como se menciona en la Seccién 2.4] se puede
también describir un modelo en tiempo discreto en forma incremental, a partir del modelo
discreto descrito con operador adelanto usando las ecuaciones (ZZ4T6]) - (Z4.TI7). Esto sirve
enormemente, ya que se puede modificar asi la funcién auxiliar Q(6, ék) para obtener los
parametros descritos en el modelo (ZZ.5]) - (Z4.12)), el cual responde mejor altas tasas de
muestreo.

De esta manera, lo que se tiene para el algoritmo EM sin restriccion es equivalente a

0r41 = argmin = — Q(0, 0) (4.1.1)
0

donde 6 posee los pardmetros para el modelo en el cual se esté trabajando (en forma incre-
mental o con operador de adelanto).
Tomando en cuenta lo visto en el capitulo B es que mediante la siguiente funcién

fo(z)={2€Z:L+Mz+M"z <0} (4.1.2)

donde L,M € R™*™ y [ es simétrica, fp(z) define una regién del plano complejo. Es
asf que para una matriz cualquiera A € R"*", si existe P = PT € R"*" definido positivo y

31
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se cumple lo siguiente
LoP+MeAP+M" ® (AP)" <0 (4.1.3)

Entonces A tiene sus autovalores dentro de la regién del plano complejo definido por (£I12)
usando las matrices L y M. Por lo tanto, podemos modificar el criterio de optimizacion
(11D de la siguiente manera

0r41 = argmin = — Q(0, ) (4.1.4a)
[%

Sujeto a

LoP+M®AP+M" @ (AP)T <0 (4.1.4b)

P=P'>0 (4.1.4c)

Donde L y M definen la regién donde se desea que la matriz A tenga sus autovalores (A
puede ser la matriz para el modelo discreto en forma incremental ([2:4.5) o definido con el
operador de adelanto (Z3.1])).

Se debe recordar que las desigualdades de (4.1.4b) y (4.1.4d) indican que las matrices

que se encuentran a mano izquierda sean definidas negativa y positiva respectivamente. El
enfoque usando regiones LMI para restringir los autovalores de A es ventajoso, dado que
en vez de calcular directamente los autovalores de A y restringir su parte real e imaginario,
es que se usan la matrices a la izquierda de la desigualdades (£.1.4D)-(@I4d) las cuales son
simétricas y reales, por lo que se puede usar el criterio de Sylvester para definirla negativa
(o positiva).

4.1.1. Criterio de Sylvester

El criterio de Sylvester indica que una matriz simétrica (en general, Hermititiana) es
definida positiva si y sélo si sus menores principales son todos positivos. Cuando se aborda
la demostracién de suficiencia de menores principales positivos en textos de dlgebra lineal,
es usual basarlo en eliminacién Gaussiana [51, pp. 331-332] o en teorfa de reduccién de
formas cuadraticas [62, pp. 328-329]. Aqui se tomard una demostracién [53] que hace uso de
ideas de teoria de espacios vectoriales. Esta demostraciéon es corta y requiere sélo conceptos
simples de &lgebra lineal. Demostraciones menos directas son dadas en [54].

Teorema 4.1.1. Sea W1 y Wy subespacios de dimension finita de un espacio vectorial V.
Entonces se cumple

Demostracion. Extendiendo una base para Wi N Wy a una base de W; y una base de Ws.
Estas bases se combinan para formar una base de Wy +W5. Més detalles pueden encontrarse
en [62, p. 36] o [51, pp. 199-200]. [ |

Dado que los determinantes de matrices similares son iguales, entonces se tiene la si-
guiente observacion

Observacion 4.1.2. El determinante de una matriz diagonalizable es el producto de sus
autovalores.
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Teorema 4.1.3 (Teorema Espectral). Sea A una matriz simétrica real R™*™. Entonces
todos los autovalores de A son reales y existe una base ortonormal de R™™™ siendo los
autovectores de A.

Demostracion. Revisar [62, pp. 312-314] o [51], pp. 295-296]. |

Teniendo todo lo necesario definido para la demostracion, procedemos el analisis para
matrices definidas positivas.

Definicién 4.1.4. Una matriz real simétrica A € R™"*" es definida positiva si para todo
vector no nulo v € R™ cumple
vl Av >0 (4.1.6)

Definimos el siguiente teorema

Teorema 4.1.5. Una matriz real y simétrica A es definida positiva si y solo si todos sus
autovalores son definidos positivos

Demostracion. La demostracion se basa en que dado que es definida positiva, implica que es
diagonalizable. Como es simétrica, sus autovectores pueden elegirse ortonormales entre si,
por lo tanto A = VDVT, con V la matriz con los autovectores y D la matriz de autovalores.
Entonces, para un vector u € R™ se tiene que:

u' Au =T VDVTu = (VIuw) " D(VTu) (4.1.7)
Se observa que VT u € R™ es un vector, por lo tanto si definimos V7w = s, se tiene
(VIu)TD(VTu) = sT Ds = vec(s” Ds) = s @ s vec(D) (4.1.8)

Como D es la matriz diagonal de autovalores, la expresion anterior es positiva si y sélo
si todos los elementos de D son mayor a cero. |

Ahora, definamos los menores principales

Definicién 4.1.6 (Menores Principales). Sea A € R™ ™. Para 1 < k < n, la k—ésima
submatriz principal de A es la matriz k X k formada por las primeras k filas y k columnas.
Su determinante se define como el k—ésimo menor principal.

Lema 4.1.7. Sea v1,...,v, una base de un espacio vectorial V. Suponga que W es un
subespacio de V de dimension k. Si m < k, entonces existe un vector no nulo w € W el
cual es combinacion lineal de Vyyt1, ..., Up.

Demostracion. Dado que
dm W+ n—-m)=k+n—-—m>n (4.1.9)

Entonces, W tiene interseccién no trivial con el espacio generado de v,,+1, ..., v, por el
Teorema [L.1.T1 |

El siguiente Lema es un caso especial del Teorema ”min-max”de Courant-Fischer [54, p.
179].
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Lema 4.1.8. Sea A € R™ ™ una matriz real y simétrica. Si wr Aw > 0 para todos los
vectores no nulos w en un subespacio W de dimension k, tal que W es subespacio de R",
entonces A posee al menos k autovalores positivos (tomando en cuenta la multiplicidad).

Demostracion. Sea vq,...,v, una base ortonormal de R™ construida con los autovectores
de A. Sea A1,...,\, los autovalores correspondientes de A. Suponga que los primero m
autovalores son positivos y el resto no lo es. Si m < k, entonces el Lema [£.1.7] implica que
existe un vector no nulo w € W el cual puede ser escrito como

W= Crna1Vma1 + - + CnUm (4.1.10)
Por lo que se tiene
TA o i . A T 2 )\ 2
w Aw = CiCRAKV] Uk = Crppi Amt1 + o + 0o A (4.1.11)
J,k=m+1

dado que vy, ..., v, es un conjunto ortonormal. Pero entonces se tiene w’ Aw < 0, lo cual es
una contradiccién, por lo que m > k, tal como se busca. |

Con todas estas definiciones y lemas, es que se presenta el Criterio de Sylvester.

Teorema 4.1.9 (Criterio de Sylvester). Una matriz real simétrica es definida positiva si y
solo st todos sus principales menores son positivos.

Demostracion. Es directa la demostracién que los principales menores positivos es condi-
cion necesaria. Esto se logra mostrando que cada k—ésima submatriz principal es positiva
definida, por lo tanto tiene determinante positivo por el Teorema y la Observacion
Nuestra demostracién que los principales menores positivos implican una matriz po-
sitiva definida procede mediante dos Lemas vistos .17y E.T.8l Usando estos Lemas, es que
la demostracién de suficiencia se completa mediante inducciéon: Para n = 1, el resultado
es trivial. Asuma entonces la suficiencia de los menores principales positivos para matrices
reales y simétricas (n — 1) X (n — 1). Si A € R"*" es matriz real y simétrica con menores
principales positivos, entonces, por hipétesis inductiva, sus (n — 1) submatrices principales
son positivas definidas. Sea W el subespacio (n — 1)—dimensional de R™ consistente con los
vectores los cuales sus ultimos valores son cero. Entonces para cualquier vector no negativo
w € W, w? Aw > 0. El Lema E.T.8 implica entonces que A posee al menos n — 1 autovalores
positivos (contando multiplicidad). Se aplica entonces la Observacién y el hecho que
det(A) > 0 para concluir que A posee n autovalores positivos. |

Con esto, definamos entonces el problema de optimizacién considerando lo siguiente.

Definicién 4.1.10 (Constrained EM). Sea una regidn del plano complejo D, la cual es
convezxa y simélrica con respecto al eje real. Esta region la definimos mediante el uso de
LMTI usando la funcion caracteristica [@I12), obteniendo las matrices L, M € R™>*™. A
su vez, sea un sistema a identificar usando modelos de tiempo discreto dados por (2Z31])-
@33), o equivalentemente ZAR)-@ZATD). Si se desea que la matriz A € R™" "™ de estos
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modelos estimados usando el algoritmo EM posea autovalores dentro de la region del plano
complejo D, es que el paso M se define como

Ors1 = argmin - — Q(60, ) (4.1.12a)
0

Sugeto a

>0 , i=1,...n-m (4.1.12b)

;>0 , j=1..n (4.1.12¢)

Donde se tiene que (A1.120)-(AI112d) son los menores principales de las matrices en (L13)),
es decir:

ci=det(—(LO@P+M® AP+ M* @ (AP) )1i14) , i=1,..,n (4.1.13a)
pj = det(Pl,jJ:j) N j = 1, ey (4113b)

Siendo el operador Pi.j1.; la submatriz principal de P definida por los primera j filas y
columnas.

4.1.2. Funciones de barrera logaritmica

El problema de optimizacion no lineal definido en el paso M para el algoritmo de estima-
cién usando regiones LMI puede ser resuelto, por ejemplo, usando fmincon(-) en MatLab.
Sin embargo, esta herramienta de optimizacién no lineal no garantiza que las restricciones
son estrictamente satisfechas en cada iteracion. De acuerdo a la informacién presente del
desarrollador en [55] solo restricciones de acotacién (bound constraints en inglés) se cumplen
estrictamente en cada iteracién. Estas restricciones son del tipo

Ib<z<ub (4.1.14)

Donde z es la variable a encontrar en el problema de optimizacién, b y ub son vectores
constantes que corresponden a las cotas inferior y superior respectivamente de z. Claramente
esta restriccién no es la que se muestra en el problema de optimizacién mostrado en (£1.12]).
Como consecuencia, el no satisfacer estas restricciones indica que en algin paso de EM no se
obtenga los autovalores de la matriz A dentro de la regién de interés del plano complejo. Este
es un problema, dado que a pesar que la violacién de las restricciones puede ser bastante
pequefia (en términos numéricos del orden de 107°), esta cantidad no tiene relacién alguna
con que tan cerca o lejos de la region de interés se encuentran los autovalores de la matriz
A estimada, lo cual puede implicar que en alguna situacion se tenga autovalores inestables,
presentando problemas numéricos al usar el filtro y suavizador de Kalman en el paso E.

Las funciones barreras son ampliamente usadas en problemas de optimizacién con res-
triccién, en especial en el algoritmo de punto interior [43].

En particular, para nuestro problema definido en ({.I.12]) se define una funcién de barrera
logaritmica (log-barrier function en inglés) dada por

56) £ =Y log(~e9) ~ Y low (-mi(6)) (4.115)
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Es asi que el problema de optimizaciéon queda definido como

0;11 2 argmin — t - Q(0,6;) + ¢(6) (4.1.16a)
9

subject to

p=pT (4.1.16b)

donde escogemos un ¢ numéricamente grande, asi privilegiamos la optimizacion del costo
original, y el logaritmo de las restricciones en el costo no influye mucho, sélo restringiendo
el espacio de busqueda de las variables y siendo una muy buena aproximaciéon del problema
original [56] [57, pp. 277-279).



Capitulo 5

SIMULACIONES

En el presente capitulo se presentan simulaciones mediante generaciéon de datos de un
sistema en tiempo continuo, suponiendo un retentor de orden cero en la entrada, y mues-
treando la salida usando un filtro de reseteo e integracién (IRF). De esta forma se obtienen
datos de entrada y salida, con ruido de mediciéon y de proceso, y con ellos se identifica
el sistema. Esta identificacién se hace usando el modelo incremental, dada la alta tasa de
muestreo, pero los resultados se muestran tanto para un modelo discreto incremental como
para el modelo con operador de adelanto.

5.1. Ejemplo 1

Para proceder con las simulaciones, consideremos entonces el problema de estimacién
paramétrica usando el algoritmo EM para un sistema continuo dado por

 1.15(s 4 5.609)

G(s) = 0013 (5.1.1)

En primera instancia se toma un periodo de muestreo de A = T, = 0.008]s]. Las matrices
del modelo en espacio de estado con datos muestreados descrito con el operador de adelanto

visto en (231))-(Z3.3]) son

0.9763 0 0.0079
Ao = { 0 0.9531} T [0.0008} (5.1.2)
Cy = [0.9881 1.4646] , D, = 0.0046 (5.1.3)
0.0039 0
Qq = { 0 0.0038} , Ry =1.5242 (5.1.4)

Usando las ecuaciones de equivalencia (Z4.16]) - (Z4.17T) podemos tener el modelo de datos
muestreados en su forma incremental definido en (Z4.5]) - (Z4.12)). Consideremos en principio
un set de datos de largo N = 300. Los requerimientos son que el modelo estimado en tiempo
discreto tiene que ser estable y no debe poseer un comportamiento oscilatorio, es decir, los
autovalores deben ser reales. Por tanto, los autovalores de Aq se deben ubicar en el segmento
real (0,1) o equivalentemente, en el segmento real (‘Kl,O) para Ag (vea la ecuacién de

transformacién (Z4.16)).
37
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Figura 5.1: Autovalores del estimado de A, para el modelo discreto con operador de co-
rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La linea roja corresponde al circulo

unitario (Iimite de estabilidad).

La Figura (1] muestra la ubicacién de los autovalores de la matriz estimada A, usando
tanto el algoritmo EM sin restriccién (verde), y el algoritmo presentado en la seccién anterior

(azul) para un estudio de Monte-Carlo con 200 realizaciones de las secuencias de ruido. Como

se puede observar, los autovalores de la matriz estimado considerando EM sin restriccén son
en algunos casos inestables o complejos conjugados. Sin embargo, incluyendo restricciones
para el algoritmo EM como se mostré en el Capitulo M, el modelo estimado es estable y no
oscilatorio (o sea, con polos reales). La Figura [5.2] muestra la ubicacién de los autovalores

para la matriz As en el mismo estudio de Monte-Carlo.
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Figura 5.2: Autovalores de la matriz estimada As para el modelo incremental y 200 realiza-
ciones.

La Figura muestra la evolucién de la funcién de log-verosimilitud para una reali-
zacién en particular usando tanto el algoritmo EM sin restriccién y comparando con el
algoritmo EM con restricciones basadas en regiones LMI. Para el calculo de la funcién de
(log)-verosimilitud, se usa (Z3.6) con un factor de escala de . Como uno puede esperar, la
introduccién de restricciones en el espacio de parametros admisible implica que la funcién de
verosimilitud es menor que el caso de EM sin restriccion. No obstante, para esta realizacién
en particular, el estimado de EM sin restriccién conlleva a un modelo oscilatorio, siendo el
sistema real en tiempo continuo un sistema no oscilatorio y estable.

-0.63 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3 00 O0OOOOO
-0.64 0 0 0© o O
-0.65 o |
oo poooooooaon 1
0.67 | o |
068 o Log-likelihood| |
unc. EM
] Log-likelihood| |
[m]
07F constr. EM B
0.71 F ]
072} |
a
-0.73 : w s ‘ | ‘
0 2 4 6 8 10 12 14

Iteration

Figura 5.3: Evolucién de la funcién de log-verosimilitud para cada iteracion de los algoritmos
de estimacion.
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La Figura 5.4 muestra la evolucién de la funcién de log-verosimilitud para cuando el
conjunto de datos que se tiene es grande (N = 30.000 datos). Se puede apreciar que casi no
existe diferencia entre tanto la log-verosimilitud para el caso de EM sin restriccién con el
algoritmo propuesto de EM con restriccion.

0.48 ‘ : : ‘
a
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unc. EM
0.47 - o Log-likelihood i
constr. EM
0.465 il
0.46 - i
a
0.455 ' . . | | | |
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Iteration

Figura 5.4: Evolucién de la funcién de log-verosimilitud para cada iteracion de los algoritmos
de estimacion.
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Figura 5.5: Diagramas de Bode del sistema y los modelos obtenidos.

Finalmente, la Figura [5.5] muestra los diagramas de Bode para el sistema real y los mo-
delos estimados mediante EM sin restriccion y EM con restriccién en base a regiones LMI
para una realizacion en especifico. Uno podria pensar que para este particular caso, EM sin
restriccién entrega un modelo més preciso (tanto en magnitud como en fase), sin embargo,
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este corresponde a un modelo en tiempo discreto inestable. Por otro lado, el modelo estima-
do obtenido usando el algoritmo de EM restringido con regiones LMI propuestos permite
obtener un modelo estable y no oscilatorio, conservando las caracteristicas del sistema real.

5.2. Ejemplo 2

Este ejemplo toma el mismo sistema simulado anteriormente, en el cual la cantidad de
datos es poca, pero la diferencia radica en la zona del plano complejo donde se desea que se
ubiquen los autovalores de los modelos obtenidos. En los casos anteriores, se restringio en el
modelo incremental para estar dentro de la regién de estabilidad (circunferencia centrada en
—4,0 y radio 4+ con A=0.008]s]) y sobre el eje real. En este caso se restringe al semicirculo
de la derecha de la circunferencia centrada en (—8,0) y radio 6.

6 ; —
Unconstrained EM
4| = Constrained EM

Imaginary Axis

20 -15 -10 5 0 5
Real Axis

Figura 5.6: Autovalores de la matriz estimada As para el modelo incremental y 200 rea-
lizaciones diferentes del ruido. La regién de restriccion es la del semicirculo derecho de la
circunferencia en rojo.

Como se aprecia en la Figura .6 es que los autovalores efectivamente se encuentran
en la region de restriccién, validando el algoritmo propuesto. Dentro de esta restriccién
existen casos en que los modelos estimados son oscilatorios, siendo resultados similares a
los obtenidos por el algoritmo de EM usual (sin restriccién), y esto coincide con el hecho
que si EM sin restriccién no sale de los limites de restriccion, es que el algoritmo propuesto
EM con restriccién arroja resultados similares. Se aprecia que los autovalores de los modelos
obtenidos mediante el algoritmo de EM con restricciéon que se ubican sobre el eje real, se
reparten entre los valores (-8,-2), por lo que si se tiene una buena nocién a priori de la
ubicacion de los autovalores del sistema real, se puede forzar los modelos obtenidos para
EM y que sus caracteristicas respondan de manera similar al sistema real. La Figura B.7]
muestra los autovalores de la matriz estimada A, para este mismo caso.
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Figura 5.7: Autovalores del estimado de A, para el modelo discreto con operador de co-
rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La linea roja corresponde al circulo
unitario (limite de estabilidad).

A continuacién se presentan resultados al aumentar la cantidad de datos (o equivalente-
mente, aumentar la relacién senal a ruido). Se aprecia en ambas figuras que los autovalores
de los modelos obtenidos son equivalentes tanto para el algoritmo EM con restriccién basado
en LMI, como el algoritmo EM usual, con excepcién de algunos casos particulares.
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Figura 5.8: Autovalores de la matriz estimada As para el modelo incremental y 200 rea-
lizaciones diferentes del ruido. La regién de restriccién es la del semicirculo derecho de la
circunferencia en rojo.
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Figura 5.9: Autovalores del estimado de A, para el modelo discreto con operador de co-
rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La linea roja corresponde al circulo
unitario (limite de estabilidad).

Por ltimo, se pone el caso en que la regién de restriccion no incluye los autovalores
reales. En este caso se aprecia claramente como el algoritmo EM usual (sin restriccién) para
una cantidad alta de datos N = 2000.

* Constrained EM
= Unconstrained EM

Imaginary Axis

-6 5 -4 -3 2
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Figura 5.10: Autovalores de la matriz estimada A para el modelo incremental y 200 realiza-
ciones diferentes del ruido. La region de restriccion es la que corresponde a la circunferencia
en rojo.
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Figura 5.11: Autovalores del estimado de A, para el modelo discreto con operador de co-
rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La linea roja corresponde al circulo
unitario (limite de estabilidad).

Se observa de las Figuras[5.10- 5.11] que para estas realizaciones particulares del ruido, es
que la mayoria de las estimaciones de ambos algoritmos que se comparan entregan modelos
con autovalores estables y reales. Pero se aprecia que EM usual converge en varios casos a la
cercania de los autovalores del sistema real, no asi el algoritmo EM con restriccién, lo cual
se debe al tomar una zona del plano complejo que no posee estos autovalores.
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Figura 5.12: Evolucién de la funcién de log-verosimilitud para cada iteracién de los algorit-
mos de estimacién.

En la figuralb. 12se muestra un caso particular de realizaciones del ruido para la evolucién
de la funcién de log-verosimilitud. Vemos que tanto para EM con restriccién (rojo) como EM
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sin restriccién (azul) que ambos parten en el mismo punto, pero se diferencian enormemente
desde la segunda iteracion, lo cual se explica que en tal iteracion EM sin restriccién entrega
parametros para un modelo con autovalores fuera de la regién de restriccién.

5.3. Ejemplo 3

Este dltimo ejemplo busca comparar nuestro algoritmo con identificacién mediante subes-
pacios usando el algoritmo N4SID de Matlab. Para esto, usamos el mismo sistema continuo
de los ejemplos anteriores, con el mismo tiempo de muestreo Ty = A = 0.008[s], con N = 500
datos y alta relacién senal a ruido. La region de restriccion es que los autovalores sean es-
tables. Los resultados se muestran a continuacion:

0.8 |-

N4SID
= Constrained

0.6

-0.2

Imaginary Axis

-0.4

-0.6 [

Real Axis

Figura 5.13: Autovalores de la matriz estimada A, para el modelo discreto con operador de
corrimiento y 200 realizaciones diferentes del ruido. La circunferencia en rojo es el limite de
estabilidad.
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Figura 5.14: Zoom de autovalores de la matriz estimada A, para el modelo discreto con
operador de corrimiento y 200 realizaciones diferentes del ruido. La circunferencia en rojo
es el limite de estabilidad.

En las Figuras[B.13]-B.14les que se puede apreciar como N4SID entrega modelos bastantes
imprecisos. Esto se puede explicar que como existe una alta tasa de muestreo, los autovalores
del sistema discreto real con operador de corrimiento se encuentran muy cercanos al limite
de estabilidad, representando un problema numérico para N4SID, ya que se empieza a
obtener una matriz A, muy cercana a la identidad. Mientras tanto, el algoritmo de EM con
restriccién basado en LMI toma en cuenta esto, y al hacer estimacion para modelos descritos
en forma incremental, el periodo de muestreo no representa un problema mayor, obteniendo
modelos precisos y que conservan las caracteristicas del sistema real.
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CONCLUSIONES

En esta Tesis se presentd una modificacion al algoritmo EM para obtener el estimador
de Maxima Verosimilitud de los pardmetros de un sistema discreto en variables de estado,
lineal e invariante en el tiempo, sujeto a perturbaciones. Este algoritmo EM restringe los
modelos obtenidos mediante el uso de regiones basadas en LMI de manera que conserve
caracteristicas del sistema real.

Primero se estudio la estimacion de Méxima Verosimilitud y el algoritmo EM. Se mos-
traron las expresiones para la estimacion de los pardametros de los modelos del algoritmo
EM y se analiz6 cada uno de los pasos que presenta, enfocandose en sistemas en variables
de estado, lineales, invariantes en el tiempo y discretos.

Posteriormente se mostré un estudio de regiones basadas en desigualdades matriciales
lineales. Se estudiaron las expresiones para definir estas regiones, las caracteristicas que
cumplen, y cémo es posible usar estas regiones para restringir la ubicaciéon en el plano
complejo de los autovalores de la matriz del sistema. En particular, esto se logra con las
restricciones que se anadieron al paso M del algoritmo EM.

Posteriormente, se analizaron los problemas de implementacién asociados. Se mostré que
las restricciones anadidas al paso M son del tipo matrices definidas positivas, pero al ser
matrices simétricas, se mostré el uso del Criterio de Sylvester, el cual simplifica la implemen-
tacién del algoritmo. A su vez se expuso el problema de implementar este algoritmo en la
conocida plataforma de simulacion MatLab, donde su comando definido para optimizar fun-
ciones con restricciones no lineales no satisface de manera estricta estas restricciones. Como
alternativa se propuso abordar este problema usando funciones de barrera logaritmica.

Asimismo, se presentan simulaciones que demuestran la utilidad el comportamiento del
algoritmo presentado. Para estas simulaciones se tomé un sistema continuo pero con datos
son muestreados. Se tomé un sistema con polos estables reales y se mostraron los resul-
tados restringiendo a la regién de estabilidad y luego a una regién aproximada a la recta
real y estable. Se comparé con el algoritmo EM sin restricciones para los mismos datos.
Se mostré un buen desempeno del algoritmo, cumpliendo el objetivo deseado y mostrando
una evolucién de la funcién de verosimilitud para los casos presentados. De la comparacién
con el algoritmo EM original se rescata el hecho que las diferencias que presentan a veces
las funciones de log-verosimilitud de ambos algoritmos se traducen claramente en las carac-
teristicas del modelo obtenido, por ejemplo, en el Ejemplo 1 se aprecia que el algoritmo EM
sin restriccién cumple mejor el criterio de optimizacién comparado al algoritmo propuesto,
pero el modelo obtenido mediante el algoritmo EM sin restriccién es inestable, mientras
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que con el algoritmo propuesto es un modelo estable y de polos reales, tal como el sistema
original. También se rescata que si existe una buena idea de la ubicacién de los polos, se
puede ser mas estricto, y no pedir solo estabilidad, siendo méas preciso en la zona donde
se desea que se encuentren los autovalores del modelo estimado, pero esto puede conllevar
errores si es que se falla en definir la zona de restriccién.

Cuando existe una alta cantidad de datos, o una alta relacién senal a ruido, el algoritmo
EM usual (sin restriccién) cumple adecuadamente con el objetivo de estimar un modelo
que aproxime bien al sistema original y que preserve las caracteristicas como estabilidad
o comportamiento (no) oscilatorio. El algoritmo EM con restriccién propuesto se muestra
particularmente til justamente cuando se dispone de pocos datos, o bien, la relaciéon senal
a ruido es baja y, en este escenario, se desea preservar en el modelo estimado caracteristicas
del sistema original.

Por tltimo se compara con métodos de estimacién mediante subespacios usando el al-
goritmo N4SID. Como el caso analizado corresponde a una alta tasa de muestreo, se apre-
cié como la matriz del sistema discreto y definido con el operador de adelanto tiende a una
identidad. Esto estd muy cercano al limite de estabilidad, por lo que N4SID no entrega re-
sultados satisfactorios. Por su parte, el algoritmo EM con restricciones basadas en regiones
LMI, usando modelos incrementales entrega buenos resultados y no existe problema a alta
tasa de muestreo, obteniendo modelos adecuados pudiendo restringir la ubicaciéon de sus
polos dentro de regiones complejas definidas por LMI.

6.1. Trabajo a futuro

Una primera extensién al trabajo presentado en esta Tesis es cémo incluir restricciones
més simples para la ubicacién de los autovalores del modelo estimado. En [18] [17] apro-
vechan el uso de las matrices de peso que existen en los costos definidos para estimacién
mediante subespacios para definir las restricciones con LMI y transformandolas en restric-
ciones lineales. En nuestro caso las restricciones son no lineales, pero se podria estudiar una
manera de escribir de manera més simple las restricciones buscadas.

Otro trabajo a futuro es aplicar estas restricciones al algoritmo EM en el dominio de
la frecuencia. Para esto se deberfa estudiar [24] [4] [68] que muestra el desarrollo de EM
para sistemas discretos, y se afirma que los problemas del dominio del dominio del tiempo
y frecuencia son equivalentes.

Finalmente una extensién interesante seria aplicar restricciones a las matrices de ob-
servabilidad y controlabilidad del modelo obtenido, permitiendo obtener directamente un
modelo de realizacion minima, o a su vez restricciones en las estructuras de las matrices.
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