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alto. Nunca nos faltó algo, y sólo fue gracias al esfuerzo y sacrificio de ambos, el cual valoro

d́ıa a d́ıa. A mis hermanos agradezco todas las alegŕıas y risas que me han entregado. Danilo,
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2. IDENTIFICACIÓN DE MODELOS DE ESTADO USANDO ML 3
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RESUMEN

El objetivo principal de la Identificación de Sistemas es construir modelos matemáticos

que representen sistemas reales a partir de datos medidos de éste. La identificación de siste-

mas ha sido ampliamente estudiada y existen distintos algoritmos que sirven para cumplir

el objetivo de identificación en función de algún criterio de optimización.

La presente Tesis tiene como objetivo estudiar la estimación de parámetros usando el

algoritmo EM que permite obtener el estimador de Máxima Verosimilitud para modelos de

lineales e invariantes en el tiempo cuando se imponen restricciones en la ubicación de los

polos del sistema. El estimador de máxima verosimilitud obtenido mediante el algoritmo EM

es un estimador consistente y asintóticamente no sesgado, lo que implica que cuando existe

una cantidad limitada de datos (o baja relación señal a ruido) el modelo estimado puede no

conservar caracteŕısticas del sistema real, tales como estabilidad o comportamiento oscila-

torio. Este problema es el que se intentará abordar mediante restricciones en la ubicación

de lo autovalores de la matriz del sistema.

Actualmente existen métodos de estimación con restricciones en las caracteŕısticas del

modelo obtenido cuando se realiza estimación mediante métodos de subespacios. Estos méto-

dos fueron estudiados y de ellos se destaca la idea del uso de regiones basadas en desigualda-

des lineales matriciales. En esta Tesis se analiza el uso de estas desigualdades en el algoritmo

EM.

La implementación del algoritmo EM con las restricciones mencionadas presenta proble-

mas computacionales, por lo que en esta Tesis se presenta una sección donde se abordan

estos problemas, mediante el uso del criterio de Sylvester para matrices reales y simétricas

definidas positivas, y la aplicación de funciones de barrera logaŕıtmicas para las restricciones,

obteniendo aśı un algoritmo de rápida implementación.

El algoritmo desarrollado se pone a prueba analizando estimaciones obtenidas y com-

parándolas con el algoritmo EM sin modificar para las mismas mediciones. Se analiza el

impacto de la cantidad de datos, relación señal a ruido a los mismos modelos con restriccio-

nes aplicadas.
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ABSTRACT

The main objective in System Identification is to obtain a mathematical model that

represents a real system from measured data. System Identification has been extensively

studied. There are different algorithms that fulfills the objective based on different optimi-

zation criteria.

The objective of this Thesis is to study parametric estimation using the EM algorithm,

that obtains the Maximum Likelihood estimator for linear time invariant models when

location constraints are applied to the poles of the estimated model. The maximum likelihood

estimator obtained by the EM algorithm is consistent and asymptotically unbiased. This

implies that when a limited amount of data is available (or low signal-to-noise ratio) the

estimated model may not preserve characteristics of the real system, such as stability or

oscillatory behavior. This problem will be addressed by including constraints in the location

of the eigenvalues of the system matrix.

There are estimation methods with constraints on the characteristics of the obtained

model using subspace methods. Some of this methods use the idea of regions based on linear

matrix inequalities. In this Thesis the application of constraints based on LMI region using

EM algorithm is analyzed.

The implemention of the constrained EM algorithm presents computational problems, so

in this Thesis we present this problem, and how to handle it, using the Sylvester Criterion

for real and symmetric positive defined matrices, and the application of log-barrier functions

for the constraints.

The proposed algorithm is tested by analyzing the obtained estimates and comparing

them with the unconstrained EM algorithm. The impact of the amount of data, and signal-

to-noise ratio is also studied.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Definición del problema

La estimación usando máxima verosimilitud (Maximum Likelihood, ML) ha sido am-

pliamente aplicada para estimar parámetros en el dominio del tiempo y de la frecuen-

cia [1], [2], [3], [4], [5], [6]. Sin embargo, el problema de optimización asociado puede ser

no convexo. El algoritmo de maximización de esperanza (Expectation Maximization EM)

es un procedimiento iterativo para obtener el estimador ML [7].

El algoritmo EM introduce la noción del conjunto de dato completo, que incluye los

datos observados y los ocultos o perdidos [7]. El algoritmo transforma el problema de maxi-

mizar la función de verosimilitud en maximizar una función auxiliar la cual es actualizada

y maximizada en cada iteración. Para el caso de modelos en variables estados, una elección

natural para los datos ocultos es la secuencia de estado.

El algoritmo EM converge a un punto estacionario de la función de verosimilitud, estos

pueden ser puntos silla, o máximos globales o locales [8]. Condiciones para la convergen-

cia del algoritmo fueron establecidos en [9]. Implementaciones numéricamente robustas del

algoritmo EM para modelos de espacios de estados lineales de tiempo discreto han sido

estudiadas en [10], y para modelos muestreados en [11] [12] [13].

El estimador de ML es consistente y asintóticamente no sesgado, sin embargo cuando

se estiman parámetros siempre existe una cantidad limitada de datos a los que se pueden

acceder. Como consecuencia, el modelo estimado puede no reflejar las caracteŕısticas del

sistema real, tales como, por ejemplo, estabilidad o comportamiento (no) oscilatorio. En

particular, cuando se estiman modelos de tiempo continuo a partir de datos muestreados,

conocimiento a priori de estas caracteŕısticas del sistema f́ısico tiene que ser reflejado en el

modelo estimado. En esta tesis, consideramos este requerimiento y proponemos una estima-

ción de máxima verosimilitud de los parámetros de modelos de espacios de estados sujeto a

restricciones en los polos del sistema.

Identificación de sistemas en variables de estado incluyendo restricciones ha sido desa-

rrollado usando principalmente estimación por métodos de subespacio. Por ejemplo, en [14]

estimación por métodos de subespacios son aplicados y la matriz del modelo A es obtenida

como el producto de una matriz de corrimiento con una pseudo-inversa. En este trabajo,

se muestra que la matriz de corrimiento es formada incluyendo un bloque de ceros en una

posición adecuada, entonces el modelo resultante es estable, sin embargo, con la desventaja

1



2 CAṔıTULO 1. INTRODUCCIÓN

de distorsionar la matriz de observabilidad. Enfoques alternativos aumentan el conjunto

de datos, en función de garantizar una estabilidad marginal [15]. En [16], un término de

regularización es agregado al costo de mı́nimos cuadrados, para forzar restricciones en los

autovalores de A. Una solución interesante se tiene en [17] la cual aplica algorimos de esti-

mación de subespacio, usando las desigualdades de Lyapunov, P − APAT > 0 and P > 0,

como restricciones. Estas desigualdades aseguran que el modelo estimado es asintoticamente

estable. Este enfoque no distorsiona la matriz de observabilidad como en [14], ni modificada

los estados estimados o la secuencia de entrada al sistema como en [15]. Más aún, en [18]

una generalización de [17] es presentada usando restricciones en la forma de desigualdades

cuadráticas matriciales. De hecho, el ćırculo unitario y otras regiones de interés pueden

ser expresadas como desigualdades matriciales lineales (LMI) de las cuales se obtienen las

restricciones que usa [18].

En esta tesis, se aplica restricciones basado en regiones LMI en la estimación de ML usan-

do el algoritmo EM. En particular, usamos LMI para forzar restricciones en la localización

de los polos del modelo. Problemas existentes en la implementación se solucionan propo-

niendo un algoritmo que ocupa el criterio de Sylvester para matrices simétricas definidas

positivas, y las restricciones se aplican usando funciones de barrera logaŕıtmica.

1.2. Estructura del Documento

Caṕıtulo 1. Introducción al trabajo de Tesis. Se introducen de forma general los conceptos

asociados al tema de estudio, el estado del arte, los problemas a los que responde esta

investigación, contribuciones del trabajo y descripciones por caṕıtulo.

Caṕıtulo 2. Conceptos básicos de estimación paramétrica mediante Máximum Likelihood.

Se presenta la idea detras de la estimación ML y el algoritmo EM que permite estimar

de manera iterativa el estimador ML para sistemas lineales invariantes en el tiempo en el

dominio del tiempo.

Caṕıtulo 3. Se presentan regiones LMI y restricciones basadas en estas regiones.

Caṕıtulo 4. Algoritmo EM con restricciones. Se muestra como se restringirá el espacio de

búsqueda en el algoritmo EM, y problemas computacionales y como se solucionan.

Caṕıtulo 5. Simulaciones. Se muestran distintas simulaciones de los resultados obtenidos,

comparando lo obtenido aplicando restricciones al espacio de búsqueda de EM con el algo-

ritmo EM sin restricciones alguna.

Caṕıtulo 6. Se presentan las conclusiones del trabajo realizado, y se discuten alcances de

trabajos a futuro.



Caṕıtulo 2

IDENTIFICACIÓN DE MODELOS

DE ESTADO USANDO ML

2.1. Máxima Verosimilitud

La identificación de sistemas tiene por objetivo construir modelos matemáticos que re-

presenten sistemas reales a partir de datos disponibles, tales como mediciones del sistema

o señales de entrada. Todo esto puede estar sujeto a perturbaciones, ruido, y por lo tan-

to, existe información no disponible. Existen entonces distintos métodos para estimar los

parámetros de un sistema, tales como Mı́nimos Cuadrados o métodos de Predicción de error

(PEM) (e.g. [2] [3]).

En este contexto, es que se desarrolla el método de identificación por máxima verosimili-

tud (ML por sus siglas en inglés Maximum Likelihood), el cual fue desarrollado en estad́ıstica

por Fisher en [19], y aplicado en identificación de sistemas por [1]. Es aśı que este método

de identificación ha sido aplicado en métodos de estimación de parámetros de sistemas en

el dominio del tiempo y de la frecuencia [5] [20] [4] [6].

El método ML es a partir de un set de datos observados Y que representan una variable

aleatoria de densidad condicional p(Y |θ), dependiendo de un parámetro desconocido θ ∈ Θ.

Si se desea estimar el parámetro θ, éste se debe escoger de tal manera que se maximice la

probabilidad condicional de los datos [21] [5] [22]. Esto se puede definir como

θ̂ML , argmax
θ∈Θ

p(Y |θ) (2.1.1)

donde se puede definir l(θ) = p(Y |θ) como la función de verosimilitud.

Dentro de las propiedades que presenta el estimador de máxima verosimilitud (MLE por

sus siglas del inglés Maximum Likelihood Estimator) es que se destacan las siguientes

Teorema 2.1.1 (Principio de invarianza). Si θ̂ML es MLE de θ ∈ Θ ⊂ Rℓ, entonces g(θ̂ML

es el MLE de g(θ) donde g(·) es una función tal g : Θ → Z ⊂ R
n con n ≤ ℓ.

Teorema 2.1.2. Un estimador no sesgado que alcanza la cota de Cramer-Rao (es decir, que

es un estimador eficiente y no sesgado), es también un estimador de Máxima Verosimilitud.

Teorema 2.1.3 (Consistencia). Sea θ̂ML el MLE de θ basado en N observaciones, va-

riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), y = (x1, x2, ..., xN )T ,

3



4 CAṔıTULO 2. IDENTIFICACIÓN DE MODELOS DE ESTADO USANDO ML

entonces, cuando N → ∞, entonces θ̂ML converge a θ con probabilidad 1.

Teorema 2.1.4 (Normalidad Asintótica). Sea θ̂ML el MLE de θ basado en N variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), y = (x1, x2, ..., xN )T , enton-

ces θ̂NML converge en probabilidad a una variable aleatoria Gaussiana:

√
N
(

θ̂NML − θ
)

→ β (2.1.2)

donde

β ∼ N (θ, M̄−1
θ ) (2.1.3)

donde M̄θ es el promedio de la matriz de información de Fisher por muestra, es decir

M̄θ =
1

N
Mθ (2.1.4)

donde Mθ es la matriz de información de Fisher dada por

Mθ , E

{

[

∂ log p(Y |θ)
∂θ

]T [
∂ log p(Y |θ)

∂θ

]

}

(2.1.5)

Teorema 2.1.5 (Eficiencia). Dentro de los estimadores asintóticamente normales y unifor-

memente consistentes, θ̂ML es eficiente en el sentido de que alcanza en forma asintótica la

cota inferior de Crámer-Rao.

2.2. Algoritmo EM

El algoritmo EM es un algoritmo iterativo que permite obtener el estimador de máxima

verosimilitud. Este algoritmo introduce la idea de conjunto de datos completo, el cual indica

que aparte de la existencia de los datos observados en el sistema, existen datos ocultos o per-

didos que aportan información y los cuales no tenemos acceso. Esta idea resulta conveniente,

incluso en el caso en que el problema de identificación no posee variables ocultas [7].

Para desarrollar el algoritmo EM, se define entonces Y = {y0, y1, ..., yN} como el conjun-

to de datos observados, los cuales poseen una densidad de probabilidad p(Y |θ), con θ ∈ Θ el

vector de parámetros del sistema. La idea entonces del estimador de máxima verosimilitud

es hallar un vector de parámetros θ que maximiza la función de densidad de probabilidad

de los datos dadas las mediciones. De acuerdo a esto, consideremos que existe otro conjunto

de datos a los cuales no tenemos acceso, los cuales llamaremos variables ocultas, y los deno-

taremos por X . Aśı, entonces existe un conjunto de datos completos Z, compuesto por las

observaciones Y como las variables ocultas X , es decir, Z = {Y,X}.
De este modo, podemos trabajar con la función de densidad condicional

p(Z|Y, θ) = p(Z|θ)
p(Y |θ) ⇔ p(Y |θ) = p(Z|θ)

p(Z|Y, θ) (2.2.1)

Aplicando logaritmo en ambas partes se obtiene

L(θ) , log p(Y |θ) = log p(Z|θ)− log p(Z|Y, θ) (2.2.2)
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Note que en (2.2.2), L(θ) es el logaritmo de la función de verosimilitud de los datos

observados, y por otra parte, log p(Z|θ) es el logaritmo de la función de verosimilitud de los

datos completos, es decir, el conjunto de datos observados más las variables ocultas.

Tomando la esperanza en ambos lados de la ecuación de (2.2.2) con respecto a la distri-

bución condicional de los datos completos Z, dado los datos observados Y y para un θ̂k ∈ Θ

fijo, es que se tiene

EZ

{

log p(Y |θ)|Y, θ̂k
}

= EZ

{

log p(Z|θ)|Y, θ̂k
}

− EZ

{

log p(Z|Y, θ)|Y, θ̂k
}

L(θ) = Q(θ, θ̂k)−H(θ, θ̂k)
(2.2.3)

donde

Q(θ, θ̂k) = EZ

{

log p(Z|θ)|Y, θ̂k
}

(2.2.4)

H(θ, θ̂k) = EZ

{

log p(Z|Y, θ)|Y, θ̂k
}

(2.2.5)

Note que en (2.2.4) se puede escribir como

H(θ, θ̂k) = EZ

{

log p(Z|Y, θ)|Y, θ̂k
}

= EZ

{

log p(X,Y |Y, θ)|Y, θ̂k
} (2.2.6)

pero

p(X,Y |Y, θ) = p(X,Y |θ)
p(Y |θ) = p(X |Y, θ) (2.2.7)

de este modo, combinando lo anterior en (2.2.5) se tiene

H(θ, θ̂k) = EZ

{

log p(X |Y, θ)|Y, θ̂k
}

(2.2.8)

Con estas definiciones es que se define el siguiente Lema

Lema 2.2.1 (Iteración del algoritmo EM). Considere las expresiones (2.2.3) - (2.2.5). Su-

ponga que se escoge una secuencia de parámetros {θ̂k} de tal suerte que

Q(θ̂k+1, θ̂k) ≥ Q(θ, θ̂k), ∀θ ∈ Θ (2.2.9)

entonces,

L(θ̂k+1) ≥ L(θ̂k) (2.2.10)

Demostración. Este lema es demostrado en distintos trabajos en la literatura, en particular

se toma el desarrollo presentado en [23].

Usando (2.2.3), se puede definir la siguiente diferencia

L(θ)− L(θ̂k) =
(

Q(θ, θ̂k)−Q(θ̂k, θ̂k)
)

−
(

H(θ, θ̂k)−H(θ̂k, θ̂k)
)

(2.2.11)

Ahora bien, de acuerdo a la definición dada en (2.2.5) y a las propiedades de logaritmo,

es que la segunda diferencia del lado derecho de la igualdad en (2.2.11) se puede escribir

como



6 CAṔıTULO 2. IDENTIFICACIÓN DE MODELOS DE ESTADO USANDO ML

H(θ, θ̂k)−H(θ̂k, θ̂k) = EZ

{

log p(Z|Y, θ)|Y, θ̂k)
}

− EZ

{

log p(Z|Y, θ̂k)|Y, θ̂k)
}

= EZ

{

log p(Z|Y, θ)− log p(Z|Y, θ̂k)|Y, θ̂k
}

= EZ

{

log

[

p(Z|Y, θ)
p(Z|Y, θ̂k)

]

∣

∣

∣
Y, θ̂k

}

(2.2.12)

usando la desigualdad de Jensen, se puede corroborar lo siguiente

EZ

{

log

[

p(Z|Y, θ)
p(Z|Y, θ̂k)

]

∣

∣

∣
Y, θ̂k

}

≤ log

[

EZ

{

p(Z|Y, θ)
p(Z|Y, θ̂k)

∣

∣

∣
Y, θ̂k

}]

= log

[

∫

p(Z|Y, θ)
p(Z|Y, θ̂k)

p(Z|Y, θ̂k)dZ
]

= log

[
∫

p(Z|Y, θ)dZ
]

= 0

(2.2.13)

Combinando entonces los resultados anteriores, es que se tiene que

H(θ, θ̂k)−H(θ̂k, θ̂k) ≥ 0, ∀θ ∈ Θ (2.2.14)

Por lo tanto, con este resultado es que se puede afirmar que

Q(θ̂k+1.θ̂k) ≥ Q(θ̂k, θ̂k) ⇒ L(θ̂k+1) ≥ L(θ̂k) (2.2.15)

Por lo que queda demostrado el resultado. �

El lema anterior muestra que para encontrar un nuevo parámetro θ̂k+1 que aumente el

valor de la función de verosimilitud en cada iteración, basta con maximizar (o encontrar el

valor que aumente numéricamente) Q(θ, θ̂k). A partir de esto es que definimos el corolario

siguiente.

Corolario 2.2.2. Sea la secuencia definida {θ̂k} generada por el algoritmo EM en cada

iteración definido en el Lema 2.2.1. Entonces si la función L(θ) es acotada en Θ, esta

convergerá monotónicamente a algún L∗.

Demostración. La demostración resulta directa a partir de lo visto en el Lema 2.2.1, donde

se vio que si si escoge una secuencia {θ̂k} de manera que maximice (o incremente) Q(θ, θ̂k),

el logaritmo de la función de verosimilitud nunca decrecerá. �

Como se vio anteriormente, el Lema 2.2.1 define los pasos que toma el algoritmo EM,

traduciendo entonces el problema de maximizar la función de verosimilitud, lo cual impli-

ca un problema usualmente no-convexo y complicado de obtener, en maximizar una fun-

ción auxiliar Q(θ, θ̂k), lo que puede simplificar el problema planteado. De hecho, es posi-

ble aśı obtener incluso una solución anaĺıtica para obtener θ̂k+1 = argmax
θ̂

Q(θ, θ̂k) para
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algún problema planteado tanto en el dominio del tiempo o en frecuencia (ver por ejem-

plo [24], [10], [25], [11]).

Es aśı, que el algoritmo EM se resume en un algoritmo iterativo con los siguientes pasos

1. Comenzar con una estimación inicial de los parámetros θ̂0.

2. Paso E: Obtener la función Q(θ, θ̂k) definido en (2.2.4).

3. Paso M: Calcular la estimación θ̂k+1 que maximice Q(θ, θ̂k), o que aumente respecto

Q(θ̂k, θ̂k).

4. Volver al paso 2, incrementando el ı́ndice k → k+1 en cada paso hasta cumplir algún

criterio de convergencia.

2.2.1. Convergencia del algoritmo EM

En esta sección se analizará la convergencia del algoritmo EM al estimador de máxima

verosimilitud ML. Del Corolario 2.2.2 se tiene que L(θ) converge monotónicamente a algún

L∗, no obstante, no hay garant́ıas que L∗ sea el máximo global de L(θ) ∈ Θ. De hecho, si

L(θ) tiene varios puntos estacionarios, la convergencia de una secuencia usando el algoritmo

EM a algún punto estacionario, tal como un máximo local o global, como también un punto

silla, depende de la elección de la condición inicial θ̂0. Para ilustrar esto, supongamos que

se quiere maximizar L(θ)

∂L(θ)

∂θ
=

∂Q(θ, θ̂k)

∂θ
− ∂H(θ, θ̂k)

∂θ
(2.2.16)

pero se tiene de (2.2.14)

∂H(θ, θ̂k)

∂θ

∣

∣

∣

θ=θ̂k
= 0 (2.2.17)

Ahora tómese un punto arbitrario de la secuencia de EM θ̂k = θ̄, entonces

∂L(θ)

∂θ

∣

∣

∣

θ=θ̄
=

∂Q(θ, θ̂k)

∂θ

∣

∣

∣

θ=θ̄
− 0 (2.2.18)

Si θ̂ = θ∗ es un punto estacionario de L(θ), por ejemplo un punto silla o máximo local, se

tiene que

∂L(θ)

∂θ

∣

∣

∣

θ=θ∗

=
∂Q(θ, θ̂k)

∂θ

∣

∣

∣

θ=θ∗

= 0 (2.2.19)

lo que implica que el algoritmo de EM puede converger a puntos estacionarios θ∗ (como

puntos silla o máximos locales) si es que Q(θ, θ̂∗) es maximizado en Θ en el punto θ∗ ( [8]).

Las condiciones de convergencia al máximo global fueron establecidas en [9], las cuales

las veremos a continuación.

Como se mencionó anteriormente, en [9] se establecen las condiciones para que el algo-

ritmo EM converja al máximo global. Esta sección recopila los resultados más importantes,

tal como en [8].
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Definición 2.2.3 (GEM). Se define el algoritmo EM generalizado (GEM por las siglas en

inglés Generalized EM algorithm) como el mapeo

θ̂k+1 , MGEM (θ̂k) (2.2.20)

tal que

Q(MGEM(θ̂k), θ̂k) ≥ Q(θ̂k, θ̂k) (2.2.21)

Note que la condición para la iteración del algoritmo de EM normalmente es que θ̂k+1 ,

MEM (̂̂θk) maximice Q(θ, θ̂k) en cada iteración, siendo una condición más estricta, y, por

tanto, un caso particular para el algoritmo GEM.

A continuación se presenta el teorema principal de convergencia establecido en [9] para

algún algoritmo GEM

Teorema 2.2.4. Sea {θ̂k} una secuencia generada por algoritmo GEM de acuerdo a la

definición 2.2.3. Ahora bien, suponga que

El mapeo MGEM(θ̂k) es cerrado sobre el complemento de S, el conjunto de todos los

puntos estacionarios de Θ.

L(θ̂k+1) ≥ L(θ̂k) para todo θ̂k /∈ S.

Entonces todos los puntos ĺımites de {θ̂k} son puntos estacionarios (o máximos locales) de

L(θ) y L(θ̂k) converge monotónicamente a L∗ = L(θ∗), para algún punto estacionario θ∗.

Demostración. La demostración se puede encontrar en [9]. �

Para el algoritmo EM, se establece que la condición necesaria para la propiedad de

clausura del mapeo del algoritmo EM, MEM , es que

Q(θ, ξ) sea continuo en θ y ξ (2.2.22)

Estas condiciones son débiles y se cumple en la mayoŕıa de las situaciones prácticas.

El siguiente Teorema que se encuentra en [9] establece la convergencia de una secuencia

de algoritmo EM.

Teorema 2.2.5. Suponga que Q(θ, θ̂k) satisface la condición de continuidad descrita en

(2.2.22). Entonces, todos los puntos ĺımites de una secuencia cualquiera {θ̂k} del algoritmo

EM son puntos estacionarios de L(θ), y L(θ̂k) converge monotónicamente a L∗ = L(θ∗),
donde θ∗ es algún punto estacionario.

Demostración. La demostración de este teorema es consecuencia directa del Teorema 2.2.4,

ya que la propiedad de clausura se cumple con la continuidad (2.2.22), mientras que la

segunda condición es satisfecha automáticamente por EM en cada iteración. �

Es aśı como las iteraciones de EM convergen a un punto estacionario, es decir, que no es

necesariamente un máximo global, pudiendo ser máximo local o incluso un punto silla [9].

Es aśı como se establece la siguiente condición para asegurar convergencia a un máximo

local
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Teorema 2.2.6. Suponga que Q(θ, θ̂k) satisface la condición de continuidad de 2.2.22 y a

su vez

sup
θ∈Θ

Q(θ, θ̂k) > Q(θ̂k, θ̂k) (2.2.23)

Entonces todos los puntos ĺımites de una secuencia {θ̂k} del algoritmo EM son máximos

locales de L(θ) y L(θ̂k) converge monotónicamente a L∗ = L(θ∗) para algún máximo local

θ∗.

Demostración. Ver [9]. �

Claramente la condición propuesta por el Teorema 2.2.6 es dif́ıcil de verificar, siendo

entonces de utilidad limitada. A pesar de esto, en [9] se presentan clases de densidad de

probabilidad exponenciales que satisfacen la condición propuesta.

Es aśı como la convergencia de una secuencia de valores de la función de verosimilitud

{L(θ̂k)} a algún valor L∗ no implica la convergencia de la secuencia {θk} a el punto θ∗.

2.3. Algoritmo EM en el dominio del tiempo

En esta sección se presentará el algoritmo EM en el dominio del tiempo, espećıficamente

para modelos en variables de estados en tiempo discreto:

xk+1 = Axk +Buk + wk (2.3.1a)

yk = Cxk +Duk + vk (2.3.1b)

donde las matrices del sistema son A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×nu , C ∈ R
ny×n, D ∈ R

ny×nu , y las

señales uk ∈ Rnu , yk ∈ Rny y xk ∈ Rn son la entrada, salida y estado del sistema respecti-

vamente. El estado inicial se supone desconocido, pero independiente de las perturbaciones

y distribuye de manera Gaussiana, definido como

x0 ∼ N (µ, P0) (2.3.2)

Además, se supone que wk y vk son el ruido del proceso y de medición, que distribuye de

manera Gaussina, los cuales poseen media cero y covarianza

E

{[

wk

vk

] [

wT
ℓ

vTℓ

]}

=

[

Q 0n×ny

0ny×n R

]

δK(k − ℓ) (2.3.3)

en que δK es el delta de Kronecker definido en tiempo discreto. El problema principal es el

de estimar a partir N mediciones que se tienen de la entrada y la salida los parámetros del

sistema, siendo las matrices de estado A, B, C, D y las matrices de covarianza Q y R. Es

aśı, que los parámetros a estimar son

Γ =

[

A B

C D

]

, Π =

[

Q 0

0 R

]

(2.3.4a)

θ = {vec(Γ), vec(Π)} (2.3.4b)
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a partir de las señales de entrada y salida

UN , {u0, u1, ..., uN−1} (2.3.5a)

YN , {y0, y1, ..., yN−1} (2.3.5b)

Para la definición del parámetro θ, la función de log-verosimilitud L(θ) para el sistema

descrito en (2.3.1) es (sin tomar en cuenta los términos constantes) (ver [2] [10])

L(θ) =
−1

2

N−1
∑

k=0

log det(CPk|k−1C
T +R)− 1

2

N−1
∑

t=0

ǫTk (θ)[CPk|k−1C
T +R]−1ǫk(θ) (2.3.6)

donde (con Y0 , 0)

ǫ(θ)k = yk − ŷk|k−1(θ) , ŷk|k−1 = Eθ {yk|Yk−1} (2.3.7)

siendo esta la predicción óptima en sentido cuadrático medio de la salida del sistema y a su

vez

Pk|k−1 , Eθ

{

(xk − x̂k|k−1)(xk − x̂k|k−1)
T
}

(2.3.8)

es la matriz de covarianza asociada a la estimación del estado

x̂k|k−1 , Eθ {xk|Yk−1} (2.3.9)

Las dos expresiones anteriores pueden ser obtenidas mediante el predictor de Kalman, que se

mencionará posteriormente. Una observación importante, es que si en el sistema descrito en

(2.3.1) la secuencia de estado estuviera disponible, entonces podŕıa obtenerse los parámetros

θ usando técnicas simples de regresión lineal, por lo que la secuencia de estado es la que

naturalmente se escoge como las variables ocultas para el algoritmo EM [10] [24]. Estas

variables ocultas las definimos como

X = XN = {x0, x1, ..., xN} (2.3.10)

2.3.1. Paso E

El paso E consiste en determinar Q(θ, θ̂k) definido en (2.2.4) para el modelo descrito en

(2.3.1). Esto se obtiene a partir del siguiente resultado

Lema 2.3.1. Considere el modelo descrito en (2.3.1) - (2.3.3). Si las variables ocultas se

escoge como la secuencia de estado X , XN , {x0, ..., xN} y la data observada Y ,

{YN , UN}, entonces para un Π > 0 la función Q(θ, θ̂k) es dada por

−2Q(θ, θ̂k) = log detP0 +Tr
{

P−1
0 E

{

(x0 − µ)(x0 − µ)T |YN , θ̂k

}}

N log detΠ +NTr
{

Π−1[Φ−ΨΓT − ΓΨT + ΓΣΓT ]
}

(2.3.11)

donde

zTt , [xT
k , u

T
k ] , ξ

T
k , [xT

k+1, y
T
k ] (2.3.12a)
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Φ ,
1

N

N−1
∑

k=0

E

{

ξkξ
T
k |YN , θ̂k

}

(2.3.12b)

Ψ ,
1

N

N−1
∑

k=0

E

{

ξkz
T
k |YN , θ̂k

}

(2.3.12c)

Σ ,
1

N

N−1
∑

k=0

E

{

zkz
T
k |YN , θ̂k

}

(2.3.12d)

Demostración. La demostración es similar a la presentada en [25] , y que se muestra en [10].

Para comenzar, se debe aplicar la reglas de Bayes, y usando las propiedades de Markov

entonces en (2.3.1) se tiene

p(YN , XN ) = p(YN |XN−1)p(XN−1)

= p(x0)

N−1
∏

k=0

p(xk+1, yk|xk)
(2.3.13)

dado que las perturbaciones tienen distribución Gaussiana implica que

p(x0) ∼ N (µ, P0)

p

([

xk+1

yk

]

∣

∣

∣
xk

)

∼ N
([

A B

C D

] [

xk

uk

]

,

[

Q 0

0 R

])

= N (Γzk,Π)
(2.3.14)

aplicando logaritmo a (2.3.13) se tiene entonces

log p(YN , XN+1) = log p(x0) +

N−1
∑

k=0

log p(xk+1, yk|xk)

=− n2π

2
− 1

2
log detP0 −

1

2
(x0 − µ)TP−1

0 (x0 − µ)

− (n+ ny)2π

2
− 1

2
log det Π

−
N−1
∑

k=0

[

([

xk+1

yk

]

− Γ

[

xk

uk

])T

Π−1

([

xt+1

yt

]

− Γ

[

xk

uk

])

]

(2.3.15)

Usando propiedades de traza [26] es que se tiene

uTAv = Tr
{

uTAv
}

= Tr
{

AvuT
}

(2.3.16a)

Tr {A+B} =Tr {A}+Tr {B} (2.3.16b)

donde A, B son matrices y u, v vectores de dimensiones adecuadas. Es aśı entonces que la

expresión (2.3.15) la amplificamos por -2 y quitamos los valores constantes (dado que no

afectan en la optimización) quedando

−2 log p(YN , XN+1) = log detP0 +Tr
{

P−1
0 (x0 − µ)(x0 − µ)T

}

+ log detΠ

+ Tr

{

N−1
∑

k=0

Π−1

[

([

xk+1

yk

]

+ Γ

[

xk

uk

])([

xk+1

yk

]

− Γ

[

xk

uk

])T
]}

(2.3.17)
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Aplicando ahora la esperanza condicional y usando la definición dada por (2.3.12a) se tiene

que

−2 E
{

log p(YN , XN+1)|YN , θ̂k

}

=− 2Q(θ, θ̂k)

= log detP0 +
1

2
Tr
{

E
{

P−1
0 (x0 − µ)(x0 − µ)|YN , θ̂k

}}

+ log detΠ

+ Tr

{

Π−1

N−1
∑

k=0

E
{[

(ξk + Γzk) (ξk − Γzk)
T
]

|YN , θ̂k

}

}

(2.3.18)

Usando por último la linealidad del operador esperanza y amplificando la traza que contiene

la sumatoria por N/N se tiene

−2Q(θ, θ̂k) = log detP0 +
1

2
Tr
{

E
{

P−1
0 (x0 − µ)(x0 − µ)|YN , θ̂k

}}

+ log detΠ

+NTr
{

Π−1[Φ−ΨΓT − ΓΨT + ΓΣΓT ]
}

(2.3.19)

Donde las matrices Φ, Ψ, Σ son las definidas en (2.3.12), por lo que queda demostrado. �

Ahora bien, las expresiones de (2.3.12) son obtenidas mediante el suavizador de Kalman,

el cual se verá a continuación

2.3.2. Filtro y Suavizador de Kalman

En esta sección se presentará el filtro de Kalman y el suavizador de Kalman, dado que

ambos son necesarios de implementar para el paso E de EM. Las ecuaciones del suavizador

de Kalman requieren computar anteriormente el filtro de Kalman. Ahora bien, consideremos

el sistema de tiempo discreto dado en (2.3.1) - (2.3.3). Se denota la estimación de un estado

xk hasta el instante n por

x̂k|n , E {xk|Yn} (2.3.20)

Donde Yn son todas las mediciones que se poseen hasta el instante n (tanto las mediciones

en la salida como la señal de entrada). A su vez, la matriz de covarianza de error se define

por

Pk|n , E
{

(xk − x̂k|n)(xk − x̂k|n)
T
}

(2.3.21)

Y sea el error de estimación denotado por

x̃k|n , xk − x̂k|n (2.3.22)

El filtro de Kalman es entonces el mejor estimador de lineal de la secuenciia de estados en

sentido cuadrático medio [27] [28] [29] y define este teorema

Teorema 2.3.2. El filtro óptimo respecto a la covarianza de estimación para estimar la

secuencia de estados del sistema (2.3.1) - (2.3.3) esta dado por

x̂k|k−1 = Ax̂k−1|k−1 +Buk−1 (2.3.23a)
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Pk|k−1 = APk−1|k−1A
T +Q (2.3.23b)

Kk = Pk|k−1C
T (CPk|k−1C

T −R)−1 (2.3.23c)

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(yk − Cxk|k−1 −Duk) (2.3.23d)

Pk|k = (I −KkC)Pk|k−1 (2.3.23e)

Demostración. La demostración de las ecuaciones se puede encontrar en [29] [27]. �

Con esto, resta revisar el suavizador de Kalman y ver el uso de este (y del filtro de

Kalman) en el paso E del algoritmo EM. Entre las implementaciones del suavizador de

Kalman la más conocida es la del algoritmo RTS que se encuentra desarrollada en [30](las

siglas hacen referencia a los autores Rauch-Tung-Striebel).

Teorema 2.3.3 (Kalman Smoother). El suavizador de Kalman correspondiente al modelo

de estados definido en (2.3.1) - (2.3.3), válido para k = 1, ..., N con condiciones finales x̂n|n

y PN |N obtenidos por el filtro de Kalman visto anteriormente esta dado por

x̂k−1|N = x̂k−1|k−1 + Sk−1(x̂k|N − x̂k|k−1) (2.3.24a)

Pk−1|N = Pk−1|k−1 + Sk−1(Pk|N − Pk|k−1)S
T
k−1 (2.3.24b)

donde

Sk−1 = Pk−1|k−1A
TP−1

k|k−1
(2.3.25)

Demostración. La demostración se puede encontrar en [30], como también otra demostración

más directa se encuentra en [31] quien toma los principales resultados de [32, p. 367] �

Cabe señalar que, en las ecuaciones descritas en el paso E mostradas en (2.3.12), es

necesario obtener una expresión para la covarianza entre dos errores de estimación sucesivos,

es decir

Mk+1|N , E
{

(xk+1 − x̂k+1|N )(xk − x̂k|N )T |YN

}

(2.3.26)

Para esto, se define el siguiente Lema [10]

Lema 2.3.4. Sean las ecuaciones del Kalman Smoother descrito anteriormente. La cova-

rianza cruzada entre dos errores de estimación sucesivos es definido por

Mk|N = Pk|kS
T
k−1 + Sk(Mk+1|N − APk|k)S

T
k−1 (2.3.27)

para k = N − 1, N − 2, ..., 1. La condición final es

MN |N = (I −KNC)APN−1|N−1 (2.3.28)

Demostración. Usando la definición dada en (2.3.26) y las definiciones dadas por (2.3.23d)

y (2.3.24a) se obtiene

Mk|k = E
{

x̃k|kx̃k−1|k

}

= E
{

(xk − x̂k|k)(xk−1 − x̂k−1|k)
T
}

= E
{

(x̃k|k−1 −Kk(Cx̃k|k−1 + vk)(x̃k−1|k−1 + Sk−1Kk(Cx̃k|k−1 + vk)
T
} (2.3.29)
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desarrollando lo expresado se tiene

Mk|k = Mk|k−1 + Pk|k−1(Sk−1KkC)T −KkCMk|k−1

−KkCPk|k−1(Sk−1KkC)T −KkRKT
k S

T
k−1

= (I −KkC)Mk|k−1 + (I −KkC)Pk|k−1C
TKT

k S
T
k|k−1

−KkRKT
k S

T
k−1

(2.3.30)

Combinando esta expresión con (2.3.23c) se obtiene

Mk|k =(I −KkC)Mk|k−1 + Pk|k−1C
T (CPk|k−1C

T +R)−1CPk|k−1S
T
k−1

− Pk|k−1C
T (CPk|k−1C

T +R)−1(CPk|k−1C
T +R)

× (CPk|k−1C
T +R)−1CPk|k−1S

T
k−1

=(I −KkC)Mk|k−1 + Pk|k−1C
T (CPk|k−1C

T +R)−1CPk|k−1S
T
k−1

− Pk|k−1C
T (CPk|k−1C

T +R)−1CPk|k−1S
T
k−1

=(I −KkC)Mk|k−1

(2.3.31)

a su vez

Mk|k−1 = E
{

x̃k|k−1x̃
T
k−1|k−1

}

= E
{

(Ax̃k−1|k−1 + w̃k−1)(x̃
T
k−1|k−1

}

= Ak−1Pk−1|k−1

(2.3.32)

aśı (2.3.31) queda como

Mk|k = (I −KkC)APk−1|k−1 (2.3.33)

y para k = N se tiene

MN |N = (I −KNC)APN−1|N−1 (2.3.34)

probando la condición final (2.3.28).

Usando (2.3.24a) se puede tener

xk − x̂k|N = x̃k|N = x̃k|k − Sk(x̂k+1|N − x̂k+1|k)

⇔ x̃k|N + Skx̂k+1|N = x̃k|k + Skx̂k+1|k

(2.3.35)

Aśı mismo

x̃k−1|N + Sk−1x̂k|N = x̃k−1|k−1 + Sk−1x̂k|k−1 (2.3.36)

Multiplicando (2.3.35) por el transpuesto de (2.3.36) por la derecha se obtiene

(x̃k|N + Skx̂k+1|N )(x̃k−1|NSk−1x̂k|N )T

= (x̃k|k + Skx̂k+1|k)(x̃k−1|k−1Sk−1x̂k|k−1)
T

= [(I −KkC)x̃k|k−1 −Kkṽk + Sk(Ax̃k|k +Buk]

× [x̃k−1|k−1 + Sk−1(Ax̂k−1|k−1 +Buk−1)]
T

(2.3.37)
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Aplicando esperanza y trabajando la expresión algebraica se tiene

Mk|N + Sk E
{

x̂k+1|N x̂T
k|N

}

ST
k−1

= E{[(I −KkC + SkAKkC)x̃k|k−1 + (SkA− I)Kkṽk+

+ Sk(Ax̂k|k−1 +Buk)][x̃k−1|k−1 + Sk−1(Ax̂k−1|k−1 +Buk−1)]}
= (I −KkC + SkAKkC)Mk|k−1 + Sk[AkE{x̂k|k−1x̂

T
k−1|k−1}AT

+A E
{

x̂k|k−1u
T
k−1

}

BT +B E
{

ukx̂k−1|k−1

}

AT

+B E
{

uku
T
k−1

}

BT ]Sk−1

(2.3.38)

y a su vez

E
{

x̂k+1|N x̂N
k|N

}

= E
{

(xk+1 − x̃k+1|N )(xk − x̃k|N )T
}

= E
{

xk+1x
T
k

}

− E
{

(x̃k+1|N + x̂k|N )x̃T
k|N

}

− E
{

x̃k+1|N (x̃k|N + x̂k|N )T
}

+ E
{

x̃k+1|NxT
k|N

}

= E
{

xk+1x
T
k

}

−Mk+1|N −Mk+1|N +Mk+1|N

= E
{

xk+1x
T
k

}

−Mk+1|N

(2.3.39)

también se cumple que

E
{

xk+1x
T
k

}

= E
{

[Axk +Buk + w̃k][Axk−1 +Buk−1 + wk−1]
T
}

= A E
{

xkx
T
k−1

}

AT +A E
{

xku
T
k−1

}

BT +AQk−1

+B E
{

ukx
T
k−1

}

AT +B E
{

uku
T
k−1

}

BT

(2.3.40)

Procediendo de manera similar a antes se puede llegar a

E
{

x̂k|k−1x̂
T
k−1|k−1

}

= E
{

xkx
T
k−1

}

−Mk|k−1 (2.3.41)

y finalmente

E
{

x̂k|k−1u
T
k−1

}

= E
{

(xkx̃k|k−1)u
T
k−1

}

= E
{

xku
T
k−1

}

(2.3.42)

Usando asi las expresiones que se obtuvieron en (2.3.39) - (2.3.42) en (2.3.38) es que se

puede llegar simplificando términos a

Mk|N + Sk(AQk−1 −Mk+1|N )ST
k−1 = (I −KkC + SkAKkC)Mk|k−1

− Sk(AMk|k−1A
T )Sk−1

(2.3.43)

usando en esta expresión la obtenida en (2.3.32) se puede obtener

Mk|N = (I −KkC)APk−1|k−1 + SkAKkCAPk−1|k−1

+ Sk(Mk+1|N −A(APk−1|k−1A
T +Q))ST

k−1

= Pk|kP
−1

k|k−1
APk−1|k−1 + SkAKkCAPk−1|k−1

+ Sk(Mk+1|N −APk|k−1)S
T
k−1

(2.3.44)
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Usando la definición de Sk se puede despejar de la siguiente manera

Sk = Pk|kA
TP−1

k+1|k ⇔ Pk+1|kS
T
k = AkPk|k (2.3.45)

Esto se logra multiplicando ambos lados de la ecuación por la derecha por Pk+1|k y luego

transponiendo ambas partes. Es aśı entonces que (2.3.44) queda como

Mk|N = Pk|kS
T
k−1 + SkAKkCPk|k−1S

T
k−1 + Sk(Mk+1|N −APk|k−1)S

T
k−1

= Pk|kS
T
k−1 + Sk(Mk+1|N −A(I −KkC)Pk|k−1)S

T
k−1

= Pk|kS
T
k−1 + Sk(Mk+1|N −APk|k)S

T
k−1

(2.3.46)

Quedando aśı (2.3.27) demostrado. �

2.3.3. Paso M

En esta sección se analiza el paso M, en el cual se obtiene un θ̂k+1 con la función obtenida

en el paso E y obteniendo la estimación de la secuencia de estados. En este caso, dado que

(2.3.11) incluye explicitamente la distribución del estado inicial (su media µ y varianza P0),

es que estos también se pueden considerar parámetros a estimar. Antes de definir el Lema

que muestra las expresiones obtenidas en el paso M, notemos que

Observación 2.3.5. Sea θ ∈ Θ el vector de parámetros definido por

θ , [βT , ηT ]T (2.3.47a)

β , [vec(Γ) , vec(µ)] (2.3.47b)

η , [vec(Π) , vec(P0) (2.3.47c)

Si Θ = Θ1 × Θ2, con β ∈ Θ1 y η ∈ Θ2, donde Θ1 es un espacio cerrado en Rℓ, con

ℓ = n2+n ·nu+n ·ny+n2
y+n, y Θ2 un subespacio cerrado de Rv, con v = n2+(n+ny)

2, se

asume que todos los η ∈ Θ2 son tales que implican matrices simétricas y positivas definidas

para Π y P0.

La observación anterior es importante, dado que η define las estimaciones de las matrices

Π y P0, las cuales al representar matrices de covariancia deben ser simétricas y positivas

definidas. Ahora definimos el Lema para el paso M

Lema 2.3.6 (Paso M). Sea Σ, Ψ definidos en (2.3.12) que satisface Σ > 0, es aśı que como

los términos que maximizan Q(θ, θ̂k) son

Γ ,

[

Âk+1 B̂k+1

Ĉk+1 D̂k+1

]

= ΨΣ−1 (2.3.48a)

µ̂ , x̂0|N (2.3.48b)

A su vez, para los parámetros restantes (usando Φ definido en (2.3.12))

Π ,

[

Q̂k+1 0

0 R̂k+1

]

= Φ−ΨΣ−1ΨT (2.3.49a)
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P̂0 , P0|N (2.3.49b)

Entonces el vector η definido en (2.3.47) es un punto estacionario de Q([β̂T , ηT ]T , θ̂k) con

respecto a η, y los estimados de Π como P0 definidos anteriormente son no negativos por

construcción. A su vez, si los estimados de Π y P0 son positivos definidos, si la secuencia

de entrada {uk} es tal que
N−1
∑

k=0

uku
T
k > 0 (2.3.50)

si θ̂k implica un sistema controlable y observable, y si η ∈ Θ2, entonces

η̂ = argmax
η∈Θ2

Q
([

β̂

η

]

, θ̂k

)

(2.3.51)

En combinación con las expresiones obtenidas en (2.3.48), esto otorga un único máximo

global de Q(θ, θ̂k) para θ ∈ Θ.

Demostración. Considere en primera instancia maximizar Q(θ, θ̂k) con respecto a β. Es

aśı que solo hay que tomar las expresiones dependientes de Γ y µ, las cuales pueden ser

escritas como

Q(µ, θ̂k) = −Tr
{

P−1
0 E

{

(x0 − µ)(x0 − µ)T |YN , θ̂k

}}

= −Tr
{

P−1
0 [(x̂0|N − µ)(x̂0|N − µ)T + P0|N

}

(2.3.52)

y

Q(Π, θ̂k) = Tr
{

Π−1[Φ−ΨΓT − ΓΨT + ΓΣ−1ΓT ]
}

=

− Tr
{

Π−1[(Γ−ΨΣ−1)Σ(Γ−ΨΣ−1)T +Φ−ΨΣ−1ΨT ]
} (2.3.53)

Claramente ambos términos anteriores son maximizados de manera global con respecto a

los elementos de β con las elecciones tomadas en (2.3.48).

Ahora bien, maximizando respecto a los términos de η, teniendo en cuenta el β̂ escogido

anteriormente, es que se puede derivar matricialmente e igualar a cero

∂

∂Π
Q(Π, θ̂k) =

∂

∂Π
log detΠ +

∂

∂Π
Tr
{

Π−1(Φ−ΨΣ−1ΨT
}

Π−1 −Π−1(Φ−ΨΣ−1ΨT )Π−1

(2.3.54)

Esto es claramente cero para la elección para Π mostrada en (2.3.49), el cual es definido

como un punto estacionario de Q(θ, θ̂k) con respecto a una parametrización simétrica y

definida positiva de Π, con lo que se completa las demostraciones para (2.3.48) - (2.3.49).

Las demostraciones que quedan en el Lema aparecen en [10]. �

Con todo lo expuesto anteriormente, es que se tiene completo el algoritmo EM para un

sistema lineal invariante en el tiempo, en tiempo discreto y en variables de estado definido

en (2.3.1) - (2.3.3).
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2.4. Sistemas en tiempo continuo y modelos discretos

Todo lo analizado anteriormente es para sistemas discretos. Cuando los datos de entrada

y salida se obtienen a partir de un sistema en tiempo continuo sujeto a perturbaciones

estocásticas es posible modelarlo como un sistema discreto considerado en la Sección 2.3. La

relacion entre ambos dominios (continuo y discreto) se encuentra en [11] mediante el siguiente

modelo de ecuaciones diferenciales estocásticas (SDE-model, por sus siglas en inglés) [33]

dx(t) = Acx(t)dt +Bcu(t)dt+ dw(t) (2.4.1)

dz(t) = Ccx(t)dt +Dcu(t)dt+ dv(t) (2.4.2)

donde u(t) ∈ R, y(t) ∈ R, y x(t) ∈ Rn son la entrada, salida y estados respectivamente;

como también las matrices del sistema son Ac ∈ Rn×n, Bc ∈ Rn×1, Cc ∈ R1×n y Dc ∈ R; y

las perturbaciones incrementales de estado dw(t) y la perturbación incremental en la salida

dv(t) son procesos estocásticos independientes, de media cero y distribución Gaussiana (esto

es, w y v son procesos de Wiener) tal que

E

{

[

dw(t)

dv(t)

] [

dw(s)

dv(s)

]T
}

=















[

Qc 0

0 Rc

]

dt t = s

0 t 6= s

(2.4.3)

El estado inicial es independiente de dw(t) y dv(t), de distribución Gaussiana con media

x̄0 y covarianza P0. Se asume entonces que existe conocimiento a priori de algunas carac-

teŕısticas del sistema, tal como podŕıa ser la estabilidad del sistema. Se asume también que

el periodo de muestreo es constante Ts = ∆.

2.4.1. Modelos en tiempo discreto

El problema de muestrear señales de tiempo continuo sujeta a perturbaciones ha sido

ampliamente analizado en la literatura [11] [34] [35] [36] [37]. Se asume entonces que la

entrada en tiempo continuo u(t) se genera por alguna secuencia de entrada uk mediante un

retentor de orden cero (ZOH, por sus siglas en inglés), esto quiere decir que

u(t) = uk , k∆ < t < (k + 1)∆ (2.4.4)

donde ∆ es el peŕıodo de muestreo constante. A su vez, se incluye un filtro de integración y

reseteo (IRF, por sus siglas en inglés) a la señal de la salida del sistema antes del muestreo

instantáneo, tal como se describe en [11] [36] [38]. Bajo estas condiciones, es que se puede

definir el siguiente modelo en tiempo discreto en una forma incremental, la cual posee las

mismas propiedades de segundo orden que el sistema continuo muestreado [37]

dx+

k = Aδxk∆+Bδuk∆+ dw+

k (2.4.5)

ȳk+1∆ = dz+k = Cδxk∆k +Dδuk∆+ dv+k (2.4.6)

donde los incrementos se definen por

df+

k = fk+1 − fk (2.4.7)
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Las matrices son dadas por

Aδ =
eAc∆ − I

∆
, Bδ =

[

1

∆

∫ ∆

0

eAcηdη

]

Bc (2.4.8)

Cδ = Cc

[

1

∆

∫ ∆

0

eAcηdη

]

(2.4.9)

Dδ = Dc + Cc

[

1

∆

∫ ∆

0

∫ ξ

0

eAcηdηdξ

]

Bc (2.4.10)

y la estructura de la covarianza de los vectores de ruidos es dada por

E

{

[

dw+
l

dv+l

]T [
dw+

k

dv+k

]

}

=

[

Qδ Sδ

(Sδ)
T Rδ

]

∆δk(l − k) (2.4.11)

donde

[

Qδ Sδ

(Sδ)
T Rδ

]

=
1

∆

∫ ∆

0

[

eAcη 0

Cc

∫ η

0
eAcξdξ I

]

×
[

Qc 0

0 Rc

] [

eAcη 0

Cc

∫ η

0
eAcξdξ I

]T

dη

(2.4.12)

Demostración. La demostración se encuentra en [36], y una implementación estable en

términos numéricos para obtener las integrales de las exponenciales matriciales se presenta

en [39]. Se observa que si el periodo de muestreo ∆ tiende a cero, este modelo incremental

(2.4.5)-(2.4.12) converge a su representación SDE (2.4.1)-(2.4.2). �

Alternativamente, este modelo en tiempo discreto en forma incremental (2.4.5)-(2.4.12)

puede ser expresado usando el operador de adelanto q:

qxk = xk+1 = Aqxk + Bquk + w̃k (2.4.13)

ȳk = Cqxk +Dquk + v̄k (2.4.14)

donde la estructura de la covarianza de los vectores de ruido es

E

{

[

w̃l

ṽl

]T [
w̃k

ṽk

]

}

=

[

Qq Sq

(Sq)
T Rq

]

δK(l − k) (2.4.15)

Con esto es que se puede definir las siguientes transformaciones af́ınes entre las matrices del

modelo en tiempo discreto en su modo incremental con el descrito mediante el operador de

adelanto q tal como se ve a continuación

Aq = I +∆Aδ , Bq = ∆Bδ , Cq = Cδ , Dq = Dδ (2.4.16)

Qq = ∆Qδ , Sq = Sδ , Rq =
1

∆
Rδ (2.4.17)

Con esto podemos definir la siguiente observación
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Observación 2.4.1. El modelo con muestreo de las señales en forma incremental es ideal

para aplicaciones con altas tasas de muestreo, debido a su convergencia cuando ∆ → 0 [35]

[36] [37]. A su vez, este modelo puede ser preferido para estimar los parámetros de tiempo

continuo de manera directa a partir de datos muestreados [37].

Lema 2.4.2. Las condiciones de estabilidad sobre las matrices A para los sistemas discretos

definidos en (2.4.5)-(2.4.12) y (2.4.13)-(2.4.15) son

Para el sistema discreto definido por el operador de adelanto q es que los autovalores

de Aq se encuentren en z ∈ C tal que |z| < 1, o sea, el ćırculo unitario.

Para el sistema discreto en forma incremental, es que los autovalores de Aδ es que se

encuentren en γ ∈ C tal que |γ + 1

∆
| < 1

∆
.

Demostración. Para el sistema discreto definido mediante el operador de adelanto se tiene

que (2.4.13) se puede reescribir como

xk+1 = Ak+1
q x0 +

n−1
∑

k=0

Ak
qBqun−1−k +

n−1
∑

k=0

Ak
q w̄k−1−k (2.4.18)

Se puede apreciar que las sumatorias que contienen Ak pueden tomarse como sumatorias

geométricas matriciales, por lo tanto la condición de estabilidad es que los autovalores de

Aq se encuentren dentro del ćırculo unitario. Más detalles se encuentran por ejemplo en [37].

Para el sistema discreto definido en forma incremental, es que se puede usar las ecuaciones

de equivalencia entre los modelos (2.4.16). Aqúı se ve que el mapeo entre autovalores de Aq

a Aδ es z = 1+∆γ, por tanto si la condición de estabilidad para Aq es que sus autovalores

se encuentren en la región |z| < 1, entonces la condición para autovalores de Aδ es que

sus autovalores se encuetren en la región |1 + ∆γ| < 1 ⇔ | 1
∆

+ γ| < 1/∆, quedando

demostrado. �

Observación 2.4.3. Note que las restricciones cuando se estima Aq o Aδ nacen a partir

de conocimiento que se tenga a partir de Ac.

Por ejemplo, si Ac es estable, entonces Aq y Aδ son estables (esto quiere decir que

sus autovalores se encuentran dentro de las regiones de estabilidad definidas para cada

uno).

A su vez, si Ac posee autovalores complejos conjugados (o sea, polos resonantes),

entonces Aq y Aδ poseen polos resonantes.

Detalles se pueden encontrar en [37].



Caṕıtulo 3

REGIONES DEFINIDAS POR

DESIGUALDADES

MATRICIALES

Una amplia gama de problemas asociados a control e identificación de sistemas han

podido simplificarse a problemas de optimización convexa usando desigualdades matriciales

lineales (LMI, por sus siglas en inglés). El uso de LMI en el análisis de sistemas dinámicas se

remonta a las desigualdades de Lyapunov, que establecen que un sistema continuo y lineal

es estable śı y sólo śı existe una matriz P simétrica y definida positiva tal que la matriz A

del sistema cumpla con AP + PAT < 0.

En teoŕıa de control existen varios ejemplos de usos de LMI. Entre los principales des-

tacan la de fijar los polos de lazo cerrado cumpliendo ciertos criterios de desempeño. Por

ejemplo, en [40] [41] [42] se muestra que la śıntesis de controladores que cumplan cierto

desempeño en H∞ puede ser formulado como un problema de optimización convexo usando

LMI. Estas LMI corresponden a desigualdades que son similares a la resolución de la ecua-

ción de Riccati. Dado que las LMI reflejan principalemte una restricción en la ubicación de

los polos, es que ofrece mayor flexibilidad en la combinación de esto con otras restricciones

en el sistema de lazo cerrado [43]. En [44] se muestra como diseñar controladores de retroali-

mentación en H∞ para cumplir distintas clases de restricciones en la ubicación de los polos

para regiones convexas en el plano complejo usando LMI. Por otra parte, en [45] se analiza

la ubicación de los polos de lazo cerrado de manera robusta en regiones definidas por LMI.

Ejemplos de uso de LMI en identificación de sistemas están asociados a estimación usando

métodos de subespacios. Por ejemplo [17] se usan las desigualdades de Lyapunov (LMI) para

restringir los polos del modelo identificado a que sean estables. A su vez, dentro de este marco

se encuentra el trabajo de [46] [47], en el cual el uso de LMI similar al del [17], apunta a

obtener un sistema con polos estrictamente reales. Por su parte [18] extiende estos resultados

para regiones basadas en LMI, lo cual es una generalización de los resultados anteriores.

Las LMI pueden ser resueltas de manera eficiente usando algoritmos de punto interior,

tal como se describe en [48] [49] [50], ofreciendo una simplificación del problema original en

términos numéricos y computacionales.

21
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3.1. Desigualdades matriciales lineales

Una desigualdad matricial lineal tiene la forma de

F (x) , F0 +

m
∑

i=1

xiFi > 0 (3.1.1)

donde x ∈ R
m y las matrices Fi ∈ R

n×n, i = 0, ...,m son matrices constantes dadas. El

śımbolo de desigualdad en (3.1.1) hace referencia a que F (x) es una matriz definida positiva,

lo que significa que uTF (x)u > 0 para todo vector no nulo u ∈ Rn×n. La desigualdad dada

en (3.1.1) es equivalente a un conjunto de n desigualdades polinomiales en x, es decir, que

los principales menores de F (x) sean positivos (ver Criterio de Sylvester en Sección 4).

F (x) es una restricción convexa en x, o sea que el conjunto {x ∈ Rm|F (x) > 0} es

convexo. A su vez, problemas como desigualdades lineales, desigualdades cuadráticas linea-

les, desigualdades de normas matriciales, y restricciones que aparecen en teoŕıa de control,

tal como desigualdad de Lyapunov o desigualdades cuadráticas matriciales lineales pueden

llevarse a una forma de una LMI.

Más caracteŕısticas de LMI pueden encontrarse en [43].

3.2. Regiones LMI

Las regiones LMI son regiones del plano complejo que puede ser representado por una

desigualdad de matrices lineales. Sea D una región LMI subconjunto del plano complejo

definido por

D =
{

z ∈ C : L+ zM + z̄MT < 0
}

(3.2.1)

donde LT = L ∈ Rm×m y M ∈ Rm×m. La función matricial

fD(z) = L+ zM + z̄MT (3.2.2)

es llamada la función caracteŕıstica de D. Note que la función caracteŕıstica fD es una

función que toma valores en las matrices Hermitianas en el espacio de m×m. A su vez, una

matriz P < 0 indica que −P es definida positiva.

En otras palabras, una región LMI es un subconjunto del plano complejo que es repre-

sentado por una LMI en z y z̄, o equivalente, una LMI en x = Re(z) como y = Im(z),

teniendo aśı la forma dada por (3.1.1). Como resultado, es que la región LMI es convexa

y más aún, estas regiones son simétricas con respecto al eje real dado que para cualquier

z ∈ D se cumple que

fD(z) = fD(z) < 0 (3.2.3)

Con esto, se tiene la siguiente definición

Definición 3.2.1 (D-estabilidad). Una matriz A ∈ Rn×n es D−estable si sus autovalores

se encuentran dentro de la región del plano complejo D.

Teorema 3.2.2. Sea una matriz A ∈ Rn×n. La matriz A es D-estable śı y sólo śı existe

una matriz simétrica P > 0 tal que

MD(A,P ) < 0 (3.2.4a)
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MD(A,P ) , L⊗ P +M ⊗ (AP ) +MT ⊗ (PAT

= [Lk,lP +Mk,l(AP ) +Ml,k(PAT )]1≤k,l≤m

(3.2.4b)

Demostración. Si X ∈ Cn×n es una matriz Hermitiana definida positiva entonces su parte

real Re(X) es una matriz real simétrica y definida positiva. La demostración es que si

X =Re(X)+Im(X)j y X = XH , es claro que Re(X) tiene que ser simétrica y que Im(X)

es antisimétrica. Como resultado, si vTXv = vTRe(X)v para cualquier v ∈ Rn, por lo tanto

Re(X) =Re(X)T > 0.

Con esto en mente, se empieza la demostración de suficiencia. Sea λ algún autovalor de

A, y sea v ∈ Cn ser un vector no negativo tal que vHA = λvH . Usando entonces la identidad

(Im ⊗ vH)MD(A,P )(Im ⊗ v) = (vHPv)fD(λ) (3.2.5)

es inmediato que si se cumple que MD(A,P ) < 0 y P > 0 implica que fD(λ) < 0, o

equivalentemente, que λ ∈ D. Por tanto A es D-estable. Ahora resta demostrar la necesidad.

supongamos que A es D-estable. Se debe demostrar la existencia de una matriz P > 0 tal

que MD < 0. Para esto, es útil definir matrices complejas A ∈ Cn×n y P = PH ∈ Cn×n

como sigue

MD(A,P ) , L⊗ P +M ⊗ (AP ) +MT ⊗ (AP )H (3.2.6)

Sea el caso donde A es diagonal ∆ = Diag(λi), con λi ∈ D. Es fácil verificar en tal caso que

MD(∆, I) = UTDiag(fD(λi))U (3.2.7)

donde U es alguna matriz de permutación. Por lo tanto, MD(∆, P ) < 0 se cumple para

P = I.

Ahora bien, el caso general sea ∆ la matriz diagonal de los autovalores de A (contando

la multiplicidad del polinomio caracteŕıstico). De lo visto anteriormente es que tenemos que

MD(∆, I) < 0 se cumple. Trabajando entonces con la forma canónica de Jordan para A es

que se puede construir una secuencia de matrices invertibles Tk tal que

ĺım
k→∞

T−1
k ATk = ∆ (3.2.8)

Por ejemplo, se puede tomar

Tk =

[

k 0

0 1

]

(3.2.9)

si se tiene

A =

[

λ 1

0 λ

]

(3.2.10)

Dado entonces que MD(Y, I) es una función continua en Y , se cumple que

ĺım
k→∞

MD(T
−1

k ATk, I) = MD(∆, I) < 0 (3.2.11)

Por lo tanto, MD(T
−1
k ATk, I) < 0 para un k lo suficientemente grande. Entonces, dado un k

definido y sea T , Tk. Usando la identidad (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD) y la definición

dada por (3.2.4b) se puede verificar que

(Im ⊗ T )MD(T
−1AT, I)(Im ⊗ TH) = MD(A, TT

H) (3.2.12)
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Juntando esto con que MD(T
−1AT, I) < 0, es que se debe cumplir que MD(A,P ) < 0 para

algún P = TTH > 0.

Para finalizar la demostración, se observa que a pesar de que P = TTH no es necesa-

riamente real, su parte real satisface Re(P ) > 0 y que MD(A,Re(P )) = Re(MD(A,P )) < 0

como consecuencia de lo descrito al principio de la demostración y tomando un A real. �

Adicionalmente, propiedades importantes de las regiones LMI que se pueden mencionar

son [44] [45] [18]

Intersecciones de regiones LMI son regiones LMI.

Cualquier región convexa y simétrica con respecto al eje real puede ser descrita por

una región LMI.

3.3. Regiones LMI de interés

En esta sección se describirán regiones LMI de interés en lo que respecta a identificación

de sistemas.

Lema 3.3.1 (Circunferencia). Se desea que los autovalores de A se ubiquen dentro de una

circunferencia centrada en (q, 0) y de radio r. Para este caso, se tiene que las matrices para

(3.2.1) son

L =

[−r −q

−q −r

]

, M =

[

0 1

0 0

]

(3.3.1)

Demostración. Para demostrar esto, es que se toma (3.2.1) como

fD =

[ −r −q + z

−q + z̄ −r

]

< 0 ⇔
[

r q − z

q − z̄ r

]

> 0 (3.3.2)

Dado que la matriz anterior es Hermitiana es que se puede usar complemento de Schur para

demostrar que es una matriz definida positiva si se cumple que

r > 0 (3.3.3a)

r − (q − z̄)r−1(q − z) > 0 (3.3.3b)

Desarrollando la segunda desigualdad de (3.3.3) se tiene que

r − (q − z̄)r−1(q − z) > 0

r2 − (q − z̄)(q − z) > 0

r2 − (q2 − (z + z̄)q + ||z||2) > 0

r2 − q2 + 2xq − x2 − y2 > 0

(x− q)2 + y2 < r2

(3.3.4)

donde x =Re(z) e y =Im(z) y siendo esta última la ecuación de circunferencia en el plano

complejo, de radio r y centrado en (q, 0). �
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Por tanto, para que los autovalores de una matriz A ∈ Rn estén dentro de esta circun-

ferencia se requiere que
[−r −q

−q −r

]

⊗ P +

[

0 1

0 0

]

⊗ (AP ) +

[

0 0

1 0

]

⊗ (PAT ) < 02n (3.3.5)

Lo cual queda como
[ −rP −qP +AP

−qP + (AP )T −rP

]

< 02n (3.3.6)

Como se desean soluciones cerradas, es que se desea un P ≥ 0n y que la inecuación anterior

sea cerrada. Para esto basta escribirla como
[

r(P − δIn) −(qP +Q)

−(qP +QT ) rP

]

≥ 02n (3.3.7)

Lema 3.3.2 (Semiplano). Se desea que los autovalores de A se ubiquen a la izquierda de la

recta Re(z) = α. En tal caso se tiene que las matrices para (3.2.1) son

L = −2α , M = 1 (3.3.8)

Demostración. La región en el plano complejo que se encuentra a la izquierda de la recta

Re(z) = α se puede escribir como

Re(z) < α ⇔ (z + z̄) < 2α ⇔ −2α+ z + z̄ (3.3.9)

Es aśı como se encuentra rápidamente las matrices (en este caso, constantes) para la ecuación

(3.2.1)

L = −2α , M = 1 (3.3.10)

quedando aśı demostrado. �

Lema 3.3.3 (Banda Imaginaria). En este caso se quiere que los autovalores de A se ubiquen

en la zona del plano complejo |Im(z)| < α. En tal caso las matrices para definir (3.2.1) son

L =

[−2α 0

0 −2α

]

, M =

[

0 −1

1 0

]

(3.3.11)

Demostración. Para la demostración la región en z ∈ C tal que

|Im(z)| < α , α > 0 (3.3.12)

la podemos definir como

w =
z − z̄

2j
= Im(z) (3.3.13)

entonces se puede trabajar como

||w|| < α

||w||2 < α2

w · w∗ < α2

(

z − z̄

2j

)(−z + z̄

−2j

)

< α2

(z − z̄)(−z + z̄) < 4α2

4α2 − (z − z̄)(−z + z̄) > 0

(3.3.14)
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Ahora bien, el equivalente a lo anterior es lo siguiente

4α2 − (z − z̄)(−z + z̄) > 0 , α > 0

⇔
[

2α (z − z̄)

(−z + z̄) 2α

]

> 0

⇔
[ −2α −(z − z̄)

−(−z + z̄) −2α

]

< 0

(3.3.15)

Esto es equivalente dado que se puede usar el criterio de Sylvester para matrices definidas

positivas (o negativas), encontrando las ecuaciones equivalentes mostradas. Por lo tanto, se

tiene entonces que

L =

[−2α 0

0 −2α

]

, M =

[

0 −1

1 0

]

(3.3.16)

quedando entonces demostrado. �

En el siguiente Lema se obtiene la combinación de regiones LMI

Lema 3.3.4 (Combinación de regiones LMI). Sean dos regiones LMI generalizadas escritas

como

fD1(z) = L1 + zM1 + z̄MT
1

fD2(z) = L2 + zM2 + z̄MT
2

(3.3.17)

Es aśı que la intersección entre ambos se representará con una función caracteŕıstica

fD3(z) = L3 + zM3 + z̄MT
3 (3.3.18)

tal que

M3 =

[

M1 0

0 M2

]

, L3 =

[

L1 0

0 L2

]

(3.3.19)

Demostración. La demostración que se debe hacer es que

fD3(z) < 0 ⇔ fD1(z) < 0 ∧ fD2(z) < 0 (3.3.20)

Se parte primero demostrando la suficiencia. Sea entones

L3 + zM3 + z̄MT
3 =

[

L1 + zM1 + z̄MT
1 0

0 L2 + zM2 + z̄MT
2

]

(3.3.21)

por lo tanto se tiene que

L3 + zM3 + z̄MT
3 < 0 (3.3.22)

Esto quiere decir que si la función caracteŕıstica es definida negativa, entonces para cualquier

vector v de dimensiones apropiadas se cumplirá

vT (L3 + zM3 + z̄MT
3 )v = vT

[

L1 + zM1 + z̄MT
1 0

0 L2 + zM2 + z̄MT
2

]

v < 0 (3.3.23)
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Es aśı que si vT =
[

uT 0
]

, con u vector cualquiera de dimensiones apropiadas y 0 representa

un vector de ceros de dimensiones apropiadas, entonces

[

uT 0
]

[

L1 + zM1 + z̄MT
1 0

0 L2 + zM2 + z̄MT
2

] [

u

0

]

< 0

⇒ uT (L1 + zM1 + z̄MT
1 )u < 0

(3.3.24)

por lo que L1 + zM1 + z̄MT
1 es definido negativo, representando la primera región LMI.

Análogamente, si vT =
[

0 wT
]

, con w vector cualquiera de dimensiones apropiadas y 0

representa un vector de ceros de dimensiones apropiadas, entonces

[

0 wT
]

[

L1 + zM1 + z̄MT
1 0

0 L2 + zM2 + z̄MT
2

] [

0

w

]

< 0

⇒ wT (L2 + zM2 + z̄MT
2 )w < 0

(3.3.25)

siendo aśı L2 + zM2 + z̄MT
2 definido negativo, representando la segunda región LMI y

demostrando la suficiencia. Resta demostrar la necesidad. Entonces si se cumple

L1 + zM1 + z̄MT
1 < 0 ∧ L2 + zM2 + z̄MT

2 < 0 (3.3.26)

usando la definición de (3.3.21) y tomando un vector u y w cualquiera real de dimensiones

apropiadas es que

[

uT wT
]

[

L1 + zM1 + z̄MT
1 0

0 L2 + zM2 + z̄MT
2

] [

u

w

]

= uT (L1 + zM1 + z̄MT
1 )u+ wT (L2 + zM2 + z̄MT

2 )w

(3.3.27)

Es claro aśı que, como las matrices que representan fD1 y fD2 son definidas negativas, es

que

uT (L1 + zM1 + z̄MT
1 )u+ wT (L2 + zM2 + z̄MT

2 )w < 0 (3.3.28)

demostrando que fD1 < 0 ∧ fD2 < 0 ⇒ fD3 < 0, quedando demostrado (3.3.20), por lo que

fD3 con las matrices de (3.3.19) representa la ecuación caracteŕıstica de la intersección de

las dos regiones LMI y siendo aśı una región LMI. �

Con esto, sea la intersección de un disco centrado en (−q, 0) con radio r y un semiplano

Re(z) > α ⇔ −z +−z̄ + 2α < 0. Se cumple para el disco que

L1 =

[−r q

q −r

]

, M1 =

[

0 1

0 0

]

(3.3.29)

y para el semiplano Re(z) > α

L2 = 2α , M2 = −1 (3.3.30)

Por lo que la intersección tendrá matrices

L3 =





−r q 0

q −r 0

0 0 2α



 , M3 =





0 1 0

0 0 0

0 0 −1



 (3.3.31)



28 CAṔıTULO 3. REGIONES DEFINIDAS POR DESIGUALDADES MATRICIALES

En las siguientes figuras se simulan regiones en el plano imaginario son resultado para

distintos semiplanos y discos en Wolfram Mathematica

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

(a) α = 0, q = 0, r = 1

-6 -4 -2 0 2 4 6
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-2

0

2
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6

(b) α = 1, q = 3, r = 3

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

(c) α = −1, q = −3, r = 3

Figura 3.1: Intersección de un semiplano Re(z) > α y un disco centrado en (q, 0) y radio r

por lo que las matrices mostradas en (3.3.31) son efectivamente las que representan la

intersección de un disco con un semiplano.

Lema 3.3.5 (Sección Circular). Si se desea que los autovalores de una matriz A se ubiquen

dentro de una sección circular, la cual se define dentro de una circunferencia de radio r y

centro (q, 0) y a la derecha de las rectas x = |y|
m

+ q con m > 0, x = Re(z) e y = Im(z), es

que se usa la combinación de ambas regiones. Las matrices que definen la región compleja

a la derecha de las rectas x = |y|
m

+ q, con x = Re(z) e y = Im(z) son

L1 =

[−2q 0

0 −2q

]

, M1 =

[

1 −1

m
1

m
1

]

(3.3.32)

y combinándola con las matrices que definen la circunferencia

L2 =

[−r −q

−q −r

]

, M3 =

[

0 1

0 0

]

(3.3.33)

se puede definir entonces las matrices para (3.2.1) que representan la sección circular

L =

[

L1 0

0 L2

]

, M =

[

M1 0

0 M2

]

(3.3.34)

Esto por el Lema 3.3.4.

Demostración. Esta sección circular debe ser simétrica respecto al eje real y convexa. Para

esto es que se considera z ∈ C con z = x+ iy. Una sección circular se compone de dos rectas

de pendientes m y −m, y un radio máximo r. Si nos centramos únicamente en las rectas

(que pasan por el centro de la circunferencia) es que las rectas son

y = ±m(x− q) (3.3.35)
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Esto se puede expresar como

x =
|y|
m

+ q (3.3.36)

Ahora bien, como se quiere una sección definida a la derecha de estas rectas para ser convexa

es que se cumple

x−
( |y|
m

+ q

)

≥ 0 (3.3.37)

Resumiendo, las reestricciones son

x ≥ q (3.3.38)

x−
( |y|
m

+ q

)

≥ 0 (3.3.39)

Esto se puede reescribir como

(x− q)2 ≥ 0 (3.3.40)

(x− q)2 −
( y

m

)2

≥ 0 (3.3.41)

Como x es la parte real e y la imaginaria, esto puede llevarse a

(
z + z̄

2
− q)2 +

(

z − z̄

2m

)2

≥ 0 (3.3.42)

Esto llevándolo a matrices es equivalente a lo siguiente

[

z+z̄
2

− q − z−z̄
2m

z−z̄
2m

z+z̄
2

− q

]

≥ 0 (3.3.43)

Esto se puede demostrar usando el complemento de Schur, y llegaŕıamos a las ecuaciones

de las rectas mostradas. Es aśı entonces que (multiplicando la ecuación matricial por 2) las

matrices de LMI que representan la zona descrita son

L1 =

[−2q 0

0 −2q

]

, M1 =

[

1 −1

m
1

m
1

]

(3.3.44)

Quedando aśı demostrado. Las matrices para sección circular ya se analizaron en el Lema

3.3.1 y la combinación de regiones LMI se analizó en el Lema 3.3.4. �

Usando Mathematica se hace pruebas para graficar la zona LMI con las matrices descritas

L y M , y obviamente agregandolas a las de circunferencia centrada en (q, 0) y radio r.

Tomando entonces un q = 1, radio r = 1 y pendiente m = 1 es que se tiene entonces
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Figura 3.2: Región circular centrada en (1, 0), de radio r = 1 y pendiente m = 1.

En la Figura 3.2 se aprecia que lo mostrado corresponde a la región circular buscada.



Caṕıtulo 4

ALGORITMO EM CON

RESTRICCIONES

En este Caṕıtulo se abordará el algoritmo EM propuesto con restricciones definidas

por LMI. Este algoritmo cumple el objetivo de preservar caracteŕısticas que se saben a

priori del sistema que se está modelando. Se mostrará la manera de simplificar los cálculos

computacionales mediante el uso del criterio de Sylvester, y los problemas que se presentan

al usar algoritmos de optimización no lineal con restricciones presentes en la plataforma

Matlab.

4.1. Algoritmo EM con restricciones

En esta sección se presenta el algoritmo EM con restricciones en la ubicación de los

polos del modelo obtenido. En lo presentado en la Sección 2.3.1 se puede ver en las ecuacio-

nes (2.3.11)-(2.3.12) la función a optimizar Q(θ, θ̂k) en el algoritmo EM. Estas ecuaciones

muestran la función auxiliar a optimizar para un modelo en tiempo discreto descrito con

el operador de adelanto (2.3.1) - (2.3.3). Tal como se menciona en la Sección 2.4, se puede

también describir un modelo en tiempo discreto en forma incremental, a partir del modelo

discreto descrito con operador adelanto usando las ecuaciones (2.4.16) - (2.4.17). Esto sirve

enormemente, ya que se puede modificar aśı la función auxiliar Q(θ, θ̂k) para obtener los

parámetros descritos en el modelo (2.4.5) - (2.4.12), el cual responde mejor altas tasas de

muestreo.

De esta manera, lo que se tiene para el algoritmo EM sin restricción es equivalente a

θ̂k+1 = argmin
θ

−Q(θ, θ̂k) (4.1.1)

donde θ posee los parámetros para el modelo en el cual se esté trabajando (en forma incre-

mental o con operador de adelanto).

Tomando en cuenta lo visto en el caṕıtulo 3, es que mediante la siguiente función

fD(z) = {z ∈ Z : L+Mz +MT z̄ < 0} (4.1.2)

donde L,M ∈ Rm×m y L es simétrica, fD(z) define una región del plano complejo. Es

aśı que para una matriz cualquiera A ∈ Rn×n, si existe P = PT ∈ Rn×n definido positivo y

31
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se cumple lo siguiente

L⊗ P +M ⊗AP +MT ⊗ (AP )T < 0 (4.1.3)

Entonces A tiene sus autovalores dentro de la región del plano complejo definido por (4.1.2)

usando las matrices L y M . Por lo tanto, podemos modificar el criterio de optimización

(4.1.1) de la siguiente manera

θ̂k+1 = argmin
θ

−Q(θ, θ̂k) (4.1.4a)

Sujeto a

L⊗ P +M ⊗AP +MT ⊗ (AP )T < 0 (4.1.4b)

P = PT > 0 (4.1.4c)

Donde L y M definen la región donde se desea que la matriz A tenga sus autovalores (A

puede ser la matriz para el modelo discreto en forma incremental (2.4.5) o definido con el

operador de adelanto (2.3.1)).

Se debe recordar que las desigualdades de (4.1.4b) y (4.1.4c) indican que las matrices

que se encuentran a mano izquierda sean definidas negativa y positiva respectivamente. El

enfoque usando regiones LMI para restringir los autovalores de A es ventajoso, dado que

en vez de calcular directamente los autovalores de A y restringir su parte real e imaginario,

es que se usan la matrices a la izquierda de la desigualdades (4.1.4b)-(4.1.4c) las cuales son

simétricas y reales, por lo que se puede usar el criterio de Sylvester para definirla negativa

(o positiva).

4.1.1. Criterio de Sylvester

El criterio de Sylvester indica que una matriz simétrica (en general, Hermititiana) es

definida positiva śı y sólo śı sus menores principales son todos positivos. Cuando se aborda

la demostración de suficiencia de menores principales positivos en textos de álgebra lineal,

es usual basarlo en eliminación Gaussiana [51, pp. 331-332] o en teoŕıa de reducción de

formas cuadráticas [52, pp. 328-329]. Aqúı se tomará una demostración [53] que hace uso de

ideas de teoŕıa de espacios vectoriales. Esta demostración es corta y requiere sólo conceptos

simples de álgebra lineal. Demostraciones menos directas son dadas en [54].

Teorema 4.1.1. Sea W1 y W2 subespacios de dimensión finita de un espacio vectorial V .

Entonces se cumple

dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2) = dim W1 + dim W2 (4.1.5)

Demostración. Extendiendo una base para W1 ∩W2 a una base de W1 y una base de W2.

Estas bases se combinan para formar una base de W1+W2. Más detalles pueden encontrarse

en [52, p. 36] o [51, pp. 199-200]. �

Dado que los determinantes de matrices similares son iguales, entonces se tiene la si-

guiente observación

Observación 4.1.2. El determinante de una matriz diagonalizable es el producto de sus

autovalores.
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Teorema 4.1.3 (Teorema Espectral). Sea A una matriz simétrica real Rn×n. Entonces

todos los autovalores de A son reales y existe una base ortonormal de R
n×n siendo los

autovectores de A.

Demostración. Revisar [52, pp. 312-314] o [51, pp. 295-296]. �

Teniendo todo lo necesario definido para la demostración, procedemos el análisis para

matrices definidas positivas.

Definición 4.1.4. Una matriz real simétrica A ∈ Rn×n es definida positiva si para todo

vector no nulo v ∈ R
n cumple

vTAv > 0 (4.1.6)

Definimos el siguiente teorema

Teorema 4.1.5. Una matriz real y simétrica A es definida positiva si y sólo si todos sus

autovalores son definidos positivos

Demostración. La demostración se basa en que dado que es definida positiva, implica que es

diagonalizable. Como es simétrica, sus autovectores pueden elegirse ortonormales entre śı,

por lo tanto A = V DV T , con V la matriz con los autovectores y D la matriz de autovalores.

Entonces, para un vector u ∈ Rn se tiene que:

uTAu = uTV DV Tu = (V Tu)TD(V Tu) (4.1.7)

Se observa que V Tu ∈ Rn es un vector, por lo tanto si definimos V Tu = s, se tiene

(V Tu)TD(V Tu) = sTDs = vec(sTDs) = sT ⊗ s vec(D) (4.1.8)

Como D es la matriz diagonal de autovalores, la expresión anterior es positiva śı y sólo

śı todos los elementos de D son mayor a cero. �

Ahora, definamos los menores principales

Definición 4.1.6 (Menores Principales). Sea A ∈ R
n×n. Para 1 ≤ k ≤ n, la k−ésima

submatŕız principal de A es la matriz k × k formada por las primeras k filas y k columnas.

Su determinante se define como el k−ésimo menor principal.

Lema 4.1.7. Sea v1, ..., vn una base de un espacio vectorial V . Suponga que W es un

subespacio de V de dimensión k. Si m < k, entonces existe un vector no nulo w ∈ W el

cual es combinación lineal de vm+1, ..., vn.

Demostración. Dado que

dim W + (n−m) = k + n−m > n (4.1.9)

Entonces, W tiene intersección no trivial con el espacio generado de vm+1, ..., vn por el

Teorema 4.1.1. �

El siguiente Lema es un caso especial del Teorema ”min-max”de Courant-Fischer [54, p.

179].
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Lema 4.1.8. Sea A ∈ Rn×n una matriz real y simétrica. Si wTAw > 0 para todos los

vectores no nulos w en un subespacio W de dimensión k, tal que W es subespacio de R
n,

entonces A posee al menos k autovalores positivos (tomando en cuenta la multiplicidad).

Demostración. Sea v1, ..., vn una base ortonormal de Rn construida con los autovectores

de A. Sea λ1, ..., λn los autovalores correspondientes de A. Suponga que los primero m

autovalores son positivos y el resto no lo es. Si m < k, entonces el Lema 4.1.7 implica que

existe un vector no nulo w ∈ W el cual puede ser escrito como

w = cm+1vm+1 + ...+ cnvm (4.1.10)

Por lo que se tiene

wTAw =

n
∑

j,k=m+1

cjckλkv
T
j · vk = c2m+1λm+1 + ...+ c2nλn (4.1.11)

dado que v1, ..., vn es un conjunto ortonormal. Pero entonces se tiene wTAw ≤ 0, lo cual es

una contradicción, por lo que m ≥ k, tal como se busca. �

Con todas estas definiciones y lemas, es que se presenta el Criterio de Sylvester.

Teorema 4.1.9 (Criterio de Sylvester). Una matriz real simétrica es definida positiva śı y

solo śı todos sus principales menores son positivos.

Demostración. Es directa la demostración que los principales menores positivos es condi-

ción necesaria. Esto se logra mostrando que cada k−ésima submatriz principal es positiva

definida, por lo tanto tiene determinante positivo por el Teorema 4.1.5 y la Observación

4.1.2. Nuestra demostración que los principales menores positivos implican una matriz po-

sitiva definida procede mediante dos Lemas vistos 4.1.7 y 4.1.8. Usando estos Lemas, es que

la demostración de suficiencia se completa mediante inducción: Para n = 1, el resultado

es trivial. Asuma entonces la suficiencia de los menores principales positivos para matrices

reales y simétricas (n − 1) × (n − 1). Si A ∈ Rn×n es matriz real y simétrica con menores

principales positivos, entonces, por hipótesis inductiva, sus (n− 1) submatrices principales

son positivas definidas. Sea W el subespacio (n− 1)−dimensional de Rn consistente con los

vectores los cuales sus últimos valores son cero. Entonces para cualquier vector no negativo

w ∈ W , wTAw > 0. El Lema 4.1.8 implica entonces que A posee al menos n− 1 autovalores

positivos (contando multiplicidad). Se aplica entonces la Observación 4.1.2 y el hecho que

det(A) > 0 para concluir que A posee n autovalores positivos. �

Con esto, definamos entonces el problema de optimización considerando lo siguiente.

Definición 4.1.10 (Constrained EM). Sea una región del plano complejo D, la cual es

convexa y simétrica con respecto al eje real. Esta región la definimos mediante el uso de

LMI usando la función caracteŕıstica (4.1.2), obteniendo las matrices L, M ∈ Rm×m. A

su vez, sea un sistema a identificar usando modelos de tiempo discreto dados por (2.3.1)-

(2.3.3), o equivalentemente (2.4.5)-(2.4.12). Si se desea que la matriz A ∈ Rn×n de estos
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modelos estimados usando el algoritmo EM posea autovalores dentro de la región del plano

complejo D, es que el paso M se define como

θ̂k+1 = argmin
θ

−Q(θ, θ̂k) (4.1.12a)

Sujeto a

ci > 0 , i = 1, ..., n ·m (4.1.12b)

pj > 0 , j = 1, ..., n (4.1.12c)

Donde se tiene que (4.1.12b)-(4.1.12c) son los menores principales de las matrices en (4.1.3),

es decir:

ci = det(−(L⊗ P +M ⊗AP +MT ⊗ (AP )T )1:i,1:i) , i = 1, ..., n· (4.1.13a)

pj = det(P1:j,1:j) , j = 1, ..., n (4.1.13b)

Siendo el operador P1:j,1:j la submatriz principal de P definida por los primera j filas y

columnas.

4.1.2. Funciones de barrera logaŕıtmica

El problema de optimización no lineal definido en el paso M para el algoritmo de estima-

ción usando regiones LMI puede ser resuelto, por ejemplo, usando fmincon(·) en MatLab.

Sin embargo, esta herramienta de optimización no lineal no garantiza que las restricciones

son estrictamente satisfechas en cada iteración. De acuerdo a la información presente del

desarrollador en [55] solo restricciones de acotación (bound constraints en inglés) se cumplen

estrictamente en cada iteración. Estas restricciones son del tipo

lb ≤ x ≤ ub (4.1.14)

Donde x es la variable a encontrar en el problema de optimización, lb y ub son vectores

constantes que corresponden a las cotas inferior y superior respectivamente de x. Claramente

esta restricción no es la que se muestra en el problema de optimización mostrado en (4.1.12).

Como consecuencia, el no satisfacer estas restricciones indica que en algún paso de EM no se

obtenga los autovalores de la matriz A dentro de la región de interés del plano complejo. Este

es un problema, dado que a pesar que la violación de las restricciones puede ser bastante

pequeña (en términos numéricos del orden de 10−6), esta cantidad no tiene relación alguna

con que tan cerca o lejos de la región de interés se encuentran los autovalores de la matriz

A estimada, lo cual puede implicar que en alguna situación se tenga autovalores inestables,

presentando problemas numéricos al usar el filtro y suavizador de Kalman en el paso E.

Las funciones barreras son ampliamente usadas en problemas de optimización con res-

tricción, en especial en el algoritmo de punto interior [43].

En particular, para nuestro problema definido en (4.1.12) se define una función de barrera

logaŕıtmica (log-barrier function en inglés) dada por

φ(θ) , −
n·m
∑

i=1

log (−cℓ(θ)) −
n
∑

j=1

log (−pk(θ)) (4.1.15)
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Es aśı que el problema de optimización queda definido como

θi+1 , argmin
θ

− t · Q(θ, θ̂i) + φ(θ) (4.1.16a)

subject to

P = PT (4.1.16b)

donde escogemos un t numéricamente grande, aśı privilegiamos la optimización del costo

original, y el logaritmo de las restricciones en el costo no influye mucho, sólo restringiendo

el espacio de búsqueda de las variables y siendo una muy buena aproximación del problema

original [56] [57, pp. 277-279].
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SIMULACIONES

En el presente caṕıtulo se presentan simulaciones mediante generación de datos de un

sistema en tiempo continuo, suponiendo un retentor de orden cero en la entrada, y mues-

treando la salida usando un filtro de reseteo e integración (IRF). De esta forma se obtienen

datos de entrada y salida, con ruido de medición y de proceso, y con ellos se identifica

el sistema. Esta identificación se hace usando el modelo incremental, dada la alta tasa de

muestreo, pero los resultados se muestran tanto para un modelo discreto incremental como

para el modelo con operador de adelanto.

5.1. Ejemplo 1

Para proceder con las simulaciones, consideremos entonces el problema de estimación

paramétrica usando el algoritmo EM para un sistema continuo dado por

G(s) =
1.15(s+ 5.609)

(s+ 6)(s+ 3)
(5.1.1)

En primera instancia se toma un periodo de muestreo de ∆ = Ts = 0.008[s]. Las matrices

del modelo en espacio de estado con datos muestreados descrito con el operador de adelanto

visto en (2.3.1)-(2.3.3) son

Aq =

[

0.9763 0

0 0.9531

]

, Bq =

[

0.0079

0.0008

]

(5.1.2)

Cq =
[

0.9881 1.4646
]

, Dq = 0.0046 (5.1.3)

Qq =

[

0.0039 0

0 0.0038

]

, Rq = 1.5242 (5.1.4)

Usando las ecuaciones de equivalencia (2.4.16) - (2.4.17) podemos tener el modelo de datos

muestreados en su forma incremental definido en (2.4.5) - (2.4.12). Consideremos en principio

un set de datos de largo N = 300. Los requerimientos son que el modelo estimado en tiempo

discreto tiene que ser estable y no debe poseer un comportamiento oscilatorio, es decir, los

autovalores deben ser reales. Por tanto, los autovalores de Âq se deben ubicar en el segmento

real (0, 1) o equivalentemente, en el segmento real
(

−1

∆
, 0
)

para Âδ (vea la ecuación de

transformación (2.4.16)).

37
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Figura 5.1: Autovalores del estimado de Aq para el modelo discreto con operador de co-

rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La ĺınea roja corresponde al ćırculo

unitario (ĺımite de estabilidad).

La Figura 5.1 muestra la ubicación de los autovalores de la matriz estimada Âq usando

tanto el algoritmo EM sin restricción (verde), y el algoritmo presentado en la sección anterior

(azul) para un estudio de Monte-Carlo con 200 realizaciones de las secuencias de ruido. Como

se puede observar, los autovalores de la matriz estimado considerando EM sin restriccón son

en algunos casos inestables o complejos conjugados. Sin embargo, incluyendo restricciones

para el algoritmo EM como se mostró en el Caṕıtulo 4, el modelo estimado es estable y no

oscilatorio (o sea, con polos reales). La Figura 5.2 muestra la ubicación de los autovalores

para la matriz Âδ en el mismo estudio de Monte-Carlo.
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Figura 5.2: Autovalores de la matriz estimada Aδ para el modelo incremental y 200 realiza-

ciones.

La Figura 5.3 muestra la evolución de la función de log-verosimilitud para una reali-

zación en particular usando tanto el algoritmo EM sin restricción y comparando con el

algoritmo EM con restricciones basadas en regiones LMI. Para el cálculo de la función de

(log)-verosimilitud, se usa (2.3.6) con un factor de escala de 1

N
. Como uno puede esperar, la

introducción de restricciones en el espacio de parámetros admisible implica que la función de

verosimilitud es menor que el caso de EM sin restricción. No obstante, para esta realización

en particular, el estimado de EM sin restricción conlleva a un modelo oscilatorio, siendo el

sistema real en tiempo continuo un sistema no oscilatorio y estable.

0 2 4 6 8 10 12 14

Iteration

-0.73

-0.72

-0.71

-0.7

-0.69

-0.68

-0.67

-0.66

-0.65

-0.64

-0.63

Log-likelihood

unc. EM

Log-likelihood

constr. EM

Figura 5.3: Evolución de la función de log-verosimilitud para cada iteración de los algoritmos

de estimación.
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La Figura 5.4 muestra la evolución de la función de log-verosimilitud para cuando el

conjunto de datos que se tiene es grande (N = 30.000 datos). Se puede apreciar que casi no

existe diferencia entre tanto la log-verosimilitud para el caso de EM sin restricción con el

algoritmo propuesto de EM con restricción.
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Figura 5.4: Evolución de la función de log-verosimilitud para cada iteración de los algoritmos

de estimación.
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Figura 5.5: Diagramas de Bode del sistema y los modelos obtenidos.

Finalmente, la Figura 5.5 muestra los diagramas de Bode para el sistema real y los mo-

delos estimados mediante EM sin restricción y EM con restricción en base a regiones LMI

para una realización en espećıfico. Uno podŕıa pensar que para este particular caso, EM sin

restricción entrega un modelo más preciso (tanto en magnitud como en fase), sin embargo,
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este corresponde a un modelo en tiempo discreto inestable. Por otro lado, el modelo estima-

do obtenido usando el algoritmo de EM restringido con regiones LMI propuestos permite

obtener un modelo estable y no oscilatorio, conservando las caracteŕısticas del sistema real.

5.2. Ejemplo 2

Este ejemplo toma el mismo sistema simulado anteriormente, en el cual la cantidad de

datos es poca, pero la diferencia radica en la zona del plano complejo donde se desea que se

ubiquen los autovalores de los modelos obtenidos. En los casos anteriores, se restringió en el

modelo incremental para estar dentro de la región de estabilidad (circunferencia centrada en

− 1

∆
, 0 y radio 1

∆
con ∆=0.008[s]) y sobre el eje real. En este caso se restringe al semićırculo

de la derecha de la circunferencia centrada en (−8, 0) y radio 6.
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Figura 5.6: Autovalores de la matriz estimada Aδ para el modelo incremental y 200 rea-

lizaciones diferentes del ruido. La región de restricción es la del semićırculo derecho de la

circunferencia en rojo.

Como se aprecia en la Figura 5.6, es que los autovalores efectivamente se encuentran

en la región de restricción, validando el algoritmo propuesto. Dentro de esta restricción

existen casos en que los modelos estimados son oscilatorios, siendo resultados similares a

los obtenidos por el algoritmo de EM usual (sin restricción), y esto coincide con el hecho

que si EM sin restricción no sale de los ĺımites de restricción, es que el algoritmo propuesto

EM con restricción arroja resultados similares. Se aprecia que los autovalores de los modelos

obtenidos mediante el algoritmo de EM con restricción que se ubican sobre el eje real, se

reparten entre los valores (-8,-2), por lo que si se tiene una buena noción a priori de la

ubicación de los autovalores del sistema real, se puede forzar los modelos obtenidos para

EM y que sus caracteŕısticas respondan de manera similar al sistema real. La Figura 5.7

muestra los autovalores de la matriz estimada Aq para este mismo caso.
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Figura 5.7: Autovalores del estimado de Aq para el modelo discreto con operador de co-

rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La ĺınea roja corresponde al ćırculo

unitario (ĺımite de estabilidad).

A continuación se presentan resultados al aumentar la cantidad de datos (o equivalente-

mente, aumentar la relación señal a ruido). Se aprecia en ambas figuras que los autovalores

de los modelos obtenidos son equivalentes tanto para el algoritmo EM con restricción basado

en LMI, como el algoritmo EM usual, con excepción de algunos casos particulares.
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Figura 5.8: Autovalores de la matriz estimada Aδ para el modelo incremental y 200 rea-

lizaciones diferentes del ruido. La región de restricción es la del semićırculo derecho de la

circunferencia en rojo.
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Figura 5.9: Autovalores del estimado de Aq para el modelo discreto con operador de co-

rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La ĺınea roja corresponde al ćırculo

unitario (ĺımite de estabilidad).

Por último, se pone el caso en que la región de restricción no incluye los autovalores

reales. En este caso se aprecia claramente como el algoritmo EM usual (sin restricción) para

una cantidad alta de datos N = 2000.
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Figura 5.10: Autovalores de la matriz estimada Aδ para el modelo incremental y 200 realiza-

ciones diferentes del ruido. La región de restricción es la que corresponde a la circunferencia

en rojo.
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Figura 5.11: Autovalores del estimado de Aq para el modelo discreto con operador de co-

rrimiento y para 200 realizaciones diferentes del ruido. La ĺınea roja corresponde al ćırculo

unitario (ĺımite de estabilidad).

Se observa de las Figuras 5.10 - 5.11 que para estas realizaciones particulares del ruido, es

que la mayoŕıa de las estimaciones de ambos algoritmos que se comparan entregan modelos

con autovalores estables y reales. Pero se aprecia que EM usual converge en varios casos a la

cercańıa de los autovalores del sistema real, no aśı el algoritmo EM con restricción, lo cual

se debe al tomar una zona del plano complejo que no posee estos autovalores.
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Figura 5.12: Evolución de la función de log-verosimilitud para cada iteración de los algorit-

mos de estimación.

En la figura 5.12 se muestra un caso particular de realizaciones del ruido para la evolución

de la función de log-verosimilitud. Vemos que tanto para EM con restricción (rojo) como EM
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sin restricción (azul) que ambos parten en el mismo punto, pero se diferencian enormemente

desde la segunda iteración, lo cual se explica que en tal iteración EM sin restricción entrega

parámetros para un modelo con autovalores fuera de la región de restricción.

5.3. Ejemplo 3

Este último ejemplo busca comparar nuestro algoritmo con identificación mediante subes-

pacios usando el algoritmo N4SID de Matlab. Para esto, usamos el mismo sistema continuo

de los ejemplos anteriores, con el mismo tiempo de muestreo Ts = ∆ = 0.008[s], conN = 500

datos y alta relación señal a ruido. La región de restricción es que los autovalores sean es-

tables. Los resultados se muestran a continuación:
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Figura 5.13: Autovalores de la matriz estimada Aq para el modelo discreto con operador de

corrimiento y 200 realizaciones diferentes del ruido. La circunferencia en rojo es el ĺımite de

estabilidad.
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Figura 5.14: Zoom de autovalores de la matriz estimada Aq para el modelo discreto con

operador de corrimiento y 200 realizaciones diferentes del ruido. La circunferencia en rojo

es el ĺımite de estabilidad.

En las Figuras 5.13 - 5.14 es que se puede apreciar como N4SID entrega modelos bastantes

imprecisos. Esto se puede explicar que como existe una alta tasa de muestreo, los autovalores

del sistema discreto real con operador de corrimiento se encuentran muy cercanos al ĺımite

de estabilidad, representando un problema numérico para N4SID, ya que se empieza a

obtener una matriz Aq muy cercana a la identidad. Mientras tanto, el algoritmo de EM con

restricción basado en LMI toma en cuenta esto, y al hacer estimación para modelos descritos

en forma incremental, el peŕıodo de muestreo no representa un problema mayor, obteniendo

modelos precisos y que conservan las caracteŕısticas del sistema real.
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CONCLUSIONES

En esta Tesis se presentó una modificación al algoritmo EM para obtener el estimador

de Máxima Verosimilitud de los parámetros de un sistema discreto en variables de estado,

lineal e invariante en el tiempo, sujeto a perturbaciones. Este algoritmo EM restringe los

modelos obtenidos mediante el uso de regiones basadas en LMI de manera que conserve

caracteŕısticas del sistema real.

Primero se estudió la estimación de Máxima Verosimilitud y el algoritmo EM. Se mos-

traron las expresiones para la estimación de los parámetros de los modelos del algoritmo

EM y se analizó cada uno de los pasos que presenta, enfocándose en sistemas en variables

de estado, lineales, invariantes en el tiempo y discretos.

Posteriormente se mostró un estudio de regiones basadas en desigualdades matriciales

lineales. Se estudiaron las expresiones para definir estas regiones, las caracteŕısticas que

cumplen, y cómo es posible usar estas regiones para restringir la ubicación en el plano

complejo de los autovalores de la matriz del sistema. En particular, esto se logra con las

restricciones que se añadieron al paso M del algoritmo EM.

Posteriormente, se analizaron los problemas de implementación asociados. Se mostró que

las restricciones añadidas al paso M son del tipo matrices definidas positivas, pero al ser

matrices simétricas, se mostró el uso del Criterio de Sylvester, el cual simplifica la implemen-

tación del algoritmo. A su vez se expuso el problema de implementar este algoritmo en la

conocida plataforma de simulación MatLab, donde su comando definido para optimizar fun-

ciones con restricciones no lineales no satisface de manera estricta estas restricciones. Como

alternativa se propuso abordar este problema usando funciones de barrera logaŕıtmica.

Asimismo, se presentan simulaciones que demuestran la utilidad el comportamiento del

algoritmo presentado. Para estas simulaciones se tomó un sistema continuo pero con datos

son muestreados. Se tomó un sistema con polos estables reales y se mostraron los resul-

tados restringiendo a la región de estabilidad y luego a una región aproximada a la recta

real y estable. Se comparó con el algoritmo EM sin restricciones para los mismos datos.

Se mostró un buen desempeño del algoritmo, cumpliendo el objetivo deseado y mostrando

una evolución de la función de verosimilitud para los casos presentados. De la comparación

con el algoritmo EM original se rescata el hecho que las diferencias que presentan a veces

las funciones de log-verosimilitud de ambos algoritmos se traducen claramente en las carac-

teŕısticas del modelo obtenido, por ejemplo, en el Ejemplo 1 se aprecia que el algoritmo EM

sin restricción cumple mejor el criterio de optimización comparado al algoritmo propuesto,

pero el modelo obtenido mediante el algoritmo EM sin restricción es inestable, mientras
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que con el algoritmo propuesto es un modelo estable y de polos reales, tal como el sistema

original. También se rescata que si existe una buena idea de la ubicación de los polos, se

puede ser más estricto, y no pedir solo estabilidad, siendo más preciso en la zona donde

se desea que se encuentren los autovalores del modelo estimado, pero esto puede conllevar

errores si es que se falla en definir la zona de restricción.

Cuando existe una alta cantidad de datos, o una alta relación señal a ruido, el algoritmo

EM usual (sin restricción) cumple adecuadamente con el objetivo de estimar un modelo

que aproxime bien al sistema original y que preserve las caracteŕısticas como estabilidad

o comportamiento (no) oscilatorio. El algoritmo EM con restricción propuesto se muestra

particularmente útil justamente cuando se dispone de pocos datos, o bien, la relación señal

a ruido es baja y, en este escenario, se desea preservar en el modelo estimado caracteŕısticas

del sistema original.

Por último se compara con métodos de estimación mediante subespacios usando el al-

goritmo N4SID. Como el caso analizado corresponde a una alta tasa de muestreo, se apre-

ció como la matriz del sistema discreto y definido con el operador de adelanto tiende a una

identidad. Esto está muy cercano al ĺımite de estabilidad, por lo que N4SID no entrega re-

sultados satisfactorios. Por su parte, el algoritmo EM con restricciones basadas en regiones

LMI, usando modelos incrementales entrega buenos resultados y no existe problema a alta

tasa de muestreo, obteniendo modelos adecuados pudiendo restringir la ubicación de sus

polos dentro de regiones complejas definidas por LMI.

6.1. Trabajo a futuro

Una primera extensión al trabajo presentado en esta Tesis es cómo incluir restricciones

más simples para la ubicación de los autovalores del modelo estimado. En [18] [17] apro-

vechan el uso de las matrices de peso que existen en los costos definidos para estimación

mediante subespacios para definir las restricciones con LMI y transformándolas en restric-

ciones lineales. En nuestro caso las restricciones son no lineales, pero se podŕıa estudiar una

manera de escribir de manera más simple las restricciones buscadas.

Otro trabajo a futuro es aplicar estas restricciones al algoritmo EM en el dominio de

la frecuencia. Para esto se debeŕıa estudiar [24] [4] [58] que muestra el desarrollo de EM

para sistemas discretos, y se afirma que los problemas del dominio del dominio del tiempo

y frecuencia son equivalentes.

Finalmente una extensión interesante seŕıa aplicar restricciones a las matrices de ob-

servabilidad y controlabilidad del modelo obtenido, permitiendo obtener directamente un

modelo de realización minima, o a su vez restricciones en las estructuras de las matrices.
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[13] F. Chen, J. C. Agüero, M. Gilson, H. Garnier, and T. Liu, “EM-based identification

of continuous-time ARMA models from irregularly sampled data,” Automatica, vol. 77,

pp. 293–301, 2017.

[14] J. M. Maciejowski, “Guaranteed stability with subspace methods,” Systems & Control

Letters, vol. 26, no. 2, pp. 153–156, 1995.

[15] N. L. C. Chui and J. M. Maciejowski, “Realization of stable models with subspace

methods,” Automatica, vol. 32, no. 11, pp. 1587–1595, 1996.

[16] T. Van Gestel, J. A. Suykens, P. Van Dooren, and B. De Moor, “Identification of stable

models in subspace identification by using regularization,” IEEE Transactions on Automatic

control, vol. 46, no. 9, pp. 1416–1420, 2001.

[17] S. L. Lacy and D. S. Bernstein, “Subspace identification with guaranteed stability using

constrained optimization,” IEEE Transactions on automatic control, vol. 48, no. 7, pp. 1259–

1263, 2003.

[18] D. N. Miller and R. A. De Callafon, “Subspace identification with eigenvalue cons-

traints,” Automatica, vol. 49, no. 8, pp. 2468–2473, 2013.

[19] R. A. Fisher, “On the mathematical foundations of theoretical statistics,” Phil. Trans.

R. Soc. Lond. A, vol. 222, no. 594-604, pp. 309–368, 1922.
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