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ELECTROSTÁTICA DE MACROMOLÉCULAS:
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Me gustaŕıa agradecer a mi polola, Bernardita, mi compañera de las últimas aventuras, por ser
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Resumen

Resumen

Las Redes Neuronales Informadas por la F́ısica (PINNs) han sido aplicadas en diversas áreas

para resolver Ecuaciones Diferenciales Parciales (PDEs), generando un nuevo método de re-

solución en el campo de la computación cient́ıfica. El uso de redes neuronales permite incluir

información adicional que no está presente en la PDE, como datos experimentales o resulta-

dos de otras simulaciones. Esto es particularmente útil en la electrostática molecular, donde

comúnmente se resuelve la Ecuación de Poisson-Boltzmann (PB) basada en el Modelo de Sol-

vente Impĺıcito, sin considerar toda la dinámica molecular.

En este trabajo, se desarrolla una metodoloǵıa para utilizar PINNs en la resolución de la Ecua-

ción de Poisson-Boltzmann, aplicándola a diversas moléculas de distintos tamaños. Se revisaron

las formulaciones de la ecuación de PB que mejor se adaptan a PINNs, las arquitecturas que

permiten representar adecuadamente la solución y los factores que afectan el proceso de minimi-

zación. Para todas las moléculas, se obtuvieron buenos resultados en la enerǵıa de solvatación,

que resultó ser un indicador bastante robusto, y en el potencial de reacción, logrando errores

del orden de 10−3 en ambos indicadores.

Para una implementación efectiva de PINNs, se encontró que es necesario regularizar la ecuación

de PB y utilizar dos redes neuronales, una por subdominio (soluto y solvente). Además, se

observó que la correcta representación de la geometŕıa molecular es crucial para la convergencia

a la solución real del problema. En este caso, se propone generar una malla fina de la superficie

y obtener los puntos de colocación aleatoriamente desde sus elementos.

Sin embargo, se descubrió que falta investigación para incluir términos adicionales basados en

integrales en la función de pérdida (como datos experimentales), ya que interrumpen el proceso

de minimización de los residuales. No obstante, este trabajo sirve como punto de partida para

alcanzar esos objetivos.

Finalmente, todo el código fue implementado como una libreŕıa llamada XPPBE, para facilitar

su uso por la comunidad cient́ıfica.

Palabras claves: Ecuación de Poisson-Boltzmann, PINNs.
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Abstract

Abstract

Physics-Informed Neural Networks (PINNs) have been applied in various fields to solve Partial

Differential Equations (PDEs), creating a new method for solving problems in the field of scien-

tific computing. The use of neural networks allows for the inclusion of additional information

not present in the PDE, such as experimental data or results from other simulations. This is

particularly useful in molecular electrostatics, where the Poisson-Boltzmann Equation (PB) is

commonly solved based on the Implicit Solvent Model, without considering the full molecular

dynamics.

In this work, a methodology is developed to use PINNs to solve the Poisson-Boltzmann Equa-

tion, applying it to various molecules of different sizes. The formulations of the PB equation

that best suit PINNs, the architectures that adequately represent the solution, and the factors

that affect the minimization process were reviewed. For all molecules, good results were obtai-

ned in solvation energy, which proved to be a quite robust indicator, and in reaction potential,

achieving errors of the order of 10−3 in both indicators.

For an effective implementation of PINNs, it was found necessary to regularize the PB equation

and use two neural networks, one for each subdomain (solute and solvent). Additionally, it was

observed that the correct representation of molecular geometry is crucial for convergence to the

real solution of the problem. In this case, it is proposed to generate a fine mesh of the surface

and obtain the collocation points randomly from its elements.

However, it was discovered that more research is needed to include additional terms based

on integrals in the loss function (such as experimental data), as they disrupt the residual

minimization process. Nonetheless, this work serves as a starting point to achieve these goals.

Finally, all the code was implemented as a library called XPPBE to facilitate its use by the

scientific community

Keywords: Poisson-Boltzmann Equation, PINNs.
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Índice General
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2.1.6.2. Enerǵıa Libre Electrostática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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4.17. Términos de la función de pérdida para los casos probados . . . . . . . . . . . . 96

4.18. Potencial de reacción para casos con distintos términos en la función de pérdida 97
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4.14. Casos de prueba para el multipolo esférico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.15. Puntos de colocación para el multipolo esférico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
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1. Introducción

Caṕıtulo 1

Introducción

La electrostática molecular es de suma relevancia en el campo de la biof́ısica, ya que detalla

las interacciones entre macromoléculas, protéınas, ácidos nucleicos y otras biomoléculas, incluso

con superficies cargadas. Este campo tiene aplicación directa, como por ejemplo el transporte

de fármacos en la sangre, o el uso de biosensores. Comúnmente, estos sistemas se modelan

mediante la ecuación de Poisson-Boltzmann (PBE), basada en el modelo de Solvente Impĺıcito

[1]. Al resolver esta ecuación, se puede obtener el potencial electrostático en todo el espacio, y

con esto calcular variables de interés, como la enerǵıa de solvatación, las fuerzas eléctricas y los

cálculos de pKa [2, 3, 4]. Para resolver esta ecuación, normalmente se utilizan técnicas como el

Método de Elementos de Frontera (BEM), el Método de Elementos Finitos (FEM) o el Método

de Diferencias Finitas (FDM).

Por otra parte, el avance en las tecnoloǵıas computacionales ha potenciado el uso de redes neuro-

nales en diversas áreas de la ciencia para resolver problemas complejos [5]. En este contexto, las

Redes Neuronales Informadas por la F́ısica (PINNs) han emergido como una herramienta para

resolver Ecuaciones Diferenciales Parciales (PDEs), combinando principios de la f́ısica con el

poder del aprendizaje profundo [6, 7, 8]. Estas redes neuronales logran replicar la solución de la

ecuación diferencial a resolver minimizando una función de pérdida, ofreciendo una alternativa

innovadora a los métodos tradicionales.

Utilizar PINNs para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann representa un gran avance en la

modelación de la electrostática molecular mediante el aprendizaje profundo (DL). Las PINNs

permiten incluir mediciones experimentales o restricciones f́ısicas en la función de pérdida a

minimizar, lo que puede conducir a nuevas soluciones que los métodos tradicionales no pueden

alcanzar. Además, la capacidad de agregar términos adicionales a la función de pérdida permite

1



1. Introducción

incorporar información sobre modelaciones de dinámica molecular, información sobre la estruc-

tura de la sal y el solvente, o de la interfaz entre la molécula y el medio. Aspectos que se pierden

al considerar el solvente como un continuo, según lo modela la PBE. Asimismo, las PINNs pue-

den resolver problemas inversos, siendo relevantes para encontrar constantes dieléctricas locales

a partir de mediciones experimentales.

Sin embargo, aunque los métodos basados en PINNs no alcanzan aún la misma precisión que

los métodos numéricos tradicionales, se espera que en el futuro se logren avances significativos.

El aprendizaje profundo se utiliza en diversas áreas, por lo que existe una gran parte de la

comunidad cient́ıfica investigando el uso de redes neuronales. En esta ĺınea, cualquier innovación

en DL podŕıa contribuir al método de PINNs. Además, se espera que en un futuro se avance en

enfoques h́ıbridos, combinando PINNs con los métodos tradicionales de resolución. Esto podŕıa

potenciar aún más la precisión y eficiencia en la resolución de problemas complejos, como en la

electrostática molecular.

En este trabajo se presenta un análisis detallado de cómo el método de Redes Neuronales Infor-

madas por la F́ısica (PINNs) puede aplicarse para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann.

Este método se prueba con distintas moléculas, partiendo desde el Ion de Born hasta moléculas

con más de 1000 cargas. Además, se llevan a cabo estudios sobre diferentes esquemas de im-

plementación, puntos de colocación y configuraciones de la función de pérdida. De esta forma,

se buscará determinar la mejor configuración para resolver este tipo de problemas y evaluar la

aplicabilidad de las PINNs en diversos escenarios reales en la electrostática molecular.

Todo el código implementado se ha publicado como una libreŕıa, llamada XPPBE (PINNs for

PBE) [9], facilitando el uso de PINNs para usuarios externos, generando una herramienta total-

mente customizable. La libreŕıa de XPPBE contribuye al desarrollo del uso de redes neuronales

para modelar la electrostática molecular.

2



1. Introducción

1.1. Objetivo General

En este estudio se busca, a partir del desarrollo de un modelo de PINNs (Physics Informed

Neural Networks), resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann aplicado a macromoléculas reales

en medios polarizables. A partir de PINNs se espera obtener el potencial electrostático en la

superficie de distintas macromoléculas, junto con sus enerǵıas de solvatación.

1.2. Objetivos Espećıficos

Evaluar el uso de las distintas formulaciones y esquemas de regularización de la ecuación

de Poisson-Boltzmann para su resolución con PINNs.

Programar distintas arquitecturas de redes neuronales artificiales (ANN) y revisar la sen-

sibilidad respecto a sus hiperparámetros al resolver la PBE.

Revisar la convergencia y la precisión del método de PINNs al variar el conjunto de

puntos de colocación, y al incluir distintos términos a la función de pérdida, considerando

mediciones experimentales y/o restricciones f́ısicas adicionales, entre otros.

Revisar la convergencia y la precisión del método de PINNs al considerar distintas distri-

buciones de cargas y geometŕıas moleculares reales, comparando con la solución obtenida

por métodos numéricos tradicionales, como BEM y/o FDM.

Crear un código amigable y totalmente personalizable para el usuario que permita resolver

la ecuación de Poisson-Boltzmann utilizando PINNs.

3



2. Marco Teórico

Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1. Modelo de Solvente Impĺıcito

En la modelación de la electrostática para la solvatación de macromoléculas, se emplean diver-

sos modelos para representar tanto a la macromolécula en cuestión (llamada soluto) como al

medio polarizable (solvente). Entre los más representativos se encuentran: el modelo de Solvente

Expĺıcito y el modelo de Solvente Impĺıcito [1]. La principal diferencia entre ambos modelos

radica en el nivel de detalle con el que se describe el solvente.

(a) Modelo Expĺıcito (b) Modelo Impĺıcito

Figura 2.1: Modelos para el solvente

4



2. Marco Teórico

El modelo de Solvente Expĺıcito proporciona una descripción detallada del solvente, abarcando

todas las interacciones entre las moléculas que lo conforman. Estas interacciones consideran

tanto las relaciones entre las moléculas constituyentes, como las interacciones con la macromo-

lécula inmersa en el solvente. Sin embargo, debido a la necesidad de representar cada molécula

con todos sus grados de libertad, este modelo se vuelve altamente costoso en términos compu-

tacionales. Un esquema de esta representación se visualiza en la figura 2.1a.

Por otra parte, el modelo de Solvente Impĺıcito representa todo el solvente (incluidas todas

las moléculas que lo componen) como un medio continuo polarizable [10], tal como lo muestra

la figura 2.1b. A pesar que sea una gran aproximación debido a la naturaleza discreta de la

materia, se justifica dado que busca el comportamiento promedio, utilizando las propiedades

macroscópicas por sobre las microscópicas. Para este modelo, el solvente se modela con una

constante dieléctrica fija, y los iones móviles como una distribución continua de carga. Al utili-

zar una representación promedio del solvente, los costos computacionales disminuyen bastante

comparados con el modelo de Solvente Expĺıcito.

Figura 2.2: Aproximación del modelo de Solvente Impĺıcito

En las próximas secciones se presentarán las ecuaciones que se obtienen al utilizar el modelo

de Solvente Impĺıcito, y como estas logran modelar la electrostática molecular.
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2. Marco Teórico

2.1.1. Electrostática en un Medio Dieléctrico Continuo

Dentro del campo de la electrostática [11], se puede representar la interacción de cargas eléctricas

en el vaćıo con la Ley de Gauss en su forma integral, como se ve a continuación.

˛
Γ

E · dS =
Qenc

ϵ0
(2.1)

Esta integral relaciona el flujo eléctrico dado por un campo eléctrico E en una superficie cerrada

Γ con carga eléctrica neta encerrada en su interior Qenc, siendo ϵ0 la constante de permitividad

del vaćıo. Adicionalmente, la ecuación 2.1 se puede escribir en forma diferencial de la siguiente

forma.

∇ · E =
ρ

ϵ0
(2.2)

Donde ρ corresponde a la densidad volumétrica de carga. En ausencias de cambios en campos

magnéticos B, el rotacional del campo eléctrico debe ser cero según las Leyes de Maxwell, es

decir:

∇× E = −∂B
∂t

= 0 (2.3)

A partir de lo anterior, se puede definir un potencial electrostático ϕ que se relaciona con el

campo eléctrico como E = −∇ϕ. De esta manera, la ecuación 2.2 queda como:

∇2ϕ = − ρ

ϵ0
(2.4)

La ecuación 2.4 obtenida es llamada ecuación de Poisson. Al resolver esta ecuación, se puede

obtener el potencial electrostático ϕ, y entonces el campo eléctrico E, para distribuciones de

cargas en el vaćıo.

La solución de la ecuación de Poisson para ϕ en un punto r puede ser expresada en forma

integral como:

ϕ(r) =
1

4πϵ0

ˆ
Ω

ρ(r′)

|r− r′|
dV ′ (2.5)

Por otra parte, a diferencia de la electrostática en el vaćıo, al aplicar un campo eléctrico sobre

un material dieléctrico, el material se polarizará. Este efecto es representado mediante la po-

larización eléctrica P, la cual corresponde a la densidad de momentos dipolares por unidad de

volumen en un material dieléctrico.

De esta forma, el potencial eléctrico producto de una polarización eléctrica se puede calcular

6



2. Marco Teórico

como:

ϕ̃(r) =
1

4πϵ0

ˆ
Ω

P(r′) · (r− r′)

|r− r′|3
dV ′ (2.6)

Integrando por partes, y asumiendo que la única condición de contorno es que la polarización

P está acotada cuando r′ → ∞ (dieléctrico finito), la integral anterior puede ser escrita de la

siguiente forma:

ϕ̃(r) =
1

4πϵ0

ˆ
Ω

−∇′ ·P(r′)

|r− r′|
dV ′ (2.7)

Notar la similitud con la ecuación 2.5. Se nota que la divergencia de la polarización actúa como

una densidad de carga. Juntando ambas integrales (potencial producto de distribución de carga

y por una polarización) se puede obtener una expresión para el potencial total.

ϕ(r) =
1

4πϵ0

ˆ
Ω

1

|r− r′|

[
ρ(r′)−∇′ ·P(r′)

]
dV ′ (2.8)

Debido a esto, la divergencia del campo eléctrico E puede ser escrita como:

∇ · E =
1

ϵ0
(ρ−∇ ·P) (2.9)

A partir de lo anterior, se puede definir el vector de desplazamiento eléctrico D como:

D = ϵ0E+P (2.10)

De esta manera, la ecuación 2.9 queda como:

∇ ·D = ρ (2.11)

Esta ecuación relaciona directamente el desplazamiento eléctrico D producto de una densidad

de carga ρ y de una polarización del medio P. Para un material dieléctrico isotrópico, la polari-

zación eléctrica P está relacionada de manera lineal con el campo eléctrico E, la permitividad

del vaćıo ϵ0 y la susceptibilidad eléctrica del medio χe. De esta manera, la polarización se puede

escribir como:

P = ϵ0χeE (2.12)

Con esta relación, el desplazamiento eléctrico se puede escribir en función del campo eléctrico.

D = ϵ0(1 + χe)E = ϵE (2.13)

En donde ϵ es la permitividad del medio, y puede calcularse como ϵ = ϵ0(1 + χe).

7



2. Marco Teórico

Considerando todo lo anterior, se puede modificar la ecuación de Poisson 2.4 para incluir la

polarización del medio dieléctrico, incluida en la permitividad del medio ϵ.

∇2ϕ = −ρ
ϵ

(2.14)

2.1.2. Ecuación de Poisson-Boltzmann

La ecuación de Poisson-Boltzmann es una expresión que permite obtener el potencial electrostá-

tico para macromoléculas sumergidas en un solvente polarizable [2, 3, 12]. Para su obtención, se

utiliza la ecuación de Poisson para un medio dieléctrico (ecuación 2.14) y el modelo de Solvente

Impĺıcito detallado anteriormente en la sección 2.1. El modelo a utilizar detalla una densidad

de carga que se descompone en 2 términos: el primero asociado a las cargas fijas (cargas dentro

de la macromolécula), y el segundo asociado a la distribución de cargas móviles presentes en el

solvente.

ρ(r) = ρf (r) + ρm(r) (2.15)

En donde ρf y ρm hacen referencia a las densidades de cargas fijas y cargas móviles respecti-

vamente. Entonces, en este modelo existirán 2 regiones, soluto y solvente (Ω1 y Ω2 respectiva-

mente). Cada región tendrá su propia distribución de carga y permitividad eléctrica ϵ, tal como

se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema modelo de Solvente Impĺıcito [4]

Con lo anterior, se puede generalizar la ecuación 2.14 que relaciona el potencial electrostático con

la densidad de carga para ambos dominios, la cual es llamada ecuación de Poisson Boltzmann.

−∇ · (ϵ(r)∇ϕ) = ρf (r) + ρm(r) (2.16)

8



2. Marco Teórico

En esta ecuación se considera ϵ como una función dependiente de la posición (soluto o solvente).

ϵ(r) =

ϵ1 r ∈ Ω1

ϵ2 r ∈ Ω2

(2.17)

Para la densidad de carga fija, la cual corresponde a la carga dentro de la macromolécula, se

considerarán cargas puntuales. Estas cargas puntuales coinciden con los átomos constituyentes

de la macromolécula. De esta manera se obtiene:

ρf (r) =
∑
k

qkδ(r− rk) (2.18)

En donde qk corresponde a la carga del átomo k y δ(r) corresponde a la función delta de Dirac.

Para la densidad de carga móvil, la cual corresponde a la distribución de cargas del solvente,

se utilizará la siguiente expresión:

ρm(r) =
∑
j

qjcj (2.19)

En donde qj corresponde a la carga de la especie j, y cj su respectiva concentración. En equili-

brio, la concentración de las especies sigue una distribución de Boltzmann [1, 13] de la forma:

cj(r) = c∞j e−ϕqj/kbT (2.20)

En donde c∞j corresponde a la concentración de iones con carga qj en el infinito, kb la constante

de Boltzmann, T la temperatura y ϕ el potencial electrostático. La justificación de la utilización

de esta distribución se detalla en la sección 2.1.6.

Si el solvente se encuentra disuelto con cloruro de sodio (NaCl), se tienen dos especies de iones

(Na+ y Cl-) en similar concentración y con cargas de valencias opuestas. De esta manera la

densidad de carga en el solvente se puede reducir a lo siguiente:

ρm(r) =
∑
j

qjc
∞
j e−ϕqj/kbT

ρm(r) = qec
∞e−ϕqe/kbT − qec

∞eϕqe/kbT

ρm(r) = −2qec
∞ sinh(ϕqe/kbT )

(2.21)

En donde qe corresponde a la carga eléctrica del electrón. Teniendo ambas densidades de cargas,

se puede obtener la ecuación de Poisson-Boltzmann. Considerando ϵ1 y ϵ2 a las constantes

dieléctricas de cada medio, se obtiene:

9



2. Marco Teórico

∇2ϕ1 = − 1

ϵ1

∑
k

qkδ(r− rk) r ∈ Ω1

∇2ϕ2 =
2qec

∞

ϵ2
sinh(ϕ2qe/kbT ) r ∈ Ω2

(2.22)

A estas ecuaciones hay que añadirle la continuidad del potencial y del desplazamiento eléctrico

en la interfaz Γ de la macromolécula. La definición de la interfaz en este contexto será definida

en la sección 2.1.3.
ϕ1 = ϕ2 r ∈ Γ

ϵ1
∂ϕ1

∂n
= ϵ2

∂ϕ2

∂n
r ∈ Γ

(2.23)

2.1.2.1. Ecuación de Poisson Boltzmann Linealizada

La ecuación de Poisson-Boltzmann 2.22 detallada en la sección anterior puede ser linealizada

bajo el siguiente supuesto. En caso de que el potencial eléctrico sea débil en el solvente, de tal

forma que ϕ2qe/kbT ≪ 1 (normalmente cuando |ϕ| < 25 [mV] [14]), la expresión en el solvente

puede ser aproximada considerando el primer término de la expansión de la serie de Taylor

asociada (teoŕıa de Debye-Hückel).

2qec
∞

ϵ2
sinh(ϕqe/kbT ) ≈

2qec
∞ϕqe

ϵ2kbT
(2.24)

A partir de esto, se puede definir la constante κ correspondiente al inverso de la longitud de

Debye.

κ2 =
2c∞q2e
ϵ2kbT

(2.25)

De esta manera, la ecuación de Poisson-Boltzmann linealizada queda de la siguiente forma:

∇2ϕ1 = − 1

ϵ1

∑
k

qkδ(r− rk) r ∈ Ω1

∇2ϕ2 = κ2ϕ2 r ∈ Ω2

(2.26)

Esta ecuación linealizada resulta bastante útil en una gran cantidad de escenarios donde se

tienen macromoléculas medianamente cargadas (como protéınas), ya que el potencial es débil

en el solvente. Además, para estas macromoléculas las no linealidades son relevantes en zonas

acotadas del dominio, que dependiendo de la aplicación pueden ser despreciadas. Dicho esto,

la forma lineal entrega una buena aproximación permitiendo la utilización de diversos méto-

dos numéricos, facilitando su resolución. En los casos en que se trabajen con macromoléculas

altamente cargadas (como ácidos nucleicos), las no linealidades toman mayor importancia.

10
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2.1.3. Interfaz Soluto-Solvente

Para la clasificación de las 2 regiones de interés, soluto y solvente, existen 3 definiciones de

superficies. La superficie Gaussiana o de Van der Waals, la superficie accesible por el solvente

(SAS), y la superficie excluida por el solvente (SES).

(a) Van der Waals (b) SAS (c) SES

Figura 2.4: Definiciones de interfaz [4]

La superficie de Van der Waals considera como soluto todo lo contenido dentro del radio atómico

de los átomos constituyentes, figura 2.4a. Por otra parte, la definición SAS, figura 2.4b, se genera

al seguir la trayectoria que tiene el centroide de una probeta esférica del tamaño de una molécula

de agua (∼ 1.4Å) la cual rueda alrededor de la macromolécula. Finalmente, la superficie SES

considera como superficie de la macromolécula a la sección más cercana a la que puede llegar la

probeta esférica definida anteriormente. En las aplicaciones a detallar en este escrito, se prefiere

la utilización de la superficie SES.

Figura 2.5: Superficie SES de referencia para la lisozima, renderizado con [15]

11
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2.1.4. Esquemas de Regularización de la Ecuación de Poisson-Boltzmann

Debido a las singularidades existentes producto de las cargas puntuales en la macromolécula

dadas en la ecuación 2.22 o en la ecuación linealizada 2.26, aparecen bastantes dificultades en

la resolución producto de los métodos numéricos utilizados, comúnmente FEM o FDM. Es por

esto que en ocasiones se realiza la siguiente transformación para obtener el set de ecuaciones

regularizadas. Se detallarán las más simples, pero existen diversos esquemas adicionales [16, 17].

Los esquemas a detallar se basan en descomponer el potencial electrostático en su componente

singular y regular (llamado potencial de reacción).

ϕ = G + ψ (2.27)

En donde ϕ corresponde al potencial total, ψ al potencial de reacción, y G al potencial de

Coulomb (combinación lineal de la función de Green de la ecuación de Poisson). El potencial

G se calcula de la siguiente forma:

G(r) = 1

4πϵ1

∑
k

qk
|r− rk|

(2.28)

Y cumple la siguiente relación:

∇2G(r) = − 1

ϵ1

∑
k

qkδ(r− rk) (2.29)

Se presentan a continuación 2 esquemas de regularización de 2 términos para la ecuación de

Poisson-Boltzmann linealizada. Los esquemas son equivalentes para el caso no lineal.

Esquema 1: Se basa en descomponer el potencial electrostático ϕ en su componente sin-

gular y regular en todo el dominio Ω = Ω1 ∪ Ω2.

∇2ψ1 = 0 r ∈ Ω1

∇2ψ2 = κ2(ψ2 + G) r ∈ Ω2

ψ1 = ψ2 r ∈ Γ

ϵ1

(
∂ψ1

∂n
+
∂G
∂n

)
= ϵ2

(
∂ψ2

∂n
+
∂G
∂n

)
r ∈ Γ

(2.30)

El sistema de ecuaciones queda en términos del componente regular. Para obtener el

potencial total, basta utilizar la ecuación 2.27.
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Esquema 2: Se basa en descomponer el potencial electrostático ϕ en su componente sin-

gular y regular solo en la zona del soluto Ω1.

∇2ψ1 = 0 r ∈ Ω1

∇2ϕ2 = κ2ϕ2 r ∈ Ω2

ψ1 + G = ϕ2 r ∈ Γ

ϵ1

(
∂ψ1

∂n
+
∂G
∂n

)
= ϵ2

∂ϕ2

∂n
r ∈ Γ

(2.31)

Notar que el sistema de ecuaciones queda en términos del componente regular en el soluto,

y el potencial total en el solvente.

Bajo estos esquemas se evitan las singularidades, aumentando la precisión y la convergencia de

los métodos de resolución.

2.1.5. Formulación Integral en la Frontera para la Ecuación de Poisson-

Boltzmann

Pese a que se puede resolver directamente la ecuación 2.26 para obtener el potencial electrostá-

tico, existen métodos que resuelven su formulación integral en la interfaz. Lo anterior permite

resolver la ecuación solo en la superficie de la macromolécula, sin tener que trabajar con todo

el dominio, comúnmente utilizando el método de BEM [18, 19].

La formulación integral de la ecuación 2.26 en la interfaz se puede obtener haciendo uso de

la Segunda y Tercera Identidad de Green. Considerando que rs ∈ Γ, se presenta el set de

ecuaciones integrales en la interfaz Γ.

ϕ1(r
s) =

1

2πϵ1

∑
k

qk
|rs − rk|

+
1

2π

˛
Γ

∂ϕ1

∂n

1

|rs − r′|
dS(r′)

− 1

2π

˛
Γ

ϕ1
∂

∂n

(
1

|rs − r′|

)
dS(r′)

ϕ2(r
s) = − 1

2π

˛
Γ

∂ϕ2

∂n

exp(−κ|rs − r′|)
|rs − r′|

dS(r′)

+
1

2π

˛
Γ

ϕ2
∂

∂n

(
exp(−κ|rs − r′|)

|rs − r′|

)
dS(r′)

(2.32)

Utilizando ambas integrales y las condiciones en la interfaz, se puede formar un sistema de

ecuaciones de 2 variables (ϕ y ∂nϕ) para obtener el potencial electrostático en la interfaz. Al
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haber resuelto este sistema de ecuaciones en la interfaz, se puede obtener el potencial en todo

el dominio con una modificación de estas integrales. Por ejemplo, si r ∈ Ω1, se tiene:

ϕ1(r) =
1

4πϵ1

∑
k

qk
|r− rk|

+
1

4π

˛
Γ

∂ϕ1

∂n

1

|r− r′|
dS(r′)

− 1

4π

˛
Γ

ϕ1
∂

∂n

(
1

|r− r′|

)
dS(r′)

(2.33)

Asimismo, si r ∈ Ω2, se tiene:

ϕ2(r) = − 1

4π

˛
Γ

∂ϕ2

∂n

exp(−κ|r− r′|)
|r− r′|

dS(r′)

+
1

4π

˛
Γ

ϕ2
∂

∂n

(
exp(−κ|r− r′|)

|r− r′|

)
dS(r′)

(2.34)

2.1.6. Enerǵıas Libres

La enerǵıa libre total de una macromolécula sumergida en un medio polarizable tiene compo-

nentes polares (o electrostáticos) y no polares. La relación entre las distintas enerǵıas libres se

puede revisar en el siguiente ciclo termodinámico.

Figura 2.6: Ciclo termodinámico para las enerǵıas libres [20]

En las siguientes secciones se desarrollará la enerǵıa libre no polar, la enerǵıa libre electrostática

y la enerǵıa de solvatación.
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2.1.6.1. Enerǵıa Libre No Polar

La enerǵıa libre no polar corresponde a la enerǵıa necesaria para situar un soluto no cargado en

el solvente. Debido a lo anterior, esta enerǵıa considera tanto la enerǵıa para generar la cavidad

∆Gcavity, como la enerǵıa producto de la interacción de dispersión entre el soluto y el solvente

∆Gdisp.

∆Gnp = ∆Gcavity +∆Gdisp (2.35)

Siendo ∆Gnp la enerǵıa libre no polar. Los modelos actuales consideran la enerǵıa no polar

como una combinación lineal entre el área de la macromolécula accesible por el solvente ASASA

(superficie SAS) y otros parámetros geométricos [20].

∆Gnp = γASASA + b (2.36)

En donde γ se interpreta como la tensión superficial de ĺıquido-vapor, y b como una constante

de escalamiento (usualmente presentada como pV , presión por volumen).

2.1.6.2. Enerǵıa Libre Electrostática

En el contexto del solvente impĺıcito, se tiene el siguiente funcional para la enerǵıa libre de Gibbs

G de un soluto disuelto en un solvente. Este funcional solo depende de las concentraciones de

los iones ci del solvente [21].

G[c1, c2, . . . , cM ] =

ˆ
Ω

1

2
ρϕ+ β−1

M∑
j

c∞j + β−1

M∑
j

cj[ln
(
Λ3cj

)
− 1]−

M∑
j

µjcj dV (2.37)

En donde ϕ es el potencial electrostático, ρ la densidad de carga, β el inverso de la enerǵıa

térmica (constante de Boltzmann por la temperatura), Λ la longitud de onda térmica de De

Broglie, µj el potencial qúımico de la especie j y c∞j la concentración de la especie j al infinito.

Para obtener la enerǵıa libre, se debe encontrar una distribución de concentraciones cj que

minimize el funcional G[c1, c2, . . . , cM ]. Para esto, se calcula el variacional de la ecuación 2.37

con respecto a la concentración cj de cada ion.

(δG[c])j = qjϕ+ β−1 ln
(
Λ3cj

)
− µj = 0 (2.38)

Despejando la variable de interés, se obtiene que las concentraciones deben seguir una distri-

bución de Boltzmann para que el funcional G sea mı́nimo.

15



2. Marco Teórico

cj = c∞j e−βqjϕ (2.39)

En donde c∞j se puede expresar como:

c∞j = Λ−3eβµj (2.40)

De esta forma, reemplazando la distribución de Boltzmann en el funcional 2.37 se obtiene la

enerǵıa libre electrostática.

G =

ˆ
Ω

ρfϕ− 1

2
ϵ|∇ϕ|2 − β−1

M∑
j

c∞j (e−βqjϕ − 1) dV (2.41)

La enerǵıa libre anterior se puede simplificar para el caso de una solución de NaCl, obteniéndose

lo siguiente:

G =

ˆ
Ω

ρfϕ− 1

2
ϵ|∇ϕ|2 − 2β−1c∞(cosh(ϕβqe)− 1) dV (2.42)

Notar que al reemplazar la enerǵıa libre de Gibbs por unidad de volumen g en las ecuaciones

de Euler Lagrange, se debeŕıa obtener una ecuación que gobierne la situación.

∂g

∂ϕ
−∇ ·

(
∂g

∂(∇ϕ)

)
= 0 (2.43)

De donde se obtiene claramente la ecuación de Poisson-Boltzmann.

∇ · (ϵ∇ϕ) = −ρf + 2qec
∞ sinh(ϕβqe) (2.44)

En la expresión 2.42 se puede reemplazar la ecuación de Poisson Boltzmann e integrar por

partes para obtener una versión simplificada de la enerǵıa libre electrostática.

G =

ˆ
Ω1

1

2
ρfϕ dV +

ˆ
Ω2

ϕqec
∞ sinh(ϕβqe)− 2β−1c∞(cosh(ϕβqe)− 1) dV (2.45)

Si se está trabajando con la ecuación de Poisson-Boltzmann lineal (ver sección 2.1.2.1), se puede

simplificar la integral en el solvente al linealizar su integrando (útil cuando ϕ2qe/kbT ≪ 1), para

obtener la enerǵıa libre del sistema.

G =
1

2

ˆ
Ω1

ρfϕ dV (2.46)
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2.1.6.3. Enerǵıa Libre de Coulomb

La enerǵıa libre de Coulomb tiene relación a la distribución de cargas del soluto en el vaćıo

(en este caso, las cargas puntuales de la macromolécula). Esta enerǵıa se puede obtener al

reemplazar el potencial de Coulomb G (el cual es solución de la ecuación de Poisson), en la

ecuación 2.46 para la enerǵıa libre electrostática.

G(r) = 1

4πϵ1

∑
k

qk
|r− rk|

(2.47)

De esta forma, la enerǵıa libre de Coulomb Gcoulomb se expresa como:

Gcoulomb =
1

8πϵ1

∑
i

∑
j

qiqj
|ri − rj|

(2.48)

2.1.6.4. Enerǵıa de Solvatación

La enerǵıa de solvatación tiene relación con la interacción entre el soluto y el solvente, en donde

se estabilizan las part́ıculas del medio acuoso. Esta se define como el cambio en la enerǵıa libre

de Gibbs cuando una molécula es transferida desde el vaćıo al solvente. De manera equivalente,

la enerǵıa de solvatación se puede entender como la enerǵıa que se requiere para disolver una

molécula.

Revisando el ciclo termodinámico dado en la figura 2.6, se nota que la enerǵıa de solvatación

tiene 2 componentes:

∆Gsolv = ∆Gelec +∆Gnp (2.49)

Donde ∆Gsolv corresponde a la enerǵıa de solvatación, ∆Gelec al componente electrostático y

∆Gnp al componente no polar. Una aproximación tolerable es despreciar el término no polar,

de tal manera que la enerǵıa de solvatación depende exclusivamente del componente electros-

tático. Notar que debido al ciclo de la figura 2.6, el componente electrostático corresponde a la

diferencia entre la enerǵıa electrostática total y la enerǵıa de Coulomb.

∆Gelec = Gsolv
charge −Gcoulomb (2.50)

Siendo Gsolv
charge la enerǵıa electrostática total y Gcoulomb la enerǵıa de Coulomb. Bajo esta ĺınea,

la enerǵıa de solvatación ∆Gsolv puede ser calculada integrando el potencial de reacción ψ y la

distribución de carga ρf en la región del soluto, más una expresión no lineal dependiente del
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potencial total ϕ en el solvente (ecuación 2.45).

∆Gsolv = ∆Gelec +����:0∆Gnp

∆Gsolv =
1

2

ˆ
Ω1

ρfψ dV +

ˆ
Ω2

ϕqec
∞ sinh(ϕβqe)− 2β−1c∞(cosh(ϕβqe)− 1) dV

(2.51)

En donde el potencial de reacción se calcula como la diferencia entre el potencial total y el

potencial de Coulomb:

ψ = ϕ− G (2.52)

Debido a que la densidad de cargas fijas ρf se compone por cargas puntuales qk, la integral en

el soluto puede ser simplificada a la siguiente expresión:

∆Gsolv =
1

2

∑
k

qkψ(rk) +

ˆ
Ω2

ϕqec
∞ sinh(ϕβqe)− 2β−1c∞(cosh(ϕβqe)− 1) dV (2.53)

En los casos que se trabaje con la forma lineal de la ecuación de Poisson-Boltzmann, la enerǵıa

de solvatación se reduce a lo siguiente:

∆Gsolv =
1

2

∑
k

qkψ(rk) (2.54)

2.1.7. Mediciones Experimentales

Con la tecnoloǵıa que existe actualmente, no es posible medir puntualmente el potencial eléc-

trico en todo el dominio. Sin embargo, con resonancia magnética nuclear, se puede medir un

potencial “promedio” alrededor de los átomos de hidrógeno que estén cerca de la superficie de la

macromolécula. Este potencial promedio es llamado effective near surface potential, ϕENS [22].

El método para obtener este potencial consiste en utilizar derivados del compuesto PROXYL:

espećıficamente, amino-metil-PROXYL y carboxi-PROXYL. Estos compuestos paramagnéticos

son análogos pero difieren en carga a pH neutro: el amino-metil-PROXYL es catiónico (+1qe),

mientras que el carboxi-PROXYL es aniónico (-1qe).

Para la relajación por interacción electrónica paramagnética (PRE) que surge de moléculas

paramagnéticas de cosoluto, la tasa de PRE para una magnetización transversal de 1H (Γ2), a

partir de un potencial ϕ, se expresa de la siguiente manera.
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Γ2 = 4πζcpτc

ˆ ∞

0

r−4 e
− qeϕ(r)

kbT dr (2.55)

Donde ζ es un parámetro dependiente de los núcleos de hidrógeno respectivos de una macromo-

lécula y los ratios giromagnéticos, cp es la concentración paramagnética de la sonda (PROXYL),

τc es la correlación efectiva de tiempo para la interacción dipolo-dipolo entre el electrón de la

sonda y el núcleo de hidrógeno, r es la distancia entre el núcleo de hidrógeno y el punto de

evaluación, ϕ el potencial electrostático, kb la constante de Boltzmann y T la temperatura. Esta

integral puede ser transformada a una integral de volumen de la siguiente manera.

Γ2 = 4πζcpτc

ˆ
Ω∗
r−6 e

− qeϕ(r)
kbT dV (2.56)

Con esta definición, el effective near surface potential puede calcularse como:

ϕENS(rH) =
−kbT
2qe

ln(Γ2 + /Γ2−) (2.57)

Donde el signo ± hace referencia a las 2 sondas a utilizar. Se considera rH como la posición del

átomo de hidrógeno para el cual se calcula el potencial promedio. Reemplazando, se obtiene

finalmente que ϕENS se puede calcular de la siguiente manera:

ϕENS(rH) =
−kbT
2qe

ln


ˆ
Ω∗

|r− rh|−6 e
− qeϕ(r)

kbT dV
ˆ
Ω∗

|r− rh|−6 e
qeϕ(r)
kbT dV

 (2.58)

La teoŕıa producto de la ecuación de Poisson-Boltzmann ha predicho valores de ϕENS a partir

de la ecuación 2.58 bastante similares a los medidos experimentalmente. Un ejemplo para la

ubicuitina se encuentra en [22].

2.1.8. Soluciones Anaĺıticas

En esta sección se presentarán algunas soluciones anaĺıticas de la ecuación de Poisson-Boltzmann

bajo ciertas suposiciones y escenarios [12]. En todos los casos se trabajará con la ecuación de

Poisson-Boltzmann linealizada, ecuación 2.26.
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2.1.8.1. Ion de Born

Considera solo una carga puntual q en el centro de una macromolécula esférica de radio R

(llamada Ion de Born), como lo muestra la siguiente imagen.

Figura 2.7: Ion de Born

Debido a la simetŕıa esférica existente en este escenario, se puede asumir que ϕ = ϕ(r), es decir,

el potencial solo depende de la coordenada radial. De esta manera, la ecuación de Poisson-

Boltzmann se simplifica a las siguientes expresiones:

1

r2
d

dr

(
r2
dϕ1

dr

)
= − 1

ϵ1
qδ(r) r ∈ Ω1

1

r2
d

dr

(
r2
dϕ2

dr

)
= κ2ϕ2 r ∈ Ω2

ϕ1 = ϕ2 r ∈ Γ

ϵ1
dϕ1

dr
= ϵ2

dϕ2

dr
r ∈ Γ

(2.59)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene la siguiente solución para el potencial elec-

trostático.

ϕ1(r) =
q

4π

(
1

ϵ1r
− 1

ϵ1R
+

1

ϵ2(1 + κR)R

)
ϕ2(r) =

q

4π

e−κ(r−R)

ϵ2(1 + κR)r

(2.60)

Además, se puede obtener fácilmente una expresión para su enerǵıa de solvatación:

∆Gsolv =
q2

8πRϵ1

(
ϵ1

ϵ2(1 + κR)
− 1

)
(2.61)

Estas expresiones son de utilidad para validar los métodos para resolver la ecuación en cuestión.
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2.1.8.2. Multipolo Esférico

Esta solución anaĺıtica busca una solución para moléculas con una geometŕıa esférica. Pese a

que en la realidad no existan moléculas de este estilo, esta solución puede entregar órdenes de

magnitud útiles de acuerdo a la aplicación.

Para esto, se considera una molécula esférica de radio R con N cargas puntuales. Para obtener

esta solución, se puede aproximar el potencial electrostático como una combinación lineal de

sus armónicos esféricos [23]. De esta manera, la solución de la ecuación de Poisson-Boltzmann

linealizada queda de la siguiente forma:

ϕ1(r) =
1

4πϵ1

∑
k

qk
|r− rk|

+
∞∑
n=0

n∑
m=−n

Bnmr
nY m

n (θ, φ)

ϕ2(r) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

Anm
1

rn+1
e−κrKn(κr)Y

m
n (θ, φ)

(2.62)

Siendo Bnm y Anm los coeficientes asociados. Además, cada armónico esférico Y m
n se representa

de la siguiente manera:

Y m
n (θ, φ) =

√
(2n+ 1)(n− |m|)!

4π(n+ |m|)!
Pm
n (cos(φ))eimθ (2.63)

Siendo Pm
n las funciones de Legendre asociadas. Además, la funciones Kn(x) corresponden a

los siguientes polinomios.

Kn(x) =
n∑
s=0

2sn!(2n− s)!

s!(2n)!(n− s)!
xs (2.64)

Para encontrar los coeficientes Bnm y Anm, necesarios para estimar el potencial electrostático

en todo el dominio, se puede realizar lo siguiente:

Se escribirá el potencial de Coulomb como una combinación lineal de armónicos esféricos.

1

4πϵ1

∑
k

qk
|r− rk|

=
1

4πϵ1

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Enm
1

rn+1
Y m
n (θ, φ) (2.65)
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Donde el coeficiente Enm es conocido y se calcula como:

Enm =
4π

2n+ 1

N∑
k=1

qkr
n
kY

m
n (−θk, φk) (2.66)

Ahora, se puede plantear un sistema de ecuaciones en la interfaz de la molécula para poder

obtener Bnm y Anm utilizando las relaciones dadas en la ecuación 2.23.

Enm
4πϵ1

+R2n+1Bnm = Anme
−κRKn(κR)

n+ 1

4π
Enm − nϵ1R

2n+1Bnm = ϵ2Anme
−κR[(n+ 1 + κR)Kn(κR)− κRK ′

n(κR)
] (2.67)

Resolviendo este sistema se puede encontrar Bnm y Anm y con esto una expresión para el

potencial electrostático en todo el dominio. Por simplicidad, se expresarán ambos coeficientes

en función de Enm ya que es conocido.

Anm = Enm
1

4π

(2n+ 1)eκR

(ϵ1 − ϵ2)nKn(κR) + ϵ2(2n+ 1)Kn+1(κR)

Bnm =
1

R2n+1

(
e−κRKn(κR)Anm − 1

4πϵ1
Enm

) (2.68)

Con esta solución, la enerǵıa de solvatación puede calcularse fácilmente como:

∆Gsolv =
1

2

∑
k

∞∑
n=0

n∑
m=−n

Bnmqkr
n
kY

m
n (θk, φk) (2.69)

Al igual que el caso del Ion de Born, esta solución anaĺıtica es útil para validar los métodos de

resolución.

2.1.8.3. Cargas Puntuales Inmersas en Solvente

Una solución anaĺıtica útil para la ecuación de Poisson-Boltzmann es asumir que las cargas

puntuales están inmersas en el solvente. De esta forma, no existe una región para el soluto,

todo el dominio es solvente con una constante dieléctrica ϵ2. De esta forma, la ecuación 2.26 se

simplifica a lo siguiente:

∇2ϕ− κ2ϕ = − 1

ϵ2

∑
k

qkδ(r− rk) (2.70)

22



2. Marco Teórico

Aprovechando esta simplificación, se puede encontrar la siguiente solución anaĺıtica, la cual

corresponde a una combinación lineal de la función de Green de Yukawa1:

ϕ(r) =
1

4πϵ2

∑
k

qke
−κ|r−rk|

|r− rk|
(2.71)

Pese a que esta aproximación no considera la existencia de la geometŕıa molecular (solo sus

cargas puntuales), predice bastante bien la solución de la ecuación de Poisson-Boltzmann cuando

se está en el solvente, lejos de la molécula. Incluso en algunos casos esta solución es utilizada

como condición de contorno en el solvente [24].

1Por simplicidad, a esta solución se le llamará función de Green de Yukawa
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2.2. Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales, Artificial Neural Networks, o simplemente ANN, corresponden

principalmente a una composición de funciones no lineales, las cuales se van operando sobre

un conjunto de parámetros θ. La forma de estas funciones y la cantidad de parámetros en el

conjunto θ dependen exclusivamente de la arquitectura de la red neuronal [5, 25, 26].

Como ejemplo, se asumirá que uθ es la aproximación mediante una red neuronal N con pará-

metros θ, de la función u.

u ≈ uθ = N (x;θ) (2.72)

De esta forma, la red N consistirá en una composición de funciones (o capas) f iθ que operan

sobre el input x de la siguiente forma:

uθ = fL+1
θ ◦ fLθ · · · ◦ f 1

θ (x) (2.73)

La arquitectura de la red neuronal determinará la forma de las capas f iθ.

Para que una ANN reproduzca el resultado esperado, es necesario entrenarla bajo un proceso de

minimización. Para esto, se plantea una función de pérdida L (comúnmente como error cuadrá-

tico medio) que depende de los inputs y los parámetros θ de la ANN. De esta forma, entrenar

la red para reproducir un resultado esperado se convierte en un problema de minimización para

encontrar los parámetros θ∗ óptimos:

θ∗ = argmin
θ

L(θ) (2.74)

Normalmente, este problema de minimización es llevado a cabo con métodos de optimización

de descenso de gradiente. La forma de la función de pérdida L va a depender del contexto

del problema y su aplicación. Es importante destacar que las ANN pueden ser utilizadas en

diversos contextos como: procesamiento de imágenes, procesamiento de texto, reconocimiento

facial, análisis de señales, y también para resolver ecuaciones diferenciales, entre otros. La gran

convergencia que tiene este método para problemas multidimensionales junto con el teorema

universal de aproximación de ANN [27], implica que puede ser utilizado en un gran abanico de

contextos.
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2.2.1. Arquitecturas

En esta sección se detallarán 4 de las arquitecturas más utilizadas en el aprendizaje profundo.

2.2.1.1. Multi Layer Perceptron

El perceptrón consiste en una neurona artificial en donde se genera una operación no lineal. De

esta forma, se procesa una señal de entrada x para obtener una señal de salida y.

y = σ

(
m∑
j=1

wjxj + b

)
(2.75)

En donde σ corresponde a una función de activación no lineal, wj a los pesos de las conexiones

a la entrada y b un bias. Un esquema se puede revisar en la figura 2.8.

Figura 2.8: Esquema del perceptrón

Dicho lo anterior, la arquitectura MLP, Multi Layer Perceptron, o Fully Connected Neural

Network, se basa en conectar L + 1 capas de mi perceptrones cada una, de manera que todos

los perceptrones de cada capa quedan conectados con todos los de la capa anterior. De esta

forma, en cada perceptrón p de la capa i, ocurre la siguiente transformación:

hip = σip

(
mi∑
j=1

wipjh
i−1
j + bip

)
(2.76)

En donde wipj corresponde al peso de la conexión entre el perceptrón j de la capa i − 1 y el

perceptrón p de la capa i, bip al bias del perceptrón p de la capa i, hip al output del perceptrón
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p de la capa i, y σip una función de activación no lineal asociada al perceptrón.

Para simplificar la notación anterior, se trabajará con la matriz de pesos Wi y el vector de bias

bi de cada capa i. De esta forma, para las L + 1 capas de perceptrones, se podrá formar el

conjunto θ de parámetros como:

θ = {W1,b1, . . . ,WL+1,bL+1} (2.77)

Un esquema de la arquitectura MLP se puede revisar en la figura 2.9.

Figura 2.9: Esquema de MLP

En la imagen anterior, la red tiene como input el vector x y como output el vector uθ.

Un detalle de todas las operaciones que se realizan entre las capas de la ANN, N , se muestran

a continuación:
h1 = σ1(W1x+ b1) i = 1 capa entrada

hi = σi(Wihi−1 + bi) 2 ≤ i ≤ L capas ocultas

uθ = σL+1(WL+1hL + bL+1) i = L+ 1 capa salida

(2.78)

Esta arquitectura al ser bastante simple, es utilizada en la mayoŕıa de las aplicaciones. Además,

en algunas aplicaciones se utilizan arquitecturas más complejas incluyendo capas de perceptro-

nes conectados entre si. Estas capas normalmente se llaman Fully Connected Layers.
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2.2.1.2. Residual Neural Network

La arquitectura ResNet (Residual Neural Network) [28] nace dado que trabajar con un número

elevado de capas ocultas genera problemas en el entrenamiento. Lo anterior es debido a que

se produce un fenómeno llamado “degradación del gradiente”, el cual corresponde al error que

aparece al agregar un número de parámetros mayor a los necesarios para obtener la solución

de un problema. De esta manera, el gradiente de la función de pérdida no puede ser traspasado

correctamente a las primeras capas de la red, lo que genera errores en la solución.

Para evitar este fenómeno, esta arquitectura añade conexiones residuales, lo que permite tras-

pasar la información directamente entre capa y capa. Un esquema de lo anterior se visualiza en

la figura 2.10.

Figura 2.10: Esquema de ResNet para un bloque oculto B

A modo de ejemplo, se detallará como aplicar estas conexiones residuales a la arquitectura

MLP definida en la sección anterior. En este caso, la ResNet considerará una primera capa

de perceptrones y luego L bloques sucesivos de 2 capas cada uno, más una última capa de

perceptrones al término de la red. De esta manera, la información se va pasando entre cada

bloque. Las ecuaciones en cada bloque pueden ser escritas de la siguiente forma.

h0 = σ0(W0x+ b0) i = 0 capa entrada

gi = σi1(W
i
1h

i−1 + bi1) 1 ≤ i ≤ L bloques ocultos

hi = hi−1 + σi2
(
Wi

2g
i + bi2

)
uθ = σL+1(WL+1hL + bL+1) i = L+ 1 capa salida

(2.79)

Este cambio en la arquitectura permite utilizar mayor cantidad de bloques, que tiene relación

con la cantidad de capas ocultas, y aśı en algunos escenarios permite una mejor convergencia
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en la solución.

2.2.1.3. Convolutional Neural Network

Las redes neuronales convolucionales (CNN) operan sobre datos estructurados en mallas, como

imágenes. Para operar sobre estos datos, se utilizan capas de de convolución y pooling. Las capas

de convolución están compuestas por filtros (kernels) a los cuales se les aplica una convolución

con los datos de entrada. Luego, las capas de pooling generan un muestreo del output para

reducir su dimensión. Un ejemplo de las operaciones que ocurren en la capa i-ésima de una

CNN se visualiza a continuación:

Hi = Φi(σi(Ki ∗Hi−1)) (2.80)

En esta ecuación, Ki corresponde al filtro de la capa (que contiene parámetros entrenables

pertenecientes al conjunto θ), σi a la función de activación no lineal, Φi al operador de pooling

y ∗ el operador de convolución. De esta manera, se procesa un input Hi−1 para obtener un

output Hi. Adicional a las capas de convolución, es común encontrar capas de perceptrones a

la salida de la red neuronal.

2.2.1.4. Recurrent Neural Network

Las redes neuronales recurrentes (RNN) están diseñadas para datos secuenciales como texto,

audio o series temporales. Su ventaja es que logran guardar un estado interno que depende de

todos los pasos anteriores. De esta manera, esa información es utilizada para el siguiente paso

temporal, sin pérdida de información. Para lograr esto, las RNN tienen conexiones recurrentes

que les permiten mantener y actualizar un estado interno a medida que procesan la secuencia.

Un ejemplo de la capa i-ésima de una red recurrente se visualiza a continuación:

hit = σi(Wihi−1
t + bi +Uhit−1) (2.81)

De esta forma, se obtiene un output hit a partir de un input hi−1
t para un paso temporal t,

siendo Wi la matriz de pesos de la conexión, bi al vector de bias y σi la función de activación

no lineal. Notar además que el output para el paso temporal t depende del output del paso

temporal anterior hit−1, el cual es transformado con la matriz de pesos U. En este caso, las

matrices Wi y U, junto al vector bi, pertenecerán al conjunto de parámetros θ.
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2.2.1.5. Funciones de Activación

En las secciones anteriores se detalló que es necesario agregar funciones de activación en los

perceptrones u operaciones para inducir una no linealidad, y con eso una representación de la

solución. Las funciones de activación más utilizadas en las ANN se detallan a continuación:

Sigmoid:

- Fórmula: sigmoid(x) = 1
1+e−x

- Recorrido: ]0, 1[

- Caracteŕısticas: Transforma cualquier valor de entrada en un valor entre 0 y 1.

ReLU (Rectified Linear Unit):

- Fórmula: ReLU(x) = máx(0, x)

- Recorrido: [0,+∞[

- Caracteŕısticas: Mantiene activadas las neuronas con valores positivos y desactiva

las neuronas con valores negativos.

Tangente Hiperbólica:

- Fórmula: tanh(x) = ex−e−x

ex+e−x

- Recorrido: ]-1, 1[

- Caracteŕısticas: Transforma cualquier valor de entrada en un valor entre -1 y 1.

Softmax:

- Fórmula: softmax(xi) =
exi∑
j e

xj

- Recorrido: ]0, 1] (sumando 1)

- Caracteŕısticas: Normaliza la salida de manera que la suma de todas las salidas sea

igual a 1, lo que la hace útil para problemas de clasificación.

La elección de la función de activación a utilizar depende exclusivamente del problema que se

está resolviendo.

2.2.2. Función de Pérdida

Para poder entrenar la red neuronal de tal forma que pueda resolver un problema, es necesario

crear una función de pérdida y minimizarla bajo un proceso de optimización. La función de

pérdida será evaluada en batches de entrenamiento durante el proceso de minimización, de

forma que se encuentren los parámetros θ de la red óptimos.
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La función de pérdida puede estar compuesta por varios términos, los cuales deben estar ponde-

rados por pesos wj para regular la importancia de cada uno, tal como se visualiza en la siguiente

ecuación.

L(θ;S) =
∑
j

wjLj(θ;Sj) (2.82)

En donde L corresponde a la función de pérdida, Sj al batch de entrenamiento del j-ésimo

término Lj de la función de pérdida y wj su peso asociado. El batch de entrenamiento S será

la unión de los subconjuntos Sj.
S =

⋃
j

Sj (2.83)

Comúnmente, se utiliza la función de error cuadrático medio (MSE) o la función de entroṕıa

cruzada para la función de pérdida. La elección de esta función depende exclusivamente de la

naturaleza del problema y del tipo de datos con los que se está trabajando.

2.2.3. Métodos de Optimización

Al tener la función de pérdida L construida, se puede utilizar para encontrar el conjunto de

parámetros θ óptimos de la red neuronal mediante el proceso de optimización. Para este proceso,

se utilizan métodos basados en el descenso de gradiente con algunas variaciones, o métodos de

Cuasi-Newton [29]. Además, es común agregar métodos estocásticos al proceso de optimización

para aumentar la generalización de la solución. Lo anterior permite evitar mı́nimos locales, los

cuales son fáciles de encontrar debido a la gran cantidad de parámetros que se están optimizando

paralelamente. Por ejemplo, en las iteraciones se puede ir entregando muestras aleatorias del

conjunto de entrenamiento a la función de pérdida para inducir aleatoriedad.

A continuación se detallarán 3 de los algoritmos más utilizados para la optimización de redes

neuronales, 2 basados en descenso de gradiente y 1 basado en los métodos de Cuasi-Newton.

2.2.3.1. Descenso de Gradiente

Este método es el más simple, y se basa en avanzar en la dirección contraria al gradiente de

la función de pérdida. De esta forma se actualizan los parámetros θ en cada iteración. La tasa

de aprendizaje se regula con el parámetro λ, el cual puede ser constante o dependiente de las

iteraciones.

θk+1 = θk − λ∇θL(θk;S) (2.84)

Este método al ser bastante simple, tiende a caer en mı́nimos locales, generando una conver-

30



2. Marco Teórico

gencia bastante lenta

2.2.3.2. ADAM (Adaptive Moment Estimation)

El método ADAM [30] combina los conceptos de momentum y RMSprop. Calcula la tasa de

aprendizaje adaptativa para cada parámetro y utiliza estimaciones del primer y segundo mo-

mento de los gradientes para escalar la tasa de aprendizaje. ADAM ha demostrado ser efectivo

en una variedad de problemas de aprendizaje profundo debido a su capacidad para adaptar di-

námicamente la tasa de aprendizaje para cada parámetro y para mantener tasas de aprendizaje

independientes para cada parámetro.

A diferencia del método común de descenso de gradiente, ADAM considera más parámetros y

etapas en una iteración. Un detalle de su funcionamiento se encuentra a continuación:

Primero se debe estimar el primer momento mk y el segundo momento vk del gradiente de la

función de pérdida gk = ∇θL(θk)

mk = β1mk−1 + (1− β1)gk

vk = β2vk−1 + (1− β2)g
2
k

(2.85)

En esta ecuación g2
k corresponde al gradiente gk con todas sus entradas al cuadrado.

Luego, se deben corregir los sesgos de ambos estimadores con las siguientes ecuaciones:

m̂k =
mk

1− βk1

v̂k =
vk

1− βk2

(2.86)

Por último se actualizan los parámetros θ.

θk+1 = θk −
λ√

v̂k + ϵ
m̂k (2.87)

Notar que este algoritmo necesita 4 parámetros, siendo λ la tasa de aprendizaje, β1 y β2 los

coeficientes de decaimiento exponencial para el primer y segundo momento respectivamente, y

ϵ un término de suavizado para evitar la división por cero.
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2.2.3.3. BFGS (Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno)

El método de BFGS es un método iterativo de segundo orden utilizado para resolver problemas

no lineales de minimización. Este algoritmo es un método de Cuasi-Newton, debido a que busca

aproximar la matriz Hessiana de la función a minimizar.

De manera general, todos los métodos de Cuasi-Newton realizan predicciones del punto de

optimización de una función en cada iteración, de modo que el punto θk+1 esté relacionado con

el punto en la iteración anterior θk de la siguiente forma:

θk+1 = αkpk + θk (2.88)

En donde αk es el tamaño del paso, y pk la dirección de búsqueda. Para obtener la dirección

de búsqueda pk, se debe resolver el siguiente sistema lineal:

Bkpk = −gk (2.89)

En donde gk = ∇θL(θk) corresponde al gradiente de la función a minimizar evaluado en θk y

Bk es la aproximación de la matriz Hessiana de L en θk. Además, el tamaño del paso αk es

encontrado realizando un “line search” en la dirección pk, minimizando L(θk + αpk) sobre el

escalar α.

αk = argmin
α

L(θk + αpk) (2.90)

La gran variación que existe entre los métodos de Cuasi-Newton es la forma de calcular la

aproximación de la matriz Hessiana Bk. Para el caso de BFGS, esta es calculada en cada

iteración de la siguiente forma (notación matricial):

Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
− Bksks

T
kBk

sTkBksk
(2.91)

En donde yk = gk+1 − gk y sk = θk+1 − θk. Sin embargo, en vez de calcular la matriz Hessiana

en cada paso, es conveniente calcular directamente su inversa para resolver la ecuación 2.89.

Esta se puede obtener a partir de la siguiente ecuación:

Hk+1 =

(
I − sky

T
k

yTk sk

)
Hk

(
I − yks

T
k

yTk sk

)
+

sks
T
k

yTk sk
(2.92)

En dondeHk se define como la inversa deBk. Notar que este método requiere guardar la inversa

de la matriz Hessiana en cada iteración, necesaria para calcular la aproximación de esta en la

iteración siguiente. Esto lo convierte en un método costoso en términos computacionales debido
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a que se almacena una matriz densa. Sin embargo, existen mejoras de este algoritmo como

L-BFGS [31], el cual utiliza valores del gradiente gk y de θk, en un historial de m iteraciones

para construir la inversa Hk. Para esto, simplemente se fija una partida Hk−m, comúnmente

como la matriz identidad, y se aplica la ecuación recursiva 2.92 durante m+ 1 iteraciones para

obtener Hk+1. Al solo necesitar guardar los vectores gk y de θk se evita guardar una matriz

densa, reduciendo la memoria.

2.2.4. Diferenciación Automática y Back Propagation

Como se dijo en la sección anterior, para optimizar la red neuronal se necesita calcular el

gradiente de la función de pérdida. Además, la construcción misma de la función de pérdida

puede contener derivadas de las variables de salida respecto a las variables de entrada. Es por

esto que se necesita un algoritmo para poder calcular las derivadas eficientemente.

La técnica más utilizada es el algoritmo de Back Propagation, la cual consiste en crear un grafo

computacional para realizar eficientemente una diferenciación automática [32]. Esto permite

calcular derivadas de forma rápida minimizando el uso de memoria.

Un ejemplo sencillo del algoritmo se detallará a continuación. Para esto se considerará una red

MLP, como la que se muestra a continuación:

h1 = σ1(W1x+ b1) k = 1 capa entrada

hk = σk(Wkhk−1 + bk) 2 ≤ k ≤ L capas ocultas

uθ = σL+1(WL+1hL + bL+1) k = L+ 1 capa salida

(2.93)

Se mostrará como calcular la derivada ∂L
∂wk

ij
siendo wkij una entrada de la matriz de pesos Wk

de la capa k-ésima. Recordar que wkij es el peso de la conexión entre la neurona j de la capa

k − 1 y la neurona i de la capa k.

Se utilizará la notación de aki para denotar una entrada del vector Ak = Wkhk−1 + bk y rk la

cantidad de nodos de la capa k.

aki =
rk∑
j=1

wkijh
k−1
j + bki (2.94)

Por simplicidad, se asumirá que la función de pérdida solo depende del output de la red,

L = F (uθ).
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Utilizando la regla de la cadena, fácilmente se puede notar que:

∂L
∂wkij

=
∂L
∂uθ

∂uθ
∂aki

∂aki
∂wkij

(2.95)

La tercera derivada de la expresión anterior se puede descomponer como:

∂aki
∂wkij

=
∂

∂wkij

rk−1∑
l=0

wkilh
k−1
l + bki


∂aki
∂wkij

= hk−1
j

(2.96)

Por otra parte, descomponiendo la segunda derivada de la ecuación 2.95, se define δki (llamado

valor error o valor delta) como:

δki =
∂uθ
∂aki

(2.97)

Notar que el valor delta δki mide cuanto cambiará el output de la red por un cambio en el output

del perceptrón i de la capa k (antes de la función de activación). Utilizando la definición de δki ,

por la regla de la cadena se obtiene:

δki =
∂uθ
∂aki

δki =
rk+1∑
l=1

∂uθ

∂ak+1
l

∂ak+1
l

∂aki

(2.98)

Además, dado que:

ak+1
l =

rk∑
j=1

wk+1
lj σk(akj ) + bk+1

l (2.99)

Se obtiene:
∂ak+1

l

∂aki
= wk+1

li σ′k(aki ) (2.100)

De esta manera, el δki puede escribirse de la siguiente forma para k = 1, 2, . . . , L.

δki = σ′k(aki )
rk+1∑
l=1

wk+1
li δk+1

l (2.101)

Además, para la capa de salida, δL+1
i se escribe como:

δL+1
i = σ′L+1(aL+1

i ) (2.102)
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Juntando la ecuación 2.102 y a ecuación 2.96, se puede reescribir la ecuación 2.95 como:

∂L
∂wkij

= F ′(uθ)h
k−1
j σ′k(aki )

rk+1∑
l=1

wk+1
li δk+1

l (2.103)

De manera análoga, la derivada de la función de pérdida respecto a un componente del vector

bias de la capa k, bki , puede calcularse como:

∂L
∂bki

= F ′(uθ)σ
′k(aki )

rk+1∑
l=1

wk+1
li δk+1

l (2.104)

Juntando ambos resultados anteriores, la derivada respecto a un peso wkij o a un bias bki se

calcula de la siguiente forma. 
∂L
∂wkij

= F ′(uθ)h
k−1
j δki

∂L
∂bki

= F ′(uθ)δ
k
i

(2.105)

Se nota claramente que las derivadas respecto a los parámetros (ya sea wkij o b
k
i ) dependen del

output de una capa hki y del valor de δki . Además, el valor delta en la capa k depende de los

deltas en las capas posteriores k+1, k+2, . . . , L+1. Esto implica que en primera instancia, se

requiere realizar un paso hacia adelante en la red neuronal para calcular todos los valores de hki

y aki en las distintas capas, y luego se realiza un paso hacia atrás (de ah́ı back propagation) para

ir calculando los valores de δki desde la última capa hasta la primera. De esta forma se pueden

ir calculando todas las derivadas para formar el gradiente de la función de pérdida. Este mismo

algoritmo puede ser adaptado para calcular las derivadas respecto a las variables de entrada.
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2.3. Physics Informed Neural Networks

En esta sección se describirá el estado del arte respecto a los métodos que utilizan Redes

Neuronales Profundas, Deep Neural Networks (ver sección 2.2), para resolver problemas de

valor de frontera. Estas redes corresponden a Physics Informed Neural Networks, PINNs, las

cuales se caracterizan por incluir el problema de valor de frontera en la función de pérdida de

la red neuronal, para luego obtener su solución [6, 7, 33, 34]. La utilización de PINNs para

la resolución de ecuaciones diferenciales parciales trae grandes ventajas, tales como: sencilla

implementación, no necesidad de una malla, la capacidad de incluir datos experimentales e

incluso obtener parámetros desconocidos de la PDE, entre otros. Este tema ha ganado bastante

popularidad recientemente, siendo utilizado para resolver problemas de dinámica de fluidos,

mecánica de sólidos, transferencia de calor, electromagnetismo [35, 36, 37, 38], e incluso en

problemas inversos. Además, existen trabajos teóricos para evaluar su convergencia y posibles

errores [39, 40, 41, 42]. Sin embargo, al ser un tema nuevo implica que existe mucho por

investigar [8, 43] para que este método pueda competir y/o acoplarse a los métodos tradicionales

de FEM, BEM, entre otros [44]. A continuación, se dará una breve descripción de los métodos

conocidos como PINNs.

Normalmente, un problema de valor de contorno estacionario2 puede ser planteado de la si-

guiente forma [45]. Du = f(x) x ∈ Ω

Bu = g(x) x ∈ ∂Ω
(2.106)

En donde D es un operador diferencial actuando sobre u en todo el dominio, y B un operador

diferencial que actúa sobre u en la frontera, siendo u un campo vectorial.

El principal objetivo de los métodos PINNs es incorporar estas ecuaciones en la función de

pérdida de una red neuronal, de tal forma que, luego del proceso de minimización, la red

neuronal pueda replicar la solución de la ecuación diferencial.

Entonces, de manera general, casi todos los métodos PINN buscan encontrar una solución

aproximada de la solución exacta del problema u mediante una red neuronal N , ver figura

2.11, a partir de la minimización de la función de pérdida L para obtener los parámetros θ∗

óptimos.

u ≈ uθ = N (x;θ) (2.107)

2Aqúı se detalla como resolver problemas estacionarios, pero el método se puede aplicar de forma equivalente
para resolver problemas transientes
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Figura 2.11: Esquema de métodos PINN

Los distintos métodos PINNs se diferencian en la forma que adopta la función de pérdida L
y como se relaciona la red neuronal con la solución del problema. Algunos métodos PINNs se

detallan a continuación:

Métodos basados en puntos de colocación: Utilizan los residuales de la ecuación 2.106

en puntos del dominio para formar la función de pérdida. Este método es uno de los

métodos PINN más utilizados debido a su sencilla implementación y buenos resultados

[6, 7, 33]. Asimismo, se han realizado avances en descomposición de dominios, los cuales

buscan resolver problemas en dominios complejos utilizando más de una red neuronal

por subdominio. Entre estos se encuentra: CPINNs, Conservative Physics Informed Neu-

ral Networks [46], XPINNs, Extended Physics Informed Neural Networks [47], APINNs,

Augmented Physics Informed Neural Networks [48] y DPINNs, Distributed Physics Infor-

med Neural Networks [49]. Adicionalmente, se han realizado trabajos en PIELM, Physics

Informed Extreme Learning Machine [50], en donde se realiza la descomposición de do-

minios utilizando redes con 1 capa entrenable, permitiendo utilizar otros métodos de

optimización más rápidos.

Métodos basados en la formulación variacional: Utilizan la formulación variacional de la

ecuación 2.106 para formar la función de pérdida. Este método a llevado a una rama

nueva de PINN, llamado VPINN, Variational Physics Informed Neural Networks [51], y

Deep Ritz Method [52].
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Métodos basados en la formulación integral en la frontera: Utilizan la formulación integral

en la frontera de la ecuación 2.106 para formar la función de pérdida. Para este método se

han desarrollado ramas como BINN o BINet, Boundary Integral Neural Networks [53, 54].

Métodos basados en el aprendizaje de operadores: Este método consiste en formular una

red neuronal como un aproximador de operadores no lineales, lo que permite resolver

PDEs. Se han desarrollado arquitecturas espećıficas para esta aplicación como DeepONet,

Deep Operator Network [55].

2.3.1. Métodos Basados en Puntos de Colocación

Este método es uno de los más comunes de los métodos PINN, ya que utiliza directamente el

residual de la ecuación diferencial para formular la función a minimizar.

Para obtener esta solución, se formula la siguiente función de pérdida, la cual será minimizada

en los puntos colocados dados por el conjunto S.

L(θ;S) = w∂ΩL∂Ω(θ;S∂Ω) + wΩLΩ(θ;SΩ) + wdataLdata(θ;Sdata) (2.108)

En la función de pérdida, el primer término L∂Ω corresponde al componente que incluye las

condiciones de borde, y el segundo término LΩ corresponde al residual de la ecuación diferen-

cial. Notar además que estos términos se multiplican por respectivos pesos wk para modificar la

dominancia sobre la función de pérdida total. Los pesos pueden ser fijados o pueden ser apren-

didos en el proceso de iteración para maximizar la convergencia [33, 56]. Adicionalmente, se

puede añadir un término Ldata para contabilizar datos conocidos disponibles udata. Vale desta-

car que este término no es estrictamente necesario para la convergencia del modelo. El conjunto

de puntos S incluirá los subconjuntos de puntos en los cuales cada término de la función de

pérdida es evaluado, S = SΩ∪S∂Ω∪Sdata. De esta forma, cada término de la función de pérdida

se puede calcular de la siguiente manera.

LΩ(θ;SΩ) =
1

NΩ

∑
xi∈SΩ

∣∣∣∣∣∣Duθ(xi)− f(xi)
∣∣∣∣∣∣2

L∂Ω(θ;S∂Ω) =
1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

∣∣∣∣∣∣Buθ(xi)− g(xi)
∣∣∣∣∣∣2

Ldata(θ;Sdata) =
1

Ndata

∑
xi∈Sdata

∣∣∣∣∣∣uθ(xi)− udata(xi)
∣∣∣∣∣∣2

(2.109)

En donde Nj corresponde a la cantidad de muestras que tiene el conjunto Sj.
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2.3.1.1. Descomposición de Dominios

Los métodos basados en puntos de colocación permiten una descomposición de dominios, en

donde se utilizan redes neuronales diferentes que replican la solución en cada subdominio. De

forma esquemática para 2 subdominios se tiene lo siguiente:

u ≈ uθ =

N1(x;θ
1) x ∈ Ω1

N2(x;θ
2) x ∈ Ω2

(2.110)

Se utilizará la notación de u1
θ y u2

θ para la solución en los distintos subdominios Ω1,Ω2, y θ1,θ2

los correspondientes conjuntos θ para cada red neuronal de cada subdominio. La función de

pérdida sigue la misma forma detallada anteriormente (ecuación 2.109), en donde se incluyen

las condiciones de borde y el residual de la ecuación. La diferencia ocurre dado que se agrega el

término en la interfaz, LjΓ que es calculado en los puntos del conjunto SΓ. Entonces, para cada

red j, su función de pérdida queda como:

Lj(θj;Sj) = w∂Ωj
Lj∂Ωj

(θj;S∂Ωj
) + wΩj

LjΩj
(θj;SΩj

) + wΓLjΓ(θ;SΓ) (2.111)

En donde la función de pérdida del dominio j en la interfaz se descompone como:

LjΓ(θ;SΓ) =
1

NΓ

∑
xi∈SΓ

∣∣∣∣∣∣Cjujθ(xi)− Cuθ(xi)
∣∣∣∣∣∣2 (2.112)

En este término, el operador C actúa sobre uθ en la interfaz de ambos dominios. Este operador

puede contabilizar la continuidad en la función, su gradiente, o del residual, dependiendo del

set de ecuaciones a resolver. La solución de cada dominio en la interfaz puede aproximarse al

promedio entre las redes que comparten esa interfaz Cuθ, o al output de las redes aledañas.

Este método tiene la ventaja que puede ser aplicado a cualquier PDE de la forma 2.106, descom-

poniendo el dominio en subdominios a conveniencia. Por otra parte, este tipo de metodoloǵıa

sirve bastante en problemas con interfaces, en donde la solución a cada lado de la interfaz puede

ser totalmente distinta. Lo anterior evidencia la necesidad de utilizar 2 redes diferentes para

replicar la solución a cada lado de la interfaz.
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2.3.2. Métodos Basados en la Formulación Variacional

De manera general, estos métodos minimizan la forma débil de la ecuación 2.106, o el funcional

de enerǵıa asociado. A modo de ejemplo, se mostrará la aplicación utilizando la forma débil. Se

puede obtener la forma débil de la ecuación 2.106 multiplicando la ecuación por una función de

ponderación v, e integrando sobre todo el dominio Ω:

ˆ
Ω

v · Duθ dV =

ˆ
Ω

v · f(x) dV (2.113)

De esta manera, la función de pérdida de la ANN corresponderá al residual de la ecuación

anterior.

L(θ;S) =
ˆ
Ω

v · Duθ dV −
ˆ
Ω

v · f(x) dV (2.114)

Una práctica comúnmente empleada es reducir el requerimiento de continuidad de la función

uθ, lo que se aplica integrando por partes y utilizando el teorema de la divergencia. A modo de

ejemplo, si el operador D se define como D := ∇ · A+Z, siendo A,Z operadores diferenciales

de menor orden, la ecuación 2.114 puede reescribirse de la siguiente forma:

L(θ;S) = −
ˆ
Ω

(∇ · v) : Auθ dV +

ˆ
Ω

v · Zuθ dV

+

˛
∂Ω

v · Auθ · dS −
ˆ
Ω

v · f(x) dV
(2.115)

En la ecuación anterior se puede visualizar como el requerimiento de diferenciación de uθ es

disminuido. Si la condición de borde de la ecuación 2.106 no se satisface completamente con la

integral de frontera (por ejemplo condiciones de Dirichlet), se pueden agregar términos idénticos

a los utilizados en la sección 2.3.1 a la función de pérdida L.

Es importante destacar que para calcular la función de pérdida definida en la ecuación 2.115

se necesitará una cuadratura para evaluar las integrales. Esta cuadratura entregará los puntos

de colocación S de la función de pérdida. Si se quiere evitar trabajar con cuadraturas fijas, se

podŕıa implementar una integración de Monte Carlo para inducir aleatoriedad y generalización

de la solución.

2.3.3. Métodos Basados en la Formulación Integral en la Frontera

En el caso de que se pueda obtener la formulación integral de la ecuación 2.106, esta puede ser

utilizada para formar la función de pérdida. Para obtener esta formulación se debe aplicar el
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producto interno de la ecuación 2.106 con su función de Green.

ˆ
Ω

G(x,x′)Du(x′) dV ′ =

ˆ
Ω

G(x,x′)f(x′) dV ′ (2.116)

En donde G se considera como la función de Green de la ecuación 2.106, la cual satisface la

siguiente relación:

DG(x,x′) = δ(x− x′) (2.117)

Para llevar la ecuación 2.116 a la frontera del dominio, se deben aplicar las identidades de

Green. De esta forma, se obtiene la siguiente expresión en el borde ∂Ω, con x ∈ ∂Ω.

1

2
uθ(x) =

˛
∂Ω

G(x,x′)∂nuθ(x
′) dS ′

−
˛
∂Ω

∂nG(x,x
′)uθ(x

′) dS ′

+

ˆ
Ω

G(x,x′)f(x′) dV ′

(2.118)

En la ecuación anterior el primer término corresponde al single-layer potential, el segundo

al double-layer potential y el tercero al Newton potential. Para mayor facilidad, se utilizará la

notación de operadores como: V ,K, T para los 3 potenciales respectivamente. Además, notar que

la integral del potencial de Newton puede ser calculada anaĺıticamente, por ende, la incógnita

queda solo en el borde del dominio.

De esta manera, la función de pérdida puede ser escrita como:

L(θ;S) = 1

N

∑
xi∈S

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣12uθ(xi)− Vuθ(xi) +Kuθ(xi)− T f(xi)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

(2.119)

Este método requiere de una colección de puntos S, con N = |S|, en donde se evalúa la función

de pérdida. Adicionalmente, se necesitará un método de cuadratura para evaluar las integrales

de superficie.

2.3.4. Métodos Basados en el Aprendizaje de Operadores

Para resolver la ecuación 2.106, este método intenta aprender un operador que mapee el espacio

de funciones para el término fuente y la posición de evaluación, con el valor de la solución. Dicho

esto, este método generará una red neuronal de la siguiente forma:
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u ≈ uθ = N (x,f ;θ) (2.120)

Notar como la red neuronal necesita de input el punto de evaluación x y la función f .

Para esto, la arquitectura DeepONet especifica una red compuesta por 2 ramificaciones y una

última operación:

Branch net : Esta rama procesa la función f en puntos de evaluación llamados “senso-

res”. Estos sensores estarán fijados como hiperparámetros y le dará información a la red

neuronal sobre el comportamiento de esta función.

Trunk net. Esta rama procesa el punto de evaluación x. De esta forma, la red mapea estos

puntos a una representación interna.

Combinación: La salida de ambas redes es combinada para obtener el valor de uθ en el

punto x el cual aproxima la solución de la ecuación 2.106.

Notar entonces que este método permitirá obtener la solución de la ecuación 2.106 para cualquier

función f que se utilice como término fuente. Para poder aprender este operador, la función de

pérdida se formula de la siguiente manera:

L(θ;S) = wdataLdata(θ;Sdata) + wphysLphys(θ;Sphys) (2.121)

En donde el término Ldata corresponde a la diferencia con los datos conocidos y Lphys correspon-
de a la función de pérdida definida en los métodos basados en puntos de colocación, loss f́ısico

(sección 2.3.1). El término Ldata es obligatorio en este método, debido a que la red neuronal se

tiene que entrenar con soluciones reales de la ecuación 2.106 para varias funciones f diferentes.

Considerando Sdata un conjunto de puntos donde se conoce la solución del la PDE para distintas

funciones f , y Ndata = |Sdata|, la función de pérdida Ldata queda como:

Ldata(θ;Sdata) =
1

Ndata

∑
xi,fi∈Sdata

∣∣∣∣∣∣uθ(xi,fi)− udata(xi,fi)
∣∣∣∣∣∣2 (2.122)

El entrenamiento se suele separar en 2 fases: Una primera fase utilizando solo el término Ldata,
y una segunda donde se añade el término Lphys. Para utilizar el término Ldata se tendrá que

utilizar otro método para resolver la PDE antes del entrenamiento. Por otra parte, el término

Lphys no es obligatorio en esta aplicación, pero se suele agregar para aumentar la generalización

de la solución para la ecuación en espećıfico. Lo anterior permite extrapolar situaciones en

donde la función f del problema no se encuentra en el conjunto de entrenamiento Sdata.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. PINNs Aplicado a PDEs Eĺıpticas con Interfaz

Actualmente existen trabajos en donde se aplica PINNs para resolver PDEs eĺıpticas con inter-

faz. Para mostrar estos avances, se formulará el siguiente problema a modo de ejemplo.

Figura 3.1: Representación del dominio con interfaz Γ

Considerar 2 dominios Ω1,Ω2 que comparten una interfaz Γ, en donde se tiene el siguiente

problema con interfaz, dado por una PDE eĺıptica lineal.

−∇ · (a1∇u) + b1u = f1(x) x ∈ Ω1

−∇ · (a2∇u) + b2u = f2(x) x ∈ Ω2

JuK = φ(x) x ∈ Γ

Ja∂nuK = ω(x) x ∈ Γ

u = g(x) x ∈ ∂Ω

(3.1)

En donde la operación J·K representa el salto en la interfaz Γ. Además, se consideran los co-
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eficientes ai, bi constantes en cada subdominio Ωi. Notar que esta formulación coincide con la

ecuación de Poisson-Boltzmann linealizada en cualquiera de sus formas de regularización, to-

mando los valores adecuados de las constantes ai, bi y las funciones φ, ω, fi, g (considerando una

condición de Dirichlet en un dominio acotado).

En la mayoŕıa de los trabajos [57, 58, 59, 60, 61, 62] recomiendan aproximar la solución de

la ecuación 3.1 con 2 redes neuronales, 1 por subdominio. Esto ayuda a representar de buena

manera la solución del problema, debido a que se puede elegir la arquitectura de la red en cada

subdominio de acuerdo al comportamiento de la solución. Además, logra replicar los saltos que

puedan existir en la interfaz, ya sea para la función u o su derivada ∂nu.

u ≈ uθ =

N1(x;θ
1) x ∈ Ω1

N2(x;θ
2) x ∈ Ω2

(3.2)

Como notación, se usará uiθ para la solución entregada por la red Ni del subdominio Ωi con

parámetros entrenables θi. Para entrenar la red neuronal mediante el proceso de minimización,

se puede formular la siguiente función de pérdida, donde θ = θ1∪θ2. Esta formulación coincide

con la descomposición de dominios definida en la sección 2.3.1.1.

L(θ;S) = wΩ1LΩ1(θ
1;SΩ1) + wΩ2LΩ2(θ

2;SΩ2) + w∂ΩL∂Ω(θ2;S∂Ω)

+ wΓD
LΓD

(θ1,θ2;SΓ) + wΓN
LΓN

(θ1,θ2;SΓ)
(3.3)

En la ecuación anterior se muestra que la función de pérdida tendrá términos asociados a los

residuales en cada subdominio LΩ1 y LΩ2 , un término para la condición de borde L∂Ω y dos

términos asociados a las condiciones en la interfaz LΓD
y LΓN

. Además, cada término de la

función de pérdida tendrá un peso asociado wj y un conjunto de puntos de entrenamiento Sj
con Nj = |Sj|, donde j = Ω1,Ω2, ∂Ω,Γ.

S =
⋃
j

Sj j = Ω1,Ω2, ∂Ω,Γ (3.4)

La construcción de cada término de la función de pérdida (ecuación 3.3) se detalla a continua-

ción:

Residuales LΩ1 y LΩ2 :

LΩ1(θ
1;SΩ1) =

1

NΩ1

∑
xi∈SΩ1

[
∇ · (a1∇u1θ(xi))− b1u

1
θ + f1(xi)

]2
(3.5)
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LΩ2(θ
2;SΩ2) =

1

NΩ2

∑
xi∈SΩ2

[
∇ · (a2∇u2θ(xi))− b2u

2
θ + f2(xi)

]2
(3.6)

Condición de borde L∂Ω:

L∂Ω(θ2;S∂Ω) =
1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

[
u2θ(xi)− g(xi)

]2
(3.7)

Condiciones en la interfaz LΓD
y LΓN

:

LΓD
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
u2θ(xi)− u1θ(xi)− φ(xi)

]2
(3.8)

LΓN
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
a2∂nu

2
θ(xi)− a1∂nu

1
θ(xi)− ω(xi)

]2
(3.9)

Con esta función de pérdida, a partir de un método de optimización, se buscarán los parámetros

para ambas redes óptimos θ∗, de tal forma que uθ replique la solución del problema.

θ∗ = argmin
θ

L(θ) (3.10)

En trabajos recientes, se ha demostrado que el problema de interfaz detallado en la ecuación 3.1

converge a la solución única del problema en H2 a medida que aumenta el número de muestras,

siempre que el tamaño de ambas redes crezca con el número de muestras [40].

ĺım
NΩ1

→∞
u1θ = u∗ en H2(Ω1) ĺım

NΩ2
→∞

u2θ = u∗ en H2(Ω2) (3.11)

Donde NΩi
corresponde al número de muestras en cada dominio, u∗ la solución del problema y

H2 al espacio de Sobolev asociado.

Sin embargo, este resultado requiere que la función de pérdida sea regularizada con Lipschitz.

A modo de ejemplo, la regularización que utilizan es la siguiente:

LR(θ;S) = L(θ;S) + wRΩ1
RΩ1(θ

1; SΩ1) + wRΩ2
RΩ2(θ

2;SΩ2) + wR∂ΩR∂Ω(θ
2;S∂Ω)

+ wRΓD
RΓD

(θ1,θ2;SΓ) + wRΓN
RΓN

(θ1,θ2;SΓ)
(3.12)

Donde LR(θ;S) corresponde a la función de pérdida regularizada con Lipschitz, L(θ;S) corres-
ponde a la función de pérdida definida en la ecuación 3.3 y wRj corresponden a los pesos de los
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funcionales regularizados Rj, los cuales están dados por:

RΩj
(θj;SΩj

) =
1

NΩj

∑
xi∈SΩj

[
∇ · (aj∇ujθ(xi))− bju

j
θ

]2
con j = 1, 2

R∂Ω(θ
2;S∂Ω) =

1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

[
u2θ(xi)

]2
RΓD

(θ1,θ2;SΓ) =
1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
u2θ(xi)− u1θ(xi)

]2
RΓN

(θ1,θ2;SΓ) =
1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
a2∂nu

2
θ(xi)− a1∂nu

1
θ(xi)

]2
(3.13)

Pese a que esta demostración necesita la regularización de Lipschitz, detalla teóricamente que

mediante redes neuronales se puede converger a la solución real. Además, se muestra numérica-

mente que el no utilizar esta regularización también converge a la solución real, pero no existe

una demostración teórica de esto.

Por otra parte, se ha demostrado que el error de generalización, al utilizar 2 redes neuronales

y utilizando la función de pérdida definida en la ecuación 3.3, está acotado [58]. Las cotas que

se plantean son las siguientes:

Cota superior:

∥uθ − u∗∥H2 ≲ O

(∑
j

|Dj|2N
− 2s−4

d+2s−4

j log(Nj)

)
(3.14)

Cota inferior:

∥uθ − u∗∥H2 ≳ O

(∑
j

|Dj|N
− 2s−4

d+2s−4

j

)
(3.15)

Donde |Dj| corresponde a la medida de Lebesgue de los conjuntos Dj = Ω1,Ω2, ∂Ω,Γ, y los

parámetros d y s dependen de la dimensión del problema y la suavidad de la solución. Además,

se desprende que el tamaño de cada muestra debe ser proporcional al área (o volumen) de cada

subdominio, interfaz o borde, para balancear los distintos términos de la cota superior del error.

De esta forma, los 4 términos dados la ecuación 3.16 deben ser proporcionales entre si.

|Dj|2N
− d+4s−8

d+2s−4

j

(
1− 2s− 4

d+ 2s− 4
log(Nj)

)
j = Ω1,Ω2, ∂Ω,Γ (3.16)
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3.1.1. Aplicación a Poisson-Boltzmann

Para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann, existen métodos que utilizan esta formulación

presentada para PDEs eĺıpticas. Por ejemplo, se han desarrollados métodos como INN Interfaced

Neural Networks, el cual utiliza una modificación de la función de pérdida definida en la ecuación

3.3 para aplicar el algoritmo MGD (Multi Gradient Descent) [60]. INN fue probado para resolver

la ecuación de Poisson-Boltzmann linealizada para moléculas pequeñas con buenos resultados.

Asimismo, existe un trabajo en donde se utiliza una Multi-scale Fusion Network [61] como

arquitectura de red neuronal para resolver la PBE. Esta red neuronal fue capaz de replicar los

cambios bruscos que pueden tener estas soluciones en distintas protéınas, con errores entre 2%

y 5% en la predicción de la enerǵıa de solvatación.

Por otra parte, existen métodos como MscaleDNN [63], Multi-scale Deep Neural Network, que

resuelven PDEs eĺıpticas (incluida la ecuación de Poisson-Boltzmann) en su forma variacional

utilizando el Deep Ritz Method (sección 2.3.2). En este método utilizan una red diseñada para

capturar todas las escalas de frecuencias de la solución. Debido a que este método resuelve la

formulación variacional, la función de pérdida detallada en la ecuación 3.3 no es aplicable. Para

este caso la función de pérdida utilizada se muestra a continuación:

L(θ;S) = wΩ
1

NΩ

∑
xi∈SΩ

[
a(xi)|∇uθ(xi)|2

2
− b(xi)uθuθ − f(xi)uθ(xi)

]2
+ w∂Ω

1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

[
uθ(xi)− g(xi)

]2 (3.17)

Se puede visualizar que esta formulación variacional debilita la ecuación 3.1. Además, en este

método se plantea utilizar solo 1 red neuronal para el dominio completo. Esto evita especificar

la interfaz, solo queda impĺıcitamente en las funciones a(x) y b(x) (funciones por tramos para

cada subdominio).

Por último, hay métodos como IONet, Interfaced Operator Network [64], en que se busca apren-

der el operador que resuelve la PDE eĺıptica con interfaz (sección 2.3.4). De esta forma, se

entrena con soluciones conocidas del problema para distintas constantes ai más un loss f́ısico,

de tal forma que replique la solución. Esta aplicación fue probada en la ecuación de Poisson-

Boltzmann para moléculas pequeñas con buenos resultados, pero necesita que la ecuación sea

resuelta con otro método (en este caso FEM) para poder entrenar a la red neuronal.

En la siguiente sección se muestra como se implementará PINNs en este trabajo para resolver

la ecuación de Poisson-Boltzmann aplicada a distintas macromoléculas.
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3.2. Implementación de PINNs Aplicado a Poisson-Boltzmann

En esta sección se detallará como se implementará PINNs para resolver la ecuación de Poisson-

Boltzmann. Esta construcción será aplicable a la ecuación de Poisson-Boltzmann lineal y no

lineal en cualquiera de sus esquemas o formas de regularización.

Para la implementación se utilizarán 2 redes neuronales (N1 y N2), una para aproximar la

solución en el soluto Ω1 y la otra para el solvente Ω2. De esta forma, se utilizará la misma

función de pérdida definida en la ecuación 3.3, dada por:

L(θ;S) = wΩ1LΩ1(θ
1;SΩ1) + wΩ2LΩ2(θ

2;SΩ2) + w∂ΩL∂Ω(θ2;S∂Ω)

+ wΓD
LΓD

(θ1,θ2;SΓ) + wΓN
LΓN

(θ1,θ2;SΓ)
(3.18)

Cada término de esta función de pérdida Lj (con j = Ω1,Ω2, ∂Ω,Γ) variará respecto al esquema

de regularización de la ecuación de PB (sección 2.1.4). Además, se incluirán nuevos términos a

esta función de pérdida para considerar datos conocidos, datos experimentales, o restricciones

f́ısicas adicionales. En todos los casos, se utilizará un conjunto de puntos de colocación S, el
cual se construirá según la sección 3.4. Este conjunto será de la forma: S = SΩ1∪SΩ2∪SΓ∪S∂Ω,
siendo SΩ1 y SΩ2 los puntos de colocación del soluto y solvente respectivamente, SΓ los puntos

de colocación en la interfaz y S∂Ω los puntos de colocación en el borde del dominio del solvente.

Para todos los casos, se utilizará la notación de ϕ para el potencial electrostático, ψ para el

potencial de reacción, siendo ϕθ, ψθ sus aproximaciones mediante redes neuronales respectiva-

mente. Recordar que ambos potenciales están relacionados por el potencial de Coulomb G de

la siguiente forma:

ϕ(x) = G(x) + ψ(x) (3.19)

Para la minimización de ambas redes, se trabajará con una red global N la cual tendrá 2

ramificaciones dadas por las sub redes1 N1 y N2. Ambas ramificaciones tendrán parámetros

entrenables diferentes, dados por los conjuntos θ1 y θ2.

N (x;θ) =

N1(x;θ
1) x ∈ Ω1

N2(x;θ
2) x ∈ Ω2

(3.20)

El input de estas redes será una posición x en el dominio Ω = Ω1 ∪ Ω2, donde la ramificación

a utilizar dependerá de la ubicación de este punto de evaluación. El utilizar esta formulación

1Por simplicidad, ambas ramificaciones serán llamadas sub redes, o simplemente redes.
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para unificar ambas redes permitirá utilizar solo 1 optimizador para minimizar la función de

pérdida compartida dada en la ecuación 3.18.

Con esta definición, el proceso de minimización de la red neuronal se puede visualizar en la

siguiente figura:

Figura 3.2: Esquema de método PINN con 2 dominios y 1 optimizador

En la siguiente sección se mostrará la construcción de los distintos términos de la función de pér-

dida para la ecuación de PB lineal. De todas maneras, para la forma no lineal el procedimiento

es equivalente.

3.2.1. Ecuación de Poisson-Boltzmann con Formulación Directa

La formulación directa de la ecuación de PB (ecuación 2.26) resuelve para el potencial total en

todo el dominio Ω. Es por esto que se diseñará el problema para que ambas redes tengan como

output el potencial total en el subdominio de aplicación (soluto o solvente).
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ϕθ =


ϕ1
θ = N1(x;θ

1) x ∈ Ω1

ϕ2
θ = N2(x;θ

2) x ∈ Ω2

ϕ1
θ + ϕ2

θ

2
x ∈ Γ

(3.21)

Esta construcción de PINNs lleva a los siguientes términos de la función de pérdida.

Dominio soluto:

LΩ1(θ
1;SΩ1) =

1

NΩ1

∑
xi∈SΩ1

[
∇2ϕ1

θ(xi) +
1

ϵ1

∑
k

qkδ(xi − xk)
]2

(3.22)

Para evitar la singularidad producto de las cargas puntuales, se aproximará la función

delta de Dirac con una función Gaussiana con desviación σ = 0.04 [Å] [65].

δ(x) ≈ 1

(2π)3/2σ3
e−

1
2σ2 ∥x∥

2

(3.23)

Dominio solvente:

LΩ2(θ
2;SΩ2) =

1

NΩ2

∑
xi∈SΩ2

[
∇2ϕ2

θ(xi)− κ2ϕ2
θ(xi)

]2
(3.24)

Condición de borde: Como condición de borde, se utilizará la función de Green de Yukawa,

la cual es una buena aproximación al estar lejos de la molécula (sección 2.1.8.3).

ϕ(xi) ≈
1

4πϵ2

∑
k

qke
−κ|xi−xk|

|xi − xk|
(3.25)

De esta manera:

L∂Ω(θ2;S∂Ω) =
1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

[
ϕ2
θ(xi)−

1

4πϵ2

∑
k

qke
−κ|xi−xk|

|xi − xk|

]2
(3.26)

Condiciones en la interfaz: Se incluyen ambas restricciones en la interfaz, continuidad del

potencial y del desplazamiento eléctrico:

LΓD
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
ϕ2
θ(xi)− ϕ1

θ(xi)
]2

(3.27)
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LΓN
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
ϵ2∂nϕ

2
θ(xi)− ϵ1∂nϕ

1
θ(xi)

]2
(3.28)

3.2.2. Ecuación de Poisson-Boltzmann con Esquema de Regularización 1

El esquema de regularización 1 de la ecuación de PB (ecuación 2.30) resuelve para el potencial

de reacción en todo el dominio Ω. Es por esto que se diseñará el problema para que ambas

redes tengan como output el potencial de reacción ψ en el subdominio de aplicación (soluto o

solvente).

ψ1
θ = N1(x;θ

1)

ψ2
θ = N2(x;θ

2)
(3.29)

De esta forma, la predicción del potencial total estará dada por la siguiente relación:

ϕθ =


ϕ1
θ = G(x) +N1(x;θ

1) x ∈ Ω1

ϕ2
θ = G(x) +N2(x;θ

2) x ∈ Ω2

ϕ1
θ + ϕ2

θ

2
x ∈ Γ

(3.30)

Notar que a cada output de la red se le debe sumar la función G correspondiente al potencial

de Coulomb (ver ecuación 2.28), para obtener el potencial total ϕ.

El uso del potencial de reacción como output de la red permite obtener una solución sin sin-

gularidades, que son producto de las cargas puntuales. Los términos de la función de pérdida

para este esquema se detallan a continuación.

Dominio soluto:

LΩ1(θ
1;SΩ1) =

1

NΩ1

∑
xi∈SΩ1

[
∇2ψ1

θ(xi)
]2

(3.31)

Dominio solvente:

LΩ2(θ
2;SΩ2) =

1

NΩ2

∑
xi∈SΩ2

[
∇2ψ2

θ(xi)− κ2(ψ2
θ(xi) + G(xi))

]2
(3.32)
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Condición de borde: También se utilizará la función de Green de Yukawa.

L∂Ω(θ2;S∂Ω) =
1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

[
ψ2
θ(xi)−

1

4πϵ2

∑
k

qke
−κ|xi−xk|

|xi − xk|
+ G(xi)

]2
(3.33)

Condiciones en la interfaz: Se incluyen ambas restricciones en la interfaz, continuidad del

potencial y del desplazamiento eléctrico:

LΓD
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
ψ2
θ(xi)− ψ1

θ(xi)
]2

(3.34)

LΓN
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
ϵ2
∂

∂n

(
ψ2
θ(xi) + G(xi)

)
− ϵ1

∂

∂n

(
ψ1
θ(xi) + G(xi)

)]2
(3.35)

3.2.3. Ecuación de Poisson-Boltzmann con Esquema de Regularización 2

El esquema de regularización 2 de la ecuación de PB (ecuación 2.31) resuelve para el potencial

de reacción en el dominio del soluto Ω1 y el potencial total en el dominio del solvente Ω2. Esto

implica que ambas redes tendrán como output potenciales distintos.

ψ1
θ = N1(x;θ

1)

ϕ2
θ = N2(x;θ

2)
(3.36)

De esta forma, la predicción del potencial total estará dada por la siguiente relación:

ϕθ =


ϕ1
θ = G(x) +N1(x;θ

1) x ∈ Ω1

ϕ2
θ = N2(x;θ

2) x ∈ Ω2

ϕ1
θ + ϕ2

θ

2
x ∈ Γ

(3.37)

Notar como solo se utiliza la función G en el dominio Ω1. A diferencia del esquema de regula-

rización 1, aqúı se aproxima el potencial de reacción solo en el soluto, lugar donde existen las

singularidades.

A continuación se presentan los términos de la función de pérdida para esta formulación.

Dominio soluto:
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LΩ1(θ
1;SΩ1) =

1

NΩ1

∑
xi∈SΩ1

[
∇2ψ1

θ(xi)
]2

(3.38)

Dominio solvente:

LΩ2(θ
2;SΩ2) =

1

NΩ2

∑
xi∈SΩ2

[
∇2ϕ2

θ(xi)− κ2ϕ2
θ(xi)

]2
(3.39)

Condición de borde: También se utilizará la función de Green de Yukawa.

L∂Ω(θ2;S∂Ω) =
1

N∂Ω

∑
xi∈S∂Ω

[
ϕ2
θ(xi)−

1

4πϵ2

∑
k

qke
−κ|xi−xk|

|xi − xk|

]2
(3.40)

Condiciones en la interfaz: Se incluyen ambas restricciones en la interfaz, continuidad del

potencial y del desplazamiento eléctrico:

LΓD
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
ϕ2
θ(xi)− ψ1

θ(xi)− G(xi)
]2

(3.41)

LΓN
(θ1,θ2;SΓ) =

1

NΓ

∑
xi∈SΓ

[
ϵ2
∂

∂n

(
ϕ2
θ(xi)

)
− ϵ1

∂

∂n

(
ψ1
θ(xi) + G(xi)

)]2
(3.42)

3.2.4. Términos Adicionales de la Función de Pérdida

A pesar que con los términos detallados anteriormente (residuales, condición de borde y rela-

ciones en la interfaz) el problema puede ser resuelto, se probarán distintos términos adicionales

para revisar la variación en la precisión del método.

Datos conocidos: Esto implica forzar puntos del dominio Sdata con soluciones conocidas

ϕ†. Esto puede ser aplicable a cada red, pero se utilizará solo para el dominio del solvente.

Ldata(θ2;Sdata) =
1

Ndata

∑
xi∈Sdata

[
ϕ2
θ(xi)− ϕ†(xi)

]2
(3.43)

Pese a que a priori no se conoce la solución de la ecuación de Poisson-Boltzmann (salvo en

el Ion de Born o multipolo esférico), no se puede utilizar ϕ† como la solución del problema.

Sin embargo, se utilizarán las aproximaciones del potencial en el solvente como la función

de Green de Yukawa, ver sección 2.1.8.3. Esta aproximación predice de buena manera el

potencial lejos de la interfaz.
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Ley de Gauss: Pese a que la Ley de Gauss se satisface al resolver la ecuación de Poisson-

Boltzmann, puede ser útil agregar este término a la función de pérdida para darle impor-

tancia al valor que tiene que tener el desplazamiento eléctrico en la interfaz.

Para agregar este término, se utilizará la siguiente cuadratura para la integral de superficie:

˛
Γ

ϵ∂nϕθ(x′) dS(x′) ≈
∑

x∈Scentr

ϵ∂nϕθ(x′)Ai (3.44)

En donde ϵ∂nϕθ corresponde al promedio del desplazamiento eléctrico entre ambas redes

en la interfaz (notar que para los casos regularizados, este potencial total es obtenido

sumando el potencial de Coulomb). Además, Scentr corresponde a los centroides de los

elementos de la malla superficial, y Ai su respectiva área. De esta manera, el término

para la Ley de Gauss queda como:

LGauss(θ1,θ2;Scentr) =

∣∣∣∣∣ ∑
xi∈Scentr

ϵ∂nϕθ(xi)Ai −
∑
k

qk

∣∣∣∣∣
2

(3.45)

Mediciones experimentales: Otro término que se puede añadir a la función de pérdida es el

cálculo del effective near surface potential definido en la sección 2.1.7. Esto puede ayudar

a fijar el potencial electrostático en el solvente.

Para agregar este término, se utilizará la siguiente cuadratura para calcular las integrales

de volumen en el solvente2, en donde vi corresponde al volumen de cada elemento y SΩ∗

el conjunto de puntos con los centroides de cada elemento.

ϕENS,θ(xH) =
−kbT
2qe

ln


∑

xi∈SΩ∗

vi|xi − xh|−6 e
− qeϕθ(xi)

kbT

∑
xi∈SΩ∗

vi|xi − xh|−6 e
qeϕθ(xi)

kbT

 (3.46)

De esta manera, se puede agregar un término asociado a cada átomo de hidrógeno de la

siguiente forma:

LE(θ2;SH) =
1

NH

∑
xh∈SH

[
ϕENS,θ(xh)− ϕ†

ENS(xh)
]2

(3.47)

2Se notó que en las iteraciones tempranas se tiene una predicción totalmente errónea del potencial, lo que
genera que las exponenciales tiendan a infinito. Para arreglar este fenómeno se aproximaron las exponenciales
con expansiones de Taylor.
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Siendo SH conjunto de puntos con la posición de los átomos de hidrógeno, ϕENS,θ(xh)

el effective near surface potential predicho por la red neuronal, y ϕ†
ENS(xh) la medición

experimental.

Es importante destacar que la adición de este término puede generar inestabilidades no

deseadas en el proceso de entrenamiento debido a las exponenciales presentes. Por esta

razón, se probará también la aproximación de ϕENS dado en [22].

ϕENS,θ(xH) =
1

NΩ∗

∑
xi∈SΩ∗

ϕθ(xi) (3.48)

Siendo Ω∗ la región que rodea al átomo de hidrógeno, y en donde la suma
∑

i |xi − xh|−6

llega al 68% de su valor. Notar que esta aproximación refleja claramente su naturaleza

como promedio alrededor de los átomos de hidrógeno.

3.3. Cálculo de Operadores Diferenciales con Diferenciación Au-

tomática

En las funciones de pérdida definidas en la sección anterior, se utilizan operadores diferenciales

del output de cada red neuronal como ∇2ϕθ y ∂nϕθ. Para poder computar estos operadores,

se hará uso de la diferenciación de la red neuronal. En esta sección se mostrará un ejemplo

de como calcular estos operadores diferenciales haciendo uso de la diferenciación automática.

De todas formas, para el código de PINNs se utilizarán versiones de este algoritmo que vienen

incluidas en las libreŕıas de redes neuronales.

Se tomará como ejemplo una red Fully Connected como la que se muestra en la ecuación 3.49.

Cada capa k tendrá una cantidad rk de neuronas, donde por razones obvias, rL+1 = 1.

h1 = σ1(W1x+ b1) k = 1 capa entrada

hk = σk(Wkhk−1 + bk) 2 ≤ k ≤ L capas ocultas

ϕθ = σL+1(WL+1hL + bL+1) k = L+ 1 capa salida

(3.49)

Para construir los operadores diferenciales, primero se calculará la primera derivada del output

ϕθ de la red respecto a un input xi perteneciente al vector de entrada x.

∂ϕθ
∂xi

=
r1∑
j=1

∂ϕθ
∂a1j

∂a1j
∂xi

(3.50)
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Se debe recordar la definición del valor δki , definido en la ecuación 2.102.

δki =
∂ϕθ
∂aki

(3.51)

El cual se puede calcular resolviendo la ecuación recursiva para k = 1, 2, . . . , L:

δki = σ′k(aki )
rk+1∑
l=1

wk+1
li δk+1

l con δL+1
i = σ′L+1(aL+1

i ) (3.52)

De esta manera, se identifica δ1j en la ecuación 3.50. Por otra parte, se debe trabajar el segundo

término, el cual por la arquitectura de la red queda como:

∂a1j
∂xi

= w1
ji (3.53)

De esta manera, la primera derivada del output de la red ϕθ puede calcularse de la siguiente

forma:

∂ϕθ
∂xi

=
r1∑
j=1

δ1jw
1
ji (3.54)

Para el caso de la segunda derivada, se derivará la expresión dada en la ecuación 3.54 nuevamente

por un input de la red xn:

∂

∂xn

(
∂ϕθ
∂xi

)
=

∂

∂xn

r1∑
j=1

δ1jw
1
ji

∂2ϕθ
∂xn ∂xi

=
r1∑
j=1

w1
ji

∂δ1j
∂xn

(3.55)

Para simplificar la notación, se definirá el valor lambda asociado a la derivada del valor delta

como:

λkin =
∂δki
∂xn

(3.56)
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De esta manera, trabajando con la definición del valor delta:

λkin =
∂δki
∂xn

λkin =
∂

∂xn

σ′k(aki )
rk+1∑
l=1

wk+1
li δk+1

l


λkin =

rk+1∑
l

wk+1
li

[
σ′k(aki )

∂δk+1
l

∂xn
+ δk+1

l σ′′k(aki )
∂aki
∂xn

]
(3.57)

Notar que en la expresión anterior aparece nuevamente la derivada del valor delta, pero de

la capa siguiente. Esto implica que se puede escribir la ecuación en forma recursiva. El único

término que faltaŕıa es la derivada de aki con respecto a xn. Por simplicidad, este término se

definirá como Mk
in.

Mk
in =

∂aki
∂xn

Mk
in =

rk−1∑
l=1

∂aki
∂ak−1

l

∂ak−1
l

∂xn

(3.58)

Para esta última expresión, se puede utilizar el resultado mostrado en la ecuación 2.100 para

la derivada
∂aki
∂ak−1

l

. Con esto, y utilizando la definición de Mk
in, se puede plantear la siguiente

ecuación recursiva, con k = 2, 3, . . . , L+ 1:

Mk
in =

rk−1∑
l=1

wkilσ
′k−1(ak−1

l )Mk−1
ln con M1

in = w1
in (3.59)

Con esta definición, la ecuación recursiva para el valor lambda, con k = 1, 2, . . . , L queda como:

λkin =
rk+1∑
l

wk+1
li

[
σ′k(aki )λ

k+1
ln + δk+1

l σ′′k(aki )M
k
in

]
con λL+1

in = σ′′L+1(aL+1
i )ML+1

in (3.60)

De esta manera, la segunda derivada del output de la red ϕθ puede calcularse de la siguiente

forma:

∂2ϕθ
∂xn ∂xi

=
r1∑
j=1

w1
jiλ

1
jn (3.61)

Notar que en cada iteración se tendrán que realizar pasos hacia adelante y hacia atrás de la red

para calcular ϕθ y sus primeras y segundas derivadas. Esto es porque se tiene que calcular δki ,

λkin y Mk
in para todos los nodos de la red.
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A partir de las ecuaciones 3.54 y 3.61 se pueden calcular todos los operadores diferenciales de

interés, como el laplaciano y gradientes ∇2ϕθ, ∂nϕθ.

3.4. Puntos de Colocación y Mallas

En diversos estudios se detalla la importancia del muestreo de puntos de colocación en la

precisión y convergencia del método de PINNs [66, 67]. Se ha demostrado que un muestreo

aleatorio es importante para una generalización de la solución, sin embargo, la elección de

la distribución de probabilidad para obtener estos puntos no es trivial, ya que afecta en el

entrenamiento. En esta misma ĺınea, existen técnicas que regulan la cantidad de puntos en

zonas donde los residuales son altos.

Debido a que se trabajará con una geometŕıa irregular dada por la superficie de la molécula, se

mallará todo el dominio para aśı simplificar el proceso de obtención de puntos de colocación. La

cantidad de puntos de colocación estará estrechamente relacionado con el número de elementos

de la malla. De esta forma, si se tiene una malla uniforme, se podrán generar muestreos unifor-

mes por todo el dominio. Además, la utilización de mallas permite refinar las zonas de interés

donde se espera que los residuales sean altos (por ejemplo en la interfaz), lo que entregará un

mayor número de puntos de colocación.

(a) Malla superficial (b) Mallas volumétricas

Figura 3.3: Ejemplos de mallas para la arginina, renderizado con [9]

Entonces, el dominio computacional completo estará compuesto por 4 mallas: 2 superficiales

(superficie SES de la molécula y una esfera en el contorno del solvente), y 2 volumétricas (soluto
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y solvente). Para ambas mallas superficiales se utilizarán elementos triangulares, y para ambas

mallas volumétricas se utilizarán elementos tetraédricos.

Para poder calcular todos los términos de la función de pérdida, se realizarán 2 tipos de mues-

treos que utilizan las mallas descritas (aleatorio y fijo). En las siguientes secciones se detallará

cada muestreo y en qué términos de la función de pérdida serán aplicados.

3.4.1. Muestreo Aleatorio

Como se detalló anteriormente, para aumentar la generalización de la solución entregada por la

red neuronal se deben añadir procesos estocásticos en la elección de los puntos de colocación.

Para esto, en cada iteración se extraerá aleatoriamente un punto dentro de cada elemento

(triangular o tetraédrico) de las 4 mallas. Esto permitirá tener una muestra uniforme alrededor

del dominio con aleatoriedad.

Para la obtención de cada punto dentro de cada elemento, se realizará lo siguiente. De manera

general, cada elemento tendrá N vértices donde N podrá ser igual a 3 o 4 dependiendo de la

malla a la que pertenezca el elemento, superficial o volumétrica.

Para seleccionar un punto aleatorio dentro de un elemento Z, se necesitan N números aleatorios

λ obtenidos de una distribución uniforme λj ∼ Unif(0, 1), con j = 1, 2, . . . , N , en donde N

corresponde al número de vértices del elemento Z.

A partir de estos N números aleatorios, se deben calcular los números normalizados λ̂j como:

λ̂j =
λj∑N
k λk

(3.62)

Esto implica que:
N∑
k=1

λ̂k = 1 (3.63)

Considerando vj el vértice j-ésimo del mismo elemento Z, se puede obtener un punto aleatorio

dentro del elemento a partir de la combinación lineal de los vértices vj y los números aleatorios

normalizados λ̂j, es decir:

x =
N∑
j=1

λjvj (3.64)

A partir de esto, x siempre estará dentro del elemento Z. Este procedimiento es repetido para
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todos los elementos de las 4 mallas para obtener los puntos de colocación.

Adicional a estos puntos de colocación, se incluirán más puntos alrededor de las cargas puntua-

les. Esto con el propósito de representar de buena manera la aproximación de la función delta Di-

rac (solo en el caso de la formulación directa de PB). Para cada carga puntual qk, se añadirán Nq

puntos de colocación adicionales obtenidos de una distribución Gaussiana x ∼ Normal(xq, σ
2),

en donde xq es la ubicación de la carga y σ la desviación estándar.

Algoritmo 3.1 Algoritmo para obtener puntos de colocación aleatorios S
Input: Objetos de mallas superficiales y volumétricas, y posición cargas Xq

for malla in mallas do ▷ Recorrer mallas

elementos = malla.elementos

for elemento in elementos do ▷ Recorrer elementos de cada malla

N = elemento.num vertices

Obtener N coeficientes: λj ∼ Unif(0, 1)

Normalizar cada coeficiente: λ̂j = λj/
∑N

k λk

v = elemento.vertices

Obtener punto: x =
∑N

j=1 λ̂jvj

Agregar punto x a conjunto S
end for

end for

for xq in Xq do ▷ Recorrer posición de las cargas

Obtener Nq puntos: x ∼ Normal(xq, σ
2)

Agregar puntos x a conjunto S
end for

Output: Conjunto de puntos de colocación S

En la figura 3.4 se muestran los puntos de colocación generados con el algoritmo 3.1.

Notar que la distribución de puntos en las 4 zonas de interés depende de la caracteŕıstica de la

malla a generar. Es por esto que se buscará generar una buena malla superficial de la molécula,

con refinamiento en las zonas que se predice un alto error. Lo anterior aumentará el tamaño

de la muestra en la vecindad de la interfaz (soluto y solvente), lugar donde también se espera

que los residuales sean altos. El método para obtener el muestreo concuerda con los trabajos

teóricos respecto a la distribución de puntos [66, 67].
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(a) Puntos de colocación alrededor de la molécula (b) Puntos de colocación en la molécula

Figura 3.4: Ejemplo de puntos de colocación para la arginina generados con algoritmo 3.1,
renderizado con [9]

3.4.2. Muestreo Fijo

Para el resto de los términos de la función de pérdida se utilizará un muestreo fijo, lo que implica

que los puntos de colocación serán los mismos en todas las iteraciones. Esto será aplicado al

término de la Ley de Gauss, al término de las mediciones experimentales y a los datos conocidos

a fijar. A estos términos no se le puede agregar la aleatoriedad detallada anteriormente debido

a 2 razones:

Para el término respecto a los datos conocidos, se prefiere utilizar un muestreo fijo. Esto

es debido a que, en ciertas situaciones, no se tendrá una buena y rápida forma de obtener

una aproximación del potencial electrostático. Pese a que la función de Green de Yukawa

(sección 2.1.8.3) puede ser un método rápido, no es una buena aproximación para el

potencial de todas las moléculas. Su diferencia con la solución real crece cerca de la

interfaz para moléculas grandes y de alta carga. Si se considera un muestreo fijo para este

término, los resultados pueden ser extrapolados a otros métodos de aproximación más

costosos, pero que se realizarán solo en la primera iteración.

Los términos de la Ley de Gauss y las mediciones experimentales corresponden a inte-

grales. Esto implica que se emplean cuadraturas donde los puntos de evaluación tienen

que quedar fijos. Además, estos puntos no debeŕıan ser elegidos al azar ya que su elección

influye en la aproximación de la integral. Para la integral de superficie de la Ley de Gauss

se utilizarán los centroides de los elementos de generados en la superficie de la molécula.
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Para las mediciones experimentales se generará una malla estructurada de volumen cons-

tante donde la evaluación será también el centroide. La cuadratura utilizada por ambos

términos fue detallada en la sección 3.2.4.

3.5. Implementaciones Adicionales

3.5.1. Arquitecturas

Para las pruebas que se realizarán se utilizarán 3 arquitecturas. Se utilizará la Multi Layer

Perceptron definida en la sección 2.2.1, y la ResNet también definida en 2.2.1. Por último,

se probará con una arquitectura con buenos resultados para PINNs [33], a la que se llamará

Modified Multi-Layer Perceptron, ModMLP.

La principal diferencia de esta arquitectura con la MLP radica en que se introducen 2 encoders,

U y V, definidos de la siguiente forma:

U = σu(Wux+ bu) Encoder U

V = σv(Wvx+ bv) Encoder V
(3.65)

Estos encoders operan sobre cada capa oculta. De esta forma, la arquitectura ModMLP se

expresa de la siguiente forma:

h1 = σ1(W1x+ b1) i = 1 capa entrada

gi = σi(Wihi−1 + bi) 2 ≤ i ≤ L capas ocultas

hi = gi ⊙U+ (1− gi)⊙V

ϕθ = σL+1(WL+1hL + bL+1) i = L+ 1 capa salida

(3.66)

Donde ⊙ corresponde a una multiplicación término a término. Notar que esta arquitectura

generará un conjunto θ mayor al de la MLP debido a las nuevas conexiones. Vale destacar que

en ningún caso se usará una función de activación en la capa de salida.
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3.5.1.1. Factorización Aleatoria de los Pesos de la Red

El random weight factorization [68] consiste en factorizar los pesos asociados a las conexiones

de las neuronas de la siguiente forma, previo al entrenamiento.

Wl = diag(sl) ·Vl (3.67)

Notar que cada matriz de pesosWl es factorizada por un vector sl y una matrizVl. Para obtener

esta factorización, s se inicializa como exp(u) en donde u se obtiene de una distribución normal:

u ∼ Normal(µ, σ2) con media µ y desviación estándar σ.

Por cada matriz W que se teńıa anteriormente, ahora se tendrá un vector s y una matriz V.

Posterior a esta factorización, el conjunto de parámetros θ tendrá la siguiente forma (ejemplo

para MLP):

θ = {s1,V1,b1, . . . , sL+1,VL+1,bL+1} (3.68)

Esta factorización será implementada para verificar su impacto en el método a estudiar.

3.5.1.2. Capas de Escalamiento

Se detallan 2 capas de escalamiento para normalizar los inputs y outputs de la red neuronal,

mejorando su convergencia en el entrenamiento. Esto permite que entren y salgan de la red

valores entre -1 y 1.

El escalamiento del input se realiza previo al paso de las capas ocultas. Un ejemplo de la opera-

ción que ocurre en esta capa se detalla a continuación, donde valores xmin y xmax corresponden

a hiperparámetros de cada red y dependen exclusivamente del dominio del problema.

h = 2
(x− xmin)

(xmax − xmin)
− 1 (3.69)

El escalamiento del output se realiza posterior al paso de las capas ocultas. Un ejemplo de

la operación que ocurre en esta capa se detalla a continuación, donde los valores ymin e ymax

corresponden a hiperparámetros de cada red y se deben estimar en base a aproximaciones de

la solución real en cada dominio.

y =
h+ 1

2
(ymax − ymin) + ymin (3.70)
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3.5.1.2.1 Estimación de las Cotas del Potencial

Para estimar los valores de ymin e ymax, se realizará una aproximación del potencial mediante

la superposición de la solución conocida del Ion de Born (sección 2.1.8.1), asumiendo que cada

carga de la macromolécula es un Ion de Born independiente. Lo anterior no implica que la capa

de escalamiento escale la solución entre -1 y 1, pero será una aproximación para trabajar con

órdenes cercanos. Si se define la función BORN como:

BORN(qi, Ri) =
qi
4π

(
1

ϵ2(1 + κRi)Ri

− 1

ϵ1Ri

)
(3.71)

El potencial de reacción mı́nimo y máximo (los cuales se usarán para obtener ymin e ymax) se

podrá estimar con las siguientes ecuaciones, siendo R′
ji = ∥xi − xj∥ con xj la posición de la

carga puntual qj.

ψmax = máx
i

(
BORN(qi, Ri) , BORN(qi, Ri) +

∑
j ̸=i

BORN(qj, R
′
ji)

)

ψmin = mı́n
i

(
BORN(qi, Ri) , BORN(qi, Ri) +

∑
j ̸=i

BORN(qj, R
′
ji)

) (3.72)

Lo anterior se puede visualizar de manera gráfica en la siguiente figura.

Figura 3.5: Esquema de la superposición de las distintas cargas puntuales
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3.5.1.3. Capa de Fourier

Para minimizar un fenómeno llamado bias espectral, el cual produce bias en el aprendizaje

de funciones de baja frecuencia, se tiende a agregar una capa de Random Fourier Features

[69]. Esta capa es simplemente un mapeo hacia señales de alta frecuencia, que se realiza antes

de ingresar a la red neuronal, posterior al escalamiento. El mapeo de esta capa se muestra a

continuación:

h =

[
cos(Bx)

sin(Bx)

]
(3.73)

En donde la matriz B se crea obteniendo una muestra de una distribución Gaussiana de la

forma: B ∼ Normal(0, σ2) (no entrenables). La incorporación de esta capa previa a la red

permite mejorar bastante la representación para grandes gradientes y soluciones complejas.

3.5.1.4. Función de Activación Entrenable

Para una mejor representación de la solución, se le pueden añadir a las funciones de activación

parámetros entrenables [70], los cuales pertenecerán al conjunto de parámetros θ de la red

neuronal. Un ejemplo sencillo, seŕıa utilizar la función de activación:

σ(x) = tanh(ax) (3.74)

En donde el parámetro a es entrenable, y se debe incluir en el conjunto de parámetros θ.

θ = {W1,b1, a1, . . . ,WL+1,bL+1, aL+1} (3.75)

En la ecuación anterior ai corresponde al vector de parámetros entrenables para las funciones

de activación de la capa i-ésima.

3.5.2. Algoritmo de Ponderación para la Función de Pérdida

Debido a la gran cantidad de términos distintos que tiene la función de pérdida, algunos pueden

ponderar más que otros, predominando en el proceso de optimización. Si no se aplica ninguna

corrección a este fenómeno, pueden haber términos que nunca lleguen a minimizarse.

L(θ;S) =
∑
j

wjLj(θ;Sj) (3.76)
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Es por esto que se agregará un algoritmo de ponderación de los términos Lj a partir de una

actualización automática de los pesos wj [33].

La idea del algoritmo se basa en seleccionar pesos wj de tal forma que todos los gradientes de

los distintos términos Lj tengan el mismo valor.

C = wj∥∇θLj∥ ∀j (3.77)

Para esto, se calcula el estimador ŵj para cada término como:

ŵj =

∑
i

∥∇θLi∥

∥∇θLj∥
(3.78)

Y luego, se corrige con la media móvil utilizando el peso anterior wj,old y un parámetro α a

definir.

wj,new = αwj,old + (1− α)ŵj (3.79)

Este algoritmo se utilizará cada 1000 iteraciones utilizando un parámetro α = 0.7.

Algoritmo 3.2 Algoritmo para ponderación de pesos

Input: Funciones de pérdida Lj, pesos wj,old , parámetro α.

M =
∑

i ∥∇θLi∥
for j = 1 to j = NL do

ŵj =
M

∥∇θLj∥

wj,new = αwj,old + (1− α)ŵj

end for

Output: Pesos wj,new

3.5.3. Adimensionalización

Adimensionalizar la ecuación a resolver ha demostrado buenos resultados en otros tipos de

ecuaciones al compararlos con casos no adimensionales. Es por esto que se trabajará la ecuación

de Poisson-Boltzmann en una de sus formas adimensionales.

Al aplicar esta adimensionalización (tabla 3.1) a la ecuación de Poisson-Boltzmann no lineal,
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Tabla 3.1: Adimensionalización Poisson-Boltzmann

Variable Adimensionalización

Longitud r∗ = r
rc

con rc = 1 [Å]

Carga q∗ = q
qe

con qe la carga del electrón

Potencial ϕ∗ = ϕϵ0rc
qe

con ϵ0 la constante permitividad del vaćıo

se obtiene la siguiente expresión:

−∇∗2ϕ∗ + κ∗2β∗ sinh(ϕ∗/β∗) =
1

ϵ∗1

∑
k

q∗kδ
∗(r∗ − rk

∗) (3.80)

En donde la constante β∗ se calcula como: β∗ = Tϵ0rckb/q
2
e , y kb corresponde a la constante

de Boltzmann. Además, la constante dieléctrica y la longitud inversa de Debye adimensional se

expresan de la siguiente forma:

ϵ∗i =
ϵi
ϵ0

i = 1, 2 ; κ∗ = rcκ (3.81)

Asimismo, para la forma lineal de la ecuación de Poisson-Boltzmann, la ecuación 3.80 se reduce

a lo siguiente:

−∇∗2ϕ∗ + κ∗2ϕ∗ =
1

ϵ∗1

∑
k

q∗kδ
∗(r∗ − rk

∗) (3.82)

De esta manera, la ecuación de Poisson-Boltzmann será trabajada con las variables adimensio-

nales r∗, q∗ y ϕ∗, y las constantes adimensionales β∗ (caso no lineal), ϵ∗i y κ
∗.

3.6. Validación de Resultados

3.6.1. Función de Pérdida de Entrenamiento y de Validación

Una buena validación de los resultados es revisar directamente la evaluación de la función de

pérdida (loss) en los puntos de colocación. Esto va permitir revisar si se están minimizando los

residuales, y la continuidad en la interfaz, por ejemplo. Sin embargo, este no puede ser el único

indicador, dado que no asume una generalización de la solución a todo el dominio.

Debido a lo anterior, se tomará un conjunto de puntos de validación Sv = SvΩ1
∪SvΩ2

∪SvΓ∪Sv∂Ω.
En estos puntos solo se calculará la función de pérdida L, pero no se realizará ningún paso

de descenso de gradiente u optimización. De esta manera, se podrá revisar como evoluciona la
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función de pérdida en puntos donde no se está realizando el entrenamiento, dando un indicador

de la generalización de la solución. Estos puntos de validación serán elegidos utilizando el mismo

muestreo aleatorio definido en la sección 3.4, y se mantendrán fijos durante todas las iteraciones.

De los términos de la función de pérdida definidos, solo se utilizará como validación el cálculo

de los residuales, condiciones en la interfaz y la condición de borde.

3.6.2. Enerǵıa de Solvatación

Un buen indicador para validar el código respecto a la teoŕıa f́ısica es la predicción de la enerǵıa

de solvatación. La definición de la enerǵıa de solvatación se puede revisar en la sección 2.1.6.

Los resultados obtenidos mediante el código de PINNs serán comparados con los resultados

obtenidos con un código de BEM llamado PBJ, un código de FDM llamado APBS, y/o la

solución anaĺıtica si se tiene disponible. El software de PBJ [71] utiliza el método de elementos

de frontera, resolviendo la ecuación de Poisson-Boltzmann en su forma integral. Por otra parte,

el software de APBS [72] utiliza el método de diferencias finitas, resolviendo en todo el dominio

(soluto y solvente). Ambos softwares han demostrado en numerosos casos buenas predicciones

de la enerǵıa de solvatación, incluso al compararlas con mediciones experimentales.

Para el código de PINNs, la forma de calcular la enerǵıa de solvatación dependerá de que forma

de la ecuación de Poisson-Boltzmann se esté resolviendo (directa o esquemas de regularización).

Estos se detallarán a continuación:

Formulación directa: Según la ecuación 2.54, la enerǵıa de solvatación se calcula utilizando

el potencial de reacción en la ubicación de las cargas. Debido a que para la formulación

directa se utiliza una función Gaussiana para aproximar el delta de Dirac, el campo de

reacción calculado mediante la resta de la predicción de la red neuronal ϕθ y el potencial

de Coulomb tenderá a infinito. Es por esto que se tendrá que utilizar otra forma para

calcular este potencial.

A partir de las ecuaciones integrales en la frontera (sección 2.1.5), se puede utilizar la

predicción de la red neuronal en la interfaz de la molécula para calcular el potencial de

reacción en la posición de las cargas. Esta ecuación se visualiza a continuación:

ψθ(xk) =
1

4πϵ1

˛
Γ

ϵ∂nϕθ
1

|xk − x′|
dS(x′)− 1

4π

˛
Γ

ϕθ
∂

∂n

(
1

|xk − x′|

)
dS(x′) (3.83)

En donde xk corresponde a la posición de las cargas puntuales. Notar que la ecuación

anterior utiliza el promedio de la predicción de las 2 redes para potencial electrostático
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ϕθ y el promedio para la predicción del desplazamiento eléctrico ϵ∂nϕθ.

ϕθ =
ϕ1
θ + ϕ2

θ

2

ϵ∂nϕθ =
1

2

(
ϵ1
∂ϕ1

θ

∂n
+ ϵ2

∂ϕ2
θ

∂n

) (3.84)

De esta manera, con el cálculo de ψθ por la ecuación integral 3.83, la enerǵıa de solvatación

puede ser calculada como:

∆Gθ
solv =

1

2

∑
k

qkψθ(xk) (3.85)

Esquemas de regularización 1 y 2: Para ambos esquemas, la red neuronal entregará el

potencial de reacción en la región del soluto. Debido a esto, se puede utilizar directamente

el output de la red neuronal para el cálculo de la enerǵıa de solvatación a partir de la

siguiente ecuación:

∆Gθ
solv =

1

2

∑
k

qkψθ(xk) (3.86)

Con la predicción de la enerǵıa de solvatación, se calculará el error relativo respecto a la solución

de referencia como:

EGsolv
=

∣∣∣∣∣∆Gθ
solv −∆G†

solv

∆G†
solv

∣∣∣∣∣ (3.87)

En donde ∆Gθ
solv y ∆G†

solv hacen referencia a la predicción de PINNs y a la de referencia

respectivamente, y EGsolv
al error relativo en la enerǵıa de solvatación.

3.6.3. Potencial de Reacción

Las predicciones del potencial de la red neuronal también serán comparados con la solución que

se tenga disponible. Al igual que para la enerǵıa de solvatación, se podrá utilizar la solución

anaĺıtica en caso de que se tenga, o la de un método numérico como BEM o FDM a partir de

los softwares de PBJ o APBS respectivamente.

Para esta comparación, se calculará el error relativo L2 para la predicción del potencial de

reacción en la interfaz de la molécula. Se elige esta zona ya que la interfaz es una región de

interés en la electrostática y además se tiene la continuidad de ambas redes. El cálculo del error

L2 se muestra a continuación.
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Eψ =

√√√√√√√√
∑
xi∈SΓ

[
ψθ(xi)− ψ†(xi)

]2
∑
xi∈SΓ

[
ψ†(xi)

]2 (3.88)

En donde ψθ y ψ
† hacen referencia a la predicción de PINNs y a la de referencia para el potencial

de reacción respectivamente, y Eψ al error relativo L2 en la interfaz. Notar que se utiliza ψθ

para remarcar que se calcula el promedio de la predicción entre ambas redes.

Adicionalmente, se graficará el potencial de reacción en la interfaz de la molécula, y en los ejes

de relevancia, para aśı revisar el comportamiento del potencial a lo largo del soluto y solvente.

3.7. Código Implementado

El código implementado se adaptó como una libreŕıa llamada XPPBE, la cual puede ser utilizada

para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann para la electrostática molecular. El código

completo puede ser revisado en el repositorio de GitHub [9]. XPPBE permite poder ingresar la

información molecular a partir de un archivo .pqr (o .pdb), el cual tiene toda la información

de la posición, carga y radio de todos los átomos constituyentes. A partir de este archivo, se

generan las mallas y se comienza a resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann utilizando PINNs.

Todos los parámetros para la resolución utilizando PINNs (mallas, métodos, hiperparámetros,

etc.) son definidos en un archivo .yaml (código B.2).

El uso de la libreŕıa es bastante sencillo. Un ejemplo de su uso se puede revisar en el siguiente

bloque de código.

Código 3.1: Ejemplo de uso básico de la libreŕıa XPPBE

from xppbe import Simulation
simulation = Simulation(yaml_path ,molecule_dir)
simulation.create_simulation ()
simulation.adapt_model ()
simulation.solve_model ()
simulation.postprocessing(run_all=True)

Para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann, basta especificar la ruta hacia el archivo .yaml

y el directorio donde se encontrará el archivo .pqr o .pdb. Para mayor detalle del funcionamiento

y método de uso, revisar la sección B y/o el repositorio de GitHub [9].
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Figura 3.6: Repositorio de GitHub

La libreŕıa sigue los mismos métodos definidos en este documento. Un ejemplo del algoritmo se

puede visualizar a continuación:

Algoritmo 3.3 Algoritmo del código implementado con PINNs: XPPBE

Input: Información molecular (archivo .pqr) y variables entrada definidas en archivo .yaml

Generar malla de la molécula a partir de la información molecular

Generar mallas volumétricas y malla superficial del contorno

Inicializar red N = N1 ∪N2 a partir de los hiperparámetros definidos

for k = 1 to k = n do ▷ Loop de entrenamiento

Obtener una muestra S de puntos aleatorios en el dominio ▷ Sección 3.4

Calcular ϕθ = N (S;θk) ▷ Sección 3.2

Calcular ∂nϕθ,∇ϕθ,∇2ϕθ con diferenciación automática ▷ Sección 3.3

Calcular L(θk;S) ▷ Sección 3.2

Calcular validación L(θk;Sv) ▷ Sección 3.6.1

Actualizar θk+1 con método de optimización usando θk y ∇θL ▷ Sección 2.2.3

if mod(k,r)==0 then

Actualizar pesos wj asociado a cada Lj ▷ Sección 3.5.2

end if

end for

Output: Parámetros θ = θ1 ∪ θ2 para post-procesamiento.

Como se visualiza en el algoritmo anterior, a partir de la información molecular y los parámetros

a definir por el usuario, se obtiene el conjunto de parámetros θ, de tal forma que la red neuronal

N replique la solución de la ecuación de Poisson-Boltzmann.
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La libreŕıa se programó utilizando el siguiente árbol de directorios:

xppbe/
Mesh/................................Clases para la malla

Mesh_utils.py
Charges_utils.py
Mesh.py

Model/ .............................Clases para el modelo
Equations.py
PDE_Model.py
Solutions_utils.py

NN/ .........................Clases para PINNs y la ANN
NeuralNet.py
PINN.py
PINN_utils.py

Post/...................Clases para el post procesamiento
Postcode.py

Scripts
Simulation.py

Figura 3.7: Estructura de archivos para el código implementado

Todas las clases que se visualizan: mallas, modelo, PINNs, ANN y post-procesamiento, son

controladas por la clase Simulation.

3.7.1. Softwares y Libreŕıas Utilizadas

El código completo de PINNs fue escrito en su totalidad en Python [73] debido a las libreŕıas

existentes para programar redes neuronales con este lenguaje. El código de XPPBE utiliza las

siguientes libreŕıas y softwares para su funcionamiento:

Tensorflow [74]: Corresponde a una interfaz para programar y optimizar redes neuronales.

Esta libreŕıa permite customizar la red y la función de pérdida dependiendo del problema.

Además viene con el algoritmo de diferenciación automática y de back propagation.

pdb2pqr [75]: Se utiliza para transformar los archivos .pdb extráıdos del Protein Data

Bank [76] a formatos .pqr.

MSMS [77]: Se utiliza para generar la malla superficial SES de la molécula a partir de un

archivo .xyzr (modificación del .pqr).

NanoShaper [78]: Se utiliza para generar la malla superficial SES de la molécula a partir

de un archivo .xyzr.

Trimesh [79]: Se utiliza para el manejo de mallas superficiales creadas por MSMS o Na-
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noShaper.

PyGamer [80]: Se utiliza para la creación y manejo de mallas volumétricas a partir de

mallas superficiales creadas por MSMS o NanoShaper.

Scipy [81]: Se utiliza esta libreŕıa por los algoritmos y expresiones de computación cient́ıfica

que tiene implementado.

Bempp [82]: Se utiliza para el cálculo de las integrales de superficie con singularidades,

necesarias para el cálculo de la enerǵıa de solvatación para la ecuación no regularizada.

Matplotlib [83] y Plotly [84]: Ambas libreŕıas se utilizan para la visualización de informa-

ción a partir de la creación de gráficos.
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Caṕıtulo 4

Resultados y Análisis

En esta sección se presentarán todos los resultados obtenidos para las distintas moléculas uti-

lizando la libreŕıa implementada de XPPBE, para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann

utilizando PINNs.

4.1. Pruebas Realizadas

Se entregará un resumen de las pruebas realizadas:

Ion de Born: El Ion de Born se utilizó para validar el método implementado debido a su

simplicidad y su solución anaĺıtica disponible. A partir de estos resultados, se podrá selec-

cionar parámetros importantes del código que se mantendrán con el resto de moléculas.

Las pruebas para el Ion de Born corresponden a las siguientes:

- Revisión de las distintas formulaciones de la ecuación de Poisson-Boltzmann. Con-

siderando la formulación directa y los 2 esquemas de regularización. Además, se

mostrará el impacto de la descomposición en 2 dominios para resolver la PBE.

- Búsqueda de los mejores hiperparámetros para la red neuronal. Esto considera la

arquitectura, cantidad de capas ocultas y cantidad de neuronas por capa. Además,

se revisa el uso de la capa de Fourier, capa de escalamiento y función de activación

entrenable.

- Búsqueda de la mejor cantidad de puntos de colocación. Se revisa el impacto de la

cantidad de puntos a utilizar por iteración (batch size), y el impacto del muestreo

aleatorio en comparación al muestreo fijo.

- Revisión de las distintas combinaciones de los términos de la función de pérdida.
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En estas pruebas se revisa el impacto de la adición del término correspondiente a

la Ley de Gauss, los datos experimentales y utilizar datos puntuales conocidos en el

dominio. Además, se revisa el impacto de la utilización del algoritmo de ponderación

de los términos de la función de pérdida.

- Revisión de la combinación de métodos de optimización (ADAM y L-BFGS).

Multipolo esférico: Análogo al Ion de Born, debido a que se cuenta con la solución anaĺıtica,

se pretende revisar el efecto de agregar más cargas puntuales a la molécula esférica.

Además, se revisa si la carga neta, o las posiciones, afectan en la precisión del método.

Moléculas reales: Con las validaciones realizadas para el Ion de Born y el multipolo esféri-

co, se avanzó hacia moléculas reales. En estas pruebas se revisa si los resultados obtenidos

anteriormente son extrapolables a geometŕıas complejas y con una mayor cantidad de

cargas puntuales. Dentro de las moléculas que se mostrarán se encuentran:

- Metanol.

- Arginina.

- Ubicuitina [85].

- ADN extráıdo del complejo Homeodominio Antennapedia [86].

Hay que destacar que para el ADN se realizará una comparación de lo obtenido utilizando

la formulación no lineal de PBE, para aśı evaluar la precisión de PINNs al realizar esta

modificación.

Como se detalló en la sección 3.6, se utilizan los siguientes indicadores y/o gráficos para evaluar

la solución obtenida:

Predicción de la enerǵıa de solvatación ∆Gθ
solv y error relativo respecto a solución de

referencia EGsolv
. En los casos que se utilice un método numérico para obtener la solución

de referencia, se realiza una convergencia de malla para obtener la predicción “real” de la

enerǵıa de solvatación, para aśı calcular el error EGsolv
.

Predicción del potencial de reacción en la superficie de la molécula, y su error relativo L2

respecto a la solución de referencia Eψ. En los casos que se utilice BEM para la solución de

referencia, se calcula el potencial utilizando la misma malla superficial que PINNs, para

el cálculo del error Eψ.

Grafica del potencial de reacción en distintos ejes y en la interfaz.

Cálculo del loss de entrenamiento L y loss de validación Lv.
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Por último, para todas las simulaciones se tuvieron las siguientes consideraciones, salvo que se

especifique lo contrario:

Se resolvió la forma lineal de la ecuación de Poisson-Boltzmann en todos los casos, excepto

para el ADN sección 4.7.

Como base, se utilizaron los siguientes términos de la función de pérdida:

- Residuales en soluto y solvente (denotados como R1 y R2).

- Continuidad en el potencial y en el desplazamiento eléctrico en la interfaz (denotados

como Iu e Id).

- Condición de borde del solvente (denotado como D2).

Se especificará el caso en que se agreguen más términos.

Para la obtención de puntos de colocación se utilizó el método de muestreo aleatorio,

salvo en la sección 4.2.2.

El esquema de inicialización de los pesos de las redes neuronales es Glorot Normal.

Para todas las funciones de activación se utilizó la tangente hiperbólica, especificando

cuando se utilicen parámetros entrenables.

En los casos que se utilizó la capa de Fourier, se fijó una desviación estándar σ = 1, y un

número de features de 128.

En los casos que se utilizó la factorización de los pesos de la red, se fijó una media de

µ = 1 y una desviación estándar σ = 0.1.

Como método de optimización, en todos los casos se utilizó el método de ADAM, con una

tasa de aprendizaje con decaimiento exponencial partiendo desde 10−3 y con una tasa de

decaimiento de 0.9 cada 2000 iteraciones, salvo cuando se especifique el uso del algoritmo

L-BFGS.

En los casos que se utilizó el algoritmo de ponderación de la función de pérdida, se

implementó cada 1000 iteraciones utilizando un parámetro α = 0.7.

Se utilizaron 20000 iteraciones para el proceso de entrenamiento, salvo para las pruebas

de la ubicuitina y el ADN, en donde se utilizaron 40000.
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4.2. Ion de Born

El Ion de Born corresponde una molécula esférica con una carga puntual en el centro. Esta mo-

lécula servirá como una primera validación de resultados ya que se conoce la solución anaĺıtica,

la cual fue presentada en la ecuación 2.60.

(a) Esquema (b) Malla (densidad de 40)

Figura 4.1: Esquema y malla para el Ion de Born

Para todas las simulaciones del Ion de Born, se utilizaron las siguientes dimensiones y/o pro-

piedades, excepto cuando se diga lo contrario:

Carga en el centro: q = +1 [qe]

Constante dieléctrica soluto: ϵ1 = 1 [ϵ0]

Constante dieléctrica solvente: ϵ2 = 80 [ϵ0]

Inverso de la longitud de Debye: κ = 0.125 [1/Å]

Temperatura: 300 [K]

Radio molécula: R = 1 [Å]

Radio esfera frontera solvente: R = 4 [Å]

En las siguientes secciones se resolverá la ecuación de Poisson-Boltzmann lineal para el Ion de

Born en distintas situaciones. Estos casos revelarán como afecta el esquema de la ecuación, la

cantidad de puntos de colocación, las arquitecturas de las redes neuronales, la combinación de

métodos de optimización, y los términos de la función de pérdida, en la convergencia y precisión

del método de PINNs.

77



4. Resultados y Análisis

4.2.1. Estudio de Esquemas y Descomposición de Dominios

4.2.1.1. Uso de la Descomposición de Dominios

El primer estudio que se realizó fue la variación de la formulación de la ecuación de Poisson-

Boltzmann utilizando 2 dominios. Respecto a esto, se probó la formulación directa, y los esque-

mas de regularización 1 y 2 presentados en la sección 3.2.

Para los 3 casos se utilizaron 2 redes iguales (una para cada dominio) de arquitectura MLP, con

4 capas ocultas, 200 neuronas por capa, con capa de escalamiento del input y capa de Fourier.

Además, se utilizó datos puntuales en el solvente (sección 3.2.4), dados por la función de Green

de Yukawa.

Para los puntos de colocación, se utilizó el método de muestreo aleatorio definido en la sección

3.4 entregando las siguientes cantidades:

Tabla 4.1: Puntos de colocación para el estudio de esquemas1

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2 Nodos K2 Nodos Q
3233 11146 1216 1280 300 100

A continuación, se presentan los resultados obtenidos.

Tabla 4.2: Resultados para el estudio de esquemas utilizando descomposición de dominios

Esquema ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

PBE [kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Directa -0.11 9.99E-01 1.01E-02 5.96E+01 1.30E+02
Reg. 1 -165.37 7.19E-03 7.55E-02 1.26E-03 7.47E-04
Reg. 2 -165.04 5.20E-03 3.37E-03 6.15E-06 1.04E-05

En la tabla 4.2 se puede visualizar que el esquema de regularización 2 produce los errores más

bajos en todos los indicadores, considerando el error en la enerǵıa de solvatación, el potencial

en la interfaz, y los losses.

Además, es importante destacar que la formulación directa de la ecuación de Poisson-Boltzmann

no es la apropiada para el método utilizado. La enerǵıa de solvatación está totalmente desfa-

sada del valor teórico. Esto se puede deber a que se resuelve la ecuación considerando las

singularidades producto de las cargas puntuales, lo que disminuye la convergencia del método.

1Para todos los términos se utilizó el método de muestreo aleatorio, excepto para K2 (datos puntuales en
el solvente), el cual se mantuvo fijo en todo el entrenamiento. Nodos Q (puntos cerca de las cargas) solo fue
utilizado en la formulación directa.
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En la figura 4.2 se pueden visualizar las predicciones del potencial de reacción de los 3 esquemas

al compararlos con la solución anaĺıtica. En estos se nota que claramente la formulación directa

es incapaz de representar el potencial en el soluto debido a la aproximación de las cargas

puntuales. Sin embargo, logra una muy buena representación en la zona del solvente. Por otra

parte, ambos esquemas de regularización estudiados logran replicar la solución de la ecuación

de PB en todo el dominio, donde se nota que el esquema 2 logra una mejor representación sin

desviaciones, a diferencia del esquema 1.

(a) Directa (b) Esquema regularización 1

(c) Esquema regularización 2

Figura 4.2: Potencial de reacción para los distintos esquemas de la ecuación de PB

Lo dicho anteriormente para el potencial se confirma para la enerǵıa de solvatación. En la figura

4.3 se puede visualizar como ambos esquemas de regularización convergen al valor correcto de la

enerǵıa de solvatación, mientras que la formulación directa se estabiliza en un valor incorrecto.

Es importante destacar que el cálculo de la enerǵıa de solvatación para la formulación direc-

ta requiere de una buena predicción del gradiente del potencial en la interfaz para utilizar la

ecuación 3.83. Esto agrega dificultades al método en comparación a los esquemas de regulari-

zación en donde se puede utilizar directamente la predicción de la red neuronal en la posición
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de las cargas. Esto demuestra aún más la ventaja que tiene utilizar la forma regularizada de la

ecuación de PB.

(a) Directa (b) Esquema regularización 1

(c) Esquema regularización 2

Figura 4.3: Enerǵıa de solvatación para los distintos esquemas de la ecuación de PB

4.2.1.2. Sin Descomposición de Dominios

En esta sección se presentará el mismo estudio de esquemas que la sección anterior, pero uti-

lizando solo 1 red neuronal para todo el dominio. Esto implica que no se tendrán los términos

de la interfaz en la función de pérdida (se cumplen con los residuales de la PBE). Además, se

utilizaron los mismos puntos de colocación que en el caso de 2 dominios, tabla 4.1.

Tabla 4.3: Resultados para el estudio de esquemas sin descomposición de dominios

Esquema ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

PBE [kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Directa -71.79 5.63E-01 8.88E-03 2.64E+02 2.17E+02
Reg. 1 -41.36 7.48E-01 1.60E+01 1.56E-04 9.13E-08
Reg. 2 0.38 1.00E+00 4.96E-01 6.30E-04 7.27E-04
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En la tabla 4.3 se puede visualizar como ninguno de los 3 esquemas logra una buena predicción

de la enerǵıa de solvatación. Incluso, se visualizan errores más altos comparados con el uso de

descomposición de dominios.

(a) Directa (b) Esquema regularización 1

(c) Esquema regularización 2

Figura 4.4: Potencial de reacción para los distintos esquemas de la ecuación de PB

En la figura 4.4 se grafica el potencial de reacción obtenido con los 3 esquemas estudiados.

De estos gráficos, se nota que en ningún caso se pudo replicar el potencial en el interior de la

molécula esférica. Sin embargo, se logra una buena representación en la zona del solvente para

la formulación directa y el esquema de regularización 2.

Es importante destacar que no se encuentra óptimo utilizar 1 red para el esquema de regula-

rización 2. Esto se debe a que las redes neuronales entregan un resultado continuo, cuestión

que será imposible dado que este esquema genera una discontinuidad en el output de la red

(potencial de reacción en el soluto y potencial total en el solvente). Esto puede ejemplificarse

en la desviación en la predicción del potencial en el soluto.
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(a) Directa (b) Esquema regularización 1

(c) Esquema regularización 2

Figura 4.5: Enerǵıa de solvatación para los distintos esquemas de la ecuación de PB

Para la enerǵıa de solvatación (figura 4.5), notar que ninguno de los casos logra acercarse al

valor teórico. Esto evidencia totalmente la incapacidad de utilizar 1 red neuronal para resolver

este problema, de la forma en que se implementó el método.

Los resultados mostrados anteriormente demuestran que la descomposición en 2 dominios apli-

cado al esquema de regularización 2 de la ecuación de PB produce una mejor convergencia a

la solución teórica. Por esta razón, todos los resultados a mostrar en las siguientes secciones

utilizaron esta configuración.
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4.2.2. Estudio de Puntos de Colocación

En esta sección se estudiará el uso de diferentes cantidades de puntos de colocación, y la

diferencia entre el método de muestreo aleatorio y el método de muestreo fijo, sección 3.4.

Para todos los casos se resolvió el esquema de regularización 2 de la ecuación de PB. Se utilizaron

2 redes iguales (una para cada dominio) de arquitectura MLP, con 4 capas ocultas, 200 neuronas

por capa, con capa de escalamiento del input y capa de Fourier. Además, se utilizó datos

puntuales en el solvente dados por la función de Green de Yukawa.

Para ambos métodos, se utilizaron los siguientes puntos de colocación. Se denota “FB” para las

simulaciones de muestreo fijo, y “SA” para las simulaciones de muestreo aleatorio.

Tabla 4.4: Cantidad de puntos de colocación para ambos métodos de muestreo2

Simulación Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2 Nodos K2
FB1 y SA1 371 2010 208 320 300
FB2 y SA2 1091 4229 488 320 300
FB3 y SA3 2276 9381 916 1280 300
FB4 y SA4 3233 11146 1216 1280 300

A continuación, se presentan los resultados obtenidos para los 8 casos.

Tabla 4.5: Resultados para el estudio de puntos de colocación

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

FB1 -177.76 8.27E-02 2.33E-01 1.88E+04 2.27E+06
FB2 -154.93 5.64E-02 1.08E-02 5.10E+03 1.80E+07
FB3 -164.63 2.73E-03 5.77E-03 2.00E-03 5.21E-03
FB4 -165.63 8.80E-03 9.49E-03 6.66E-04 3.81E-03
SA1 -167.25 1.87E-02 1.44E-02 9.30E-04 1.65E-03
SA2 -165.78 9.73E-03 4.26E-03 2.72E-04 5.71E-04
SA3 -164.98 4.86E-03 7.66E-03 4.42E-04 1.28E-03
SA4 -164.89 4.32E-03 6.15E-03 4.23E-04 4.74E-04

De los resultados mostrados en la tabla 4.5, el método de muestreo aleatorio tiene consistente-

mente errores más bajos en todos los indicadores: enerǵıa de solvatación, losses de entrenamiento

y validación, y error L2 en la interfaz, en la mayoŕıa de los casos.

Revisando la figura 4.6 se puede visualizar que para la enerǵıa de solvatación, los casos de

muestreo fijo generan oscilaciones de mayor amplitud a medida que aumentan las iteraciones,

2En estos casos, los Nodos K2 se mantuvieron fijos
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si se compara con el método de muestreo aleatorio. Además, los casos de muestreo aleatorio

generan oscilaciones de mayor frecuencia. Esto se puede deber a que se están usando puntos

de colocación distintos en cada iteración. De todas formas, se nota que los casos de muestreo

aleatorio generan una convergencia rápida, incluso para los casos con mallas más gruesas.

(a) Muestreo fijo (b) Muestreo aleatorio

Figura 4.6: Evolución de la enerǵıa de solvatación para estudio de puntos de colocación

Respecto al loss de entrenamiento (figura 4.7), se puede revisar que para los métodos de muestreo

aleatorio, los 4 casos disminuyen este valor a medida que avanzan las iteraciones. Esto no ocurre

para los casos con muestreo fijo. Pareciera ser existe una cantidad de puntos de colocación

mı́nima para que el loss comience a bajar con las iteraciones en este último caso.

(a) Muestreo fijo (b) Muestreo aleatorio

Figura 4.7: Evolución del loss de entrenamiento para estudio de puntos de colocación

Por último, revisando la figura 4.8, se nota como el método de muestreo aleatorio genera una

mejor precisión respecto al método de muestreo fijo para la predicción del potencial de reacción.

Se nota claramente la superioridad de SA1 vs FB1, y de SA4 vs FB4.
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(a) FB1 (b) FB4

(c) SA1 (d) SA4

Figura 4.8: Potencial de reacción para estudio de puntos de colocación

El método de muestreo aleatorio genera una mejor generalización de la solución al siempre

probar en puntos distintos, en comparación al método de muestreo fijo que mantiene los puntos

fijos durante todo el proceso de optimización. El hecho de mantener los puntos fijos puede

generar las oscilaciones que se visualizan en la figura 4.8 (quizás producto de overfitting),

fenómeno que se minimiza al utilizar un muestreo aleatorio.

Comparando los distintas cantidades de puntos de colocación utilizando el método de muestreo

aleatorio, se nota que el caso con mayor nodos (SA4) genera menor error en la enerǵıa de

solvatación y en el loss de validación. Esto puede significar que mayor cantidad de nodos implica

una mejor precisión, lo que claramente tiene sentido ya que se está evaluando el loss en más

puntos por iteración.

Para las siguientes simulaciones del Ion de Born a mostrar, se utilizaron los mismos puntos

de colocación que SA4, utilizando el método de muestreo aleatorio. Además, para el resto de

moléculas a estudiar, se intentó escalar estas cantidades de puntos, de modo que se tengan
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densidades de puntos parecidas.

4.2.3. Estudio de Arquitectura

En esta sección se estudiará el efecto de la arquitectura en la precisión del método para resolver

la ecuación de Poisson-Boltzmann.

En todos los casos, se resolvió el esquema de regularización 2 de la ecuación de PB con 2 redes

iguales por dominio. Además, se utilizó datos puntuales en el solvente dados por la función de

Green de Yukawa. Por último, se aplicó el método de muestreo aleatorio para los puntos de

colocación, utilizando los mismos valores que la simulación SA4 de la sección 4.2.2.

Dentro de este estudio, se mostrarán los resultados para la arquitectura, cantidad de neuronas,

cantidad de capas ocultas, y el efecto de las distintas capas o métodos que se pueden agregar a

la red. Los casos a estudiar se presentan a continuación:

Tabla 4.6: Casos de prueba para estudio de arquitectura3

Simulación Arquitectura C. Fourier N◦ Capas N◦ NpC C. Escal. Func. entr. WF
C1 MLP x 4 200 x x
C2 MLP 4 200 x x
C3 MLP x 2 200 x x
C4 MLP x 6 200 x x
C5 MLP x 4 100 x x
C6 MLP x 4 250 x x
C7 MLP x 4 200 x
C8 MLP x 4 200 x
C9 MLP x 4 200
C10 MLP 4 200
C11 ResNet x 4 200 x x
C12 ModMLP x 2 200 x x
C13 MLP x 4 200 x x x
C14 ModMLP x 2 200 x x x
C15 ResNet x 4 200 x x x
C16 ModMLP x 4 200 x x
C17 ModMLP x 4 200 x x x
C18 ModMLP x 4 100 x x
C19 ModMLP x 4 250 x x
C20 ModMLP x 6 200 x x
C21 ModMLP 6 200 x x
C22 ModMLP 4 200 x x

3Nomenclatura: Neuronas por capa (NpC), capa escalamiento del input (C. Escal.), función activación en-
trenable (Func. entr.), factorización de pesos (WF).
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En la tabla 4.7 se pueden revisar los resultados obtenidos. Notar que todos los casos generan

una buena predicción de la enerǵıa de solvatación, obteniendo errores relativos del orden de

10−2 y menores. Los mismos órdenes de magnitud se replican para el error L2 del potencial de

reacción en la interfaz.

Tabla 4.7: Resultados para estudio de arquitectura

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

C1 -164.71 3.24E-03 3.92E-03 4.70E-04 6.22E-04
C2 -164.19 4.23E-05 1.89E-03 4.90E-03 4.72E-03
C3 -165.38 7.31E-03 6.77E-03 2.57E-03 2.59E-03
C4 -165.31 6.85E-03 5.34E-03 9.15E-05 4.03E-04
C5 -165.33 7.00E-03 5.44E-03 4.56E-04 4.12E-04
C6 -164.89 4.33E-03 3.33E-03 2.02E-04 1.05E-03
C7 -166.50 1.41E-02 1.15E-02 1.12E-03 1.32E-03
C8 -164.61 2.58E-03 2.12E-03 3.06E-04 8.91E-04
C9 -166.41 1.36E-02 1.20E-02 1.50E-03 2.11E-03
C10 -165.25 6.50E-03 6.62E-03 1.00E-02 9.85E-03
C11 -166.39 1.34E-02 6.28E-03 7.03E-04 1.15E-03
C12 -166.39 1.35E-02 2.91E-03 2.31E-03 2.47E-03
C13 -165.75 9.57E-03 1.67E-02 1.48E-03 2.44E-03
C14 -165.41 7.47E-03 8.69E-03 3.96E-04 7.36E-04
C15 -162.70 9.01E-03 3.09E-02 6.34E+08 7.00E+07
C16 -163.95 1.44E-03 1.43E-03 3.54E-04 8.61E-04
C17 -164.77 3.58E-03 1.67E-03 8.35E-04 1.05E-03
C18 -167.57 2.07E-02 5.42E-03 8.24E-03 3.60E-02
C19 -164.91 4.41E-03 4.80E-03 6.49E-03 8.42E-03
C20 -166.80 1.59E-02 8.59E-03 3.20E-02 2.16E-02
C21 -164.99 4.93E-03 3.23E-03 2.36E-05 3.53E-05
C22 -165.13 5.79E-03 3.21E-03 3.03E-05 1.98E-05

Revisando el efecto de la arquitectura, en la figura 4.9 se muestra el potencial de reacción para

los casos C1 (MLP), C16 (ModMLP) y C11 (ResNet). El uso de la arquitectura ModMLP

pareciera ser superior frente a la MLP y la ResNet. Además, logran errores menores en los 3

indicadores a estudiar, alcanzando errores del orden de 10−4 tanto para la enerǵıa de solvatación,

como para el error L2 en la interfaz.
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(a) C1 (MLP) (b) C16 (ModMLP)

(c) C11 (ResNet)

Figura 4.9: Potencial de reacción para las distintas arquitecturas (usando capa de Fourier)

Si se comparan los mismos casos de la figura anterior, pero con la adición de la factorización de

los pesos de la red, los 3 resultados empeoran. Lo anterior se puede revisar en la figura 4.10. En

este caso, ModMLP sigue siendo superior a MLP y ResNet, manteniendo la forma correcta de la

solución, y con los indicadores más bajos. Además, la arquitectura de ResNet genera bastantes

oscilaciones a lo largo de todo el dominio.
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(a) C13 (MLP) (b) C17 (ModMLP)

(c) C15 (ResNet)

Figura 4.10: Potencial de reacción para las distintas arquitecturas (usando factorización de
parámetros y capa Fourier)

Revisando las arquitecturas MLP y ModMLP, se nota claramente que la arquitectura MLP

mejora su representación como lo muestra la figura 4.11 al no utilizar la capa de Fourier,

incluso llegado a órdenes de 10−5 en la predicción de la enerǵıa de solvatación. Sin embargo,

no se obtiene el mismo comportamiento para la arquitectura ModMLP. El hecho de que MLP

mejore sin el uso de la capa de Fourier puede significar que para esta aplicación, la capa de

Fourier no es necesaria, quizás por la simpleza del Ion de Born.
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(a) C2 (MLP) (b) C22 (ModMLP)

Figura 4.11: Potencial de reacción para las distintas arquitecturas (sin capa de Fourier)

Otros resultados relevantes se muestran en la figura 4.12. Estos resultados demuestran que no

utilizar una función de activación adaptativa no tiene un gran efecto en los indicadores (tabla

4.7), pero se nota una leve desviación en el gráfico del potencial. Por otra parte, no utilizar

una capa de escalamiento en el input tiene un gran efecto en la predicción de la enerǵıa de

solvatación. Pareciera ser que la predicción del potencial dentro de la molécula se desplaza,

generando errores del orden de 10−2.

(a) C8 (sin func.act. adaptativa) (b) C7 (sin escalamiento)

Figura 4.12: Potencial de reacción (usos C. Escal. y Func. entr.)

Por último, se mostrarán los resultados respecto al efecto del número de capas y el número de

neuronas por capa en las arquitecturas MLP y ModMLP. En esta ĺınea, en la figura 4.13 se

puede revisar la predicción de la enerǵıa de solvatación y el loss de entrenamiento a medida que

aumentan las iteraciones.
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(a) MLP: Enerǵıa de solvatación (b) MLP: Loss de entrenamiento

(c) ModMLP: Enerǵıa de solvatación (d) ModMLP: Loss de entrenamiento

Figura 4.13: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para revisión de número de capas
y neuronas

Para el caso de la arquitectura MLP, las predicciones de la enerǵıa de solvatación son bastante

similares, incluso manteniendo un error del orden de 10−3 en todos los casos. De todas formas,

se visualizan mayores oscilaciones en los casos que se tienen mayor número de capas ocultas. Por

otra parte, la evolución de la función de pérdida en estos casos sigue el mismo comportamiento.

Para el caso de la arquitectura ModMLP, tanto la predicción de la enerǵıa de solvatación, como

el cálculo del loss de entrenamiento, generan oscilaciones de mayor amplitud al compararlo

con la arquitectura MLP. Además, en algunos casos se llegan a órdenes de 10−2 en el error de

la enerǵıa de solvatación. Pese a que los resultados mostrados en la figura 4.9 muestran a la

arquitectura ModMLP como mejor opción, la figura 4.13 muestra que el entrenamiento es más

ruidoso.

Para finalizar, el Ion de Born al ser una molécula bastante simple, puede entregar un sesgo

incorrecto de los resultados presentados. Es por esto que se mantuvieron 6 arquitecturas para

las pruebas del multipolo esférico. En estas 6 arquitecturas se fijó el número de capas ocultas
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a 4 y el número de neuronas por capa a 200. Además, se utilizó la capa de escalamiento y

funciones de activación entrenables.

Para estas 6 arquitecturas se utilizan las redes MLP o ModMLP, y con la variación del uso de

la capa de Fourier y la factorización de los pesos de la red. En la tabla 4.8 se detallan estas 6

arquitecturas.

Tabla 4.8: Configuraciones a mantener para multipolo esférico

Simulación Arquitectura C. Fourier WF
C1 MLP x
C2 MLP
C13 MLP x x
C16 ModMLP x
C22 ModMLP
C17 ModMLP x x

Por último, se muestra la evolución de la enerǵıa de solvatación y el loss de entrenamiento para

estas 6 configuraciones a mantener.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.14: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para las configuraciones a mantener
para el multipolo esférico

Estos mismos gráficos serán adjuntados para el multipolo esférico, de tal manera que se visualice

si existe una extrapolación de los resultados a los casos con mayor cantidad de cargas.
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4.2.4. Estudio de Funciones de Pérdida

En esta sección se revisará el efecto de los distintos términos que se pueden añadir a la función

de pérdida. Como base, todos los casos a estudiar tendrán como términos: Residuales en ambos

dominios (R1 y R2), continuidad en el potencial y el desplazamiento eléctrico en la interfaz (Iu

e Id) y la condición de borde en el solvente (D2).

En todos los casos, se resolvió el esquema de regularización 2 de la ecuación de PB con 2 redes

iguales por dominio de arquitectura MLP, con 4 capas ocultas, 200 neuronas por capa, con capa

de escalamiento del input y capa de Fourier. Se utilizó el método de muestreo aleatorio para

los puntos de colocación de R1, R2, I y D2.

Como notación, se utilizará K2 para los datos puntuales en el solvente usando la función de

Green de Yukawa, E2 para el uso de datos experimentales4 de ϕENS, y G el uso de la Ley de

Gauss.

Tabla 4.9: Puntos de colocación para estudio de función de pérdida

Nodos R1 Nodos R2 Nodos R2 caso E25 Nodos I Nodos D2 Nodos K2 Nodos E2
2355 9066 10012 916 1280 152 423

En la tabla 4.10 se presentan los casos de prueba.

Tabla 4.10: Casos de prueba para estudio de función de pérdida

Simulación K2 E2 G Algor. Pesos
L1 x x
L2 x
L3 x x x
L4 x x x
L5 x x x
L6 x x x x
L7 x
L8 x x

Todos los resultados obtenidos fueron presentados en la tabla 4.11.

4Los “datos experimentales” de ϕENS para el Ion de Born fueron obtenidos usando la solución anaĺıtica y la
ecuación 3.46

5Para el caso de utilizar el término de datos experimentales, el dominio tendrá como contorno una esfera de
radio R = 5.5 [Å], en comparación a los otros casos que tienen una esfera de radio R = 4 [Å]. Esto es debido a

que ϕENS se calcula utilizando predicciones a una distancia de 3.5 [Å] desde la interfaz de la molécula.
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Tabla 4.11: Resultados para estudio de función de pérdida

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

L1 -165.36 7.19E-03 3.40E-03 1.35E-03 1.49E-03
L2 -165.24 6.44E-03 3.34E-03 2.89E-04 7.87E-04
L3 -482.98 1.94E+00 6.12E-02 2.99E+02 1.53E+00
L4 -165.02 5.10E-03 3.23E-03 6.25E-03 9.51E-07
L5 -165.46 7.80E-03 6.05E-03 6.25E+00 2.74E-03
L6 -404.07 1.46E+00 3.77E-02 4.13E+02 7.59E-01
L7 -165.11 5.65E-03 5.24E-03 2.19E-03 1.02E-02
L8 -166.18 1.21E-02 1.03E-02 5.37E+00 6.73E-03

Además, se grafica la evolución de la enerǵıa de solvatación y el loss de entrenamiento en todos

los casos.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.15: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para estudio de función de pérdida

De lo obtenido, se nota que hay casos que no logran predecir una buena enerǵıa de solvatación,

como lo son L3 y L6 (combinación de losses que contienen integrales). Además, hay varios casos

en que el loss de entrenamiento no disminuye con las iteraciones. Estos casos serán estudiados

con más profundidad.

En la figura 4.16 se presentan los gráficos del potencial de reacción para 3 casos, considerando

el uso o no de K2 y el uso del algoritmo de ponderación de términos.

Respecto a esto, no se nota un gran impacto con el uso de datos puntuales (K2). Además,

el error en la enerǵıa de solvatación y el potencial en la interfaz dan bastante similares, con

órdenes de 10−3. Sin embargo, el caso sin datos puntuales reduce en 1 orden de magnitud los

losses de entrenamiento y validación.
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(a) L1: Con datos puntuales (b) L2: Sin datos puntuales

(c) L7: Sin uso de algoritmo de ponderación
de pesos

Figura 4.16: Potencial de reacción para distintos casos, estudio de función de pérdida

Por otra parte, notar que el hecho de no usar el algoritmo de ponderación de los términos de la

función de pérdida empeora automáticamente la solución, generando oscilaciones no deseadas.

Además, aumenta en 1 orden de magnitud el loss de validación, respecto a los 2 casos anteriores.

Esto se puede deber principalmente a que no se están minimizando todos los términos en

conjunto debido a que algunos pueden predominar respecto a otros.

En la figura 4.17 se puede revisar la evolución de los distintos términos de la función de pérdida.

Como tendencia, se nota que en el dominio 1 (soluto), el término del residual (ecuación de

Laplace) es el predominante. Este término es seguido por la continuidad en el desplazamiento

eléctrico Id. Era esperable que Id sea de los términos altos debido a que se está forzando la

continuidad en el desplazamiento eléctrico, la cual es la derivada de la red neuronal respecto a

los parámetros de entrada.

En el dominio 2 (solvente), no existe un claro término predominante. El mayor loss está com-

partido por el residual, la continuidad en el desplazamiento eléctrico.
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(a) Dominio 1 (con K2) (b) Dominio 2 (con K2)

(c) Dominio 1 (sin K2) (d) Dominio 2 (sin K2)

(e) Dominio 1 (sin alg. pesos) (f) Dominio 2 (sin alg. pesos)

Figura 4.17: Términos de la función de pérdida para los casos probados

Respecto al algoritmo de ponderación de los términos de la función de pérdida, se puede visua-

lizar en la figura 4.17 que añadir este algoritmo genera más oscilaciones en la evolución del loss,

en comparación al no usarlo. Esto se puede deber a que cada un cierto número de iteraciones,

la función objetivo cambia. Sin embargo, los indicadores para la enerǵıa de solvatación y el

potencial mejoran al utilizar este método.

Los resultados para el uso de la Ley de Gauss y los datos experimentales se pueden revisar

en la figura 4.18. Notar que los casos L4 y L5 generan una buena representación del potencial

de reacción, con ambos errores del orden de 10−3. Lo curioso ocurre al agregar estos 2 térmi-
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nos a la vez (caso L6). Notar como el modelo pierde totalmente la capacidad de representar

correctamente el potencial en el soluto.

(a) L5 (usando Gauss) (b) L4 (usando ϕENS)

(c) L6 (usando Gauss y ϕENS)

Figura 4.18: Potencial de reacción para casos con distintos términos en la función de pérdida

En la figura 4.19 se puede revisar la evolución de los distintos términos de la función de pérdida.

Respecto a esto, se nota como el término de la Ley de Gauss no se minimiza, estabilizándose

cerca en el orden de 100. Además, pareciera ser que esta estabilización afecta también al término

de Id. Esto es debido a que el término de Gauss utiliza solamente la predicción del gradiente

del potencial en la interfaz. Por otra parte, el loss para los datos experimentales pareciera

tener un comportamiento similar, pero con oscilaciones de gran amplitud. Por último, al juntar

ambos términos (G y E2) se visualiza como los componentes de la función de pérdida tienen

un comportamiento no deseado.
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(a) Dominio 1 (usando Gauss) (b) Dominio 2 (usando Gauss)

(c) Dominio 1 (usando ϕENS) (d) Dominio 2 (usando ϕENS)

(e) Dominio 1 (usando Gauss y ϕENS) (f) Dominio 2 (usando Gauss y ϕENS)

Figura 4.19: Términos de la función de pérdida para los casos probados
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4.2.5. Estudio del Método de Optimización

En esta sección se revisará el efecto de la combinación de 2 métodos de optimización distintos,

ADAM y L-BFGS. En todas las simulaciones mostradas anteriormente se utilizó el método

de ADAM para minimizar la función de pérdida, en donde se obtuvo buenos resultados. Sin

embargo, se pretende revisar si estos resultados pueden ser mejorados al incluir etapas de

minimización adicionales con el método de L-BFGS, el cual es de segundo orden.

Para todos los casos a mostrar, se resolvió el esquema de regularización 2 de la ecuación de PB

con 2 redes iguales por dominio, de arquitectura MLP, con 4 capas ocultas, 200 neuronas por

capa, con capa de escalamiento del input y función de activación entrenable.

Respecto a la elección de los puntos de colocación, se utilizó un muestreo aleatorio en la etapas

en que se aplica el algoritmo de ADAM. Para las etapas con L-BFGS se tuvo que utilizar un

muestreo fijo, ya que este método necesita utilizar los mismos puntos de colocación en cada

iteración. Para inducir aleatoriedad en la etapa de L-BFGS, se evaluará implementar el reinicio

del algoritmo cada un cierto número de iteraciones, de forma que se puedan utilizar nuevos

puntos de colocación. Por último, para el método de L-BFGS se utilizó una tolerancia de 10−5,

y un historial de 50 iteraciones para la aproximación de la matriz Hessiana.

En esta ĺınea, las pruebas que se mostrarán son las siguientes:

Tabla 4.12: Casos de prueba para estudio del método de optimización

Simulación Iter ADAM Iter máx L-BFGS Reinicio L-BFGS
OP1 20000 0 No
OP2 10000 10000 No
OP3 10000 10000 c/2000
OP4 0 20000 c/10000

Los resultados para los 4 casos pueden ser revisados en la tabla 4.13. De la tabla se nota que los

casos que utilizan el algoritmo de L-BFGS posterior a una primera etapa con ADAM (OP2 y

OP3), generan errores más bajos en la enerǵıa de solvatación y en el potencial, en comparación

con el caso que utiliza solo ADAM. Además, los losses disminuyen en 2 o más órdenes de

magnitud. El comportamiento de los losses se puede visualizar en la figura 4.20.
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Tabla 4.13: Resultados para estudio del método de optimización

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv Iters

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

OP1 -165.55 8.32E-03 6.48E-03 4.15E-03 4.20E-03 20000
OP2 -165.52 8.17E-03 5.79E-03 1.98E-05 1.63E-05 14662
OP3 -165.19 6.12E-03 3.69E-03 4.08E-06 3.83E-06 20000
OP4 -152.77 6.95E-02 7.21E-02 1.15E-05 1.60E-05 130

Notar como los losses de entrenamiento y validación disminuyen cuando se inicia la etapa de

minimización con L-BFGS. Además, notar como OP3 (caso con reinicio de L-BFGS) logra llegar

a losses y errores menores debido a que se permite continuar con el proceso de minimización,

además de incluir aleatoriedad. Adicionalmente, se nota que el proceso de minimización con

ADAM es bastante ruidoso, en comparación al método de L-BFGS.

(a) Loss de entrenamiento (b) Loss de validación

Figura 4.20: Loss de entrenamiento y de validación para estudio del método de optimización

Un caso importante a destacar es el uso del método de L-BFGS sin un paso de ADAM previo.

Pese a que este método alcanza la tolerancia fijada en 130 iteraciones, genera errores en la

enerǵıa de solvatación y en el potencial de un orden mayor que el resto de los casos. Revisando

la figura 4.21, se visualiza exactamente la causa de estos mayores errores. El método de L-BFGS

tiende a caer en mı́nimos locales cuando no se tiene un buen punto de partida. Es por esto que

se recomienda la adición de este método posterior a una primera etapa con ADAM.

Por último, en la figura 4.21 se puede visualizar que los 3 casos que utilizan ADAM logran

representar la solución anaĺıtica. Sin embargo, el caso OP3 (ADAM + L-BFGS con reinicio)

minimiza cualquier desviación respecto a la solución de referencia, reflejando la importancia de

utilizar ambos métodos.
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(a) OP1 (b) OP2

(c) OP3 (d) OP4

Figura 4.21: Potencial de reacción para estudio del método de optimización
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4.3. Multipolo Esférico

El multipolo esférico corresponde a una molécula esférica con una colección de cargas puntuales

dentro. Esta molécula servirá como una segunda validación de resultados ya que se conoce la

solución anaĺıtica, la cual fue presentada en la sección 2.1.8.2.

Se utilizaron las siguientes dimensiones y/o propiedades en las simulaciones del multipolo:

Constante dieléctrica soluto: ϵ1 = 1 [ϵ0]

Constante dieléctrica solvente: ϵ2 = 80 [ϵ0]

Inverso de la longitud de Debye: κ = 0.125 [1/Å]

Radio molécula: R = 1.2 [Å]

Radio esfera frontera solvente: R = 4.2 [Å]

Para el multipolo esférico, se probaron 4 configuraciones de cargas. Las posiciones de estas

cargas se pueden revisar en los archivos .pqr adjuntados en la sección A.1.

1 carga descentrada.

2 cargas positivas.

2 cargas de signos opuestos.

5 cargas de distinta magnitud y signo.

Para estas 4 configuraciones de cargas, se realizaron 6 simulaciones. En todos los casos se

resolvió el esquema de regularización 2 de la ecuación de PB lineal, y como arquitectura se

utilizaron las 6 configuraciones a mantener, obtenidas en los estudios del Ion de Born, dados

en la tabla 4.8.

Tabla 4.14: Casos de prueba para el multipolo esférico

Simulación Arquitectura C. Fourier WF
S1 MLP x
S2 MLP
S3 MLP x x
S4 ModMLP x
S5 ModMLP
S6 ModMLP x x

Recordar que estas 6 arquitecturas consideran 4 capas ocultas con 200 neuronas por capa.

Además, incluyen la capa de escalamiento del input y funciones de activación entrenables. Para

todos los casos se utilizaron los mismos puntos de colocación, incluyendo datos conocidos en el

solvente dados por la función de Green de Yukawa.
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Tabla 4.15: Puntos de colocación para el multipolo esférico

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2 Nodos K2
3690 11332 1352 1280 300

4.3.1. Carga Descentrada

El primer caso de estudio del multipolo esférico es la carga descentrada. Se utiliza este caso

dado que se pierde la simetŕıa existente en el Ion de Born. Esto puede entregar indicios si los

resultados del Ion de Born son extrapolables para otras situaciones.

En la tabla 4.16 se pueden revisar los resultados para las 6 arquitecturas.

Tabla 4.16: Resultados para la carga descentrada

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

S1 -158.65 2.61E-03 3.37E-03 2.74E-04 7.26E-04
S2 -157.98 6.82E-03 3.35E-02 6.55E-03 6.37E-03
S3 -172.99 8.75E-02 3.38E-02 5.53E-03 2.07E-02
S4 -159.34 1.73E-03 1.02E-02 5.98E-02 5.78E-02
S5 -159.50 2.70E-03 4.81E-03 3.18E-05 4.59E-05
S6 -160.21 7.18E-03 3.15E-03 4.54E-04 5.62E-04

Respecto a los resultados, se nota como todos los casos, excepto S3, tienen errores en la enerǵıa

de solvatación del orden de 10−3. Además, para el error en el potencial, solo S1, S5 y S6 logran

errores del orden de 10−3.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.22: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para carga descentrada

Revisando la evolución de la enerǵıa de solvatación, se puede notar como todos los casos logran

converger al valor teórico, excepto S3. Por parte del loss de entrenamiento, se nota que todos
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descienden a medida que aumentan las iteraciones, pero el comportamiento de S2 y S5 (casos

sin capa de Fourier) no fue monótono.

En las figuras 4.23 y 4.24 se puede revisar la predicción del potencial de reacción en 2 direcciones

distintas. En ambas figuras se nota que S2 (sin uso de la capa de Fourier) no logra replicar la

curvatura del potencial de reacción dentro de la molécula, generando ĺıneas rectas. Recordar

que para el Ion de Born la solución mejoraba sin el uso de la capa de Fourier. Sin embargo, ese

resultado no fue extrapolable para este caso donde se pierde la simetŕıa esférica.

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.23: Potencial de reacción para carga descentrada, dirección θ = 0, ϕ = π/2
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Otro caso que no logra una buena predicción del potencial es S3 (Fourier más factorización de

pesos de la red). Se infiere que la arquitectura MLP y la factorización de pesos de la red no

conviven correctamente. Hecho opuesto ocurre con la arquitectura ModMLP, para la cual S6

(Fourier más factorización de pesos de la red) pareciera generar una de las mejores representa-

ciones. Además, es importante destacar que se puede evitar la capa de Fourier si se utiliza la

arquitectura ModMLP, tal como lo muestran los resultados de S5.

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.24: Potencial de reacción para carga descentrada, dirección θ = π/2, ϕ = π
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4.3.2. 2 Cargas Positivas

El segundo caso del multipolo esférico es la configuración de 2 cargas positivas descentradas.

Este escenario es una continuación del caso de la carga descentrada. Los resultados obtenidos

se presentan en la tabla 4.17.

Tabla 4.17: Resultados para 2 cargas positivas

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

S1 -558.76 9.75E-03 1.06E-02 2.15E-04 1.71E-03
S2 -550.03 2.52E-02 6.17E-02 1.78E-02 1.75E-02
S3 -537.68 4.71E-02 1.64E-02 5.89E-04 3.20E-03
S4 -567.18 5.17E-03 6.17E-03 2.27E-03 1.09E-03
S5 -565.20 1.67E-03 3.82E-02 5.97E-05 6.29E-05
S6 -567.35 5.47E-03 1.48E-02 5.01E-04 4.99E-04

En los resultados obtenidos se puede revisar que se tienen errores de similar magnitud en

comparación con el caso de la carga descentrada. Lo interesante es que S4 es la única que logra

un error del potencial en la interfaz del orden de 10−3 (S1 y S6 están bastante cerca).

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.25: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para 2 cargas positivas

Respecto a la evolución de la enerǵıa de solvatación, se nota que se tiene una mayor desviación

respecto a la solución anaĺıtica. Esto predomina en S2, S3 y S6. Además, las configuraciones con

una convergencia más rápida parecieran ser S4 y S5. Por último, para el loss de entrenamiento

se puede revisar que la mayoŕıa de los casos tienen una tendencia monótona decreciente, excepto

S2 que se mantiene constante.
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Para las gráficas del potencial de reacción, figuras 4.26 y 4.27, se obtiene el mismo fenómeno

observado para la carga descentrada. S2 y S3 son incapaces de representar correctamente el

potencial en el interior de la molécula. Por otra parte, se visualizan desviaciones en el centro

de la molécula para S1, S4 y S6. Estas desviaciones no son visualizadas en S5, pero este caso

tiene ciertas desviaciones en la interfaz.

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.26: Potencial de reacción para 2 cargas positivas, dirección θ = 0, ϕ = π/2
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(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.27: Potencial de reacción para 2 cargas positivas, dirección θ = π/2, ϕ = π
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4.3.3. 2 Cargas de Signos Opuestos

El tercer caso del multipolo esférico es el uso de 2 cargas descentradas de signo opuesto. Con

este caso, se revisará el efecto de la carga neta de la molécula en la predicción del potencial de

reacción. Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4.18.

Tabla 4.18: Resultados para 2 cargas de signos opuestos

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

S1 -99.99 2.84E-02 3.40E-03 4.38E-04 1.82E-03
S2 -97.25 2.02E-04 3.76E-02 1.10E-02 1.08E-02
S3 -101.62 4.52E-02 1.57E-02 1.09E-04 7.54E-04
S4 -98.18 9.84E-03 1.77E-03 1.42E-03 2.72E-03
S5 -101.25 4.13E-02 5.23E-03 5.94E-03 6.03E-03
S6 -97.01 2.19E-03 2.52E-03 2.12E-03 3.07E-03

De la tabla anterior, se visualiza que S2 predice con mejor exactitud la enerǵıa de solvatación,

pero con un error para el potencial en la interfaz y losses más altos que los otros casos. Además,

se nota que solo S4 y S6 lograron errores en la enerǵıa de solvatación y el potencial en la interfaz

del orden de 10−3.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.28: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para 2 cargas de signos opuestos

En la figura 4.28 se puede revisar la evolución de la enerǵıa de solvatación y el loss de entre-

namiento para los distintos casos de prueba. Es curioso notar que S3 y S6 (los casos que usan

factorización de parámetros) recién predicen correctamente la enerǵıa de solvatación desde la

iteración 12500. Sin embargo, su loss de entrenamiento se ve decreciente en todo momento. Otro

resultado a destacar es la evolución del loss de S5. Consistentemente ha mostrado una rápida
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bajada en las iteraciones tempranas, pero en este caso después de alcanzar el mı́nimo, empezó

a aumentar de manera monótona.

Revisando la figura 4.29 se puede visualizar la predicción del potencial de reacción para los

distintos casos estudiados. En estas gráficas se nota una muy buena representación por parte

de S1 y S4 (los casos que solo usan la capa de Fourier).

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.29: Potencial de reacción para 2 cargas opuestas, dirección θ = 0, ϕ = π/2

Además, sorprendentemente S3 logra una buena representación y S5 genera una gran desviación

en la zona del solvente. Esto es opuesto a lo obtenido para los 2 casos del multipolo estudiados
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anteriormente.

Revisando la dirección graficada en la figura 4.30, se nota que todos los casos generan oscilacio-

nes en donde debeŕıa existir un valor constante. Sin embargo, estas oscilaciones son de amplitud

del 1% aproximadamente respecto al valor máximo del potencial de reacción. Las amplitudes

para los casos estudiados están entre los 0.2 [V] y 0.02 [V].

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.30: Potencial de reacción para 2 cargas opuestas, dirección θ = π/2, ϕ = π
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4.3.4. Colección de Cargas

El último caso a estudiar para el multipolo esférico es la colección de 5 cargas dentro de la

esfera. Esta validación revelará el efecto que tiene la cantidad de cargas en la precisión del

método de PINNs.

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4.19.

Tabla 4.19: Resultados para colección de cargas

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

S1 -557.32 1.56E-02 8.33E-03 2.65E-04 1.81E-03
S2 -559.52 1.96E-02 4.27E-02 5.38E-02 5.33E-02
S3 -565.52 3.05E-02 1.60E-02 3.25E-04 2.09E-03
S4 -552.83 7.40E-03 5.58E-03 3.08E-03 7.29E-03
S5 -565.90 3.12E-02 2.57E-02 6.57E-02 6.41E-02
S6 -556.08 1.33E-02 1.22E-02 1.62E-03 1.24E-02

De la tabla anterior, se nota que solo S4 logró una predicción de la enerǵıa de solvatación del

orden de 10−3. Además, S1 y S4 lograron un orden de 10−3 en la predicción del potencial en

la interfaz. Por otra parte, revisando la figura 4.31, se puede visualizar como nuevamente S2

y S5 logran el loss más bajo en iteraciones tempranas, pero luego de este mı́nimo comienza a

crecer de manera monótona. Esto puede implicar que el uso de la capa de Fourier ralentiza la

convergencia en iteraciones tempranas, pero logra obtener menores errores al compararlo con

los casos en donde no se utiliza.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.31: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para colección de cargas

Todos los casos logran una convergencia al valor correcto de enerǵıa de solvatación, destacando

que S6 generó una peak inesperado.
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Revisando las figuras 4.32 y 4.33, se puede visualizar como S1 y S4 logran la mejor representación

para el potencial de reacción. Ambos casos fueron consistentemente buenos en las distintas

configuraciones de carga, y se mantuvieron como superiores para la colección de cargas.

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.32: Potencial de reacción para colección de cargas, dirección θ = 0, ϕ = π/2

Sorprende que S5 y S6, este último sobre todo, tengan desviaciones respecto a la solución

anaĺıtica. Lo anterior podŕıa significar que al aumentar la cantidad de cargas, la capa de Fourier

se hace cada vez más relevante, de modo que logra representar los gradientes que se generan

por las cargas puntuales. Además, pareciera ser que la factorización de los pesos de la red no

ayuda mucho en aumentar la precisión del método, generando oscilaciones no deseadas en la
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convergencia de la enerǵıa de solvatación.

(a) S1 (b) S2

(c) S3 (d) S4

(e) S5 (f) S6

Figura 4.33: Potencial de reacción para colección de cargas, dirección θ = π/2, ϕ = π/2
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4.4. Metanol

La primera molécula real que se revisó fue el metanol. Esta molécula tiene 6 cargas puntuales

y se distribuyen como se muestra en la figura 4.34. Pese a que el metanol sea una molécula

relativamente pequeña, sirve como una primera revisión del efecto de la geometŕıa en la precisión

del método.

(a) Estructura (b) Malla (Densidad de 25)

Figura 4.34: Estructura y malla para el metanol

Para todas las simulaciones, se utilizaron las siguientes dimensiones y/o propiedades:

Constante dieléctrica soluto: ϵ1 = 1 [ϵ0]

Constante dieléctrica solvente: ϵ2 = 80 [ϵ0]

Inverso de la longitud de Debye: κ = 0.125 [1/Å]

Radio esfera frontera solvente: R = 5.6 [Å]

Para el metanol se realizaron 3 simulaciones. Estas corresponden a las que se consideraron que

funcionaŕıan mejor, teniendo en cuenta los resultados obtenidos para el multipolo esférico. Estos

casos se pueden revisar en la tabla 4.20.

Tabla 4.20: Casos de prueba para el metanol6

Simulación Arquitectura C. Fourier WF
M1 MLP x
M4 ModMLP x
M6 ModMLP x x

6Se mantiene la misma numeración que el multipolo esférico para evitar confusión.
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Todos estos casos fueron utilizados para resolver el esquema de regularización 2 de la ecuación

de PB lineal. Respecto a los puntos de colocación, se utilizaron los mostrados en la tabla

4.21, incluyendo datos conocidos en el solvente dados por la función de Green de Yukawa. Los

resultados se compararán con los obtenidos por el software de BEM (PBJ) utilizando la misma

malla superficial.

Tabla 4.21: Puntos de colocación para el metanol

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2 Nodos K2
8048 17048 2538 1280 286

En la tabla 4.22 se pueden visualizar los resultados obtenidos. Notar que para M1 (arquitectura

MLP) se tiene un error en la enerǵıa de solvatación del orden de 10−3. Asimismo, M4 también

logra un error del mismo orden en la enerǵıa de solvatación, pero también en el error L2 para

el potencial de reacción en la interfaz.

Tabla 4.22: Resultados para los casos de prueba del metanol

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

M1 -11.64 1.87E-03 2.54E-02 1.54E-05 2.47E-05
M4 -11.58 7.27E-03 8.76E-03 1.16E-04 1.22E-04
M6 -11.58 7.27E-03 1.53E-02 1.88E-05 1.78E-05

En la figura 4.35 se puede visualizar la evolución de la enerǵıa de solvatación y el loss de

entrenamiento a medida que aumentan las iteraciones. Para la enerǵıa de solvatación, se nota

como todos los casos convergen a la solución obtenida con BEM. Sin embargo, se nota que

existen oscilaciones que no disminuyen con las iteraciones.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.35: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para los casos de prueba del metanol
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Para el loss de entrenamiento, se nota como en los 3 casos se tienen comportamientos decre-

cientes, pero con gran amplitud de oscilaciones.

(a) M1: θ = 0 ϕ = π/2 (b) M1: θ = π/2 ϕ = π/2 (c) M1: θ = π/2 ϕ = π

(d) M4: θ = 0 ϕ = π/2 (e) M4: θ = π/2 ϕ = π/2 (f) M4: θ = π/2 ϕ = π

(g) M6: θ = 0 ϕ = π/2 (h) M6: θ = π/2 ϕ = π/2 (i) M6: θ = π/2 ϕ = π

Figura 4.36: Potencial de reacción para el metanol en 3 dirección diferentes

La predicción del potencial en 3 direcciones distintas se puede visualizar en la figura 4.36. Se

nota que en los 3 casos se tiene dificultad para representar la dirección dada por los ángulos

θ = π/2, ϕ = π/2. Esta dirección coincide con la posición de 2 cargas de la molécula. De todas

formas, este fenómeno no se evidenció en el multipolo esférico, donde las gráficas pasaban por

las ubicaciones de las cargas en casi todos los casos.

En la figura 4.37 se puede visualizar la predicción del potencial de reacción en la superficie,

en comparación con la solución obtenida con BEM. Notar que todos los casos muestran un
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comportamiento similar, coincidiendo con la solución de referencia.

(a) M1 (b) M4

(c) M6 (d) BEM

Figura 4.37: Potencial de reacción en la interfaz del metanol

Por último, en la figura 4.38 se muestra el error absoluto y relativo en la predicción del potencial

de reacción en la superficie de la molécula. Se evidencia que los errores tienen una distribución

similar, donde los valores más bajos se obtienen para el caso M4.
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(a) M1: Error absoluto (b) M1: Error relativo

(c) M4: Error absoluto (d) M4: Error relativo

(e) M6: Error absoluto (f) M6: Error relativo

Figura 4.38: Error absoluto y relativo en la interfaz del metanol
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Considerando los resultados mostrados, se decide repetir los mismos casos anteriores con la

diferencia de no usar datos conocidos (K2). Esto revelará como el método vaŕıa al no usar datos

conocidos en una molécula no esférica para estas 3 arquitecturas. En la tabla 4.23 se presentan

estos resultados.

Tabla 4.23: Resultados al probar mismos casos del metanol sin datos puntuales

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

M1 sin K2 -11.63 2.55E-03 1.99E-02 3.13E-06 2.08E-06
M4 sin K2 -11.73 5.68E-03 5.44E-02 1.17E-03 1.16E-03
M6 sin K2 -11.73 6.28E-03 2.22E-02 2.09E-05 1.99E-05

Respecto a estos resultados, los 3 casos muestran errores para la enerǵıa de solvatación y para el

potencial en la interfaz de órdenes de 10−3 y 10−2 respectivamente, siendo M1 el caso con meno-

res errores. Además, estos valores tienen poca variación en comparación a los casos utilizando

K2. Por otra parte, en la figura 4.39 se puede visualizar que la enerǵıa de solvatación tiene

una convergencia más lenta, y los losses de entrenamiento tienen comportamientos bastante

similares a los casos utilizando K2.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.39: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento al no usar datos puntuales para el
metanol

En la figura 4.40 se puede revisar el comportamiento del potencial de reacción en 3 direcciones.

A simple vista pareciera ser que M1 no logra un gran cambio en la predicción del potencial al

no utilizar datos conocidos, en comparación a M4 y M6. Además, se sigue teniendo una mala

predicción para la dirección dada por los ángulos: θ = π/2, ϕ = π/2.

Por otra parte, se puede revisar como claramente los casos M4 y M6 empeoran al no utilizar

datos conocidos. Esto quizás demuestra que la arquitectura ModMLP es más sensible al uso de
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datos conocidos, en comparación a la arquitectura MLP, haciéndose dependiente de ellos. Esto

puede generar un problema en moléculas más grandes donde la función de Green de Yukawa

no sea una tan buena aproximación.

(a) M1: θ = 0 ϕ = π/2 (b) M1: θ = π/2 ϕ = π/2 (c) M1: θ = π/2 ϕ = π

(d) M4: θ = 0 ϕ = π/2 (e) M4: θ = π/2 ϕ = π/2 (f) M4: θ = π/2 ϕ = π

(g) M6: θ = 0 ϕ = π/2 (h) M6: θ = π/2 ϕ = π/2 (i) M6: θ = π/2 ϕ = π

Figura 4.40: Potencial de reacción para el metanol en 3 dirección diferentes

De la misma forma que para el caso anterior, se grafica el potencial de reacción en la superficie de

la molécula. Esto se puede visualizar en la figura 4.41. Los 3 casos muestran un comportamiento

similar, en comparación a la solución obtenida con BEM.
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(a) M1 (b) M4

(c) M6 (d) BEM

Figura 4.41: Potencial de reacción en la interfaz del metanol

Por último, en la figura 4.42 se puede revisar el error absoluto y el error relativo en la predicción

del potencial de reacción en la interfaz de la molécula. Se nota que el comportamiento del error

para M1 es casi idéntico, demostrando su robustez al uso de datos conocidos. Sin embargo,

se visualiza un cambio en las simulaciones M4 y M6. Este cambio se evidencia por máximos

distintos y en distintas zonas.
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(a) M1: Error absoluto (b) M1: Error relativo

(c) M4: Error absoluto (d) M4: Error relativo

(e) M6: Error absoluto (f) M6: Error relativo

Figura 4.42: Error absoluto y relativo en la interfaz del metanol
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4.5. Arginina

La segunda molécula real en la que se probó el método de PINNs para resolver la ecuación de

PB es la arginina. Esta molécula posee 27 cargas en su estructura, y tiene una geometŕıa más

compleja que el metanol, tal como se visualiza en la figura 4.43.

(a) Estructura (b) Malla (Densidad de 11.5)

Figura 4.43: Estructura y malla para la arginina

Para todas las simulaciones de la arginina, se utilizaron las siguientes dimensiones y/o propie-

dades, excepto cuando se diga lo contrario:

Constante dieléctrica soluto: ϵ1 = 2 [ϵ0]

Constante dieléctrica solvente: ϵ2 = 80 [ϵ0]

Inverso de la longitud de Debye: κ = 0.125 [1/Å]

Radio esfera frontera solvente: R = 9.5 [Å]

En todos los casos a probados con esta molécula, se resolvió el esquema de regularización 2 de

la ecuación de PB lineal. Respecto a los puntos de colocación, se utilizarán los mostrados en

la tabla 4.24. Los resultados se compararán con los obtenidos con el software de BEM (PBJ)

utilizando la misma malla superficial.

Tabla 4.24: Puntos de colocación para la arginina7

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2 Nodos K2
20412 46459 4728 5120 300

7En los casos que se utilizaron datos conocidos en el solvente, se obtuvieron a partir de la función de Green
de Yukawa.
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Para la arquitectura, solo se utilizó la arquitectura MLP (igual a la utilizada con M1 en las

simulaciones del metanol). Esto es debido a la consistencia y robustez presentada en las prue-

bas pasadas. Para continuar con las pruebas del metanol, aplicadas a la arginina, en primera

instancia se revisó el efecto de la adición de los datos conocidos en el solvente en la función de

pérdida. Estos resultados se pueden revisar en la tabla 4.25.

Tabla 4.25: Resultados para la arginina, uso de datos puntuales

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Con K2 -129.77 5.91E-03 2.10E-02 4.49E-04 4.05E-04
Sin K2 -131.39 6.46E-03 1.06E-02 2.79E-05 2.38E-05

En la tabla 4.25 se puede revisar que el único impacto considerable al no usar datos conocidos

es la reducción en un orden de magnitud en los losses de entrenamiento y validación, alcanzando

un orden de 10−5. Por otra parte, en la figura 4.44 se puede revisar la evolución de la enerǵıa de

solvatación y el loss de entrenamiento. A partir de esto, ambos casos reflejan un comportamiento

similar.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.44: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para los casos de prueba de la
arginina
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Pese a que los indicadores son similares, la figura 4.45 demuestra que el no usar datos conoci-

dos, mejora sustancialmente la predicción del potencial de reacción. Notar que este caso logra

ajustarse a la solución obtenida con BEM, en comparación con el uso de datos conocidos, la

cual genera desviaciones y oscilaciones no deseadas.

(a) Con K2: θ = 0 ϕ = π/2 (b) Con K2: θ = π/2 ϕ = π/2 (c) Con K2: θ = π/2 ϕ = π

(d) Sin K2: θ = 0 ϕ = π/2 (e) Sin K2: θ = π/2 ϕ = π/2 (f) Sin K2: θ = π/2 ϕ = π

Figura 4.45: Potencial de reacción para la arginina en 3 direcciones diferentes

Este mismo comportamiento no se evidenció con la arquitectura MLP en el metanol, en el cual

la solución no mejoró ni empeoró al no utilizar datos conocidos. En la arginina, este fenómeno

se puede deber a que simplemente utilizar datos interrumpe la minimización de los residuales,

necesarios para ajustar la curvatura del potencial. También, se puede deber a que la función

de Green de Yukawa no es una buena aproximación para el potencial en el solvente para esta

molécula. De todas formas, el hecho de no necesitar datos conocidos trae una ventaja al método,

ya que con moléculas más grandes y complejas, cada vez es más dif́ıcil encontrar una buena

aproximación.

Pese a las diferencias evidenciadas en las curvas del potencial en distintas direcciones, el po-

tencial de reacción en la interfaz de la molécula es similar en ambos casos, al compararlo con

la solución obtenida con BEM. Coinciden los máximos y mı́nimos en las ubicaciones deseadas.

Esto se puede visualizar en la figura 4.46
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(a) Con K2 (b) Sin K2

(c) BEM

Figura 4.46: Potencial de reacción en la interfaz de la arginina

Por último, revisando la figura 4.47, se puede notar que el caso con datos conocidos tiene más

zonas de alto error en la interfaz para el potencial de reacción, en comparación al caso sin datos

conocidos.
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(a) Con K2: Error absoluto (b) Con K2: Error relativo

(c) Sin K2: Error absoluto (d) Sin K2: Error relativo

Figura 4.47: Error absoluto y relativo en la interfaz de la arginina

Para la misma malla utilizada, se encontró relevante añadir la capa del escalamiento del output,

ya que se trabaja con una geometŕıa más compleja y sin simetŕıas. En la tabla 4.26 se muestran

2 simulaciones, con y sin capa de escalamiento del output, sin utilizar datos conocidos.

Tabla 4.26: Resultados para la arginina, uso de la capa de escalamiento del output

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Sin Escal. -131.39 6.46E-03 1.06E-02 2.79E-05 2.38E-05
Con Escal. -131.54 7.55E-03 4.21E-03 2.24E-06 1.41E-06

En la tabla anterior se evidencia que el error en el potencial de reacción en la interfaz, y los

losses de entrenamiento y validación, son menores en un orden de magnitud para el caso en

que se utiliza la capa de escalamiento del output, lo que demuestra que es una buena adición

al modelo para aumentar la precisión.
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En la figura 4.48 se puede visualizar la evolución de la enerǵıa de solvatación y el loss de

entrenamiento a medida que aumentan las iteraciones.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.48: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para los casos de prueba de la
arginina

Se evidencia claramente que utilizar el escalamiento en el output mejora enormemente la conver-

gencia en la enerǵıa de solvatación, alcanzando la solución dada por BEM en aproximadamente

3000 iteraciones, a diferencia del caso no escalado en que se alcanza esta estabilidad a las 18000

iteraciones con bastante ruido. Pese a esto, el error en la enerǵıa de solvatación para ambos

modelos es relativamente el mismo (ver tabla 4.48).

Respecto al loss de entrenamiento, en todo el proceso de minimización el caso escalado logra

un menor loss, lo que evidencia el efecto positivo en agregar esta capa. Además, provoca que la

evolución del loss sea menos ruidosa.

Pareciera ser que la capa de escalamiento del output es útil para aumentar la convergencia

y la precisión del modelo de PINNs, ya que logra “escalar” la predicción de la red hacia el

orden correcto. Este efecto será vuelto a estudiar para moléculas más grandes en las secciones

posteriores, lo que revelará aún más su importancia.
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4.5.1. Estudio de Puntos de Colocación

Pese a que se realizó un estudio de puntos de colocación con el Ion de Born (sección 4.2.2),

se decide realizar un nuevo estudio con la arginina. Esto es debido a que este estudio podŕıa

entregar nuevas conclusiones en comparación al Ion de Born, debido a que se tiene una geometŕıa

sin simetŕıas y que se podŕıa clasificar como compleja. La idea será revisar los indicadores y las

gráficas para 4 mallas distintas (utilizando muestreo aleatorio), variando el número de puntos

de colocación8. Estas 4 mallas se pueden revisar en la tabla 4.27.

Tabla 4.27: Puntos de colocación para las distintas mallas de la arginina

Simulación Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2
Am1 3383 10413 282 1238
Am2 4418 10440 372 1238
Am3 6017 11596 624 1238
Am4 7568 15089 1318 1238

Recordar que para la obtención de los puntos de colocación, se generan 4 mallas, en donde los

puntos de colocación coinciden con el número de elementos de cada malla. Esto implica que

mientras más puntos de colocación se tengan en la superficie, más fina será esa malla superficial.

En la tabla 4.28 se pueden revisar los resultados obtenidos. Notar como todos los indicadores

(errores y losses) mejoran al aumentar el número de puntos de colocación. Este resultado coinci-

de con lo obtenido para el Ion de Born. Notar además que para estos resultados se tienen errores

y losses mayores que los presentados en la tabla 4.25. Esto se debe a que para los resultados de

la sección anterior se utilizaron mallas aún más finas.

Tabla 4.28: Resultados para estudio de malla de la arginina9

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Am1 -174.90 3.40E-01 8.91E-02 8.15E-04 3.36E-04
Am2 -145.99 1.18E-01 5.47E-02 3.07E-03 1.27E-04
Am3 -140.74 7.81E-02 3.20E-02 1.91E-04 2.81E-04
Am4 -134.72 3.20E-02 2.59E-02 8.63E-05 2.91E-05

Un resultado interesante se puede revisar en la figura 4.49. En esta figura se grafica el potencial

de reacción en una dirección fijada. Notar que la solución de PINNs tiende a la solución de

8Se utilizó la misma arquitectura para ambas redes neuronales utilizadas en la sección anterior, pero sin el
escalamiento del output para resaltar el efecto que generan los puntos de colocación.

9El error en la enerǵıa de solvatación se calcula respecto a la solución obtenida por una malla de BEM
con una alta refinación (convergencia de malla). El error L2 para el potencial se calcula respecto a la solución
obtenida con BEM utilizando la misma malla superficial que PINNs.
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BEM considerando la misma malla superficial. Esto principalmente se puede deber a que, al

tratar con mallas tan gruesas, la geometŕıa de la molécula es distinta, y por ende, no se está

resolviendo el problema real. Además, es evidente como a medida que se utilizan más puntos

de colocación, la solución se ajusta de mejor manera a la del código de BEM.

Este resultado refleja que es indispensable tener una buena malla superficial, de modo que

represente correctamente la geometŕıa molecular.

(a) Am1 (b) Am2

(c) Am3 (d) Am4

Figura 4.49: Potencial de reacción para la arginina usando distintas mallas, dirección θ = π/2,
ϕ = π/2

El mismo comportamiento se evidencia en la figura 4.50, en donde se grafica la enerǵıa de

solvatación. Notar como para las mallas más gruesas, la convergencia de la enerǵıa de solvatación

tiene un comportamiento más ruidoso y con una mayor desviación. A medida que se refina la

malla, la predicción se comienza a ajustar de manera esperada a la obtenida por BEM.
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(a) Am1 (b) Am2

(c) Am3 (d) Am4

Figura 4.50: Evolución de la enerǵıa de solvatación de la arginina para las distintas mallas

Por último, se incluye en la figura 4.51 gráficos del potencial de reacción en la superficie de la

molécula. En esta figura se nota claramente que las mallas gruesas no representan correctamente

la geometŕıa de la molécula. Sin embargo, se evidencia que los máximos y mı́nimos ocurren en

las mismas zonas, a excepción del caso Am1 en donde no se evidencia el mı́nimo en la zona

superior.

Para complementar el análisis, se utilizará la misma malla superficial que Am4 (la más fina

estudiada), pero utilizando menos puntos de colocación en la zona del soluto y solvente. Esto se

genera obteniendo una muestra de menor cantidad de elementos de las mallas volumétricas por

cada iteración. Los nuevos puntos de colocación se pueden revisar en la tabla 4.29. El propósito

de esta nueva prueba es revisar la convergencia del método para distintas cantidades de puntos

de colocación en las zonas volumétricas, manteniendo la cantidad de puntos en la superficie.
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(a) Am1 (b) Am2

(c) Am3 (d) Am4

Figura 4.51: Potencial de reacción en la interfaz de la arginina para las distintas mallas

Tabla 4.29: Puntos de colocación utilizados para las nuevas mallas de la arginina

Simulación Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2
Am5 2282 4589 1318 1238
Am6 4494 9090 1318 1238

Además de comparar la cantidad de puntos de colocación en las zonas volumétricas, se mostra-

rán los resultados en 2 fases del entrenamiento: a 20000 iteraciones como en los otros casos, y

a 35000 iteraciones.

Los resultados obtenidos fueron presentados en la tabla 4.30. Revisando los resultados, se nota

que la mayoŕıa de los indicadores se ven similares, incluso al compararlos también con el caso

Am4. La única excepción es la variación en un orden de magnitud en los losses de entrenamiento

y validación.

El gran cambio se visualiza en las gráficas del potencial de reacción en una dirección fijada,

figura 4.52. Notar como reducir el número de puntos de colocación en el soluto y solvente

empeora la predicción del potencial de reacción en comparación a Am4. Lo anterior se refleja

133



4. Resultados y Análisis

Tabla 4.30: Resultados para estudio de malla de la arginina

Simulación Iteraciones ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Am5 20000 -131.952 1.07E-02 2.76E-02 2.82E-04 2.37E-04
Am5 35000 -133.641 2.37E-02 2.48E-02 1.68E-04 1.10E-04
Am6 20000 -134.575 3.08E-02 2.74E-02 1.38E-04 5.33E-05
Am6 35000 -135.220 3.58E-02 2.25E-02 2.39E-05 1.70E-05

con mayor medida en Am5, el cual utiliza menor cantidad de puntos de colocación que Am6.

De todas formas, lo interesante ocurre al aumentar el número de iteraciones, ambas soluciones

mejoran sustancialmente, convergiendo nuevamente a la predicción de BEM.

(a) Am5: 20000 iteraciones (b) Am5: 35000 iteraciones

(c) Am6: 20000 iteraciones (d) Am6: 35000 iteraciones

Figura 4.52: Potencial de reacción para la arginina, dirección θ = π/2, ϕ = π/2

De aqúı se puede desprender que reducir el número de puntos de colocación obliga a aumentar

el número de iteraciones para obtener una buena solución. Se estima que es menos costoso en

términos computacionales utilizar más iteraciones con menor cantidad de puntos de colocación,

que menos iteraciones con mayor cantidad de puntos de colocación. Además, mayor cantidad
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de iteraciones con menos puntos en el solvente y/o soluto trae la ventaja de generar mayor

evaluaciones en la interfaz de la molécula a lo largo del entrenamiento, ya que esa malla no se

modifica.

4.5.2. Uso de Datos Experimentales

Para la arginina, se probó nuevamente el uso de datos experimentales ϕENS en el proceso de

entrenamiento. Se mostrarán los resultados para las 2 formas de incluir el cálculo ϕENS en la

función de pérdida, detalladas en la sección 3.2.4. El valor experimental de ϕENS fue obtenido

usando el software de BEM (PBJ). Debido a que el cálculo de ϕENS necesita de un solvente de

mayor tamaño, se utiliza una esfera para la frontera de radio R = 12 [Å].

Tabla 4.31: Puntos de colocación para la arginina, uso de datos experimentales

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2 Nodos E2
12831 29010 4272 658 8667

Los resultados fueron presentados en la tabla 4.32. Rápidamente se puede visualizar que todos

los indicadores empeoran al compararse con los resultados obtenidos en la tabla 4.25 (casos sin

datos experimentales).

Tabla 4.32: Resultados para el uso de datos experimentales ϕENS para la arginina

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Exponencial -128.03 1.93E-02 3.48E-02 1.67E+00 1.19E-05
Promedio -105.94 1.88E-01 1.96E-01 1.91E+02 4.90E-05

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.53: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para uso de datos experimentales
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Revisando la figura 4.53, se puede visualizar como el uso de la forma exponencial de calcular

ϕENS es totalmente superior a la forma de promedio. Incluso, esta última genera una predic-

ción totalmente errónea de la enerǵıa de solvatación. Además, se visualiza que ambos métodos

generan un loss de entrenamiento bastante ruidoso y con altos órdenes, similar a lo obtenido

para el Ion de Born.

Adicionalmente, revisando la figura 4.54, se puede visualizar que el método exponencial nue-

vamente es superior al método del promedio para obtener ϕENS, al incluirlo en el proceso de

entrenamiento. Incluso, el método del promedio es incapaz de replicar el potencial de reacción

en la zona del soluto. Sin embargo, el método exponencial empeora la solución en comparación

al caso de no utilizarlo. Pese a que pueda replicar correctamente el potencial en el solvente, en el

soluto se evidencian claras desviaciones. Esto se puede deber al loss ruidoso que genera añadir

este término a la función de pérdida. Se infiere que la adición de este término a la función de

pérdida interrumpe la minimización de los residuales de la ecuación de PB.

(a) Exponencial: θ = 0 ϕ = π/2 (b) Exponencial: θ = π/2 ϕ = π/2 (c) Exponencial: θ = π/2 ϕ = π

(d) Promedio: θ = 0 ϕ = π/2 (e) Promedio: θ = π/2 ϕ = π/2 (f) Promedio: θ = π/2 ϕ = π

Figura 4.54: Potencial de reacción para la arginina, uso de datos experimentales
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4.6. Ubicuitina

La tercera molécula real en la que se probó el método de PINNs para resolver la ecuación de

PB es la ubicuitina. Esta molécula posee 1231 cargas en su estructura y tiene una geometŕıa

bastante compleja, tal como se visualiza en la figura 4.55.

(a) Estructura (b) Malla (Densidad de 1.5)

Figura 4.55: Estructura y malla para la ubicuitina

Para las simulaciones de la ubicuitina, se utilizaron las siguientes dimensiones y/o propiedades:

Constante dieléctrica soluto: ϵ1 = 2 [ϵ0]

Constante dieléctrica solvente: ϵ2 = 80 [ϵ0]

Inverso de la longitud de Debye: κ = 0.125 [1/Å]

Radio esfera frontera solvente: R = 28.7 [Å]

Para esta molécula se probaron 2 casos, revisando la utilización de la capa de escalamiento

del output para la red neuronal. En ambos casos, se utilizaron los puntos de colocación que se

presentan en la tabla 4.33. Además, se resolvió el esquema de regularización 2 de la ecuación de

PB lineal y se utilizaron 40000 iteraciones para el proceso de entrenamiento. En estos casos se

utilizaron 2 redes MLP con capa de escalamiento del input y de Fourier, función de activación

entrenable, con 4 capas ocultas y 200 neuronas por capa. Los resultados se compararán con los

obtenidos con el software de BEM (PBJ) utilizando la misma malla superficial.

137



4. Resultados y Análisis

Tabla 4.33: Puntos de colocación utilizados para la ubicuitina

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2
44109 65686 11404 2523

Los resultados se presentan en la tabla 4.34. Notar que el error en el potencial de reacción y los

losses disminuyen al utilizar el escalamiento del output, coincidiendo con el estudio realizado

para la arginina. Lo interesante ocurre al revisar el error en la enerǵıa de solvatación, dado que

el caso no escalado alcanza un orden de magnitud menor que el caso escalado.

Tabla 4.34: Resultados para el uso de la capa del escalamiento del output para la ubicuitina

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Sin escalamiento -585.53 2.08E-02 9.59E-02 4.49E-05 3.53E-05
Con escalamiento -637.82 1.11E-01 3.99E-02 4.13E-06 3.62E-06

Revisando la figura 4.56a se puede identificar la causa de esa diferencia en el error de la enerǵıa

de solvatación. Notar que el caso escalado converge a la predicción de BEM utilizando la misma

malla superficial, a diferencia del caso no escalado el cual está cercano a la predicción de BEM

refinado. Este comportamiento refleja enormemente el efecto y la importancia de escalar la red

neuronal en esta aplicación. La evolución de la enerǵıa de solvatación para el caso no escalado

es más ruidosa, y todav́ıa no se ha estabilizado, lo que implica una convergencia bastante lenta,

y por ende, podŕıa llegar a confundir la aproximación hacia la solución de BEM refinado10.

(a) Enerǵıa de solvatación (b) Loss de entrenamiento

Figura 4.56: Enerǵıa de solvatación y loss de entrenamiento para los casos de la ubicuitina

10Recordar que el error en la enerǵıa de solvatación se calcula respecto a la solución de BEM refinado (apro-
ximación de la solución real)
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Por otra parte, se nota que la evolución en la enerǵıa de solvatación para el caso escalado es

más suave y rápida, alcanzando la predicción de BEM con la misma malla superficial cerca de

las 22000 iteraciones.

Además de la evolución de la enerǵıa de solvatación, es de relevancia revisar la evolución del

loss de entrenamiento a medida que aumentan las iteraciones. En la figura 4.56b se puede

visualizar como el caso escalado alcanza losses menores en todo el proceso de minimización.

Adicionalmente, tiene un comportamiento no tan ruidoso, a diferencia del caso no escalado, lo

cual puede ser beneficioso para replicar correctamente la solución de la ecuación.

En la figura 4.57 se puede revisar el potencial de reacción en 3 direcciones distintas. Notar que

ambos casos tienen una desviación en el soluto, respecto a la predicción de BEM. Se estima que

con un mayor número de iteraciones, estás desviaciones debeŕıan ser minimizadas. Además, se

nota que el caso escalado genera desviaciones menores, y una mejor aproximación cerca de la

interfaz de la molécula.

(a) NE: θ = 0 ϕ = π/2 (b) NE: θ = π/2 ϕ = π/2 (c) NE: θ = π/2 ϕ = π

(d) SE: θ = 0 ϕ = π/2 (e) SE: θ = π/2 ϕ = π/2 (f) SE: θ = π/2 ϕ = π

Figura 4.57: Potencial de reacción para la ubicuitina11, dirección θ = 0, ϕ = π/2

11NE y SE hacen referencia al caso no escalado y al caso escalado respectivamente.
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Asimismo, en la figura 4.58 se puede revisar el potencial de reacción en la superficie de la

ubicuitina. Ambos métodos tienen los máximos y mı́nimos en las mismas zonas, coincidiendo

con la predicción de BEM. Sin embargo, se nota como el caso escalado tiende a las magnitudes

correctas en los máximos y mı́nimos.

(a) Caso no escalado (b) Caso escalado

(c) BEM

Figura 4.58: Potencial de reacción en la interfaz de la ubicuitina

Por último, en las figuras 4.59 y 4.60 se puede revisar el error absoluto y relativo en la predicción

del potencial de reacción en la interfaz de la molécula. De estas figuras se desprende que el caso

no escalado tiene errores mayores que el caso escalado. Además, tiene más zonas de alto error.
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(a) Error absoluto (b) Error relativo

Figura 4.59: Error absoluto y relativo en la interfaz de la ubicuitina, caso no escalado

(a) Error absoluto (b) Error relativo

Figura 4.60: Error absoluto y relativo en la interfaz de la ubicuitina, caso escalado
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4.7. ADN

La última molécula real en la que se probó el método de PINNs para resolver la ecuación de PB

es una molécula de ADN, extráıdo del complejo Homeodominio Antennapedia. Esta molécula de

ADN posee 951 cargas en su estructura, y tiene una geometŕıa helicoidal, tal como se visualiza

en la figura 4.61.

(a) Estructura (b) Malla (Densidad de
1.5)

Figura 4.61: Estructura y malla para el ADN

Para las simulaciones del ADN, se utilizaron las siguientes dimensiones y/o propiedades:

Constante dieléctrica soluto: ϵ1 = 2 [ϵ0]

Constante dieléctrica solvente: ϵ2 = 80 [ϵ0]

Inverso de la longitud de Debye: κ = 0.125 [1/Å]

Radio esfera frontera solvente: R = 33.2 [Å]

La única prueba que se realizó con esta molécula fue de verificar que el método de PINNs es

capaz de resolver la forma no lineal de la ecuación de Poisson Boltzmann, para revisar si puede

reflejar las diferencias que existen con la solución de la ecuación lineal. Para esto, se resolvió

el esquema de regularización 2 de la ecuación de PB lineal y no lineal, y se utilizaron 40000

iteraciones para el proceso de entrenamiento. El resultado para el caso lineal fue comparado

con el software de BEM (PBJ) utilizando la misma malla superficial, y el caso no lineal con el
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software de FDM (APBS). En estos casos se utilizaron 2 redes MLP con capas de escalamiento

y de Fourier, función de activación entrenable, con 4 capas ocultas y 200 neuronas por capa.

Los puntos de colocación utilizados se pueden revisar en la tabla 4.35.

Tabla 4.35: Puntos de colocación utilizados para el ADN

Nodos R1 Nodos R2 Nodos I Nodos D2
36515 65877 10580 3120

Los resultados obtenidos pueden ser revisados en la tabla 4.36. Notar que el caso lineal genera

errores del orden de 10−2 para la predicción de la enerǵıa de solvatación y el potencial en la

superficie. Sin embargo, en la figura 4.62 se puede visualizar que el método está convergiendo a

la solución de BEM utilizando la misma malla. Esto puede dar indicios de que se necesitó una

malla más fina para representar la geometŕıa molecular.

Tabla 4.36: Resultados de ambos casos para el ADN12

Simulación ∆Gθ
solv Error rel. Error L2 Loss L Loss Lv

[kcal/mol] EGsolv
Eψ entrenamiento validación

Caso Lineal -4763.17 2.15E-02 1.29E-02 7.70E-05 6.73E-05
Caso No Lineal -4711.59 1.90E-03 2.10E-02 1.33E-04 1.12E-04

(a) Caso Lineal (b) Caso No Lineal

Figura 4.62: Enerǵıa de solvatación (componente lineal) del ADN para casos lineal y no lineal

Para la comparación del caso no lineal, se tuvo que utilizar el software de FDM (APBS). Este

software no necesita una malla superficial debido al método que emplea en la resolución. Por esta

razón, no se tiene una comparación adecuada entre el método de PINNs y FDM. Sin embargo,

12Para la enerǵıa de solvatación solo se considero el componente lineal de la ecuación 2.45, debido a predicciones
erróneas del componente no lineal producto de oscilaciones en el potencial.
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en la figura 4.62 se puede visualizar que la predicción para el caso no lineal se aproxima a la

obtenida con FDM.

En la figura 4.63 se puede revisar la predicción del potencial de reacción en 2 direcciones para

el caso lineal. En estas gráficas se nota que la solución de PINNs se ajusta a la predicción de

BEM para la molécula de ADN.

(a) θ = 0 ϕ = π/2 (b) θ = π/2 ϕ = π/2

Figura 4.63: Potencial de reacción para el ADN, caso lineal

Asimismo, el potencial de reacción para el caso no lineal puede ser revisado en la figura 4.64.

En estas gráficas se nota que resolver la ecuación no lineal de PB por medio de PINNs genera

oscilaciones en la predicción del potencial en la zona del solvente. Además, este método no logra

replicar la curvatura que existe en la solución en la zona del soluto.

(a) θ = 0 ϕ = π/2 (b) θ = π/2 ϕ = π/2

Figura 4.64: Potencial de reacción para el ADN, caso no lineal

El fenómeno visualizado para el caso no lineal se puede deber a las siguientes razones:
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Para el caso no lineal no se pudo agregar la función seno hiperbólico en la función de

pérdida de la red neuronal, la cual aparece en el residual del solvente. Esto se debe a

que en iteraciones tempranas, se tiene una predicción totalmente errónea del potencial en

el solvente, el cual tiende a infinito al aplicarle el seno hiperbólico. Para solucionar este

problema, se truncó la aproximación por series de Taylor, lo que puede inducir errores.

Además, se utilizaron condiciones de borde lineales, dadas por la función de Green de

Yukawa. Pese a que esta solución puede ser una buena aproximación lejos de la molécula,

puede inducir errores en la predicción del potencial, intentando forzar la solución lineal. A

futuro, se podŕıa probar obtener una condición de borde similar a la de Yukawa, en donde

se consideran las cargas inmersas en el solvente, pero usando la ecuación no lineal. Incluso,

se podŕıa utilizar otra red neuronal para resolver este caso y generar una aproximación

para la condición de borde.

La adimensionalización utilizada para el caso no lineal, planteada en la sección 3.5.3,

puede generar un problema mal condicionado producto del factor β∗ ≈ 10−4. Notar que

este factor no afecta a la formulación lineal debido a que se simplifica.

(a) PINN (b) BEM

Figura 4.65: Potencial de reacción en la interfaz del ADN, caso lineal

Pese a las diferencias y oscilaciones presentes en el caso no lineal, los gráficos del potencial de

reacción en la interfaz (figura 4.66) se ven bastante similares. Los máximos y mı́nimos ocurren

en las mismas zonas.

Por último, en las figuras 4.67 y 4.68 se puede visualizar el error absoluto y relativo en la

predicción del potencial de reacción, respecto a sus soluciones de referencia en cada caso. Notar

que el caso no lineal genera mayores errores, con máximos en los centros y extremos de la

helicoide.
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(a) PINN (b) FDM

Figura 4.66: Potencial de reacción en la interfaz del ADN, caso no lineal

(a) Error absoluto (b) Error relativo

Figura 4.67: Error absoluto y relativo en la interfaz del ADN, caso lineal

(a) Error absoluto (b) Error relativo

Figura 4.68: Error absoluto y relativo en la interfaz del ADN, caso no lineal
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se logró implementar y aplicar el método de PINNs para resolver la

ecuación de Poisson-Boltzmann. La implementación detallada en este estudio permitió utilizar

PINNs para resolver escenarios con distintas moléculas, partiendo desde el caso canónico dado

por el Ion de Born, hasta alcanzar moléculas más complejas con más de 1000 cargas como la

ubicuitina y el ADN. Todos los casos se compararon con las soluciones de referencia disponibles

(soluciones anaĺıticas, códigos de BEM o FDM). Para las distintas moléculas, se lograron errores

de órdenes entre 10−2 y 10−3 tanto para el error relativo en la enerǵıa de solvatación, como

para el error L2 del potencial de reacción en la interfaz.

El análisis realizado sugiere que utilizar dos redes neuronales, una por subdominio, es ideal

para resolver esta ecuación. Además, es esencial regularizar la ecuación en el soluto para evitar

singularidades debido a las cargas puntuales, utilizar un muestreo aleatorio para los puntos de

colocación y un algoritmo para ponderar los distintos términos de la función de pérdida. Se

demostró que una arquitectura simple como el MLP puede replicar eficazmente la solución para

el potencial en diversos escenarios, aunque es indispensable añadir capas adicionales, como las

de escalamiento (tanto para el input como para el output) y la capa de Fourier.

A futuro, se debeŕıa realizar un análisis detallado de posibles mejoras a la arquitectura, inclu-

yendo la evaluación de nuevas redes como las KANN [87], que presentan cambios significativos

respecto a las arquitecturas basadas en MLP. También se recomienda estudiar técnicas de des-

composición de dominios con PIELM [50] para evaluar si mejora la convergencia en la solución

por parte de PINNs.

Respecto a lo obtenido, un hallazgo importante es que la enerǵıa de solvatación es un indicador

bastante robusto, ya que PINNs puede predecir con precisión este valor incluso en iteraciones
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tempranas, aún cuando la forma del potencial no se haya estabilizado. Este hecho abre la

posibilidad de utilizar PINNs para la predicción de esta enerǵıa en aplicaciones de biof́ısica.

Se evidenció que una mayor cantidad de puntos de colocación mejora la convergencia de PINNs,

y que la cantidad de puntos en la interfaz es fundamental, ya que determina la geometŕıa

molecular. En los casos estudiados, la solución de PINNs coincidió con la solución obtenida por

BEM utilizando la misma malla superficial, lo que convierte a PINNs en un método dependiente

de la malla superficial de la molécula (al igual que BEM).

Uno de los desaf́ıos por resolver es la resolución de la forma no lineal de la ecuación de Poisson-

Boltzmann con PINNs. Es necesario revisar la condición de borde, la adimensionalización de la

ecuación, y la inclusión del seno hiperbólico en la función de pérdida. Resolver esta forma no

lineal significaŕıa un gran avance en la electrostática molecular.

Además, se debe trabajar en la adición de nuevos términos para la función de pérdida. En este

estudio, la utilización de datos experimentales como el effective near surface potential no me-

joró la convergencia del método. Este aspecto necesita ser investigado en profundidad, ya que

logra diferenciar el método PINNs de los métodos numéricos tradicionales en esta aplicación.

También se debeŕıa considerar la inclusión de términos relacionados con modelaciones de diná-

mica molecular y/o información de la interfaz, aspectos que se pierden al considerar el modelo

continuo.

Este trabajo representa un primer paso en la modelación de la electrostática molecular utilizan-

do redes neuronales, demostrando la viabilidad y efectividad de PINNs en esta aplicación. Todo

el código elaborado fue implementado en una libreŕıa llamada XPPBE, publicada en GitHub [9],

permitiendo a la comunidad cient́ıfica utilizarla para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann

para distintas moléculas y escenarios. Esto abre la investigación a la contribución de terceros,

fomentando el avance en este campo.
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A. Información Estructural de Moléculas

La información estructural de las moléculas modeladas (metanol, arginina, ubicuitina y ADN)

fue obtenida del Protein Data Bank [76, 85, 86]. Los archivos .pdb fueron convertidos a archivos

.pqr utilizando el software de pdb2pqr [75]. Por otra parte, los archivos .pqr para el Ion de

Born y el multipolo esférico fueron de elaboración propia.

Se presentarán los archivos .pqr utilizados para el Ion de Born y el multipolo esférico. Para los

archivos de las demás moléculas, referirse a [76].

A.1. Archivos PQR

Tabla A.1: Archivo .pqr para el Ion de Born

ATOM 1 I SPH 1 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00

Tabla A.2: Archivo .pqr para la esfera con carga descentrada

ATOM 1 I SPH 1 0.00 0.00 0.00 0.00 1.20
ATOM 2 I SPH 1 0.45 0.00 0.00 1.00 0.00
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Tabla A.3: Archivo .pqr para la esfera con 2 cargas positivas

ATOM 1 I SPH 1 0.00 0.00 0.00 0.00 1.20
ATOM 2 I SPH 1 0.50 0.00 0.00 1.00 0.00
ATOM 3 I SPH 1 -0.50 0.00 0.00 1.00 0.00

Tabla A.4: Archivo .pqr para la esfera con 2 cargas de signos opuestos

ATOM 1 I SPH 1 0.00 0.00 0.00 0.00 1.20
ATOM 2 I SPH 1 0.50 0.00 0.00 1.00 0.00
ATOM 3 I SPH 1 -0.50 0.00 0.00 -1.00 0.00

Tabla A.5: Archivo .pqr para la esfera con colección de 5 cargas

ATOM 1 I SPH 1 0.00 0.00 0.00 1.00 1.20
ATOM 2 I SPH 1 0.50 0.20 0.00 2.00 0.00
ATOM 3 I SPH 1 -0.50 0.00 0.10 -1.00 0.00
ATOM 4 I SPH 1 0.00 0.20 0.40 1.40 0.00
ATOM 5 I SPH 1 0.00 -0.30 -0.10 -3.00 0.00
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B. Libreŕıa XPPBE

En esta sección se mostrará un ejemplo simple de uso de XPPBE, más un ejemplo de los

parámetros a definir por el usuario. Para revisar el código completo, referirse al repositorio [9].

B.1. Ejemplo de Uso de XPPBE

Se muestra un ejemplo simple de uso. Toda la configuración del modelo debe estar definida en

el archivo .yaml, utilizado por la clase Simulation. Además, se debe especificar el directorio

donde se encuentran los archivos .pqr o .pdb. En este ejemplo, se grafica el potencial y la

enerǵıa de solvatación.

Código B.1: Ejemplo de uso de la libreŕıa XPPBE más post-procesamiento

1 # Example of the xppbe library
2

3 from xppbe import Simulation
4

5 # Paths to the configuration and molecule files
6 yaml_path = ’path/to/.yaml/file’
7 molecule_dir = ’path/to/.pqr/or/.pdb/directory ’
8

9 # Creation of the simulation object
10 simulation = Simulation(yaml_path , molecule_dir)
11

12 # Setup of the algorithm
13 simulation.create_simulation ()
14 simulation.adapt_model ()
15

16 # Solve the model
17 simulation.solve_model ()
18

19 # Postprocessing
20 post = simulation.postprocessing ()
21

22 # Plot of loss history for different domains
23 post.plot_loss_history(domain =1);
24 post.plot_loss_history(domain =2);
25

26 # Plot of solvation energy evolution
27 post.plot_G_solv_history ();
28

29 # Different plots of the reaction field
30 post.plot_phi_line(value=’react’);
31 post.plot_phi_contour(value=’react’);
32 post.plot_interface_3D(value=’react’);
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B.2. Ejemplo del Archivo Requerido por XPPBE

En esta sección se incluirá un ejemplo del archivo .yaml con toda la información requerida por

el software de XPPBE para resolver la ecuación de Poisson-Boltzmann utilizando PINNs.

Código B.2: Archivo .yaml de ejemplo

1 # Simulation settings
2

3 # Equation to solve
4 equation: regularized_scheme_2
5

6 # PBE model
7 pbe_model: linear
8 phi_units: qe_eps0_angs
9

10 # Domain properties
11 domain_properties:
12 molecule: arg
13 epsilon_1: 2
14 epsilon_2: 80
15 kappa: 0.125
16 T: 300
17

18 # Mesh properties
19 mesh_properties:
20 vol_max_interior: 0.06
21 vol_max_exterior: 0.6
22 density_mol: 10
23 density_border: 0.5
24 mesh_generator: nanoshaper
25 dR_exterior: 4
26

27 # Sampling method
28 sample_method: random_sample
29

30 # Losses to add
31 losses:
32 - R1
33 - R2
34 - D2
35 - Iu
36 - Id
37

38 # Weights adapting algorithm inputs
39 adapt_weights: true
40 adapt_w_iter: 1000
41 alpha_w: 0.7
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42

43 # Architecture
44 num_network: 2
45

46 hyperparameters_in:
47 architecture_Net: FCNN
48 num_hidden_layers: 4
49 num_neurons_per_layer: 200
50 activation: tanh
51 adaptive_activation: true
52 fourier_features: true
53 weight_factorization: false
54 scale_input: true
55 scale_output: true
56

57 hyperparameters_out:
58 architecture_Net: FCNN
59 num_hidden_layers: 4
60 num_neurons_per_layer: 200
61 activation: tanh
62 adaptive_activation: true
63 fourier_features: true
64 weight_factorization: false
65 scale_input: true
66 scale_output: true
67

68 # Optimizer properties
69 optimizer: Adam
70 lr:
71 method: exponential_decay
72 initial_learning_rate: 0.001
73 decay_steps: 2000
74 decay_rate: 0.9
75 staircase: true
76

77 # Solve parameters
78 N_iters: 20000
79 iters_save_model: 5000
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B.3. Instalación de XPPBE

Para instalar el software de XPPBE, basta correr el siguiente script en el terminal.

Código B.3: Ejemplo de instalación de XPPBE

1

2 # Clone the repository to your local machine
3 git clone https :// github.com/MartinAchondo/XPPBE
4

5 # Navigate to the project directory
6 cd XPPBE
7

8 # Create a virtual environment
9 conda create --name xppbe python =3.9
10

11 # Activate the virtual environment
12 conda activate xppbe
13

14 # Install the project
15 pip install .

Luego de la instalación, la libreŕıa puede ser utilizada tal como lo muestra la sección B.1.
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