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RESUMEN

En esta tesis se estudia el Conjunto de Umbrales Sustentables para sistemas de control desde el
punto de vista del andlisis variacional. Este conjunto corresponde a una coleccién de parametros
para las cuales se garantiza, dada una condicién inicial, el cumplimiento de restricciones de
control y estado durante un periodo de tiempo establecido. El objetivo es estudiar propiedades del
Conjunto de Umbrales Sustentables cuando este es visto como una multifuncién del estado inicial
del sistema. La novedad de este trabajo consiste en que el analisis es realizado en el contexto
de los sistema de control a tiempo continuo, extendiendo resultados recientes reportadas para
sistemas en tiempo discreto. Haciendo uso de herramientas provenientes de la teoria de inclusiones
diferenciales, se establecen condiciones bajo las cuales el Conjunto de Umbrales Sustentables
define una multifuncién cerrada. Asimismo, se investigan propiedades de convexidad de dicha
multifuncién usando resultados recientes del andlisis de monotonia para sistemas dindmicos no
lineales. Finalmente, se estudian las propiedades de continuidad de esta multifuncién, con énfasis
en la semicontinuidad inferior y la Lipschitz continuidad. Como un tema adicional de caracter
exploratorio, se realizaron simulaciones numéricas basadas en un modelo de ejemplo sobre un
sistema econémico, las cuales ilustran varios de los aspectos computacionales asociados al tema.

ABSTRACT

In this thesis we investigate, from a variational analysis standpoint, the so-called Set of Sustainable
Thresholds associated with a given control system. This set corresponds to a certain collection
of parameters that ensure, for a given initial state, that the pathwise constraints of the control
systems are satisfied within a prescribed period of time. Our goal is to study properties of the Set
of Sustainable Thresholds when it is seen as a set-valued map that depends on the initial state of
the control system. The novelty of this work is that our analysis is carried out in the context of
continuous-time control systems, extending recent developments reported for the discrete-time
framework. Using tools from differential inclusions, we establish conditions for ensuring that
the Set of Sustainable Thresholds defines a closed set-valued map. Furthermore, we investigate
convexity properties of this set-valued map by using some recent developments in monotonicity
analysis for nonlinear dynamical systems. Finally, we study continuity properties of this set-
valued mapping, with emphasis on lower semicontinuity and Lipchitz continuity. Additionally, we
carry out numerical simulations based on an example from economics that gives insight into the
computational aspects of the topic.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. DMotivacion e introduccion al problema

En este trabajo se realiza un estudio acerca del Conjunto de Umbrales Sustentables definido
para sistemas de control a tiempo continuo. El objetivo principal es el de establecer y demostrar,
en este nuevo contexto, propiedades andlogas a las estudiadas en [17] para sistemas de control en
tiempo discreto.

El conjunto de umbrales sustentables, presentado por primera vez en [21] para sistemas a
tiempo continuo, fue introducido como una herramienta para establecer criterios cuantitativos
que caractericen la sustentabilidad dentro de un sistema de control. Entenderemos por sistema de
control a cualquier sistema cuya evolucién en el tiempo pueda verse influenciada tanto por sus
propias dindmicas internas como por acciones externas de decision. Este tipo de sistemas puede
modelar fenémenos que incorporen factores de diversa indole —tales como ecolégicos, econdmicos
o sociales— en los cuales las variables de interés, ademéas de evolucionar naturalmente, pueden
ser influenciadas por acciones externas con el fin de modificar sus valores a futuro.

En términos matemaéticos, este tipo de sistemas se describe mediante un vector de variables de
estado x = (x1,...,T,) € R™ que representa aquellas caracteristicas dindmicas del sistema sobre
las cuales no se puede ejercer un control directo. Adicionalmente, se incluye en el modelado un
vector de variables de control u = (uy,...,ug) € U C R? para incorporar las decisiones o acciones
que pueden ser tomadas deliberadamente con tal de influir en el comportamiento del sistema.

La relacion entre estos dos tipos de variables se describe mediante una funcién de dindmica,
la cual describe la evolucién de las variables de estado en base al tiempo, el estado actual y las
variables de control escogidas. En especifico, a lo largo de este trabajo se considerara el siguiente
problema de Cauchy con control para describir los modelos:

&(t) = f(t,z(t),u(t)), ct.ptel0,T],
z(0) =&, (1.1)

u: [0,7] — U una funcién medible,

en donde £ € R" representa el estado inicial del sistema y T > 0 es un horizonte finito de tiempo.
Adicionalmente, denotaremos por % al conjunto de funciones medibles w: [0,7] — U. Este
conjunto representara todas las posibles elecciones para funcién de control.



En este tipo de sistemas, el objetivo consiste en encontrar una funcién de control u € %
adecuada que guie la evolucién del sistema conforme a ciertos criterios preestablecidos, los cuales
suelen expresarse mediante una funcién objetivo a optimizar. No obstante, uno de los principales
desafios en el ambito de la economia sustentable es precisamente el de definir criterios concretos
sobre lo que se entiende por sustentabilidad. Esta suele definirse como “la capacidad de satisfacer
las necesidades del presente sin comprometer las posibilidades de las generaciones futuras para
satisfacer las suyas”, por lo que invariablemente se asocia con la idea de la “conservacién” de
recursos y con el cumplimiento de ciertas “cuotas” econémicas. Sin embargo, en ausencia de
criterios especificos que precisen su significado, la sustentabilidad corre el riesgo de reducirse, en
la practica, a un mero compromiso ambiguo.

Para abordar esta problematica, se han aplicado numerosas ideas provenientes de la Teoria de
la Viabilidad (véase [2] como referencia cldsica sobre el tema). Dentro de este marco, Martinet en
[241] se apoya en el uso de indicadores cuantitativos que reflejen diferentes aspectos relacionados
con la sustentabilidad de un sistema. Como se discute en [31], el uso de indicadores de este tipo
es comin y cumple multiples funciones. Estos se pueden clasificar, en términos generales, en indi-
cadores sociales, econémicos, medioambientales o institucionales. Siguiendo las recomendaciones
establecidas en [23], los indicadores seleccionados debiesen de revelar informacién ttil, tanto para
los gestores como para las partes implicadas en el sistema, que permita realizar comparaciones y
clasificaciones a la hora de evaluar diferentes estrategias de gestion.

Para los propésitos de este trabajo, se modelaran tales indicadores por medio de un conjunto
de funciones g;: [0,7] x R x U — R con i = 1,...,m; y seran incorporados dentro del sistema
(1.1) por medio de restricciones de desigualdad de la forma

gi(xg(t),u(t)) < ¢ ctp. te[0,T], Vie{l,...,m},

en donde ¢ = (ci1,...,¢,) € R™ corresponde a un vector de umbrales y zg € AC([0,T]; R")
denota (en caso de existir y ser tinica) a la solucién del problema (1.1). Habitualmente, se usara
la notaciéon méas compacta

g(zg(t),u(t)) <c ctp.tel0,T], (1.2)
en donde g(t,z,u) = (g1(t,x,u),...,gm(t,z,u)) y la desigualdad se entiende componente a
componente. Martinet, en [24], aborda el problema de establecer criterios de sustentabilidad

mediante el uso de este tipo de umbrales, los cuales él interpreta como niveles minimos (de
alguna cantidad beneficiosa) que se deben garantizar a lo largo del tiempo. En nuestro caso, estos
umbrales serdn interpretados como niveles méximos (de alguna cantidad nociva) que nunca se
deben sobrepasar. No obstante, observe que ambas interpretaciones son equivalentes mediante un
cambio de signo en el indicador. El enfoque de Martinet consiste, en primer lugar, en determinar
el conjunto de todos los umbrales que pueden mantenerse de forma sostenible en el tiempo. A
continuacién, y solo después de esta etapa, se seleccionan los umbrales preferidos dentro de dicho
conjunto, de acuerdo con un criterio de optimizacién definido a posteriori. Este enfoque —que
pospone la optimizacién con el fin de maximizar el rendimiento considerando tinicamente los
umbrales previamente identificados como sostenibles— es lo que Martinet denomina la resolucién
de un problema mazximin generalizado.

En concordancia con el enfoque maximin propuesto por Martinet, este trabajo se centra en la
etapa de identificacién de umbrales sustentables. De esta forma, el foco estard puesto en modelos
matematicos que rednen la ecuacién dindmica (1.1) con las restricciones de desigualdad (1.2),




dando paso al siguiente tipo de sistema de control con restricciones:

i(t) = f(t, z(t),u(t)) ctp tel0,T],
2(0) =&,

u: [0,7] — U una funcién medible,

sujeto a  g(x(t),u(t)) <ec ct.p.te[0,T].

(1.3)

Definimos el Conjunto de Umbrales Sustentables asociado a este sistema con condicién inicial
£ € R" como

S ={ceR™: Jue? talque g(t,zg(t),u(t)) <c ctp te[0,T]}. (1.4)

En otras palabras, dado un estado inicial £ € R™, el Conjunto de Umbrales Sustentables S(&)
identifica todos aquellos umbrales para los cuales existe al menos una estrategia de control que
permita respetar estas restricciones de desigualdad a lo largo de todo el horizonte de tiempo. El
propésito de estudiar este conjunto no es el de optimizar (al menos, no inmediatamente), sino més
bien el de evaluar la capacidad del sistema para alcanzar un equilibrio satisfactorio entre distintos
objetivos de sustentabilidad, los cuales habitualmente se encuentran en conflicto entre si. En lugar
de establecer una jerarquia de prioridades o de agregar todos los objetivos en una tnica funcién
objetivo —lo que podria introducir sesgos o generar controversias—, este enfoque considera de
manera conjunta todas las configuraciones sostenibles posibles. Asi, se adopta una perspectiva
mas holistica de la sustentabilidad, centrada en la posibilidad de encontrar trayectorias que
representen compromisos aceptables para todas las partes involucradas ([15]).

Cabe destacar que el enfoque adoptado en este trabajo para identificar metas de sustentabilidad
a través del Conjunto de Umbrales Sustentables definido en (1.4) no ha sido muy explorado dentro
del area de la Teoria de la Viabilidad. En contraste, gran parte de la atencién se ha centrado en
un objeto relacionado conocido como el Kernel de Viabilidad. Este tltimo cosiste, en un sentido
matemadtico, en el objeto inverso del Conjunto de Umbrales Sustentables: mientras que el Kernel
de Viabilidad responde a la pregunta de cudles estados iniciales permiten cumplir un conjunto fijo
de restricciones, el Conjunto de Umbrales Sustentables responde a cudles umbrales son viables
dada una condicion inicial fija.

Sin embargo, y a pesar de estar intrinsecamente relacionado con el Kernel de Viabilidad, el
Conjunto de Umbrales Sustentables ofrece ventajas significativas desde un punto de vista practico.
En primer lugar, posee una mayor capacidad de interpretacién, ya que permite visualizar de forma
directa las compensaciones entre distintos objetivos de sustentabilidad. Esto es especialmente 1til
en contextos con dos indicadores clave —por ejemplo, uno econémico y otro ecolégico—, donde el
conjunto puede representarse facilmente en el plano R?, independientemente de la complejidad
interna del sistema. Ademas, resulta mas adecuado que el Kernel de Viabilidad en situaciones
donde los tomadores de decisiones no controlan directamente el estado del sistema, pero si pueden
influir sobre los umbrales o cuotas de produccién que este debe cumplir.

En conjunto, estas caracteristicas posicionan al Conjunto de Umbrales Sustentables como
una herramienta prometedora para la planificacion de politicas sustentables, particularmente en
contextos donde se deben equilibrar multiples objetivos de sustentabilidad en conflicto.




1.2. Estado del arte y contribuciones

El Conjunto de Umbrales Sustentables fue definido inicialmente por V. Martinet en [21] para
sistemas de control en tiempo continuo, con el objetivo de establecer criterios concretos de
sustentabilidad mediante del enfoque mazimin descrito en la introduccién. En dicho articulo,
Martinet se enfoca principalmente en discutir esta nueva propuesta de manera conceptual y de
ilustrar su aplicacién mediante un ejemplo. Posteriormente, V. Martinet, P. Gajardo y M. De
Lara en [20] extienden la idea de los umbrales sustentables al contexto de sistemas en tiempo
discreto. Su enfoque, sin embargo, difiere levemente, ya que su propésito es tratar los problemas
de sustentabilidad como problemas de negociacién, en los que las partes interesadas deben
acordar una trayectoria de desarrollo comtn. Un trabajo con ideas similares, aunque sin llegar
a definir explicitamente el Conjunto de Umbrales Sustentables, es [11], donde M. De Lara y V.
Martinet proponen un enfoque para la toma de decisiones en sistemas de gestién pesquera bajo
incertidumbre basado en la maximizacién de la probabilidad de cumplimiento de objetivos de
sustentabilidad representados mediante funciones indicadoras y umbrales.

Desde la introduccién del concepto de Conjunto de Umbrales Sustentables en la literatura, han
surgido diversas propuestas que lo generalizan y lo aplican a contextos especificos. Por ejemplo,
en [19] se define una extensién para sistemas discretos bajo incertidumbre, denominada Conjunto
de Umbrales Sustentables Robustos. Por su parte, en [20], la nocién es empleada para disenar
estrategias de recuperacién de recursos naturales sobreexplotados. En otro ambito, [1] aplica este
marco a modelos epidemiolégicos, con el objetivo de analizar las compensaciones entre distintas
restricciones —como limites presupuestarios o el nimero maximo de personas infectadas— y
asi contribuir a la identificacién de estrategias de control eficientes que mantengan condiciones
adecuadas durante todo el periodo de intervencion.

Ademads de los trabajos previamente mencionados —que extienden o aplican el concepto del
Conjunto de Umbrales Sustentables—, algunas contribuciones se centran en estudiar sus propieda-
des matematicas de manera méas abstracta, sin asociarlo, necesariamente, a una generalizaciéon del
concepto o a una aplicacién préactica en especifico. En particular, en [18] y [14] se caracteriza este
conjunto para sistemas de evolucién en tiempo discreto mediante la frontera de Pareto asociada a
un problema maximin de optimizacién multiobjetivo. Adicionalmente, estos trabajos profundizan
en el andlisis estructural del conjunto, explorando su relacién con otros conceptos matematicos
tales como el Kernel de Viabilidad o el Principio de Programacion Dindmica. También, se enfocan
en el desarrollo de algoritmos para su calculo numérico. Sobre esta linea, destacamos el trabajo
de P. Gajardo, T. Guilmeau y C. Hermosilla, quienes, motivados por analizar la sensibilidad del
conjunto frente a variaciones en la condicion inicial de sistemas de evolucién a tiempo discreto,
realizan en [17] un estudio que aborda al Conjunto de Umbrales Sustentables como una multi-
funcion del estado inicial, avanzando asi hacia un estudio mas tedrico y técnico acerca de este
conjunto que incorpore herramientas provenientes de areas como el anélisis de multifunciones y el
control éptimo.

De igual modo, este trabajo de tesis se enmarca dentro de la misma linea de investigacion
iniciada en [17], buscando extender los resultados obtenidos en dicha referencia para el caso de
sistemas de control en tiempo continuo. En particular, se estudian las propiedades variacionales
que satisface este objeto cuando es visto como una multifunciéon de la condicién inicial del sistema.
Tales propiedades abarcan aspectos topoldgicos y geométricos del grafo esta multifuncién como la
son su cerradura o su convexidad. Asimismo, se investigan distintas nociones de continuidad para
multifunciones que el Conjunto de Umbrales Sustentables satisface bajo ciertas condiciones de




regularidad en los datos del sistema. El analisis desarrollado es de caracter esencialmente tedrico,
aunque se incluyen ejemplos ilustrativos simples que permiten visualizar los conceptos tratados y
destacar la relevancia de las hipotesis impuestas.

De esta forma, la principal contribucién de esta tesis consiste en la formulacién y la demostracién
de versiones en tiempo continuo de los resultados centrales establecidos en [17] para el caso
a tiempo discreto. Este proceso requirié una adaptaciéon cuidadosa de los métodos originales,
lo que motivé el uso de herramientas provenientes de la Teoria de Inclusiones Diferenciales,
especialmente en lo relativo a las propiedades topoldgicas del conjunto en estudio. Ademas,
se establecen condiciones suficientes para la convexidad del grafo del Conjunto de Umbrales
Sustentables en el contexto de sistemas de control no lineales, utilizando conceptos generalizados
de monotonia y convexidad para campos vectoriales. Finalmente, se analizan las propiedades de
continuidad del Conjunto de Umbrales Sustentables empleando resultados de la teoria clasica
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos avances no solo consolidan el marco tedrico para el
estudio de este objeto en tiempo continuo, sino que también abren nuevas posibilidades para su
andlisis cualitativo y computacional en contextos mas generales.

1.3. Herramientas matematicas

El objetivo de esta seccion es introducir las principales herramientas matematicas que fueron
utilizadas en este trabajo de tesis. Como fue sefialado en la introduccién, se adoptara el punto
de vista de las multifunciones para realizar el analisis. Debido a que la principal motivacién que
suscito el analisis del Conjunto de Umbrales Sustentables desde este punto de vista fue la de
poder estudiar sus propiedades de sensibilidad con respecto a la condicién inicial del sistema, se
partirda por definir en la Seccién 1.3.1 las nociones de continuidad para multifunciones que seran
de interés en esta investigacion. Posteriormente, en la Seccién 1.3.2 se presentaran los resultados
fundamentales acerca de Inclusiones Diferenciales que serdn empleados para estudiar la cerradura
del grafo del Conjunto de Umbrales Sustentables. Finalmente, en la Seccién 1.3.3 se cerrara
este apartado introduciendo nociones generalizadas de convexidad y monotonia para funciones y
campos vectoriales que son habitualmente impuestas sobre ciertos tipos de sistemas de control, y
que aqui serdn utilizadas para estudiar propiedades de convexidad.

La exposicién presentada se basa principalmente en las referencias [3] y [32].

1.3.1. Nociones de continuidad para multifunciones

Dados dos conjuntos no vacios X e Y, una multifuncién ¢ de X a Y es una relaciéon que a
cada z € X le asocia un subconjunto ®(x) C Y. Usaremos la notacién ®: X = Y para distinguir
una multifuncién de una funcién usual, a las cuales, en este contexto, se les suele llamar funciones
univaluadas. De esta forma, el Conjunto de Umbrales Sustentables asociado al sistema (1.3) se
considerara como una multifuncion S: R” = R™ que a cada condicién inicial £ € R™ le asigna el
subconjunto de umbrales en R™ definido en (1.4).

Dada una multifuncién ® : X = Y, definimos su dominio efectivo como el conjunto
dom(®) := {z € X : ®(x) # 0},
y su grafo como el conjunto

gr(®) :={(z,y) e X XY : y€ ®(2)}.




Adicionalmente, si (X,.%) es un espacio medible y (Y, 7) un espacio topolégico (habitualmente
R™ con la topologia usual), diremos que la multifuncién ® : X = Y es .% medible cuando el
conjunto

{re X :®(x)NC #0}

es .# medible para todo conjunto abierto C € 7.

Dentro de este contexto, como primera nocién de continuidad para multifunciones introduciremos
el concepto de semicontinuidad inferior de una multifunciéon.

Definicion 1.3.1. Diremos que una multifuncion ®: X =Y es semicontinua inferior en
z € dom(®) si para cualquier y € () y cualquier sucesion {zy}ren C dom(®P) tal que xp, — T
existe una sucesion {yitren tal que yr € ®(xy) para todo k € N y yr, — y.

Adicionalmente, diremos que ® es semicontinua inferior si lo es en todo x € dom(®).

La semicontinuidad inferior se puede interpretar como un tipo de continuidad “interna” para
una multifuncién, en el sentido de que dado un punto = € dom(®) siempre podemos aproximar
todos los valores y € ®(z) con las imagenes de los puntos cercanos a z. Sin embargo, esta
nocién de continuidad no considera la posibilidad de que las imagenes de ® en puntos cercanos
a x incluyan, ademds, otros valores alejados del conjunto ®(x). Es por ello que en este campo
también se introduce la nocién de semicontinuidad superior de una multifuncion, la cual se puede
interpretar como una especie de continuidad “externa”:

Definicion 1.3.2. Diremos que una multifuncion ®: X =Y es semicontinua superior en
z € dom(®) si para cualquier O CY abierto tal que ®(x) C O existe 6 > 0 tal que

Vo € Bx(z,0) = ®(x) C 0.

Diremos que ® es semicontinua superior si lo es en todo T € dom(®).

La semicontinuidad superior controla el crecimiento de las imagenes de ® en vecindades de
un punto x € dom(®P). Cuando una funcién es semicontinua inferior y superior a la vez, decimos
simplemente que es continua.

A partir de la definicién del Conjunto de Umbrales Sustentables dada en (1.4), es directo notar
que si ¢ € R™ pertenece a S(&), entonces ¢ + al,,, en donde 1,, = (1,...,1) denota al vector de
R™ que en cada coordenada tiene el valor de 1, también pertenece a S(§) para todo o > 0. Por lo
tanto, a menos que sea vacio, el conjunto S(£) nunca es acotado. Una consecuencia de este hecho
es que la nocién de semicontinuidad superior (y, por lo tanto, la de continuidad) no estara bien
adaptada para la multifuncién S, pues es un hecho conocido que las multifunciones de imagenes
no acotadas rara vez cumplen con esta propiedad. No obstante, una propiedad relacionada que
no se ve perjudicada por las imégenes no acotadas de S es la de la tener un grafo topologicamente
cerrado. Esta nocién es, de hecho, equivalente a la semicontinuidad superior cuando las imagenes
de la multifuncién en cuestiéon son compactas, como afirma la siguiente proposicién:

Proposicién 1.3.1. Si ® es semicontinua superior y sus imagenes son cerradas, entonces gr(P)
es un conjunto cerrado en X X Y.




Reciprocamente, si gr(®) es cerrado y las imagenes de ® son conjuntos compactos, entonces
es semicontinua Superior.

Adicionalmente, otra nocién de continuidad bien adaptada para multifunciones de imégenes no
acotadas es la de Lipschitz continuidad de una multifunciéon. A diferencia del caso de funciones
univaluadas, una multifuncién puede ser Lipschitz continua sin ser necesariamente continua en el
sentido anterior, con tal de que se considere la siguiente definicién de Lipschitz continuidad:

Definiciéon 1.3.3. Asuma que X e Y son espacios vectoriales normados. Diremos que una
multifuncion ®: X =Y es Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

®(z) C ®(2') + L ||z — 2| x By vz, z' € X.

Esta nocion también se puede hacer local pidiendo que se cumpla la condicion anterior en alguna
vecindad de todo = € dom(®).

De esta forma, en este trabajo el interés estara en demostrar propiedades de semicontinuidad
inferior y Lipschitz continuidad para la multifuncién del Conjunto de Umbrales Sustentables,
asi como en establecer condiciones bajo las cuales el grafo de esta multifuncién sea cerrado,
considerando esta Ultima caracteristica tanto de interés en si misma como a modo de propiedad
de regularidad sustituta para la semicontinuidad superior de S.

1.3.2. Teoria de Inclusiones Diferenciales

Es posible reformular el problema (1.1) de una manera conveniente haciendo uso de multifun-
ciones. Definiendo la multifuncién F': [0,7] x R" = R™ como

F(t,z) ={f(t,z,u) : ue U}, (1.5)

en donde U C R representa el conjunto de controles admisibles, el sistema (1.1) puede expresarse
como la siguiente inclusion diferencial:

{:’U(t) € F(t,z(t)) ct.p.te][0,T],
z(0) =¢&.

Se denotara por #|p 77(§) al conjunto de soluciones de (1.6). Esta nueva formulacién permite
aplicar resultados conocidos de la teoria de inclusiones diferenciales para establecer condiciones
sobre la dindmica f: [0,7] x R" x U — R™ que garanticen existencia y propiedades de regularidad
de las soluciones de (1.6). Para esto, seran de particular interés el Teorema de Existencia de
Filippov, el Teorema de Seleccién de Filippov y el Lema de Gronwall tales como se encuentran
enunciados en el Capitulo 2 de [32]. Usando estos teoremas, se pueden establecer las propiedades
listadas en el Lema 3 de [7] bajo la hipdtesis 1 presentada tal referencia y reproducida en Hipdtesis
1 por completitud (ver el Capitulo 2), la cual establece las propiedades de regularidad necesarias
en la funciéon de dindmica f.

(1.6)

Adicionalmente, la formulacion mediante inclusiones diferenciales presenta otra ventaja im-
portante: al no hacer referencia directa a la variable de control, permite aplicar teoremas de
compacidad sobre las trayectorias sin tener que considerar el limite de funciones que solo poseen
regularidad medible. Este tipo de consideraciones sera clave mas adelante al analizar propiedades
relacionadas con la cerradura del grafo del Conjunto de Umbrales Sustentables. En particular,
haremos uso del Teorema de Compacidad de Trayectorias presentado en [32]:
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Compacidad de Trayectorias). Considere una multifuncion F: [0,T]x
R” = R"™ tal que

i) F tiene imdgenes convezas, cerradas y no vacias en todo punto,
it) F es &£ x A" medible,
iii) Para cada t € [0,T] fijo, el grafo de F(t,-) es cerrado.

Adicionalmente, considere una sucesion {x}ren en AC([0,T]; R™) y una sucesion {ry}ren en
LY([0,T); R) tal que ||r||z, — O cuando k — oo. Suponga que

) {Zr}tren es una sucesion uniformemente integralmente acotada en [0,T], y {xk(0)}ren es
una sucesion acotada.

v) existe c € L([0,T]; R) tal que
F(t,zx(t)) Cec(t)B  c.tp. t€[0,T], VkeN.
vi) se cumple que

zi(t) € F(t,xi(t)) + r(t) B c.t.p. t €1]0,T], Vk eN.

Entonces, existe una subsucesion (que no renombramos) tal que
zy — x  uniformemente en C([0,T]; R") y ip — @ débilmente en L*([0,T]; R™),
para algin arco v € AC([0,T]; R™) satisfaciendo que

x(t) € F(t,z(t)) c.t.p. t€]0,T]

Dado que el Teorema 1.3.1 requiere en el item 7) la hip6tesis de convexidad de la dindmica,
también serda importante el Teorema de Relajacién ([32, Teorema 2.7.2]) el cual sirve para
aproximar trayectorias de sistemas con dindmica no convexa mediante trayectorias del sistema
convexificado.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Relajacién). Considere una multifuncion F': [0,T] x R™ = R" tal
que sea L x B medible y de imdgenes cerradas y no vacias. Adicionalmente, asuma que F es
mediblemente Lipschitz continua, en el sentido de que existe k € L'([0,T]; R) tal que para todo
te0,7T]

F(t,2") C F(t,2") + k() ||z — 2"|| B va' 2" € R™

Adicionalmente, suponga que existe ¢ € L*([0,T]; R) tal que
F(t,z) Ce(t)B V(t,x) €[0,T] x R".

Sea x cualquier trayectoria relajada de F' y sea § > 0. Entonces, existe una trayectoria y de F tal
que
y(0)=z(0) y |ly—2fx <. (1.7)
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Se presentan los enunciados completos de ambos teoremas para futura referencia, ya que su
uso es sustancial a lo largo de la Seccién 3.2 de [7].

No obstante las ventajas de formular el problema (1.1) como una inclusién diferencial, la
ausencia de una referencia explicita a la variable de control también impone ciertas limitaciones.
En particular, restringe el tipo de condiciones del estilo de (1.2) que pueden incorporarse, sobre
todo cuando la funcién de restricciones g depende explicitamente de la variable de control u. Esta
dificultad requiere mayor atencién y se aborda en la Seccién 3.2.2 de [7].

1.3.3. Propiedades de monotonia para Sistema Dinamicos

Como se adelanté previamente, ahora se introduciran nociones generalizadas de convexidad y
monotonia para funciones y campos vectoriales que son habitualmente impuestas sobre los sistemas
de control usados para modelar la gestiéon de recursos naturales. La utilidad de estas propiedades ha
sido ampliamente reconocida en la literatura, ya que permiten establecer resultados estructurales
sobre el comportamiento del sistema y facilitan el andlisis de viabilidad y sustentabilidad.

Por ejemplo, en [11] se imponen condiciones de monotonia tanto en la dindmica como en las
restricciones del sistema con el objetivo de caracterizar controles de tipo feedback que maximizan
la probabilidad de viabilidad. De forma similar, en [1] se adoptan hipétesis andlogas (bajo el
nombre de sistemas cooperativos) para poder hacer uso de algunos teoremas de comparaciéon de
trayectorias. En dicho trabajo, ademas, se senala que esta propiedad es comtn en una amplia
clase de modelos compartimentales en epidemiologia. Por su parte, el caso de estudio presentado
en [20] sobre la Merluza Austral (Merluccius Australis) chilena también se ajusta a hipdtesis de
monotonia de este tipo.

Las propiedades de monotonia empleadas en los ejemplos anteriores pueden englobarse bajo la
siguiente definicién general, siguiendo la referencia [17] o bien [22]:

Definicién 1.3.4. Sea K C RP un cono convexo, cerrado y de interior no vacio. Definimos la
relacion <g en RP como
T3y <= y—x e K.

Usando esto, definimos las siguientes propiedades:
i) Un campo de vectores ®: RP — RP es K-mondtono si

v gy = ®(x) I P(y)  Vr,y eR”
it) Una funcion ¢: RP — R es K-mondtona si

T2y = o) <ply) Vr,ycRP

Si bien en [22] el requerimiento de que K tenga interior no vacio es omitido, para este trabajo
si serd importante el incluirlo. Ademas de lo anterior, también se presenta la siguiente definicién
de convexidad generalizada:

Definicion 1.3.5. En el mismo contexto anterior, dado un conjunto convexo S C R? diremos que

it1) El campo de vectores ¥: S CRY — RP es K-convexo si

Uz + (1= N)y) 2x AU(z) + (1 - \)¥(y) Ve,ye S y A e0,1].
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Las definiciones 1.3.4 y 1.3.5 seran relevantes en la Seccién 4 de [7], en donde se estudia
la convexidad del grafo del Conjunto de Umbrales Sustentables. En dicha seccién se emplean
herramientas similares a las utilizadas en [22] para demostrar que las trayectorias generadas por
dindmicas que satisfacen las condiciones presentadas en la definicién 1.3.4 preservan la relacién
=k alo largo de su evolucién. Véase, en particular, [22, Lema 2]. No obstante, en dicha referencia
esta propiedad de preservacién de orden depende tinicamente de las condiciones iniciales de las
trayectorias, y no considera los efectos derivados de la posibilidad de elegir diferentes funciones de
control. Por esta razon, fue necesario incorporar la definicién 1.3.5. Esta nocién permite extender
dichos resultados al contexto especifico de este trabajo, en el cual las decisiones de control juegan
un papel activo en la evolucién del sistema (véase la demostracion de [7, Teorema 10] para los
detalles).
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Capitulo 2

Discusion de resultados

En este capitulo se presentan y discuten los principales resultados obtenidos en este trabajo,
los cuales se presentan en detalle en el articulo Variational properties of the Set of Sustainable
Threshold in a continuous-time framework ([7]). Este articulo se encuentra bajo revisiéon a la
fecha actual. El enfoque de este apartado estara puesto en destacar los aportes centrales, las
dificultades enfrentadas y las principales técnicas de demostracion utilizadas. Las demostraciones
en si han sido relegadas al apéndice, donde el articulo [7] se encuentra reproducido integramente.

El estudio se estructura en torno a tres ejes principales. En primer lugar, en la Seccién 2.1 se
abordan aspectos topoldgicos relacionados con la cerradura del grafo de la multifuncién asociada
al Conjunto de Umbrales Sustentables. Para ello, se hace uso extensivo de las herramientas
provenientes de la teoria de Inclusiones Diferenciales revisadas previamente en la Seccién 1.3.2.
En segundo lugar, en la Seccién 2.2 se analizan propiedades de convexidad que dicho conjunto
satisface bajo ciertas condiciones estructurales del sistema, en particular, bajo las nociones de
monotonia y convexidad generalizadas discutidas en la Seccion 1.3.3. Finalmente, se estudia el
analisis de sensibilidad del conjunto respecto de las condiciones iniciales, estableciendo resultados
de continuidad en el sentido de multifunciones, conforme al marco teérico repasado en la Seccién
1.3.1.

2.1. Propiedades Topologicas

Como fue discutido en la Seccién 1.3.1, la cerradura del grafo del Conjunto de Umbrales
Sustentables es una propiedad de regularidad relevante en el contexto de las multifunciones que
se puede interpretar como un sustituto de la semicontinuidad superior dado que S siempre tiene
imégenes no acotadas (salvo cuando son vacias). Inclusive, esta nocién se presenta en [17] como
una propiedad “basica” que, en el contexto de los sistemas de control a tiempo discreto, es facil de
establecer solo con hipo6tesis de semicontinuidad inferior con respecto a las variables de estado y de
control en la funcién de restricciones g: {1,...,T} x R" x U — R™. Esta simplicidad se debe a la
posibilidad emplear un argumento por sucesiones y de garantizar usando técnicas de compacidad
y semicontinuidad inferior la convergencia en el limite de las (finitas) instancias de controles y
estados que existen a lo largo de la evolucién del sistema. Sin embargo, para sistemas a tiempo
continuo, argumentos de este tipo fallan debido a que la regularidad solo medible de la funcién
de control no permite asegurar la convergencia en el limite de esta variable en todos los (infinitos)
instantes de la evolucién. Esto se ve ilustrado en el Ejemplo 2 de [7], el cual reproducimos en el
Ejemplo 2.1.1, donde el Conjunto de Umbrales Sustentables NO es un conjunto cerrado.
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Ejemplo 2.1.1. Para ilustrar la diferencia entre S y S, considere el caso conT' = 1, conjunto de
controles admisibles U = {—1, 1}, dindmica f(t,z,u) = u, condicion inicial & = 0, y restricciones
de estado dadas por gi(t,x,u) = —x y go(t,x,u) = x. El sistema obtenido seria el siguiente:

(t) =u(t) ect.p. tel0,1],

w:[0,1] = {—1,1} medible,

z(0) =0,

sujeto a — ¢t < x(t) < g para todo t € [0,1].

(2.1)

Al evaluar la condicién inicial en g se obtiene el requerimiento de que c',ca > 0. Si c' o co
son estrictamente positivos, entonces se puede construir una funcion de control admisible que
mantenga a x(t) dentro de los limites impuestos alternado entre w = 1 y u = —1 con una
frecuencia lo suficientemente rdpida.

En contraste, considerando c¢' = co = 0 se fuerza a que x(t) = 0, lo cual no resulta factible para
este sistema, dado que i(t) no puede ser cero. Por lo tanto, S(0) = R% \ {(0,0)}, el cual no es un
conjunto cerrado.

No obstante, el punto limite (0,0) si es admisible en un sentido relajado, de forma que
Sr(0) = Ri. Esto sugiere que podemos incluir cualquier punto limite de S haciendo uso de la
nocion de umbrales relajados.

Note que el Ejemplo 2.1.1 motiva la siguiente definicién “relajada” del Conjunto de Umbrales
Sustentables:

Definicion 2.1.1. Definimos el Conjunto de Umbrales Sustentables relajados como la multifuncion
Sy: R" = R™
definida para cada € € R™ como
Sp(€) :={ceR™:Ve>0, c+el, €S},

en donde 1,, = (1,...,1) denota el vector de unos de tamarnio m.

En la definicién anterior, no se pide que los umbrales establecidos se respeten exactamente,
sino que existan controles que permitan respetarlos con errores arbitrariamente pequenos. De
esta forma, se tiene que S(§) es un subconjunto de S, (§) para cualquier condicién inicial £, y que
los umbrales adicionales que S, (&) incorpora se introducen con el fin de recuperar propiedades de
cerradura. Con respecto a esta dltima idea, tal relacion se explicita en [7, Proposicion 2]. Antes de
comenzar a enunciar estos resultados, serda necesario introducir algunas de las hipotesis generales
de trabajo, en particular las hipétesis 1 y 2 presentadas en la Seccién 2.2 de [7].

Hipoétesis 1. El conjunto de controles admisibles U C R es compacto y no vacio, y las siguientes
condiciones sobre f : [0,T] x R™ x U — R"™ se cumplen simultdineamente:

1. (t,u) — f(t,x,u) es una funcion de Carathéodory para cualquier x € R™ fijo.

2. Eriste una funcion £ € L'([0,T)) tal que x — f(t,z,u) es £(t)-Lipschitz continua para todo

(t,u) € [0,T] x U.
3. Existe un punto xo € R™ y una funcién v € L*([0,T]) tal que

méx || f(t, zo,u)|| <~(¢),  ctp. t€[0,T]
ueU
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Hipdtesis 2. La funcion de restricciones g : [0,T] x R" x U — R™ es continua en todas sus
variables.

Con esto en mano, se enuncian los siguientes resultados:

Proposicion 2.1.1. La multifuncion del Conjunto de Umbrales Sustentables relajado tiene
imdgenes cerradas. Adicionalmente, si se cumplen la Hipdtesis 1 y 2, entonces

gr(S) = gr(Sy).

En particular, la proposicién anterior establece que el grafo de la multifuncién S,: R = R™
es un conjunto cerrado, siendo asi una generalizacién para el caso de sistemas de evolucién en
tiempo continuo de [17, Proposicién 1]. Al trabajar con la versién relajada del Conjunto de
Umbrales Sustentables, se evita la necesidad de asegurar la convergencia en el limite de sucesiones
de controles (lo cual permitiria asegurar que los umbrales se cumplen ezactamente), pues basta
con solo asegurar cotas de error arbitrariamente pequenas. Cabe mencionar, sin embargo, que
la Proposiciéon 2.1.1 requiere una mayor regularidad de la funcién de restricciones g, pues se
pide que esta sea continua en todas sus variables, mientras que en [17] solo se requiere que sea
semicontinua inferior en estado y control para todo tiempo fijo. En este caso, la continuidad de ¢
es necesaria para establecer que estas cotas de error sean uniformes en todos los infinitos instantes
de tiempo t € [0,T7.

Si bien la Proposicién 2.1.1 garantiza que la version relajada del Conjunto de Umbrales
Sustentables posee grafo cerrado, otro de los intereses de este trabajo consiste en determinar
bajo qué condiciones la multifuncién original S: R™ = R™ coincide con su versién relajada, y
qué aspectos impiden que dicha igualdad se tenga. Debido a que tal analisis requiere considerar
argumentos de paso al limite en la variable de control, resulta necesario situarse dentro del marco
de la Teoria de Inclusiones Diferenciales para disponer de herramientas como el Teorema de
Compacidad de Trayectorias 1.3.1.

El estudio acerca de este tema se divide en dos partes. En primer lugar, se analiza el caso con
restricciones puras de estado, es decir, cuando la funcién g no depende de la variable de control w.
Luego se examina un caso particular de restricciones mixtas, en donde g si depende de la variable
de control wu.

Haciendo uso de las técnicas mencionadas de Inclusiones Diferenciales, se obtuvo el siguiente
resultado ([7, Teorema 4]) para sistemas con restricciones de estado puras:

Teorema 2.1.1. Asuma que se cumplen las Hipdtesis 1 y 2. Defina la multifuncion de dindmica
F:0,T] x R" = R" como

F(t,z) :=co{f(t,z,u) :u e U} VaxeR" Vte|0,T]. (2.2)

Entonces,
gr(S,) =er (s7),

en donde S¥' denota al Conjunto de Umbrales Sustentables del sistema asociado a la dindmica
F:[0,T] x R" = R"™ definido como

SF@E) ={ceR™: 3z c Jo)(§)  tal que g(t,z(t)) <c, Vte|0,T]}.
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En particular, si f(t,z,U) es un conjunto convexo para cada (t,x) € [0,T] x R™, entonces gr(S)
es cerrado.

La demostracion del Teorema 2.1.1 se basa en el uso del Teorema de Compacidad de Trayectorias
(teorema 1.3.1). Las hipdtesis impuestas permiten verificar cada uno de los items necesarios para
su aplicacién (véase [7, Lema 3]). Haciendo uso de este resultado, se puede pasar de una sucesién
de trayectorias que verifican un umbral aproximadamente a una trayectoria relajada limite que
lo verifica de manera exacta, demostrando asi que gr(S,) C gr (SF ) Conversamente, dada una
trayectoria relajada que verifica un umbral de manera exacta, se puede utilizar la regularidad de
g junto con el Teorema de Relajacién (teorema 1.3.2) para aproximar trayectorias relajadas con
un error uniforme de § > 0 (ver la ecuacién (1.7) en el enunciado del Teorema de Relajacién) que
se pueda traducir precisamente en los errores que el Conjunto de Umbrales Sustentables relajados
admite en su definicién.

El Teorema 2.1.1 se apoya en el hecho de que la funcién de restricciones no depende de la
variable de control, lo cual simplifica considerablemente su demostracion. Sin embargo, en muchos
modelos de gestién de recursos naturales es habitual que las restricciones incluyan explicitamente
a dicha variable, lo que introduce dificultades adicionales en el analisis.

Motivados por estas situaciones y siguiendo la referencia [12], se recurrié a técnicas adicionales
de Teoria de Inclusiones Diferenciales para extender el resultado anterior al caso de sistemas
con restricciones mixtas. En particular, se sigui6 el enfoque presentado en [12], en donde las
restricciones se absorben dentro de la definicién de una nueva dinamica que define una inclusién
diferencial. En concreto, para cualquier umbral ¢ € R™ defina

Le(t,z) :={f(t,z,u) :ue U, g(t,z,u) <c} V(tz)e€[0,T] x R™,

F.(t,z) :=co(Tc(t,z)) V(t,z)€e[0,T] x R™.

Dadas estas multifunciones, considere la inclusion diferencial
&(t) € Fo(t,xz(t)) parac.t.p.te0,T], z(0) =¢ € R™. (2.3)

Por 1ltimo, denote por 7 (&) al conjunto de arcos solucién de (2.3). En este contexto, se
demostrd el siguiente resultado ([7, Teorema 7]):

Teorema 2.1.2. Asuma que se satisfacen las Hipdtesis 1 y 2. Entonces, si S™: R™ = R™ es la
multifuncion definida por
7€) = {c € R™: A5 1(6) # 0},
tendremos que
gr(Sr) C gr(S™).

Adicionalmente, la igualdad entre estos dos conjuntos se alcanza si la multifuncion I'. tiene
imdgenes convexas y no vacias, es decir, si gr(I'c) = gr(F.) # (0. En tal caso, tendremos que la
multifuncion del Conjunto de Umbrales Sustentables tiene grafo cerrado y que

gr(Sy) = gr(S™) = gr(S).
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La demostracion del teorema anterior se apoya en dos lemas previos que cumplen funciones
complementarias. Por un lado, garantizan que las Hipdtesis 1 y 2 proporcionan un marco
adecuado para trabajar con la inclusién diferencial (2.3) (véase [7, Lema 5]). Por otro lado,
establecen que los conjuntos de arcos solucién L§”[87T] (£) son compactos en la topologia débil de

AC([0, T); R™) =2 R"™ x L'([0, T]; R™). Este tltimo resultado es fundamental, ya que el argumento
de existencia que permite deducir que gr(Sr) C gr(S™) se basa en la Propiedad de la Interseccion
Finita, una propiedad topoldgica que requiere méas que la compacidad secuencial asegurada por el
Teorema de Compacidad de Trayectorias.

Cabe senalar que, en trabajos previos como [12], se estudian esta clase de restricciones en un
contexto donde las restricciones permanecen fijas. En el presente trabajo, a pesar de considerarse
restricciones parametrizadas por umbrales, fue posible aplicar dichos resultados aprovechando
ciertas propiedades de monotonia que satisfacen los pares factibles de estado y control respecto
de estos parametros. En particular, el uso de la Propiedad de la Interseccién Finita se justifica
por el hecho de que

Sem(€) C FEEINE)  Ya >0, VEER™

Por tltimo, se concluye el estudio sobre la cerradura del grafo de la multifunciéon S: R = R™
mediante una proposiciéon que, si bien no garantiza que gr(S) sea cerrado, si permite establecer
condiciones bajo las cuales se cumple la igualdad gr(S,) = gr(S™) (véase [7, Proposicién 8).

Proposicion 2.1.2. Asuma que se satisfacen las Hipotesis 1 y 2. Defina la multifuncion
G.: [0,T] = R™ x U definida por la formula

Ge(t) :={(z,u) e R" x U : g(t,z,u) < c} vt € [0,T].

Suponga que ¢ € R™ es tal que gr(G.) # 0, que para todo t € [0,T] y x € R™ existe u € U tal que
(x,u) € Ge(t) y que la Bounded Slope Condition se satisface, es decir, que existe una constante
>0 tal que para todo t € [0,T] y para todo (z,u) € G.(t)

(a, 8) € NG (@, u) = |all < B, (BS)

en donde NE (z,u) denota el cono normal prozimal al conjunto G C R"™™ =~ R" x R™ en el
punto (z,u) € G. Entonces,

gr(Sr) = gr(S™)

La demostracion de este tltimo resultado se basa en probar que gr(S,) D gr(S™) utilizando el
Teorema de Relajacion de forma analoga a como fue aplicado en la demostracion del Teorema 2.1.1
(véase [7, Teorema 4]), pero ahora considerando la dindmica F,. Para ello, ademds de emplear
nuevamente [7, Lema 5], se recurre a [12, Corolario 1] para garantizar que la multifuncién I',
cumple las propiedades de continuidad de tipo Lipschitz local necesarias para aplicar dicho
resultado (ver el enunciado del Teorema 1.3.2). En este contexto, el cumplimiento de la Bounded
Slope Condition resulta fundamental, ya que sin esta hipdtesis no es evidente como garantizar la
Lipschitz continuidad de F..

2.2. Propiedades Estructurales

En esta seccién se discute acerca de la parte del trabajo dedicada al estudio de las propiedades
de convexidad de gr(S). En virtud de la Proposicién 2.1.1, la distincién entre S, y S no resulta
relevante en lo que respecta a la convexidad.
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En primera instancia, se demuestra un resultado andlogo a [17, Proposicién 2|, el cual establece
la convexidad de gr(S) bajo las hipétesis de que el conjunto de controles admisibles es convexo, la
dindmica es lineal (en el estado y el control), y las funciones de restriccién son convexas. Este
resultado se puede encontrar en [7, Proposicién 9] y su demostracién sigue de manera directa el
argumento presentado en [17].

Sin embargo, la hipétesis de linealidad en la dindmica excluye una amplia gama de modelos
de interés. Por esta razon, también se trabajé en obtener una version para sistemas a tiempo
continuo del resultado [17, Teorema 3]. Dicho teorema demuestra que la convexidad del grafo es
una propiedad satisfecha por sistemas no lineales que cumplen con las nociones generalizadas
de monotonia y convexidad presentadas en la Seccién 1.3.3. Como tal, se obtuvo un resultado
andalogo (véase [7, Teorema 10]), el cual se enuncia a continuacion:

Teorema 2.2.1. Sea K C R" un cono convexo, cerrado y de interior no vacio. Asuma que se
satisfacen la Hipdtesis 1 y que ademds se cumple que (véase la Hipdtesis 4 de [7]):
i) El conjunto de controles admisibles U C R? es convexo, las funciones de restriccion
gi(t, ), oy gm(t, -, ) son convexas en R" XU para cualquiert € [0,T] fijo y g1(t, -, u), ..., gm(t, -, u)
son funciones K-mondtonas para cualquier (t,u) € [0,T] x U fijo.
it) Para cualquier t € [0,T] fijo, f(t,-,-) es un campo vectorial K-convezo y f(t,-,u) es una
funcion K-mondtona para cualquier u € U fijo.
Entonces, gr(S,) es un subconjunto convexo de R™ x R™ y se cumple la propiedad de monotonia

& 2k & = S(&) €S (&), V&, & e R™ (2.4)

Aunque el enunciado es similar al de [17, Teorema 3], la técnica empleada en su demostracién
es distinta. No obstante, ambos enfoques comparten el uso de una funcion valor auxiliar que
permite caracterizar al Conjunto de Umbrales Sustentables como un subconjunto de nivel. Esta

idea se discute para sistemas a tiempo discreto en la Seccién 4 de [18], y se extiende al caso
continuo en la Seccién 2.3 de [7], especificamente en [7, Proposicién 1].
En relacién con esta funcién valor auxiliar, en [17] se recurre al Principio de Programacién

Dindmica (PPD) en tiempo discreto, junto con propiedades andlogas a las formuladas en los
items ) y i) del enunciado del Teorema 2.2.1, para demostrar su convexidad y K-monotonia, a
partir de lo cual se deriva el resultado deseado. Para el caso en tiempo continuo, la demostracién
sigue una légica similar, pero se apoya en propiedades de monotonia de los flujos generados por
sistemas de ecuaciones diferenciales en lugar del PPD. La principal referencia consultada con
respecto a este tema es [22], en donde se presentan resultados de preservacién de orden (en el
sentido de la Definicién 1.3.4) para trayectorias de una ecuacién diferencial cuya dindmica es
K-monétona. Sin embargo, dicha referencia aborda tinicamente el caso en que las trayectorias
difieren en su condicién inicial, sin considerar situaciones en las que, compartiendo una misma
condicion inicial, las trayectorias se generan a partir de diferentes funciones de control. Por esta
razon, fue necesario adaptar los argumentos desarrollados en [22] para incorporar el efecto de la
variable de control en la dindmica del sistema. Las modificaciones realizadas se detallan en la
demostracién de [7, Teorema 10]; en términos generales, se emplea un argumento de perturbacién
que conduce a una contradicciéon bajo la hipétesis de que la funcién valor considerada no cumple
con la propiedad de K-convexidad (respectivamente, K-monotonia).
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2.3. Propiedades de Continuidad

Finalmente, en esta seccién se aborda el andlisis de sensibilidad de la multifunciéon S: R™ = R™
con respecto a la condicion inicial del sistema & € R™. Como se anticipd previamente, el foco
estard en las nociones de semicontinuidad inferior y continuidad Lipschitz, las cuales fueron
recapituladas en la Seccién 1.3.1. Dado que ambas propiedades se preservan al tomar la cerradura
de las imégenes de una multifuncién, y en vista de la Proposiciéon 2.1.1, la distincién entre S y S,
no resulta relevante en este contexto.

Con tal de establecer estas propiedades, se impondran distintas hipo6tesis sobre la funcién
de restricciones g, mientras que las hipodtesis sobre la dindmica f permaneceran fijas. Estas
condiciones especificas pueden encontrarse en los enunciados de las Proposiciones [7, Proposicién
11] y [7, Proposicién 12], que abordan la semicontinuidad inferior y la continuidad Lipschitz
de S, respectivamente. La diferencia principal entre ambas radica en que la segunda requiere
continuidad Lipschitz de la funcién g, mientras que la primera no.

A continuacién, se enuncian ambos resultados:

Proposicién 2.3.1. Asumiendo que la funcion de dinamica f satisface la Hipdtesis 1 y que la
funcion de restriccion g satisface la Hipotesis 2, la multifuncion S : R™ — R™ es semicontinua
inferior.

Proposicién 2.3.2. Asumiendo que la funcion de dinamica f satisface la Hipotesis 1 y que la
funcion de restriccion g satisface que existe una constante Ly > 0 tal que

lg(t, 2, u).9(t,y, W)l < Lgllz =yl V(t,u) € [0, T] x U, Va,y € R",

tendremos que S : R™ — R™ es una multifuncion Lipschitz continua con constante de Lipschitz
dada por ks = LgLF\/m, en donde LY es una constante adecuada.

Las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se apoyan en una misma idea central: si la condicién inicial
varia ligeramente, seguir una misma estrategia de control conduce a trayectorias similares. En
efecto, en ambas demostraciones se parte de una tripleta (£, u,c) compuesta por una condicién
inicial, una funcién de control y un umbral sustentable; y se demuestra que, para condiciones
iniciales suficientemente cercanas a £ € R", la misma funciéon de control u € % genera umbrales
sustentables proximos a ¢ € R™. De esta forma, se evita trabajar con resultados relacionados con
la existencia de controles o con argumentos de compacidad en la variable de control. Si bien esto
facilita las demostraciones, también introduce ciertas limitaciones en cuanto a su aplicabilidad a
otros tipos de sistemas de control, como aquellos con restricciones de estado fijas (es decir, no
parametrizadas por un umbral), en los cuales una misma estrategia de control puede ser factible
o no, dependiendo del punto inicial del sistema.
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Capitulo 3

Simulaciones

En este capitulo se presentan simulaciones numéricas basadas en un modelo matematico de
produccién y consumo en una economia que depende del uso de un recurso natural no renovable.
Tanto el ejemplo como los resultados tedricos utilizados como referencia fueron tomados de [25].

El objetivo es ilustrar, a través de este modelo, las dificultades y limitaciones que enfrenta
nuestra propuesta en un contexto practico. Cabe destacar que las simulaciones aqui presentadas
tienen un caracter exploratorio, y no buscan establecer una metodologia computacional que sea
aplicable en general. En consecuencia, las estrategias empleadas fueron seleccionadas ad hoc para
el problema en cuestion, y algunas de las hipdtesis formuladas en las secciones anteriores no se
cumplen estrictamente.

A pesar de estas limitaciones, los resultados obtenidos proporcionan informacién relevante sobre
el comportamiento del enfoque propuesto en aplicaciones practicas, y permiten identificar posibles
lineas de mejora. Asi, esta seccién constituye un primer acercamiento empirico que contribuye a
orientar futuras investigaciones y al diseno de herramientas més robustas que sean aplicables en
modelos més complejos.

3.1. Planteamiento del modelo

Se considerard una economia con un unico bien de producciéon K, denominado capital, y un
Unico recurso natural no renovable S. Se denotaran los niveles de capital y de stock del recurso
natural en tiempo ¢ por K(t) y S(t), respectivamente. Estas dos cantidades constituyen las
variables de estado del sistema. Adicionalmente, se consideraran las variables de control ¢(t), la
cual representa la tasa de consumo del capital K en tiempo t; y r(t), que corresponde a la tasa
de extraccién del recurso natural S en tiempo t.

Para describir la dinamica del sistema, se considerard una funcién de produccion o funcion de
tecnologia f: RT x RT — RT que determina la tasa de produccién del capital K en base al capital
ya existente y la tasa de extraccién del recurso natural. De esta forma, el sistema econémico en
cuestién viene modelado por el sistema de ecuaciones diferenciales

K(t) = f(K(t),r(t) — c(t),
$(r) = —r(t), (3.1)
K(0) =Ko, S(0) =5,

A lo anterior se le anaden condiciones de no negatividad en todas las variables involucradas:

K@) >0, St >0, ct)>0, r(t)>0.
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Con respecto al modelo anterior, se busca estudiar restricciones de sustentabilidad asociadas a
la factibilidad de poder mantener tanto un nivel de consumo minimo garantizado del capital K
como un nivel de stock minimo del recurso natural S. Asi, dados dos umbrales ¢, Sy > 0, el foco
estard en el sistema con restricciones

S(r)=—r(),
K(0) = Ky, S(0)=Sp, (3.2)
K(t) >0, r(t) >0,

3.2. Enfoque computacional

Dado un horizonte de tiempo finito 7' > 0 y una condicién inicial (Kp, Sp), se procura determinar
el conjunto S(Kjy, Sp), es decir, el conjunto de pares (cy, Sy) tales que el sistema (3.2) pueda
mantenerse dentro del intervalo temporal [0,7]. Con este fin, se buscard identificar la frontera de
Pareto de dicho conjunto. Dado que el umbral ¢ estd asociado a una restricciéon en la variable
de control, mientras que el umbral Sy corresponde a una restriccion de estado, resulta natural
parametrizar esta frontera utilizando ¢; como variable libre, y determinar, para cada valor fijo de
¢t, el valor maximo de Sy tal que (¢4, Sy) € S(Ko, So). En consecuencia, el enfoque consistird en
discretizar el espacio de valores factibles de ¢, y para cada uno de ellos calcular el correspondiente
valor maximo admisible de Sj.

Ahora bien, segin la forma especifica que adopte la funcién de produccién del sistema, podria
darse la posibilidad de sostener un cierto nivel de consumo minimo ¢! > 0 sin necesidad de recurrir
al uso del recurso natural, es decir, manteniendo una tasa de extraccién nula en todo momento.
Por otro lado, incluso permitiendo la utilizacion del recurso, solo seré factible garantizar niveles de
consumo hasta un cierto umbral maximo ¢j*** > cg > 0. Estos dos valores delimitan el rango en
el cual es necesario realizar el analisis computacional anteriormente descrito. En efecto, cualquier
nivel de consumo ¢; tal que 0 < ¢z < cg puede sostenerse sin agotar recurso, por lo que el par
(¢4, o) serd sustentable con el mayor nivel posible de recurso disponible. A su vez, cualquier valor
¢y tal que ¢y > cénax
agotamiento del recurso S superior a su disponibilidad inicial, la cual no se puede incrementar.

se considerard como no sustentable, pues su mantenimiento implicaria un

El primer paso del procedimiento consiste, entonces, en identificar estos dos umbrales extremos.
Para ello, se plantean y resuelven los siguientes problemas de optimizacién:

Maximizar min{c(¢t) : ¢t € [0,T]} Maximizar ¢

sujeto a: sujeto a:

K(t) = f(K(t),r(t)) — c(t), K(t) = f(K(t),r() — ¢,
S(t) = —r(t), S(t) = —r(t),

K(0) = Ko, S(0) = So, K(0) = Ko, S(0) = So,
K(t) >0, S(t)>0, K(t)>0, S(t) >0,
c(t) >0, r(t)>0 c>0, r(t)>0

(a) Forma general del problema. (b) Forma simplificada (consumo constante).

max

Figura 3.2.1: Formulaciones general y simplificada para el cdlculo de los umbrales cg Y ¢
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El problema (3.2.1) (a) consiste en un problema de optimizacién general que permite caracterizar
el maximo nivel de consumo que puede mantenerse a lo largo del tiempo sin comprometer la
sostenibilidad del sistema. Resolviéndolo, se obtiene como solucion el valor de cﬁnax. Adicionalmente,
podemos obtener el valor de cg como solucién de este mismo problema con funcién de extraccién
r(t) idénticamente igual a 0.

No obstante, bajo ciertas condiciones especificas del modelo—en particular, cuando tener un
consumo estrictamente mayor al minimo no proporciona beneficios adicionales sino que simple-
mente agota més rapidamente el capital—es posible simplificar el problema original asumiendo
que el consumo se mantiene constante en el tiempo. Esta simplificacién, que corresponde al
problema (3.2.1) (b), resulta particularmente 1til para el sistema en cuestion.

Una vez resueltos estos dos problemas, se procede a determinar la frontera de Pareto del
conjunto S(Kjy, So) encontrando, para todo ¢; € (cg,cénax), el mayor Sy tal que el sistema se
mantenga sustentable en el intervalo [0, 7. El problema se plantea inicialmente en (3.2.2) (a) de
forma general. Este problema busca maximizar el nivel minimo de recurso disponible a lo largo
del tiempo. Sin embargo, la hipétesis del consumo constante y el hecho de que el agotamiento
del recurso es monoétono permiten reformular este problema de manera equivalente como la
maximizacion del valor de S(t) en el instante final ¢ = 7" con un consumo fijo de ¢, como se
muestra en (3.2.2) (b).

Maximizar min{S(¢): ¢ € [0,T]} Maximizar S(7T)
sujeto a: sujeto a:
K(t) = f(K(t),r(1)) — c(t), K(t) = f(K(t),r(1)) — 1,
S(t) = —r(t), S(t) = —r(t),
K(0) = Ko, S(0) = S, K(0) = Ko, S(0) = Sp,
K(t) >0, S(t)>0, K(t) >0, S(t) >0,
c(t) > ¢y, r(t)>0. r(t) > 0.
(a) Forma general del problema para determinar Sy. (b) Forma simplificada con consumo constante y ago-

tamiento terminal.

Figura 3.2.2: Formulaciones general y simplificada para el calculo del umbral Sy dado un consumo ¢y
fijo.

En lo que sigue, se aplicara este esquema computacional a dos casos particulares del sistema
(3.2) obtenidos mediante la eleccion de diferentes funciones de produccién. Los problemas de
optimizacion fueron resueltos usando la libreria de Python GEKKO [7].

3.3. Primer caso: recurso no esencial

Para este primer caso, se consideraran constantes positivas o, 8 > 0 y la funciéon de produccién
lineal dada por
f(K,r) = aK + pr. (3.3)

Dada esta funcién, el sistema es capaz de producir utilizando inicamente el capital disponible, sin
necesidad estricta de recurrir al recurso natural S. No obstante, dicho recurso puede ser empleado
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estratégicamente para acelerar la acumulacion de capital en etapas iniciales, lo que a su vez
permite aumentar los niveles de consumo que se pueden sostener en el largo plazo.

Se realizaron simulaciones utilizando los valores a = 1,5 y § = 2,7 aplicando el esquema
numérico descrito en la seccién anterior. Para condiciones iniciales Ky = Sy = 7, se obtuvo el
conjunto de umbrales sustentables de la figura 3.3.1.

Set of Sustainable Thresholds for (7.00, 7.00)

12 —— Pareto Front

Figura 3.3.1: Conjunto de umbrales sustentables S(7,7).

En dicha figura, el primer segmento horizontal visible corresponde a los niveles de consumo
comprendidos en el intervalo [0, cg], los cuales pueden sostenerse durante todo el horizonte temporal
sin necesidad de recurrir al recurso natural. A partir de ese umbral, se vuelve necesario realizar
cierta extraccién inicial del recurso con el fin de acumular capital suficiente para mantener el
nivel de consumo solicitado.

State-control trajectory for (24.22, 2.77) in S(7.0, 7.0)

15 — KB

Capital K

6 — 5(8)

Stock S

— 1)

Control r
-
5
.

254 — c(t)

Consump. ¢
N
£
1

Time

Figura 3.3.2: Trayectoria encontrada que permite mantener simultdneamente un consumo
minimo de ¢; = 24,22 y un nivel de recurso natural de Sy = 2,77.

A modo de ejemplo, al resolver el problema (3.2.2) (b) para alcanzar el umbral (24,22; 2,77) €
S(7,7), se obtiene la trayectoria representada en la figura 3.3.2. Esta solucién muestra que el
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sistema recurre inicialmente al recurso natural hasta alcanzar un nivel de capital que permita
mantener el nivel de consumo ¢4 de manera autosuficiente y sin necesidad de seguir agotando el
recurso. A partir del andlisis de esta trayectoria, se observa que el sistema alcanza un equilibrio
sustentable en tiempo finito. Es decir, luego de una fase transitoria de extraccién, se estabiliza
en un estado donde el capital generado basta por si solo para sostener el consumo deseado,
sin necesidad de continuar explotando el recurso natural. Como consecuencia, el Conjunto de
Umbrales Sustentables S(Kp, Sp) no depende del valor del horizonte temporal T', siempre que
este sea suficientemente grande como para permitir que se complete dicha fase de transicion.

Set of Sustainable Thresholds Set of Sustainable Thresholds

5(7.00,10.00) 5(7.00,10.00)
5(10.00,10.00)

5(7.00,7.00)

Figura 3.3.3: Comparacién entre S(7,7) y  Figura 3.3.4: Comparacién entre S(7,10) y
S(7,10). Aqui, el nivel de capital inicial se man-  S(10,10). Aqui, el nivel de recurso natural ini-
tiene constante. cial se mantiene constante.

Set of Sustainable Thresholds

5(10.00,10.00)

5(7.00,7.00)

Figura 3.3.5: Comparacién entre S(7,7) y
S(10,10). Aqui, tanto el capital como el nivel
de recurso natural iniciales varian.

Figura 3.3.6: Comparaciéon del Conjunto de Umbrales Sustentables asociado a varias condiciones
iniciales.

En cuanto al andlisis de sensibilidad, los resultados teéricos presentados en [7] no son direc-
tamente aplicables debido a la presencia de la restriccién de estado fija K (t) > 0. No obstante,
las simulaciones presentadas en la figura 3.3.6 permiten observar cémo varia la estructura del
conjunto S(Ky, Sp) frente a diferentes condiciones iniciales, y sugieren cierto grado de regularidad,
aunque esta no sera una propiedad que se vaya a demostrar formalmente aqui.
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3.4. Segundo caso: recurso débilmente esencial

En este segundo caso se consideraran constantes positivas «, 8 > 0 talesque a > Sy a+ 8 < 1.
Dados estos parametros, se estudiard la funcion de produccion de Cobb-Douglas dada por

f(K,r) = K*rP. (3.4)

En este caso, la produccién no puede sostenerse tinicamente con el capital, por lo que es impres-
cindible una extraccién incesante del recurso natural S. Sin embargo, esta funciéon presenta una
propiedad clave: dado un nivel de extracciéon r > 0, la producciéon puede ser arbitrariamente alta
si se dispone de suficiente capital K. Como se discute en [25], esta propiedad permite alcanzar la
sustentabilidad mediante un proceso de acumulacién de capital que permita reducir la extraccién
requerida de manera constante hasta alcanzar, asintéticamente, un nivel de 0.

Aunque la expresién (3.4) es conceptualmente clara, su implementacién numérica plantea
dificultades debido a la singularidad de sus derivadas en los puntos (K, ) con K =0 o r = 0. Por
este motivo, en la practica se trabajé con una versiéon regularizada de la forma

f(K,r) = K“ exp(Bu), con u=log(r) y K >107°, (3.5)

en la cual se introdujo el cambio de variable u = log(r)! para evitar el comportamiento singular
cerca de r = 0, y se impuso una cota inferior positiva a K por razones de estabilidad numérica.
Se realizaron simulaciones con pardmetros a = 0,5y 5 = 1/3 ~ 0,333. A diferencia del caso
anterior, en este sistema no es posible alcanzar un equilibrio sustentable en tiempo finito: el
consumo deseado no puede mantenerse de manera indefinida sin agotar el recurso. En consecuen-
cia, el Conjunto de Umbrales Sustentables si depende del horizonte de tiempo T' considerado.
Denotando por St el conjunto correspondiente a un tiempo final T € (0, +00], se tiene que:

T<T = Sr2Sp y Se=[)Sr
>0

Teniendo lo anterior en consideracién, la figura 3.4.1 ilustra la convergencia de los conjuntos de
umbrales sustentables obtenidos en las simulaciones hacia el conjunto teérico calculado en [25].

Set of Sustainable Thresholds for (2.0, 20.0)

—— T=50.00
— T=100.00
—— Theoretical

Figura 3.4.1: Conjuntos de Umbrales Sustentables Soo(2,20) C S100(2,20) C S50(2, 20).

!No obstante, en todas las simulaciones se reportar el valor de 7 en lugar del de wu.
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A diferencia del primer caso, como el conjunto Sy si depende del valor del horizonte temporal
T, se tiene que los valores cg y cénax también dependen del intervalo temporal escogido. Esto se
refleja, por ejemplo, en la figura 3.4.1, en donde se observa cémo el umbral maximo sustentable
¢y decrece conforme aumenta 7.

Para estudiar esta dependencia, se calcularon los valores de cg y cénax para distintos horizontes
de tiempo T'. Los resultados se presentan en la figura 3.4.2.

Range of thresholds

= Max sustainable ¢ with extraction
2.51 —— Max sustainable ¢ without extraction

2.01

151

1.01

0.54

Guaranteed minimal consumption level

N—

10 20 30 40 50 60 70 80
Time horizon

0.01

max

Figura 3.4.2: Valores de cg y ¢ en funcién del horizonte temporal 7.

Asumiendo que ambas curvas pueden aproximarse mediante una funcién de la forma
y=az®+b,

en donde a,b,e € R son pardmetros a estimar, tendriamos que el parametro b corresponde
al valor limite (asintético) al cual tienden las curvas cuando 7" — oo. Al aplicar un ajuste
de curva con la funcién curve_fit de la biblioteca scipy, se obtuvo que el valor asintético
estimado para cg es, como era de esperarse, cercano a 0; mientras que para cénax se estimd un va-

lor de 1,4965. Este ultimo se encuentra préximo al valor tedrico reportado en [25], el cual es 1,4475.

No obstante lo anterior, las trayectorias obtenidas como solucién de los problemas (3.2.2) (b)
presentan un comportamiento indeseado hacia el final del horizonte temporal. La figura 3.4.3
ilustra una de estas trayectorias. Se observa que, en las etapas finales, la estrategia hallada
consiste en cesar completamente la extracciéon del recurso natural y consumir de manera agresiva
el capital acumulado, llevandolo a cero justo al finalizar el periodo considerado. Este tipo de
comportamiento no es sustentable si se desea extender el horizonte temporal T', y tiende a
sobreestimar artificialmente el nivel maximo de consumo que puede sostenerse.

Con el objetivo de desalentar este tipo de estrategias oportunistas —que agotan el capital en el
ultimo momento—, se propuso una modificacién en el esquema de simulaciéon. En concreto, se
extendié artificialmente el horizonte de tiempo de la simulacién en un 43 % (por ejemplo, de un
tiempo final de 7' = 100 pasamos a un tiempo de simulaciéon de 7' = 143) y, durante esta etapa
adicional, se increment6 la demanda de consumo en un 230 %. Esta modificacién busca simular
un escenario en el cual el sistema debe seguir siendo funcional mas all4 de la ventana de tiempo
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State-control trajectory for (1.04 , 12.57) in 5(2.0, 20.0)

15 — K&

Capital K

—_ 5(1)
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16

Stock S

14 4

— )

Control r

o
~N
=
o
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60 80 100
Time

Figura 3.4.3: Trayectoria encontrada que permite mantener simultdneamente un consumo

minimo de ¢; = 1,04 y un nivel de recurso natural de Sy = 12,57 durante un horizonte de tiempo
de T" = 100.

original, incentivando asi trayectorias que mantengan un comportamiento sustentable también
hacia el final del periodo relevante. La idea central es que, aunque el capital pueda agotarse al
final de la simulacién extendida, que este agotamiento se relegue al periodo temporal agregado y
no contamine la estimacién del comportamiento dentro del intervalo original.

State-control trajectory for (0.99, 12.13) in 5(2.0, 20.0) State-control trajectory for (0.99, 12.13) in 5(2.0, 20.0)
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Figura 3.4.4: Trayectoria sustentable a tiem-  Figura 3.4.5: Trayectoria completa calculada
po final encontrada para T' = 100. para T' = 143.

Las figuras 3.4.4 y 3.4.5 muestran los resultados de este enfoque. En la primera, se observa
que la trayectoria correspondiente al intervalo [0, 100] mantiene un comportamiento sustentable:
el capital se acumula progresivamente y la extraccién del recurso se reduce hasta aproximarse
a cero. Por otra parte, la figura 3.4.5 muestra la trayectoria completa hasta T' = 143, donde se
aprecia como, una vez superado el punto t = 100 y ante el aumento de la demanda, el sistema
opta por cesar la produccién y agotar el capital restante. Al trasladar el agotamiento al tra-
mo extendido, se preserva la validez del analisis de sustentabilidad en el periodo de interés original.
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Finalmente, se repitié el cdlculo del Conjunto de Umbrales Sustentables utilizando el esquema
modificado con horizonte temporal extendido y aumento de demanda hacia el final del periodo.
Los conjuntos obtenidos muestran una mejor aproximacion al Conjunto de Umbrales Sustentables
tedrico correspondiente al caso T' = +oo, reportado en [25] (véanse las figuras 3.4.6 y 3.4.7). Esto
sugiere que la estrategia adoptada permite mitigar, en cierta medida, la sobreestimacién de los
niveles de consumo sustentables que resulta del agotamiento oportunista del capital al final del
horizonte de simulacién.

Set of Sustainable Thresholds for (2.0, 20.0) Set of Sustainable Thresholds for (2.0, 20.0)

—— T=50 (old) —— T=100 {old)
— T=50 (new) ! — T=100 (new)
—— Theoretical —— Theoretical

Figura 3.4.6: Comparacién entre el Conjunto  Figura 3.4.7: Comparacién entre el Conjun-

de Umbrales Sustentables calculado para T'= to de Umbrales Sustentables calculado para
50 usando ambos métodos y el conjunto teérico T = 100 usando ambos métodos y el conjunto
para T = +o00. tedrico para T' = +oo.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se formularon y demostraron, para sistemas de control a tiempo continuo,
versiones extendidas de los principales resultados tedricos disponibles en la literatura sobre las
propiedades variacionales del Conjunto de Umbrales Sostenibles. El enfoque adoptado se centrd
en continuar y profundizar la linea de investigacion iniciada en [17], pionera en el estudio de
este objeto desde la perspectiva del analisis multivaluado. Esta tarea requirié una cuidadosa
adaptacion de técnicas previamente desarrolladas para sistemas a tiempo discreto, motivando el
uso de herramientas provenientes de la teoria de inclusiones diferenciales y del andlisis de sistemas
dindmicos no lineales con propiedades de monotonia. Los resultados obtenidos no solo fortalecen
las bases tedricas para el andlisis del Conjunto de Umbrales Sostenibles, sino que también abren
nuevas vias para su estudio cualitativo y computacional.

Las contribuciones de esta tesis se estructuran en torno a tres ejes principales: (i) las condiciones
bajo las cuales el grafo del Conjunto de Umbrales Sostenibles es cerrado, (ii) la convexidad de
dicho grafo bajo hipétesis generalizadas de monotonia y convexidad, y (iii) las propiedades de
continuidad del conjunto cuando se le interpreta como una multifuncién del estado inicial.

En relacion con el primer eje, se introduce una nocién clave propia del analisis en tiempo
continuo: el Conjunto Relajado de Umbrales Sostenibles, el cual permite recuperar la propiedad de
la cerradura topolégica del grafo de la multifuncion del Conjunto de Umbrales Sustentables relajado,
propiedad que en general no se verifica para el conjunto original. Un resultado particularmente
destacable en este contexto es el Teorema 2.1.2 (véase también [7, Teorema 7]), que aborda
sistemas con restricciones mixtas. Para su demostracién se emplea la metodologia propuesta
en [12], en donde las restricciones mixtas se “absorben” en la dindmica a través de la inclusion
diferencial

&(t) € Fo(t,x(t)) == {f(t,z,u) : u tal que g(t,z,u) <c} c.t.p. (4.1)

Aunque los problemas (4.1) y (1.3) son equivalentes bajo condiciones generales, demostrar
que la multifuncién F, cumple propiedades de regularidad tipo Lipschitz resulta altamente no
trivial. En la literatura, estas condiciones se verifican tipicamente para un umbral fijo ¢ € R™
introduciendo hipétesis adicionales tales como la Bounded Slope Condition ([12]). Asegurarlas
de forma uniforme sobre un conjunto de umbrales variables constituye un desafio adicional,
abordado en el Teorema 2.1.2 mediante el uso de propiedades de monotonia satisfechas por los
pares factibles de estado y control.

En cuanto a los otros dos ejes tematicos, se sigue de cerca la linea propuesta por [17] en su
seccién de Discusion y Perspectivas. En particular, se logran establecer extensiones directas de
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sus resultados sobre la convexidad del grafo y la continuidad de la multifuncion, adaptando las
estrategias de demostracién al marco de tiempo continuo en los puntos donde esto fue necesario.

Como una tultima seccién adicional del trabajo, las simulaciones numéricas realizadas sobre el
modelo de ejemplo (3.2) permitieron ilustrar tanto el alcance como las limitaciones del enfoque
teodrico desarrollado. Se observé que en el caso de una funcién de produccién lineal, el sistema logra
alcanzar un equilibrio sustentable en tiempo finito, lo que da lugar a conjuntos de umbrales bien
comportados e independientes del horizonte temporal. Sin embargo, al considerar una funcién de
tipo Cobb-Douglas, el sistema no logra alcanzar este tipo de equilibrio, y los resultados dependen
del horizonte de simulacién elegido.

Esta diferencia estructural evidencié la necesidad de adaptar el esquema computacional para
evitar soluciones numéricamente vilidas pero conceptualmente no sostenibles. El procedimiento
propuesto —que extiende el horizonte de simulacién y plantea una fase final con mayor exigencia de
consumo— se mostré apto para obtener representaciones mas conservadoras y fieles del Conjunto
de Umbrales Sostenibles.

En conjunto, este trabajo aporta herramientas teéricas y evidencia computacional que refuerzan
la pertinencia del andlisis multivaluado en el estudio de sistemas dinamicos sujetos a indicadores,
al tiempo que destaca la importancia de una formulacién cuidadosa —tanto en lo matematico
como en lo numérico— para garantizar interpretaciones robustas y ttiles en aplicaciones practicas.
A partir de este trabajo, emergen diversas lineas prometedoras para investigaciones futuras. Por
ejemplo, no se abordan aqui sistemas sujetos a restricciones de estado adicionales y fijas (es
decir, no parametrizadas por umbrales), tales como restricciones de no negatividad. Este tipo de
restricciones presentan desafios tedricos adicionales debido a que, en estos casos, la existencia
de soluciones puede no estar garantizada para todo control y condicién inicial dados, ya que
una estrategia factible desde un cierto estado inicial puede violar las restricciones fijas cuando
se aplica desde otro estado inicial. Otra direccién interesante consiste en extender el analisis
realizado al contexto de los sistemas de control en espacios de Wasserstein, donde las variables de
estado representan distribuciones de probabilidad que modelan el estado (incierto) del sistema,
y cuya evoluciéon esta gobernada por una ecuaciéon de continuidad impulsada por un campo
vectorial de velocidades que es influenciado por las variables de control. Avances recientes, como
los presentados en [0], ofrecen las herramientas mateméticas necesarias para comenzar a explorar
esta darea novedosa y rica desde la perspectiva de inclusiones diferenciales que fue adoptada a lo
largo de este trabajo.
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Abstract

In this paper we investigate, from a variational analysis standpoint, the so-called
Set of Sustainable Thresholds associated with a given control system. This set
corresponds to a certain collection of parameters that ensure, for a given initial
state, that the pathwise constraints of the control systems are satisfied within a
prescribed period of time. Our goal is to study properties of the Set of Sustainable
Thresholds when it is seen as a set-valued map that depends on the initial state
of the control system. The novelty of this work is that our analysis is carried out
in the context of continuous-time control systems, extending recent developments
reported for the discrete-time framework. Using tools from differential inclusions,
we establish conditions for ensuring that the Set of Sustainable Thresholds defines
a closed set-valued map. Furthermore, we investigate convexity properties of this
set-valued map by using some recent developments in monotonicity analysis for
nonlinear dynamical systems. Finally, we study continuity properties of this set-
valued mapping, with emphasis on lower semicontinuity and Lipchitz continuity.

Keywords: Set-valued maps, Set of Sustainable Thresholds, Continuous-time
systems, mixed-constraints, Semicontinuity, Lipschitz continuity, Convexity
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1 Introduction

Motivated by the sustainable management of renewable natural resources, this paper
examines models formulated as continuous-time control systems of the form

z(t) = f(t, z(t),u(t)), forae. tel0,T];
u(t) € U C R4, for a.e. t € [0,T7; (1)
z(0) =& e R™

These models comprise an initial state, a system of ordinary differential equations
describing the dynamics of the system, which are in turn driven by a control function
that represents external influences to be exerted by decision-makers. In this work,
particular attention is put on a finite collection of indicators (thresholds) that are used
for evaluating different aspects of the system and its performance. The mathematical
tool used for such a purpose is the so-called Set of Sustainable Thresholds (SST for
short) associated with the control systems (1) and the mixed control-state constraints

gi(t, z(t),u(?)) < ¢, tel0,T], Vi=1,...,m. (2)

The SST corresponds, for a prescribed initial condition & € R™, to the set S(§) C R™
of all possible thresholds ¢ = (¢!,...,¢c,,) € R™, for which the constraints in (2)
remain viable throughout the evolution of the system, for at least one trajectory of
the control system (1); see Definition 1 for a technical description.

Our task in this work is to transpose the results reported in [1] for discrete-time con-
trol systems to continuous-time models. In particular, we aim at understanding some
variational properties of the mapping & — S(§), regarding closedness and convexity,
as well as its continuity properties.

It is worthy to point out that the SST can be a powerful tool for assessing and
formulating sustainability policies, as well as for defining viability or safety indicators
that remain within the system’s capabilities. As noted in [2], such indicators serve mul-
tiple purposes and can be broadly categorized into social, economic, environmental, or
institutional indicators. Following the recommendations of [3], the selected indicators
should be useful to both managers and stakeholders, while also enabling comparisons
and rankings when assessing different management strategies. As an illustrative exam-
ple in the context of marine fisheries, we could mention the monetary value of the
harvest as an economic indicator, alongside the biomass of the remaining stock as an
ecological indicator. It is therefore relevant to understand the variational properties
of the SST mapping, especially for developing practical schemes for computing their
Pareto fronts, as done in [4] for discrete-time control systems.

The SST has been introduced in different ways across the literature. In [5], Martinet
introduces the concept while seeking for a criterion to characterize sustainability with
indicators, where he interprets the constraints as minimal rights to be guaranteed
throughout time (note that in this interpretation the indicators should have an extra
negative sign for the inequalities in (2) to be reversed). Thus, he uses the SST to
describe all the levels of these indicators that are achievable for all future generations,
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and then chooses from it the preferred thresholds as sustainability goals. Providing
another perspective, Barrios et al. in [6] use this notion to incorporate measures on
the transient behavior of epidemiological systems into decision-making. Because the
constrains in (2) have to be satisfied for all time, this approach avoid possible biases
originating from the pursue of end-goal objectives that could neglect what happens in
the in-between.

An unifying theme, however, is that of evaluating the capabilities of a system in
order to reach satisfactory trade-offs between multiple objectives that are usually at
conflict with each other. As mentioned in [4], when viewed as a function of the initial
condition the SST provides a good picture of the current state of a system in terms
of the thresholds that can be maintained in a sustainable way. Smaller sets would
signify more vulnerable states, and larger sets more robust ones. Besides, by consid-
ering all desirable sustainable situations as a whole, our approach avoids imposing a
hierarchy of objectives or aggregating them into a single, potentially biased or contro-
versial objective function. This allows sustainability challenges to be addressed in a
more holistic manner, focusing on the possibility of finding a path that represents an
acceptable compromise for all parties, as stated in [7].

Finally, we remark that, in a sense, the SST acts as an inverse object to the
Viability Kernel from Viability Theory (see [8] for the general theory and [9] for a
survey on applications to sustainable management). The fundamental difference is
that SST focuses on the constraints that are possible to satisfy for a given fixed initial
state, while the Viability Kernel focuses on the initial states for which a fixed set of
constraints are viable. This new approach remains relevant because, in some contexts,
the question of sustainability is more relevant than that of viability, specially when
decision-makers lack the flexibility to alter the current state of a system at will, but
have greater freedom to set thresholds and implement policies to guide future actions
in alignment with the present situation.

We organized the manuscript as follows: in Section 2, we state the basic definitions,
set the framework for continuous-time systems and discuss the hypotheses that will
be imposed on the data. We also introduce the relazed SST as a new definition that
emerges due to the continuous-time nature of the setting and is intrinsically tied to it.

Section 3 is concerned with the study of closedness properties of the graph of the
SST mapping. In Section 3.1 we show that, under mild conditions, the relaxed SST has
a closed graph . In Section 3.2 we use the theory of differential inclusions to give more
precise relationships between the SST and its relaxed counterpart for state-constrained
systems and for mixed-constrained systems

Afterwards, following [1], in Section 4 we establish the convexity of the graph of
the SST for systems satisfying a generalized notion of monotonicity and convexity.
The main result of this section is analogous to [1, Theorem 3], but its proof uses a
different strategy based on some new results reported in [10]. Finally, in Section 5
we study how this set changes with respect to the initial condition, focusing on lower
semicontinuity and Lipschitz continuity.
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2 Mathematical Background

This paper focuses on continuous-time dynamical systems. The data of our model
comprises a finite time horizon T > 0, a control space which is a nonempty set U C R,
a controlled vector field f : [0,T]xR™x U — R™ describing the dynamics of the system
and a vector-valued function g : [0,7] x R™ x U — R™ defined as g = (g1,-- -, 9m),
where each component g; represents one of the m indicators of interest. The function
g we will refer to as the constraint function to avoid confusion with the notion of
indicator function from convex analysis or measure theory.

Respecting the notation, R denotes the set of real numbers, || - || is the Euclidean
norm and (-, -) is the Euclidean inner product on R". We write B for the unit closed
ball of R™. If a,b € R™, then a < b means inequality component-wise, that is a; < b;
fori=1,...,m. We write 1,, = (1,1,...,1) for the 1-vector of size m.

Moreover, LP([a,b], R™) stands for the (equivalence class of Lebesgue) measurable
R"-valued arcs on [0,7] that are p-integrable if p < +oco or essentially bounded if
p = 4o0. Also, AC([a, b]; R™) for the set of R"-valued absolutely continuous functions
defined on [a, b].

2.1 Basic definitions

With respect to the control functions, we will consider all measurable functions as
feasible controls and denote the set of such functions as

U :={u:[0,T] — U : u is Lebesgue measurable} .

Formally, the SST mapping is defined as follows.

Definition 1 We define the SST as the set-valued mapping S: R™ = R™ that to each initial
state £ € R"™ assigns the set

S(€) := {c € R™ : 3u € U such that g (t,z¢ (t),u(t)) <c, forae te[0,T]}, (3)
where ¢ : [0,T] — R" is a solution (if any) of system (1) associated with the control u € U.

Ezample 1 We consider an example from [11], describing an economic production-
consumption system based on the use of an exhaustible resource. The state variable is
z(t) = (K(t), S(t)), where K(t) is a reproducible capital stock and S(t) is the remaining stock
of the resource. The control variable is u(t) = (r(t),c(t)), where r(¢) is the extraction rate
of the resource and c¢(t) is the consumption rate. The controls are assumed to be nonnega-
tive and bounded. Additionally, the dynamics if f(z,u) = ¢(K,r) — ¢, where ¢ is a function
representing the production technology. The mathematical models reads as follows.

K(t) = o(K(t),r(t) —c(t), for ae. te0,T],

S(t) = —r(t), for a.e. t € [0, 7], )
St < S(b), vt € [0,T), '
* < e(t) vt € [0,7).

Given an initial condition & = (K, Sp), the SST for this system (after a sign change to
reverse the inequalities) consists of all conservation thresholds S* and minimum guaranteed
consumption levels ! that can be jointly maintained over time.
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In this way, the SST allows us to shift from selecting a specific optimization target (what
must be) to identifying feasible constraints that the system can sustain (what can be).

While definition 1 works well in the discrete-time setting, we will see that for
continuous-time systems it will be necessary to adjust this definition to a somewhat
more relazed version of the original SST that allows arbitrarily small errors in each
constraint function in order to regain closedness properties. In this vein, we introduce
the following definition:

Definition 2 The relazed SST is the set-valued mapping Sr: R = R™ defined for each
¢ € R™ as follows
Sr(€) :=={ceR™ : Ve >0, c+elm €S(E)}, (5)

where 1 = (1,...,1) denotes the 1-vector of size m (i.e., the vector of all ones).

Here, the subscript r stands for “relaxed”, and the condition in (5) is equivalent
to asking that for every € > 0 there exists a control v € U such that

g (t,z¢(t),u(t)) <c+ely,, forae tel0,T]

Ezxzample 2 To illustrate the difference between S and S,, consider the case with T' = 1,
control set U = {—1,1}, dynamics f(¢,z,u) = u, initial state & = 0, and state constraints
given by g1(t,z,u) = —z and ga(¢,z,u) = z. The system reads:

z(t) = u(t) for a.e. t €0,1],

w:[0,1] = {—1,1} measurable, ()

z(0) =0,

Subject to — ¢! < z(t) < ¢o for all t € [0,1].

Evaluating the initial condition in g yields the requirement ¢!, ¢y > 0. If either ¢' or ¢ is
strictly positive, we can construct an admissible control that keeps x(¢) within the bounds
by switching between u = 1 and v = —1 with sufficient high frequency.

In contrast, setting ¢! = ¢ = 0 forces z(t) = 0, which is not feasible for this control
system, since (t) cannot vanish. Hence, S(0) = Ri \ {(0,0)}, which is not closed.

However, this limiting point (0, 0) is admissible in the relaxed sense, so S, (0) = ]Ri. This
suggests that we can attach the limiting points using the notion of relaxed thresholds.

Results about the relationship between these two sets are discussed in section 3.

2.2 Standing assumptions

In this section we present the basic assumptions over the data of the control system,
as well as important background results and estimates that will be used in the proofs
of the forthcoming sections. Regarding the dynamic of the system we will assume:

Hypothesis 1 The control space U C R? is nonempty and compact, and the following
conditions on f : [0,T] x R™ x U — R" hold simultaneously:
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1. (t,u) — f(t,z,u) is a Carathéodory function for any fixed x € R™.

2. There exists a function ¢ € L!([0,T]) such that z — f(¢,2,u) is £(t)-Lipschitz
continuous for all (¢,u) € [0,7] x U.

3. There exists a point 2o € R™ and a function v € L([0,T]) such that

max || f (¢, zo, u)|| < v(¢), for a.e. t € [0, 7).
uelU

Hypothesis 1 guarantees that for every fixed control v € U and for any given initial
state £ € R™ there will exist a unique absolutely continuous arc z : [0,7] — R",
solution of (1). We denote this unique solution by z.

Besides, the Lipschitz regularity of f yields a Lipschitz estimate in the uniform
norm for the dependence of this solution with respect to the initial state £. More
precisely, for any fixed u € U we have that

log — 28 lloo < L¥lIE =&, VEE €R, (7)
where LT > 0 is given by LT = exp ( fOT é(s)ds). Additionally, from Hypothesis 1, we

get the estimate
1f &z, u)ll < @)zl +72(8),  V(z,u) e R" x U, forae. t€[0,T],

where v1 := £ and 7y := ||zo||¢ + v are L'([0,7]) functions. Then, from Gronwall’s
inequality ([12, Lemma 2.4.4]), we obtain that

28 ]|oe < K := el (||§|| + eumm) <+4oo, VEER™, VueclU. (8)

We highlight that estimate (8) will play an important role in justifying the use of
technical results in the subsequent analysis.

Regarding the constraint function, the regularity and structural assumptions we
impose on it will vary depending on the context. However, one basic assumption we
will enforce is the following:

Hypothesis 2 The constraint function g : [0,7] x R™ x U — R™ is continuous.

Additional assumptions, such as convexity or Lipschitz continuity will be intro-
duced as needed.

2.3 Characterizations of the SST

Before going further, we present now an adaptation to the continuous-time setting
of a characterization of the SST introduced in [4] for discrete-time systems. This
characterization will play a fundamental role in the analysis presented in Section 4.1.
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In [4], the authors describe the set S(&) for discrete-time systems in terms of its
Pareto front, and introduce a multi-objective optimal control problem, similar to (9)
given below, to characterize its Pareto front (and hence the values of the SST).

In the continuous-time setting we consider the following multi-objective optimal
control problem

inf | esssup g1 (¢, z¢(t), u(t)), ..., esssup g (t, z¢ (t), u(t)) | . (9)
u€lU \ ¢e0,7) t€[0,T)

However, while problem (9) provides a global description of the structure of the Pareto
front, it is not easy to handle in practice. Therefore, to avoid the formulation of a
multi-objective optimization problem, the authors in [4] also presents an alternative
characterization based on single-objective optimization problems instead. This formu-
lation, rather than describing the entire Pareto front at once, is used to determine
whether a specific threshold ¢ € R™ belongs to S(§) or not, to then recover S(§) as
the set of points that satisfy a certain condition. Specifically, if we define the value
function w : [0, 7] x R™ x R™ as

ueU

w(t, &, ¢) = inf { max_esssup (g; (s,xg(s),u(s)) - cz)} . (10)

i=l.m sl 7]
It is proved in [4] for the discrete-time setting that
g1(8) = {(6,¢) € R" x R™ : w(0,€,¢) < 0}. (11)

We will prove that characterization (11) also holds for the continuous-time setting,
but in general only if we replace S by its relaxed version S,.

Proposition 1 The following characterization of the graph of Sy holds:
gr(Sr) = {(&¢) eR" xR™ 1 w(0,&,¢) <0}.
Furthermore, for every a € R, £ € R™ and c € R™ we have that
c+aly, €Sr(§) if and only if o> w(0,€,c¢).

Proof The proof is elementary, but we provide it by completeness. Take first £ € R"™ and
¢ € Sr(€). By definition, for every € > 0 there exists ue € U such that

gi (t,a:g6 (t),ug(t)) <ci+te, Vi=1,...,m, for a.e. t €[0,T]. (12)
Therefore, since € > 0 is arbitrary we get that w(0,&,¢) < 0 because

< ‘Q . Ue — C; < .
w(0,§,¢) < max esssup (gz (s,xg (8),us(8)) cl) <e
Conversely, if w(0,&,c) < 0, then for every £ > 0 we can find us € U such that

1S S . Ue —c ) < <e.
,max ibeb[glég]) (gz (57755 (8)7%(8)) Cz) <w(0,§c)+e<e
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This inequality leads to (12), and so ¢ € Sy (§).
Finally, observe that

_Inax {gl (S,J,’,U) - (Ci + Oé)} = max {gZ (57'7;7 u) - Ci} -,

i=1,...m i=1,..m
and so

w(0,&, ¢+ alpy) =w(0,€,¢) — a, Y(z,c) € R" x R™ and a € R.

Therefore, we get w(0,&, c+ aly) < 0if and only if w(0,&, ¢) < «, and the conclusion follows
from the characterization of the graph of S, proved earlier. O

Remark 1 It is easy to verify that if ¢ € S;(§), then ¢ + alm € Sp(§) for any a > 0.
Proposition 1 sharpens this observation by identifying the precise shift in the direction of
1, required to reach the Pareto front of S;(§). Specifically, if ¢ ¢ S, (), it gives the minimal
o > 0 such that ¢ + odm € Sr(§); and if ¢ € Sp(§), it finds the maximal o > 0 for which
c¢—aly, remains in Sy-(€). Notice how shifting by +al,, corresponds to relaxing the constraint
imposed by g, while —al, corresponds to tightening it.

3 Topological properties

In this section, we begin to investigate the regularity properties of the SST by studying
the closedness of its graph when viewed as a multifunction of the initial condition.
Because the images of the SST are always empty or unbounded (indeed, if ¢ € R™
belongs to S(§) then for every o > 0 ¢ + al,, belongs to S(&) as well), the classical
upper semicontinuity condition is often too strong to hold with any generality, so
instead we consider the closedness of the graph as a more flexible alternative that still
retains essential limit stability properties.

Following the discussion in 2.1, we open the section by clarifying the general
relationship between the multifunction S : R® = R™ and its relaxed counterpart
S, : R™ = R™; and then we move on to some particular cases where this relation can
be made more explicit.

3.1 Properties of the relaxed SST
Recall the definition of the relaxed SST (Definition 2):

S, (§) ={ceR™ : Ve >0, c+el,, €S(&)}. (13)

Although this definition does not introduce new concepts from a theoretical
standpoint, it proves to be better suited for non-convex dynamics. As illustrated in
Example 2, this relaxed notion captures the presence of limiting thresholds that may
otherwise be excluded. In fact, the following proposition shows that incorporating
relaxed thresholds allows us to recover the closure of the original SST.

Proposition 2 The relazed SST mapping Sy has closed images. Moreover, if Hypotheses 1
and 2 hold, then we have that

gr(S) = er(Sr).
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Proof Tt is not difficult to see that gr(S) C gr(S;). Thus, if gr(S;) = @, then gr(S) = 0, and
the conclusion is straightforward. Similarly, from (13), if gr(S) = 0 then gr(S;) = 0, and the
conclusion follows as well.

Let us assume now that gr(S) # (. We will prove first that

S(€) =Sr(§),  VEER" (14)

Let £ € dom(S) and consider any ¢ € S(&). By definition, there exists a sequence {c}ren
contained in S(§) such that ¢, — c¢. Take any fixed € > 0 and choose k € N large enough
such that ¢ < ¢+ el Since ¢ € S(€), there exists up € U such that

g (t, acgk (t), uk(t)) <cp <c+elm, for a.e. t € [0, 7.

It follows then that ¢ € Sy ().

Conversely, if ¢ € Sy-(€), then from (13) we have that for every € > 0, c+¢ely, € S(€), and
taking € — 0 we conclude that ¢ € S(€), which proves (14). In particular, the relaxed SST
mapping S, has closed images.

Assume now that Hypothesis 1 holds, U is compact and g is continuous. Notice that (14)
implies the inclusion gr(S;) C gr(S). Also, since S(§) C S;(€) for all £ € R™, we directly have
that

gr(S) € gr(Sr) = gr(S) C gr(Sr).
Therefore, the result would follow by proving that gr(Sy) is closed. For this purpose, fix
(&, ¢) € gr(Sr). We need to prove that ¢ € S;-(§). Take a sequence {(£x, cr)} C gr(S) such that
(&k,ck) — (&, ¢) and consider any € > 0. Because ¢, — ¢, there exists N € N such that for
all k > N we have that ¢, < ¢+ $1m, and since ¢;, € Sy(€;;) we can take uj € U such that

g (t, x?}i‘ (t),uk(t)) <cp+ Z]l <c+ %]lm, for a.e. t € [0,T], Vk > N. (15)

Because the sequence {£j }ren converges, thanks to (8) we have that {:cgf (t):telo, T]}k N
y €

is uniformly bounded. Consequently, there is a compact set A C R"™ such that :cg: (t) € A, for

every t € [0, 7] and k € N. Then, considering that ¢ is uniformly continuous on the compact

set [0,T] x A x U, there is § > 0 such that

z,2’ € Aand ||lo’ —a| <5 = llg(t.a’",w) - g(t w0 < 5
Now, fix k € N large enough so that (15) holds and satisfies L€ — &l < 0, where L is
the constant defined in (7). Notice that, from (7) we have that

Therefore, from applying (16) with u = uz(t), v = zgk (t) and &’ = zgf“ (t) we obtain that

k

vVt €[0,T], Yu € U. (16)

gt gk <Ll e-gl <

oo

Uy _ . ug _ E
Hg (t,a:g;: (t),uk(t)) g (t,a:g (t),uk(t)> H < 5 for a.e. t € [0,T].
This implies that

_ . €
g (t,xg’c (t),u,;,(t)) <y (t,ng (t),u,;(t)) + §1m, for a.e. t € [0, 7).

Finally, (15) implies that g (t, acg’:"' (t),u,;(t)) < c+ely for ae. t € [0,T], and the conclusion
follows. O
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3.2 Closedness of the graph

Having established in Proposition 2 a general relationship between S and S,., we now
aim at understanding when these two sets are equal and what may fail when they are
not. Since answering these questions involve a limit-taking procedure on the trajec-
tories of the control system (which was avoided in Section 3.1 by fixing the control
function and using continuity estimates on g), it will be convenient to frame the anal-
ysis into a differential inclusions setting, where compactness results are available. We
will divide the analysis in two case. First we consider the case with pure state con-
straints (g does not depend on the control variable), and later we study the case with
mixed state and control constraints.

3.2.1 Case with pure state constraints

In this part we assume that the constraint function g is independent of the control
variable; with a slight abuse of notation we simply write g(¢,z,u) = h(t,x). Let us
define the multifunction F' : [0,7] x R®x =% R™ via the formula

F(t,z) =c0{f(t,z,u) :u e U}, Yz eR" Vtel0,T]. (17)
Consider the following state-constrained differential inclusion
x(t) € F(t,x(t)), for a.e.t € [0,T], z(0) =€ € R™. (18)

Let Sjo,77(§) stands for the collection of arcs € AC([0,T]; R™) that are solution
of (18). In this scenario, the measurability and regularity hypotheses on f imposed in
Hypothesis 1 guarantee that the multifunction F is measurably Lipschitz continuous
with linear growth, and that it has compact and non-empty images on [0,7] x R™.
Moreover, from [12, Prop. 2.3.8], we have that F is an £xB™ measurable multifunction.
Also, it is not difficult to see that if z§ is the solution of (1) associated with the
control u € U starting from the initial state £, then it also solves (18). Thanks to the
Generalized Filippov Selection Theorem [12, Thm. 2.3.13], the dynamical systems (1)
and (18) are equivalent provided that f(¢,z, U) is convex. This is summarized below.

Lemma 3 Assume that Hypothesis 1 holds and let F : [0,T] x R™ = R™ be defined by (17).

1. It follows that F : [0,T] x R® = R"™ is an £ x B™ measurable multifunction with
compact, convex and nonempty images. Moreover, for a.e. t € [0,T] we also have

F(t,z) C F(t,2") + L(t)||z — 2'||B, Vz,z’ € R™.
and, for y1 = £ and o = ||zo||f + v, we have
F(t,z) € (m@)llzl +72()B,  VeeR™

2. If v € Spo(§) and f(t,2,U) is convez, then there is u € U such that x = x.

10
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Therefore, under the conditions of the previous lemma, it is coherent to discuss
about the SST for a state-constrained system described by a differential inclusion. Let
S* stands for the SST associated with the differential inclusion (18), that is

SF (&) :=={c e R™ : Tz € Sy 7)(€) such that h(t,z(t)) < ¢, Vt€[0,T]}.

Theorem 4 Assume that Hypotheses 1 and 2 hold, and let F : [0,T] x R™ = R™ be defined
by (17). Then,

gr(Sr) = gr (SF) .
In particular, if f(t,z,U) is convex for any (t,z) € [0,T] x R™, then gr(S) is closed.

Proof Take (&,c) € gr(Sy). By definition, for every k € N there exists a control u; € U such
that

1
h (t,z;gk(t)) Sctlm,  WE,T].

Notice that mgk € Sjo,1(€) and the sequence {fﬂgk}keN is bounded in AC([0,T]; R™) due to
estimate (8). Also, Lemma 3 ensures that the hypotheses in the Compactness of Trajectories
Theorem [12, Thm. 2.5.3] are satisfied. Therefore, there is a subsequence of {:L‘Zk }ren (which

we do not relabel) converging uniformly to an arc z € S 7(¢). In particular, by continuity
of h, we get that c € SF(f)7 because

h(t,2(t)) < l}crginfh(t,xg’“ ) <e, Vte[0,T). (19)

Conversely, if (§,c) € gr (SF ), then there exists an arc g € Sjg 7)(§) such that
h(t,g(t) <e,  Vte[0,T).

From (8) combined with Lemma 3, we can get that the set {(¢,5(t)) : t € [0,T]} is compact,
and consequently h is uniformly continuous on a tube around this set. Therefore, for every
€ > 0 we can choose § > 0 such that

vt e [0,T], [ly—gM)| <6 = h(t,y) <h(t,g(t)) +elm. (20)

Notice that Lemma 3 ensures that the hypotheses in the Relaxation Theorem [12, Thm 2.7.2]
are satisfied, and thus, there exists ys € AC([0, T]; R™) with y5(0) = & such that ||ys—|lco < &
and
yé(t) € f(tayts(t)aU)a for a.e. t € [OaT]
From the Generalized Filippov Selection Theorem [12, Thm. 2.3.13], there is us € U such
that ys = a:g‘s. Finally from (20) we conclude that ¢ € S;-(£), because € > 0 is arbitrary and
we have
h (mgé (t)) <h(tglt) +elm <ctelm,  VEe[0,T).

O

Remark 2 Notice that inequality (19) can also be obtained if we ask h(t,-) to be just lower-
semicontinuous for any ¢ € [0,T] fixed. However, the continuity of h is essential to have an
uniform ¢ > 0 for which (20) remains true for all times.

11
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Remark 3 Proposition 2 tells us that, for state-constrained systems, the lack of closedness in
the SST stems from a more fundamental non-closedness in the set of trajectories of the system
itself, a property which is closely related to the convexity of the dynamic. For this reason,
the closedness of gr(S) can be recovered through a relaxation procedure on the dynamic of
the system.

3.2.2 Case with mixed constraints

For mixed-constrained systems, a differential inclusion approach can also be taken
following [13], where the mixed constraints are included into the dynamic instead
of being considered separately as in the case with pure state constraints. The diffi-
culty we encounter in this case is that the thresholds appear in the definition of the
multifunction. We will show that this difficulty can be overcome by using a type of
monotonicity.

To begin with the analysis, given ¢ € R™, we define I'. : [0,7] x R™ = R"™ as

To(t,z) = {f(t,z,u) :ue U, g(t,z,u) <c}, V(t,z) € [0,T] x R™.
Therefore, setting
F.(t,z) =<0 (T.(t,x)), Y(t,z) € [0,T] x R",
the differential inclusion that concerns us is the following
z(t) € Fo(t,x(t)), for a.e. t € [0, 77, z(0) =¢ € R™. (21)

Before going further, we present some properties of the mappings I'. and F, that will
be used later for studying the properties of the differential inclusion (21).

Lemma 5 Assume that Hypotheses 1 and 2 hold. For any ¢ € R™ given, it follows that
e and F. are L x B" measurable multifunctions with compact images. Moreover, for any
t € [0, T) the graph of T'c(t,-) and Fc(t,-) are closed and have linear growth, that is, for where
v1 = £ and y2 = ||zo||£ + v we have

Le(t,z) C Fe(t,z) C (v1(8)|lz]] +v2(¢)) B, for a.e. t €[0,T), Vz € R".

Proof Since T'c = ¢o(F.), it suffices to verify that the multifunction F. satisfies all the
properties stated in the lemma, as these are preserved under the operation €o(-) in finite-
dimensional spaces.

To begin with, the £ x B"-measurability of T'c follows from the fact that f is a
Carathéodory function. More precisely, applying [14, Example 14.15], measurability holds
provided that the multifunction (t,z) — {u : g(t,z,u) < ¢} is measurable and closed-valued.
This is indeed the case due to the continuity of g (Hypothesis 2) and [14, Theorem 14.36].

The compactness of the values of I'c follows from the compactness of U and the continuity
of both g and f with respect to the state and control variables. These same continuity
properties also ensure that the graph of T'¢(¢,-) is closed for each fixed t.

Lastly, the linear growth condition for I'c is inherited from Hypothesis 1. O
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Now, given any £ € R” and ¢ € R™, we will make use of the previous lemma
to prove the compactness of the set of trajectories of (21), which will be required in
the proof of the forthcoming Proposition 7. We may also point out that the common
result in the literature, that is, the so-called Compactness of Trajectories Theorem
(see e.g., [12, Thm. 2.5.3] or [15, Thm. 1.4.1]), is only concerned with the sequential
compactness of the velocities of the trajectories in weak topology of L!([0, T]; R™). The
approach we take for proving Theorem 7 uses the Finite intersection property, and so
[12, Thm. 2.5.3] may not be used directly, and further developments are required.

Lemma 6 Let S[CO 7] (&) be the collection of arcs that verify (21). Then, for any c € R™ fized,
the set S[CO’T] (&) is compact in the weak topology of AC([0,T];R™) 2 R" x Ll([O,T};]R").

Proof Because the initial condition is fixed, we can prove the result by arguing that the set of
velocities of all the absolutely continuous arcs verifying (21) is weakly closed in L* ([0, T]; R™).
To do so, consider the set

W .= {w € L([0, T;R™): a(t)w(t) = 2(t), for a.e. t €[0,1], x € S[C(LT] (f)} ,

where a € L1 ([0, T];R) is an integrable function satisfying
lz@®)| < al(t), for a.e. t € (0,7, Vo € Sfg 1(£), (22)

which exists thanks to Lemma 5 and Gronwall’s inequality ([12, Lemma 2.4.4]); see for
instance (8). Additionally, consider the linear operator A : L= ([0, T];R™) — L([0, T]; R™)
defined by A(w) := a w. Since « is integrable, because of Holder’s inequality A is (strongly)
continuous. Thus, it is also weak-x/weak continuous, that is, continuous when endowing
L>®([0,T); R™) with the weak-x topology and L*([0,T]; R™) with the weak topology. Now,
using (22) we get that any element y € W is such that |ly||c < 1. Hence, W is contained
in the unit closed ball of L>°([0,T]; R™), and by Alaoglu’s Theorem W is relatively weakly-*
compact in L% ([0, T]; R™). We will prove that it is also weakly-x closed and, thus, compact.
For this purpose, we will use the separability of L*([0,T];R™) to justify the use of weak-x
converging sequences through [16, Thm. 3.28]. Consider a sequence {wg }xeny C W such that
wy, — w and let us prove that w € W. By definition awy, = iy, for some zj, € S[CO’T] ).
Define

t
z(t) == {Jr/o a(s)w(s)ds, vt € [0,T).

Using the test functions of the form 8 = aljgy € LY([0, T);R™) for any t € [0,T], the
weak-x convergence implies that

T T t
(t) — € = /O Bu(s) wi(s)ds —> /O Bu(s) w(s)ds = /O a(s)yw(s)ds = z(t) - €.

In other terms, we have that the trajectories {x } xcn converge to z point-wisely. Additionally,
the continuity of the operator A implies that the sequence o wy, = &, converges to a w weakly
in L([0, T];R™). Therefore, using that the dynamic function F. is convex-valued and that
is has closed graph by Lemma 5, from Convergence Theorem [15, Thm. 1.4.1] we get that
x € S[%,T] (&) and therefore that w € W. Thus, W is weakly-x compact in L°°([0,T]; R")
and, since A is weak-x/weak continuous, A(W) is weakly compact in L' ([0, T]; R™), proving
the result. O
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We now define S™ : R™ = R™ as the SST associated with the differential inclusion
(21), that is,

s7(6) == {c e R™ : Shpy(©) £0} .

Notice that, for (¢,z) € [0,T] x R™ fixed, the mapping ¢ — F.(t,x) is monotone in
the sense that if ¢ < ¢ (component-wise), then Fi.(t,x) C F. (t,x). In particular, this
implies that
S (€) C SiA(€),  Va >0, VEeR™ (23)
This property turns out to be essential for proving the next result, which is a
version of Theorem 4 for mixed control-state constrained systems.

Theorem 7 Assume that Hypotheses 1 and 2 hold. Then, gr(Sy) C gr (S™). Equality holds if
the multifunction T'c has conver and non empty images, that is, if e = F. # (. As a matter
of fact, in such case we have that the SST mapping S has a closed graph and

gr(Sr) = gr (Sm) =gr(S).

Proof Take (&, ¢) € gr(Sy). By definition, for every € > 0 there exists a control ue € U such
that
g (t,x}gf (t),ug(t)) <cteln,  VEe[o,T).
In particular, xqgg solves (21) with the threshold ¢+ 1, and so S[COJF;]IL ™ (&) # (. Then from
(23), Lemma 6 and the finite intersection property, it follows that
+el,,
Sfo.r)© = [ Sy ™ (©) #0-
e>0

Therefore, (§,¢) € gr(S™).

On the other hand, take now (£,¢) € gr(S™) fixed but arbitrary. By definition, there
exists an arc y € Sfo 7] (£). Notice that if T'c has convex images, then

y(t) € Te(t,y(t) = f (t,y(t),Ue(t)),  forae. te[0,T7,
where
Ue(t) :={u e U: g(t,y(t),u) <c}, vt € [0,T).
Also, observe that Hypothesis 1 implies that (¢,u) — f (t,y(t),u) is £ x B™ measurable and
Hypothesis 2 implies that gr(Uec) is £ X B™ measurable as well. Thus, from the Generalized
Filippov Selection Theorem [12, Thm. 2.3.13], there is u € U such that y = :r? and
g (t7 zg(t),u(t)) <eg, vt € [0,T].

This implies that (£, ¢) € gr (S), and the conclusion follows since in any case gr (S) C gr(Sr).
]

Remark 4 It is worthy to point out that the multifunction I'c has convex images under rather
mild structural assumptions. For example, if the dynamics f is control-affine, U is convex
and g is quasi-convex with respect to the control variable. We refer also to the discussion in
Section 5 of [13].
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To finish this section, we would like to point out that if the so-called Bounded
Slope Condition holds, then we can ensure that gr(S,) = gr (S™), although we cannot
ensure that gr (S) is closed. This affirmation if summarized below. Let us define the
set-valued map G, : [0,7] =% R™ x U via the formula

G.(t) :={(z,u) e R" x U: g(t,z,u) < c}, vt € [0,T7.

This set-valued map plays a fundamental role in the Bounded Slope Condition.

Proposition 8 Assume that Hypotheses 1 and 2 hold. Additionally, suppose that if c € R™
is such that gr(Gec) # 0, then for every t € [0,T] and x € R", there exists u € U such
that (x,u) € Ge(t) and the Bounded Slope Condition is satisfied, i.e., there exists a constant
K > 0 such that for allt € [0,T] and all (z,u) € Ge(t),

P
(a,8) € Ng iy (z,u) = laf| < K[IB, (BS)
where Ng(x,u) denotes the prozimal normal cone to the set G C R"T™ 2= R™ x R™ at the
point (z,u) € G (see [12, Chapter 4]). Then,
gr(Sr) = gr(S™).

Proof In view of Proposition 7, it is enough to prove that gr (S™) C gr(Sr). Take (,¢) €
gr (S™) fixed but arbitrary. By definition, there exists an arc § € S[%’T] (&) and gr(Ge) # 0.
Additionally, from (8) combined with Lemma 5, we get that {(¢,5(¢)) :t € [0,T]} x U is
compact, and consequently ¢ is uniformly continuous on a tube around this set. Therefore,
for every € > 0 we can choose § > 0 such that

ly—g®l <6 = gt y,u) < g(t,5(t),u) +elm,  VELE[0,T], Vue U.  (24)

Now, notice that (B.S) ensures that the hypotheses in the Relaxation Theorem [12, Thm 2.7.2]
are satisfied. It is important to remark that the locally Lipschitz character of the dynamics
come from [13, Corollary 1]. For applying this results, ¢ — G¢(t) has to be £ measurable, but
this follows from [14, Thm 14.36] because its graph is £ x B" x B measurable. Consequently,
for any § > 0, there exists ys € AC([0,T]; R™) with ys(0) = £ such that |lys — ¥||ec < § and

Us(t) € Telt, ys(t)), for a.e. t € [0,T).
In particular, from the Generalized Filippov Selection Theorem [12, Thm. 2.3.13], there is

Uus

us € U such that y5 = T and
g (t, :tcg‘S (t),U5(t)) <ec, for a.e. t €0, T].
Therefore, from (24) we obtain that
g (L2 (), us() < g (LW, us®) + el < c+elm, Ve 0,T],

Because € > 0 is arbitrary, we conclude that ¢ € S, (§). O
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4 Structural properties

4.1 Convexity of the graph

Another question of interest is that of identifying suitable conditions under which
the SST multifunction has a convex graph. We will follow a similar approach as the
one taken in [1] for discrete-time systems. It is worthy to point out that, while the
statements are essentially the same as in [1], the techniques we require to account for
the continuous-time nature of the problem are rather different.

We begin by examining the linear-convex case, in which the dynamics are linear
and the data of the problem has an underlying convex structure in the following sense:

Hypothesis 3 (Convexity) The control space U C RY is convex, the constraint functions
g1(tyy )y, gm(t, -, ) are convex on R"™ x U for any t € [0,7] fixed and the dynamics
f:00,TI xR™ x U — R" is affine, that is, f(t,z,u) = A(t)x 4+ B(t)u+((t) for all (¢,z,,u) €
[0,T] x R™ x U, where for any t € [0,T] fixed, A(t) and B(t) are matrices of dimension n x n
and n X d, respectively and ((¢) € R"™. Furthermore, the mappings t — A(t), t — B(t) and
t — ((t) are measurable.

Proposition 9 Assume that Hypothesis 3 holds. Then, the set-valued map S : R™ = R™ has
convez graph with convexr images.

Proof Given (50,00), (ﬁl,cl) € gr(S), there are controls uo,ul € U such that, for j = 0,1,

i (1) = AW () + BOW O +C(1),  ae te0.7],
g (t,xg; (t),uj(t)> <, a.e. t € [0,7).

Let X € [0,1] and denote u™ = Aul 4+ (1=A)u®, ¢* = Aet + (1 =N and €* = Aet 4+ (1—-)¢0.

By the convexity of U, we have that weu , and by linearity of the dynamic we obtain that
1

xg; = )\xgl +(1- )\){L‘g[?, that is, it is a feasible trajectory of the control system with initial

condition given by & A Now, because of the convexity of the constrain functions, we get that
A
gi (t,xgx (t),uk(t)) < cf‘, ae. t€[0,T], Vi e {1,...,m}.
This implies that ¢* € S(g’\), and the conclusion follows. O

As noted in [1], the linearity condition in Hypothesis 3 excludes many relevant
dynamical systems commonly encountered in applications. To address this limitation,
the remainder of this section is devoted to extending [1, Thm. 3] to the continuous-
time setting. This result allows to draw similar conclusions for nonlinear dynamics
that satisfy certain monotonicity and convexity conditions, which we now introduce.

Definition 3 Let K C R” be a closed convex cone with nonempty interior. We define the
relation < on R? as
r3gyYy &< y—z€K.

Additionally, we define the following properties:
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i) Given a nonempty convex set S C RY, a vector field ¥ : S — RP is K-convex if
Tz + (1= ANy) =g A¥(z) + (1 = N)¥(y), Ya,y € S, A€ 0,1].
it) A mapping ¢ : R? — R? is K-monotone if
r=gy = ®(x) 2x ®(y), Vr,y €RP.
iii) A function ¢ : R? — R is K-monotone if

vy = @) <ey), Vz,y R

Let us point out that, in contrast with [1], we do require K to be a closed convex
cone with nonempty interior. However, the usual assumption that K is pointed (that
is, that K contains no lines) may still be skipped, resulting in the relation <x not
being antisymmetric, but still being reflexive and transitive.

Remark 5 A particular case of interest will be when K = Ri is the nonnegative orthant.
Then, K-convexity and K-monotonicity mean component-wise convexity and monotonicity
(increasing or decreasing) in the usual sense on R, respectively. See [10, Prop. 3, Prop. 4 and
Cor. 3] for further criteria ensuring the Ri—monotonicity of vector fields.

Another concept related to cones that we will use is that of the dual cone of a set.

Definition 4 Let K C RP. The dual cone of K is defined as
K'={yeRl: (yz) >0, VreK}.
In particular, we have the identity K* = —K°, where K° denotes the polar cone of K.

Two useful facts that we will use later are that if y € K*\ {0}, then the inequality
in Definition 4 is strict for all z € int(K); and if € OK, then there exists y € K*\ {0}
such that (y,z) = 0; see for instance [14].

Hypothesis 4 (Convexity and monotonicity) The control space U C R? is convex, the
constraint functions g (¢, ), ..,gm(t,-, ) are convex on R"™ x U for any ¢ € [0, T)] fixed and
g1(t, -, u), ..., gm(t, -, u) are K-monotone functions for any (¢,u) € [0,7] x U fixed.

Furthermore, for all ¢t € [0,7] fixed, f(t,-,-) is K-convex vector field and f(¢,-,u) is a
K-monotone mapping for every u € U fixed.

We are now in a position to present the main result of this section.

Theorem 10 Let K C R" be a closed, convex cone with nonempty interior, and assume
that Hypothesis 1 and j hold. Then, gr(Sy) is a conver subset of R™ x R™ and we have the
momnotonicily property

2 = S csHeh),  vehetern
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Proof By Proposition 1, it suffices to prove that the function w(0,§&,c) defined in (10) is
jointly convex in the variables (£, ¢) and K-monotone in the £ variable.
We begin by proving the convexity. Consider the family of functions indexed by ¢ € [0, 7]

UxR" xR™ > (u,€,¢) = Ge(u, &, ¢) := i:nllaxm (gz- (t,mg(t),u(t)) - ci) .

We will prove that this is a convex function in all three variables, from which the desired
conclusion follows as w(0, &, ¢) is the marginal function obtained by minimizing the convex

function esssup Gt(u, &, ¢) with respect to the variable u € U.
t€[0,T7]

Take A € [0,1] and wOoul et 0,6 € R® and 0, ¢! € R™. Denote
W=l + (1=, A =aet (100 and M = At + (1 - N
We claim that N . o
zgx (1) < Axgi () + (1= Nzgo (b), vt € [0, 7). (25)
Observe that if (25) holds, then using the K-monotonicity of the functions g; with respect
to = we obtain that for every ¢ € [0,7] and ¢ € {1,...,m}

gi (Lo (0,01 (0)) = (@) < g (8228 () + (1= Nago (0), 02 (1)) = ().
Therefore, by convexity of the constraint functions we get
gi (Lo (0,02 (0)) =) < A (9 (1,28 (1), 0" ®) = e} )+0-3) (o1 (20 0, u°0)) = ).
Maximizing over ¢ € {1,...,m} for any ¢ € [0, T] fixed, this yields
Gy (uA,ﬁ)‘,cA> < \G: <u1,£1,c1) + (1 — NGy (uo,ﬁo,co) .

Thus, each G¢ would be a convex function, and so, it suffices to prove (25) to obtain the
convexity of gr(Sy).

To prove (25), we will adapt the perturbation argument used in the proof of [10, Lem. 2],
which in turn is inspired in a proof from [17]. Let p € int(K) \ {0} and, for each k € N,
consider for any given u € U the Cauchy problem

#(t) = £ (t, 2(t), u(t)) + %p, for ae. £ €[0,T],  «(0) =& + %p. (26)

Denote by xi the (unique) solution of (26) when taking v = v’ and £ = &’ for j = 0,1. We
will argue that

i (1) <k Ach(t) + (L= Nal(t), Ve [0,T], vk eN, (27)

and then deduce (25) by taking the limit when k& — oo, as the convergence of zi — xgj R
J

j =0,1, is justified by [18, Thm. 4.2], which holds under our hypotheses.
Now, denote
1 0 .
Yie(t) = Azg (t) + (1 = Nzg(t) — 2 (2).
Suppose by contradiction that (27) is not true. Thus, there exist k¥ € N and 75, € (0, T such
that v, (1) ¢ K. As v,(0) = %p € int(K) \ {0} and % is continuous, there exists ¢, € (0, 7%)
such that
Yk (t) € int(K), Vte (0,tr) and g (tx) € OK.
Hence, there exists y € K* such that

(Y, (1)) >0 forall t € [0,¢) and  (y,v(tx)) = 0. (28)
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Note that (28) implies that

Jimm sup (@) = (@)

t—ty e —t B

On the other hand, from the the Fundamental Theorem of Calculus for absolutely continuous
functions we obtain that

_ tr
imsup &) = W @) o o (5)ds
t—t Y —t), Tk
t—ty k t—ty k t
) ) “ (29)
=% (y,p) + lim sup <y, ﬁ/ 9§(5)d3>
t—t; k t

where the expression for 9§ comes from the Cauchy problem and is given by

9’;(5) =Af <s,x;1€(s),u1(s)> +(1=Nf (s,x%(s),u%s)) —f (sw?i (s),u)‘(s)) , Vsel0,7T].
Now, since p € int(K) \ {0}, we will have that (y,p) > 0 and from (28) and (29) we deduce
that

1 b 1
imsup (1 iy [ o) << ) <o (30)
t—ty te =t Ji k

%
But since yx(s) € K for every s € [0, ], using the K-monotonicity of f followed by its
K-convexity we arrive at the conclusion that

f (s,mgj (3),uA(s)) =k f (s,)\a:}@(s) +(1- )\)xg(s),u)‘(s))

=K \f (s,xi(s),ul(s)) +(1=Nf (s,x%(s),uo(s)) , Vs € [0,t].

Notice that this implies that Hlf\(s) € K for every s € [0,tg], which combined with the fact
that y € K* gives that

T i
Vi € [0, tx ], / <y,0§(s)> ds >0 = liminf <y7 $/ 0§(s)ds> > 0.
t t—ty tk—tJ¢
But this is a contradiction with (30). Then, (27) holds true.
Finally, to prove the monotonicity property, we can take a similar approach claiming that

for any fixed measurable control u € U

§3x € = af(t) g g (),  vie[od]. (31)
We can prove (31) using the same perturbation technique used before, and we omit the details
as this proof is the same as the one presented in [10, Lem. 2]. Given that (31) is true, using
the K-monotonicity of g we have that for any ¢ € R™

g (t,zg(t),u(t)) —c< g (t,zg(t),ult)) —c, vt € [0,T].

As this is true for any measurable control u € U, we deduce that w(0,&,¢) < w(0,¢',¢),
obtaining the desired result. O

Remark 6 The Hypothesis 1 in Theorem 10 can be weakened. Indeed, it is not difficult to
see that if the dynamic f: [0,7] x R™ x U — R" is Carathéodory (i.e., measurable in ¢ and
continuous in (z,u)), that there exists an integrable function m € L([0,T]) such that
£t z,u) <mt),  V(tz,u) €R" xU
and that for any initial condition ¢ € R and measurable control v € U the Cauchy problem
() = f(t,z(t),u(t)), forae.te[0,T], z(0)

has a unique solution, then the conclusion of Theorem 10 remains true. This is of particular
interest regarding the following example.

19

53



Example 8 Let us check the validity of Theorem 10 for the system introduced in Example 1
with technology function given by the Cobb-Douglas production function f(K,r) = K oy ,
with o, 8 € (0,1).

Although f is not Lipschitz continuous, it satisfies the integrability condition in Remark 6
and the existence and uniqueness of solutions to the associated Cauchy problem is guaranteed.
Hypothesis 4 is satisfied for K = —]R2+ = R2 . Indeed, the function f is monotone in the state
variable, and if o + 8 < 1, it is known to be concave. Also, rewriting the constraints as

—S@t)<S* and —c(t)<cf,  wtelo,T),

we get the convexity and monotonicity for the constraint function with K = R2 . Moreover,
the controls are constrained to lie within a box. Thus, Theorem 10 applies, and we expect
the graph of the SST of this system to be convex for any time horizon, including 7' = +oo,
which is understood as the intersection of the SST's corresponding to all finite time horizons.

In fact, under the assumption a > S (otherwise the viability kernel is empty), [11,
Proposition. 3.3] provides a characterization of the Viability Kernel from which the following
description of SST for T' = 400 can be inferred:

(c4,5%) € S(Ko,S0) = So > V(Ko,cy, Sy),

where the function V is given by

1-8
V(Korep S = —— (=) 7 k7 48 (32)
05 Ct> ﬁ_a—/B 1-3 0 #

Hence, the graph of S can be written as the sublevel set
gr(S) = {(KO,SO,Cu,Su) : 0> V(Ko,Cﬁ,Sﬁ) — So} .
Now, under the conditions 0 < 8 < a < 1 and o + 3 < 1, we have
1 1-8 B—
Therefore, the function V' is linear in Sy and Sp, and the exponents associated with the
variables ¢y and K are either negative or greater than one. It follows that V' is convex, which
confirms that gr(S) is indeed a convex set.

Moreover, it also follows that V' is decreasing in both Ky and Sy, so we also verify the
monotonicity property:

(So, Ko) =gz (S0, K() = S(Sp, Ko) € S(So, Ko).

5 Continuity properties

Following the discussion in [1], we analyze the continuity properties of the SST. Con-
tinuity properties play a crucial role both practically and theoretically. On the one
hand, from a practically standpoint, they ensure that SST do not exhibit abrupt vari-
ations when the initial position changes, which is particularly relevant in the presence
of measurement errors. On the other hand, theoretically they provide ways of studying
the stability analysis of numerical schemes designed to compute the SST.

Motivated by these considerations, this section extends to the continuous-time set-
ting the results from [1] that focus on the continuity properties of the SST when viewed
as a multifunction of the initial condition. The proof we present are essentially the
same as [1], mutatis mutandis, however we provide them for the sake of completeness.
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5.1 Lower semicontinuity

We begin by studying the lower-semicontinuity of the set-valued map S : R = R™.
Recall that a set-valued map I' : R — R™ is lower semicontinuous (l1.s.c. for short)
at x € R™ if, for every y € I'(x) and for every sequence {zy }ren converging to z, there
exists a sequence {yx }ren converging to y such that yx € I'(xy) for all £ € N.

Proposition 11 If Hypotheses 1 and 2 are satisfied, then S : R™ — R™ is L.s.c.

Proof Fix an initial condition £ € R™ and an arbitrary ¢ € S(£). Let {{x}ren € R™ be
any sequence of initial conditions in dom(S) such that & — & We will prove the result by
finding a sequence {cg }ren € R™ such that ¢ € S(&) for every k € N and ¢ — ¢. Now, by
definition there exists a measurable control u such that

glt, zg (t), u(t) <, for a.e. t €0, T].
Fixing this control, consider the sequence of arcs {Jfgk,}keN C AC([0,T]; R™) obtained by
solving the differential equation with initial condition &, and control function u. Notice, that
because of the Lipschitz regularity of the dynamic, we have that a:“n — x¢ in the uniform
norm. In particular, we will have that all trajectories {z¢, (t) : k € N, ¢ € [0, T]} will lie inside
a compact set. Call this set K. Hence, we can take g to be uniformly continuous over the
compact set [0,7] x K x U. Then, for every j € N there will exist §; > 0 such that

zeK A ||$ - x?(t)” <6 = ||g(t,:c,u(t)) - g(t,x?(t),u(t))” < %, vt € [0,T7].

We remark that this estimate is uniform in ¢ € [0, 7] because of the uniform continuity of g.
Now, due to the convergence mg" — mg, from the previous estimate we deduce the existence
of N; € N such that

1 1
k>N = g(tﬁc?k (1), u(t)) < g(t,mg(t),U(t)) + 31m <c+ ;Ilm, for a.e. t € [0,T].

Finally, assuming without loss of generality that the N;’s form an increasing sequence of
natural numbers N1 < Ng <--- < N; <..., if we define

1
cp=c+ Eﬂm’ where j € N is such that k € [N}, Nj;1),
then we have that ¢y € S(&) for all & € N and that ¢ — ¢ as k — oo, concluding the
result. O
5.2 Lipschitz continuity

Building on the proof of Proposition 11, we can derive a more precise estimate for
how the thresholds vary when the constraint function g is Lipschitz continuous. By
employing a similar argument, we can in fact show that the multifunction S satisfies
a Lipschitz-type continuity property.

Recall that a multifunction I' : R™ — R™ is said to be Lipschitz continuous if there
exists a constant x > 0 such that

Vz,z' € R", T'(2') CT'(z)+ |z — 2’| B.
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Proposition 12 Assume that Hypotheses 1 and 2 hold. Suppose in addition that there exists
a constant Lg > 0 such that

llg(t, z,u) — g(t, y,w)|| < LQHx =yl V(t,u) €[0,T] x U, Va,y € R™.

Then, the SST mapping S : R"™ — R" is Lipschitz continuous of modulus kg = LgLF\/ﬁ,
where LY is the constant in (7).

Proof Let €' and €2 be two arbitrary initial conditions and choose any ¢ € S(¢ 1). We want
to prove the existence of a constant xg such that there exists a threshold ¢? € S({z) for which

llet =)l < mslle” — €71
By definition, there exists a control u € U such that
g (t,xgl (t),u(t)) <, for a.e. t € [0, 7).
Since g is Lipschitz continuous, we have
Hg (t,xgl (t),u(t)) -9 (t,xgz(t),u(t)) H < Lg Hﬂ:gl (t) — :ng (t)H <Ly ngl - :ng

Consequently, it follows that

g (t,xgz (t),u(t)) <g (t, (1), u(t)) +Lg ngl — ot

, Vtelo,T].

o0

1.

o0

Therefore,

g (t,xgz (t),u(t)) <+ L Ha:gl — g

1, fora.e. te|0,T].
o0

From (7), we have that there exits a constant L > 0 such that lzgr —22lloo < LF|et —¢2).
Then, we obtain that

g (t,:egg(t),u(t)) <+ LyLT et — €2 Lm,  for ace. t € [0,T],

and thus, we deduce that ¢! + LgL”||¢! — €21, € S(€%). The conclusion follows with
rs = LgL¥ y/m. O

Remark 7 In virtue of Proposition 2, Propositions 11 and 12 also hold if we replace S with
S; as taking the closure of a lower semicontinuous (resp. Lipschitz continuous) multifunction
preserves these properties.

Remark 8 The proofs of Propositions 11 and 12 are both based on the principle that the
same control u produces similar sustainable thresholds for similar initial conditions. Fixing
the control allows us to bypass the use of limit-taking procedures on the control variable,
which was the main difficulty in Section 3.2.

6 Conclusion

In this work, we successfully formulated and proved continuous-time analogues of the
main theoretical results available in the literature concerning the properties of the Set
of Sustainable Thresholds (SST). Particularly, our focus was on extending the line of
research initiated in [1], which was the first to study this object from the perspective
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of set-valued analysis. This required a careful adaptation of the techniques originally
employed for discrete-time systems, which prompted the use of mathematical tools
coming from the theory of differential inclusions and the monotonicity analysis of
nonlinear dynamical systems.

The contributions of this work are arranged around three central themes: the con-
ditions under which the graph of the SST is closed, the convexity of this graph under
generalized monotonicity and convexity assumptions, and the continuity properties of
the SST when viewed as a multifunction of the initial condition.

Concerning the first theme, our results introduce a new notion that is inher-
ently tied to the continuous-time nature of our framework, namely, the relazed SST.
This concept allows us to recover the closedness of the graph of the SST, a prop-
erty that fails to hold in general. A particularly noteworthy result is Proposition 7,
which addresses systems with mixed constraints. To prove this result, we adopted the
approach developed in [13], where the mixed constraint is “absorbed” into the dynam-
ics by considering the differential inclusion (21). Although problems (21) and (1) are
equivalent under mild assumptions, ensuring that the associated multifunction F, sat-
isfies suitable non-emptiness and Lipschitz-type conditions is highly nontrivial. This
typically requires stronger assumptions such as the Bounded Slope Condition. While
these assumptions are usually verified for a fixed constraint level ¢, the monotonicity
property highlighted prior to Theorem 7 enables their application even when ¢ varies.

With respect to the remaining two themes, our approach closely follows the
perspective outlined in the Discussion and Perspectives section of [1]. We provide
continuous-time extensions of the theorems they proposed concerning the convexity
of the graph and the continuity of the multifunction, adapting the proof strategies as
needed to suit the continuous-time framework.

Altogether, this work reinforces the relevance of studying the SST from a set-
valued analysis standpoint. Several promising directions for future research emerge
from this study. For instance, systems subject to fixed (non-parametrized) state con-
straints (such as non-negativity constraints) are not treated here and pose additional
theoretical challenges. In such cases, the existence of solutions can fail for a given con-
trol and initial condition, as a strategy feasible from one state may lead to a violation
of the constraints when starting from another. Another compelling direction involves
extending this framework to a Wasserstein space setting, in which the state variables
represent probability distributions modeling the (uncertain) state of the system, and
their evolution is governed by a continuity equation driven by a control velocity vector
field. Recent advances, such as [19], provide the necessary mathematical tools to begin
exploring this novel and rich area from the differential inclusion perspective adopted
throughout this work.
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