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RESUMEN

Recientemente, los espacios hiperbdlicos en el contexto de Deep Learning no euclidiano han ganado
popularidad debido a su capacidad para representar datos jerdrquicos. Este trabajo propone que es posible
aprovechar la caracteristica jerarquica presente en las imagenes mediante el uso de redes neuronales hiper-
bélicas en arquitecturas de redes generativas adversarias (GAN), lo cual mejorara el proceso de generacion.
En este estudio, se prueban diferentes configuraciones que utilizan capas hiperbélicas feedforward en las
arquitecturas GAN, CGAN y WGAN, en lo que llamamos HGAN, HCGAN y HWGAN, respectivamente.
Luego se dispone a utilizar capas neuronales hiperbélicas en la arquitectura StyleGAN2, que es una GAN
donde la red generadora se fundamenta en conceptos de transferencia de estilos. El generador de la StyleGAN
y StyleGAN?2 a diferencia de las otras arquitecturas GAN estdndar, consta de dos redes neuronales. Una de
ellas es la red de mapeo de estilo f, cuya funcidén es generar una representacion vectorial de las caracteristicas
de alto nivel de la imagen. Por ende, se implementa una version hiperbdlica de la red de mapeo para explotar
la jerarquia intrinseca de la informacidn de alto nivel de la imagen a generar. En general, la GAN hiperbdlica
o HGAN depende de cémo estén distribuidas las capas neuronales hiperbdlicas en la red y la curvatura del
espacio. De esta forma, para cada arquitectura GAN propuesta se logran mejores resultados en su version
hiperbélica propuesta que su contraparte euclidiana. Todas las arquitecturas HGAN se miden utilizando las
métricas de Inception Score (IS) y Fréchet Inception Distance (FID), y se prueban con el conjunto de datos
MNIST para las arquitecturas HGAN, HWGAN y HCGAN, y CIFAR-10 para la arquitectura StyleGAN2
con mapeo hiperbdlico.

Palabras Clave. GAN, Deep Learning, Hyperbolic Deep Learning, Poincaré Ball.
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ABSTRACT

Recently, hyperbolic spaces in the non-Euclidean deep learning context have gained popularity due to
their ability to represent hierarchical data. In this work, it is proposed that it is possible to take advantage of
the hierarchical characteristic present in the images, using neural networks through hyperbolics in adversary
generative network (GAN) architectures, which improves the generation process. In this study, different
configurations using feedforward hyperbolic layers are tested in GAN, CGAN, and WGAN architectures, in
what we call HGAN, HCGAN, and HWGAN, respectively. It is then arranged to use hyperbolic neural layers
in the StyleGAN2 architecture, a GAN where the generating network is based on style transfer concepts. The
StyleGAN and StyleGAN?2 generator, unlike the other standard GAN architectures, consists of two neural
networks. One of them is the f style mapping network, whose function is to generate a vector representation
of the image’s high-level features. Therefore, a hyperbolic version of the mapping network is implemented
to exploit the intrinsic hierarchy of the image’s high-level information to be generated. In general, the
hyperbolic GAN or HGAN depends on how the hyperbolic neural layers are distributed in the network
and space’s curvature. In this way, for each proposed GAN architecture, better results are achieved in its
proposed hyperbolic version than its Euclidean counterpart. All HGAN architectures are measured using the
Inception Score (IS) and Fréchet Inception Distance (FID) metrics and tested against the MNIST dataset for
the HGAN, HWGAN HCGAN architectures, and CIFAR-10 for the StyleGAN?2 architecture with hyperbolic

mapping.

Keywords. GAN, Deep Learning, Hyperbolic Deep Learning, Poincaré Ball.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1 Introduccion

Las arquitecturas de Deep Learning o aprendizaje profundo producen representaciones jerarquicas
o caracteristicas abstractas, a partir de los datos de entrada (Bengio et al. (2013)). En ellas, los datos se
representan en forma vectorial o tensorial, y éste es procesado a través de miultiples transformaciones no
lineales llamadas capas neuronales (Zeiler y Fergus (2014)). Las capas, poseen diferentes funciones e
interconexiones, que determinan cémo los datos son procesados y representados consecutivamente dentro
de la red. Por cada muestra de entrada, la representacion o caracteristica depende de la estructura y los
pardmetros de la red. Estos dltimos son aprendidos mediante un proceso de optimizacion de la red neuronal,
y as{ aprender los patrones de los datos de entrada y manipular su distribucién a través de la red hasta obtener
una salida con las propiedades estadisticas deseadas. En tal sentido, la relacién y patrones establecidos por la
red, se basan fuertemente sobre la suposicion, los datos de entrada pueden ser representados apropiadamente
en un espacio euclideo. De tal forma, esta suposicioén ha tenido éxito en entornos que trata con imagenes,
sonido, texto y otras sefiales las cuales presentan claramente una estructura euclidea subyacente. Sin embargo,
para datos que presentan una naturaleza no euclidea, el rendimiento de las capas tradicionales es bajo, no
obstante, se pueden esperar una mejora usando capas neuronales que exploten estas propiedades geométricas
(Bronstein et al. (2017)).

El campo del Geometric Deep Learning (Bronstein et al. (2017)), también conocido como aprendizaje
profundo no euclideo, es un nuevo acercamiento para producir representaciones en datos no euclideos
a diferencia de las redes convencionales (Wilson et al. (2014a)). En general, hay dos tipos de datos no
euclideos. Los primeros son aquellos que evidentemente no pueden ser representados adecuadamente por un
espacio euclidiano, como grafos o formas 3D. El segundo tipo son los datos tipicamente representados por la
geometria euclidiana, aunque, presentan una estructura subyacente no euclidea, tales como, relaciones ciclicas
o jerarquicas, donde, la jerarquia o la ciclicidad de los datos se puede explotar mejor a través de incrustaciones
en un espacio curvado, también llamado variedad riemanniana. En tal sentido, el concepto curvatura puede
entenderse intuitivamente analizando una superficie. De tal forma, la curvatura de la superficie corresponde
a cuanto se desvia cualquier punto de esta, a un plano tangente. Siendo asi, para espacios que presentan
curvatura constante, hay tres familias (Weisstein (2002)), aquellas con curvatura positiva o espacios elipticos,
curvatura negativa o espacios hiperbdlicos, y espacios euclideos con curvatura cero (Wolfe (2012)). En
concreto, una variedad riemanniana no mantiene el quinto postulado de Euclides (postulado de las paralelas)
(H. y L. (1996)), este postulado es equivalente a afirmar que, en un tridngulo los dngulos internos suman 180
grados (Weisstein (2002)). En cambio, dependiendo de la curvatura del espacio, la suma de los dngulos en un
tridngulo puede ser mayor que 180 para espacios elipticos y menos de 180 para espacios hiperbdlicos.

Los espacios no euclideos con curvatura constante tienen propiedades ttiles para proveer mejores
representaciones para cierto tipo de estructura en los datos. Asi por ejemplo, los espacios elipticos o esféricos
son adecuados para representar datos con una estructura ciclica (Gu et al. (2019) y Wilson et al. (2014b)). Por
otro lado, para los datos con estructura jerarquica se utilizan los espacios hiperbélicos, particularmente la
bola de Poincaré, ya que, comparte la misma estructura métrica que los arboles (Krioukov et al. (2010)).En
particular, las propiedades estructurales jerdrquicas se encuentran en el lenguaje escrito y grafos (Samei y
Jalili (2019) y Chami et al. (2019)), lo que ha motivado diferentes trabajos utilizando la bola de Poincaré,
tal como, el trabajo realizado por Tifrea et al. (2018), en el que propone una adaptacién del algoritmo
GloVe (Pennington et al. (2014)). Este tltimo corresponde a un algoritmo de incrustacién de palabras en
un espacio vectorial, cuyos vectores representan caracteristicas semanticas de la palabra, el hecho de que
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

también sea hiperbdlico entrega ademads una representacion jerarquica. De igual forma, Dhingra et al. (2018)
desarrollaron un algoritmo de incrustacién de texto en espacio hiperbélico, el cual es aprendido mediante
el uso de redes neuronales hiperbdlicas. Andlogamente, Nickel y Kiela (2017), proponen un método para
realizar incrustaciones de grafos con estructura de arbol, en una bola de Poincaré de baja dimensidn, para
lograr mejores resultados en similitud de palabras y vinculacion 1éxica (este tltimo corresponde a identificar
la relacion semdntica entre dos palabras) con el conjunto de datos WordNet (Miller (1998)). Sin embargo,
ademads de texto y grafos, existen otros tipos de datos que tienen estructuras de rbol subyacentes o latentes,
donde los espacios de Poincaré se han utilizado en menor grado. En tal sentido, las imdgenes no presentan un
comportamiento jerarquico aparente. No obstante, las imdgenes se pueden agrupar en clases debido a sus
similitudes. Estas clases también se pueden agrupar en otras clases, aumentando el nivel de abstraccién o
subiendo en una estructura de arbol. Khrulkov et al. (2020), afirman que la estructura semdntica jerdrquica de
los conceptos del lenguaje también pueden estar presente en las imagenes de esos conceptos. Un claro ejemplo
de este fendmeno se aprecia en el reino animal, donde la rama de los mamiferos presenta caracteristicas
visuales claras y se diferencia de la rama de los reptiles. Con este argumento, los autores proponen utilizar
capas neuronales hiperbdlicas, introducidas por Ganea et al. (2018), para mejorar las tareas de aprendizaje
con pocas muestras, también conocido como few-shot learning. Ademds, las redes neuronales hiperbdlicas
(HNN) han sido ttiles para los datos que exhiben anatomia latente jerarquica, ya que, aumentan la fidelidad
de la representacién de los datos, con menos distorsion y dimensionalidad.

Al igual que en las incrustaciones vectoriales, se han empleado espacios hiperbdlicos para mejorar las
tareas de generacién mediante aprendizaje profundo, tanto en texto como en imigenes. Asi, por ejemplo Dai
et al. (2020) desarrollaron un modelo de generacion de texto en el espacio hiperbélico, utilizando una versién
del codificador automadtico variacional (VAE) en este espacio, el cual permite representar jerarquicamente
imagenes en la bola de Poincaré como en los trabajos de Mathieu et al. (2019) y Nagano et al. (2019). En
concreto, la arquitectura VAE se utiliza para aprender representaciones eficientes y también para la generacion.
Sin embargo, la arquitectura mas popular para las tareas de generacion de imdgenes son las redes generativas
adversarias (GAN).

Las GAN’s constan de dos redes que participan en un juego adversario durante su entrenamiento. Esta
arquitectura se compone de una red neuronal generador que elabora una salida similar al conjunto de datos
de entrenamiento, y una red neuronal discriminador que diferencia entre los datos reales y generados. El
generador se entrena de forma no supervisada, evaluando su salida con el discriminador, con el objetivo de
confundir a este dltimo. Por el contrario, el discriminador es entrenado de forma supervisada para diferenciar
las iméagenes reales de las falsas. Una vez que se hayan entrenado ambas redes, el generador puede producir
datos similares al conjunto de datos, pero con variaciones originales, sélo a partir de una entrada de ruido.
A causa del buen desempefio de las arquitecturas GAN, existen multiples variaciones y modificaciones de
la GAN original. No obstante, hasta donde se sabe, no existe una aplicacién del espacio hiperbdlico en
estas arquitecturas que tenga como objetivo explotar las caracteristicas jerdrquicas de los datos, como en la
arquitectura VAE.

La propuesta o hipdtesis de la presente tesis consiste en aprovechar las caracteristicas jerarquicas
presentes en las imdgenes mediante el uso de redes neuronales hiperbdlicas, para mejorar el desempeifio de la
arquitectura GAN. De este modo, se puede lograr una mejor calidad y diversidad en las imdgenes generadas.
El objetivo de la tesis consiste en implementar las versiones hiperbdlicas de diferentes arquitecturas GAN,
como lo son: GAN de Goodfellow et al. (2014), WGAN-GP de Gulrajani et al. (2017), CGAN de Mirza y
Osindero (2014) y StyleGAN?2 de Karras et al. (2020). En cada caso, se realizan experimentos con diferentes
arreglos y combinaciones de capas neuronales euclideas e hiperbdlicas y de valores de curvatura del espacio,
donde, se espera mejorar el rendimiento de las arquitecturas originales. Estas se miden mediante las métricas
para modelos generativos Inception Score y Fréchet Inception Distance.

La tesis se divide en 6 capitulos. En primer lugar, el capitulo 2 detalla algunos conceptos de Deep
Learning, necesarios para el desarrollo de la tesis. El capitulo 3 introduce y explica brevemente las arquitectu-
ras GAN’s implementadas en los experimentos. El capitulo 4, explica los conceptos clave de espacios no
euclideos y especificamente espacios hiperbdlicos, ademds de introducir las capas neuronales hiperbdlicas
utilizadas para el desarrollo de la GAN hiperbdlica. El capitulo 5, se detalla el acercamiento original de la
tesis, donde se especifican los experimentos y metodologias propuestas para probar la hipétesis. Finalmente,

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Electrénica 2



CAPITULO 1. INTRODUCCION

el capitulo 6 contiene las conclusiones obtenidas a partir del desarrollo de la tesis.
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CAPITULO 2. DEEP LEARNING

2 Deep Learning

El aprendizaje profundo o Deep Learning Goodfellow et al. (2015) corresponde a un conjunto de
algoritmos inspirado en las redes neuronales del sistema nervioso, el cual en los dltimos afios ha revolucionado
la industria, informadtica y electrénica, realizando tareas que se atribuyen a las personas y que hasta hace
poco eran imposibles para una méaquina. Por ejemplo, en la competencia de clasificaciéon de imagenes
ImageNet Deng et al. (2009), las técnicas basadas en redes neurales han liderado durante la tdltima década,
superando incluso el desempefio humano. En la actualidad, existe una gran variedad de problemas que se
han automatizado gracias al aprendizaje profundo, tales como, el reconocimiento de facial, reconocimiento
del habla, convertir texto a voz, transcripcién de manuscritos, traduccién de idiomas, asistentes digitales,
diagnésticos médicos, manejo de automéviles, etc.

El aprendizaje profundo se enmarca dentro de lo que se conoce como Machine Learning o aprendizaje
de miquinas, y su funcionamiento consiste en extraer y reconocer patrones en los datos de forma automética
y secuencial, utilizando una gran cantidad y variedad de operaciones tensoriales llamadas capas. Estas
operaciones o capas dependen de sus parametros internos, y en general las capas poseen muchos de estos
pardmetros, pero existen capas con pocos pardmetros o incluso ninguno, y que cumplen funciones de
regularizacion o estabilidad. Los pardmetros de la capa se modifican mediante un proceso de optimizacion
basado en gradiente sobre una funcién de costo, donde esta depende ya sea del marco de trabajo, el problema
a resolver, el modelo, los datos o el algoritmo. La salida de la capa es una representacién tensorial de la
informacién procesada, la cual se denomina mapa de caracteristicas.

En este capitulo veremos los conceptos clave del aprendizaje profundo. Primero revisaremos lo
que se denomina como FeedFordward Networks o Multilayer perceptron Nazzal et al. (2008), que
corresponde a modelos sencillos de procesamiento neuronal basado en las redes neuronales bioldgicas.
Luego se describira el algoritmo backpropagation, necesario para entrenar los modelos de aprendizaje
profundo. Se explicardn los algoritmos de optimizacién basados en gradiente que corresponden a SGD
(Zinkevich et al. (2010)) y el algoritmo adaptativo Adam (Kingma y Ba (2017)). Luego métodos clasicos de
regularizacion tales como sanciéon por norma de parametros o también conocido como decaimiento de
pesos, y capas de regularizaciéon como Normalizacion de lote (Batch Normalization) y Dropout. Finalmente
se revisaran las Redes Convolucionales, que corresponden a otro tipo de capas neuronales especializadas
para el procesamiento de imédgenes.
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2.1. FEEDFORWARD NETWORKS CAPITULO 2. DEEP LEARNING

Input Hidden Ouput
layer layer layer

Figura 2.1: Representacion red Feedforward, se aprecia que la red consiste en un grafo dirigido, donde los vectores
resultantes corresponden a los nodos y las matrices de peso la matriz de afinidad.

2.1. FeedForward Networks

Las redes neuronales FeedForward o redes neuronales prealimentadas, son los primeros y mas
sencillos modelos de redes neuronales artificiales. En este tipo de red neuronal la informacién fluye hacia
adelante y no existe feedback. El objetivo de una red feedforward es aproximar alguna funcién y = f*(x),
donde x es el vector de entrada e y el vector de salida, esto sirve para regresion o clasificacion. La red
feedforward define una funcién $ = f(x, 6), donde 6 son los pardmetros de la red, que se aprenden de forma
tal para aproximar la funcién f*.

El modelo de red neuronal feedforward se construye mediante la composicién en cadena de capas
feedforward. Cada capa toma la salida de la capa anterior para generar una salida y a su vez, esta pasa por otra
capa hasta alcanzar la capa de salida, como se aprecia en la figura 2.1. Tomemos por ejemplo tres funciones o
capas f1, f@y f® conectadas en cadena, lo que constituye una composicién de las funciones, de la forma
fx) = fOFC(FD(x))). Este tipo de estructuras es la mas comtn al construir redes neuronales. En el caso de
fD, se denomina primera capa, f®, segunda capa, y asi sucesivamente. Al largo de la cadena completa se
le denomina profundidad de la red y la dltima capa del modelo se conoce como capa de salida. Durante el
entrenamiento, el algoritmo busca que el modelo f(x) imite una funcién de blanco f*(x). A diferencia de
algunos modelos de aprendizaje de maquinas o identificacién de sistemas, la funcién objetivo no se tiene de
forma explicita, mas bien, se tiene un conjunto de ejemplos de x y el valor y = f*(x), que corresponden al
conjunto de entrenamiento, donde x es la entrada e y la salida, para el problema de clasificacion y es conocido
como la etiqueta. El comportamiento de las capas intermedias, es decir, las capas que no son ni de salida ni de
entrada, no estd previamente definido por los datos del conjunto de entrenamiento, al contrario, el algoritmo
de aprendizaje debe decidir cémo usar cada capa y encontrar la mejor implementacién que modele f*(x).
Debido a que de las capas internas, el usuario no tiene conocimiento de los valores de los parametros, y que
estas se modifican segun el algoritmo de aprendizaje, son llamadas capas ocultas.

Las capas feedfordward consisten en una transformacion afin y una posterior funcion de activacién no
lineal. Existe una gran variedad de funciones de activacion, con diferentes propiedades y usos, la eleccién de
que funcién de activacion debe tener una capa depende de los resultados empiricos y el tipo de dato que se
esté procesando. La ecuacién 2.1 muestra la salida z de una capa en funcién de la entrada x:
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z=F(Wx +b) 2.1)

N
Zi = F ZW,‘j.Xj-i-b,‘
J=1

Donde w;; corresponden a los valores i-ésimos y j-ésimos de la matriz de pesos W, y b; valor i-ésimos
del vector de sesgo b, x; es el valor j-ésimo del vector de entrada, F la funcién de activacién y z; el valor
i-ésimo del vector de salida de la capa o mapa de caracteristicas. Cabe destacar que tanto W y b corresponden
a los pardmetros internos de la capa los cuales son aprendidos. Conectando varias capas, consecutivamente se
obtiene un modelo profundo feedforward, y dependiendo de la profundidad del modelo es la capacidad para
representar funciones no lineales que modelen la interaccién de la entrada y la salida.

2.1.1. Funciones de Activacion

Existe una gran variedad de funciones de activacién empleadas en modelos de aprendizaje profundo,
que debido a su naturaleza no-lineal permite a los modelos de feedforward no colapsar a una funcién
lineal(Goodfellow et al. (2015), cap 6) . Inicialmente, las activaciones sigmoides o(-) y tangente hiperbdlica
tanh(-) eran ampliamente utilizadas, y estdn relacionadas segtn tanh(z) = 20(2z) — 1. La funcién sigmoide
se utiliza debido a que es la versién continua y diferenciable del escalén unitario y, de la misma forma, la
funcién tangente hiperbélica con la funcién signo, que ademds son bioinspiradas. En la actualidad, estas
funciones de activacion han bajado su popularidad y uso en el campo de procesamiento de imagenes, debido
a que, para valores muy positivos y negativos del argumento las funciones alcanzan un valor constante,
provocando que el gradiente se desvanezca y en consecuencia genera un pobre comportamiento en la etapa
de entrenamiento.

En los dltimos afios, la funcién de activacién mads utilizada en modelos de aprendizaje profundo
corresponde a la Rectified Linear Unit o ReLU, debido a su simpleza y bajo costo computacional, que
se traduce en modelos muy profundos y mayor velocidad de procesamiento tanto en inferencia como
entrenamiento. Gracias a la simpleza de la ReLU, la derivada es ficil de calcular, ademds no existe el
problema de que el gradiente se estanque en la parte positiva, favoreciendo su calculo y la aplicacién. Sin
embargo, la ReLU entrega un valor cero para cualquier valor negativo, lo que provoca problemas con el
gradiente. Debido a este problema, se propone la funcién de activacién leaky ReLU, el cual consiste en la
ReLU pero con la parte negativa como una recta de menor pendiente. Finalmente, tltimas propuestas ocupan
la denominada Parametric ReLU, el cual deja como pardmetro la pendiente de la recta para valores negativos,
por ende, corresponde a una version generalizada que abarca tanto la ReLU como la leaky ReLLU. Todas las
funciones mencionadas se detallan en la tabla 2.1.
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Nombre Ecuacién grafico
. _J0 x<0
Escal6n fx) = {1 >0
L
/
. . _ _ 1
Sigmoide ) =0(x) = 7=
Tangente hiperbolica f(x) = tanh(x) = &2
0 x<0
RelLU fx) = {x >0°" max{0, x}
0,01x x<0
Leaky ReLU f(x) = { + >0
Parametric ReLU fla,x) = ax x<0
V=1 x x20

Tabla 2.1: Tabla resumen de las principales funciones de activacién. Source: By Laughsinthestocks - Own work, CC
BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=44920533.

2.2. Backpropagation

Backpropagation o "propagacién hacia atrds.® el algoritmo clave para entrenar redes neuronales
basado en gradientes. Cuando se usa un modelo de redes neuronales feedforward, mediante una entrada x
se produce una salida y, la informacién fluye hacia adelante de la red. Este proceso se llama propagacién
hacia adelante. Durante el entrenamiento, se tiene el ejemplo (x, y), donde x es la entrada del modelo e y la
etiqueta, se realiza la propagacion hacia adelante con x para obtener la salida del modelo J, con este dltimo y
la etiqueta y se calcula un costo escalar J(6), donde 6 son los pardmetros internos de la red. Esto se aprecia en
el algoritmo 1. El algoritmo de propagacién hacia atrds, calcula los gradientes de los pardmetros de cada capa,
mediante un flujo de informacion inverso o hacia atrds, desde el valor de costo J(6) hasta la entrada x. Esto se
realiza con el cdlculo analitico de la expresion del gradiente en cada capa, utilizando consecutivamente la
regla de la cadena que se evalia numéricamente de manera que el célculo sea eficiente, como se ilustra en el
algoritmo 2.

La funcién de costo J(6) depende de una funcion de pérdida: L(9, y), ademas de los términos de
regulacién. La funcién de perdida es una métrica que indica cuanta diferencia existe entre los valores reales y
la prediccién $. Esta depende de la aplicacion, por ejemplo, en problemas de regresion es natural ocupar el
error cuadratico medio como funcién de pérdida. Para entender como el algoritmo calcula los gradientes de
los vectores internos del modelo, es necesario recordar algunos conceptos claves de cdlculo como regla de la
cadena y su respectiva generalizacién en R”.
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Definicion 2.2.1 (Regla de la Cadena). Sea x un nimero real, y sea f y g ambas funciones son de R — R.
Supongamos y = g(x) y z = f(g(x)) = f(y), entonces la regla de la cadena establece que:

dz dzdy
— = ——= 2.2

dx dydx 2.2)
Definicion 2.2.2. (Generalizacion vectorial de regla de la cadena) Sea x € R™, y € R”, y las funciones
g:R" > R'y f:R" - R.Siy = g(x)y z = f(x), entonces el gradiente de z respecto al vector x, V,z,
Donde g—i es la matriz Jacobiana n x m de g y (-)7 la operacién transpuesta. es igual a:

ady T 0z 0z dy;
Viz=|=]| Vyz= —= ) —— 2.
¢ (8x) ¥ Ox; Zj: dy; 0x; 23)

Los algoritmos 1 y 2, son ejemplos para el caso de redes neuronales feedforward. Los modelos de
aprendizaje profundo utilizan también capas otros tipos de capas como las convolucionales o recurrentes,
capas de regularizacién ya sea normalizacion de lote y Dropout, o de concatenaciones u otro tipo de
operaciones. Para la implementacidn real de estos algoritmos, se utilizan grafos de procesamiento, que es el
concepto basico de todas las librerias de aprendizaje profundo, como lo son Tensorflow, Torch, MxNet, etc.
Sin embargo, la idea es la misma, generar la salida del modelo a partir de los datos de entrada, a través de
un paso forward, para posteriormente calcular los gradientes mediante la versién de backpropagation para
grafos de computacién, que también se basa en la regla de la cadena.

Algorithm 1 Propagacién hacia adelante de un modelo feedforward y calculo de funcién de costo. La funcién
de perdida L(J,y), el cual depende de la salida de la red y y la etiqueta y. El costo total J se considera la
funcién de perdida mas un termino de regularizacion Q(6), donde 6 consiste en los pardmetros de la red
(pesos y sesgos).

Require:
Red Neuronal de profundidad d
W@ i e(l,..,d}, las matrices de pesos del modelo
b, i e {l,..,d}, los vectores de sesgo del modelo
f9,ie{l,...,d}, las funciones de activacién del modelo
x, la entrada del proceso
y, etiqueta u objetivo

hO =

1:

2. fork=1,...ddo

3 a® = p® 4 Wk pk=1)
4 B = f® (a(k))

5: end for

6 9 =hd

7

: J=L(G,y) + 1Q(0)
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Algorithm 2 Propagacion hacia atras para el algoritmo 1. El algoritmo de backpropagation calcula los
gradientes de las activaciones a® para cada capa k, desde la capa de salida hacia la primera capa oculta. Los
gradientes indican como cambiar los pardmetros de cada capa para reducir el error o el valor de costo J. Con
los gradientes calculados es posible realizar métodos de optimizacion basado en gradiente

Después del cdlculo hacia adelante de la red neuronal, se calcula el gradiente de la capa de salida:
I: g < VyJ = V};L@, y)
2. fork=d,d-1,..,1do

Convierte el gradiente de la capa e salida al gradiente previo de la funcién no lineal(multiplicacion
elemento a elemento ®, debido a que la funcidn no lineal se aplica elemento a elemento):
3 gVl =g0f(a®)

Célculo de gradiente de los pesos y los biases (incluido el termino de regularizacién):
4 Viwd = g + AV,0Q(0)
5: Vwwd = g + AVywQ(0)

Propagar los gradientes con respecto a las siguientes activaciones de las capas ocultas de niveles mas
bajos:
8 «— Vh(k—l).] = W(k)Tg
7: end for

2.3. Optimizacion

El proceso de entrenamiento de un modelo de aprendizaje profundo consiste en resolver un problema
de optimizacién. La optimizacién consiste en buscar los pardmetros internos 6 del modelo, que obtengan un
bajo costo J(). Principalmente, los algoritmos de optimizacion utilizados se basan en descenso estocdstico
de gradiente (SGD: Stochastic Gradient Descent), estos mueven los pardmetros en contra de la direccion
del gradiente, es decir, sigue la direccién de la bajada mds pronunciada del costo. Si bien, esto resulta
obvio, existen muchas dificultades practicas debido a que entrenar un modelo de aprendizaje profundo es un
problema no convexo y de alta dimensién. Por ende, se encuentran facilmente minimos locales y puntos de
silla. Como el entrenamiento es un proceso con bastante costo computacional y de tiempo de procesamiento,
es necesario que los optimizadores sean capaces de adaptarse a regiones dificiles, con puntos de alto gradiente
y otros de bajo, los cuales pueden provocar inestabilidad numérica o bien estancar la bisqueda en minimos que
no son globales. Una mala eleccién del optimizador o los pardmetros de este, entregard un pobre desempefio
en el entrenamiento. En consecuencia, el modelo no cumplira con los estdndares deseados.

2.3.1. Descenso de Gradiente Estocastico (SGD)

El Descenso de Gradiente Estocéstico o Stochastic Gradient Descent (SGD) y sus variantes, son
los optimizadores mds utilizados en modelos de aprendizaje de miquinas y aprendizaje profundo. Este
optimizador tiene un pardmetro fundamental para su funcionamiento, que corresponde a la tasa de aprendizaje,
la cual escala el gradiente para regular el tamafio de los pasos. En la préctica, la tasa de aprendizaje se programa
para que vaya decreciendo mientras avanza las iteraciones, ya que cuando el entrenamiento se encuentra en un
estado avanzado es necesario pasos mds cortos. Se denota estocdstico, debido a que resulta intratable estimar
el gradiente de todo el conjunto de datos de entrenamiento, es por ello que se entrena mediante pequefios lotes
de datos, el cual se denomina minibatch training. Estos lotes son muestras del conjunto de datos escogidos de
forma aleatoria y de tamafio fijo, como se ilustra en el algoritmo 3.
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Algorithm 3 Descenso de Gradiente Estocastico (SGD)

Require:
Tasa de aprendizaje €.
Pardmetros iniciales 6.
Modelo de aprendizaje profundo D(-, 6).

1: while Criterio de detencién no se cumpla do
2: Lote de datos de tamafio m, a partir del conjunto de entrenamiento {x('), - x(’”)} con las etiquetas

correspondientes y®.

3: Calculo del costo: J()® « L(D(x?, 6),y?) + Q(6)

4 Estimaci6n del gradiente (Backpropagation): § — 1V, 3, 7(9)?)

5: Calculo de delta: A < —€g > Parte Optimizacién
6: Actualizar pardmetros:6 < 6 + Af

7: end while

2.3.2. Descenso de Gradiente con Momento

Si bien el optimizador SGD presenta buenos resultados en el entrenamiento, el proceso de bisqueda
es lento. Es por ello, que se incluye el concepto de momento con el objetivo de acelerar el aprendizaje,
especialmente para regiones con alta curvatura y de gradientes pequefios o ruidosos. El momento es un
concepto de la fisica clésica, el cual indica la cantidad de movimiento de un objeto, éste depende inicamente
de su velocidad v y de su masa m. Las fuerzas externas pueden modificar el momento, lo que conlleva a un
cambio en su velocidad y desplazamiento. La analogia de fuerzas externas de la fisica cldsica a aprendizaje
profundo corresponde al gradiente, el cual modifica la velocidad de caida (desplazamiento a regiones con
bajo valor de costo), que posteriormente cambiard el desplazamiento que en este caso son los parametros 6.
Para integrar este concepto al algoritmo SGD, el cual se detalla en el algoritmo 4, se agrega una variable v de
velocidad, esta depende de la velocidad anterior y del gradiente mediante un decaimiento exponencial. El
parametro « € [0, 1) determina la contribucién de la velocidad, y la tasa de aprendizaje la contribucién de los
gradientes, como se ve en el algoritmo 4.

Algorithm 4 Descenso de Gradiente con Momento: Parte Optimizacién

Require:
Tasa de aprendizaje €.
Hiperparametro « € [0, 1).
Pardmetros actuales 6.
Estimacion del gradiente 2.
Velocidad actual v.

1: Actualizar velocidad: v < av — €@
2: Actualizar pardmetros: 6 < 6 + v

2.3.3. Algoritmo Momentos adaptivos (Adam)

La tasa de aprendizaje es el hiperparimetro que posee mayor influencia en como las redes neuronales
aprenden. Por ende, escoger una tasa de aprendizaje resulta en la tarea mas importante después de obtener
un conjunto de datos de entrenamiento saneado y disefiar un modelo. Buenos modelos fallan con una mala
eleccion de la tasa de aprendizaje. Es por esto, que es necesario disefiar optimizadores capaces de adaptar
la taza de aprendizaje con respecto a la regién de bisqueda mientras entrena. AdaGrad por sus siglas en
inglés (Adaptative Gradients), posee propiedades tedricas deseables para optimizacién convexa, y es un
gran acercamiento para resolver el problema. El optimizador controla la tasa de aprendizaje mediante la
acumulacion del histérico de los gradientes al cuadrado, r, que inicialmente es cero. Como se aprecia en
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Algorithm 5 AdaGrad: Parte Optimizacién
Require:
Tasa de aprendizaje e.
Constante pequeia &, alrededor de 1077, para estabilidad numérica.
Pardmetros actuales 6.
Estimacion del gradiente 2.
Acumulacién gradientes actual r, inicialmente O.

1: Acumulacién gradientes al cuadrado: r < r+ g0 g

o - e N
2: Calculo actualizacion: A8 « v 0¥

3: Aplicar actualizacién: 6 < 6 + Af

Algorithm 6 RMSprop: Parte Optimizacién

Require:
Tasa de aprendizaje €.
Constante pequefa &, alrededor de 1077, para estabilidad numérica.
Coeficiente de decaimiento exponencial p
Parametros actuales 6.
Estimacioén del gradiente g.
Acumulacién gradientes actual r, inicialmente O.

1: Acumulacién gradientes al cuadrado: r < pr+ (1 —p)g © g

.y . e N
2: Calculo actualizacién: A9 « v OF 4

3: Aplicar actualizacién: 6 < 6 + A6

algoritmo 5.

Sin embargo, AdaGrad presenta problemas en regiones no convexas, ya que, existe un prematuro
decrecimiento de la tasa de aprendizaje antes de caer en una regién convexa. Esto reduce la efectividad de la
tasa de aprendizaje. Para resolver este problema, el optimizador RMSprop el cual es una modificacion de
AdaGrad, en lugar de usar todo el histérico de los gradientes usa un promedio con decaimiento exponencial
para descartar el histérico que estd muy en el pasado.

Finalmente, Kingma y Ba (2017), proponen el optimizador de momentos adaptivos o adaptive
moments (Adam), que corresponde a la combinacién de RMSprop con SGD momentum, pero con pequefias
distinciones, véase algoritmo 7. Primero, se estiman los momentos de primer y segundo orden del gradiente
mediante un decaimiento exponencial controlado por los hiperpardmetros p; y p2, cuya entrada es el gradiente
al cuadrado, donde ambos momentos inicialmente son 0. Segundo, Adam incluye una correccién de sesgo
para estimar ambos momentos de primer orden y el momento de segundo orden, a diferencia de RMSprop
donde este puede tener un alto sesgo en etapas tempranas del entrenamiento. Adam es mucho mas robusto
en la eleccion de los hiperpardmetros, aunque igualmente es necesario una correcta eleccion de la taza de
aprendizaje.
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Algorithm 7 Adam: Parte Optimizacién

Require:
Tasa de aprendizaje e.
Pardmetros actuales 6.
primer y segundo momentos actuales s y r, ambos incialmente 0.
Tazas de decaimiento exponencial para estimacién de momentos p1, o € [0, 1).
Constante pequefia o, alrededor de 1077, para estabilidad numérica.

Aplicar actualizacién: 6 < 6 + A6

Calculo actualizacion: AG «— —e

1: Actualizacién sesgada de estimacién momento de primer orden: s < pys + (1 —p1)g© &
2: Actualizacién sesgada de estimacién momento de primer orden:r « pyr + (1 —p2)g© @
3: Correccién de sesgo estimacién momento primero orden: § «— ﬁ

4: Correccién de sesgo estimacién momento segundo orden:7 « ﬁ

5:

6:

2.4. Regularizacion

Uno de los principales retos en el drea de aprendizaje de maquinas, es encontrar algoritmos tales que
tengan buen desempefio tanto en el conjunto de datos de entrenamiento como con datos nuevos nunca antes
vistos. Es por ello que en muchos algoritmos de aprendizaje de maquinas se divide el conjunto de datos total
en dos conjuntos, el conjunto de entrenamiento y el conjunto de prueba cuya proporcidon generalmente es de
80-20. Conceptos como overfitting (sobre ajuste) o underfitting (bajo ajuste) entran en juego. El overfitting
ocurre cuando el modelo presenta un excelente desempefio en el conjunto de entrenamiento, pero un pobre
desempefio en el conjunto de prueba. Cuando este fenémeno ocurre, muchas veces se dice que el modelo
estd modelando el ruido del conjunto de entrenamiento. Por otro lado, underfitting es el concepto contrario,
es decir, pobre desempefio en el conjunto de entrenamiento, pero aceptable en el conjunto de prueba. Si se
juntan ambos conceptos en una sola métrica, se identifica una curva en forma de U, alto overfitting implica
bajo underfitting y viceversa. Por ende, es necesario encontrar el punto en el cual el modelo se comporte bien
tanto el conjunto de entrenamiento como el conjunto de prueba.

Los modelos de aprendizaje profundo o de redes neuronales artificiales no quedan fuera de esto,
donde, el poder de prediccion de un modelo estd relacionado directamente a la cantidad de pardmetros y a su
profundidad. Por ende, modelos con muchos pardmetros tienden a caer en el overfitting, y modelos con pocos
en underfitting. Existen diversos métodos para tener un modelo de gran cantidad de pardmetros sin caer en el
overfitting, manteniendo asi, el poder de prediccion del modelo hasta cierto grado.

2.4.1. Sanciones por Norma de los parametros

Muchas de las técnicas de regularizacion se basan en reducir la capacidad del modelo. La técnica
consiste en agregar una sancién por la norma de los pardmetros Q(6) a la funcién de costo u objetivo J,
obteniendo una nueva funcién de perdida J:

J(0:;X,y) = J(6; X,y) + aQ(H) 2.4)

Donde a € [0, c0) es el hiperparametro que escala la contribucién de la sancién de norma Q. Cuando
a es cero, se tiene la funcién de pérdida original, y para valores grandes de «, indica que existe mucha
penalizacidn. Cabe destacar que s6lo se penaliza los pesos del modelo, mientras que los términos de sesgo se
mantienen sin regularizacion.

Las normas mds comunes para la penalizacién son la norma L' y L?, donde la norma L? es conocida
como decaimiento de pesos. El termino de regularizacién que se adhiere es de forma cuadratica, cabe
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destacar que en otras dreas de investigacion se relaciona con la energia. El decaimiento de pesos provoca que
los pesos se encuentren cerca de origen, independiente del signo. Por otro lado, la norma L' corresponde
a la suma de los pesos en valor absoluto, esto provoca que las matrices de pesos sean ralas. Ralo significa
que muchos valores de la matriz sean igual a cero, lo que reduce el costo computacional. Las estrategias de
regularizacién L? y L', se ilustran en las ecuaciones (2.6) y (2.5) respectivamente.

JW: X, y) = J(6; X, y) + %WTW 2.5)
JOW: X,y) = J(8: X.y) + ol WIl; 2.6)

2.4.2. Dropout

El Dropout es un método de bajo costo computacional, que permite regularizar una gran cantidad
de familias de modelos. Esta técnica se basa en el método de bagging, el cual consiste en definir £ modelos
diferentes, construir k conjuntos de datos mediante el muestreo del conjunto de entrenamiento con reemplazo,
para finalmente entrenar cada modelo i con cada conjunto de datos i. Un ejemplo de implementacién del
bagging es el algoritmo Random Forest. Sin embargo, para los modelos de aprendizaje profundo el método
de bagging resulta poco prictico y excesivamente caro. La técnica Dropout entrega una aproximacion barata
para entrenar y evaluar un conjunto de bagging de una cantidad exponencial de modelos de redes neuronales.
El Dropout se implementa mediante una capa ubicada después de una capa de activaciones, cuya funcién es
ignorar ciertas unidades que son elegidas aleatoriamente. Ignorar se refiere a que la unidad no es considerada
tanto en la etapa de forward, como la de backward, como se aprecia en la figura 2.2 .

(a) Red feedforward sin Dropout. (b) Red feedforward con Dropout.

Figura 2.2: Ejemplo del funcionamiento de las capas Dropout.

Al momento de entrenar, la capa de Dropout multiplica elemento a elemento la capa de activacién
previa con una mascara que implementa un proceso de Bernoulli, que toma valores 0 o 1 con probabilidad
py 1 — prespectivamente. El Dropout obliga a todas las neuronas de la capa a aprender, debido a que las
neuronas que estan apagadas no aportaran en la activacion resultante. Por ende, el resultado final de la red
depende de las neuronas activadas, lo cual es aleatorio. Una vez entrenado, se ocupan todas las activaciones,
pero estas se reducen por un factor igual a la probabilidad del proceso de Bernoulli 1 — p, que corresponde al
promedio de las activaciones prendidas durante el entrenamiento.

2.4.3. Normalizacion de lote (Batch Normalization)

El algoritmo de normalizacion de lote, al igual que el Dropout, es uno de los mas utilizados para
la regularizacién de modelos de aprendizaje profundo. Esto se debe a que ademads de regularizar, estabiliza
la entrada a las capas neuronales, permitiendo ocupar optimizadores con tasas de aprendizaje mas altas.
El algoritmo de normalizacién de lote se implementa mediante una capa que se conecta antes de la capa
neuronal, el cual emplea una normalizacién estadistica provocando que la salida se asemeje a una distribucién
gaussiana de media O y varianza 1. Sea H un lote de datos de mapa de caracteristicas de la capa a normalizar,
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que posee estructura de tensor, donde cada elemento del tensor corresponde a un mapa de caracteristicas. El
procedimiento es el siguiente:

Hi—
Hy = =L 2.7
agj

donde u es el tensor que contiene el promedio de cada unidad y o es el vector que con la desviacion
estdndar de cada unidad. Los vectores ¢ y o se aplican por cada fila del tensor H. Dentro de 1la fila, la
aritmética es elemento a elemento, es decir, H;; se normaliza substrayendo y; y dividiendo por o ;. Los
vectores y y o se calculan en cada paso en el entrenamiento, también estos pueden ser aprendidos durante el
entrenamiento.

1
ui= ) Hi 2.8)

1
0y =[5+ — > (Hi— i 2.9)

Donde § es una constante positiva igual a 1078 para estabilidad numérica, debido a que el gradiente
de +/z no esté definido cuando z = 0.

2.5. Redes Convolucionales

A partir de las redes feedforward, existen diversas variaciones dependiendo de la topologia de los
datos. En principio la redes feedforward procesan la informacién representada de forma vectorial, existen
versiones tensoriales para procesar mds dimensiones, pero el costo computacional es elevado debido a la
cantidad de conexiones y operaciones. Es por ello que dependiendo del problema se han disefiado nuevas
capas bio-inspiradas en las células neuronales especializadas en vision. En esta seccién se introducen las
redes neuronales convolucionales ideales para procesar iméagenes.

Feature maps

.,
*., Output
»

Convolutions Subsampling Convolutions Subsampling  Fully connected

Figura 2.3: Implementacion tipica de una red neuronal convolucional. Source: By Aphex34 - Own work, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45679374

Las redes convolucionales son especializadas en procesar datos en forma de grilla. Por ejemplo, grillas
1-D como series de tiempo, grillas 2-D imdgenes y grillas 3-D videos. Como su nombre lo indica, las redes
convolucionales se basan en la operaciéon matemadtica de la convolucién, dependiendo de la dimensién de la
grilla es la convolucién que se emplea. La convolucién es una operacién sobre dos funciones de argumentos
reales, supdngase que se posee una sefial x(#) contaminada con ruido, una solucién comtn es filtrar esta sefial
mediante un filtro que elimine las bandas de frecuencia donde se encuentra el ruido. El proceso de filtrar
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corresponde a realizar la convolucién entre la sefial x(¢) y la respuesta impulso del filtro w(f) (la salida del
filtro a una entrada impulso). La salida filtrada resultante es igual a:

s(t) = (x=w)(¥) = fx(a)w(t —a)da (2.10)

Este ejemplo corresponde a dos sefiales continuas. En la prictica las sefiales que se tienen son
representaciones discretas del mundo continuo, ya que se obtienen mediante el muestreo y conversion digital,
para luego ser procesadas mediante un computador. Es por ello, que se debe utilizar la version discreta de la
convolucién la cual se define de la siguiente forma:

o

s() = (x*w) = Z x(a)w(t — a) (2.11)

a=—o0o0

En términos de redes convolucionales, x(f) corresponde a la entrada, s(f) se denomina mapa de
caracteristicas y w(?) kernel de la convolucién. La entrada generalmente es un tensor de datos y el kernel
es un tensor de parametros de la capa neuronal, los cuales son modificados durante el entrenamiento. Esto
implica que muchos términos de la suma infinita son cero, debido a que los tensores tienen tamafo fijo, en
consecuencia se acota la suma para los términos de los tensores. Finalmente, la definicién de convolucién se
puede extender a mas dimensiones. Por ejemplo, si la entrada es una imagen 1, entonces el kernel K serd de
dos dimensiones al igual que la salida.

S, j) = I *K), j) = Z Z I(m,m)K(i — m, j — n) (2.12)

m

Por razones practicas, muchas librerfas de aprendizaje de maquina implementan la convolucién
como la correlacién cruzada. Ademads, la salida se restringe sélo a las posiciones donde el kernel cabe
completamente en la imagen, como se ve en la figura 2.4. La correlacién cruzada se define como:

S, j)=UxK)Gi, )= D. > 1 +m, j+m)K(m,n) (2.13)
50 5 7 Y o
OOAR @ [ [1[4]314 1
ofojolrfrf1]o 1o]1 (1[2{4]3]3
ofoJo[Tl+fo 0]« [o]1 = [1]2]3]4[1
oflo[t]1]ofo[0}. [1]o]1 1/3[3]1
of1]1]olofofo 3|3]1]1]0
'1|/1|ojofo]Oo]O

Figura 2.4: Ejemplo de implementacion de la operacién convolucion dentro de una red neuronal convolucional. Source:
https://rohanverma.net/blog/2018/10/14/convolutional-neural-network-basics/

La convolucién aprovecha tres ideas importantes que ayudan a mejorar el rendimiento de los sistemas
de aprendizaje de mdquinas: interacciones escasas, compartir parametros y representacion equivariante,
ademds, permite trabajar con entradas de tamafio variable. La interaccion escasa se refiere a que los kernels
son mas pequefios que las imagenes de entrada, es por ello que requieren menos memoria para almacenarlos
y ademds consumen menos potencia de computo. Estas mejoras en la eficiencia del algoritmo son muy
importantes. En una red feedforward donde el tamafio de la entrada es m y la salida n, la multiplicacién
matricial tiene una complejidad computacional de O(m X n). Como los kernels son mas pequefios que las
matrices de peso, de tamaiio k, se limita la complejidad operacional a O(k X n), lo que mejora la velocidad
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y el consumo de memoria. Por ende, es posible crear redes neuronales mas profundas, méas rapidas y con
menos parametros. Por otro lado, compartir pardmetros se refiere a usar los mismos parametros para mas
de una funcién. En modelos feedforward, cada elemento de la matriz de pesos se usa una vez cuando se
calcula la salida de la capa. En cambio, los kernels de una capa convolucional se usan por cada posicién
de la imagen (excepto las posiciones en que se sale del limite de la entrada). Finalmente, la representacion
equivariante se refiere a que, si la entrada cambia, la salida cambia de la misma forma. En este sentido, las
capas convolucionales tienen una propiedad llamada equivariancia a la traslacién, ttiles para procesamiento
de imagen.

Finalmente, las implementaciones modernas de capas convolucionales tienen los siguientes los
hiperpardmetros: cantidad de kernels, dimensién de los kernels que generalmente son cuadrados, método
de padding que se refiere a agregar ceros ya que el tamafio de la salida disminuye debido al proceso de
convolucién (el método de padding permite mantener un tamafio constante), stride que es la cantidad de
pasos en que se aplica la correlacion cruzada, dilatacién que indica la cantidad de espacios entre los distintos
valores del kernel, sesgo y funcién de activacion.

2.5.1. Pooling

La funcién o capa de pooling realiza un muestreo del mapa de caracteristicas resumiendo las caracte-
risticas cercanas mediante una estadistica simple. Por ejemplo, la capa de max pooling, devuelven el maximo
elemento de un vecindario rectangular. Esto permite crear representaciones aproximadamente invariantes
a pequeiias traslaciones de la entrada, por ende, las capas de pooling son extremadamente utiles después
de aplicar capas de convolucion y por lo general siempre se usan en modelos de neuronas convolucionales.
Existen diversos tipos de capas pooling, todas operan dentro de pequefias vecindades rectangulares. Las mds
utilizadas son average pooling, que promedia las caracteristicas cercanas, norma L? y average pooling con
peso basado en la distancia al pixel central. Por dltimo, también existen capas pooling globales tales como,
Global Max Pooling y Global Average Pooling, las cuales no operan sobre pequeiias vecindades, sino mas
bien, a lo largo de toda la entrada. Estas capas son utilizadas como capa final de los modelos, reemplazando
el uso de capas feedforward con funciones softmax.

Single depth slice
o 2 3

6 6 8
1 1 0
2 2 4

- W B =

A4

Y

Figura 2.5: Ejemplo de capa de Max Pooling. Source: By Aphex34 - Own work, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=45673581
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3 Redes Adversarias Generativas (GAN)

En el drea del aprendizaje profundo, los modelos que mas han llamado la atencién de los investigadores
en los tltimos afios corresponden a los modelos generativos. Estos modelos como su nombre lo indica,
permiten generar nuevos datos que no se encuentran en el conjunto de datos de entrenamiento, aprendiendo
la distribucién de los datos de manera implicita. Esto resulta bastante ttil debido a que es posible crear
contenido nuevo y original de manera auténoma sin la intervencién humana, ademas de refinar otros procesos
como asistencia en la edicién o creacién. Dentro de los modelos generativos, las redes adversarias generativas
0 GAN (Generative Adversarial Netowrk) de Goodfellow et al. (2014), han ganado gran popularidad y
uso debido a los buenos resultados que han obtenido en diferentes dominios, como generacion de texto,
voz, imagenes, musica, videos, etc. Las GAN’s se han ubicado como el estado del arte en muchas tareas
de generacion en diversos marcos de trabajo y conjunto de datos tales como MNIST, CIFAR-10, LSUN,
ImageNet, etc. Todo gracias a su funcionamiento que es sencillo y al mismo tiempo elegante. Este se basa en
dos modelos de redes neuronales profundas que participan en un juego adversario, donde lo aprendido por
un modelo influye en el otro. El entrenamiento busca el equilibrio de Nash, que consiste en un estado de
equilibrio en un juego con dos o mas jugadores, donde cada jugador a adoptado la estrategia que le entregue
mds beneficios considerando todas las estrategias de los rivales.

En este capitulo revisaremos brevemente la arquitectura GAN. Luego los diferentes modelos con los
que se trabajo durante el desarrollo de la tesis. Finalmente se mostrard las diferentes métricas que existe en la
actualidad para medir el desempefio de una arquitectura GAN.

3.1. Arquitectura GAN

La arquitectura GAN consiste en dos redes neuronales que compiten entre si, la red generador
G cuya funcién es generar datos que se asimilen al conjunto de entrenamiento a partir de ruido, y la red
discriminador D el cual indica la probabilidad de que el dato de entrada sea real, como se muestra en la
figura 3.1. Para ejemplificar el entrenamiento considere la generacion de imédgenes, supdngase que la red
G corresponde a un falsificador de pinturas, en cambio, la red D es un experto en detectar falsificaciones.
El falsificador G intentara crear pinturas que se asemejen mucho a las reales, para lograr engafiar al experto
D, pero, G no tiene acceso a las pinturas reales. Por otro lado, el experto O aprenderd a identificar las
falsificaciones de las reales, teniendo acceso tanto a las pinturas reales como las falsificadas. Entonces,
mientras el experto D sea mds capaz de diferenciar las falsificaciones de las reales, el falsificador G tendrd
que aprender a generar falsificaciones que se asemejen mas a las reales, y asi, engafiar al experto. En Teoria
de juegos, esta competencia entre dos agentes se denomina juego adversario o Min-Max, debido a que el
Discriminador busca maximizar los aciertos, en cambio el Generador busca minimizarlo. El entrenamiento
consiste en resolver:

mgm mza)lx V(D,5), 3.1
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Figura 3.1: Diagrama general de arquitectura GAN, donde se aprecia los modelos de redes neuronales generador y
discriminador, con sus respectivas entradas y salidas.

tal que

V(D,G) = Ex-ppu w[10g(D(X)] + By oy [log(1 = D(G()))]. (3.2

Donde, pyu(x) y p.(z) corresponden a la funcién de densidad probabilistica de los datos y del ruido,
este ultimo se denomina espacio latente y E[-] corresponde al operador esperanza. Durante el entrenamiento,
los pardmetros de una red se actualizan mientras la otra permanece fija. En las arquitecturas GAN para un
Generador fijo, el discriminador éptimo cumple la relacién:

Pdata (x)

D= O+ 6

(3.3)

Por otro lado, la ecuacién (3.2) muestra que el generador es 6ptimo cuando G(p,(z)) = Paaa(X), que es
equivalente que el discriminador 6ptimo sea D*(x) = 0,5. Es decir, el discriminador no puede distinguir entre
los datos reales y los falsos, por ende, retorna una probabilidad de 0,5 a cualquier dato de entrada. Idealmente,
el discriminador es entrenando hasta alcanzar el 6ptimo para un respectivo generador, para luego actualizar
este tltimo. Sin embargo, en la prictica este procedimiento tardaria mucho tiempo en entrenar el discriminador
hasta alcanzar el 6ptimo por cada iteracidn del generador. Por ello se entrena el generador por una cantidad de
iteraciones del discriminador, generalmente esto se realiza de forma simultdnea. Debido a que los modelos se
entrenan mediante optimizadores basados en gradientes, existen muchos desafios o problemas para encontrar
la solucién de un juego min-max, en consecuencia, resulta dificil entrenar una arquitectura GAN (Arjovsky
y Bottou (2017)). Posteriores propuestas buscan solucionar este problema mediante modificaciones en la
funcién de perdida, que se verdn con mas detalle en las proximas secciones.

3.2. GAN Condicional

La arquitectura GAN presenta un problema, resulta imposible controlar la imagen a generar. Por
otro lado, muchos conjuntos de datos vienen con etiquetas para entrenamiento supervisado, el cual no es
aprovechado en el entrenamiento de la GAN. Es por ello, la GAN condicional (Mirza y Osindero (2014))
permite explotar esta informacion adicional para mejorar el desempefio de la arquitectura GAN, y ademads
proveer un método para controlar el tipo de imagen a generar. Una arquitectura GAN puede ser extendida a
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Figura 3.2: Diagrama simplificado de la arquitectura GAN Condicional (CGAN).

un modelo condicional, si ambas redes, generador y discriminador son condicionados con alguna informacién
extra y. La informacién adicional puede ser cualquier tipo de informacidn auxiliar, tal como etiquetas o datos
de otras modalidades, como por ejemplo marcas de rostros para condicionar la generacién de rostros. Es
posible realizar el condicionamiento, alimentando la informacién extra y al generador y al discriminador
como una entrada adicional.

En el generador la entrada de ruido z, que es una muestra de la distribucién p.(z), se combina con
y mediante una representacion oculta. Dependiendo del marco de trabajo y el tipo de informacién auxiliar,
es posible disefiar un mecanismo de interaccidn entre y y el ruido z. Sin embargo, lo mas sencillo seria
concatenarlos en la capa de entrada. Por otro lado, el dato x con la informacién auxiliar y entran como entradas
en el discriminador, permitiendo condicionar la funcién de discriminacién del dato x. Ambos mecanismos
de condicionamiento para el generador y el discriminador se muestran en la figura 3.2. La ecuacién de la
funcién objetivo del juego min-max de la GAN condicional es:

V(D.G) = Exepy (0108 D(AY)] + E-p ) [log(1 = D(GEIY)Iy)]- G4

3.3. GAN Wasserstein

Entrenar una arquitectura GAN es una tarea dificil, debido a que se busca el equilibrio de Nash de
ambos agentes en un juego adversario mediante optimizacidn basada en gradientes. Esto provoca varias
dificultades, entre los mayores problemas consisten: no convergencia de los modelos, colapso de modo, es
decir, el generador colapsa y genera una limitada variedad de ejemplos, y finalmente, desvanecimiento y
explosion de gradientes. La GAN Wassestein o WGAN propuesta por Arjovsky et al. (2017), permite resolver
estos problemas mediante una modificacién en su funcién de costo utilizando la distancia Wassertein, la
cual estaba basada en conceptos de teoria de la informacién, y permite que los gradientes de la GAN sean
mas suaves
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3.3.1. Distancia Wasserstein

La distancia Wasserstein es una funcion de distancia definida entre distribuciones probabilisticas, que
surge de la idea del transporte 6ptimo. Supéngase que se tiene dos densidades de probabilidad p(x) y g(y),
y se desea encontrar el plan de transporte que traslade la masa de p(x) a g(y), esto es posible debido a que
ambas distribuciones tienen la misma masa total (igual a 1). Sin embargo, transportar una unidad de masa
desde el punto x al punto y, tiene un costo c(x,y) > [0, o), el cual puede ser simplemente la distancia entre
los puntos ||x — y||. Un plan de transporte que mueva la masa de p(x) hacia g(y) se describe como una funcién
v(x,y), la cual mueve una cantidad de masa desde x hacia y. Para visualizar esta tarea, imagine que una
pila de tierra de forma p(x), se traslada hasta obtener otra pila de tierra de forma ¢(y). El plan de transporte
cumple las siguiente propiedades:

f y(x, y)dy = p(x) (3.5)

f y(x,y)dx = q(y) (3.6)

Esto quiere decir, la masa total movida desde una regién infinitesimal alrededor de x, debe ser igual
a p(x)dx, por otro lado, la masa movida hacia una regién infinitesimal alrededor de y, debe ser igual a
q(y)dy. Como se trabaja con distribuciones de probabilidad, el plan de trasporte y(x, y) es una distribuciéon
de probabilidad conjunta, cuyas distribuciones marginales son p(x) y g(y). Por lo tanto, el costo total de
trasportar la masa de p(x) a g(y) es equivalente a:

f c(x, y)dy(x,y) = f llx — ylldy(x, y) = f f llx = Ylly(x, y)dxdy = By [llx = ¥ll] (3.7

La distancia Wasserstein se define como el costo mas bajo de todos los planes de transporte, es decir
el costo del plan de transporte éptimo.

W(p.q) = ye%—[rg)‘,q) Eeyyoy [llx = yll] (3.8)

Donde, I1(p, g) denota el conjunto de todas las distribuciones conjuntas y(x, y), cuyas marginales son
p(x) y g(y) respectivamente.

3.3.2. WGAN

La arquitectura GAN se basa en optimizar la funcién de costo mostrada en la ecuacién 3.2, la que
estd estrechamente relacionada la divergencia de Jensen-Shanon, que a su vez, se basa en la divergencia de
Kullback-Leibler, esto se aprecia en las siguientes ecuaciones:

KL(pllq) = fp(x)log(pg ;)d (3.9)
IS (pllg) = —KL H”“’ + KL Hp“’ (3.10)

Es posible demostrar que cuando se obtiene el discriminador 6ptimo D, la funcién de perdida
resulta:

V(G,D") = 2JS (Paara(ONG(pz(2))) — 210g 2 (3.11)
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Debido a la naturaleza de la divergencia de Jensen-Shanon, las cuales se saturan, introduce graves
problemas en la optimizacidn, tales como: baja convergencia, desvanecimiento de gradiente, o colapso de
modo (Arjovsky y Bottou (2017)). En cambio, la distancia Wassestein debido a su naturaleza, que no se
satura, no presenta desvanecimiento o explosion de gradiente, por ello, resulta como la mejor opcién para
definir el costo de la arquitectura GAN. Sin embargo, la ecuacién de la distancia Wasserstein resulta intratable
(3.8), pero, es posible simplificar su calculo usando la dualidad de Kantorovich-Rubinstein, que se expresa
en la ecuacion (3.12).

W(p.q) = sup Erp[f(0)] = Exg[f ()] (3.12)

A l<1

Donde sup indica el supremo, el cual es el minimo elemento que, al aplicar la funcién el resultado es
mayor o igual a todos los elementos del recorrido de la funcién. f corresponde a una funcién 1-Lipschitz,
aquellas que cumplen la siguiente restriccion:

[f(x1) = fC)l < |x1 — xo (3.13)

Entonces, para calcular la distancia de Wasserstein solo se requiere encontrar una funcién 1-Lipschitz.
Sin embargo, no es necesario encontrarla analiticamente, mas bien, es posible aprender esta funcién usando
el paradigma del aprendizaje profundo. En este caso, el discriminador es el candidato ideal para hacer esta
tarea, pero con algunas modificaciones. La modificacion consiste en sacar la funcién de activacién sigmoidea
en la capa final del discriminador, para que el recorrido del discriminador abarque todos los nimeros reales.
El valor nuevo que retorna el discriminador no corresponde a una probabilidad de que el dato sea real, en
cambio, se interpreta como el puntaje que indica que tan real es el dato. Por ejemplo, para una entrada x, si
el discriminador entrega un valor grande, x tiene mayor grado de realidad, en cambio, si entrega un valor
bajo (negativo), x tiene menor grado de realidad, es decir, x es falso. En algunos estudios, el discriminador
pasa a ser llamado critico, ya que realiza la funcién de criticar los datos de entrada. Finalmente, para forzar
la restriccién 1-Lipschitz en el discriminador, se aplica una funcién clipping o saturacién a los pesos del
discriminador, donde el umbral de saturacion o corte pasa a ser un hiperpardmetro del modelo. El nuevo
juego min-max se modela como:

mgé-x ngn Ez~p;(z) [D(g(Z))] - Ex~p(h,m(x) [D(x)] (3 1 4)

3.3.3.  WGAN con Penalizacion de Gradiente (WGAN-GP)

Si bien, la WGAN funciona, y aplicar la funcién clipping a los pesos del discriminador permite forzar
la restriccién de 1-Lipschitz, en la préctica esto presenta muchas dificultades para el entrenamiento. La
principal causa es la sensibilidad al hiperpardmetro de corte de la funcién clipping, ya que, si el umbral de
corte es muy grande los pesos del discriminador tomaran mucho tiempo en alcanzar este umbral, por ende, no
se forzard la restriccion. Por otro lado, si el umbral de corte es muy pequefio, puede provocar problemas de
desvanecimiento de gradiente cuando se tiene una gran cantidad de capas o no se usan capas de normalizacién
de lotes (Gulrajani et al. (2017)).

Sin embargo, una funcién diferenciable f es 1-Lipchitz si y solo si, esta tiene gradiente con norma
menor o igual a 1 en todo el dominio (Gulrajani et al. (2017)). Es por ello, que en lugar de aplicar la funcién
clipping a los pesos, es mds conveniente aplicar una penalizacion en la norma del gradiente en la funcién de
costo del discriminador, para forzar la restriccién. Esta modificacion se expresa en la funcidn de costo de
ambas redes que quedan de la siguiente forma:

min B, ) [DG@)] = Expi 0 [ D] + ABs e [ (V2D D)2 — 1] (3.15)
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(a) Santa Maria (b) Terraza de cafe de Van Gogh (c) Santa Marfa Van Gogh

Figura 3.3: Ejemplo de transferencia de estilo, en (a) se encuentra una fotografia de la Universidad Santa Marfa Casa
Central, (b) es el famoso cuadro de Van Gogh, Terraza de café en la noche, y (c) es la Santa Maria Casa Central al estilo
de Van Gogh. Imdgenes proporcionadas por el Dr. Werner Creixell.

mgx E:p.0[DG()] (3.16)

Donde X es un muestreo de los datos generados G(z) y los datos reales x, con ¢ una muestra uniforme
entre Oy 1.

=16+ (1 -0x, t~UQO,1) (3.17)

3.4. GAN basada en estilo (StyleGAN)

La StyleGAN es una arquitectura GAN, que se cimenta en los conceptos y técnicas de transferencia
de estilos. Estas técnicas consisten en crear una representacion del estilo de una imagen, para traspasar esta
informacién a una imagen cualquiera, véase 3.3. La StyleGAN utiliza este concepto para la generacién de
imagenes, separando la contribucién del espacio latente en dos partes. El estilo, que indica los aspectos de
alto nivel de una imagen como forma y color (ej. Un auto rojo). Las variaciones estocdsticas en la imagen,
que corresponden a las pequefias diferencias y detalles en la imagen de caricter aleatorio, como los poros
de la piel o el flequillo de pelo. Es por ello, la arquitectura StyleGAN separa el generador en dos sub redes
neuronales, la red de mapeo de estilo f y la red de sintesis g, ambas cumplen que G = g o f. De la misma
forma, duplica las fuentes de ruido, una que entra por la red de mapeo f para generar una representacion
neural del estilo, la otra que se introduce en la red de sintesis g a través de inyecciones de ruido aditivo
entre los bloques de capas. La informacién neural del estilo entra a la red de sintesis mediante capas de
transferencia de estilos. Como resultado se obtienen imdgenes de alta variabilidad y realismo.

3.4.1. Arquitectura de la StyleGAN

La arquitectura de la StyleGAN se asienta en la GAN con crecimiento progresivo (Karras et al.
(2017)), cuya principal caracteristica es el método de entrenamiento que le otorga el nombre a la arquitectura,
el cual consiste en agregar bloques de capas neuronales que cambian la resolucién (aumentan o disminuyen
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Figura 3.4: Arquitecturas del Discriminador (a) y Generador (b) de 1a red GAN con crecimiento progresivo, la cual es la
base para la StyleGAN. Pixel Norm corresponde a una capa que no posee parametros entrenables, cuya funcionamiento
es similar a la capa de normalizacién de lote, y se encarga de normalizar con respecto a la norma por cada canal de la
imagen. To-RGB 'y From-RGB, son capas convoluciones cuyo kernel es de 1 y 3 x 1, y su funcién es pasar de mapa de
caracteristica que posee un canal a imagen a color de tres canales y viceversa. MSD o Minibatch Standard Derivation, es
una capa sin parametros entrenables y su funcidn es calcular la desviacion estindar del mapa de caracteristica, y anexarla
como un canal.

dependiendo si son bloques de generador o discriminador respectivamente), mientras entrena. Esto le permite
generar imagenes de alta resolucion. Ademads, todas las capas con pardmetros entrenables, como feedforward
o convolucional, se encuentran ecualizadas. Esto quiere decir, presentan algunas alteraciones para cambiar el
comportamiento original de las capas, en primer lugar, todos los pardmetros entrenables estidn escalados por
un factor cuya funcién es escalar el valor efectivo de la tasa de aprendizaje de los optimizadores. Por otro
lado, se escalan las matrices de pesos y kernels dependiendo de la dimensién de entrada y salida como se
aprecia en la ecuacion (3.18), ademads de agregar una ganancia final a la capa.

w =WM/—, 3.18
f k+k=c ( )

donde k es la dimensién de entrada y ¢ la cantida de canales.

\S}

La StyleGAN propuesta por Karras et al. (2019), utiliza el método de entrenamiento progresivo,
ademads de los mismos bloques neuronales y capas ecualizadas a excepcién de las capas de upsample y
downsample, que se reemplazan por muestreos bilineales, como se aprecia en la figura 3.5. Se modifica la
arquitectura del generador G dividiéndolo en dos redes, sintesis g y mapeo f. La red de sintesis se encarga
de generar la imagen, y se construye al igual que el generador de la GAN con crecimiento progresivo, pero
con capas AdaIN (Huang y Belongie (2017)) entre las convoluciones encargadas de la transferencia de
estilo. Ademads, se agrega ruido aditivo antes de cada modulé de AdalN, que consiste en ruido gaussiano no
correlacionado que entra a un médulo previo de escalamiento por canal entrenable B. Finalmente, la entrada

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Electrénica 23



3.4. GAN BASADA EN ESTILO (STYLEGAN) CAPITULO 3. REDES ADVERSARIAS GENERATIVAS (GAN)

de la red de sintesis es una constante que se aprende y corresponde a la materia prima para la imagen.

Por otra parte, la capa de mapeo consiste en ocho capas feedforward, cuya entrada es el ruido
proveniente del espacio latente z € Z, y la salida el vector de estilo que vive en un espacio latente intermedio
w € ‘W. Todas las capas de la red de mapeo de estilo f son de 512 nodos. El vector de estilo w pasa por
una transformacion afin A, entrenable (capa feedforward sin funcién de activacion), para obtener el tensor
vy = (¥, y») compuesto por dos vectores que controlan el comportamiento de la capa AdalN, cuya operacién
es:

x — pu(x)

AdalN(x,y) = %W

+ Vb- (3.19)

Esta ecuacién se asemeja a la normalizacién por lote con una transformacion afin. Donde x es la
entrada, u(x) y o(x) son el promedio y la desviacién estdndar respectivamente, € y = (yy, ¥,,) los vectores que
controlan la transformacién afin.

La funcién de perdida de la StyleGAN es similar a la de la WGAN-GP, pero las salidas del discrimina-
dor entran a una funcién llamada softplus, que corresponde a una version suave de la funcion ReLU. Ademas,
utiliza dos métodos regularizacién, la regularizaciéon R1 (Mescheder et al. (2018)) en el discriminador, que
reemplaza la penalizacién de gradiente en la WGAN-GP y se diferencia de este debido a que solo utiliza las
imagenes reales, como se muestra en la ecuacién (3.21), donde R1 es el término que depende del gradiente.
El otro método de regularizacién corresponde a la mezcla de estilos, cuyo funcionamiento es tomar dos
muestras w; y w, del espacio latente ‘W, a partir del procesamiento de la red de mapeo f con dos muestras de
ruido z; y z». Para luego, elegir un punto en la red de sintesis de forma aleatoria nombrado punto de crossover,
y alimentar las capas AdailN antes del punto de crossover con wy, y las capas después con w,. Esta técnica
de regulacién ayuda a prevenir que la red suponga que los estilos adyacentes estén correlaciones.

softplus(x) = sp(x) = In(1 + €*) (3.20)
rrgn E. .0 sP(DG(2)] — Exeppao[sP(D())] + %Epm(x)[lleZ)(ﬁ)llg] (3.21)
mgin B p.sp(-D(G(2)))] (3.22)

3.4.2. StyleGAN2

La arquitectura GAN basada en estilo ha significado en un gran avance con respecto a la generacion
de imégenes sin informacion condicional. Sin embargo, es posible mejorar la arquitectura StyleGAN respecto
a los métodos de procesamiento y entrenamiento. Karras et al. (2020) analizaron esta arquitectura y proponen
distintas configuraciones para mejorar el rendimiento final. El primer tépico revisado es el bloque de
transferencia de estilo, la capa AdalN, que se puede dividir en dos procesos, una normalizacion estadistica
por media y varianza, y una transformacién afin por la entrada y como se aprecia en la ecuacién (3.19).
Se reemplaza la capa AdalN por la modulacién directa de los pesos de las capas de convolucién, como se
muestra en la figura 3.5. El primer proceso consiste en modular los pesos de la capa convolucional de la
siguiente forma:

W = Swik (3.23)

Donde w y w’ corresponden a el peso original y modulado respectivamente, el factor de escalamiento
s; (que depende del estilo), i indica el i-ésimo mapa de caracteristicas de entrada, j y k enumeran el mapa de
caracteristica de salida y la marca espacial de la convolucidn respectivamente. Luego es necesario remover los
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Figura 3.5: Arquitecturas de la red de Sintesis para la StyleGAN (a) y la StyleGAN2 (b), ademads de la red de mapeo que
para ambas arquitecturas es la misma, 8 capas feedforward.

efectos estadisticos de s en la convolucién, por ello se implementa una normalizacién estadistica considerando
media cero, con € constante para no caer en problemas numéricos.

W;jk
A L — (3.24)

Zik(wl{jk)z t€

Otro punto estudiado es la regularizacion diferida, que consiste en aplicar los términos de regulari-
zacion cada n cantidad de iteraciones, logrando los mismos resultados y reduciendo costo computacional.
Ademas, se agrega regularizacién de longitud de la ruta, la cual se aplica en la funcién de pérdida del
generador, ya que, se encontré una correlacion entre la métrica de longitud de la ruta de percepcion (véase
en la seccidon de métricas 3.5.3) y la calidad de las imdgenes, su célculo se detalla en la ecuacién (3.25).
También, se descarto el entrenamiento con crecimiento progresivo debido a que no presentaba una mejora
en el rendimiento. Finalmente, ya que no se requiere una arquitectura en forma de bloques consecutivos
necesaria para el método de crecimiento progresivo, se estudiaron nuevas arquitecturas para la red de sintesis,
tales como arquitecturas basadas en omision de conexiones y redes residuales(He et al. (2016)).

By sry-non oyl — al. (3.25)

Donde J,, corresponde a V,,G(z), con y que se distribuye y ~ N(0, 1), y a es el promedio mévil de la
perdida de ruta anteriores con factor 8,; = 0,99.

3.5. Meétricas para GAN

Tener una forma de medir que tan bueno es el desempefio de un modelo generativo, es una tarea
necesaria para su investigacion y desarrollo. En primera instancia, los modelos generativos se median con la
ayuda de voluntarios, los cuales comparaban las imigenes generadas con las reales, donde los investigadores
comparaban estos resultados y realizaban estadisticas. Este procedimiento dificulta el desarrollo, ya que,
se requiere fijar a los voluntarios en dias especificos, y no siempre cuando los investigadores lo requieran.
Por ello, metodologias para medir de forma automética los modelos generativos han provocado un impacto
importante en esta drea, reemplazando el uso de personas voluntarias por la inteligencia artificial, en especifico
modelos de clasificacion de imdgenes. Las métricas propuestas han permitido evaluar el desempefio de muchos
modelos generativos, y dar un punto de comparacion para los investigadores.
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Figura 3.6: Ilustracion resultado de clasificacion obtenido de red Inception.

3.5.1. Inception Score

La métrica Inception Score (IS) es una de las mas populares para medir cuan realista es el resultado
de las imdgenes generadas de las arquitecturas GAN’s (Salimans et al. (2016a)). Esto, gracias a la correlacién
presente entre los resultados del IS y evaluaciones humanas, por ende, esta métrica es una gran alternativa
para automatizar el proceso de evaluacion de los modelos generativos. El IS mide simultdneamente dos
propiedades en las imagenes generadas, la variabilidad y la calidad. Si se cumplen ambas propiedades en
las imdgenes generadas, el valor arrojado por la métrica IS serd alto, en contraparte, si existen problemas
con uno o ambas propiedades el valor final serd bajo. Entonces, para dos modelos generativos se dice que un
modelo es mejor a otro si presenta un valor de IS mas alto. La medicién entregada por la métrica IS, tiene
como cota inferior cero y como cota superior tedricamente infinito, pero en la préctica los resultados con un
buen IS se acercan al valor IS del conjunto de datos real.

La métrica IS se le debe a su nombre a que utiliza el clasificador neuronal de imagenes Inception,
desarrollado por Salimans et al. (2016b), la cual entrega la distribucién discreta correspondiente a la proba-
bilidad de las clases presentes en la imagen. Si se introduce una imagen de un perro a la red Inception, la
distribucidn resultante tendrd un pico en la clase perro, a diferencia del resto de las clases que tendran baja
probabilidad. Por otro lado, si la imagen contiene un objeto fuera del conjunto de las clases utilizadas para
entrenar la red, la distribucién resultante serd muy cercana a una distribucién uniforme, ya que no existe
certeza con respecto a la clase presente en la imagen. Esto se ejemplifica en la figura 3.6. Gracias a esto,
utilizando el modelo Inception es posible medir las propiedades de las imdgenes generadas, sin embargo, el
modelo debe estar entrenado con el mismo conjunto de datos con el cual se entrend la red GAN.

Para determinar la variabilidad de las imagenes, es necesario estudiar las distribuciones de clase
obtenidas desde la red Inception de todas las imdgenes de la muestra (lo comun es utilizar una cantidad de
10.000 imagenes). Sumando las distribuciones obtenidas de cada imagen se crea una nueva distribucién,
denominada distribucién marginal, donde si esta se asemeja a una uniforme significa que las clases presentes
en las imagenes estdn balanceadas, tal como ilustra la figura 3.7. Note que, es deseable tener formas opuestas
entre la distribucién de una clase, de forma estrecha, y la distribucién marginal, de forma uniforme. Por
ende, midiendo la diferencia entre la distribucién de clase de cada imagen con la distribucién marginal,
es posible cuantificar el realismo de la muestra. Para ello, se utiliza la divergencia KL que se ilustra en
la ecuacién (3.9), tal que, si la divergencia es alta, entonces las distribuciones son muy diferentes, caso
contrario, las distribuciones son similares. Finalmente, el valor del Inception Score se consigue promediando
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Figura 3.7: Comparacién entre la distribucién marginal para un conjunto de imdgenes balanceado (izquierda) y un
conjunto de datos des balanceado (derecha), en este caso hacia la clase perro.

las divergencias KL entre cada distribucién de clase de las imdgenes con respecto a la distribuciéon marginal,
en funcién exponencial.

3.5.2. Fechet Inception Distance

La técnica de Inception Score es un gran avance para las arquitecturas GAN, debido a que permite
medir el desempefo de los diferentes modelos, determinando la calidad de las imdgenes generadas sin
intervencién humana. Sin embargo, el IS presenta desventajas claras debido a que no utiliza muestras reales o
del conjunto de datos de entrenamiento, para comparar las estadisticas de los ejemplos generados (Heusel
et al. (2017)). Esto se soluciona con la introduccién de la métrica Fréchet Inception Distance (FID), el cual
es una distancia entre las distribuciones de las imdgenes de entrenamiento y la distribucién de las imagenes
generas, y no un simple puntaje.

Definicion 3.5.1 (Igualdad entre distribuciones). Sea p(x) la distribucién de los datos generados y p,,(x) la
distribucién de los datos reales. La igualdad p(x) = p,,(x) se mantiene excepto para un conjunto no medible,
si y solo si:

f p(x) f(x)dx = f pw(X)f(x)dx, (3.26)

para una base f(x) del espacio de funciones donde pertenecen p(x) y p,,(x), donde f(x) son polinomios
de la variable x. Es deseable trabajar con caracteristicas relevantes en vision, por ello, en lugar de trabajar
directamente con los datos o imdgenes, x corresponde al mapa de caracteristicas antes de la capa final de
la red Inception. Por razones précticas, solo se consideran los dos primeros momentos que corresponden
a la media y la varianza. Por otra parte, la distribucién con maxima entropia para una media y varianza
dada corresponde a la distribucion gaussiana, entonces para el cdlculo de la distancia se supone que ambas
distribuciones son gaussianas multidimensionales. La diferencia entre las dos distribuciones gaussianas
se mide mediante la distancia Fréchet, o también conocida como distancia Wasserstein-2. La distancia
Fréchet entre dos distribuciones gaussianas con media y varianza (m, C) obtenida desde p(x) y la gaussiana
con (m,, C,,) obtenida de p,,(x), es llamada Fréchet Inception Distance(FID), la cual es dada por:

d*((m, C), (m, C,,)) = llm — m,ll5 + Tr(C + C,, — 2(CC,,)"'?) (3.27)

3.5.3. Largo perceptivo de ruta o Perceptual Path Lenght(PPL)

El PPL es una métrica introducida en la publicacién GAN basada en estilo o StyleGAN (Karras et al.
(2019)), que indica si una imagen cambia suavemente desde el punto de vista perceptivo. Especificamente,
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esta métrica indica si la imagen cambia en la ruta perceptiva més corta en el espacio latente. Supdngase
que se tiene tres muestras del espacio latente z;, z, y z3, que posteriormente se introducen al generador. La
muestra z; hace que la imagen generada sea un perro blanco, z, genera la imagen de un perro negro, y z3
genera la imagen de un auto azul. Dado que los elementos generados a partir de z; y z» no cambian (ambos
son perros, pero de distinto color), el camino dentro del espacio latente entre z; y z, resulta en el camino mas
corto desde el punto de vista perceptivo. Si se selecciona una muestra z4, que este en el camino més corto,
entonces la imagen generada a partir de z4 resulta en un perro de otro color. Por otro lado, la distancia que
genera el cambio de forma de los elementos (perro a auto), resulta en una distancia perceptiva mas larga. Esto
se cuantifica mediante la métrica PPL, la cual se calcula con la siguiente ecuacion:

1
by = E| = d (gUerp(f(21), f(z2): 1), gllerp(f(21). f(z2):1+ €)))|. (3.28)

Donde g es la red de sintesis del generador, f es la red de mapeo (recuerde G = g o f), lerp es una
interpolacion lineal, ¢ variable aleatoria que distribuye ¢ ~ U(0, 1) y d(-, -) es la distancia perceptiva, que se
implementa como una diferencia con pesos sobre los mapas de caracteristicas de alto nivel obtenidos del
clasificador neural VGG16 (Simonyan y Zisserman (2014)) entrenada con el conjunto de datos ImageNet.
En la préctica, la esperanza se calcula a partir de 100000 muestras y épsilon se escoge de un valor igual a
107,
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4 Aprendizaje Profundo Hiperbdlico

El enfoque del aprendizaje profundo consiste en crear caracteristicas abstractas o representaciones
jerdrquicas a partir de los datos de entrada, mediante transformaciones no lineales llamadas capas. Las
relaciones y patrones que pueden establecer las capas neuronales estdn fuertemente determinados por la
suposicion que los datos de entrada son representados en el espacio euclideo. Esta suposicién ha sido
exitosa en medida en que los datos, tales como imagenes, audio, texto, y otras sefiales, tienen una estructura
euclidea subyacente. Los datos euclideos se pueden representar como muestras de una grilla, donde es posible
aplicar métricas del espacio euclideo. Sin embargo, existen datos que presentan una pobre representacion
en el espacio euclideo, por ende, las capas neuronales no funcionan correctamente, este tipo de datos se les
denomina datos no euclideos.

El campo del aprendizaje profundo geométrico o aprendizaje profundo no euclideo, es un nuevo
enfoque para producir mejores representaciones para datos no euclideos que las redes neuronales convencio-
nales. En general, se identifican dos tipos de problemas distintos dependiendo del tipo de dato con el cual se
trabaja (Bronstein et al. (2017)), en primer lugar, se encuentran los datos que poseen una clara naturaleza no
euclidea, por ejemplo, grafos o formas 3D. El segundo tipo de datos corresponden a datos que se encuentran
incrustados en un espacio euclideo de gran dimensionalidad, pero poseen una estructura latente no euclidea
de baja dimensién. Por ejemplo, si los datos presentan estructura ciclica o jerdrquica, espacios no euclideos
de curvatura constante son perfectos para lograr una buena representacion, en estos casos corresponden a
espacios esféricos para la estructura ciclica e hiperbdlicos para estructuras jerdrquicas(Gu et al. (2019)).
El enfoque de esta tesis radica en estos ultimos tipos de problematicas, especificamente en los datos los
cuales presentan una estructura jerarquica, por ende, se dispondra a utilizar espacios hiperbdlicos los cuales
presentan una curvatura constante negativa.

En este capitulo se revizaran los conceptos de Espacios Hiperbélicos, luego se detallara el modelo
de Bola de Poincaré, el cual es uno de los espacios hiperbdlicos mas estudiados y uno de los mas utilizados
en el campo de la aprendizaje automatico, para finalmente ver como explotan estas propiedades en el Deep
Learning con las Redes Neuronales Hiperboélicas y algunas aplicaciones.

4.1. Geometria No Euclidiana y Variedades Rimannianas

La geometria euclidiana es el sistema geométrico definido sobre un espacio que cumple los cinco
postulados de Euclides expresando en su libro Los Elementos (Weisstein (2002)). Cuando un sistema
geométrico no cumple o difieren en algtin postulado se le denomina geometria no euclidea. El cumplimiento
de los postulados de Euclides se debe a que la geometria es plana, no presenta curvatura, donde el concepto
de curvatura se puede entender como la cantidad en que una figura geométrica difiere de su contra parte
plana, por ejemplo, una curva de una linea recta. La generalizacién matemadtica de un espacio curvado o con
curvatura se denomina variedad riemanniana o variedad diferencial, y los sistemas geométricos que se
definen en una variedad riemanniana se le conoce como geometria rimanniana.

Una variedad riemanniana (M, g), donde M es un conjunto de puntos z que es localmente similar a un
espacio euclideo y g el tensor métrico. Para cada punto z € M se adjudica un espacio vectorial denominado
espacio tangente 7M. El espacio tangente corresponde al espacio que contiene todas las direcciones
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Figura 4.1: Ejemplo de tridngulos, objeto geométrico formado por tres puntos y sus tres geodésicas, en distintos espacios.
Triangulo en euclideo ( ), hiperbdlico (azul) y eliptico (ro0jo). Se ejemplifica que la suma de los dngulos interiores en
los diferentes tridngulos son menor, igual y superior, para los espacios hiperbélicos, euclideo y eliptico respectivamente.

posibles o derivadas direccionales que pude pasar z. Para definir el producto interno en un punto z € M, entra
en juego el otro elemento que define a una Variadad Riemmaniana, que es la funcion tensor métrico g, que
se define como:

g(Z) = <'9 '>z : 7'ZM X 7'ZM - R (41)

El tensor métrico es un producto interno de espacio tangente de z, por ende, cumple las propiedades
de simetria (g(z,y) = g(y,z)) y positiva definida (g(x,x) > 0, si x > 0). Ademads, si se tiene el par
(u,v) € TMx T Mel tensor métrico se puede definir de forma matricial G(z) como:

(u,v), = u'G(2)v. 4.2)

La norma inducida por el producto interno sobre 7, M corresponde a:

-1l = v, v),. (4.3)

La Variedad Riemanniana queda completamente definida como el par (M, g). Con el tensor métrico es
posible dar una nocién local de dngulo, largo de las curvas, volumen y drea de una superficie, donde es posible
obtener cantidades globales integrando las contribuciones locales. El largo de una curvay : t — y(f) € Mes

dado por:
Ip d
Liy) = f NESATI (4.4)

El concepto de lineas rectas se puede generalizar mediante las geodésicas, que son curvas de velocidad
constante que dan el camino mds corto entre los puntos z e y en la variedad: y* = argminL(y) con y(t,) = z,
Y(t) =y y Y Ollye = 1. El concepto de estar moviéndose a lo largo de una curva recta con velocidad
constante lo entrega el mapeo exponencial. En particular, para un vector de velocidad v € 7,M, hay una
unica geodésica y, que satisface que y,(t,) = z, cuyo vector tangente o de velocidad inicial es igual a
v,(t2) = v, entonces se define el mapeo exponencial exp,(v) = y(t;,). El mapa logaritmico es la funcién inversa
y se define como log, = exp.' : M — T .M.

Las variedades riemannianas se caracterizan por tener curvatura, la cual se encuentra fuertemente
relacionada con las geodésicas de la varianza. Por ejemplo, no existe curvatura si la geodésica corresponde a
una linea plana, en contra parte, se aprecia la existencia de una curvatura si la geodésica difiere de la linea plana.
Un espacio particular en las variedades rimanniana, son los llamados espacios homogéneos que se definen
como espacios que poseen curvatura constante. En esta categoria encontramos los espacios hiperbélicos,
elipticos y euclideo (plano), que tienen curvatura constante negativa, positiva y cero respectivamente. Los
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Hyperbolic Euclidean Elliptic
Figura 4.2: Los tres casos de una recta que incide sobre dos rectas formando dngulos rectos, en los tres diferentes
espacios, hiperbdlico, euclideo y eliptico. Fuente: De derivative work: Pbroks13 (talk)Noneuclid.png: Original uploader

was Joshuabowman at en.wikipedia - Noneuclid.png, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4373343

sistemas geométricos derivados de los espacios hiperbdlicos y elipticos se consideran geometria no euclidea
debido a que no cumplen el quinto postulado de Euclides, el cual dicta que: Para un punto exterior a una
recta dada, es posible trazar una tinica recta paralela. Este postulado es equivalente a: La suma de los
dngulos interiores de un tridngulo es igual a 180 grados. En los espacios elipticos la suma de los angulos
interiores de un tridngulo suma mas de 180 grados, y para una recta y un punto que no pertenece a la recta,
no es posible trazar una recta paralela que pase por el punto. Por otro lado, en los espacios hiperbdlicos la
suma de los dngulos interiores de un tridngulo suma menos de 180 grados y para una recta y un punto que no
pertenece a esta, existen mas de una recta paralela que pase por el punto. Las figuras 4.1 y 4.2 ilustran estas
propiedades para los espacios eliptico, hiperbélico y euclideo.

4.2. Espacios Hiperbdlicos

Un espacio Hiperbdlico es una variedad Riemanniana que posee curvatura constante y negativa.
Esto se aprecia graficamente observando las geodésicas, que al tener curvatura negativa estas tenderan a
divergir entre si (es por ello los d4ngulos interiores de un tridngulo suman menos de 180). La naturaleza de
los espacios hiperbdlicos les permite representar de forma fidedigna estructuras con forma de arbol, que
corresponde a un objeto matematico discreto especial para modelar la jerarquia entre elementos. Donde los
nodos mds cercanos a la raiz poseen un mayor grado de jerarquia que los nodos cercanos a las hojas. Por
este motivo, se afirma que los espacios hiperbdlicos poseen naturaleza jerarquica intrinseca, y resultan ttiles
en el campo de procesamiento de datos para cuantificar su jerarquia mediante representaciones vectoriales
hiperbdlicas. Existen multiples modelos de espacios hiperbdlicos, los cuales se relacionan a través de
isometrias (transformaciones que preservan las medidas en las métricas en ambos espacios), donde en el
campo del aprendizaje de maquinas los espacios ampliamente utilizados son: El espacio hiperbdlico de
Lorentz o Hiperboloide, y el modelo de bola de Poincaré.

Un 4rbol es un grafo aciclico que no presenta saltos entre niveles, cuya distancia entre los nodos a y b
del grafo es la cantidad minima de saltos entre nodos para llegar desde a hasta b. Supéngase un drbol con un
factor de ramificacién b, si se considera la analogfa de circunferencia o disco dentro del 4rbol, entonces estos
corresponden a los nodos que se encuentran a una distancia menor o igual r saltos desde la raiz. Entonces
el largo y el drea de la circunferencia estarian dados por los nimeros (b + 6™y [(b+ 1)b" = 2]/(b - 1)
respectivamente, donde ambos crecen de forma " con r. Por otro lado, considérese un espacio hiperbdlico de
dos dimensiones cualquiera H2, cuya curvatura constante negativa es igual a K = —/> < 0, > 0. El largo

Ly 4rea A de una circunferencia de radio r en el espacio H2, estd dado por las expresiones (Krioukov et al.
(2010)):

L(r) = 2nsinh({r). 4.5)

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Electrénica 31



4.3. MODELO DE BOLA DE POINCARE CAPITULO 4. APRENDIZAJE PROFUNDO HIPERBOLICO

Figura 4.3: Teselacion de cuadrados (poligono regular de cuatro lados) en la bola de Poincaré 2D. Los trazos blancos
indican una diagonal del cuadrado.

A(r) = 2n(cosh({r) — 1). 4.6)

Ambas expresiones de largo y drea de una circunferencia en un espacio hiperbélico crecen respecto e¢”
con r. Si { = In(b), entonces len(b) y un 4rbol con factor de ramificacién b son equivalentes con respecto a la
métrica, es por ello que informalmente es factible decir un drbol es una discretizacion del espacio hiperbdlico
0 un espacio hiperbdlico es la version continua a un drbol. Un ejemplo de esta propiedad radica, en que
cualquier teselacién en un plano hiperbdlico define naturalmente una incrustacion isométrica, para una clase
de arbol formado por ciertos subconjuntos de lados de un poligono, como se ilustra en la figura 4.3. Para
generar una incrustacion de un arbol en un espacio cualquiera, es necesario que el espacio crezca de forma
exponencial al igual que las ramificaciones del arbol, esto se cumple en un espacio hiperbélico a diferencia
de un espacio euclideo cuyo crecimiento es cuadratico.

4.3. Modelo de Bola de Poincaré

El modelo de bola de Poincaré es un modelo de espacio hiperbdlico n-dimensional que se define
dentro de un espacio Euclideo de misma dimension n. Este modelo corresponde a n-bola en un espacio
Euclideo, donde el radio R es igual a 1/ v/c

La bola de Poincaré se define como la variedad de Riemanniana (D, gD), donde:

D' ={ueR": cllul* < 1,c >0} 4.7)
Cuyo tensor métrico esta determinado por:

2

D, c E c
c = A%¢", Donde A’ .= ——
gu g u 1 _C”M”Z

u

4.8)

AS se conoce como el factor conformal del espacio, y g€ corresponde al tensor métrico del espacio
euclideo de orden n en bases candnicas, que es igual a la matriz identidad de orden n. Desde el tensor métrico
se deriva la funcién de distancia que corresponde a:
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d(,):D'xD! > R

A,
d(x,y) = cosh™ (1 + T’ux - y||2) (4.9)

Sea 7, el operador de tangencia en el punto u € D7, entonces el espacio tangente en un punto u es
igual a 7,D = R", es decir, el espacio plano. Debido a que el espacio tangencial de la bola de Poincaré
corresponde a todo el espacio real n-dimensional, entonces la operacién del tensor métrico esta definida
en R” X R". Esto resulta util, ya que, mediante los operadores de mapeo exponencial y mapeo logaritmico
es posible pasar desde el espacio euclideo a la bola de Poincaré y viceversa. El mapeo exponencial y el
logaritmico se definen como:

) ||x||ﬂz;) X )

- o, (b 4.10
eXpy(X) := (u) (an (‘/E 2 ) el i

o (Ve - we, Vi)Y 411

08 (¥) 1=~ tanh™ Vel —w e VDS @10

Donde &, corresponde a la suma de Mobiiis, la cual se verd mds adelante. Si se considera el mapeo
. P . 2 .
exponencial y el mapeo logaritmico con respecto al punto 0 se obtiene:

X
Vellx|

v

Vellvll

Tanto en el mapeo exp(;(x) como el mapeo logy(v), se aprecia que el dngulo del vector de entrada
no se modifica, a excepcién de la magnitud. La magnitud cambia a razén de las funciones, tanh y tanh™'
de la norma sobre el radio de la bola. En la bola de Poincaré no estan definidos los vectores con norma
igual o superior a 1/ +/c, y la circunferencia {v € R" : ||v||> = 1/c} corresponde a infinito (andlogo a la
esfera de Riemman, que el punto (0, 0, 1) representa infinito). Cabe destacar, si el vector se encuentra en la
circunferencia el célculo del factor conformal (4.8) queda indefinido.

v = exp{(x) := tanh( Vc|[x||) (4.12)

x = log§(v) := tanh™" (V/cl|vl]) 4.13)

4.3.1. Espacios Gyrovectoriales de Mobius

Para trabajar con informacién numérica se requiere un sistema algebraico, el cual se define como un
conjunto no nulo y un conjunto de operaciones. A través de un sistema algebraico es posible realizar dlgebra en
algin conjunto de elementos cualquiera, donde el sistema algebraico que define el dlgebra lineal corresponde
al espacio vectorial. Un espacio vectorial se constituye por un conjunto de vectores V, una operacién binaria &
denominada adicion vectorial, y una operacién externa ® sobre un cuerpo K, llamada producto por escalar.
El sistema algebraico (V, ®) cumple con los requisitos de grupo conmutativo o abeliano. Estos requisitos son:
propiedad asociativa, propiedad conmutativa y existencia elemento neutro e inverso.

Por otro lado, un cuerpo K es otro sistema algebraico formado por un conjunto K no vacid, dotado de
las operaciones binarias + y - llamadas adicién y multiplicacion respectivamente. Donde, los pares (K, +) y
(K — {inverso aditivo}, -) son grupos conmutativo, pero la multiplicacién, ademas debe cumplir la propiedad
distributiva con respecto la adicion (¢ - (a + b) = ¢ - a + ¢ - b). Por ejemplo, los nimeros reales R con las
operaciones adicién y multiplicacién comunes son un cuerpo. Con el cuerpo K, es posible definir la operacion
multiplicacién por escalar, para finalmente tener todas las propiedades de un espacio vectorial. La operacién
producto por escalar es una operacion externa, ya que, es una operacion binaria que se aplica sobre dos
conjuntos distintos, el cuerpo K y el conjunto de vectores V, de la forma ® : V x K — V. La multiplicacién
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por escalar cumple con las propiedades: asociativa, existencia de elemento neutro y distributiva respecto a la
suma vectorial @ y suma escalar +. En resumen, un espacio vectorial se construye con un grupo conmutativo
y un producto escalar sobre un cuerpo K.

El espacio girovectorial propuesto por Ungar (2008), corresponde a la extension del sistema algebraico
espacio vectorial, y permite definir dlgebra sobre un espacio no euclideo consistente con el tensor métrico.
El primer acercamiento a los girovectores es definir el sistema girogrupo, que es una relajacion del sistema
grupo, y para ello es necesario introducir los conceptos algebraicos que permitirdn construirlo.

Definicion 4.3.1 (Grupoide). Un grupoide o magma, consiste en un par (G, +), donde G es un conjunto no
vacio y + una operacién binaria.

Definicion 4.3.2 (Automorfismo de un Grupoide). Un automorfismo ¢ de un grupoide (G, +) es una funcién
auto mapeo de G biyectiva (mapeo uno a uno) ¢ : G — G, que preserva la operacion del grupoide, que es,

Pla+b) = p(a) + $(b).

La operacién binaria en un conjunto dado se conoce como operacién de conjunto. Por otra parte,
el conjunto de todos los automorfismos de un grupoide (G, +) se denota como Aut(A, +), donde la funcién
identidad I, tal que I(x) = x, corresponde al automorfismo trivial. Con todas estas definiciones, Ungar (2008)
generalizo el concepto de grupo relajando algunos axiomas, para asi definir un sistema algebraico en un
espacio no euclideo, el cual nombro girogrupo.

Definicion 4.3.3 (Girogrupo). Un girogrupo es un par (G, ®), donde este debe cumplir las siguientes propie-
dades:

= Existencia del elemento neutro e.
= Existencia del inverso por la izquierda: Vae G,da€ G:a®a =e.

= Propiedad de giroasociatividad: a® (b@®c) = (a®b) ® gyrla,blc,Va, b, c € G, donde, gyr[a,blc e Gy
es unico.

= El mapeo gyr[a,b] : G — G dado por ¢ — gyr[a, b]c es un automorfismo del grupoide (G, ®), es decir,
gyrla, b] € Aut(G,®). gyr[a, b] de G se le llama giromorfismo, o giro de G generado por a,b € G. El
operador gyr : G X G — Aut(G, ®) se denomina giro de G.

= Propiedad de bucle: gyr[a, b] = gyr[a & b, b].

Definicion 4.3.4 (Girogrupo conmutativo). Un girogrupo (G, @) es conmutativo si el operador binario cumple
con la propiedad de gyroconmutatividad: a ® b = gyrl[a, b](b & a).

Claramente un grupo (conmutativo), consiste en un girogrupo (giroconmutativo) cuyo giroautomor-
fismo es trivial. La estructura algebraica de los girogrupos es en consecuencia mds rica que un grupo. Con
respecto al modelo de la bola de Poincaré se encuentra el girogrupo de Mobius, que se define como el par
(D, ®,), donde &, corresponde a la adiciéon de Mdbius. Para x,y € D”, la adicién de Mobius &, es una
operaci6n binaria tal que:

&, : DI xD! - D!
(1+2¢¢x, ) + clyl?) x + (1 = cllxl) y
1+ 2c(x,y) + llxdPIIP

X®,y = 4.14)

Donde el operador de giro (gyr) del grupo de Mobius se muestra en la ecuacién (4.15). En particular,
cuando ¢ = 0 se obtiene la suma ordinaria de dos vectores en R”". La adicién de M&bius no cumple con la
propiedades conmutativas y asociativas, pero satisface que x ®. 0 = 0 &, x = x. Ademads, para cualquier
x,y € D%, se cumple que (—x) &, x = x®. (—x) = 0y (=x) ®, (x) ® y = y (inverso por la izquierda). Con esto
es posible definir la substraccién de Mobius en la ecuacion (4.16).

gyr : DI x D! — Aut(DL, &,)
gyrla,blz = 6.(a®. b) & (ad. (b ®. 2))) (4.15)
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X6,y :=x®: (—y). (4.16)

Definicién 4.3.5. (Espacio girovectorial) Sea la tupla (V, ®,®), donde V es un conjunto de elementos no
vaci6é denominados vectores, @ es una operacion binaria sobre V' y ® una operacion externa sobre un cuerpo
(K, +,-). Se dice que V es un espacio girovectorial si y solo si (V,®) es un girogrupo giroconmutativo, y la
operacion externa multiplicacién por escalar ® : K X V — V cumple las propiedades de producto por escalar.

En la descripcién del espacio girovectorial en la bola de Poincaré ya se tiene el girogrupo de Mobius,
sin embargo, se necesita dotarlo de una operacién producto por escalar. Se define la operacién externa
multiplicaciéon escalar de Mdbius, el cual opera sobre el cuerpo de los reales R. Sea r € Ry x € D,
entonces la multiplicacién escalar de Mobius ®, corresponde a:

® : RxD" - D"

”x”x \/Etanh(r - tanh™" (Ne|xD) (4.17)

r® X 1= expj (r . logg(x)) =

Finalmente, el espacio girovectorial de Mobius corresponde a la tupla (D, &, ®.) sobre el cuerpo R.
Por ende, ya es posible aplicar conceptos de dlgebra lineal en la bola de Poincaré, requisito para definir capas
neuronales hiperbdlicas.

4.4. Redes Neuronales Hiperbolicas

Los espacios hiperbdlicos han ganado impulso en el contexto de aprendizaje de maquinas, gracias a
su capacidad de representacion de datos con estructura jerdrquica. Ganea et al. (2018) introdujo el concepto
de capas neuronales hiperbdlicas, estas consisten en capas neuronales que trabajan dentro del espacio
girovectorial de Mobius. El cual, es necesario proveerlo de un operador de funciones conocido como version
de Mobius. Las capas hiperbdlicas aprenden a generar representaciones incrustadas en la bola de Poincaré, es
decir, representaciones vectoriales con jerarquia intrinseca.

4.4.1. Capas feedforward hiperbdlicas

Las capas feedforward contiene los pardmetros W'y b, los pesos y el sesgo respectivamente, ademas
de una funcién no lineal f(-) como activacién. Con esto, la capa feedforward realiza la transformacion
en la entrada expresada en la ecuacién (2.1), que consiste en una transformacién afin y posteriormente la
aplicacién de la funcién no lineal. La versién hiperb6lica de la capa feedforward debe realizar un simil de la
transformacion de su contraparte euclidea en la bola de Poincaré. Para esto se define el operador version de
Mobbius, que va desde el espacio de funciones sobre el espacio euclideo al espacio de funciones sobre la bola.
Este se define como:

Definicion 4.4.1 (Version de Mobius). Para una funcién f : R” — R” y un vector x € D”, se define como
% la versién de Mébius de f como:

[ D! —» D
F(x) = exp{(flogf(x)) (4.18)

Note que esta definicién se fundamenta de la multiplicacién por escalar de Mobius (4.17), cuyo
procedimiento es parecido. Primero el mapeo logaritmico lleva el vector, que originalmente estd en la
bola de Poincaré, al espacio euclideo, luego aplica la funcién euclidea, para finalmente volver a la bola
mediante el mapeo exponencial. Esto es posible debido a que todas las funciones quedan bien definidas,
ya que el espacio tangencial de la bola de Poincaré es 79D = R". Cabe destacar que lim._,o f& — f,
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ademds cumple con la propiedad del morfismo (f o 2)® = f® o g%, y la preservacién de la direccién
JSEE/NIfE@N = f/If Gl

La capa feedforward hiperbdlica, en primera instancia realiza la multiplicacién entre los pesos
M € R™" y un vector de entrada x € R”. Esta multiplicacién corresponde a una transformacién lineal
T :R" — R™, tal que M(x) := M- x. Con el uso de la operacién versién de Mobius, se define la multiplicacién
matriz vector de Mobius:

Definicion 4.4.2 (multiplicacion matriz vector de Mobius). Se define M® : D" — D™, tal que:

tanh™" (Vellxl)) (4.19)

M M
M®C(X) — M®c ¥ = X (” )C”

tan
Ml Ve llxll

Note que, M ®. x = 0 si Mx = 0, por otro lado si se tiene otra matriz W € Rkxm ag posible demostrar
que se cumple la propiedad de la asociatividad del producto matricial, es decir (W-M)®.x = W®. (M ®, x),
ademds paraun r € R, se cumple la asociatividad de matriz escalar, es decir rM)Q.x = rQ®.(M®.x).

Finalmente, la capa feedforward hiperbdlica requiere realizar la suma del sesgo y aplicar la activacién
no lineal ¢. Se utiliza la adicién de Mobius para la suma del sesgo y para aplicar la funcién no lineal se utiliza
la versién de Mobius de ¢, es decir ¢®:.

Definicion 4.4.3 (Capa feedforward hiperbélica). Se define la capa feedforward hiperbolica como una
funcién H : D! — D, la cual estd determinada por los pardmetros M € R™" y b € R” y una funcién no
lineal ¢ : R™ — R"™, que realiza la siguiente operacion:

y = H(x) := ¢ (M & x & expi(b)) (4.20)
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5 Redes Adversarias Generativas Hi-
perbolicas (HGAN)

El aprendizaje profundo consiste en crear de manera secuencial representaciones abstractas jerarquicas
de los datos de entrada. En el caso del procesamiento de imagenes, los datos se representan como un tensor
de 3D de pixeles: ancho, alto, y mapa de color (rojo, verde y azul). Este tensor presenta una baja jerarquia, en
consecuencia, una representacion euclidea es suficiente. Mientras este tensor se adentra por la red neuronal, la
informacion representada por los mapas de caracteristicas comienza a adquirir mayor nivel de abstraccién, por
ejemplo, presencia de ojos, patas, pelo, color. En etapas mds profundas de la red, la informacién representada
consiste en los elementos presentes en la imagen, tales como: perros, gatos, personas. Estas caracteristicas
se encuentran ya fuertemente relacionadas con el lenguaje y tiene que ver con representaciones simbdlicas
de los diversos elementos que componen la imagen. Es por ello, la capacidad de las redes neuronales de
responder que objeto estd presente en la imagen.

Por este motivo, a pesar de que las imdgenes no presentan un comportamiento jerarquico, existe una
jerarquia intrinseca en ellas, la cual se logra apreciar a mayores niveles de abstraccién. Es por ello, que
han existido recientes iniciativas y estudios para incorporar geometria hiperbdlica en el procesamiento de
imégenes, especificamente, en capas de abstraccién donde esta jerarquia se aprecia. En este punto radica
la hipétesis de la presente tesis, el cual consiste en: Es posible explotar la jerarquia intrinseca de las
imdgenes, para mejorar el proceso de generacion a través del uso de capas neuronales hiperbdlicas en la
arquitectura GAN. Esto abre un camino dentro de las arquitecturas GAN, que consiste en combinar espacios
hiperbélicos y euclideos.

En este capitulo se revisard la metodologia empleada en la investigacion, ademas de las diferentes
arquitecturas GAN estudiadas. En primer lugar, se profundizard sobre la jerarquia de las imdgenes, luego se
revisard la version hiperbodlica de arquitecturas GAN simples, que corresponden a GAN, WGAN-GP y CGAN.
Finalmente se propone utilizar capas hiperbdlicas en la arquitectura StyleGAN?2, que es una arquitectura GAN
moderna, la cual es el estado del arte en varios conjuntos de datos que se utilizan como punto de referencia
para modelos generativos.

5.1. Jerarquia en las Imagenes

La estructura jerarquica se encuentra fuertemente en grafos y texto, he ahi los primeros acercamientos
del uso de geometria hiperbdlica. El uso de espacios hiperbdlicos radica en algoritmos que crean incrustaciones
vectoriales en espacios hiperbélicos, tanto para grafos (Nickel y Kiela (2017)) como para texto (Dhingra
et al. (2018)). Ademads, existen acercamientos donde se procesa la informacién mediante capas neuronales
en el espacio hiperbdlico, tal como las capas neuronales feedforward hiperbdlicas estudiadas en el capitulo
anterior, las cuales se probaron en problemas de procesamiento natural de lenguaje, especificamente en
tareas de reconocimiento de prefijos ruidosos y vinculacion de textos. Ademads, existen capas hiperbdlicas
especializadas para trabajar con grafos, como, las capas propuestas por Liu et al. (2019) y Chami et al. (2019),
que son adaptaciones de capas neuronales de grafos e introducen procesamiento en el espacio hiperbdlico,
mejorando tareas de prediccion de nuevos enlaces o clasificacién de grafos.
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Figura 5.1: Visualizacion de la jerarquia presenta en la rama de los mamiferos de WordNet, enlazada con la respectiva
imagen de ImageNet. Se implementa el algoritmo de incrustacién de grafos en la esfera de Poincaré de dos dimensiones,
paraun ¢ = 1y 50 épocas.

Si bien, existen muchos estudios respecto a la utilizacién de la geometria hiperbdlica para diversos
tareas y tipos de datos, para las imdgenes ain se encuentra en un estado reciente. Esto se debe a que la
jerarquia en las imdgenes no aparece de forma directa. Sin embargo, existen diversos indicios donde se intuye
la existencia de jerarquia en las imdgenes. El principal argumento empleado en esta tesis, consiste en que
es posible agrupar diferentes imagenes segun la similitud entre los elementos presentes. Estos elementos
pueden ser agrupados dentro de otras categorias aumentando el nivel de abstraccion. Si se realiza esta tarea
sucesivamente, los elementos se organizan de forma natural en una estructura de arbol. Suponga el caso
del reino animal, existen caracteristicas fisicas apreciables a la vista las cuales son propias de la evolucién.
Por ejemplo, resulta relativamente facil diferenciar un animal que pertenece a la rama de los mamiferos de
uno de la rama de los reptiles, debido a que los mamiferos comparten caracteristicas similares, como, el
pelaje. Dentro de la rama de los mamiferos, es posible seguir agrupando a los animales por sus caracteristicas
visuales, por ejemplo, los canes se constituyen por perros, lobos y hienas, a diferencia de los felinos como los
gatos, leones y tigres. Por ende, se aprecia una relacion entre la taxonomia de los animales y el lenguaje, el
cual es posible ilustrar con el famoso conjunto de datos ImageNet (Deng et al. (2009)), que corresponde a un
conjunto de imdgenes ordenados segun el conjunto de datos WordNet (Miller (1998)), donde este tltimo es
una red de palabras que se organiza en forma de arbol. Por ende, ImageNet es una agrupacion jerdrquica de
las imagenes, y cabe destacar que en su pagina web existen herramientas para buscar imagenes navegando a
través de las ramas del 4rbol. En la figura 5.1, se visualiza la jerarquia en las imdgenes de ImageNet, donde
se implementa el algoritmo de incrustacion de grafos en la bola de Poincaré, propuesto por Nickel y Kiela
(2017), sobre la rama de los mamiferos del conjunto de datos WordNet, para posteriormente enlazar cada
palabra con su respectiva imagen obtenida de ImageNet.

Por lo tanto, las imdgenes presentan una estructura jerarquica, gracias a la relacion entre los elementos
existentes y la palabra que los simboliza. Este argumento, junto con otros dos mds, son propuestos por
Khrulkov et al. (2020). El primer argumento consiste en la estructura jerdrquica que presenta la tarea de
recuperacion de imagenes. Se tiene una fotografia global, que se constituye de multiples fotografias en primer
plano de distintos detalles. Existe una jerarquia ya que las fotografias globales se encuentran cerca a la raiz,
en cambio las fotografias de detalles especificos corresponden a las hojas del arbol. El segundo argumento
se aprecia en algunas tareas, donde imagenes mds genéricas son las que contienen menos informacién, por
ende, son mds ambiguas. Por ejemplo, en reconocimiento de rostros, imdgenes de rostros borrosos o de
menor resolucidn (fotografia tomada desde lejos), se pueden relacionar con rostros de distintas personas que
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Figura 5.2: Ejemplo que muestra las arquitecturas de la HGAN, discriminador y generador y discriminador con capas
hiperbdlicas y euclideas

estén en alta resolucidén. Por ello, imagenes de rostros borrosas se encuentran cerca de la raiz del 4rbol, y
las de mayor resolucion, tal que es posible identificar ficilmente a la persona, estaran cerca de las hojas. El
trabajo realizado por Khrulkov et al. (2020), es la principal inspiracién para la presente investigacion, ya que
utilizaron operaciones y las capas definidas en el capitulo anterior para realizar una incrustacién jerarquica de
las imagenes en la bola de Poincaré. Este acercamiento mejora tareas de aprendizaje profundo con pocas
muestras.

5.2. GAN, CGAN y WGAN-GP, Hiperboélicas

El supuesto central de la presente tesis radica en que las redes neuronales hiperbdlicas pueden mejorar
el desempefio de la arquitectura GAN, ya sea en el proceso de generacién o discriminacién, debido a la
capacidad de las capas neuronales hiperbdlicas para explotar las caracteristicas jerarquicas de las imagenes.
La version hiperbdlica de la GAN (HGAN), consiste en combinar el espacio hiperbdlico y euclideo tanto
en el generador como en el discriminador, reemplazando algunas de las capas feedforward normales o
euclideas por capas feedforward hiperbdlicas. Para combinar ambos espacios, es necesario utilizar capas que
implementen los mapeos exponenciales y logaritmos, y asi mover los vectores resultantes desde el espacio
euclideo al hiperbdlico y viceversa. El uso de diferentes espacios en las redes neuronales, permite que se creen
mapas de caracteristicas abstractas que representen diferentes estructuras implicitas en los datos, como la
estructura jerdrquica ya mencionada. Este enfoque agrega mds grado de libertad al disefio de las arquitecturas
de la GAN, en este caso la HGAN se define por la cantidad de capas hiperbdlicas, la ubicacién de estas
y la curvatura del espacio hiperbdlico (el valor de ¢ de la bola de Poincaré). La HGAN es una familia de
arquitecturas derivadas de la modificacién de la arquitectura GAN originalmente propuesta por Goodfellow
et al. (2014), la figura 5.2 muestra la arquitectura general qué se implementd. De manera similar a la HGAN,
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Figura 5.3: Distribucién de la norma de los vectores del conjunto de datos MNIST, mapeados a la bola de Poincaré
normalizado con respecto al radio de la bola r

las arquitecturas HWGAN y HCGAN, corresponden a modificaciones de las arquitecturas originales de la
WGAN-GP Gulrajani et al. (2017) y la CGAN Mirza y Osindero (2014) respectivamente, al reemplazar capas
euclideas por capas hiperbdlicas.

Las arquitecturas de la familia HGAN puede tener tanto capas euclideas como hiperbdlicas en dife-
rentes disposiciones, con el correspondiente mapeo exponencial y logaritmico centrados en cero, necesarios
para pasar entre los espacios. La notacién de las diferentes configuraciones de la arquitectura corresponde a:
Dhinee, para el discriminador, y Gy, para el generador, los subindices indican de que capas estin compuestas
las redes neuronales. Por ejemplo, Gp.. significa que la red generador estd comprendida por un mapa expo-
nencial, dos capas hiperbdlicas, un mapa logaritmico y dos capas euclidianas, el orden de lectura de izquierda
a derecha corresponde al orden desde las capas de entrada hacia las de salida de la red. Para simplificar, tanto
las capas de mapeo exponencial y logaritmico se omiten de la notacién. Con esta notacidn, la arquitectura
GAN original se representa como D,eeeGecee-

La ubicacién de las capas hiperbdlicas en la red tiene una influencia significativa en el rendimiento de
la HGAN. Se probaron tres configuraciones generales y diferentes. Primero, La HGAN con configuracién
euclidea-hiperbélica (EH), que consta de capas euclidianas, un mapa exponencial y capas hiperbdlicas
al final de la red. La configuraciéon EH genera primero un vector de caracteristicas en el espacio euclideo,
y luego estas representaciones se procesan en la bola de Poincaré, generando representaciones abstractas
jerarquicas. Se cree que las configuraciones EH pueden mejorar el rendimiento de la red discriminador,
porque, la estructura jerdrquica de la imagen es relevante en las capas que se encuentran a mayor profundidad
en la red, debido a que tienen mayor grado de abstraccidn. La segunda configuracion corresponde a la
hiperboélico-euclideo (HE), que consiste en un mapa exponencial, seguido por capas hiperbdlicas, mapa
logaritmico y capas euclideas en la salida de la red. Esta secuencia, HE, podria mejorar el rendimiento
creando representaciones jerarquicas, en primera instancia en el espacio hiperbdlico que posteriormente
ayudaria a las capas euclideas a realizar la tarea deseada. Finalmente, se tienen las configuraciones euclidea-
hiperbdlica-euclidea (EHE) que consisten en redes que comienzan con capas euclidianas, seguidas por
el mapeo exponencial, capas hiperbdlicas, mapa logaritmico y capas euclideas nuevamente hasta el final
de la red. La configuracién EHE primero crea una representacion en el espacio euclideo enriquecida con
caracteristicas abstractas, para luego explotarlas mediante el uso de las capas hiperbdlicas, y por tltimo,
mapear la salida al espacio euclideo y procesarla a través de capas euclideas. El generador puede aprovechar
esta configuracion, ya que, su objetivo es crear una imagen completa a partir de ruido, el cual no posee una
estructura jerarquica.

Otro grado de libertad es el valor de la curvatura o el factor ¢ de la bola de Poincaré, el cual posee
una influencia significativa en el rendimiento de la HGAN. El radio  de la bola de Poincaré se relaciona
con ¢ de la forma ¢ = 1/ +/c. Por lo tanto, ¢ representa cuan grande es la bola de Poincaré, y esto afecta en
las funciones de mapeo y en las operaciones de las capas hiperbdlicas. Por ejemplo, en la imagen 5.3 se
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Figura 5.4: Images of the best results generated by each architecture, on MNIST and measured by the FID.

muestra el efecto del mapeo exponencial sobre el conjunto de datos MNIST. La distribucién corresponde
a la magnitud de la imagen en el espacio hiperbdlico normalizada por el radio de la bola, como se ve en la
ecuacién (5.1). Esté distribucién varia segtin el valor ¢, para ¢ = 107 (r ~ 316) la distribucién es cercana a
cero, en esta zona presenta un comportamiento similar al euclideo, por ende, no se aprecian beneficios. A
diferencia de la distribucién cuando ¢ = 1072 (r = 10), que colapsa al valor del radio . Una mala eleccién del
valor ¢ causa un pobre comportamiento, ademds de provocar problemas de inestabilidad numérica.

R(x) = [lexpy(0)ll/r = tanh(@) (3.1

Las arquitecturas HGAN utilizan activaciones Leaky ReLU en sus capas neuronales, tanto en las capas
euclideas como en las hiperbdlicas, sin utilizar los mapeos exponencial y logaritmico antes y después de
utilizar la funcién. Esto difiere de la implementacién original propuesta por Ganea et al. (2018), en donde se
utiliza la versién de Mdobius para las funciones de activaciones. Ademads, se utiliza las capas Dropout para
regulacion, y el algoritmo de optimizacién es Adam Kingma y Ba (2017).

5.2.1. Experimentos

Los experimentos consisten en entrenar las diferentes arquitecturas HGAN con diferentes configu-
raciones sobre el conjunto de datos MNIST, el cual es un conjunto de imdgenes de un canal, con nimeros
manuscritos. El rendimiento de cada arquitectura se mide mediante las métricas Inception Score (IS) y Fréchet
Inception Disntace (FID).

La implementacion utilizada para la GAN original consiste en cuatro capas feedforward en cada
red neuronal. El discriminador tiene como entrada la imagen vectorizada de dimensién 784, seguida por
capas cuyo tamano son de 102, 512, 256, y 1 unidades (en potencias de dos para facilitar la implementacién
en GPU). Para el generador, la capa de entrada es de 128 unidades, el cual corresponde a ruido gaussiano
sin correlacidn, y las capas ocultas y de salida son 256, 512, 1024 y 784 unidades respectivamente. El
discriminador contiene capas de Dropout con una probabilidad tasa de Dropout de 0,1. Ambas redes tienen
activaciones leaky ReLU con factor 0.2, a excepcién de las capas de salida, donde el discriminador no utiliza
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Architecture HGAN C4 Cq FID | IS7
Deeeegeeee - - 67.291 8.441
DiceeGenne le-3 | 1e-3 | 28.320 | 8.394
DerihGeehe le-5 | le-3 | 18.697 | 9.291

Tabla 5.1: Mejores resultados para arquitectura HGAN, medidos con FID e IS.

Architecture HWGAN | ¢; | ¢g FID | IST
DeeceGecee - - 16.130 | 9.284
Deeeeghhhe - 0.1 12.969 9.424
DeceeGenne - 1 0.1 ] 12.884 | 9.291

Tabla 5.2: Mejores resultados para arquitectura HWGAN, medidos con FID e IS.

Architecture HCGAN c4 Cq FID | IS7T
DeceeGeeee - - | 11.588 | 9.910
DiiihGhhee 0.01 | 0.01 | 9.171 | 9.899
DhineeGhiee 0.01 | 0.01 9.157 | 9.903
thheghhee le-5 le-5 10.940 9.919

Tabla 5.3: Mejores resultados para arquitectura HCGAN, medidos con FID e IS.

funcién de activacion y el generador contiene tanh, para asi forzar que la salida vaya de -1 a 1. Para la funcién
de costo se utiliza entropia cruzada binaria con regresion logistica y para entrenar se utiliza el optimizador
Adam con tasa de aprendizaje igual a 0.0001, 8; = 0,5 y 8> = 0,999. La WGAN-GP se construye de la misma
forma que la GAN, sin embargo, utiliza la perdida de Wasserstein (3.2) con penalizacién de gradiente, y tasa
de aprendizaje igual a 0.0001, ademads de los mismos valores de las betas. Finalmente, la implementacion
de la CGAN posee la misma estructura que ambas arquitecturas, pero la capa de entrada del discriminador
posee 794 unidades y del generador 138, que corresponde a 10 unidades mds debido a que se concatena
la informacién de las etiquetas de los nimeros manuscritos (del O al 9). El optimizador ocupa los mismos
parametros que la implementacién de la WGAN-GP, pero utiliza la entropia cruzada con regresion logistica
como funcién de perdida.

Las redes neuronales probadas son compuestas por bloques de redes hiperbdlicas, tanto en el comienzo
HE, medio EHE y final EH, para el generador y el discriminador con diferentes valores de c fijos. En primera
instancia se utiliza la versién hiperbélica del discriminador, manteniendo el generador euclideo, y luego lo
contrario. Las configuraciones y los valores de ¢ que obtienen un buen desempefio medido en IS y FID, se
combinan en una arquitectura HGAN donde el generador y el discriminador son hiperbdlicos, para luego ser
entrenadas. Este procedimiento se realizé en las arquitecturas HGAN y HCGAN, pero no en la HWGAN,
debido a que el discriminador nunca mostrd un rendimiento mejor que la version euclidea. Debido a que el
discriminador y generador presentan naturaleza distinta, los valores de la curvatura no siempre son los mismos,
cq es la curvatura del discriminador y ¢, para el generador. Esta distincién produce mejoras importantes en la
medicién del FID, desde 67.291 en la GAN euclidea, a 18.697 para la HGAN con ¢; = 107 y ¢, = 1073,
como se muestra en la tabla 5.1. Los mejores rendimientos se muestran en la tabla 5.1, 5.2 y 5.3, para las
arquitecturas HGAN, HWGAN y HCGAN, respectivamente. Ademads, la imagen 5.4 se ilustra los resultados
de las imdgenes generadas, diferenciando las mejores configuraciones de cada arquitectura con su contra
parte euclidea.

Se implementa un método para visualizar la mayoria de los experimentos por cada arquitectura:
HGAN, HCGAN, y HWGAN. Ademads, la visualizacién muestra cada configuracion y su respectivo valor
de c. Las filas indican la configuracion, por ejemplo Dyuin Geenn» Y 1as columnas indican el valor del c. Las
métricas IS y FID obtenidos se ilustran en el eje x, donde, para valores grandes de IS se obtiene un mejor
rendimiento (direccién —), al contrario de la métrica FID, que resultaria en un valor bajo (direccién «). Por
lo tanto, para un modelo con buen desempeifio, las marcas de FID e IS se ubican en el centro, cerca la una
de la otra. En el caso contrario, las marcas se ubicardn lejos del centro y de entre ellas. Adicionalmente, el
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Figura 5.5: HGAN experiments visualization with only hyperbolic discriminator or hyperbolic generator measure with
FID and IS. The segment line indicate the euclidean GAN performance.
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Figura 5.6: HCGAN experiments visualization with only hyperbolic discriminator or hyperbolic generator, and mixed
hyperbolic configurations measure with FID and IS. The segment line indicate the euclidean CGAN performance.

rendimiento de la arquitectura euclidea se indica mediante la linea segmentada. Finalmente, si el eje X no
presenta alguna marca, ya sea en el IS o el FID, significa un bajo rendimiento que esta fuera de los rangos del
eje X.

Con los resultados de los experimentos, se aprecia que el uso de capas hiperbdlicas mejora el
desempefio considerablemente en la arquitectura GAN original. Ademas, también se observa mejoras en
la arquitectura HWGAN y HCGAN. Por otro lado, en los graficos 5.5, 5.7 y 5.6 se ilustra el efecto global
de las capas hiperbdlicas, ademds de la influencia del valor c¢. Cuando el radio de la bola es més pequefio
comparado con la distribucién de la norma de los datos 5.3, entonces €l presenta un mayor comportamiento
hiperbdlico. Para estos valores del radio, se encuentran los resultados con mejor y peor desempefio, por ende,
estos dependen de la ubicacién de las capas hiperbélicas. Si el valor ¢ baja en orden de magnitud, el radio
crece por sobre la distribucion de la norma de los datos, entonces el comportamiento de las capas es similar
al euclideo, provocando un rendimiento similar a su contraparte euclidea.
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Figura 5.7: HWGAN experiments visualization with only hyperbolic discriminator or hyperbolic generator, and mixed
hyperbolic configurations measure with FID and IS. The segment line indicate the euclidean WGAN performance.

5.3. StyleGAN2 con Red de Mapeo de Estilo Hiperbélico

En la arquitectura StyleGAN?2, la red de mapeo de estilos f crea un espacio latente intermedio w € W,
que representa las caracteristicas de alto nivel en la imagen a generar. Estas caracteristicas, al ser de alto
nivel poseen mayor grado de jerarquia, la cual es posible explotar mediante la introduccién de espacios
hiperbdlicos. La modificacion consiste en reemplazar algunas capas feedforward ecualizadas que constituyen
la red de mapeo por capas feedforward hiperbdlicas ecualizadas en diferentes arreglos o configuraciones. Se
sigue las configuraciones antes propuestas, las cuales corresponden a las configuraciones HE, EH y EHE,
para diferentes valores de c. Se introduce la notacion fececcee,  fin de identificar las distintas configuraciones
de la red de mapeo, donde los subindices indican las capas utilizadas con orden de lectura siguiendo la
capa de entrada a la de salida. Ademds, se implementa una nueva capa neuronal, que consiste en una capa
feedforward con su respectiva funcion de activacion, pero se adhiere el mapeo exponencial al final de la capa.
Esta capa se denota como m para expandir la notacién anterior. y su funcién es restringir la norma del vector
de salida a el radio de la bola de Poincaré, véase ecuacioén (5.1).

Se experimenta con el conjunto de datos CIFAR-10, que corresponde a un conjunto de imigenes a
color de 32x32x%3, donde los elementos estan constituidos por 10 clases: perros, gatos, caballos, aviones, autos,
ciervos, ranas, barcos y camiones. Es decir, son imagenes pequefias y con mucha varianza, lo que dificulta a
los modelos de aprendizaje profundo. El experimento se implementa con un batch size de 32 imédgenes, tasa de
aprendizaje de 0.002, y regularizacién R1 con factor y = 0,1, que se aplica cada 16 iteraciones. Por otro lado,
no se utiliza mezcla de estilos ni regulacion por largo de ruta. Se entrena con un total de 200k de iteraciones, y
el resultado final se mide con la métrica FID de 50k imédgenes de muestra generadas. Los resultados obtenidos
se muestran en la tabla 5.4, que corresponde al promedio de 10 mediciones FID con muestras generadas con
diferentes semillas. Por otro lado, las imagenes generadas de la mejor configuracion se ilustran en la figura
5.8. Se observa una mejora en el desempefio de la StyleGAN2 con mapeo hiperbélico con respecto a con
mapeo completamente euclideo. Donde, la configuraciéon con mejor desempeiio corresponde a la que posee
dos capas hiperbélicas al comienzo con un ¢ = 102, esto es un radio de » = 10. El ruido es de dimensi6n de
512 y su norma promedio es de 22, es decir presenta un considerable comportamiento hiperbdlico. Por otro
lado, utilizar capas euclideas con mapeo exponencial también mejoran el desempefio de la StyleGAN2, como
se aprecia en la tabla 5.4.
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Mapping Network c FID |
f;?eeeeeee - 8.070
ﬁfeeeeeet le-4 7.583

Sittttree le-4 | 7.812
ﬁleeeeeee le-4 7.773
fheeeeeee le-3 7.594
ﬁleeeeeee le-2 7.760
fheeeeeee le-1 8.947
ﬁleeeeeee 1 10.611
fhheeeeee le-3 7.933
ﬁlheeeeee le-2 7.427
f hheeeeee le-1 9.097
fhhheeeee le-3 8.203
fhhhheeee le-3 8.288
feeeeeeeh le-3 7.988
feeeeeehh le-4 7.805
Jeeeennhn le-3 | 7.957
Jeehhniee le-3 | 9.116

Tabla 5.4: Resultados obtenido del promedio del FID de 50k de imagenes generadas, utilizando 10 semillas distintas por
cada configuracién probada.

(a) StyleGAN2 Euclidea (b) StyleGAN2 Hiperbdlica

Figura 5.8: Muestra de 100 imédgenes generadas a partir del modelo StyleGAN2 y la StyleGAN2 con mapeo hiperbdlico
que obtiene mejor FID promediado
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5.4. Entrenamiento de la curvatura

El valor ¢ de la Bola de Poincaré tiene un rango continuo de variacion, desde cero a infinito. Encontrar
el valor de ¢ correcto, tal que, la HGAN presente un buen rendimiento sin que sea similar a la GAN
euclidea es una tarea fundamental. Se introduce un procedimiento para realizar la biisqueda del valor c, de
forma automdtica y en tiempo de entrenamiento. La metodologia consiste en dejar ¢ como un parametro
entrenable. Sin embargo, es necesario tomar ciertas consideraciones, ya que el valor ¢ determina la forma y
las operaciones del espacio girovectorial de Mobius, métricas y los mapas exponenciales y logaritmicos. Por
tanto, el valor ¢ debe ser positivo y distinto de cero, y ademds empiricamente, ¢ no debe ser menor que le — 7
para asegurar estabilidad numérica. Por otro lado, para valores mayores que 1, la distribucion colapsa en el
borde provocando un pobre desempefio en la HGAN. Para integrar los requerimientos y restricciones del
valor ¢, se decanta por ocupar un pardmetro auxiliar entrenable 9, el cual entra a una funcién exponencial y
asi obtener el valor ¢ real. Esta operacion se muestra en la siguiente ecuacion:

c=e""+e. (5.2)

Donde € es una constante pequefia para no caer en problemas de estabilidad numérica (en la practica
es igual a 107°). La otra constante corresponde a @, que cumple la funcién de escalar la tasa de aprendizaje,
ya que, en general el valor ¢ debe tener una tasa de aprendizaje efectiva distinta a la de los otros pardmetros
de las capas neuronales. El pardmetro ¢ se inicializa con la funcién inversa de la ecuacién (5.2), para obtener
el valor c inicial deseado.

Los experimentos consisten en entrenar la arquitectura HWGAN con generador hiperbolico, luego
las mejores configuraciones de HGAN y HCGAN, y finalmente la StyleGAN2 con mapeo hiperbdlico. Para
la HWGAN, El algoritmo de entrenamiento tiene los mismos hiperpardmetros que en los experimentos
anteriores, pero se entrena por 800 épocas, para asegurar que el valor ¢ se estabilice. Se implementa la
ecuacién (5.2), donde a = 1, € = 107% y el c inicial es igual a 1. Los resultados de los experimentos se
muestran en la tabla 5.5 y 5.6, ademads de los gréficos de la evolucién del valor ¢ efectivo para la HWGAN.
Por otro lado, se implementa en la StyleGAN2 con mapeo hiperbdlico, con distintos valores de partida del ¢ y
constate «, donde los resultados se muestran en la tabla 5.7.

Architecture HWGAN | ¢, final | ¢, bestepoch | FID |
DeceeGeehe 0.998 0.999 15.657
DeeceeGenhe 1.804e-3 2.156e-3 12.433
DeeceGehee 1.467e-2 1.489¢-2 12.987
DeceeGhine 8.654e-3 9.005e-3 12.503
DeceeGhee 1.000 0.999 17.926
DeceeGheee 0.998 0.998 20.395

Tabla 5.5: Resultados de las diferentes arquitecturas HWGAN con generador hiperbdlico, donde ¢ es un pardmetro
entrenable y c incial igual a 1.
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configuration | architecture Cq Cq FID |
HGAN DhreeeGenne | 6.911e-3 3.903 54.948
HWGAN DeeeeGnhhe - 9.005e-3 | 12.503
HWGAN DeceeGenne - 2.156e-3 | 12.433
HCGAN DinneGhhee 0.999 0.999 10.422

Tabla 5.6: Mejores resultados de HGAN, HWGAN, y HCGAN con c entrenable.

configuration | c init c final FID |
fheeeeeee 1 0.205 8.492
Jheeeeeee 0.1 8.523e-2 | 7.909
Jheeeocee 0.01 | 4.264e-2 | 7.761
Jheceeeee 0.001 | 4.120e-2 | 8.299
fhheeeeee 1 3.666e-1 19.086
Jhheeeeee 0.01 | 6.560e-2 | 7.953

Tabla 5.7: StyleGAN2 con mapeo hiperbdlico con ¢ entrenable después de 200k de iteraciones de entrenamiento.

Evolution of ¢

1.0 1 . S e s A St St St A st ot

0.8 4

0.0 4

400000 500000 600000 700000

Iterations

0 100000 200000 300000

Figura 5.9: Grifico de la evolucién del valor ¢ durante el entrenamiento del modelo.

Como se puede ver en los resultados obtenidos, la metodologia para entrenar el ¢ funciona, ademds
resuelve los problemas de inestabilidad numérica de las metodologias anteriores. Sin embargo, es muy
sensible a los hiperpardmetro « y al ¢ inicial. Por ello, es necesario encontrar una heuristica que permitan
guiar la eleccion de estos hiperparametros.
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6 Conclusion

El trabajo expuesto muestra que las versiones hiperbélicas de las arquitecturas GAN’s propuestas:
HGAN, HCGAN, HWGAN, y StyleGAN2 con mapeo hiperbélico, pueden funcionar tan bien o, en algunos
casos, mucho mejor que las arquitecturas euclidianas originales. De los multiples experimentos presentados en
la tesis se desprende que el rendimiento depende en gran medida de dos factores principales: la curvatura de
la bola de Poincaré, a través del pardmetro c, y la configuracion de la arquitectura. Los mejores rendimientos
se encontraron para HGAN con ¢ = 1073, HCGAN ¢ = 1072, HWGAN ¢ = 10~ y StyleGAN2 con mapeo
hiperbélico ¢ = 1072, las cuales segtin la distribucién de la norma de los datos se encuentran en una zona con
caracteristicas altamente hiperbdlicas. Para valores pequefios de c, el crecimiento del radio provoca que las
operaciones de las capas neuronales hiperbdlicas se comporten como euclideas, por lo que no hay mejora
con respecto a la versién euclidiana. Para valores de ¢ mds bajos que 107° las redes no convergen debido
a la inestabilidad numérica presente en las operaciones. Por otra parte, cabe destacar que es posible hacer
una distincion entre los valores ¢ usados en el discriminador con los del generador, los cuales pueden ser
diferentes, que trae como consecuencia una mejora en el rendimiento de la HGAN.

Para las configuraciones, los experimentos muestran que las configuraciones EHE y HE para el
generador tuvieron un mejor rendimiento. Para el discriminador, las configuraciones HE y EH funcionan
mejor. Sin embargo, en la arquitectura HWGAN nunca se mostré una mejora del rendimiento con capas
hiperbdlicas en el discriminador, con respecto a la version euclidea. Ademds, cuando el discriminador tiene
una configuraciéon EH, no se aplicé el mapa logaritmico en la salida de la red, ya que provoca inestabilidad
numérica para dimensiones pequefias.

Con respecto al entrenamiento de la curvatura o el valor ¢ de la bola de Poincaré, los resultados
son favorables, aunque todavia se necesita un mayor estudio. Si bien, la metodologia propuesta mejora la
estabilidad y el cumplimiento de las restricciones del valor ¢, ain es muy sensible a los hiperpardmetros
del algoritmo, donde, se obtienen buenos resultados para el entrenamiento en la arquitectura HWGAN y
StyleGAN2.

Durante el desarrollo de este trabajo han surgido futuras propuestas, una de ellas es buscar la mejor
configuracion de la HGAN de manera automaética, que se adecue al problema de generacion. Esto evitaria
tener que probar las distintas configuraciones para cada marco de trabajo. Por otro lado, existen otras capas
hiperbdlicas modernas, por ejemplo, la capa de atencién hiperbdlica. Futuras propuestas se fundamentarian
en la arquitectura SAGAN, que es una GAN, pero con capas Self Attention o auto atenciéon. Ademads, en
investigaciones recientes se proponen capas hiperbdlicas neuronales que sustituyen las capas neuronales
hiperbdlicas utilizadas en el desarrollo de esta tesis, estas se denominan HNN++, donde, mejoran algunos
problemas de las HNN estdndar, como por ejemplo la saturacion al radio de la bola de Poincaré, ademds que
introducen capas convolucionales hiperbdlicas. Utilizar las capas HNN++ en lugar de las HNN estdndar en la
HGAN corresponde a un camino natural para seguir la misma linea de investigacion.

Para finalizar, el acercamiento de la GAN hiperbdlica abre un nuevo camino y familias de nuevas
arquitecturas GAN. Demostrando la posibilidad de introducir espacios distintos a la euclidea, para asi
aprovechar las caracteristicas geométricas presentes en los datos o en las representaciones internas, inclusive
si el espacio utilizado no corresponde al espacio hiperbdlico. Por ejemplo, el uso de redes esféricas, las cuales
explotan propiedades ciclicas o de similitud entre los datos. También existe la opcién de utilizar GAN’s
geométricas que aprendan la curvatura, en donde pueda mezclar capas euclideas, hiperbdlicas o esféricas, o
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incluso de capas cuyas operaciones se definan en una variedad riemanniana. El uso de distintas geometrias
en la arquitectura GAN permite mejorar la tarea de generacidn, ya que sus capas internas explotan las
caracteristicas intrinsecas de los datos o procesan datos que se encuentren en un espacio no euclideo.
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