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Resumen

Los agujeros negros en espacios asintéticamente Anti-de Sitter constituyen un esce-
nario fundamental para el estudio de la correspondencia AdS/CFT, al relacionar sistemas
gravitacionales con teorias de campos definidas en la frontera del espacio-tiempo. En este
contexto, la presencia de campos escalares introduce dificultades adicionales en la definicién
de cantidades conservadas, la implementacién de condiciones de borde y la interpretacién
holografica de las propiedades termodindmicas de las soluciones.

Esta tesis estudia dos aspectos de la descripcion holografica de agujeros negros cargados
acoplados a campos escalares. En primer lugar, se analiza la renormalizacion hologréfica
de una familia de soluciones del modelo STU con cuatro cargas y tres campos escalares, con
el propdsito de obtener una accion regularizada y cantidades conservadas finitas a partir
del tensor cuasilocal de Brown—York. En segundo lugar, se estudia la aplicabilidad de la
férmula de Cardy—Verlinde en casos concretos de agujeros negros asintoticamente Anti-de
Sitter, incluyendo soluciones con multiples cargas y una solucién diénica acoplada a un
campo escalar. Para ello se emplean técnicas de renormalizacién holografica, el tensor
de Brown—York y el andlisis de las cantidades termodinamicas y de la teoria dual en la
frontera.

Como primer resultado, se presenta una interpretacién de la férmula de Cardy—Verlinde
para el agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti-de Sitter en términos de una energia
efectiva asociada a la parte irreducible de la solucién, siguiendo ideas relacionadas con la
masa irreducible introducida por Ruffini. En segundo lugar, se estudian soluciones con
campos escalares mediante el tensor de Brown—York y condiciones de borde mixtas, obte-
niendo sus cantidades conservadas y analizando las propiedades termodinamicas de las
teorias duales correspondientes. En tercer lugar, para las familias de soluciones consider-
adas, se analiza la relacion entre la preservacién de la estructura conforme en la frontera,
la ecuacién de estado de la teoria dual y la aplicabilidad de la férmula de Cardy—Verlinde.
Finalmente, se propone un término de frontera para la familia STU de cuatro cargas y
tres campos escalares y se estudia su contribucién a la regularizacién de la accion y de las
cantidades obtenidas a partir del tensor de Brown—York en las soluciones analizadas.

Los resultados de esta tesis estdn restringidos a las teorias, familias de soluciones,
condiciones de borde y ensambles considerados. En particular, el analisis de la féormula
de Cardy—Verlinde se limita a los casos estudiados y no pretende establecer un criterio
universal para su validez. Asimismo, la extension del término de frontera propuesto a con-
figuraciones multiescalares mas generales requiere un analisis adicional de sus propiedades
de localidad, covariancia y comportamiento bajo variaciones independientes.
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Palabras clave: agujeros negros, espacios Anti-de Sitter, correspondencia AdS/CFT,
renormalizacion holografica, tensor de Brown—York, férmula de Cardy—Verlinde, modelo
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Capitulo 1

Introduccion

La gravedad es una de las interacciones fundamentales de la naturaleza y su descripciéon ha
evolucionado desde explicaciones intuitivas del movimiento de los cuerpos hasta teorias
matematicas capaces de describir fenémenos extremos, como los agujeros negros y la
evolucion del universo. En particular, la teoria general de la relatividad proporcioné un
marco geométrico en el cual la gravedad se interpreta como una manifestacién de la cur-
vatura del espacio-tiempo producida por la materia y la energia.

Desde la antigiiedad, los seres humanos han intentado comprender por qué los objetos
caen hacia la Tierra. En la filosofia natural de Aristdteles (384-322 a.C.), los cuerpos
estaban constituidos por cuatro elementos fundamentales: tierra, agua, aire y fuego. Cada
uno de ellos tendia de manera natural a ocupar su lugar propio en el universo; asi, los
objetos compuestos principalmente por tierra caian hacia el centro del mundo, mientras que
el fuego ascendia hacia el cielo. Aunque esta explicacion fue posteriormente reemplazada
por teorias fisicas mas precisas, constituyé uno de los primeros intentos sistematicos por
describir el fendmeno de la gravedad [1].

Con el desarrollo de la mecédnica newtoniana durante los siglos XVII y XVIII, la
gravedad pasé a entenderse como una interaccién universal entre cuerpos con masa. Este
nuevo marco permitio especular sobre la existencia de objetos cuya atraccion gravitacional
fuese tan intensa que ni siquiera la luz pudiera escapar de ellos. En este contexto, a finales
del siglo XVIII, John Michell (1724-1793) propuso el concepto de “estrellas oscuras”, obje-
tos suficientemente masivos como para que su velocidad de escape superara la velocidad de
la luz. Esta idea constituy6 uno de los antecedentes conceptuales de los agujeros negros [2].
Pierre-Simon Laplace (1749-1827), de manera independiente, sugirié una idea similar en
su obra Ezposition du systeme du monde, ampliando la nociéon de cuerpos oscuros dentro



del marco newtoniano [3].

La revolucién en nuestra comprension de la gravedad ocurrié con Albert Einstein (1879
1955), quien en 1915 presentd la teoria general de la relatividad. En este marco, la gravedad
deja de interpretarse como una fuerza en el sentido newtoniano y pasa a describirse me-
diante la geometria del espacio-tiempo. La materia y la energia determinan la curvatura
del espacio-tiempo, mientras que dicha geometria determina el movimiento de los cuerpos.
Esta teoria permitié explicar fenémenos que la mecanica newtoniana no podia describir
completamente, como la precesion del perihelio de Mercurio y la desviacién de la luz por
la gravedad, confirmada experimentalmente durante el eclipse solar de 1919 [1].

En 1916, Karl Schwarzschild (1873-1916) encontré la primera solucién exacta a las
ecuaciones de Einstein, correspondiente al campo gravitacional exterior de un objeto
esféricamente simétrico [5]. Esta solucién introdujo la existencia de una superficie car-
acteristica, posteriormente interpretada como un horizonte de eventos, y constituyo el
punto de partida para el estudio matematico de los agujeros negros. Décadas después, los
trabajos sobre colapso gravitacional mostraron que, bajo determinadas condiciones, una
estrella suficientemente masiva puede colapsar gravitacionalmente hasta formar un agujero
negro [0].

Durante la segunda mitad del siglo XX, el estudio de los agujeros negros condujo al
desarrollo de una relacién profunda entre gravitacion, termodindmica y teoria cudntica de
campos. Los trabajos de Bekenstein establecieron una conexién entre el area del horizonte

de eventos y la entropia de un agujero negro [7]. En unidades de Planck, la entropia de
Bekenstein—-Hawking es igual a un cuarto del area del horizonte,

S:

A
T (1.1)

mientras que, en unidades del Sistema Internacional, se escribe como

kBC?’A
5= 4Gh

(1.2)

Posteriormente, Hawking demostré que los efectos cuanticos permiten la creacion de
particulas en el campo gravitacional de un agujero negro, lo que implica que estos objetos
emiten radiacién térmica con una temperatura caracteristica [3]. Este resultado completd
la conexién entre los agujeros negros y la termodindmica, mostrando que estos sistemas
poseen temperatura y entropia y que, en principio, pueden evaporarse mediante procesos
cuanticos.



El desarrollo posterior del principio holografico, propuesto inicialmente por 't Hooft
[9] v desarrollado posteriormente por Susskind [10], condujo a la formulacién de la cor-
respondencia AdS/CFT por Maldacena [11]. Esta correspondencia establece una relacién
entre una teorfa gravitacional definida en un espacio asintéticamente Anti—de Sitter (AdS)
y una teoria conforme de campos definida en su frontera. Ademads de proporcionar un
marco para estudiar aspectos cudnticos de la gravedad, esta dualidad permite relacionar
cantidades geométricas y termodinamicas del espacio-tiempo con observables definidos en
una teoria de campos.

En este contexto, los agujeros negros asintéticamente AdS constituyen un laboratorio
particularmente 1til para estudiar la relacion entre gravitacién, termodindamica y holo-
grafia. Sin embargo, la incorporacién de campos adicionales puede modificar de manera
importante tanto la estructura asintotica de las soluciones como la definicion de sus can-
tidades fisicas. En particular, los agujeros negros acoplados a campos escalares presentan
dificultades adicionales relacionadas con las condiciones de borde, la definicién de cargas
conservadas y la interpretacion hologréafica de las cantidades termodinamicas.

La existencia de soluciones con pelo escalar en espacios asintoticamente AdS ha sido am-
pliamente estudiada en distintos contextos, incluyendo configuraciones con condiciones de
borde mixtas o de tipo Robin y en el marco de la denominada designer gravity [12, 13, 11].
En estas situaciones, el comportamiento asintético del campo escalar y las condiciones
impuestas en la frontera pueden afectar la estructura del problema variacional y, en con-
secuencia, la construccion de la accion renormalizada y de las cantidades conservadas.

La presente tesis se centra en el estudio de agujeros negros cargados acoplados a cam-
pos escalares en espacios asintéticamente Anti—de Sitter. El andlisis se restringe a familias
concretas de soluciones: el agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti-de Sitter como caso
de referencia y distintas soluciones del modelo STU de supergravedad, incluyendo config-
uraciones con cuatro cargas y tres campos escalares, asi como determinadas soluciones
dionicas. El objetivo no es establecer resultados universales para cualquier teoria grav-
itacional con campos escalares, sino analizar de manera explicita cémo las condiciones
de borde y la estructura asintética de estas familias de soluciones afectan su descripcién
holografica y termodinamica.

El trabajo aborda dos problemas principales. El primero consiste en estudiar la renor-
malizacion de la accién gravitacional y la construccion de cantidades fisicas finitas para
soluciones del modelo STU con pelo escalar. Para ello se emplean herramientas de renor-
malizacién holografica, la construccion del tensor cuasilocal de Brown—York y el célculo de
cargas conservadas a partir de dicho tensor. Asimismo, se analiza la definicién de canti-
dades de la teoria dual, como la presion, y la relacién entre las condiciones de borde de los



campos escalares y la consistencia del problema variacional [15, 16, 17, 18 19].

El segundo problema consiste en determinar bajo qué condiciones la formula de Cardy—
Verlinde proporciona una descripcion consistente de la entropia de agujeros negros cargados
y con pelo escalar. En particular, se estudia el agujero negro de Reissner-Nordstrom—
Anti—de Sitter y distintas soluciones del modelo STU. El analisis se centra en examinar la
relacién entre la estructura de las cantidades termodinamicas obtenidas holograficamente
y la preservacion de la simetria conforme en la teorfa definida en la frontera [20, 21, 22].

A partir de estos problemas, los objetivos especificos de la tesis pueden formularse de
la siguiente manera:

1. Analizar la posibilidad de interpretar la férmula de Cardy—Verlinde para el agu-
jero negro de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter mediante una energia asociada a
la masa irreducible, siguiendo ideas originalmente introducidas en el estudio de la
energia irreducible de agujeros negros cargados.

2. Construir y analizar el tensor cuasilocal de Brown—York para las familias de soluciones
con campos escalares consideradas, estudiando el papel de las condiciones de borde
en la definicion de cantidades conservadas y en la interpretacion de las variables
termodinamicas de la teoria dual.

3. Proponer un contratérmino holografico para una familia especifica de soluciones del
modelo STU y verificar explicitamente que regulariza la accién euclidiana, el tensor
de Brown—York y las cantidades conservadas, comparando su funcién con los pro-
cedimientos de renormalizacion holografica empleados previamente en presencia de
campos escalares y condiciones de borde mixtas.

4. Analizar la validez de la férmula de Cardy—Verlinde para las soluciones estudiadas y
determinar la relacion entre su aplicabilidad y las propiedades de la teoria definida
en la frontera.

Los resultados obtenidos permiten responder estas preguntas dentro del dominio de
validez de las teorias y soluciones consideradas. En particular, la interpretacién prop-
uesta para la formula de Cardy—Verlinde se desarrolla para el agujero negro de Reissner—
Nordstrom—Anti—-de Sitter, mientras que el andalisis de agujeros negros con pelo escalar se
concentra en determinadas truncaciones y soluciones del modelo STU. De manera sim-
ilar, el contratérmino holografico propuesto se verifica explicitamente para la familia de
soluciones considerada y no se pretende establecer, en esta tesis, su validez universal para
teorias arbitrarias de Einstein acopladas a campos escalares.
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Los principales resultados de esta investigaciéon pueden resumirse en cuatro contribu-
ciones. En primer lugar, se presenta una interpretacién de la férmula de Cardy—Verlinde
para el agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter basada en la masa irreducible,
siguiendo la idea de separar la contribucion asociada a la carga de la parte irreducible de
la energia del agujero negro. En segundo lugar, se estudian distintas soluciones con cam-
pos escalares mediante el tensor de Brown—York y sus condiciones de borde, obteniendo
las cantidades hologréficas relevantes para su descripcién termodinamica. En tercer lu-
gar, se propone un contratérmino holografico para una familia concreta de soluciones del
modelo STU, cuya consistencia se verifica mediante la regularizacién de la accion, el ten-
sor de Brown—York y las cantidades conservadas. Finalmente, se analiza la férmula de
Cardy—Verlinde para las soluciones consideradas, identificando las condiciones bajo las
cuales proporciona una descripcién consistente de su entropia en términos de las canti-
dades holograficas de la teoria dual.

De esta manera, la tesis conecta dos aspectos complementarios del estudio holografico
de agujeros negros con campos escalares: por una parte, la construccién de una descripciéon
finita y variacionalmente consistente mediante técnicas de renormalizacion hologréfica; por
otra, el andlisis de las relaciones termodinamicas y holograficas que pueden establecerse
para familias concretas de soluciones.

Finalmente, con el propdsito de establecer el marco conceptual necesario para el desar-
rollo de estos resultados, se revisan las propiedades geométricas de los espacios Anti—de
Sitter, el comportamiento asintotico de campos escalares, los elementos basicos de la cor-
respondencia AAS/CFT y las técnicas de renormalizacién holografica utilizadas a lo largo
de esta tesis.

Organizaciéon de la tesis

La presente tesis se estructura en diez capitulos. Los primeros capitulos introducen las
herramientas conceptuales y técnicas necesarias para el andlisis, mientras que los capitulos
finales presentan los resultados obtenidos para las familias de agujeros negros consideradas.

En el Capitulo 2 se revisan los fundamentos de la accién gravitacional y se presentan las
principales soluciones de agujeros negros en relatividad general, incluyendo las soluciones
de Schwarzschild, Reissner—Nordstrom y Kerr, que sirven como punto de partida para los
desarrollos posteriores.

El Capitulo 3 introduce el espacio Anti—de Sitter y los elementos fundamentales de la
correspondencia AdS/CFT. Asimismo, se estudia el comportamiento de campos escalares
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en este espacio, la cota de Breitenlohner—Freedman y los principios de la renormalizacién
holografica mediante la incorporacion de contratérminos gravitacionales.

En el Capitulo 4 se presentan los aspectos termodinamicos de los agujeros negros,
revisando las leyes de la mecédnica de agujeros negros, su correspondencia con la ter-
modinamica y el origen de la temperatura de Hawking.

En el Capitulo 5 desarrolla el formalismo del tensor de estrés holografico de Brown—
York y la definicién de cargas conservadas en espacios asintoticamente Anti-de Sitter,
estableciendo las herramientas que serdn utilizadas en el resto de la tesis [23, 24, 25].

En el Capitulo 6 se estudia el agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter
dentro de la teoria de Einstein—-Maxwell con constante cosmolégica negativa, analizando
sus propiedades geométricas y termodinamicas como caso de referencia para las soluciones
consideradas posteriormente.

En el Capitulo 7 se extiende este andlisis a agujeros negros acoplados a campos escalares
pertenecientes al modelo STU de supergravedad. Se estudian distintas truncaciones de
la teoria, se obtienen sus propiedades termodindmicas y se analiza el tensor de estrés
holografico, incluyendo el caso de determinadas soluciones didnicas.

El Capitulo 8 presenta una de las principales contribuciones de esta tesis: la con-
struccion de un contratérmino holografico para una familia especifica de agujeros negros
con pelo escalar. Se verifica que este contratérmino permite regularizar la accion euclidiana,
el tensor de Brown—York y las cantidades conservadas, obteniendo ademés una descripciéon
termodinamica consistente. El resultado se analiza dentro del marco de la renormalizaciéon
holografica para las condiciones de borde y las soluciones consideradas, sin asumir su validez
para teorias arbitrarias con campos escalares [12, 13, 17, 14].

El Capitulo 9 esté dedicado al estudio de la formula de Cardy—Verlinde. Se presenta una
interpretacion basada en la masa irreducible para el agujero negro de Reissner—Nordstrom—
Anti—de Sitter, se desarrolla una interpretacion holografica de la presién a partir del tensor
de Brown—York y se analiza la validez de la formula para las soluciones del modelo STU
consideradas [20, 21, 22].

Finalmente, en el Capitulo 10 se presentan las conclusiones de la investigacion, se
resumen las principales contribuciones originales y se discuten las limitaciones del dominio
de validez de los resultados, asi como posibles extensiones hacia otras teorias gravitacionales
y familias de soluciones con campos escalares.



Capitulo 2

Accién gravitacional

La forma mas comun de caracterizar una teoria gravitacional consiste en especificar una
accion, junto con las condiciones de borde apropiadas para los distintos campos dindmicos
involucrados. Al variar esta accién con respecto a dichos campos y exigir que la accion sea
estacionaria, se obtienen las ecuaciones de movimiento que describen la teoria [20, 27].

En lo que sigue, utilizaremos unidades geométricas G = ¢ = 1, salvo que se indique
explicitamente lo contrario. Para la gravedad, consideramos la accién de Einstein—Hilbert
[1, 26], dada por

1
I=— [ dav/—gR+1,, (2.1)
167 M
donde M representa la variedad del espacio-tiempo, g es el determinante de la métrica
9, I es el escalar de Ricci del espacio-tiempo e I,,, denota la accién correspondiente a los
campos de materia presentes en la teoria.

Para formular un problema variacional bien definido, es necesario especificar las condi-
ciones de borde para los campos dindamicos. En el caso de una condicion de Dirichlet para
la métrica, se fija la métrica inducida en la frontera, de modo que las variaciones admisibles
satisfacen

m = 0. (2.2)
oM

La variaciéon de la accién de Einstein-Hilbert contiene términos de frontera que in-
volucran derivadas normales de la variacién de la métrica. Por esta razon, incluso bajo
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condiciones de Dirichlet, es necesario anadir el término de Gibbons-Hawking—York [28, 29],
el cual permite formular adecuadamente el principio variacional.

Consideremos, en particular, una frontera no nula 9 M, con vector normal unitario n*,
de manera que

n'n, =, (2.3)

donde € = +1 para una frontera de tipo espacial y ¢ = —1 para una frontera de tipo
temporal, de acuerdo con la convencién de firma adoptada. La métrica inducida sobre la
frontera puede escribirse como

h;w = Gu — ENyNy. (24)

La curvatura extrinseca se define, con una orientacién fija para el vector normal, me-
diante

Ky = h, h,V n,, (2.5)

y su traza estd dada por K = W K,,. En una formulacién general, el término de
Gibbons-Hawking—York puede escribirse como

€
IGHY = — dBZE |h| K, (26)
8T Jom
donde h representa el determinante de la métrica inducida. En el caso particular de una
frontera temporal y con la convenciéon de firma utilizada habitualmente en este trabajo,
esta expresion se reduce, con las convenciones de signo correspondientes, a una integral

proporcional a /—hIK.

De esta manera, la accién gravitacional completa, antes de incorporar posibles términos
de regularizacion o contratérminos, puede expresarse como

I=1— d4x\/ R+—/ d*z\/|h| K + 1. (2.7)

Al imponer que la accion sea estacionaria, dI = 0, bajo variaciones compatibles con las
condiciones de borde especificadas, se obtienen las ecuaciones de movimiento de la teoria
[1, 26]. En unidades G' = 1, las ecuaciones de Einstein pueden escribirse como
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1
R,uz/ - §g/wR = 87TT/U/7 (28)
donde el tensor de energia—momento asociado a la acciéon de materia se define mediante

2 4l
Tpy = ——e .
N 29

Al restaurar explicitamente la constante gravitacional, las ecuaciones toman la forma

1
R, — §gwR = 81GT ), . (2.10)
La accion de materia [, puede contener, por ejemplo, campos electromagnéticos, cam-
pos escalares u otros campos dinamicos. La inclusién de estos campos permite estudiar
soluciones gravitacionales con una estructura mas rica, como los agujeros negros cargados
y las configuraciones con pelo escalar que seran consideradas en los capitulos posteriores.

El término de Gibbons-Hawking-York garantiza un problema variacional bien definido
bajo condiciones de Dirichlet para la métrica, pero no regulariza por si mismo las diver-
gencias que pueden aparecer al evaluar la accién sobre soluciones no compactas o al tomar
el limite hacia una frontera asintética. El tratamiento de estas divergencias requiere pro-
cedimientos adicionales de regularizacion y renormalizacion, entre ellos la incorporacion de
contratérminos construidos a partir de cantidades geométricas definidas sobre la frontera.

En el caso de ciertos espacios asintoticamente planos, una posibilidad consiste en anadir
contratérminos dependientes de la geometria intrinseca de la frontera [30]. Para clases de
fronteras y topologias en las cuales esta construccion es aplicable, puede considerarse un
término de la forma

Iy = L d*x+/|h|V2R, (2.11)

87T OM

donde R representa el escalar de Ricci construido a partir de la métrica inducida h,,
sobre la frontera, mientras que R corresponde al escalar de Ricci definido en el espacio-
tiempo M. La forma concreta de este tipo de contratérminos depende de las propiedades
geométricas de la frontera y del procedimiento de regularizacion considerado.



2.1 Agujeros Negros

Los agujeros negros constituyen una de las predicciones mas importantes de la relatividad
general [20, 27].

Para obtener soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein (2.8), resulta habitual
imponer simetrias sobre el espacio-tiempo. Esto permite reducir el nimero de funciones
independientes que aparecen en la métrica y, por consiguiente, simplificar el sistema de
ecuaciones diferenciales que debe resolverse.

Las simetrias de una geometria se encuentran asociadas a los denominados vectores de
Killing, los cuales satisfacen la ecuacion

V& + V6, = 0. (2.12)

Esta condicion expresa que la métrica permanece invariante bajo transformaciones in-
finitesimales generadas por el vector £#. Una vez especificadas las simetrias del sistema,
la cantidad de componentes independientes de la métrica disminuye considerablemente,
permitiendo obtener soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.

Entre las soluciones mas importantes se encuentran los agujeros negros de Schwarzschild
[0], Reissner—Nordstrom [31, 32] y Kerr [33, 31], los cuales representan sistemas con distin-
tas propiedades fisicas, como masa, carga eléctrica o momento angular. Estas soluciones
constituyen la base para el estudio de geometrias més generales, incluyendo aquellas que
involucran campos escalares, tema central de esta tesis.

2.1.1 Agujero negro de Schwarzschild
La solucién mas simple de las ecuaciones de Einstein corresponde al caso de un espacio-

tiempo estatico, esféricamente simétrico y vacio. Bajo estas condiciones, la métrica puede
escribirse como [5)]

ds® = — f(r)dt* + g(r)dr® + 12 (d6° + sin? 0 dg?) (2.13)

donde f(r) y g(r) son funciones inicamente de la coordenada radial.

Al resolver las ecuaciones de Einstein en vacio, se obtiene que ambas funciones estan
relacionadas mediante
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g(r) = f(r)™, (2.14)
siendo
f(r) = 1—5, (2.15)

donde p es una constante de integracién asociada a la masa del sistema. En las unidades
geométricas G = ¢ = 1 adoptadas en este capitulo, u = 2M.

La métrica anterior describe el campo gravitacional exterior generado por cualquier
distribucién de masa con simetria esférica. Este resultado es consecuencia del teorema de
Birkhoff, el cual establece que toda solucién esféricamente simétrica de las ecuaciones de
Einstein en vacio esta dada localmente por la solucion de Schwarzschild. Por lo tanto,
el campo gravitacional exterior de una estrella, un planeta o un objeto compacto esférico
depende tinicamente de su masa total y no de los detalles de la distribucion de materia que
lo compone.

Una caracteristica fundamental de la solucién de Schwarzschild es la presencia de una
superficie nula que separa causalmente una regién interior de una regién exterior. Para
una hipersuperficie definida implicitamente mediante

F(z*) =0, (2.16)
el covector normal esta dado por

n, = 0, F. (2.17)
La condicién para que dicha hipersuperficie sea nula es

g"'n,n, = 0. (2.18)

Para la métrica (2.13), la superficie radial » = constante puede describirse mediante
F(r) =r —ry. En este caso, la condicién (2.18) conduce a

g7 =0. (2.19)

Como ¢"" = f(r), la posicién de la superficie nula se obtiene imponiendo
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flry) =0. (2.20)

Utilizando la ecuacién (2.15), se encuentra

ry =pu=2M, (2.21)

donde nuevamente se han utilizado las unidades geométricas G = ¢ = 1. Al restaurar
las constantes, esta expresion toma la forma

2GM

c2

ry = . (2.22)

Para la extension maximal de Schwarzschild, esta superficie corresponde al horizonte de
eventos. La soluciéon de Schwarzschild constituye el ejemplo més simple de agujero negro
en relatividad general.

Sin embargo, las ecuaciones de Einstein admiten soluciones mas generales cuando se
incorporan nuevos grados de libertad. Por ejemplo, la inclusion de un campo electro-
magnético conduce a los agujeros negros cargados de Reissner-Nordstrom, mientras que la
incorporacién de momento angular da origen a los agujeros negros rotantes de Kerr.

2.1.2 Agujeros negros cargados: la solucion de Reissner—Nordstrom

Una generalizacion natural de la solucién de Schwarzschild consiste en considerar la pres-
encia de un campo electromagnético. En las unidades geométricas G = ¢ = 1 adoptadas en
este capitulo y con la normalizacién del campo electromagnético utilizada a continuacion,
el sistema queda descrito por las ecuaciones de Einstein-Maxwell, cuya accién puede es-
cribirse como

1

= —
167 M

d'zy/—g (R — F,,F"). (2.23)

El campo electromagnético se describe mediante un potencial vectorial A, cuyo tensor
de campo esta definido por

F = dA, (2.24)
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0, en componentes,

Fly = 0,4, — 0,A,. (2.25)

Con la normalizacién elegida en la accién (2.23), el pardmetro () que aparece en la
solucién de Reissner-Nordstrom corresponde a la carga eléctrica definida a partir del flujo
del campo electromagnético a través de una superficie cerrada que rodea la fuente. En
estas unidades, () tiene las mismas dimensiones geométricas que la masa M, por lo que
puede aparecer directamente en la combinacién Q?/r?.

La solucién estatica y esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein—Maxwell
corresponde al agujero negro de Reissner—Nordstrém, cuya métrica toma la forma [32]

ds* = —f(r)dt* + ;l(_r:) + 7% (d6® + sin® 0 d¢?) , (2.26)
con
2M  Q?

donde M corresponde al parametro de masa y ) al parametro de carga eléctrica de la
solucién.

La ecuacién f(r) = 0 determina las posiciones de las posibles superficies de horizonte.
Sus raices estan dadas por

re = M4+ /M2 — Q2. (2.28)

Cuando M? > Q?, estas superficies corresponden a dos horizontes distintos. El hor-
izonte exterior r, representa el horizonte de eventos, mientras que r_ corresponde a un
horizonte interior o horizonte de Cauchy.

Dependiendo de la relacion entre masa y carga, se distinguen tres situaciones:

e M? > (Q*: existen dos horizontes reales y la solucién describe un agujero negro
cargado.

e M? = (Q?: ambos horizontes coinciden, obteniéndose una solucién extremal.
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e M? < (Q*: no existen horizontes reales y la singularidad central no queda cubierta
por un horizonte dentro de esta solucién.

La solucion de Reissner—Nordstrom resulta especialmente relevante para el estudio de
teorias que incluyen campos adicionales. En particular, cuando el campo electromagnético
se acopla a un campo escalar aparecen nuevas familias de agujeros negros cuyas propiedades
geométricas, termodinamicas y holograficas pueden diferir considerablemente de las solu-
ciones clasicas de Einstein—-Maxwell. Estas geometrias seran estudiadas en capitulos pos-
teriores.

2.1.3 Agujeros negros con rotacion: la soluciéon de Kerr

Aunque las soluciones esféricamente simétricas permiten comprender muchas propiedades
fundamentales de los agujeros negros, los objetos astrofisicos reales pueden poseer momento
angular. Por esta razon, la solucién de Kerr constituye una de las soluciones mas relevantes
de las ecuaciones de Einstein en cuatro dimensiones [33].

Los agujeros negros de Kerr son soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein en vacio
que describen un espacio-tiempo estacionario y axialmente simétrico. La geometria queda
completamente caracterizada por dos cantidades conservadas: la masa M y el momento
angular total J.

En unidades geométricas G = ¢ = 1, es conveniente definir el parametro de rotacién

= — 2.29
= (2:29)

el cual tiene dimensiones de longitud y caracteriza la rotacién del agujero negro.

En coordenadas de Boyer—Lindquist, la métrica de Kerr puede escribirse como

2M 4Mar sin? 0 5
ds? = — (1= 220 ) g2 = 2293 Y g6+ Zdr? + 2de?
S S A 2.30)
2 2 :
+ (7"2 gy PMaTrsinf ;SIH 9) sin? 0dg?,

donde
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Y =1r?+a’cos? 0, A =71*—2Mr +a’. (2.31)

Los horizontes de esta geometria se localizan en las raices de la funcion A, obteniéndose

ry =M+ VM?2—a? (2.32)

Cuando a? < M? existen dos horizontes. El horizonte exterior r, corresponde al
horizonte de eventos, mientras que r_ corresponde a un horizonte interior. En el caso
extremal, a®> = M?, ambos horizontes coinciden. Para a?
reales.

> M? no existen horizontes

Una caracteristica distintiva de la geometria de Kerr es la existencia de una region
exterior al horizonte en la cual ningin observador puede permanecer estatico con respecto
al infinito. Esta propiedad estd asociada al arrastre de sistemas de referencia producido
por la rotacion del agujero negro.

La frontera exterior de esta region se denomina superficie limite estacionaria y se de-
termina mediante la condicion

gu = 0. (2.33)

Para la métrica de Kerr, esta condicién conduce a

r¢(0) = M + VM2 — a2 cos? 0. (2.34)

La regién comprendida entre el horizonte exterior r, y la superficie limite estacionaria
rs(0) se denomina ergorregion. En ella, el vector de Killing asociado a las traslaciones
temporales deja de ser temporal, por lo que ninguna particula material puede permanecer
en reposo respecto de un observador situado en el infinito.

La existencia de la ergorregién permite procesos fisicos caracteristicos de los agujeros
negros rotantes. Uno de ellos es el proceso de Penrose, mediante el cual, bajo determinadas
condiciones, es posible extraer energia rotacional del agujero negro [35].

Actualmente, la solucién de Kerr constituye un modelo fundamental para la descripcion
de agujeros negros astrofisicos en relatividad general. Aunque los objetos reales pueden
estar rodeados por materia, campos electromagnéticos u otras perturbaciones, la geometria
de Kerr proporciona un punto de partida para comprender los efectos asociados a la rotacién
y sirve como referencia para el estudio de soluciones mas generales.
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Capitulo 3

El espacio Anti—de Sitter

3.1 Espacios maximalmente simétricos

Los espacios maximalmente simétricos ocupan un lugar central en relatividad general y
en las teorias gravitacionales, ya que corresponden a las geometrias que admiten el mayor
nimero posible de isometrias para una dimensién dada [26, 27]. En esta tesis utilizaremos la
convencién segun la cual el espacio-tiempo del volumen, o bulk, tiene dimension D = d+1,
mientras que su frontera conforme tiene dimensién d.

Un espacio-tiempo de dimensién D se denomina maximalmente simétrico si admite el
nimero maximo posible de vectores de Killing linealmente independientes. Recordemos
que un vector de Killing " satisface

v,ugu + Vugu = 07 (3'1)
ecuacion que expresa la invariancia de la métrica bajo transformaciones infinitesimales
generadas por &£H.

En un espacio-tiempo de dimension D, el nimero maximo de vectores de Killing lin-
ealmente independientes es

D(D+1
Nkilling = —( 5 ) (3.2)

Cuando este nimero maximo es alcanzado, la geometria posee curvatura seccional con-
stante. En consecuencia, el tensor de Riemann queda completamente determinado por una
constante K,
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Ruvpe = K (GupGvo — GuoGup) - (3.3)

Al contraer indices se obtiene

R, =(D—-1)Kgu, (3.4)

mientras que el escalar de Ricci esta dado por

R=D(D-1)K. (3.5)
Por consiguiente,

R
K= 551 (3.6)

y el tensor de Riemann puede escribirse también en la forma

R
R;wpcr = m (gupguo - guagup) . (37>

Asimismo, el tensor de Ricci resulta proporcional a la métrica,

R
R, = i (3.8)

por lo que los espacios maximalmente simétricos constituyen casos particulares de los
denominados espacios de Einstein.

Dependiendo del signo de la curvatura, pueden distinguirse tres clases fundamentales
de espacios maximalmente simétricos:

e Curvatura positiva (R > 0): corresponde al espacio de Sitter (dS), que aparece
como solucién de las ecuaciones de Einstein en vacio con una constante cosmolégica
positiva.

e Curvatura nula (R = 0): corresponde al espacio plano de Minkowski, asociado al
caso de constante cosmoldgica nula.

17



e Curvatura negativa (R < 0): corresponde al espacio Anti-de Sitter (AdS), que
aparece como solucion de las ecuaciones de Einstein en vacio con una constante
cosmoldgica negativa.

Estas geometrias satisfacen las ecuaciones de Einstein en vacio en presencia de una
constante cosmologica,

1
R, — §Rgm, + Ag,, = 0. (3.9)
Tomando la traza de esta ecuacion se obtiene

2D
R=——A\, 3.10
D3 (3.10)
para D # 2. Por lo tanto, para las soluciones consideradas aqui, el signo de la curvatura
escalar coincide con el signo de la constante cosmolégica.

Los espacios maximalmente simétricos proporcionan un punto de partida fundamental
para la construcciéon y el analisis de numerosas soluciones gravitacionales de interés fisico.
En particular, el espacio Anti—de Sitter desempena un papel central en las teorias gravita-
cionales con constante cosmolégica negativa, en el estudio de agujeros negros asintoticamente
AdS y en las aplicaciones hologréficas basadas en la correspondencia AdS/CFT.

3.2 El espacio Anti—de Sitter

El espacio Anti-de Sitter (AdS) es la solucién maximalmente simétrica de las ecuaciones
de Einstein en presencia de una constante cosmoldgica negativa [36, 37]. En la convencién
utilizada en esta tesis, el espacio-tiempo del bulk tiene dimensién D = d + 1, mientras que
la frontera conforme tiene dimension d.

Consideremos la accién de Einstein—Hilbert con constante cosmoldgica negativa en (d+
1) dimensiones,

1

S = 16% /dd+1$\/ —g (R — 2A) y (311)

donde
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d(d—1)

A=— ) 3.12
TP (3.12)
La variacién de la accion conduce a las ecuaciones de Einstein
1
R, — §ng/ + Ag = 0. (3.13)
Para una solucién de curvatura constante se obtiene
d
R/;,y — _l_2.g,u1/7 (314)
y, por consiguiente,
d(d+1
R = _u. (3.15)

12

El parametro [ recibe el nombre de radio de curvatura de AdS y determina la escala
caracteristica del espacio-tiempo.

Geométricamente, AdS;,; puede definirse como una hipersuperficie embebida en un
espacio plano auxiliar de dimensién (d + 2) y firma (2, d),

d
X2 - X5+ ) X =1 (3.16)

i=1
Esta representacion permite identificar inmediatamente el grupo de simetria de AdSy. 1,

S0(2,d), (3.17)

el cual coincide con el grupo conforme de una teoria de campos definida en d dimen-
siones.

En coordenadas globales, la métrica de AdS,,; puede escribirse como

2

2 _1
ds? = — <1 n %) dt? + (1 + %) dr? + r2d03_,. (3.18)
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Una propiedad caracteristica de AdS es su estructura causal. En coordenadas globales,
la frontera conforme es una hipersuperficie temporal con geometria conforme a

R x §971, (3.19)

Las geodésicas nulas pueden alcanzar esta frontera conforme en un tiempo coordenado
finito. Por esta razon, la especificacion de condiciones de borde en el infinito adquiere un
papel fundamental en la definicién de la dindmica gravitacional.

Para aplicaciones holograficas resulta especialmente conveniente utilizar el parche de

Poincaré,

ds? = = (d2® + myjda'da’) (3.20)
donde z > 0 y 7;; representa la métrica de Minkowski en d dimensiones.

En estas coordenadas, la frontera conforme del parche se localiza en el limite

Z—0, (3.21)

y posee una geometria conforme a d-dimensional Minkowski. Esta descripcién cor-
responde especificamente al parche de Poincaré y no debe confundirse con la frontera
conforme global de AdS, cuya topologia es R x S91.

La coordenada z desempenara un papel esencial en capitulos posteriores al estudiar
el comportamiento asintético de campos escalares, la renormalizacién hologréafica y la
definicién de cantidades conservadas en espacios asintoticamente Anti—de Sitter.

Debido a estas propiedades geométricas y a su relevancia en la formulacién holografica
de la gravedad, el espacio Anti—de Sitter constituye el escenario natural para el andlisis de
agujeros negros con pelo escalar considerados en esta tesis.

3.2.1 La frontera conforme de Anti—de Sitter
Una de las propiedades mas distintivas del espacio Anti-de Sitter es la presencia de una

frontera conforme. Esta frontera no pertenece al espacio-tiempo fisico original, sino que
aparece al realizar una completacion conforme de la variedad.
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Para visualizar esta estructura resulta conveniente considerar la métrica de AdS en el
parche de Poincaré,

2
ds* = % (d2® + myjda'da’) (3.22)

donde 7;; representa la métrica de Minkowski en d dimensiones y la coordenada radial
satisface z > 0.

La frontera conforme del parche de Poincaré se localiza en el limite 2 — 0. Para realizar
la compactificacién conforme introducimos

Q= ; (3.23)
de modo que
Q-0 (3.24)
en la frontera.
La métrica conforme compactificada se define como
guu = QQQMV' (325)
Para la métrica de Poincaré se obtiene
ds® = dz* + njdx'da’ . (3.26)

Por lo tanto, al restringir esta métrica al limite z = 0, la geometria inducida sobre la
frontera es

ds3y; = nida‘da?. (3.27)

De esta manera, la frontera conforme del parche de Poincaré es conforme al espacio de
Minkowski en d dimensiones.

Es importante senalar que esta geometria corresponde al parche de Poincaré. En coor-
denadas globales, la frontera conforme de AdS;,; posee en cambio la estructura
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R x 4t (3.28)

La existencia de una frontera conforme bien definida permite formular problemas de
valor de borde para las ecuaciones de Einstein. En particular, al estudiar soluciones
asintoticamente AdS resulta necesario especificar condiciones de borde apropiadas tanto
para la métrica como para los campos de materia presentes en la teoria.

Esta estructura adquiere una importancia atiin mayor en el contexto de la correspon-
dencia AdS/CFT. Segun esta dualidad, una teoria gravitacional definida en el bulk de
AdS puede describirse mediante una teoria cuantica de campos definida sobre su frontera
conforme. En esta interpretacién, la coordenada radial de AdS se relaciona con la escala
de energia de la teoria dual, mientras que los valores asintéticos apropiadamente definidos
de los campos del bulk actiian como fuentes para operadores de la teoria de campos.

En consecuencia, el estudio del comportamiento asintético de las soluciones gravita-
cionales cerca de la frontera constituye un ingrediente fundamental tanto para la definicién
de cantidades conservadas como para la interpretacion hologréafica de sistemas gravita-
cionales con campos escalares.

3.3 Campos escalares en Anti—de Sitter

Los campos escalares desempenan un papel central en numerosas extensiones de la relativi-
dad general y aparecen de manera natural en teorias de supergravedad, compactificaciones
de teorfas de dimensiones superiores y modelos efectivos de gravedad [37, 38].

En el contexto de espacios asintéticamente Anti—de Sitter, la presencia de campos
escalares introduce nuevas estructuras asintéticas y puede modificar de manera significativa
las propiedades geométricas y termodindmicas de las soluciones [39].

Ademas de su interés intrinseco, los campos escalares poseen una relevancia especial
en el marco de la correspondencia AdS/CFT, donde un campo escalar propagandose en el
bulk de AdS se encuentra asociado a un operador escalar de la teoria conforme definida
sobre la frontera [11, 10, 30].

3.3.1 Ecuacion de Klein—Gordon en Anti—de Sitter

Consideremos un campo escalar real minimamente acoplado a la gravedad. La accion
correspondiente esta dada por
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1

Se = 5

/dd+1x\/—_g <g/ﬁl/vu¢vy¢_‘_m2¢2)’ (329)

donde m representa la masa del campo escalar.

Variando la accién respecto de ¢ se obtiene

V. Vi —mPp = 0. (3.30)
En el limite cercano a la frontera, utilizando coordenadas de Poincaré,

2

[ o
ds® = e (d2® + myjda*da’) (3.31)

y buscando soluciones con dependencia radial de la forma

Pz, 1) ~ 2%, (3.32)

se obtiene

A(A —d) = m?I% (3.33)

d | d?

Por consiguiente, la expansién asintotica general adopta la forma

Las dos raices son

o(z,2) = A(x)2 + B(x)2> 4 -+, (3.35)

donde A(x) y B(x) son, en general, funciones de las coordenadas de la frontera.

En soluciones estaticas y homogéneas, o en sectores donde las simetrias eliminan la
dependencia respecto de las coordenadas de frontera, estos coeficientes pueden reducirse a
constantes.
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En coordenadas radiales habituales para agujeros negros asintoticamente AdS, donde
asintéticamente r ~ [?/z, la expansién puede escribirse, hasta factores dependientes de la
normalizacion radial, como

¢“J):ég2+§gl+n_ (3.36)

La existencia de dos modos asintéticos independientes constituye una de las carac-

teristicas mas importantes de los campos escalares en Anti—de Sitter.

Un caso particularmente relevante para esta tesis corresponde a un campo escalar en
AdS, con

m?=—=. (3.37)

En este casod =3y

A_=1 A,=2 (3.38)

Para soluciones estaticas y esféricamente simétricas, los coeficientes son constantes y la
expansion toma la forma

gf)(T) = ? + ﬁ + 0(7’_3), (339)

siempre que el potencial y las interacciones no introduzcan resonancias ni términos
logaritmicos. En presencia de interacciones mas generales, o en situaciones especiales
relacionadas con la saturacién de la cota de Breitenlohner—Freedman, la expansion puede
contener potencias adicionales o términos logaritmicos.

3.3.2 Cota de Breitenlohner—Freedman

A diferencia de lo que ocurre en espacio plano, la presencia de una masa cuadrada negativa
no implica necesariamente una inestabilidad en espacios Anti—-de Sitter. La curvatura
negativa de AdS modifica la dinamica de los campos escalares y permite la existencia de
campos con m? < 0 dentro de un rango compatible con la estabilidad.

El criterio fundamental fue establecido por Breitenlohner y Freedman [11, 12]. Para un
campo escalar en AdS;,, la masa debe satisfacer
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m > L (3.40)
>~ .

Esta desigualdad recibe el nombre de cota de Breitenlohner—Freedman.

La importancia de esta condicion puede comprenderse examinando las dimensiones

caracteristicas
d [ d?

Si la masa viola la cota (3.40), el exponente se vuelve complejo, lo que estéd asociado a
una inestabilidad del vacio de AdS.

Sin embargo, satisfacer la cota BF constituye una condicién necesaria para evitar esta
inestabilidad, pero no implica por si sola que ambos modos asintoticos puedan aceptarse
simultaneamente bajo cualquier condicién de borde. La admisibilidad fisica de cada modo
depende ademads de sus propiedades de normalizabilidad y de las condiciones de borde
impuestas.

Un caso particularmente interesante ocurre en la ventana
d? d?

- 22 - 41, 3.42
<Ml <—7+ (3.42)

Dentro de este intervalo, bajo las condiciones apropiadas, ambos modos pueden ser
normalizables y es posible considerar cuantizaciones hologréficas alternativas [12, 13]. En
los extremos de esta ventana pueden aparecer sutilezas adicionales, incluyendo términos
logaritmicos en la expansion asintética.

El caso relevante para esta tesis corresponde a

2

en AdS,. En este caso,

m?? = -2, (3.44)

mientras que la cota BF es
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m? > -7 (3.45)
Por lo tanto,
9 5
—— <2< —= 3.46
- 4, (3.46)

de modo que esta masa se encuentra dentro de la ventana en la que puede consider-
arse tanto la cuantizacién estandar como la cuantizacion alternativa, dependiendo de las
condiciones de borde y de la definicién precisa de la teorfa holografica [13, 41, 15].

3.3.3 Interpretacion holografica de los modos asintéticos

Uno de los aspectos mas importantes de los campos escalares en espacios Anti—de Sitter es
que sus coeficientes asintéticos poseen una interpretacién directa en la teoria conforme dual.

Esta conexion constituye uno de los elementos fundamentales del diccionario holografico
de la correspondencia AdS/CFT.

Como se mostré anteriormente, el comportamiento asintotico general de un campo
escalar puede escribirse como

sirry - A2 B

A (3.47)

En la formulacion euclidiana y en el limite semiclasico, la prescripcion hologréfica es-
tablece esquemadticamente que

ZerrJ] = Zgav [0 — J) = exp (15, (3.48)

ren

donde IE es la accién euclidiana renormalizada evaluada sobre una solucién clésica y

J representa la fuente del operador dual.

En la cuantizacion estandar, y salvo factores de normalizacion y términos locales de-
pendientes del esquema de renormalizacion, el coeficiente dominante A(x) se identifica con
la fuente del operador escalar O, mientras que B(z) se relaciona con su valor esperado,

A(z) s J(x), (3.49)
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B(z) «— (O(z)). (3.50)

En esta cuantizacién, el modo A(z) se fija mediante las condiciones de borde, mientras
que B(z) queda determinado dindmicamente por las ecuaciones de movimiento.

Cuando la masa del campo se encuentra dentro de la ventana (3.42), es posible consid-
erar una cuantizacién alternativa, en la cual los papeles de los dos modos se intercambian,
con las correspondientes modificaciones en la identificacién entre fuente y valor esperado

[43].

Por esta razon, la interpretacién de los coeficientes asintéticos depende de la cuanti-
zacion elegida. En lo que sigue, salvo que se indique explicitamente lo contrario, utilizare-
mos la cuantizacion estandar.

3.4 Correspondencia AdS/CFT

La correspondencia AdS/CFT constituye uno de los desarrollos mas importantes de la fisica
tedrica moderna y proporciona una relacién entre ciertas teorias gravitacionales formuladas
en espacios Anti—de Sitter y teorias cuanticas de campos definidas sobre su frontera con-
forme. Propuesta originalmente por Maldacena en 1997 [11], la dualidad establece, en sus
realizaciones mejor comprendidas, una equivalencia entre una teoria gravitacional en un es-
pacio AdSyy1 y una teorfa conforme de campos definida en d dimensiones. Para revisiones
generales de la correspondencia, véanse [38, 37, 10].

La realizacién mas conocida de esta correspondencia relaciona la teoria de cuerdas tipo
II1B formulada sobre el espacio

AdSs x S°, (3.51)

con la teoria supersimétrica N' = 4 Yang—Mills en cuatro dimensiones. Esta realizacién
surge del estudio de sistemas de D-branas y de la relaciéon entre el limite de gran N de
teorfas gauge y una descripcién en términos de cuerdas [11, 38]. En este caso particular,
la dualidad posee una formulacién precisa dentro de la teoria de cuerdas.

Ademads de estas realizaciones derivadas directamente de teorias fundamentales, las
ideas holograficas han sido ampliamente utilizadas en modelos gravitacionales efectivos y
construcciones denominadas bottom-up. Sin embargo, estos distintos contextos no poseen
necesariamente el mismo nivel de control tedrico. Por esta razén, resulta conveniente

27



distinguir entre las realizaciones de AdS/CFT con una derivacién explicita en teoria de
cuerdas y los modelos holograficos efectivos utilizados como herramientas para estudiar
determinadas propiedades de teorfas cudnticas fuertemente acopladas [38, 37, 40].

Una de las motivaciones geométricas para la correspondencia surge de la observacién
de que el grupo de simetrias de AdSy,4 es

SO(2,d), (3.52)

el cual coincide con el grupo conforme de una teoria de campos definida en d dimensiones
[11, 36]. Esta coincidencia proporciona una importante motivacién geométrica para la
relacién entre una teoria gravitacional en el volumen y una teoria conforme definida sobre
la frontera.

De manera esquematica, la dualidad puede expresarse como

Gravedad en AdS;,; <= CFT,. (3.53)

En esta correspondencia, los grados de libertad de la teoria gravitacional definida en el
volumen de AdS se relacionan con los grados de libertad de una teoria cuantica definida
sobre la frontera conforme [11, 38].

Uno de los aspectos fundamentales de esta relacion es su caracter holografico. Mientras
la, descripcién gravitacional involucra un espacio-tiempo de (d + 1) dimensiones, la teoria
dual esta definida en d dimensiones. Esta estructura proporciona una realizacion concreta
de las ideas asociadas al principio holografico [9, 10].

Desde el punto de vista practico, la correspondencia adquiere una forma especialmente
util en el limite semiclésico de la gravedad. En este régimen, el funcional de particién
gravitacional puede evaluarse mediante una aproximacién de punto silla. En formulacién
euclidiana, la relacion holografica toma la forma

Zopr|J] = Zgray [0 = J) ~ exp (=12, (3.54)

ren

donde IZ_ corresponde a la accién euclidiana renormalizada evaluada sobre una solucién
clasica que satisface las condiciones de borde apropiadas. La renormalizacion es necesaria
debido a que la accién evaluada directamente sobre la solucién clasica generalmente pre-

senta divergencias al aproximarse a la frontera conforme.

En la formulacién lorentziana, la relacién correspondiente involucra el factor de fase
asociado a la accidn,
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Zgrav ~ eXp<i[ren)7 (35’5>

por lo que debe distinguirse cuidadosamente entre ambas convenciones.

Los trabajos de Gubser, Klebanov y Polyakov [10], asi como de Witten [36], mostraron
como la dependencia funcional respecto de los datos de borde permite establecer el de-
nominado diccionario holografico. Segun esta prescripcién, los valores asintdticos de los
campos gravitacionales actian como fuentes para operadores de la teoria cudntica dual.

Por ejemplo, para un campo escalar ¢, el modo de borde apropiadamente definido se
relaciona con una fuente J para un operador escalar O,

¢+ O. (3.56)

En la cuantizaciéon estandar, el coeficiente dominante del campo escalar se identifica,
salvo factores de normalizacién y posibles términos locales dependientes del esquema de
renormalizacion, con la fuente del operador dual. El coeficiente subdominante se relaciona
con su valor esperado,

Az) +— J(x), (3.57)

B(z) +— (O(z)). (3.58)

Esta identificacién corresponde a la cuantizacion estandar discutida previamente. Cuando
la masa del campo se encuentra dentro de la ventana en la cual ambos modos son normal-
izables, también puede utilizarse una cuantizacion alternativa, en la que los papeles de los
modos asintéticos se intercambian [13].

De manera andloga, la métrica inducida sobre la frontera proporciona la fuente para
el tensor de energia—momento de la teoria dual. Mas precisamente, si el comportamiento
asintético de la métrica se escribe en términos de un dato lider g, este actia como la
fuente del operador Tj;,

9(0yij < Tij. (3.59)
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No es, por tanto, la métrica completa del volumen g, la que se identifica directa-
mente con el tensor de energia—momento de la teoria dual, sino la métrica de frontera o,
equivalentemente, el término lider apropiadamente definido en la expansién asintética.

La obtencion explicita del tensor de energia—momento holografico y de otras cantidades
conservadas se realiza a partir de la acciéon gravitacional renormalizada. Los trabajos de
Balasubramanian y Kraus, entre otros, mostraron cémo obtener cantidades finitas mediante
la variacion de la accién renormalizada respecto de la métrica de frontera [17, 18]. De forma
andloga, campos gauge definidos en el volumen se relacionan con corrientes conservadas de
la teorfa dual [38, 37, 40].

La importancia de esta correspondencia para los sistemas estudiados en esta tesis radica
en que permite interpretar las propiedades asintéticas de agujeros negros con pelo escalar
en términos de observables de una teoria dual. En particular, los coeficientes que aparecen
en la expansion asintotica de los campos escalares pueden relacionarse con fuentes y valores
esperados de operadores conformes, una vez especificada la cuantizacién y el esquema de
renormalizacién [13, 41].

Cuando la masa del campo escalar pertenece a la ventana de normalizabilidad discutida
anteriormente, pueden imponerse cuantizaciones alternativas y condiciones de borde mix-
tas. Estas condiciones modifican la relacién entre los datos asintoticos del campo y pueden
interpretarse holograficamente en términos de deformaciones multi—traza de la teoria dual

[43, 44, 49].

Asimismo, la correspondencia proporciona el marco conceptual para la renormalizacién
holografica. Debido a que la accién gravitacional diverge al aproximarse a la frontera de
AdS, resulta necesario introducir un procedimiento sistemético de regularizacion y renor-
malizacion. Este procedimiento permite definir cantidades fisicas finitas y establecer de
manera consistente la relaciéon entre magnitudes gravitacionales y observables de la teoria

dual [17, 19, 50, 51].

En la siguiente seccion se estudiard la construccién de la acciéon renormalizada y el
papel de los términos de borde y contratérminos, elementos fundamentales para el analisis
de agujeros negros asintoticamente Anti—de Sitter con pelo escalar.

3.5 Renormalizaciéon holografica

La formulacién de teorias gravitacionales en espacios asintéticamente Anti—de Sitter pre-
senta una dificultad técnica importante: la acciéon evaluada sobre soluciones clasicas gen-
eralmente diverge al aproximarse a la frontera conforme. Estas divergencias tienen un
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origen geométrico y estan asociadas al comportamiento asintético del volumen de inte-
gracién y de los campos gravitacionales cerca de la frontera [52, 19].

Desde el punto de vista holografico, estas divergencias se relacionan con las divergencias
ultravioletas presentes en la teoria de campos definida sobre la frontera. Por consiguiente,
su tratamiento constituye un requisito indispensable para definir cantidades fisicas finitas
y establecer de manera consistente el diccionario hologréafico entre las magnitudes gravita-
cionales del volumen y los observables de la teoria dual [10, 36, 19].

El procedimiento utilizado para este propésito recibe el nombre de renormalizacion
holografica. Este formalismo fue desarrollado en una serie de trabajos fundamentales por

Henningson y Skenderis [52], Balasubramanian y Kraus [17], de Haro, Solodukhin y Sk-
enderis [19], Bianchi, Freedman y Skenderis [51], Skenderis [50], asi como Papadimitriou y
Skenderis [53].

La idea central consiste en regular inicialmente el espacio-tiempo mediante la intro-
duccion de una superficie de corte cercana a la frontera conforme. La accion se evalia
sobre la region regulada y, posteriormente, se anaden contratérminos locales construidos
a partir de los campos inducidos sobre la superficie reguladora. Finalmente, al tomar el
limite en que dicha superficie se aproxima a la frontera conforme, se obtiene una accién
renormalizada finita.

3.5.1 La accién gravitacional y el término de Gibbons—Hawking—
York

Consideremos una teoria gravitacional en un espacio-tiempo asintéticamente AdS de di-
mension

D=d+1. (3.60)

Adoptaremos una métrica lorentziana de firma

(— 4,y t), (3.61)

y denotaremos por M la variedad del volumen y por OM su frontera. La accién de
Einstein—Hilbert con constante cosmoldgica negativa puede escribirse como

1

Lok = —— I+l /= —2A 62
bulk 167G Md z g(R[g] )a (3.6 )
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donde R[g] representa el escalar de Ricci construido a partir de la métrica del volumen
9. Para AdSgy4, la constante cosmoldgica esta dada por

d(d—1)

S TE

. (3.63)
La variacién de la accion de Einstein—Hilbert produce, ademas de las ecuaciones de

Einstein en el volumen, términos de borde que contienen derivadas normales de la variacién
de la métrica. Por esta razon, incluso si se fija la métrica inducida sobre la frontera,

Shav| 5y, = 0, (3.64)

la accién de Einstein—Hilbert por si sola no proporciona un problema variacional de
Dirichlet bien definido.

Para cancelar estos términos se anade el término de Gibbons-Hawking—York [28, 29].
Consideraremos una frontera temporal, como la superficie reguladora usual en espacios
asintéticamente AdS. En este caso, el vector normal unitario n* es espacial y satisface

n'n, = +1. (3.65)
La curvatura extrinseca de la frontera se define mediante

Kab = hauhbyv,unyy (366)

donde hg, es la métrica inducida sobre la frontera. Su traza esta dada por

K =h®K,. (3.67)
Con estas convenciones, el término de Gibbons-Hawking—York adopta la forma

1
GHY = o~ our

d'zv/-h K. (3.68)

La accion gravitacional relevante para el principio variacional de Dirichlet es entonces
Igrav = Ibulk + ]GHY- (369)
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Es importante distinguir el papel de este término del problema de las divergencias
asintoticas. El término de Gibbons-Hawking—York no elimina las divergencias asociadas
al volumen infinito del espacio Anti—de Sitter. Su funcién es cancelar los términos con
derivadas normales de la variaciéon de la métrica producidos por la accién de Einstein—
Hilbert y permitir formular un principio variacional bien definido cuando se fija la métrica
inducida sobre la frontera.

Las divergencias que permanecen al evaluar la acciéon sobre una solucién clésica re-
quieren un procedimiento adicional de regularizacién y renormalizacion.

3.5.2 Regularizacion de la accion

Para estudiar explicitamente las divergencias asintdticas se introduce una superficie reg-
uladora ubicada a una distancia finita de la frontera conforme. En coordenadas radiales
adecuadas, esta superficie puede describirse mediante

—— (3.70)

donde 7. es finito.

La regién del espacio-tiempo se restringe entonces a

r < re, (3.71)

y la accion se evalia sobre esta region regulada. Denotaremos por M. la variedad
truncada y por OM, su frontera reguladora.

La accion regulada toma la forma

Ireg - ]bulk[Mc] + ]GHy[aMC]. (372)

Una vez evaluada esta expresion, se estudia su comportamiento en el limite

re = 0. (3.73)

En general, la accién regulada admite una expansién asintotica que contiene términos
divergentes. Estas divergencias dependen de la dimensién del espacio-tiempo y de los cam-
pos presentes en la teoria. Dependiendo de estas caracteristicas, también pueden aparecer
divergencias logaritmicas.
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Desde el punto de vista holografico, la introduccién de la superficie de corte corresponde
a la implementaciéon de un regulador ultravioleta en la teoria dual. La eliminacion de este
regulador requiere anadir términos locales definidos sobre la superficie reguladora.

3.5.3 Contratérminos gravitacionales

La estrategia de la renormalizacién holografica consiste en anadir a la accién regulada
una coleccién de contratérminos locales construidos a partir de las cantidades geométricas
intrinsecas definidas sobre la frontera [17, 19, 50].

De esta manera, la accién renormalizada se define como

Lien = li_r>n [Tou + Loy + Let) - (3.74)

Los contratérminos dependen de la métrica inducida hy;, y de sus invariantes geométricos
intrinsecos. En particular, utilizaremos la notacion

R[A] (3.75)

para el escalar de Ricci construido a partir de la métrica inducida sobre la frontera,
reservando

Rl[g] (3.76)

para el escalar de Ricci construido a partir de la métrica completa del espacio-tiempo.

En el caso de gravedad asintéticamente AdSy, es decir, para un espacio-tiempo de cuatro
dimensiones con una frontera tridimensional, el contratérmino gravitacional minimo puede
escribirse como [17]

N (o (% + %R[h]) : (3.77)

ct 87TG M

Con las convenciones adoptadas anteriormente para la orientacion del normal y la
definicién de la curvatura extrinseca, este término cancela las divergencias gravitacionales
relevantes para las geometrias asintéticamente AdS, consideradas.

La accion gravitacional renormalizada queda entonces dada por
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I8 = Iyax + Iony + 157 (3.78)

ren

La caracteristica fundamental de estos contratérminos es que son funciones locales de los
datos definidos sobre la frontera. Por esta razén, no modifican las ecuaciones de movimiento
en el volumen, aunque si contribuyen a la accién renormalizada y a las cantidades obtenidas
mediante variaciones respecto de los campos de frontera.

3.5.4 Contratérminos para campos escalares

La presencia de campos escalares puede modificar la estructura divergente de la acciéon. En
consecuencia, ademas de los contratérminos puramente gravitacionales, puede ser necesario
introducir términos adicionales dependientes del comportamiento asintotico del campo es-
calar.

Consideremos un campo escalar ¢ con masa

2
m? = (3.79)

~%

en AdSs. Su comportamiento asintético puede escribirse como

Aw) | B(a)

o(r,x) =

o (3.80)

La dependencia explicita de A y B en las coordenadas de frontera = resulta importante
en la formulacién general. Para soluciones estaticas y esféricamente simétricas, como las
consideradas posteriormente, estos coeficientes pueden reducirse a constantes.

El comportamiento asintético del campo escalar puede producir nuevas divergencias
en la accién evaluada sobre la solucién. Para cancelarlas se introducen contratérminos
escalares locales definidos sobre la superficie reguladora.

La forma precisa de estos términos depende de la masa del campo, del potencial escalar
y de las condiciones de borde adoptadas. Para un campo con

mil? = -2, (3.81)

un término cuadratico de frontera contribuye a cancelar las divergencias asociadas al
comportamiento lider del escalar. Esquematicamente, puede escribirse
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1 ¢?
1% = — B/ —h — + ... .82
ct 87TG oM xz 2l =+ ) (38 )

donde los términos adicionales dependen de la estructura especifica del potencial y de
las condiciones de borde correspondientes.

Por consiguiente, en presencia de un campo escalar, la accién renormalizada adquiere
la estructura general

Len = Toux + Iguy + I + ](ﬁ- (3.83)

La determinaciéon completa de los contratérminos requiere analizar el comportamiento
asintotico de la solucién y cancelar sistematicamente todas las divergencias que aparecen
cuando la superficie reguladora se aproxima a la frontera conforme.

3.5.5 Condiciones de borde mixtas y términos finitos

Cuando el comportamiento asintético de un campo escalar admite dos modos indepen-
dientes, es posible considerar condiciones de borde mas generales que las condiciones de
Dirichlet o Neumann. En este caso, los coeficientes que aparecen en la expansion asintética
del campo pueden relacionarse mediante una condicién funcional.

Considerando una expansién general de la forma

_ Alz) | B(z)
o(r,x) = A + o . (3.84)
una condiciéon de borde mixta puede escribirse esquemaéaticamente como
B(z) = FlA(z)]. (3.85)

Los coeficientes A(z) y B(x) contienen la informacién asintética necesaria para especi-
ficar los datos de frontera asociados al campo escalar. La relaciéon funcional entre ambos
constituye, por lo tanto, una parte de la definicién de las condiciones de borde del problema.

Para describir esta situacién de manera general, puede introducirse un funcional de los
datos de frontera,
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WIA. (3.86)

La condicién de borde correspondiente puede expresarse formalmente como

_ WA
= 3A)’

B(x) (3.87)

donde la derivada funcional refleja el hecho de que, en general, A y B pueden depender
de las coordenadas de la frontera.

En configuraciones particulares, por ejemplo en soluciones estaticas y homogéneas para
las cuales los coeficientes asintéticos son constantes sobre la frontera, esta relacion puede
reducirse a una funcién ordinaria W(A),

dW (A)
B = . .
7 (3.88)
Por ejemplo, si
Ao
W(A) = §A , (3.89)
la condicion de borde toma la forma
B = )\A. (3.90)
De manera analoga, una eleccion
_ M43
W(A) = §A (3.91)
conduce a
B =nA%. (3.92)

Ademas de los contratérminos necesarios para cancelar las divergencias de la accion, las
condiciones de borde mixtas pueden requerir la incorporacion de términos finitos definidos
sobre la frontera. Estos términos no estan determinados tinicamente por la cancelacion de
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divergencias, sino también por la necesidad de obtener un principio variacional compatible
con la relacion impuesta entre los coeficientes asintoticos del campo escalar.

De este modo, la eleccion de las condiciones de borde forma parte de la definiciéon com-
pleta del problema gravitacional y afecta tanto la accién renormalizada como la definicién
de las cantidades fisicas asociadas a la solucion.

3.5.6 Tensor de energia_momento holografico

Una de las aplicaciones fundamentales de la accion renormalizada consiste en la obtencion
del tensor de energia—momento asociado a la teoria definida sobre la frontera conforme.

Es importante distinguir esta cantidad del tensor de energia-momento asociado a los
campos de materia en el volumen. En el contexto holografico, la fuente del operador en-
ergia—momento de la teoria dual no es la métrica completa del espacio-tiempo del volumen,
9w, sino la métrica de frontera que aparece como dato lider en la expansion asintética de
la geometria.

En coordenadas de tipo Fefferman—Graham, la métrica puede organizarse cerca de la
frontera conforme como

12 S
ds* = s [d2* + gij(z, x)da'da’] (3.93)

donde la expansiéon asintotica de la métrica adopta esquematicamente la forma

9i(2, ) = goyi(¥) + -+ - (3.94)
La cantidad g(g);;(«) representa la métrica de fondo sobre la cual se define la teorfa de
campos dual y constituye la fuente asociada al tensor de energia—momento.

En la formulacién holografica, el valor esperado renormalizado del tensor de energia—
momento de la teoria dual se obtiene variando la accion renormalizada respecto de la
métrica de frontera,

B 2 O0lien
v —9(0) 5926) 7

en la formulacién lorentziana, con las modificaciones apropiadas de signo y factores de
1 cuando se trabaja en la continuacion euclidiana.

(Ti)

(3.95)
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Antes de tomar el limite hacia la frontera conforme, puede definirse sobre una superficie
reguladora un tensor cuasilocal renormalizado. Para mantener la notacion utilizada en el
resto de este trabajo, lo denotaremos por 7.,

o 2 5Iren
Tab = \/—_h (Shab )

donde hg, es la métrica inducida sobre la superficie reguladora.

(3.96)

Esta cantidad constituye el punto de partida para la definiciéon de energias, masas y
otras cargas conservadas. Su relacion con el tensor de energia—momento de la teoria dual
se obtiene posteriormente mediante el limite apropiado hacia la frontera conforme y la
correspondiente reescalacion conforme.

Con las convenciones adoptadas para el término de Gibbons—Hawking—York, la con-
tribucién gravitacional al tensor cuasilocal contiene la combinacion

Kab - Khaba (397)

junto con las contribuciones provenientes de los contratérminos y, cuando corresponde,
de los términos asociados a los campos de materia.

Para AdSy, y utilizando el contratérmino gravitacional definido en (3.77), el tensor
cuasilocal renormalizado puede escribirse esquematicamente como

Tab =

2 1
g | Har = Khay = Tha +1 (Rab[h] - §R[h]hab> +- ] . (3.98)

Aqui Raplh| y R[h| representan, respectivamente, el tensor y el escalar de Ricci con-
struidos a partir de la métrica inducida hg,.

Los términos indicados por los puntos suspensivos representan posibles contribuciones
adicionales provenientes de los campos de materia y de los términos finitos requeridos
por las condiciones de borde. En particular, en presencia de campos escalares con com-
portamiento asintético no trivial, estas contribuciones pueden ser necesarias tanto para
obtener una cantidad finita como para mantener la consistencia del principio variacional.

Por lo tanto, debe distinguirse entre el tensor cuasilocal 7, definido sobre una superficie
a radio finito, y el valor esperado (7;;) del tensor de energia-momento asociado a la teorfa
dual, obtenido tras tomar el limite apropiado hacia la frontera conforme.
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3.5.7 Interpretacién de la accién renormalizada

La accion renormalizada desempena un papel central tanto en la formulacién gravitacional
como en su interpretacion holografica.

En la continuacién euclidiana, la relacion semiclasica entre la teoria gravitacional y la
teoria de campos dual se formula en términos de la accién euclidiana renormalizada. Para
fuentes de frontera colectivamente denotadas por .J, la prescripcién hologréfica toma la
forma

Zopr|J] = Zgav|J] = exp (15, [J]]) - (3.99)

ren

La presencia del subindice “ren” es esencial. La accion evaluada sobre la solucién clasica
antes de anadir los contratérminos apropiados generalmente diverge cuando se elimina la
superficie reguladora y se toma el limite hacia la frontera conforme.

En la formulacién lorentziana, la relacién semiclasica involucra en cambio el factor de
fase asociado a la accion,

Zagan| ] = ex (ilenl])) (3.100)

Estas expresiones constituyen la version renormalizada de la prescripcién holografica y
permiten definir de manera finita el funcional generador de la teoria dual.

Desde esta perspectiva, la renormalizacion holografica no constituye tunicamente un
procedimiento técnico destinado a eliminar divergencias. La eleccién de los contratérminos,
de los términos finitos y de las condiciones de borde determina la forma precisa de la accién
renormalizada y, por consiguiente, influye en la definicién de las cantidades fisicas asociadas
a la solucion.

En particular, en presencia de campos escalares con comportamiento asintotico no
trivial, las condiciones de borde impuestas sobre los coeficientes de la expansion asintética
forman parte de la definicién del problema. Por esta razon, las relaciones entre dichos
coeficientes deben ser compatibles con el principio variacional y con la accién renormalizada
utilizada.

3.5.8 Aplicacion a agujeros negros con pelo escalar

Las herramientas desarrolladas en esta seccién resultan especialmente importantes para el
estudio de agujeros negros asintéticamente Anti—de Sitter que presentan configuraciones
escalares no triviales.
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En estas soluciones, el comportamiento asintotico del campo escalar puede modificar
tanto la estructura de las divergencias de la accién como la definicion de las cantidades
conservadas. Por esta razon, los contratérminos puramente gravitacionales no siempre son
suficientes y pueden requerirse términos adicionales dependientes del campo escalar.

Asimismo, las condiciones de borde impuestas sobre el campo pueden modificar la
definicion de las cantidades fisicas. En particular, las condiciones de borde mixtas y los
términos finitos asociados deben incorporarse de manera compatible con el principio varia-
cional.

Por lo tanto, para cada familia concreta de soluciones sera necesario analizar conjun-
tamente:

e el comportamiento asintotico de la métrica;

e la expansion asintética del campo escalar;

los contratérminos gravitacionales necesarios para cancelar las divergencias;

las contribuciones adicionales asociadas a los campos de materia;

las condiciones de borde impuestas sobre los campos;

y los términos finitos requeridos para obtener un principio variacional consistente.

Una vez construida la accién renormalizada, serd posible definir cantidades fisicas finitas
mediante el tensor cuasilocal renormalizado 7, y, tras tomar el limite apropiado hacia la
frontera conforme, relacionarlas con el tensor de energia—momento asociado a la teoria

dual.

En los capitulos siguientes, este formalismo serd aplicado a las distintas familias de
agujeros negros con pelo escalar consideradas en esta tesis. En particular, la construccion
explicita de los contratérminos, la especificacion de las condiciones de borde y la eleccién
de los términos finitos necesarios permitiran obtener acciones renormalizadas, masas bien
definidas y relaciones termodinamicas consistentes con la estructura asintotica de cada
solucion.
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Capitulo 4

Termodinamica de agujeros negros

La relacién entre agujeros negros y termodinamica surge de una serie de resultados funda-
mentales en relatividad general y teoria cuantica de campos en espacio—tiempo curvo. Los
agujeros negros estacionarios satisfacen un conjunto de leyes que presentan una estrecha
analogia matemaética con las leyes de la termodindamica. Esta correspondencia fue formu-
lada por Bardeen, Carter y Hawking [51] y posteriormente adquirié una interpretacién
fisica a partir de los trabajos de Bekenstein [7] y Hawking [4].

En este capitulo la constante cosmolégica se consideraré fija. Por lo tanto, no se utilizara
el formalismo de la termodinamica extendida y la masa del agujero negro se interpretara
como la energia interna del sistema.

4.1 Leyes de la mecanica de agujeros negros

Las leyes de la mecénica de agujeros negros describen propiedades generales de los hori-
zontes de eventos de soluciones estacionarias de las ecuaciones de Einstein [51]. Su estruc-
tura presenta una analogia directa con las leyes de la termodinamica.

Ley cero

La ley cero establece que la gravedad superficial x es constante sobre el horizonte de eventos
de un agujero negro estacionario,

k = constante en el horizonte. (4.1)
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Esta propiedad permite establecer la analogia entre la gravedad superficial y la tem-
peratura de un sistema termodindmico en equilibrio.

Primera ley

La primera ley de la mecanica de agujeros negros relaciona variaciones infinitesimales de
los pardametros fisicos que caracterizan una solucién estacionaria [54],

M4:§%aA+mﬁJ+@ﬁQ (4.2)

™

Aqui M representa la masa del agujero negro, A el area del horizonte, J el momento
angular y () la carga eléctrica. Las cantidades Qg y @5 corresponden, respectivamente, a
la velocidad angular y al potencial eléctrico evaluados en el horizonte.

Segunda ley

La segunda ley corresponde al teorema del drea de Hawking [55], segtn el cual el drea del
horizonte de eventos no disminuye en un proceso fisico clasico,

§A > 0. (4.3)

Esta propiedad constituye el analogo gravitacional de la segunda ley de la termodinamica.

Tercera ley

La tercera ley establece que no es posible alcanzar un estado con gravedad superficial
nula mediante un ndmero finito de procesos fisicos [70]. Esta propiedad es andloga a la
imposibilidad de alcanzar el cero absoluto en termodinamica.

4.2 Correspondencia con la termodinamica

La estructura de las leyes anteriores sugiere la siguiente correspondencia entre la mecanica
de agujeros negros y la termodindmica,
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Mecéanica de agujeros negros Termodinamica

K Temperatura T’
A Entropia S

M Energia interna F
Qp Potencial rotacional
by Potencial quimico

Dado que la constante cosmoldgica se mantiene fija en este trabajo, la masa M se
interpreta como la energia interna del agujero negro.

A partir de esta analogia, Bekenstein propuso que los agujeros negros debian poseer
una entropia proporcional al drea de su horizonte de eventos [7]. En unidades del Sistema
Internacional, la entropia de Bekenstein—-Hawking estéa dada por

k BC3A
Spn = 4.4
o = 12 (1.4
En lo que sigue se utilizaran unidades naturales,
G=c=h=kp=1, (4.5)
salvo que se indique explicitamente lo contrario. En estas unidades,
A

4.2.1 Radiacion de Hawking

La interpretacién fisica de la analogia entre la mecanica de agujeros negros y la ter-
modinamica fue establecida por Hawking, quien demostré que los agujeros negros emiten
radiacién térmica cuando se consideran efectos cuanticos en las proximidades del horizonte

[5].

Utilizando la convencién geométrica para la gravedad superficial, la temperatura de
Hawking en unidades del Sistema Internacional puede escribirse como

hek

271'/{53 ( 7)

H
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En unidades naturales,

G=c=h=kg=1, (4.8)
la temperatura adopta la forma
Ty = —. (4.9)

La radiacién de Hawking proporciona asi una interpretacion fisica de la correspondencia
termodinamica. En unidades naturales, la primera ley puede escribirse como

dM = TydS + QudJ + & dQ). (4.10)
La relacién
A
Sp = T (4.11)

muestra que la entropia de un agujero negro es proporcional al drea de su horizonte de
eventos.

En espacios asintéticamente Anti-de Sitter, la estructura termodindmica puede pre-
sentar fenomenos adicionales, como transiciones de fase. Un ejemplo fundamental es la
transicion de Hawking—Page entre el agujero negro Schwarzschild-AdS y el AdS térmico
en el ensamble canénico [57].

4.2.2 Temperatura a partir de la geometria cercana al horizonte

La temperatura de Hawking puede obtenerse directamente a partir de la geometria cercana
al horizonte. Consideremos una métrica estatica de la forma

2 o, dr’ 2 702
ds* = —f(?”)dt + m + redQ”. (4.12)

El horizonte de eventos se encuentra en r = rj,, donde

f(ra) = 0. (4.13)
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Para un horizonte no extremal, el cero de f(r) es simple,

f'(rn) #0, (4.14)

por lo que cerca del horizonte

f(r) = f'(ra)(r —rh). (4.15)

o r—Tp
p=2, /—f’(rh)’ (4.16)

la parte (¢,7) de la métrica toma la forma

Definiendo la coordenada radial

, 2
ds® ~ — (f (;h)) pPdt? + dp?. (4.17)

La geometria cercana al horizonte es, por tanto, localmente de tipo Rindler. La
gravedad superficial esta dada por

= 4.18
=1 (118)
Tras realizar una rotacién de Wick,
t— T, (4.19)
la métrica euclidiana cercana al horizonte adopta la forma
dsy, ~ k2p*d7* + dp?® + rdQ>. (4.20)

La ausencia de una singularidad conica en p = 0 exige que el tiempo euclidiano sea
periddico,

T~T A+ —. (4.21)
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Identificando esta periodicidad con la temperatura inversa se obtiene

ro_ L) (4.22)

:% 47

Ty

Esta expresion es valida para horizontes no extremales. El caso extremal requiere un
analisis separado de la geometria cercana al horizonte.

4.2.3 Temperatura del agujero negro de Reissner—Nordstrom

Como aplicaciéon, consideremos la solucién de Reissner—Nordstrom,

oM Q? oM Q*\ !
ds* = — 1——+Q— dt* + 1——+Q— dr® + r2dQ. (4.23)
r r2 r r?
Definiendo
oM Q?
=1—-—4+ = 4.24
f(r) —t 5 (4.24)
los horizontes estan localizados en
re =M+ /M?— Q> (4.25)
El horizonte exterior corresponde a r, = r,. La gravedad superficial es
Ty —T_
= 4.26
" 2rt (4.26)
y, por lo tanto, la temperatura de Hawking viene dada por
Ty —T-
Ty = 4.27
a 4rrt ( )

En el limite extremal, 7, = r_, la gravedad superficial y la temperatura se anulan.
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4.2.4 Temperatura del agujero negro de Kerr

La métrica de Kerr en coordenadas de Boyer—Lindquist puede escribirse como

) sin? 0 d¢?,

2Mr AM ar sin® 0 ) 2Ma?r sin? 6
> (41 _ 2 R 2 2, 2
ds? = (1 . ) At~ g+ S+ +(7“ +a
(4.28)
donde
Y =172+ a?cos? 0, (4.29)
y
A =1r?—2Mr + a* (4.30)

Los horizontes se encuentran en

re =M+ VM?—a? (4.31)

Para estudiar la geometria cercana al horizonte exterior se introduce la coordenada
azimutal corrotante

é=¢—Qut, (4.32)

donde la velocidad angular del horizonte es

a

Qp = —. 4.33
a r? + a? (4.33)

La gravedad superficial del agujero negro de Kerr no extremal es

Ty —T-
= —. 4.34
2(r? + a?) (4.34)
Por consiguiente, la temperatura de Hawking esta dada por

Ty = = T+ — 7= (4.35)

or  Ar(r2 +a?)

En el limite extremal, r, = r_, la gravedad superficial y la temperatura se anulan.
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Capitulo 5

Tensor de energia—momento
holografico y cargas conservadas

Uno de los problemas fundamentales de la relatividad general consiste en la definicién de
cantidades conservadas asociadas al campo gravitacional. A diferencia de otras teorias
de campos, la invariancia bajo difeomorfismos impide, en general, la definicion de una
densidad local covariante de energia gravitacional. Por esta razén, magnitudes como la
masa, el momento angular o la energia total de una configuracién gravitacional deben
definirse a partir de propiedades globales o cuasilocales de la geometria [26].

En espacios—tiempo asintéticamente planos se han desarrollado diversas definiciones
de masa y cargas conservadas, entre ellas las construcciones de ADM y Komar [58; 59].
Sin embargo, estas definiciones dependen de la estructura asintética de la geometria y no
siempre admiten una extensién directa a espacios—tiempo con otras condiciones de frontera,
como aquellos asintoticamente Anti—de Sitter.

Una construccién particularmente importante fue introducida por Brown y York [60],
quienes definieron un tensor cuasilocal a partir de la variacién de la accién gravitacional
respecto de la métrica inducida sobre una superficie de frontera. Este formalismo permite
construir densidades y cargas conservadas asociadas a una region finita del espacio—tiempo.

En el contexto de espacios asintéticamente Anti—de Sitter, esta construccién debe com-
plementarse con el procedimiento de renormalizacién discutido anteriormente. La inclusién
de contratérminos permite obtener un tensor cuasilocal finito al aproximarse a la frontera
asintotica y, en el contexto holografico, relacionarlo con el tensor de energia—momento de
la teorfa dual [17, 19, 50].
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En esta seccién revisaremos la construccién del tensor cuasilocal de Brown—York y su
papel en la definicion de masas, momentos angulares y otras cargas conservadas relevantes
para los sistemas considerados en esta tesis.

5.1 Tensor cuasilocal de Brown—York

El tensor cuasilocal de Brown—York se obtiene a partir de la variacion de la accién gravita-
cional respecto de la métrica inducida sobre una hipersuperficie de frontera. Para condi-
ciones de Dirichlet, la acciéon de Einstein—Hilbert debe complementarse con el término de
Gibbons-Hawking—York [28, 29].

Consideremos una regién del espacio-tiempo M limitada por una hipersuperficie OM.
La accién gravitacional puede escribirse como

[:[EH+[GH7 (51)

donde

_ 1 4
Ton = oo /M dy/=g (R — 21, (5.2)

1
Iog = ——
GH 87TG OM

Brv/-hK. (5.3)

Aqui hg, denota la métrica inducida sobre la hipersuperficie de frontera y K la traza
de su curvatura extrinseca.

Introducimos un vector normal unitario n* tal que

nnt = e, (5.4)

con € = +1 para una frontera temporal y ¢ = —1 para una frontera espacial. La métrica
inducida puede escribirse como

hyw = Guw — €Ny (5.5)
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En las aplicaciones consideradas en esta tesis, la superficie reguladora sera una hiper-
superficie temporal de radio constante, por lo que € = +1.

La curvatura extrinseca se define mediante

Kab = ha“hb”VMny, (56)
y su traza por

K = h" K, (5.7)

El tensor cuasilocal se define a partir de la variacion de la accion respecto de la métrica
inducida. Utilizando las convenciones adoptadas en este trabajo,

2 0l (5.8)
Tah = ——F—=——- .
b /_T, Ohab
Equivalentemente,
2 oI
ab
= —— 5.9
vV —h 6hab ( )
Al variar la accién gravitacional se obtiene el tensor de Brown—York,
BY 1
T = (Kab - Khab) ) (510)

P Ye.

con las convenciones anteriores para la curvatura extrinseca y la orientacion del vector
normal.

Esta cantidad es un tensor cuasilocal definido sobre la hipersuperficie de frontera. A
partir de ella pueden construirse densidades superficiales y cargas asociadas a las simetrias
de la geometria [60].

Cuando la superficie reguladora se aproxima a la frontera asintotica, tanto la accién
evaluada sobre la solucién como el tensor cuasilocal pueden presentar divergencias. En
espacios asintéticamente Anti—de Sitter, estas divergencias se eliminan mediante la adicién
de contratérminos locales construidos a partir de los campos inducidos sobre la frontera,
tal como se discutié en la seccién anterior [47, 50].
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El tensor cuasilocal relevante para las aplicaciones posteriores se obtiene, por lo tanto,
variando la accion renormalizada. Las contribuciones de los contratérminos modifican la
expresion de Brown—York y permiten definir cantidades conservadas finitas en el limite
hacia la frontera asintotica.

5.2 Espacios asintéticamente planos

Las primeras aplicaciones del tensor cuasilocal de Brown—York se desarrollaron principal-
mente en el contexto de espacios—tiempo asintéticamente planos [60]. En este caso, la
accion evaluada sobre la solucion y las cantidades cuasilocales pueden presentar divergen-
cias cuando la superficie de frontera es enviada al infinito.

Un procedimiento tradicional consiste en utilizar una sustraccién de fondo, comparando
la accién de la solucion estudiada con la correspondiente a una geometria de referencia,

Ireg = Isol - Iref- (511)

Aunque este método permite obtener resultados finitos en numerosos ejemplos, depende
de la eleccién de la geometria de referencia y del procedimiento utilizado para realizar el
emparejamiento entre ambas geometrias.

También se han desarrollado formulaciones intrinsecas basadas en términos de frontera
construidos a partir de su geometria. Entre ellas se encuentra la construccién propuesta por
Mann y Marolf [30], aplicable a determinadas clases de espacios—tiempo asintéticamente
planos.

En cuatro dimensiones, para clases apropiadas de fronteras, puede utilizarse una ex-
presion local de la forma

1
I = ——— d*rvV/—hV2R, (5.12)
87TG M

donde R es el escalar de Ricci construido a partir de la métrica inducida h.

Esta expresion no constituye una férmula universal para cualquier geometria asintéticamente
plana. La construccién general de Mann—Marolf se formula en términos de una cantidad
geométrica definida implicitamente a partir de la curvatura intrinseca de la frontera [30].

La forma (5.12) corresponde a clases particulares de geometrias para las cuales puede
obtenerse una representacién local de este tipo.
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La accién regularizada puede escribirse entonces como

[ren = ]EH + [GH + Ict; (513>

y el tensor cuasilocal correspondiente se obtiene mediante

o 2 6[ren
Tab - /__h 5hab

Estas construcciones permiten obtener cantidades finitas utilizando tnicamente infor-
macién geométrica definida sobre la frontera, sin recurrir a una sustracciéon explicita de
fondo.

=70Y 7% (5.14)

5.3 Espacios asintéticamente Anti—de Sitter

En espacios asintéticamente Anti—de Sitter, la estructura conforme de la region asintética
permite organizar sisteméaticamente las divergencias de la accién y de las cantidades cuasilo-
cales mediante contratérminos locales definidos sobre una superficie reguladora [52, 47, 50].

En cuatro dimensiones, la métrica de una solucién asintéticamente AdS puede escribirse
esquematicamente cerca de la regiéon asintética como

2 2 -1
ds® = — (% +1+ (9(7"1)> dt* + (% +14 O(rl)) dr* + 17 (i + O(r™")) da'da’,
(5.15)

donde los términos subdominantes contienen la informacion fisica asociada a la solucion.
La forma precisa de la expansién depende de las coordenadas y de las condiciones de
frontera.

Para gravedad de Einstein en cuatro dimensiones, los contratérminos gravitacionales
minimos son

1 2
I,=——— Prv—-h(Z+-R 5.16
Rl (z+2 ) (5.16)

de modo que
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[ren = [EH + IGH + Icta (517>

a la que deben anadirse las contribuciones correspondientes de los campos de materia
cuando estas sean necesarias.

Con la definicién (5.8), el tensor cuasilocal renormalizado toma la forma

1 2 1
- — K, —Kh.,—Z= + — —R 1
Tab 87TG ab hab lhab [ (Rab 5 hab>:| y (5 8)

donde R, v R son las cantidades de curvatura construidas a partir de la métrica
inducida hgp.

Esta expresion corresponde al tensor cuasilocal definido sobre una superficie reguladora
de radio finito. Las cargas conservadas relevantes para las soluciones consideradas en
esta tesis se construirdan a partir de este tensor. Cuando se requiere una interpretacién
holografica, el limite hacia la frontera conforme y la reescala correspondiente permiten
relacionarlo con el tensor de energia—momento de la teoria dual, tal como se discutié en la
seccion de renormalizacién holografica.

5.4 Dependencia de esquema y contratérminos de ma-
teria

La construccién de contratérminos constituye un elemento fundamental de la renormal-
izacion hologréafica. Su funcién principal consiste en cancelar las divergencias que aparecen
en la acciéon on-shell y en las cantidades obtenidas a partir del tensor cuasilocal.

Sin embargo, la cancelacion de divergencias no determina necesariamente de man-
era Unica la accién renormalizada. Una vez eliminadas las divergencias, pueden anadirse
términos finitos locales construidos a partir de los datos de frontera. Esta libertad cor-
responde a una dependencia de esquema y puede modificar ciertas cantidades finitas sin
afectar la cancelacion de las divergencias [50, G1].

La situacién adquiere especial importancia en presencia de campos de materia. Con-
sideremos, por ejemplo, un campo escalar con comportamiento asintotico

¢(r’x):%+%+...’ (5.19)
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donde los exponentes AL estdn determinados por la masa del campo escalar y por la
dimension del espacio—tiempo.

Dependiendo del intervalo de masas, ambos modos pueden ser normalizables y pueden
imponerse condiciones de frontera que relacionen sus coeficientes asintéticos,

B(z) = F[A(x)]. (5.20)

Estas condiciones de borde forman parte de la especificacion del problema y, desde el
punto de vista holografico, afectan la identificacion de los datos de frontera y la inter-
pretacion de los operadores duales [13, 41, 15].

La presencia del campo escalar puede requerir contratérminos adicionales dependientes
de ¢ para garantizar tanto la finitud de la accién como un principio variacional consistente.
Asimismo, los términos finitos necesarios para implementar determinadas condiciones de
frontera pueden contribuir a las cantidades conservadas obtenidas a partir de 7,.

Por esta razén, en los sistemas con pelo escalar la construccion de la accién renor-
malizada debe considerar conjuntamente el comportamiento asintético de la métrica, la
expansion del campo escalar, los contratérminos necesarios y las condiciones de frontera
impuestas sobre los modos asintoticos.

Estas cuestiones seran particularmente importantes en los capitulos dedicados a agu-
jeros negros con pelo escalar y en la construccion del nuevo contratérmino estudiado pos-
teriormente en esta tesis.

5.5 Cargas conservadas

Una vez construido el tensor cuasilocal renormalizado, es posible definir cantidades asoci-
adas a las simetrias de la geometria de frontera. Consideremos una hipersuperficie espacial
¥ contenida en la superficie de frontera reguladora, con métrica inducida o;; y vector
normal unitario temporal u®.

Si €% genera una simetria apropiada de los datos de frontera, la carga asociada puede
escribirse como

Q[¢] Z/Ed%’ o uTa’. (5.21)
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La conservacién de esta cantidad depende de las condiciones de frontera y de las
simetrias de las fuentes presentes. En ausencia de flujo a través de la frontera y cuando
los datos de frontera son invariantes bajo la transformacién generada por £%, la carga Q[¢]
puede interpretarse como una cantidad conservada.

En presencia de fuentes de materia, la identidad de Ward puede adquirir contribuciones
adicionales. Por ejemplo, en presencia de una fuente escalar ¢y y de una fuente gauge
A(0)a, su forma esquematica es

VU Tus) = (O)Dbio) + FLO (I, (5.22)

con posibles modificaciones dependientes de las convenciones utilizadas. Por lo tanto,
la conservacion de las cargas debe analizarse conjuntamente con las condiciones de frontera
y las simetrias de las fuentes.

Masa

Para una solucion estacionaria, la masa se obtiene tomando como generador el vector de

Killing temporal,
a a
== 5.23
e~ (5) (5.23)

con la normalizacién correspondiente al marco temporal elegido en la frontera. La carga
asociada es

M—/de\/Eu“Tabgb. (5.24)
=

Una vez incluidos los contratérminos apropiados y tomado el limite asintético corre-
spondiente, esta expresion permite obtener una definicién finita de la masa de la solucion.

La relacién entre esta cantidad y la energia de la teoria dual depende de la eleccion del
marco conforme y de la normalizacién del vector temporal en la frontera. En las soluciones
consideradas en esta tesis, estas elecciones se especificaran de acuerdo con la estructura
asintética de cada geometria.
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Momento angular

Si la geometria posee una simetria rotacional generada por un vector de Killing axial

W = (%)a, (5.25)

puede definirse la carga asociada

J= / A2/ u T ). (5.26)
by

Esta cantidad corresponde al momento angular asociado a la simetria rotacional con-
siderada.

Relacion con la termodinamica

Las cargas obtenidas a partir del tensor cuasilocal renormalizado desempenan un papel
central en la formulacion termodinamica de los agujeros negros. Para una solucién cargada
y rotante, la primera ley adopta la forma

dM =T dS + QdJ + @ dQ, (5.27)

con posibles contribuciones adicionales asociadas a los campos de materia y a las condi-
ciones de frontera.

En particular, en presencia de campos escalares, la definicion de la masa puede de-
pender de los términos de frontera requeridos por la estructura asintética de la solucidn.
La construccion de una accién renormalizada consistente constituye entonces un ingredi-
ente esencial para obtener cargas bien definidas y verificar las relaciones termodinamicas
correspondientes.

Las expresiones desarrolladas en este capitulo seran utilizadas en los capitulos sigu-
ientes para calcular las cargas conservadas asociadas a las distintas familias de agujeros
negros consideradas en esta tesis. En particular, el analisis de los contratérminos y de las
condiciones de frontera permitira establecer definiciones consistentes de la masa y de las
demés cantidades termodinamicas relevantes para cada solucion.
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Capitulo 6

Agujeros negros cargados en espacios
Anti—de Sitter

En los capitulos anteriores se introdujeron las herramientas necesarias para definir canti-
dades fisicas en espacios asintoticamente Anti—de Sitter mediante el formalismo de Brown—
York y la renormalizacién holografica. En este capitulo aplicaremos dicho formalismo al
agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter (RN-AdS), una solucién de la teoria
de Einstein—-Maxwell con constante cosmolégica negativa.

Ademas de su interés como solucion exacta, el agujero negro RN—AdS constituye un
caso de referencia para los sistemas estudiados posteriormente en esta tesis. Las cantidades
termodinamicas y la energia obtenida mediante el tensor cuasilocal renormalizado serviran
como punto de comparacién para las soluciones mas generales con campos escalares y para
la posterior aplicacion de la féormula de Cardy—Verlinde.

En lo que sigue se utilizaran unidades geométricas en las que

G=1. (6.1)

Esta convencion se mantendra en los capitulos posteriores, salvo que se indique explicitamente
lo contrario.

El capitulo comienza con la presentacion de la teoria de Einstein—Maxwell con con-
stante cosmoldgica negativa y sus ecuaciones de movimiento. Posteriormente se introduce
la solucion RN—AdS y se estudian sus propiedades geométricas y termodinamicas. Final-
mente, se calcula su energia mediante el tensor cuasilocal renormalizado y se verifica la
primera ley de la termodinamica.
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6.1 La teoria de Einstein—Maxwell con constante cos-
molégica

La teoria de Einstein—-Maxwell describe el acoplamiento minimo entre el campo gravita-
cional y un campo electromagnético clasico [26, 27]. Considerando una constante cos-
moldgica negativa, la acciéon puede escribirse como

1 1
I d*zy/=g (R — 20\ — F,, F™) + — / BavV—hK, (6.2)
oM

:16_7T M 87T

donde R es el escalar de Ricci asociado a la métrica g, A es la constante cosmolégica,
K es la traza de la curvatura extrinseca de la frontera y

F,uu = a,uAV - aVA,u (63)

es el tensor electromagnético construido a partir del potencial vectorial A,. El segundo
término corresponde al término de Gibbons—Hawking—York, necesario para establecer un
principio variacional bien definido bajo condiciones de borde de Dirichlet [28, 29].

Para espacios asintéticamente Anti—de Sitter, la constante cosmolégica se escribe como

3

~ %

A= (6.4)

donde [ es el radio de curvatura de AdS. En el limite [ — oo se recupera la teoria de
Einstein—-Maxwell en espacio asintéticamente plano.

6.1.1 Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento se obtienen variando la accién (6.2) respecto de la métrica
g 'y del potencial electromagnético A,,.

La variacién respecto de A, conduce a las ecuaciones de Maxwell en espacio-tiempo
curvo,

V, " =0, (6.5)
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Por otra parte, la variacion respecto de la métrica produce las ecuaciones de Einstein
con fuente electromagnética,

1 3 1
R,uu - §Rglw - l_2.glw =2 (EMFVA - ZguuFa,BFaB> . (66)

El miembro derecho corresponde al tensor de energia—momento del campo electro-
magnético,

1 [e3
Ty =2 <FHAFVA = 9w FasF 5) : (6.7)

Para obtener soluciones estaticas y esféricamente simétricas, consideramos el ansatz

dr?
d82 = —f(T)dtQ + m

donde dQ3 representa la métrica de la esfera unitaria bidimensional.

+ 7r2d€3, (6.8)

Para el campo electromagnético adoptamos un potencial puramente eléctrico,

A = ®(r)dt. (6.9)
En consecuencia,
dd(r)
F,=— . 1
tr dr (6 0)

Con estos ansatz, las ecuaciones de Maxwell y Einstein pueden integrarse para obtener
la solucién de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter.

6.1.2 La solucion de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter

La ecuacién de Maxwell admite un potencial gauge de la forma

A= (—9 + Q) dt, (6.11)

r Ty
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donde la constante aditiva se ha elegido de manera que el potencial sea regular en el
horizonte,

Ay(ry) =0. (6.12)

El campo electromagnético correspondiente es

F=dA= %dr A dt, (6.13)
r
por lo que
Q Q

Frt == ﬁ, Ftr - —ﬁ (614)

La funcién métrica viene dada por

oM Q*  r?

=1-—4+ =+ =. 6.15
fr)=1- 22+ T D (6.15)

Por tanto, la métrica RN—AdS adopta la forma

dr?

f(r)

Los parametros M y () caracterizan, respectivamente, la masa y la carga de la solucién.
Mas adelante verificaremos que, con las convenciones adoptadas, la energia obtenida me-
diante el tensor cuasilocal renormalizado coincide con el parametro M.

ds* = —f(r)dt* + + 7% (d6* + sin® 0 d¢?) . (6.16)

En el limite

Q — 0, (6.17)

se recupera la solucién de Schwarzschild-Anti—de Sitter, mientras que para

[ — oo, (6.18)

se obtiene el agujero negro de Reissner—Nordstrom en espacio asintéticamente plano

[31, 32, 26].
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Los horizontes estan determinados por las raices positivas de

f(r) =o0. (6.19)

Denotaremos el horizonte exterior por r,. La condicién

flry) =0 (6.20)

permite expresar el parametro de masa en funcién del radio del horizonte y de la carga,

Q2
) o)

6.2 Termodinamica del agujero negro Reissner—Nordstrom-—

AdS

Las principales cantidades termodindmicas de la soluciéon pueden expresarse en funcién del
radio del horizonte r,, la carga eléctrica ) y el radio de curvatura AdS /.

Temperatura

Para una métrica estatica de la forma

2

ds® = — f(r)dt? + ﬁr) + 202, (6.22)
la temperatura de Hawking esta dada por
k f(ry)
T=o- = 4(17: (6.23)
Utilizando la funcién métrica
oM Q*  r?
f(T):1—7+T—2+l—2, (624)



se obtiene

1 [(2M  2Q* 2
T_—<2—632+T;>. (6.25)
4 \ ry T l
Utilizando la condicién de horizonte, la temperatura puede escribirse como
1 3r2 Q?
T= 14+ —f— ). 6.26
drr < M 7“3) (6:26)
En el limite extremal se cumple
3r2 Q?
1+ —— =5 =0 6.27
+E T =0 (6.27)
por lo que
T =0. (6.28)
Entropia
La entropia viene dada por la férmula de Bekenstein—-Hawking,
A
S=—. 6.29
: (629
Para un horizonte esférico,
A= dmr?, (6.30)
y, por tanto,
S =mri. (6.31)

63



Carga eléctrica y potencial

La carga eléctrica se obtiene mediante la ley de Gauss,

1
=— [ *F. 6.32
Q-1 /. (632
Para el campo electromagnético
Q
F = ﬁdr A dt, (6.33)

la integral sobre una esfera de radio constante reproduce el parametro () que aparece
en la solucion.

El potencial electrostatico relevante para la termodindmica corresponde a la diferencia
entre el infinito y el horizonte. Con el gauge elegido en (6.11),

O = A(o0) — Au(ry) = Q (6.34)

T+

Masa holografica del agujero negro RN—-AdS

La energia asociada a una solucién asintéticamente Anti—de Sitter puede obtenerse a partir
del tensor cuasilocal renormalizado definido sobre una superficie de radio constante r = R.

Para la teoria de Einstein en cuatro dimensiones, el tensor renormalizado toma la forma

1 2 1
Tab — 8_7T Kab — Khab — ihab + l (Rab - §Rhab):| . (635)

Consideremos una superficie reguladora de radio constante r = R. La métrica inducida
es

ds3y = —f(R)dt* + R*dS)3, (6.36)

mientras que el vector normal exterior puede elegirse como
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Con la definicién

Ky = h}th)V n,,

las componentes relevantes de la curvatura extrinseca son

Ku= 571"

Ko = R\,

K¢¢ = R\/?SiHQ 9

Su traza es

;T
27 R

Para estudiar el comportamiento asintético utilizamos

K =

R M Q
2 R R

La expansion de /f(R) para R — 0o es

f(R)=1+

R I Ml 1Q* B
VIR =74~ o s 79

(R

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

Al sustituir estas expresiones en (6.35), los términos divergentes se cancelan y el término

relevante para la energia es

M
T = 7T— + O(R_Q)
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La energia cuasilocal asociada al vector de Killing temporal

oo (2) o

se obtiene mediante

E(R) = / d*o\/o u T8, (6.47)
2R
donde
1 o\"*
ut = (—) (6.48)
f(r) \0t
es el vector normal unitario a la seccion espacial Xg.
Por tanto,
E(R) = 4nR2—1 . (6.49)
f(R)

Utilizando (6.45) y tomando el limite R — oo, se obtiene

E = lim E(R) = M. (6.50)

R—o00

Asi, con las convenciones y condiciones de frontera adoptadas, la energia obtenida
mediante el tensor cuasilocal renormalizado coincide con el parametro M de la solucion.

Primera ley de la termodinamica

A partir de la condicién de horizonte f(ry) = 0, la energia puede escribirse como

E=M(r,Q) =5 (1+Q—2+ p). (6.51)

Manteniendo fijo el radio de curvatura [, su diferencial es
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Por otra parte, utilizando

se tiene

dS = 27TT+ d?“+.

Multiplicando por la temperatura (6.26),

 dar, T
obtenemos
Tas— [L- &L ¥,
= |- - == r
2 22 " 2| T
Ademas, utilizando
)
r4
se tiene
ddQ = Qd@.
ry

Por consiguiente,

dE = TdS + & dQ.

La primera ley queda asi verificada para [ fijo.

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

Para el agujero negro RN—AdS, la energia obtenida mediante el tensor cuasilocal renor-
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resultado proporcionara el punto de comparacion para las soluciones con pelo escalar es-
tudiadas en los capitulos siguientes.



Capitulo 7

Agujeros negros con pelo escalar

7.1 Agujeros negros acoplados a un campo escalar

En el capitulo anterior estudiamos el agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti—de Sitter,
que constituye una de las soluciones cargadas més simples de la teoria de Einstein—-Maxwell
con constante cosmoldgica negativa. Sin embargo, numerosas teorias efectivas de gravedad,
particularmente aquellas que surgen como truncaciones de supergravedad o como limites
de baja energia de teoria de cuerdas, contienen campos escalares que se acoplan de manera
no trivial tanto a la geometria como a los campos gauge. La presencia de estos grados de
libertad adicionales modifica las propiedades geométricas, holograficas y termodinamicas
de las soluciones [62, 63].

En este capitulo trabajaremos, salvo indicacion contraria, en unidades tales que

G=1

Por tanto, la constante de Newton no aparecerd explicitamente en las expresiones sigu-
ientes.

Estudiaremos una familia de soluciones perteneciente al denominado modelo STU,
obtenido como una truncacién consistente de la supergravedad gauged N = 8 en cuatro
dimensiones [62, 63]. El término gauged indica que una simetria global de la teorfa original
ha sido promovida a una simetria local. Como consecuencia aparecen campos gauge y un
potencial escalar no trivial que permite la existencia de un vacio Anti-de Sitter.

68



En esta truncacion sobreviven la métrica, tres campos escalares dilatonicos y cuatro
campos gauge abelianos. La presencia de los campos escalares permite la existencia de
soluciones con pelo escalar. En la familia que estudiaremos, el perfil de los campos escalares
esta determinado por los parametros de carga de la soluciéon. El pelo escalar es, por tanto,
secundario dentro de esta familia de soluciones.

Siguiendo las convenciones de [(1], la accién del modelo STU puede escribirse como

1

I[gp,yy ¢7 Al] = 167T

4 4
1 -, 1 1
/= — = 2——§ ) —§ XX |. 1
/de g|R 2(8(;5) 42‘:1XZ FZ—FP i X (7.1)

i<j

—

Aqui R representa el escalar de Ricci, ¢ = (¢1, @2, ¢3) denota los tres campos escalares

Fy=d4;

son las intensidades de campo asociadas a los cuatro potenciales gauge A;.

La normalizacién elegida en (7.1) fija también la convencién para las cargas eléctricas
fisicas. Para cada campo gauge, la carga conservada se define mediante el flujo

1 -2
L= 2% 7.2
@=15- 9, % (72)

Los factores X;, que describen el acoplamiento entre los campos escalares y los campos
gauge, satisfacen la restriccion

X1 Xo X3 X, = 1. (7.3)

En términos de los campos escalares pueden escribirse como

Xz‘ = 67%62“45, (3:1 . C?j == 4523 —1. (74)

Una eleccién conveniente para los vectores constantes @; es [63]

a = (1,1,1), iy = (1,-1,-1), as = (—1,1,-1), as = (—1,-1,1). (7.5)
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Con esta parametrizacién, la accién puede escribirse de manera equivalente como

-

g5, A) = 15 [ d'ay=g | R - 5007 ——ZWF? v@|, (16

167

donde el potencial escalar es

-

2
V(o) = 7 (cosh ¢y + cosh ¢o + cosh ¢3) . (7.7)
El potencial posee un punto estacionario en

¢1:¢2:¢3207

correspondiente al vacio Anti—-de Sitter con radio de curvatura [.

Las ecuaciones de movimiento admiten una familia de agujeros negros estaticos y
esféricamente simétricos [05]. La métrica puede escribirse como

4 -1/2 4 1/2
- (H Hi> fat® + (H HZ-> [f7dp? + p*(d6* + sin® 0 d?)] (7.8)
=1 =1

donde

2 4 .
+p—HH1 H(p)=1+2 (7.9)

flp)=1- l P

D I3

Los parametros ¢; caracterizan la solucién, mientras que las cargas eléctricas fisicas
asociadas a los cuatro campos gauge vienen dadas por

Qi = —Qi% ), (7.10)

El parametro n esta relacionado con la masa de la solucién.

Los potenciales gauge pueden elegirse como
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Ay = Yalatn) (7.11)

P+ g

De esta forma,

Fooda = - YuaEn o (7.12)

(p+¢)?
El potencial (7.11) satisface

A;i(00) = 0.

Para trabajar con un potencial regular en la secciéon euclidiana se puede realizar un
desplazamiento gauge constante,

AT = [Ai,(p) — Aielps)] dt, (7.13)

(2

de modo que

A (py) = 0.

La cantidad termodinamica conjugada a (); corresponde a la diferencia de potencial
entre el infinito y el horizonte. Adoptaremos la convenciéon

O, = Aiy(00) — Au(ps). (7.14)

Los factores escalares correspondientes son

4 1/4
X, = (H Hj> H, (7.15)
j=1

mientras que los tres campos escalares toman la forma

1 HlHQ 1 H1H3 1 H1H4
¢1 5 H<H3H4>’ ®2 B H<H2H4)7 ®3 9 n<H2H3> (7 6)

Los perfiles escalares quedan asi determinados por las funciones H; y, por tanto, por
los parametros que caracterizan la solucion.
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7.2 Estudio de casos particulares

La teoria introducida en la seccién anterior posee una estructura rica debido a la pres-
encia de cuatro campos gauge y tres campos escalares. Algunas elecciones particulares
de los parametros permiten recuperar soluciones conocidas o truncaciones mas simples.
Estas truncaciones seran especialmente ttiles para el andlisis hologréafico y termodinamico
desarrollado en las secciones siguientes [(6].

7.2.1 Truncacion de cuatro cargas iguales

Consideremos primero el caso

(=0 =G = q3= qa (7.17)
En este caso,
1= g2 =3 =0, (7.18)
por lo que
X, =1

El potencial escalar se reduce a

(7.19)

y la acciéon toma la forma

1
I =— d*z /=g

= 7.20

i 6
R—=Y F’+ -
12

Mediante una identificacion consistente de los cuatro campos gauge, esta truncacion se
reduce al sector de Einstein—-Maxwell-Anti—de Sitter. La solucién resultante corresponde
a la familia de Reissner—Nordstrom—Anti-de Sitter estudiada en el capitulo anterior.

Este limite proporciona el caso sin pelo escalar dentro del modelo STU. Cuando las
cargas dejan de ser iguales, los campos escalares adquieren perfiles no triviales fuera del
horizonte y la geometria se aparta de la solucién de Reissner—Nordstrom—Anti-de Sitter.
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7.2.2 Truncaciéon para un campo escalar

Consideremos ahora una truncaciéon en la cual Unicamente una de las cuatro cargas es
distinta de cero,

@ =4q, @ =¢q3=qs=0. (7.21)

Los tres campos escalares quedan entonces relacionados y pueden describirse mediante

un unico campo efectivo,

$1 = P2 = ¢3 (7.22)

EIhS

La accién reducida es

g6, A] = / d‘*ar\/_[R——(é‘aﬁ) Lvip v, (7.23)

167

donde

V(6) = —l% cosh (\%) | (7.24)

La variacién de la accién conduce a las ecuaciones

G = 5 |0600,6 — 5000 = 3V (@)] + 5 [BaBl? = L] (19
Definiendo
T3, = 0u00,06 — guu [(06)* +2V(9)], (7.26)
y
TEM = V30 | F0F) — ig,wF2 : (7.27)
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la ecuacién de Einstein puede escribirse como

Gu == (T35, +T2M) . (7.28)

DO | —

La ecuacion para el campo escalar es

_av @e_ﬁ

2
S

OF?, (7.29)
mientras que la ecuacién de Maxwell es
v, <e_‘/§¢F’“’> —0. (7.30)

Una solucién de estas ecuaciones puede escribirse como [65]

2 _ f(p) 2 [d_PQ 20102 + sin2 2
ds® = —H(p)dt +vH(p) ) + p~(df” + sin” 6 dy”) |, (7.31)
o) = — L (), (7.32)
y
_on, P 4

f(p)—l—;+l—2H(p), H(p) = 1+;' (7.33)

Para simplificar la notacion definimos

2 f(p) 2 2

— 0 p(p)? = VH(p). 7.34
a(p) 70 (p)* =p"vVH(p) (7.34)

Siguiendo la convencién de signos utilizada para la solucién, el potencial gauge es

A=A(p)dt,  Alp) = - Vatatn) (7.35)

p+q
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Por tanto,

F—dA= % dp A dt. (7.36)
Equivalentemente,

F= —e‘/gd’w dt A dp, (7.37)
y

2
2 2alat ) s

o (7.38)

La solucién describe un agujero negro cargado con un perfil escalar no trivial determi-
nado por los parametros q y 7.

7.3 Termodinamica del agujero negro acoplado a un
campo escalar

Sea p, la posicion del horizonte, determinada por

flps) =0. (7.39)

La temperatura de Hawking y la entropia de Bekenstein—-Hawking son

_ 1 3p% +2gp +12

T = )
A 2y/p+(py + )

S:wpi,/upi. (7.41)
+

La condicién de horizonte permite expresar n en términos de p, vy ¢,

(7.40)
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pilp+ +49)

77:/0++ l2

La carga eléctrica fisica se obtiene a partir del flujo del campo gauge,

Q= 1 f vEorp_ Valg+n)

167 S2 4
El potencial (7.35) satisface
Un potencial regular en el horizonte se obtiene mediante el desplazamiento

AT (p) = Ay(p) — Aulpy).

Adoptando la convencién

U= Ai(00) = Ailpy),

se obtiene

v Valatn) 40

pr+q  pi+q

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

Esta cantidad corresponde a la diferencia de potencial entre el infinito y el horizonte.

7.4 'Tensor de estrés holografico
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Ademas de las cantidades termodinamicas obtenidas a partir del horizonte, resulta nece-
sario identificar correctamente la energia del sistema. En presencia de campos escalares con
condiciones de borde no triviales, la energia fisica puede recibir contribuciones adicionales
provenientes del sector escalar.



La accién evaluada sobre soluciones asintéticamente Anti-de Sitter contiene divergen-
cias asociadas al volumen infinito del espacio—tiempo. Para obtener un principio varia-
cional bien definido y cantidades conservadas finitas se introducen el término de Gibbons—
Hawking y los contratérminos hologréficos apropiados [17, 50, 45, 67].

Para la solucién considerada, el campo escalar presenta el comportamiento asintético

A B B
donde
2
A= —@, B \/‘Zq . (7.48)

La coordenada r corresponde a la coordenada radial asintotica en la cual el desarrollo
adopta la forma candnica. Los coeficientes satisfacen una condicién de borde mixta

AW (A)
B=—", (7.49)
W (A) V3 s, (7.50)

18

Esta condicién de borde serd la utilizada en la construccién de la acciéon renormalizada
y del tensor de estrés hologréfico.

La accion euclidiana regularizada puede escribirse como

1
JE:J,gﬂk——/ dxVhE K
87T OM

1 2

+ — d*z vV hE (—+B>
87T OM l 2
167 Jou 2l ' 18l

+ [ BaviE (¢—2 + \/§¢3> : (7.51)

El término de volumen es
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1B, = 1o /d%vr[R——w> Le—vaope 4 fm%(%a]. (7.52)

El tensor de estrés holografico se define mediante la variacion de la accién renormalizada
respecto de la métrica inducida. Con las convenciones adoptadas, toma la forma

2 Ol
Tab - /—_h 5ha’b

:_i Kab_ K_g hab_lGab
87r l

¢*  W(A)
16 {Qﬁ o ¢]. (7.53)

La energia asociada al vector de Killing temporal £ = 0; viene dada por

E = / A2z /o ULl (7.54)
)
Para la solucién de un campo escalar se obtiene

1 q n.,4q
E=M=;(n+2)=2+1 7.55
o\1T3) =37 (7.55)
La traza del tensor de estrés holografico depende de las condiciones de borde impuestas

al campo escalar. Para condiciones mixtas generales aparece la combinacion

h%>:_uiﬂ(wh_%?)' (7.56)

Para la solucién considerada,

y se cumple
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En consecuencia,

Ve =0, hr,, = 0.

7.5 Agujeros negros didnicos con campo escalar

, 66].

Consideremos la accion

1

(7.57)

La solucion estudiada anteriormente corresponde a una truncacién con una unica carga
eléctrica no trivial. Una extensién natural consiste en considerar soluciones que posean
simultaneamente carga eléctrica y magnética. Estas configuraciones permiten analizar con
mayor detalle la relacién entre el sector escalar, las condiciones de borde y la termodindamica

g, Ay @] = —— /d%; V=g lR — %eWFQ - %(8@5)2 — V((b)] + Igg + I, + Is. (7.58)

" 167

En lo que sigue consideraremos el caso

v=—V3 = V()= —gcosh (%) :

La solucién estética y esféricamente simétrica puede escribirse como [65]

2
ds® = —(HHy) '2 f dt* + (H1H,)"? {d% + degz] ,
con
V3. (H
= " In( ==
o= (5).
Y
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Pz
2
f= f0+ —5 H1Ho, fo_l—?ﬂ
Las funciones H; y H, son

Hi=~7" (1 =2B1fo+ BiBaf3)
Hy =" (1= 2Bafo + BiBaf3)

donde

=1-=201 + b1/, Yo =1—205+ 31 fo.

El potencial gauge completo de la solucién es

_ B1fo
A—\/5(\/&_72]{1)dt—i—7 Bay1 cos b dy.

(7.62)

(7.65)

(7.66)

La carga eléctrica se obtiene a partir del flujo del campo eléctrico, mientras que la carga

magnética viene dada por

1
P=—
47

Las cargas eléctrica y magnética fisicas son

KV P172 B2 p— py Bai
71\/_ 72\/5 '

Los potenciales conjugados correspondientes pueden escribirse como

Q=

_ ] 2 P 51f0(ﬂ+)]
V= B172 [1 A H1<P+> 7
y
_ ]2 a1 52f0(ﬂ+)]
= Ba1 [1 P HQ(P+) '

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)



El potencial eléctrico ¥ corresponde a la diferencia de potencial asociada al campo
eléctrico, utilizando una eleccion de gauge regular en el horizonte. El potencial magnético
T se define a partir de la estructura termodindmica de la solucion.

7.5.1 Termodinamica y cargas escalares

La cantidad asociada al término 1/p en el comportamiento asintético de la métrica es

(1 — B1)(1 — 52)(1 — Bifa)
Y172 '

M = (7.71)

Para variaciones generales de los pardametros de la solucion, la primera ley adopta la
forma [68]

dM =TdS +¥dQ + YT dP + X dY. (7.72)

El par termodindmico adicional asociado al sector escalar puede escribirse como

X — 4M3<51 — B2)V/Biya

Yy — VB172
P(1—=p/p)ri VB

La forma de la primera ley depende, por tanto, de las condiciones de borde impuestas
al campo escalar y de la definicién de energia empleada.

(7.73)

Para analizar esta relacién desde la perspectiva holografica, consideramos el compor-
tamiento asintotico del campo escalar,

A B _
mm=;+;+0@%, (7.74)
con
2v3 (B2 — B1)(1 — B132)
A 1,P2) = ’ '
(1,51, 82) N (779)
y
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203, _
2v/3 2512 ) B3B3 + Bips — 83133
172

652, + 65153 — 8182 + By + B (7.76)

B(Hﬂ 517 52) =

Los coeficientes A y B caracterizan las condiciones de borde del campo escalar. Para
condiciones mixtas se introduce un funcional W (A) tal que

AW (4A)

B=—"1 (7.77)

La energia obtenida mediante la renormalizacion holografica incorpora una contribucion
determinada por las condiciones de borde del campo escalar. Su estructura general puede
escribirse como

1 AB
E =M+—|W-—1. .
total + 4[2 < 3 ) (7 78)
La contribucién
AB
17—
3

esta determinada por las condiciones de borde del campo escalar. Para las condiciones
de borde que preservan la estructura conforme correspondiente, esta combinacién se anula.

La traza del tensor de estrés holografico toma la forma

(%) = = 16§rl4 (W - ATB) ' (7.79)

De este modo, la estructura de la traza esta directamente relacionada con las condiciones
de borde mixtas impuestas al campo escalar.

La variacién de la contribucién escalar a la energia permite reorganizar la primera ley
en términos de la energia holografica total. Bajo las condiciones de borde y el esquema de
renormalizacién correspondientes, se obtiene
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dByop = TdS + ¥ dQ + Y dP. (7.80)

Por tanto, pueden distinguirse dos descripciones de la estructura termodinamica de la
solucion. Utilizando el parametro M asociado directamente al comportamiento asintético
de la métrica y permitiendo variaciones generales de los parametros, la primera ley toma
la forma

dM =TdS +VdQ + Y dP + X dY.

Por otra parte, al utilizar la energia total obtenida mediante la renormalizacion holografica,
incluyendo la contribucién determinada por las condiciones de borde del campo escalar, la
relacion termodinamica adopta la forma

dEtotal = TdS + \Ij dQ + T dP

La presencia del campo escalar modifica asi la relaciéon entre los datos asintéticos de
la solucion, las cargas conservadas y la termodinamica. Mientras que para el agujero
negro RN—AdS la energia holografica coincide directamente con el pardmetro de masa, en
las soluciones con pelo escalar las condiciones de borde pueden introducir contribuciones
adicionales.

La renormalizacién holografica proporciona entonces un marco para relacionar las condi-
ciones de borde del campo escalar, el tensor de estrés holografico y la definicién de las cargas
conservadas. Esta estructura sera particularmente importante en el analisis posterior de las
propiedades termodinamicas de las soluciones consideradas y en la aplicacion de la formula
de Cardy—Verlinde.
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Capitulo 8

Un nuevo contratérmino

8.1 Contratérminos para la teoria

La regularizacion de la accién para la solucion general del modelo STU sigue, en principio,
el procedimiento estandar de la renormalizaciéon holografica para espacios asintéticamente
Anti—de Sitter [17, 19, 50, 15, 69]. Ademés de la accién de Einstein—Hilbert, es necesario
incorporar el término de Gibbons-Hawking para obtener un principio variacional bien
definido, junto con los contratérminos gravitacionales y escalares necesarios para cancelar
las divergencias asociadas al comportamiento asintético de la geometria y de los campos
escalares [15, 67, 16, 17, 70].

La accién regularizada puede escribirse como

Lien = ]bu1k+IGH+]G+]¢‘ (81)

En los capitulos anteriores vimos que, en presencia de un unico campo escalar, el con-
tratérmino escalar puede construirse a partir de su comportamiento asintotico, obteniéndose
una accién finita y una definicién consistente del tensor de Brown—York y de las cargas
conservadas [66]. Una extensién directa al caso de tres campos escalares consistiria en
asignar una contribucién independiente a cada campo,

3
I¢ = ZLXW (82)

=1
o I, = 1 d3 \/_ ¢2 ( ) 3 8.3
YT 16w Jopu (2z lA3¢> (8:3)

84



Esta construccién supone implicitamente que las condiciones de borde de cada campo
escalar pueden describirse mediante funciones independientes W;(A4;). Como veremos, esta
suposicion no es compatible con la estructura asintotica de la solucion general del modelo
STU. La dificultad no corresponde, sin embargo, a una ausencia de integrabilidad en el
espacio conjunto de los modos escalares, sino a la imposibilidad de factorizar el funcional
de borde en una suma de tres funciones que dependan separadamente de cada A;.

Situaciones en las que las condiciones de borde mixtas involucran simultdneamente
los modos asintéticos de varios campos escalares han sido discutidas en el contexto de la
designer gravity, las deformaciones multi-traza y las condiciones de borde mixtas [12, 13,

, 14, 71].

Para los campos escalares considerados aqui, el comportamiento asintético adopta la
forma 4B
4N 4 -3
¢i—7+ﬁ+0(r ). (84)
En presencia de condiciones de borde mixtas, la relacion entre los coeficientes A; y
B; puede codificarse mediante un funcional W de los modos dominantes. Para un tnico

campo escalar, esta relacion toma la forma

AW

B=—-.
dA

(8.5)

En el caso de varios campos escalares, la generalizacién natural consiste en introducir
un funcional conjunto

Wtot == VVtot(Ab A27 AS)a (86)
tal que
aVVtot
B, = ) 8.7

La existencia de dicho funcional requiere que las relaciones entre los submodos B;
satisfagan las condiciones de integrabilidad

0B;  0B;

0A;  0A;

(8.8)

Esta formulacién serd particularmente importante para la solucion general del modelo
STU.
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Al expandir los campos escalares cerca del borde se obtiene

241 = q1 + ¢2 — @3 — qu, 240 = q1 — @2 + q3 — qu, 24 =1 — ¢ — @3+ q1, (8.9)
mientras que

8B1=—(u+q¢ —¢— @)1 — g2+ g —qu),
8By =—(1 + 02— ¢ — 1)1 — @2 — ¢35 + qu), (8.10)
883 = —(q1 + 92— a3 — u)(q1 — @2 + 3 — qa).

Utilizando las expresiones para los coeficientes dominantes, estas relaciones pueden
escribirse de manera compacta como
A As A A A1 A,

1 9 ) 2 9 ) 3 9 ( )

Estas ecuaciones muestran inmediatamente que el submodo asociado a cada campo
escalar depende de los modos dominantes de los otros dos campos. Por tanto, no es
posible describir las condiciones de borde mediante tres funciones independientes de una
sola variable,

W1 = Wl(A1>, W2 = WQ(AQ), Wg = W3(A3), (812)

que satisfagan simultaneamente

dWl . _AgAg dW2 . _A1A3 dW3 . _AlAZ (8 13)
dA, 2 dAy 2 dA; 2 '

Sin embargo, esto no implica una falta de integrabilidad para un funcional conjunto.
En efecto, a partir de (8.11) se obtiene

| 0 Ay A
giz__% Ay 0 A (8.14)
i A A0

4]
La matriz (8.14) es simétrica, por lo que se verifica explicitamente

0B; 0B;
0A; — 0A;

(8.15)
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Por tanto, existe un funcional global Wi (A;, Ao, A3) tal que

aI/Vtot
B, = . 1
’ 0A; (8.16)
Integrando, se obtiene
A1 A A
Wiot = —% +C, (8.17)

donde C' es una constante independiente de los coeficientes A;. En lo que sigue tomaremos
C = 0, ya que una constante aditiva no modifica las condiciones de borde.

En consecuencia, la estructura asintética de la soluciéon general del modelo STU no
requiere abandonar la condicion de integrabilidad, sino generalizarla desde una descripcién
en términos de tres funcionales independientes a un tnico funcional conjunto de los tres
modos dominantes,

A1 Ar A3
5 .

VVtOt(Ala A27 A3) = -

(8.18)

Este resultado determina la estructura funcional de las condiciones de borde. En la
seccion siguiente se construird una realizacion local de este funcional mediante un con-
tratérmino ctbico y se analizard su compatibilidad con el principio variacional.

8.2 Construccion del Contratérmino Mixto

La estructura de las condiciones de borde obtenida en la seccion anterior esta gobernada
por el funcional conjunto
A1 Ay As

Wtot = - 9

(8.19)
En esta seccién construiremos una realizacién local de dicho funcional mediante un

contratérmino definido directamente sobre la superficie de corte y analizaremos su com-
patibilidad con el principio variacional.

8.2.1 Representacion local mediante un contratérmino ciibico

El funcional Wi, estd definido en términos de los coeficientes asintéticos A;. Sin em-
bargo, un contratérmino holografico debe formularse directamente como un funcional local
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y covariante de los campos inducidos sobre la superficie de corte. Para relacionar ambas
descripciones consideramos los desarrollos asintoticos
A, B;
o= —+ r_; +O0(r7®). (8.20)

r

De esta forma, el producto de los tres campos escalares se comporta como
A1 A A
G123 = % +0(r ™). (8.21)

Por otra parte, para una superficie de radio constante en un espacio asintéticamente
AdSy, la métrica inducida satisface

V—h ~ —\/ r — 00, (8.22)

donde h( representa la métrica inducida en el borde conforme.

Combinando (8.21) y (8.22), se observa que
1
V—h ¢19203 ~ 7V —h(o) A1 A2 Az +O(r ). (8.23)

Por consiguiente, una interaccion cubica local entre los tres campos escalares produce
una contribucién finita en el limite asintético. Esto permite representar localmente la
estructura del funcional (8.18) mediante un término de borde que acopla directamente los
tres campos.

La estructura general del contratérmino escalar puede escribirse como

1

L3
fo= 167 J, d3$\/—_h [27 ; 07 4 Lnix (01, 02, 93) | - (8.24)

De acuerdo con la estructura del funcional (8.18), la realizacién local correspondiente
esta dada por un término ctibico entre los tres campos,

1
Iix = —ﬂ¢1¢2¢3- (8.25)

Por tanto, el contratérmino escalar completo adopta la forma

1

o= ggm [ VR |5 (0 6+ ) - giononsa). (3.2
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La identificacion precisa entre la normalizacion del término cibico y el funcional Wi
debe realizarse conjuntamente con las convenciones globales adoptadas para la accion y
para los desarrollos asint6ticos. En particular, utilizando (8.21), la contribucién finita del
término mixto queda directamente relacionada con el producto A; A As.

Es importante enfatizar que Wi, y el término local ¢,¢9¢3 desempenan papeles con-
ceptualmente distintos. El primero codifica las condiciones de borde mixtas en términos de
los coeficientes asintéticos, mientras que el segundo proporciona una realizacion local de
esta estructura sobre la superficie de corte. La conexién entre ambos se establece mediante
el limite asintotico de la accién renormalizada.

8.2.2 Principio variacional

La introduccién del término mixto no solo debe cancelar correctamente las contribuciones
finitas asociadas a los campos escalares, sino que debe ser compatible con un principio
variacional bien definido.

Para comprender el origen de las condiciones de borde, consideremos esquematicamente
la variacion de la parte escalar de la accion bulk. Al variar el término cinético e integrar por
partes se obtiene una contribucién de frontera proporcional al momento canénico radial de
cada campo escalar,

3
M}gﬁk ~ = Z /8M d*zv/—h n"0,0; 0¢;, (8.27)
i=1

donde se han utilizado las ecuaciones de movimiento para eliminar las contribuciones de
volumen.

Después de anadir los contratérminos necesarios para cancelar las divergencias y uti-
lizar las ecuaciones de movimiento, la variaciéon renormalizada queda determinada por el
momento candnico radial y adopta, en términos de los datos asintdticos, una estructura

finita proporcional a
3
L&D ~ / d’x\/—h) ZBz’ 0A;. (8.28)
oM p—

La condicion de borde mixta se implementa anadiendo un término finito cuya depen-
dencia asintética esta determinada por Wiy, Su variacién produce

’ 8I/Vtot

Whot =2 51~

i=1

SA;. (8.29)
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Por tanto, con la elecciéon apropiada del término finito de borde, la variacién total de
la parte escalar adopta la estructura

3
oW,
51<¢>~/ dPxy/—h E: B; — — %) §A;. .
ren oM 4 (0) p aAZ (8 30)

Bajo las condiciones de borde mixtas

aVVtot
A, (8.31)
la contribucién escalar a la variacion de la accion renormalizada se anula,
519 = 0. (8.32)
Para el funcional (8.18), esta condiciéon se verifica explicitamente,
MW Aoy Wi Ay W Ay

0A; 2 0A, 2 0As 2
que coincide exactamente con las relaciones asintoticas obtenidas para By, By v Bs.

De este modo, el funcional

A1A243
2
proporciona una formulacion integrada de las condiciones de borde de los tres campos

escalares.

Wtot - — (834)

Aunque formalmente puede escribirse

A1 A5 A3
6 )

esta descomposicién es puramente algebraica y no corresponde a tres condiciones de borde

independientes, ya que cada W; depende de los tres coeficientes Ay, Ay y Az. La condicién
variacional esta determinada por el funcional conjunto W.

Wiot = Wi + W + Wi, Wi=Wy=W;=— (8.35)

La construccion presentada establece la estructura del contratérmino mixto y su relacién
con las condiciones de borde de los tres campos escalares. En las secciones siguientes
aplicaremos esta construccién directamente a la teoria y a la solucion general del modelo
STU. En particular, evaluaremos la accién regularizada sobre la solucién, analizaremos la
contribucion del contratérmino mixto a la accién euclidiana y mostraremos como la energia
libre y las relaciones termodindmicas se recuperan dentro de este esquema. Posteriormente,
verificaremos de manera independiente la energia mediante el tensor cuasilocal de Brown—
York y discutiremos explicitamente la primera ley de la termodinamica para las variaciones
permitidas de los parametros de la solucion.
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8.3 Aplicacion a la Soluciéon General del Modelo STU

Aplicaremos ahora la construccién anterior a la solucién general del modelo STU. El ob-
jetivo es evaluar la accion euclidiana regularizada y verificar que la energia obtenida es
consistente con el tensor de Brown—York y con la primera ley de la termodinamica.

8.3.1 Datos termodinamicos de la solucién

Recordemos que la solucion general estéa determinada por

2 .
n 5’_ H, H—=1+% (8.36)
p

i=1

flp)=1-

I3

El horizonte exterior p, esta definido por

f(p+) =0. (8.37)

Las cargas eléctricas vienen dadas por

Qi = i\/ ¢i(qi + 1), (8.38)

mientras que los potenciales eléctricos, en un gauge regular en el horizonte, son

4Q;
P+ Tt G
La entropia de Bekenstein-Hawking es
S =mpL (8.40)
y la temperatura estd dada por
/
T = flos) (8.41)

477\/ H?:l H;i(p+)
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En lo que sigue trabajaremos inicialmente en el ensamble gran canénico, en el cual los
potenciales eléctricos ®; se mantienen fijos en el borde. En este caso, la accién euclidiana
regularizada se relaciona con la energia libre de Gibbs mediante

1
E — [r—
donde A
F=F-T§8— E Q;®;. (8.43)

i=1

8.3.2 Contratérmino escalar para la solucién STU

La estructura obtenida en la seccion anterior conduce al contratérmino escalar

1 1< 1
— B/ —h [2_1 ; o7 — 2—l¢1¢2¢3] : (8.44)

¢ = 167 oM

El primer término corresponde a la contribucion cuadratica necesaria para cancelar las
divergencias asociadas a los tres campos escalares. El segundo término es finito en el limite
asintético y representa localmente la estructura de acoplamiento contenida en el funcional

A1 A A
Wiot = ——— 22 2. (8.45)
En efecto, utilizando los desarrollos asintoticos
Az‘ Bi -3
se obtiene A AA
G1P2¢3 = % +0(r™). (8.47)

Por otra parte, la métrica inducida sobre una superficie de radio constante satisface
vV—h=— —h(o) + O(T) (8.48)

Por tanto,

V—hp1a03 = ! —h()A1AsAs + O(r™ ), (8.49)



de modo que el término cibico produce una contribucién finita proporcional al producto
de los tres coeficientes dominantes.

La accién regularizada puede escribirse entonces como
[ren = [bulk + [GH + [G + [(;57 (85())

donde . -
Ip=—— Brv—-h(=+ = 5l
=g [ oV (l+2n), (8.51)

con las convenciones correspondientes para la orientacién de la normal y el término de
Gibbons-Hawking.

8.3.3 Evaluacidon de la accion euclidiana

Evaluamos ahora la accién euclidiana sobre la soluciéon general del modelo STU. La suma
de la accién bulk, el término de Gibbons-Hawking y los contratérminos gravitacionales
produce, antes de incorporar completamente las contribuciones escalares, una expresion de
la forma

4
1
I + Iy + 16 = — T (ZQi@i—'—TS)
i—1

) L B} (8.52)
1 1 rA-A 4A-B
— |4 Z B - — -1

+4T

La contribucién cuadratica de los escalares cancela la divergencia lineal restante. Por
otra parte, el término cubico introduce la contribucién finita asociada al funcional mixto
Wiot- La contribucion total del sector escalar adopta entonces la estructura

1 (rd.-A 1 <
E
= -2 - ;
Poar| 2P (H?;q) (8.53)
L = 8.53
A.-B
+ =+ Wit +O(r™ Y|,

l2

donde la normalizacién del dltimo término debe entenderse de acuerdo con las convenciones
globales de la accion y con la definicién del funcional finito de borde.
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Al sumar las distintas contribuciones, las divergencias se cancelan y la accién euclidiana
regularizada toma la forma

: (8.54)

4 — —

1 1 1 A-B
) - _E ; — | Wit — ——— | . 8.55
2(77"‘2 Q>+4l2< tot 3 ) ( )

1=

con

La contribucién finita asociada a los campos escalares puede simplificarse utilizando las
condiciones de borde obtenidas para la solucién.

8.3.4 Cancelacion de la contribucidon escalar finita

Para la solucién general del modelo STU se tiene

AA AA AA
Blz— 22 37 BZZ— 12 37 BSZ— 12 2' (856)
Por tanto,
14» . E = AlBl —+ AQBQ + Ang - —gAlAgAg. (857)
Por otra parte,
1
Wiot = —§A1A2A3. (8.58)
En consecuencia,
A-B 1 1
Wtot - T = —§A1A2A3 + 5141142143 = O (859)

La energia se reduce entonces a

4
1 1
EZé <U+§ZQi> . (8.60)
i=1

Por tanto, la acciéon euclidiana regularizada queda

I¥ = BF, (8.61)
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con

4
F=E-TS-> Q. (8.62)

i=1

De este modo, el funcional mixto asociado a las condiciones de borde de los tres campos
escalares elimina la contribucién finita adicional que apareceria en la energia y permite
recuperar la estructura termodinamica esperada para la solucién general.

8.3.5 Comparacién con el formalismo de superpotencial

Una vez determinada la estructura del contratérmino mixto a partir de las condiciones
de borde de la soluciéon general del modelo STU, resulta natural comparar el resultado
con la construccién de contratérminos basada en el formalismo de Hamilton—Jacobi. Este
procedimiento permite obtener los términos de borde a partir de una funciéon de tipo
superpotencial asociada al potencial escalar de la teoria [72]. Un tratamiento relacionado
de la masa mediante el tensor de energia—momento de frontera y contratérminos finitos fue
desarrollado por Liu y Sabra [73].

En el formalismo de Hamilton—Jacobi, el contratérmino asociado al sector gravitacional
y escalar puede escribirse como

Li=—— [ @#av=h lW(gzﬁ) + éR} . (8.63)

8 OM

La funcién W(¢) esta determinada por el potencial escalar mediante una ecuacién de
superpotencial. Con las convenciones utilizadas en esta tesis, definimos

W3 =>" (22)2, (8.64)

%

de modo que la relacién entre el potencial y el superpotencial toma la forma
3
V =2(0W)* - éw? (8.65)

Para el modelo STU considerado en esta tesis, el superpotencial adopta la forma

W=_Y X, (8.66)



Los campos X; estan relacionados con los campos escalares ¢1, ¢o, 3 mediante la
parametrizacién empleada en los capitulos anteriores. Al expandir (8.66) cerca del borde
se obtiene

2 AA 1 /. = »
L T (2A B A1A2A3> L o6, (8.67)
donde
3 3
A-A=>"A7,  A-B=) AB. (8.68)
=1 =1

Esta expansion permite evaluar la contribucion del contratérmino obtenido mediante
el formalismo de Hamilton—Jacobi sobre la solucién general. Después de combinar dicha
contribucion con las restantes partes de la accion euclidiana, se obtiene

4r3+2 rA-A
r

1
E PR
2 T

HJ:E

(8.69)

Al combinar esta expresion con las restantes contribuciones de la accién regularizada,
la energia obtenida mediante esta prescripcion puede escribirse como

4 — —
1 1 1 A1AA3  A-B
E _ - . | — — i .
1 2<n+2;qz>+4l2< 5 3 ) (8.70)

Las relaciones entre los coeficientes asintéticos de la solucion general del modelo STU
son

By — _A22A3’ B, — _14121437 B, — _A12A2‘ (8.71)
Por consiguiente,
A-B= —gAlAgAg, (8.72)
y, por tanto, o
—AléQA‘”’ - AéB = 0. (8.73)
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La expresion (8.70) se reduce entonces a

4
1 1
FEy; = — —E . .74
HJ 2<77+2i:1qz> (87)

Por otro lado, el procedimiento desarrollado en este trabajo parte de las condiciones de
integrabilidad de los modos asintéticos y conduce al funcional conjunto

A1 A A3

Wtot = - 9

(8.75)

Es importante distinguir este funcional del superpotencial W introducido anterior-
mente. El primero es un funcional de los coeficientes asintéticos dominantes (A;, A, A3) y
codifica las condiciones de borde mixtas de los tres campos escalares. En cambio, W(¢) es
una funcién de los campos escalares de la teoria que aparece en la construccion Hamilton—
Jacobi y estd determinada por el potencial escalar mediante (8.65). Por tanto, aunque
ambos objetos intervienen en la construccion de términos de borde y sus evaluaciones
sobre la solucién estan relacionadas, no constituyen el mismo funcional.

La energia obtenida mediante nuestro contratérmino mixto puede escribirse como

4 — —
1 1 1 A-B
E=- — ; — | Wit — —— | . .

Utilizando A Ao A, o 5
Wiot = - A-B= —§A1A2A3, (8.77)
se obtiene oL
Wit — % =0, (8.78)
y, por tanto,

1
1 1
E= 3 <77 +3 ;%) = Eny. (8.79)

La coincidencia entre ambas expresiones para la energia puede apreciarse directamente
a partir de las relaciones entre los modos asintéticos. En el formalismo de Hamilton—Jacobi,
la expansion del superpotencial VW contiene la combinacién

—

24 - B — A1 Ay As, (8.80)
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mientras que en la construccion desarrollada en este trabajo la dependencia finita de las
condiciones de borde queda codificada mediante

A1 A A
Wiot = ——— 22 5. (8.81)
Ademas, la estructura obtenida para los modos subdominantes permite escribir
A1 A A
Wi+ We+ W3 = —% = Wiot, (8.82)

donde cada W; depende de los tres coeficientes A;. Esta descomposicién es tnicamente
algebraica y no representa tres condiciones de borde independientes.

En consecuencia, ambos procedimientos conducen a la misma expresion para la energia
cuando son evaluados sobre la solucién general del modelo STU,

4
1 1
E = Fyy= - - e .
=3 <n+ ; Zq> (8.83)

Esta coincidencia proporciona una comprobacién de la consistencia on—shell de la
construccién del contratérmino mixto. La verificacién independiente mediante el tensor
cuasilocal de Brown—York permitird comprobar a continuacién que la misma expresién
para la energia se obtiene directamente a partir de las cargas conservadas asociadas a la
accion renormalizada.

8.3.6 Verificaciéon mediante el tensor de Brown—York

La consistencia de la energia obtenida a partir de la accién euclidiana puede verificarse de
manera independiente mediante el tensor cuasilocal de Brown—York. Este se define como

2 lien

b = —F— . 8.84
Tab /—h 5hab ( )
A partir de la accion regularizada, el tensor toma esquematicamente la forma
1 2
Tab = — 5 Kab — | K-~ hab - lGab
8T [
(8.85)

hoy (1< 1
e (5 ;92512 - §¢1¢2¢3> ] ;
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donde nuevamente la expresion exacta depende de las convenciones adoptadas para los
signos de los contratérminos.

La carga asociada al vector de Killing temporal £ = 0; es
FE = / A2/ u T €0 (8.86)
b

Al evaluar esta expresién sobre la solucién general se obtiene
1 1o 1 A-B
E== - 2 — | Wit — ——— | . 8.87
2(n+2§1q)+4p<“ 3 ) (8.87)

Utilizando
Wit — —— =0, (8.88)
se recupera nuevamente
1 1
E== N .
5 <n+ Q;qz> (8.89)

La coincidencia entre la energia obtenida mediante la accion euclidiana y la carga de
Brown—York proporciona una verificacién independiente de la consistencia del esquema de
regularizacion.

8.3.7 Primera ley de la termodinamica

Finalmente, verificamos explicitamente que la energia obtenida a partir de la acciéon renor-
malizada satisface la primera ley de la termodinamica. Para ello, utilizamos la ecuacién
que determina la posicién del horizonte,

flps+) =0, (8.90)

para eliminar el parametro n y expresarlo en términos del radio del horizonte y de los
parametros g;.

A partir de

f(p):1—ﬂ+p—f[(1+@), (8.91)



la condicién f(ps) = 0 permite escribir

4
1
n=pit [+ + a)- (8.92)

i=1
Equivalentemente, desarrollando el producto,
77:'0++pl_3+ (Q1+Q2+ZQCI3+C]4)P1
n (2 + a3+ a)q *:2((13 +q4)q2 + @3a . (8.93)
(43 +91)42 + @saa] 1 + G201 | 012504
12 Ppy

+

Una vez realizada esta sustitucion, las variables independientes pueden tomarse como

(P+7QI7Q27937Q4)' (894)

En particular, la energia pasa a ser una funcion de estas cinco variables,

E:E<p+7(]17Q2aQ3>Q4)7 (895)
con
1 1<
E=- , Z . '
5 |10+ @) + 5 ;:1 qz] (8.96)

Es importante notar que esta sustitucion también modifica la dependencia de las cargas

eléctricas. Originalmente,
1
Qi = 1V ailgi+), (8.97)

por lo que, al utilizar (8.92), cada carga debe considerarse como una funcién de las mismas
cinco variables independientes,

Qi = Qi(p+a q1, 92, 43, CI4)- (8-98)

En efecto, aunque @; depende explicitamente de g;, también depende de p, y de los cuatro
parametros ¢; a través de n(py, q1, ¢2, g3, q4). Por ejemplo,

1
Q2= Vaele+0(ps a0, 05, 01)], (8.99)
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y analogamente para @)1, Q3 y Q4.

La primera ley,

4
dE =TdS + Y ®;dQ;, (8.100)
i=1

puede entonces verificarse directamente mediante las derivadas parciales respecto de las
cinco variables independientes. En efecto, al escribir

oF
dE = s p++za dg;j, (8.101)

y de manera anéloga para S y cada una de las cargas @Q);, la ecuacién (8.100) es equivalente
a las cinco relaciones independientes

9E _ 905 ZCD 09: | (8.102)

Para cada uno de los parametros g; se obtiene, respectivamente,

OF 0Q;

= T— P, , 8.103
56]1 oq Z_: aﬁh ( )
OF 0Q;

= T— D, — |, 8.104
36]2 0qo 121 3Q2 ( )
OF 0Q;

= T— d; ) 8.105
8q3 dqs Z (9Q3 ( )

y

oF 0Q;

= T— d; . 8.106
3614 0qa Z (9q4 ( )

De esta forma, las contribuciones de todas las cargas aparecen en cada una de las
cinco relaciones. Esto es necesario porque, después de eliminar 7 mediante la ecuacion del
horizonte, cada ); depende de p. y de todos los g; a través de n(p4, q1,q2, @3, Ga)-
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Por tanto, la energia

4
1 1
E=-= - . 1
5 <n+2 i§1q> (8.107)

es consistente con la accion euclidiana regularizada, con la carga obtenida mediante el
tensor de Brown—York y con la primera ley de la termodinamica.

En conjunto, esta verificacion proporciona una comprobacién adicional de la consis-
tencia termodinamica de la solucién general del modelo STU. La construccion del con-
tratérmino mixto conduce a una energia que, ademas de ser finita y coincidir con la obtenida
mediante el tensor de Brown—York, satisface la primera ley para las variaciones permitidas
de todos los parametros independientes de la solucién.
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Capitulo 9

Formula de Cardy—Verlinde

La correspondencia AdS/CFT establece una relaciéon profunda entre la dindmica gravita-
cional en espacios Anti—de Sitter y teorias conformes de campos definidas sobre el borde
del espacio-tiempo [1 1, 10, 36]. Una de las consecuencias mds interesantes de esta dualidad
es la posibilidad de describir la termodinamica de agujeros negros asintéticamente AdS en
términos de cantidades caracteristicas de la teoria conforme dual.

En dos dimensiones, Cardy obtuvo una expresion para la densidad asintoética de estados
de una teoria conforme, relacionando la entropia con la energia y la carga central de la
teorfa [71]. Motivado por la correspondencia AdS/CFT, Verlinde propuso una general-
izacion de esta relacion para teorias conformes de dimension arbitraria definidas sobre un
espacio compacto [75]. En esta formulacion, la entropia puede expresarse en funcién de la
energia total y de la energia de Casimir, obteniéndose la denominada férmula de Cardy—
Verlinde. Esta relacion ha sido estudiada en numerosos contextos, incluyendo agujeros
negros cargados, rotantes y con distintas topologias de horizonte [76, 22, 20, 21, 77, 78].

En este capitulo revisaremos la derivacion de esta formula a partir de las propiedades
de homogeneidad de la energia en una teoria conforme de campos. Posteriormente es-
tudiaremos su aplicacién a las distintas soluciones de agujeros negros con pelo escalar
analizadas en esta tesis y mostraremos cémo la estructura holografica de la energia y del
tensor de energia—momento determina la validez de la férmula en las familias de soluciones
consideradas.
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9.1 Derivacion de la féormula de Cardy—Verlinde

La derivacion de la formula de Cardy—Verlinde se basa en las propiedades de homogeneidad
de la energia para sistemas termodindmicos extensivos [75]. En termodindmica clésica, la
entropia S y la energia E son cantidades extensivas. En consecuencia, para un sistema
contenido en un volumen finito V', la energia puede escribirse como una funcién de estado

E =E(S,V),
la cual satisface la propiedad de homogeneidad de primer grado
E(AS,\V) = XE(S,V), (9.1)

donde A es un parametro de escala.

Derivando esta expresion con respecto a A, se obtiene

OE 0(\S)  OE o)
905 ox T aow) o

pos(2) wv(2). 03

Finalmente, utilizando la primera ley de la termodinamica,

= E(S,V). (9.2)

Evaluando en A = 1,

dE =TdS — PdV,

se obtiene la relacion de Euler
E=T5—-PV. (9.4)

En una teoria conforme de campos definida sobre un espacio compacto, la energia
presenta ademds una contribucién subextensiva asociada al tamano finito del sistema [75,

|. Esta contribucién se caracteriza mediante la denominada energia de Casimir. En
consecuencia, la energia puede descomponerse como

B(S,V) = Eu(S, V) + %EC(S, V), (9.5)

donde Ep representa la parte extensiva de la energia y E¢ la contribuciéon de Casimir.
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La componente extensiva satisface una ley de homogeneidad de primer grado,
Eg(AS,\V) = AEE(S,V), (9.6)
mientras que la energia de Casimir escala como
Ec(AS,AV) = A2 Eq (S, V), (9.7)

siendo n la dimension espacial de la teoria conforme.

La energia total satisface entonces

1
E(\S,\V) = AEg(S,V) + §>\1‘%EC(S, V). (9.8)
Derivando respecto de A y evaluando en A\ = 1, se obtiene

oF oF 1 2
$(28) v (2) —my(1-2) e 09

Combinando esta expresién con la primera ley de la termodinamica,

dE =TdS — PdV,

resulta 1 5
TS—PV:EE+§ <1——> Ec. (9.10)
n
Utilizando )
E=FEg+ §EO,
se obtiene finalmente
Ec=n(E+ PV —=T5). (9.11)

Para el caso de una teoria conforme definida sobre una esfera de radio R, las propiedades
de homogeneidad y dimensionalidad permiten parametrizar las contribuciones extensiva y
subextensiva como [75]

a 1 1
Ep=——S"% Eo=—=St=% 9.12
E 47TR ) C ) ( )

donde a y b son constantes independientes de Ry S.
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A partir de
1

E =FEgp+ §Ec,
se tiene
E—_% guiy b ot (9.13)
AT R AT R ‘ '
Multiplicando por 47w R y definiendo
z = SYn
resulta
ATRE = ax™™ + ba" 1. (9.14)

Para las soluciones consideradas en esta tesis, correspondientes a una teoria conforme
de dimensién espacial n = 2, las expresiones anteriores se reducen a

a b
ity LR Sy (9.15)

Eliminando a y b mediante la relacién entre Fgr, Ec v E, se obtiene

B 2R

S
Vab

Ec(2E — E¢). (9.16)

En la normalizacién utilizada para una CFT definida sobre una esfera de dimensién
espacial n, se adopta
Vab = n.

Por tanto, la formula de Cardy—Verlinde adopta la forma

2
5= EeRE— B (9.17)

n

Para el caso n = 2 que corresponde a un espacio-tiempo bulk de cuatro dimensiones,

S = 7TR\/ Ec(QE - Ec) . (918)

Esta serd la normalizacién utilizada en las aplicaciones desarrolladas en las secciones
siguientes.
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9.2 Ejemplo: Schwarzschild—AdS;

Antes de considerar la presencia de cargas eléctricas y campos escalares, resulta conve-
niente ilustrar explicitamente como funciona la férmula de Cardy—Verlinde en un ejemplo
sin carga. Para ello consideraremos el agujero negro de Schwarzschild-AdSs. Este caso
permite, ademés, distinguir entre dos cantidades que aparecen naturalmente en el contexto
holografico: la energia de vacio de AdSs y la energia de Casimir F¢ que interviene en la
formula de Cardy—Verlinde.

La diferencia entre ambas cantidades es importante. La energia de vacio se obtiene
holograficamente a partir del tensor de Brown—York renormalizado y corresponde a la
energia del estado fundamental de la teorfa conforme dual definida sobre S® x R. En
cambio, F- es una cantidad termodinamica que caracteriza la contribucion subextensiva
de un estado determinado de la teoria conforme y se obtiene a partir de la desviacion de
la relacién de Euler. Como veremos, ambas cantidades estan relacionadas con efectos de
tamano finito de la teoria dual, pero no deben identificarse.

9.2.1 Geometria y termodinamica

Consideremos la solucion de Schwarzschild—AdSs,

dr?
ds* = —f(r)dt* + — + r2dQ2, 9.19
( ) f(r) 3 ( )
donde )
W
f(r)zl_ﬁ+l_27 (9.20)
y
dQ; = dx* + sin® x (d6” + sin® 6 dp?) . (9.21)
Trabajaremos en unidades naturales y fijaremos
Gs = 1. (9.22)
El radio del horizonte r, estd determinado por
flry) =0, (9.23)
de donde
2 i
=1y 1+l—2 . (9.24)
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La energia, temperatura y entropia del agujero negro son

3
Epn = gﬂy
T_ 1 1 27“3 |
27r 2
SE T

Utilizando (9.24), la energia puede expresarse como

3
EBH: %Ti <1+

Estas cantidades satisfacen la primera ley

manteniendo fijo el radio de AdS.

2
l_2 .

dEgy = T dS,

9.2.2 Energia holografica y energia de vacio

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

Para obtener la energia desde el punto de vista holografico, consideramos la acciéon grav-

itacional renormalizada

con

El tensor de energia—momento cuasilocal de Brown—York renormalizado es

|

[ren = Ibulk + ]GH + Ict7

1 12

Lot = — | dPzv/—g il
bulk 167 “ x g (R+ l2) ’

1
Ign = — d*zvV/—-h K,
8 OM
1 3 1
Li=—— [ dav=h(2+ Rl

¢ 8T OM v (l + 4 [ ]>

Tab = 5

8

|

Koy — Khgy — %h
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(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)



La energia asociada a las traslaciones temporales se obtiene integrando la densidad de

energia cuasilocal sobre las secciones espaciales de la frontera,

E:/ e/ uub Ty,
SS

donde

Vol(S?) = 272,

Al evaluar (9.34) y tomar el limite hacia la frontera se obtiene

By = — 1+

3 3ml?
8

32 |

El primer término corresponde a la energia del agujero negro,

3T

Epn = —u,

8

mientras que el segundo permanece incluso cuando

Por tanto, podemos escribir

pn=0.

tot bulk
Exo = Epn + E

vac

donde

2
bulk 3l

vac 3 2

(9.35)

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

Esta contribucion corresponde a la energia de vacio de AdS;. Desde el punto de vista
de la correspondencia AdS/CFT, representa la energia del estado fundamental de la teorfa

conforme dual.

9.2.3 Marco conforme y cantidades termodinamicas

Para interpretar estas cantidades como observables de la teoria conforme dual, debemos ele-
gir un representante de la clase conforme de la métrica de frontera. En el limite asintotico,

ds? ~ —T—thQ + r2d)?
o 2 3
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Elegimos como métrica de la CF'T

donde R es el radio de la esfera espacial y
T = ?t. (9.44)

La energia y la temperatura se transforman entonces como

l l
Ecrr = = By, Torr = =Thuk, 9.45
CFT = 1 &bulk CFT = T4 bulk (9.45)

mientras que la entropia permanece invariante,

SCFT = Sbulk- (9.46)

El volumen espacial de la CFT es

V =2m’R%. (9.47)

En particular, la energia total obtenida mediante Brown—York se transforma en

tot 3l 3ml3

E = — —_— 9.48
CFT 8R'u+ 39R ( )

Por tanto, la energia de vacio en el marco conforme es

CFT _ 3ri?
vac 32R :

(9.49)

Por otro lado, la energia correspondiente al agujero negro sobre este marco conforme
es

CFT 3l

En lo que sigue utilizaremos esta energia del estado excitado para construir la relacién
termodinamica de Cardy—Verlinde, manteniendo separada la contribucién correspondiente
al vacio.
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9.2.4 Extensividad y energia de Casimir

La teoria dual es una CF'Ty, por lo que posee n = 3 dimensiones espaciales. Utilizando

(9.50), junto con
2
S = %ri, V = 2r2R?, (9.51)

podemos expresar la energia como funciéon de S y V:

322/3 54/3 322/37T1/3l S2/3
W VA4 ViB|

B(S,V) = (9.52)

Esta expresion permite identificar directamente las contribuciones extensiva y subex-
tensiva,

E = FEg + Eq, (9.53)
con 2/3 ¢4/3
3272 8
= — .54
E Arl V1/37 (9 5 )
Y 2/3.1/31 Q2/3
32°°m2L S
Eg, = 1 Vi (9.55)
Bajo la transformacion
S = AS, V = AV, (9.56)
se obtiene
Ep — \EE, (9.57)
mientras que
Esub — )\1/3Esub~ (958)

La primera contribucién es, por tanto, extensiva, mientras que la segunda es subexten-
siva.

Para una CF'Ty, la invariancia conforme implica
T, =0, (9.59)

y para un estado homogéneo e isétropo esto conduce a

E

P=_—|
3V

(9.60)
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La energia de Casimir de Verlinde se define entonces mediante

Ec =3(E+ PV —TS). (9.61)

Al sustituir las cantidades termodinamicas de Schwarzschild-AdSs se obtiene

_37Tl 9

C

Comparando con la contribucion subextensiva encontramos

(Fo =2 (953)

1

de modo que

Esto muestra explicitamente como la energia de Casimir de Verlinde aparece como la
contribucion subextensiva de la energia del estado térmico.

9.2.5 Energia de vacio versus energia de Casimir

El ejemplo anterior permite distinguir claramente las dos cantidades.
La energia de vacio de la teoria conforme,
3rl?
B’ =, 9.65
vac 32R ( )

corresponde al estado fundamental dual al espacio global AdS5. No depende del radio del
horizonte y, por tanto, no depende del estado térmico del agujero negro.

En cambio, la energia de Casimir de Verlinde,

3ml

Pe=1r"

(9.66)

depende explicitamente de r,. Por tanto, es una propiedad del estado termodinamico
considerado y mide su contribucion subextensiva.

En particular,

ESEY £ Bo (9.67)

vac

112



en general.

Podemos resumir esta diferencia mediante

ECET Ec
Interpretacion energia del estado fundamental | contribucién subextensiva
Origen Brown—York renormalizado relacion termodinamica
r,—dependencia no st
Uso en Cardy—Verlinde no directamente st

(9.68)

La denominacién de ambas cantidades como energias de Casimir puede resultar confusa.
En el contexto hologréfico, la energia de vacio estd asociada al estado fundamental de
la CFT sobre un espacio compacto, mientras que F¢ es la cantidad termodinamica que
caracteriza la desviacion de la extensividad del estado considerado.

9.2.6 Verificacién de la féormula de Cardy—Verlinde

Para n = 3, la féormula de Cardy—Verlinde obtenida anteriormente adopta la forma

B 2T R

§ = 5 VEo(2E — Ec). (9.69)

Utilizando , )
3 r
E= éri (1 + l—j) (9.70)
' 3l
Eo = %ri, (9.71)
obtenemos
3r
2F — Ec = 4er+ (9.72)
Por tanto,

2nR | 3wl 5 3T
= —\/ —=7i—=T
3 VAR T4R T

2

(9.73)
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Finalmente,

71-2

S = ?ri = Sgnu | (9.75)

La férmula de Cardy—Verlinde reproduce asi exactamente la entropia de Bekenstein—
Hawking.

Este resultado proporciona un ejemplo explicito de la construccién presentada en la
seccion anterior: la energia contiene una parte extensiva y una parte subextensiva, esta
ultima se identifica mediante Eo, y ambas permiten reconstruir la entropia gravitacional
a través de la férmula de Cardy—Verlinde.

Es importante destacar que la energia de vacio obtenida mediante renormalizacién
holografica no debe confundirse con E¢. La primera es una propiedad del estado funda-
mental de la teoria dual, mientras que la segunda es una cantidad termodinamica asociada
al estado excitado descrito por el agujero negro.

Este ejemplo servird como referencia para el analisis de agujeros negros cargados de-
sarrollado a continuacién. En presencia de carga eléctrica, la primera ley y la relaciéon
de Euler se modifican, y sera necesario determinar qué contribucién de la energia debe
sustraerse para obtener la forma apropiada de la férmula de Cardy—Verlinde.

9.3 Foérmula de Cardy—Verlinde con carga eléctrica

La derivacion presentada en la seccién anterior supone que el sistema termodinamico esta
caracterizado unicamente por la entropia y el volumen. Sin embargo, los agujeros negros
cargados poseen ademas cargas eléctricas conservadas, por lo que la energia debe entenderse
como una funcién de las variables extensivas

E=FE(SV,Q). (9.76)
En este caso, la primera ley de la termodindamica adopta la forma

dE = TdS — PdV + ®dQ, (9.77)

donde ® representa el potencial eléctrico conjugado a la carga Q).

La propiedad de homogeneidad de la energia conduce a la relacion de Euler

E =TS — PV + Q. (9.78)
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Al igual que en el caso neutro, una teoria conforme definida sobre un volumen finito
presenta una contribucion subextensiva asociada a la energia de Casimir. En consecuencia,
la energia total puede descomponerse como

E(S,V.Q) = Ex(S,V.Q) + 3Ec(S,V.Q). (9.79)

Repitiendo la derivacion realizada en la secciéon anterior se obtiene

Ec =n(E+ PV — TS — Q). (9.80)

Para las soluciones consideradas en este capitulo, n = 2, por lo que

Ec=2(E+ PV —TS — Q). (9.81)

La presencia de una carga eléctrica modifica ademas la identificacién de la energia
extensiva que participa en la formula de Cardy—Verlinde. En particular, para los agujeros
negros cargados resulta conveniente separar de la energia total la contribucion asociada al
campo electromagnético exterior al horizonte. Esta contribucién serd denotada por Eg, de
modo que la energia efectiva que participa en la relaciéon de Cardy—Verlinde queda definida
por

Eg =FE — Eq. (9.82)

La forma modificada de la relacién de Cardy—Verlinde que utilizaremos para n = 2 es
entonces

$ = nR\/Ec [2(E — Eo) - Ec| (9.83)

Antes de estudiar las soluciones con pelo escalar analizadas en esta tesis, resulta conve-
niente considerar el agujero negro de Reissner—Nordstrom Anti-de Sitter, que constituye
el ejemplo mas sencillo donde esta modificaciéon puede analizarse explicitamente.

9.3.1 Aplicacion al agujero negro de Reissner—Nordstrom AdS

Antes de estudiar la influencia de los campos escalares sobre la férmula de Cardy—Verlinde,
resulta conveniente analizar el agujero negro de Reissner—Nordstrém Anti—de Sitter. Como
fue mostrado originalmente por Cai [70], la presencia del campo electromagnético modifica
la identificacion de la energia extensiva que interviene en la formula de Cardy—Verlinde.
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La solucién de Reissner—Nordstrom Anti—de Sitter en cuatro dimensiones estd descrita
por la métrica [30]

ds® = —f(r)dt* + f(r)"'dr? +r?dQ3, (9.84)
donde oM QP )
,

f(’r)—l——r +ﬁ+l—2. (9.85)

El potencial electromagnético y el tensor de Maxwell vienen dados por

a=-%  F=%nra (9.86)
T T

Las cantidades termodinamicas asociadas al agujero negro satisfacen la primera ley
dE =TdS + ®dQ,

y pueden escribirse como

1 i Q? Q 2
E:§(T++Z_Q+E 5 (I):Ea S:ﬂ-T-H (987)
1 (3ry, 1 @
T— — [ty - = 9.88
4t ( 2t Ty ri) ’ (9.88)
donde r corresponde al radio del horizonte de eventos determinado por la condicion
flry)=0. (9.89)

Para aplicar la formula de Cardy—Verlinde es necesario reinterpretar estas cantidades
desde el punto de vista de la teoria conforme dual. El tensor de estrés hologréfico se
construye inicialmente sobre la frontera conforme del espacio Anti—de Sitter, cuya métrica
puede escribirse asintoticamente como

2

i%wwﬁ=%04ﬂ+mm@. (9.90)

La teoria conforme que interviene en la férmula de Cardy—Verlinde se define sobre una
esfera de radio arbitrario R. Introduciendo la coordenada temporal

T = —t, (9.91)



la métrica de frontera adopta la forma

Yapda'dz® = —dr® + R* (d6? + sin® 0 d¢?) . (9.92)

El tensor de energia—momento de la teoria conforme se obtiene mediante la transfor-
macién conforme correspondiente. Para las cantidades termodinamicas asociadas al vector
de Killing temporal, esta transformacién implica

l l l

Ecpr = = Eyu, Terr = =Thux, P = —®pux. 9.93
CFT = 15 Hbulk CFT = 1L bulk CFT = 15 Pbulk ( )
Por tanto,
l r 2
Ecpr = — - 4+ = 9.94
CFT = 57 <T++l2+r+>7 (9.94)
Ql

o = — 9.95
CFT RT_;_’ ( )

l 3T+ 1 Q2
Terr=— | —+—— = ). 9.96
T 4rR ( Za ry ooy (9.96)

La entropia y la carga permanecen invariantes bajo esta transformacion,

ScrT = Shulk; Qcrr = Qbulk- (9.97)
Estas cantidades satisfacen la primera ley de la teoria conforme
dEcpr = ToprdS — PdV + $cprdQ, (9.98)
donde el volumen espacial de la teoria conforme viene dado por

V =47 R%. (9.99)

La presion puede obtenerse a partir del tensor de energia—momento holografico. Para
una teoria conforme de dimension espacial n = 2, la ecuacién de estado es

Ecpr
P = . 9.100
2V ( )
La energia de Casimir resulta entonces
EC =2 (ECFT + PV — TCFTS — (I)CFTQ) , (9101)
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y, utilizando las expresiones termodinamicas anteriores,

fry

Ep = — 9.102
c=7 ( )

La aplicacion directa de la férmula de Cardy—Verlinde a la energia total conduce a

S = nR\/Ec(2Ecrr — Ec). (9.103)

Sustituyendo las expresiones anteriores se obtiene

S =m/Q22 + 14, (9.104)

que no reproduce la entropia de Bekenstein—Hawking,

S =nri. (9.105)

La contribucién que debe separarse de la energia total puede identificarse directamente
a partir del campo electromagnético. Siguiendo [66], definimos

l

E, “TEMdE” 1
iy 5 (9.106)

donde ¥; representa una hipersuperficie espacial de tiempo constante, &' es el vector de
Killing asociado a las traslaciones temporales y TfVM es el tensor energia—momento del
campo electromagnético.

Equivalentemente,
! v
Eq=g— d%\/_ S¢nyTEN. (9.107)
Al evaluar esta cantidad para la solucién de Reissner—Nordstrom Anti-de Sitter se
obtiene BoprQ
Eg = C‘;T . (9.108)

Esta contribucion corresponde a la energia electromagnética asociada a la regién ex-
terior al horizonte y coincide con la energia méaxima extraible del agujero negro cargado
[81, 66]. En consecuencia, definimos la energia efectiva mediante

Eot = Ecpr — Eo. (9.109)
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La formula de Cardy—Verlinde adopta entonces la forma

S = R\ Ec [2(Ecrr — Eq) — Ec)

(9.110)
Utilizando BorrO 01
Eg=—21% _ 111
Q 2 2Rr,’ (9-111)
junto con
Fo— T+ (9.112)
Cc — R ) .
se obtiene ,
2(Ecpr — Eg) — Ec = %. (9.113)
Por tanto,

(9.114)

recuperando exactamente la entropia de Bekenstein—-Hawking.

La presencia de carga eléctrica modifica asi la identificacion de la energia extensiva que

interviene en la féormula de Cardy—Verlinde. La contribucion electromagnética exterior al
horizonte queda contenida en Eg, mientras que la energfa efectiva

Eeg = Ecrr — Eg

(9.115)
es la que participa en la relaciéon de Cardy—Verlinde. Esta cantidad coincide con la energia
[06, 1.

restante después de separar la contribucién electromagnética extraible del agujero negro

9.4 Interpretacion holografica de la presion

Hasta este punto, la presion que interviene en la formula de Cardy—Verlinde se ha intro-
ducido mediante la primera ley de la termodinamica de la teoria conforme dual,

dE = TdS — PdV + ®dQ,

junto con la ecuacién de estado caracteristica de una teoria conforme,

(9.116)

B E
nVe

(9.117)
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Esta relacion permite escribir la energia de Casimir como

Ec =n(E+ PV —TS — 0Q). (9.118)

Dentro del marco de la correspondencia AdS/CFT, la presién puede obtenerse direc-
tamente a partir del tensor energia—momento holografico construido mediante el proced-
imiento de Brown—York. Como se mostré en [(0], este tensor puede interpretarse como el
tensor energia—momento de la teoria conforme dual.

El tensor de Brown—York renormalizado puede escribirse en términos de un fluido per-
fecto,

7 = (€ + P)uguy + Pa, (9.119)

donde € representa la densidad de energia, P la presion, u, el cuadrivector velocidad y g
la métrica inducida sobre el borde.

Para el agujero negro de Reissner—Nordstrom Anti—de Sitter, la componente temporal
permite identificar

Ecpr
- 9.120
E V ) ( )

mientras que las componentes espaciales conducen a

Ecpr
P = . 9.121
2V ( )

Este resultado coincide con la ecuacién de estado conforme
Ecpr

P = = 2. 9.122

La presion que aparece en la férmula de Cardy—Verlinde queda asi determinada di-
rectamente por las componentes espaciales del tensor energia-momento holografico. Esta
identificaciéon sera utilizada posteriormente para estudiar las soluciones del modelo STU.

9.4.1 La construccion original de Cai

En las secciones anteriores mostramos que la modificacion de la férmula de Cardy—Verlinde
puede implementarse separando de la energia total la contribucion electromagnética exte-
rior al horizonte. Esta cantidad coincide con la energia méxima extraible introducida por
Ruffini y colaboradores [31, 66].
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La primera generalizacién de la férmula de Cardy—Verlinde a agujeros negros carga-
dos fue propuesta por Cai [76]. En su construccién, la energia total se separa en una
contribucion asociada al estado base y una contribucién térmica,

E = E,+ By, (9.123)

donde E, representa la energia del estado base y Ey, la energia asociada a las excitaciones
térmicas.

La presién se construye a partir de la energia térmica,

N
P= 4 124
) (9.121)
y la energia de Casimir queda determinada por
Ee=n <E Y PV TS - <I>Q> . (9.125)
La relacion modificada de Cardy—Verlinde adopta entonces la forma
2rR | ~ ~
s =" B [2(15 _B,) - EC} . (9.126)
Para n = 2,
S = WR\/EC [Q(E ~B) - EC] . (9.127)

Esta formulacion proporciona una parametrizacién particularmente conveniente para
las soluciones con miltiples cargas, ya que permite identificar una contribucién de la energia
que permanece independiente de las excitaciones térmicas.

9.4.2 Formulacion de Cai en coordenadas adaptadas

En la formulacién propuesta por Cai resulta conveniente introducir una coordenada radial
adaptada a la solucién, ya que esta parametrizacién permite generalizar directamente la
estructura de la solucion a los agujeros negros STU. A lo largo de esta tesis utilizaremos
la notacién p para esta coordenada y py para la posicion del horizonte expresada en ella.

La métrica del agujero negro de Reissner—Nordstrom en un espacio Anti—-de Sitter de
dimension (n + 2) puede escribirse como

ds* = —f(r)dt* + f(r)" 'dr® + r2dQ2, (9.128)
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donde

2 2

+ . (9.129)

rn— 1 r2n—2 l2

fr)=1-

Se introduce la parametrizacion

m=pu+2q, @ =qlp+q), rt=p" 4 g. (9.130)

Esta transformacion permite separar de manera natural una contribucion a la energia
que depende del pardmetro de carga. En la formulacion de Cai, esta contribucion corre-
sponde a la energia del estado base de la teoria conforme dual,

~ nlVol(S™)

"= erap 20)- (9.131)

Esta contribucién depende tnicamente del parametro g y permanece independiente de
la posicién del horizonte. La energia térmica queda entonces determinada por

En=FE—E, (9.132)

La presién correspondiente se define mediante

E-E,

P =
nVv '

(9.133)
y permite construir la energia de Casimir que interviene en la féormula modificada de
Cardy—Verlinde.

La estructura introducida por Cai resulta particularmente 1til para las soluciones STU,
donde los pardametros asociados a las funciones armoénicas permiten identificar directamente
contribuciones andlogas a .

9.5 Cardy—Verlinde para agujeros negros STU con
una carga

Una vez establecida la construccién de Cai para el agujero negro de Reissner—Nordstrom
Anti—de Sitter, podemos extender el andlisis al caso de agujeros negros STU con una carga.
En este escenario aparece un campo escalar no trivial, cuya presencia modifica la estructura
de la energia del estado base y de las cantidades termodinamicas holograficas.
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Como se mostro en el Capitulo 7.2.2, el modelo STU admite una truncacion consistente
en la cual inicamente una de las cuatro cargas permanece distinta de cero,

n=q¢ @E=¢=qu=0, (9.134)
reduciendo la teoria a un sistema formado por la métrica, un campo gauge y un unico
campo escalar. La accién correspondiente estda dada por

g, &, A] = / d*z/—g [R— ~(0¢)? — —NF? +lgcosh (%)} . (9.135)

167

Las ecuaciones de movimiento admiten una solucién correspondiente a un agujero negro
cargado con cabello escalar, cuya métrica puede escribirse como

s 0 e gy 9P a2
ds” = \/mdt +H(p) [f(,o) +p dQQ}, (9.136)

donde

H(p)=1+ % flp)=1- Q + ’; H(p). (9.137)

mientras que el campo escalar y el potencial gauge vienen dados por

V3

o(p) = ==~ W H(p), (9.138)
A= Vaatn) (9.139)
pP+tq

Las propiedades geométricas y termodindmicas de esta solucion fueron estudiadas en
detalle en el Capitulo 7.2.2. En particular,

1 3p% + 2qps + 12

bulk = —7— : (9.140)
AT 123/p1(py + )

S = mp? d
=7pa 1+ —, (9.141)

P+
E —1(+q) (9.142)

bulk = 5 n 5)° :
q(q +n) 4Q

Q= ; Uhui = , 9.143
4 P+ t+4q ( )
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donde

2
pilp+ +q)
n=py+ % (9.144)
Después del reescalamiento holografico,
E —lE T —lT Y —l\IJ (9.145)
OFT = 1 Hbulks OFT = 1 bulk CFT = 7 Wbulkc -
Por tanto,
! q
Eopr = — ( —) , 14
oFT = 55\ + 5 (9.146)
I 3p% +2qpy +12
Torr = + : (9.147)
AR 12\/po(ps +q)
4Q1
Vopr = ——. 9.148
R(ps +q) ( )

9.5.1 Energia del estado base y féormula de Cardy—Verlinde

Como se discutio para el agujero negro de Reissner—Nordstrom Anti—de Sitter, la energia
que interviene en la formula de Cardy—Verlinde se construye a partir de la parte térmica
de la energia total. En la parametrizacién utilizada para la soluciéon STU con una carga,
la energia del estado base se obtiene tomando el limite

— 0, 9.149
n

manteniendo fijo el parametro q. De esta manera,

: ql
La energia térmica queda dada por
nl
Ew = Ecrr — B4 = SR (9.151)

En consecuencia, la presion correspondiente a la parte extensiva de la energia es

Ecrr — By 1l

P=—yv—=1rv

(9.152)
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Para

V = 4rR?,
se obtiene
po_n_ (9.153)
 167R3 '
La energia de Casimir se calcula mediante
EC == 2 (ECFT + PV - TCFTS - \IICFTQ) . (9154)
Utilizando : )
PP+ +q
n=pet (9.155)
se obtiene l
Eo = %. (9.156)
La férmula modificada de Cardy—Verlinde adopta entonces la forma
$ = nRy/Ec [2(Ecrr — E,) - Ec]. (9.157)
Sustituyendo
_ [
Ec = %, (9.158)
junto con las expresiones anteriores para FEcpr y £, se obtiene
2
_ —+ q
2 Ecpr — E,) — Ec = %, (9.159)

y, por tanto,

S:Wpi‘/l—i-pi. (9.160)
Jr

La relacion de Cardy—Verlinde reproduce asi exactamente la entropia de Bekenstein—
Hawking de la soluciéon STU con una carga.
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9.6 Cardy—Verlinde para agujeros negros STU con cu-
atro cargas

En la seccion anterior se verifico que la construccion de Cai permite recuperar la férmula
de Cardy—Verlinde para la truncacién del modelo STU con una tnica carga eléctrica.
Consideremos ahora la solucion més general del modelo, caracterizada por cuatro cargas
eléctricas independientes.

Como se mostrd en el Capitulo 7, la solucién general del modelo STU esta descrita por
cuatro funciones arménicas

Hi(p)—l—l—%, i=1,...,4, (9.161)

las cuales determinan simultaneamente la geometria del espacio-tiempo, los campos gauge
y los campos escalares.

Después del reescalamiento holografico,

l l l
Eorr = —Fou, Torr = —~Tou,  ®icrr = —P; pulk. 9.162
CFT R bulk CFT R bulk ,CFT R ,bulk ( )

Las cargas eléctricas y los potenciales vienen dados por

¢i(qi +n) 40Q;1
o yvalatn) g o Al 9.163
Q - Yol =L (9.163)

La temperatura en el marco bulk se obtiene a partir de la regularidad del horizonte,

2 (p.) = Flp) Y Ae)

Thux = (9.164)
Puesto que
(9.165)
esta expresion se reduce a
(9.166)




En el marco de la teoria conforme,

(9.167)

La energia total es
l 1o
Ecrr = 53 (n +3 Z_; ql-) . (9.168)

Siguiendo la construccion de Cai, la energia correspondiente al estado base se obtiene
tomando el limite en que el parametro asociado a la excitacion térmica desaparece, man-
teniendo fijos los parametros ¢;. Se obtiene

;A
E = —— . 1
TN (9.169)
Por tanto,
In
Eyw=FEcpr — E, = —. 9.170
th CFT 1= 5R ( )
La presién asociada a la parte extensiva de la energia es
= ECFT - Eq
pP=—— 9.171
T (9.171)
con
V =47 R%. (9.172)
La energia de Casimir queda determinada por
4
Ee =2 (ECFT + PV = TeprS = ) @i,CFTQi) : (9.173)
i=1

La entropia de la solucién esta dada por

4 1/2
S =mp’ [H Hi(m)] : (9.174)

i=1
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Utilizando la condicion de horizonte

flp+) =0, (9.175)

junto con las expresiones anteriores para Ecpr, Ey, P, Tcrr, S, Qi y ®icrr, la energia de
Casimir se reduce a

_ l
Eo = %. (9.176)
Por otra parte,
3 4
2Ecrr — B,) = Bo = = T Hilp2). (9.177)

i=1

La formula modificada de Cardy—Verlinde proporciona entonces

$ = nRy/Ec [2(Ecrr — E,) — Ec]. (9.178)

Sustituyendo las expresiones anteriores,

P+ Pl
S = i RlHH p), (9.179)

y, utilizando la normalizacién de las cantidades de frontera, se recupera

4 1/2
S =mp’ [H Hi(er)] : (9.180)

i=1

La construccion de Cai reproduce, por tanto, la entropia de Bekenstein—-Hawking de la
solucién STU con cuatro cargas.

La interpretacién holografica de este resultado puede analizarse mediante el tensor de
Brown—York renormalizado. Para la soluciéon STU con cuatro cargas, sus componentes en
la frontera conforme vienen dadas por

T = 47TR3 qu 412Z(W T)

: (9.181)
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cv _ 1 77 ’ A;B;
T =575 |3 Z T 2; (Wi -5 ) , (9.182)
quy = sin® 075" . (9.183)
El tensor puede escribirse en la forma de un fluido perfecto,
T = (€ + P)uaty, + P, (9.184)
de modo que
_ Bepr 11 _|_ qu Z (W @> : (9.185)
% V R 412 3
mientras que , X
Spa gﬁ;‘%-%;( - A (9.180)

La energia obtenida a partir de la carga cuasilocal es

Ecrr = & < + - Zq) (9.187)

Comparando las componentes temporales y espaciales del tensor hologréafico se obtiene

3
Ecrr 1 A;B;
P— = — f . 9.188
2V~ 8VIR Zl ( 3 > (9.188)

Por tanto, la ecuacion de estado

(9.189)

se obtiene cuando

i (Vm - A"BBZ') = 0. (9.190)
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La misma combinacién aparece en la traza del tensor de energia—momento holografico.
En consecuencia, para las condiciones de borde consideradas, la ecuacion de estado con-
forme queda asociada a la anulacién de la traza holografica. Cuando dicha combinacién se
anula, el tensor de Brown—York adopta la forma conforme y se recupera

_ Ecpr

P = . 191
2V (5-191)

La construccién anterior establece la relacién entre la formula de Cardy—Verlinde y las
propiedades holograficas del tensor de energia—momento para la solucion STU con cuatro
cargas.

9.7 Cardy—Verlinde para el agujero negro diénico

En las secciones anteriores se verifico la construccion de Cardy—Verlinde para las soluciones
del modelo STU con una y cuatro cargas. Consideremos ahora el agujero negro didnico,
cuya estructura termodindmica incluye simultdneamente una carga eléctrica y una carga
magnética. Las condiciones de borde mixtas del campo escalar modifican la estructura
del tensor de energia—momento hologréafico y, en consecuencia, la ecuacién de estado de la
teoria dual.

Después del reescalamiento holografico por el factor [/ R, las cantidades termodindmicas
de la teoria dual vienen dadas por

A RSy V/C 5T
’Yl\/§ 7 72\/5 ’

donde @) representa la carga eléctrica y P la carga magnética.

Q- (9.192)

Los potenciales conjugados correspondientes son

@:é\/g{uﬁl_%ﬁ—g)}, (9.193)

T = é\/% [1 — By — %] . (9.194)

La energia holografica estd dada por

E:i{ﬂui(W—A—B)}, (9.195)

R 412 3
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donde

(1 - 51)(1 - 52)(1 — B1B2)
Y172 '

M = (9.196)

Los pardmetros v; y 72 son los definidos mediante la parametrizacién de la solucién
introducida en el capitulo correspondiente.

La contribucién escalar a la energia estd controlada por la combinacion

AB
W (9.197)

El anélisis holografico se realiza a partir del tensor de Brown—York renormalizado, cuyas
componentes vienen dadas por

l 1 AB

cv_ b -t _4ab
Trr = R [M+ e (W 3 )} ; (9.198)

[ 1 AB

cv o _ _ =
T =3 g {M o7 (W 3 )} , (9.199)
Td)cd)v = sin® 075" . (9.200)

Identificando este tensor con el tensor energia—momento de la teoria dual,

T = (e + P)uguy + Pa, (9.201)

se obtiene L X B
=== |M+— - — 202
‘ VR{ +452<W 3)} (9:202)

' 11 1 AB
p= W R {M— BYE) (W— T)} ; (9.203)

con

V = 4nR*. (9.204)

Comparando la presién con la energia se obtiene

E 3 AB
P_W—W(W—?). (9.205)
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Por tanto, la relacion

FE
P=— 9.206
2V ( )
se recupera cuando
AB
La combinacién AB
W — = (9.208)

aparece asimismo en la traza del tensor de energia-momento holografico. Para las condi-
ciones de borde mixtas consideradas, una contribucién no nula de esta combinacién produce
una traza finita,

7% #0, (9.209)
y modifica la ecuacion de estado de la teoria dual.

La energia de Casimir asociada a la estructura termodinamica conforme se define me-
diante

Ec=2(E+PV-TS—-VQ —-TP). (9.210)
Cuando AB
W — 3 # 0, (9.211)
la presién no satisface la ecuacién de estado conforme
E
pP=—. 9.212
2V ( )

En consecuencia, la identificacion de E¢ como energia de Casimir conforme deja de aplicarse
y la construccién de Cardy—Verlinde utilizada para las soluciones anteriores no reproduce
la entropia de la solucién didénica bajo estas condiciones de borde.

Para las condiciones de borde que restauran la simetria conforme, como ocurre para

B =0 (9.213)
0
By =0, (9.214)
se recupera
AB



la traza del tensor de Brown—York se anula y se obtiene nuevamente

E

P=_—.
2V

(9.216)

El agujero negro diénico permite asi establecer, dentro de las familias de soluciones
consideradas en esta tesis, la relacion entre la estructura de las condiciones de borde, la
traza del tensor de energia—momento hologréafico y la ecuacion de estado utilizada en la
construccién de Cardy—Verlinde. La férmula se recupera cuando las condiciones de borde
preservan la estructura conforme requerida por la construccién termodinamica.
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Capitulo 10

Conclusiones

La correspondencia AdS/CFT ha proporcionado un marco conceptual que permite estable-
cer una conexién profunda entre la gravedad en espacios asintoticamente Anti—de Sitter
y las teorias conformes de campos definidas sobre su frontera. Dentro de este contexto,
el estudio de agujeros negros con pelo escalar ha adquirido un interés creciente, ya que
la presencia de campos escalares modifica el comportamiento asintotico de las soluciones,
introduce nuevas sutilezas en la definicién de cantidades conservadas y plantea desafios
adicionales para la formulaciéon de una descripcion holografica consistente. En consecuen-
cia, comprender el papel que desempenan estos campos resulta fundamental para extender
las herramientas de la renormalizacién hologréfica y profundizar en la relacién entre la
geometria del espacio-tiempo, la termodinamica de agujeros negros y la teoria de campos
dual.

El objetivo principal de esta tesis fue estudiar las propiedades holograficas y ter-
modinamicas de agujeros negros cargados con pelo escalar en espacios asintéticamente
Anti-de Sitter mediante el formalismo de la renormalizacién hologréfica. Para ello, se em-
pled el tensor cuasilocal de Brown—York como herramienta para definir las cantidades
conservadas de la teoria gravitacional y se analizaron distintas familias de soluciones
pertenecientes al modelo STU de supergravedad. Este enfoque permitié construir una de-
scripcion consistente de la energia, la accidon euclidiana y las variables termodinamicas del
sistema, asi como investigar la interpretacion holografica de la formula de Cardy—Verlinde
en presencia de campos escalares.

A lo largo de la tesis se estudiaron sucesivamente el agujero negro de Reissner—Nordstrom—
Anti—de Sitter y distintas soluciones con pelo escalar pertenecientes al modelo STU, in-
cluyendo configuraciones con una carga eléctrica, cuatro cargas independientes y el agujero
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negro didnico. Estas soluciones permitieron analizar el efecto de los campos escalares y
de las condiciones de borde sobre la accién renormalizada, el tensor de Brown—York, las
cantidades conservadas y la estructura termodinamica. Asimismo, el analisis de la formula
de Cardy—Verlinde permiti6é estudiar la relacion entre la ecuacién de estado de la teoria
dual y la traza del tensor de estrés hologréfico.

En conjunto, los resultados obtenidos muestran que la renormalizacién holografica con-
stituye un marco unificado para estudiar la relacion entre la geometria de agujeros negros
con pelo escalar, sus propiedades termodinamicas y la teoria dual definida en la frontera.
El tensor de Brown—York emerge como un objeto central de esta construccién, ya que per-
mite definir las cantidades conservadas del espacio—tiempo y, mediante la correspondencia
holografica, interpretar la densidad de energia, la presion y la ecuacién de estado de la
teoria dual. Asimismo, el andlisis de las condiciones de borde escalares permite determinar
cuando la estructura termodinamica necesaria para la construcciéon de Cardy—Verlinde es
compatible con la simetria conforme de la teoria dual.

Principales aportes de esta tesis

Los resultados obtenidos a lo largo de esta investigacién permiten identificar cuatro con-
tribuciones principales al estudio holografico de agujeros negros cargados con pelo escalar
en espacios asintéticamente Anti—de Sitter. Estas contribuciones abarcan la interpretacién
fisica de la energia que interviene en la féormula de Cardy—Verlinde para agujeros negros
cargados, la construccion de un contratérmino mixto para la solucion general del modelo
STU, la interpretacion holografica de la presién mediante el tensor de Brown—York y el es-
tudio de las condiciones bajo las cuales la formula de Cardy—Verlinde reproduce la entropia
de las soluciones analizadas.

La primera contribucion consiste en establecer una interpretacién fisica de la energia que
interviene en la formula de Cardy—Verlinde para el agujero negro de Reissner—Nordstrom—
Anti—de Sitter. En la construccion original propuesta por Cai, la energia efectiva se obtiene
mediante la sustraccion de una contribucién asociada al estado base supersimétrico de la

teoria conforme dual [70]. En esta tesis se mostré que dicha contribucién puede identifi-
carse, para el agujero negro cargado considerado, con
d
Eqg = TQ, (10.1)

que corresponde a la energia electromagnética asociada al campo exterior al horizonte.
Esta cantidad coincide con la energia maxima extraible del agujero negro introducida por
Ruffini y colaboradores [31].
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En consecuencia, la cantidad que interviene en la parte extensiva de la férmula de
Cardy—Verlinde es la energia efectiva restante,

Eet = Ecrr — Eq, (10.2)

mientras que Eg representa la contribucién extraible asociada al campo electromagnético
exterior al horizonte. Con esta identificacién, la formula de Cardy—Verlinde adopta la
forma

8 = R/ Ec [2(Ecrr — Eq) — Ec), (10.3)

y reproduce la entropia de Bekenstein-Hawking,

S =mri. (10.4)

Esta identificacion proporciona una interpretacion fisica para la modificacion de la
energia introducida originalmente en la construccién de Cai. Hasta donde alcanza la re-
vision bibliografica realizada para esta tesis, la conexion explicita entre la contribucién
Eq = ®Q/2, la energla méxima extraible y la estructura de Cardy—Verlinde constituye un
resultado relevante de este analisis.

La segunda contribucion corresponde a la construccién de un contratérmino mixto
para la solucion general de cuatro cargas del modelo STU. El analisis de los desarrollos
asintéticos de los tres campos escalares mostré que los coeficientes subdominantes estan
relacionados mediante

Ag Az A1 Az A1 Ay

By = — By = . (10.5)

B = — —
1 9 5 9 3 3 9

Estas relaciones satisfacen las condiciones de integrabilidad cruzada y pueden integrarse
mediante el funcional conjunto

A1AA
Wiot = —%7 (10.6)
que satisface
aVVtot
B, = . 10.
’ 0A; (10.7)

Este resultado conduce naturalmente a una formulaciéon mixta de las condiciones de
borde escalares. En lugar de asociar a cada campo una funcién independiente W;(A4;),
la construccién empleada en esta tesis se expresa mediante un funcional que depende
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simultaneamente de los tres modos dominantes. Su realizacién local en la superficie de
corte esta asociada a una interaccién cibica entre los campos escalares,

19203, (10.8)

cuya expansion asintotica reproduce la estructura del funcional conjunto Wi.

La construccién fue evaluada para la familia de soluciones STU de cuatro cargas y
permitio verificar la cancelacién de las divergencias de la accion gravitacional, asi como la
finitud de la accién euclidiana. Asimismo, la energia obtenida a partir de la accién renor-
malizada coincide con la obtenida mediante el tensor de Brown—York y con la expresion
termodinamica de la solucién. Al utilizar

(10.9)

las contribuciones finitas provenientes de los modos escalares se cancelan en la expresién
de la energia, recuperandose

4
1 1
E=-= - AN 10.10
5 n+2;q ( )

La descomposicion

A1 Az A3

Wiot = W1 + Wa + W, Wi =Wy =W;3 =— G )

(10.11)
puede utilizarse para mantener la notacion empleada en las expresiones del tensor de
Brown—York, pero la condicién de borde estd gobernada por el funcional conjunto W,. La
informacion fisica relevante reside, por tanto, en la estructura conjunta de los tres campos
escalares y no en tres condiciones de borde independientes.

El resultado proporciona una construccion explicita de un contratérmino mixto para
la familia general de cuatro cargas del modelo STU y muestra como los acoplamientos
entre los modos asintdoticos pueden incorporarse de manera consistente en la descripciéon
holografica. La verificacién realizada en esta tesis se refiere a esta familia de soluciones
y a las condiciones de borde consideradas. La extensién de esta construccion a configu-
raciones mas generales requiere estudiar adicionalmente su formulacion fuera de la capa
de soluciones, la localidad y covariancia del funcional, asi como su comportamiento bajo
variaciones independientes de los campos.

La tercera contribucién consiste en proporcionar una interpretacién holografica de la
presion y de la densidad de energia de la teoria dual a partir del tensor de estrés de
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Brown—York [66]. Se mostré que, cuando las condiciones de borde consideradas preservan
la simetria conforme, el tensor de Brown—York puede identificarse con el tensor energia—
momento de un fluido perfecto conforme,

7 = (€ + P)uats, + P, (10.12)

permitiendo obtener directamente las expresiones para la densidad de energia y la presion
del sistema.

Para las soluciones estudiadas, la condicion de simetria conforme conduce a la ecuacién

de estado
p= b (10.13)
2V
correspondiente a una teoria dual definida en un espacio-tiempo de (2 4+ 1) dimensiones.
De esta manera, la relacién utilizada en la construccion de la energia de Casimir,

Ec =2 <E +PV-TS=)" @in) , (10.14)

puede relacionarse directamente con la estructura del tensor de estrés hologréfico.

Esta interpretacion resulta especialmente relevante para las soluciones con pelo es-
calar, ya que permite establecer una conexion directa entre las condiciones de borde del
campo escalar y la ecuacién de estado de la teoria dual. Cuando la traza del tensor de
estrés holografico se anula, la presion satisface la relacion conforme y la construccién ter-
modinamica de Cardy—Verlinde resulta compatible con las propiedades holograficas de las
soluciones analizadas.

La cuarta contribucién consiste en estudiar el papel de la simetria conforme en la
construccién de la férmula de Cardy—Verlinde para las familias de soluciones consideradas
en esta tesis. El andlisis incluy6 soluciones STU con una carga eléctrica, la solucién general
de cuatro cargas y el agujero negro diénico. Para las primeras familias, las condiciones
de borde empleadas permiten obtener un tensor de estrés compatible con la ecuacion de
estado conforme,

P= TR (10.15)
y la construccién modificada de Cardy—Verlinde reproduce la entropia de Bekenstein—
Hawking.

En el caso del agujero negro diénico, las condiciones de borde mixtas consideradas
generan una contribucién finita a la traza del tensor de estrés holografico. Esta contribucién
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puede expresarse mediante la combinacion

AB
W —— (10.16)
3
que aparece simultdneamente en la energia y en las componentes espaciales del tensor de

Brown—York. Cuando esta combinacién es distinta de cero, la ecuacion de estado

E
P=— 10.1
2V (10.17)
deja de satisfacerse. En consecuencia, la cantidad
Ec=2(E+PV-TS—-VYQ—-TP) (10.18)

deja de poseer la interpretacion de energia de Casimir propia de una teoria conforme y la
construccién de Cardy—Verlinde deja de reproducir la entropia de la solucion.

Por el contrario, cuando las condiciones de borde restauran la simetria conforme, como
ocurre para los casos particulares considerados en los que g1 = 0 o By = 0, se recupera

AB

la traza del tensor de estrés vuelve a anularse y se obtiene nuevamente

E

P=_—.
2V

(10.20)

Estos resultados muestran que, para las familias y condiciones de borde analizadas en
esta tesis, la preservacion de la simetria conforme es consistente con la ecuacién de estado
requerida en la construccién de Cardy—Verlinde, mientras que las condiciones mixtas es-
tudiadas que producen una traza no nula impiden dicha construccion. El agujero negro
didénico proporciona asi un contraejemplo concreto dentro de la familia de soluciones con-
siderada y permite delimitar el alcance de la relacién de Cardy—Verlinde en presencia de
condiciones de borde escalares no conformes.

En conjunto, los resultados obtenidos en esta tesis muestran que la renormalizacién
holografica constituye una herramienta que permite relacionar de manera consistente la
geometria del espacio—tiempo, la termodindmica de agujeros negros y las propiedades de
la teoria dual. El tensor de Brown—York ocupa un lugar central en esta descripcion, ya
que permite definir las cantidades conservadas del sistema y proporciona, mediante la
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correspondencia hologréfica, una descripcién de la densidad de energia y la presion de la
teoria dual.

Asimismo, el analisis de la formula de Cardy—Verlinde permitié establecer conexiones
entre diferentes aspectos de la fisica de los agujeros negros cargados. En particular, la
identificacién de

oQ

con la energia extraible proporciona una interpretacién fisica de la modificacién introducida
en la construccion de Cardy—Verlinde para el agujero negro de Reissner—Nordstrom—Anti—
de Sitter. Por otra parte, el estudio de las soluciones con pelo escalar mostré como las
condiciones de borde pueden modificar la traza del tensor de estrés holografico y, con ello,
la estructura termodinamica necesaria para una descripcién de tipo Cardy—Verlinde.

La construccién del contratérmino mixto para la solucién general del modelo STU con-
stituye asimismo un resultado relevante de esta tesis. La aparicién del funcional conjunto

A Ay Ay

VVtot:_ 9

(10.22)
muestra que los modos asintéticos de los distintos campos escalares pueden combinarse en
una estructura comuin y que esta estructura puede asociarse, en la familia estudiada, a una
interaccién cubica local entre los campos escalares. La comparacion entre la accién eu-
clidiana y el tensor de Brown—York proporciona verificaciones independientes de la energia
obtenida mediante esta construccion.

Limitaciones y trabajo futuro

Los resultados presentados en esta tesis deben entenderse dentro del conjunto de solu-
ciones, condiciones de borde y ensambles termodinamicos considerados. En particular,
la construccién del contratérmino mixto fue desarrollada y verificada para la familia de
soluciones STU de cuatro cargas estudiada en esta tesis. Su extensién a configuraciones
multiescalares mas generales requiere demostrar de manera independiente la localidad y
covariancia del funcional, su definicién fuera de la capa de soluciones y la consistencia de
las variaciones independientes de los campos.

Asimismo, aunque la finitud de la acciéon renormalizada, la coincidencia de las energias
obtenidas mediante la acciéon euclidiana y el tensor de Brown—York y la reproduccion de
las relaciones termodindmicas constituyen verificaciones importantes de la construccion, el
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analisis desarrollado en esta tesis no proporciona por si solo una demostracion completa de
un principio variacional fuera de la capa de soluciones. Una formulacion completa de este
problema requeriria obtener explicitamente la variaciéon renormalizada de la accion para
configuraciones generales y determinar las condiciones de borde bajo las cuales todos los
términos de frontera se anulan.

La interpretacion de Cardy—Verlinde también queda restringida a las dimensiones,
topologias, familias de soluciones y condiciones de borde estudiadas. En particular, la
relacion entre la simetria conforme, la ecuacion de estado y la formula de Cardy—Verlinde
se establecié aqui mediante el andlisis de soluciones concretas del modelo STU y del agu-
jero negro didnico. La extension de estas conclusiones a otras teorias gravitacionales,
dimensiones, topologias de horizonte o deformaciones de la teoria dual requiere un analisis
independiente.

Por otra parte, la eleccion de términos finitos en la accién renormalizada puede depender
del esquema de renormalizacion y de las condiciones de borde adoptadas. En este sentido,
resulta de interés estudiar de manera sistematica como diferentes elecciones de términos
finitos modifican las cantidades holograficas y qué combinaciones permanecen invariantes
bajo cambios de esquema.

Finalmente, los resultados obtenidos abren varias lineas de investigacién. Una primera
direccion consiste en completar el analisis fuera de la capa de soluciones del contratérmino
mixto y establecer sus propiedades variacionales de manera general. Una segunda posibil-
idad consiste en extender la construccion a otras familias de agujeros negros con multiples
campos escalares, incluyendo soluciones con rotacion, dimensiones superiores o teorias grav-
itacionales con contenido de materia mas complejo. También resulta de interés estudiar
otras clases de condiciones de borde mixtas y analizar su interpretacion en términos de
deformaciones de la teoria conforme dual.

En el contexto de la formula de Cardy—Verlinde, serfa asimismo interesante determinar
hasta qué punto las relaciones encontradas para las soluciones STU se mantienen en otras
familias de agujeros negros con pelo escalar. En particular, el estudio sistematico de la
relacién entre la traza del tensor de estrés holografico, la ecuacién de estado y la estructura
de la entropia podria permitir establecer condiciones més precisas para la existencia de
relaciones de tipo Cardy—Verlinde en teorias hologréficas deformadas.

En conjunto, estos problemas constituyen extensiones naturales del analisis desarrollado
en esta tesis y permitirdan profundizar en la relacién entre renormalizaciéon holografica,
condiciones de borde escalares, termodindmica de agujeros negros y estructura conforme
de las teorias duales.
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