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RESUMEN EJECUTIVO

Este trabajo presenta una metodología combinada - denominada SSPINNs, que integra la aplica-
ción de Sparse sensing (SS) y redes neuronales informadas por la física (PINNs), para la reconstrucción
de campos de temperatura y velocidad en llamas axisimétricas. Mediante SS es posible determinar las
posiciones óptimas para un número limitado de mediciones puntuales en regiones libres de hollín, por
ejemplo con termocuplas, complementadas con técnicas óptimas no intrusivas basadas en la emisión
espectral del soot , el cual solo provee de información en la región de hollín. Se genera una base de datos
de campos de temperatura y fracción en volumen de hollín a partir de simulaciones detallas de llamas
que incluyen la una cinética química extensa y mecanismos de formación de partículas. Esta base de
datos es aumentada con varaciones aleatorias en su distribución espacial, en magnitud y geometría,
dentro de los rangos físico esperados. Usando estos datos, se emplea la descomposición en valores
singulares (SVD) para reducir la dimensionalidad, mientras que se hace uso de la descomposición QR
para indentificar las posiciones óptimas para los sensores. Este enfoque garantiza una configuración
experimental factible para obtener la información de la temperatura en las regiones libre de hollín.
Con estas mediciones estatégicamente posicionadas, se reconstruye el campos de temperatura en todo
el dominio, aprovechando la aproximación de bajo rango proporcionada por la SVD. Posteriormente,
se entrena una PINN a partir del campo de temperatura reconstruido para resolver ecuaciones de
transporte de momentum, masa y energía para encontrar el campo de velocidad correspondiente. El
método es demostrado en una llama de coflujo en un quemador tipo Yale y validado en un quemador
tipo Santoro, donde está disponible la data experimental de velocidad y temperatura. Los resultados
muestran que SSPINNs puede estimar la temperatura a partir de las mediciones dispersas de forma
confiable, y aproximar con precisión el campo de velocidad sin la necesidad de técnicas experimentales
más sofisticadas, como velocimetría por imágenes de partículas (Particle Image Velocimetry, PIV). Por
lo tanto, la metodología ofrece una vía prometedora para la caracterización eficiente y basada en datos
en sistemas de combustión.

Palabras clave: Reconstrucción de campos de temperatura, ubicación de sensores dispersos,
descomposición QR, PINNs, temperatura del hollín, llamas de difusión laminar.
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ABSTRACT

This work presents a combined methodology—referred to as SSPINNs—that integrates optimal
sensor placement via sparse sensing (SS) with physics-informed neural networks (PINNs) to reconstruct
temperature and velocity fields in axisymmetric flames. The SS procedure determines optimal positions
for a limited number of point measurements taken in soot-free regions (e.g., via thermocouples),
complementing widely used non-intrusive optical techniques based on soot spectral emission, which
only provide data within the sooting region. A database of temperature and soot volume fraction
fields is generated from detailed flame simulations that include comprehensive chemical kinetics and
particle production mechanisms. This dataset is further augmented with randomized variations in spatial
distribution, magnitude, and geometry, within physically expected ranges. Using this augmented dataset,
a singular value decomposition (SVD) is employed to reduce dimensionality, while a QR decomposition
is used to identify optimal sensor locations. This approach ensures a feasible experimental setup
for obtaining complementary temperature information in soot-free regions. With these strategically
placed measurements, temperature fields are reconstructed across the entire flow domain leveraging
the low-rank approximation provided by the previous SVD. Subsequently, a PINN is trained on the
reconstructed temperature field to solve the coupled mass, momentum, and energy transport equations,
thereby inferring the corresponding velocity field. The method is demonstrated on a coflow flame from a
Yale-type burner and validated on the well-known Santoro flame, where both experimental temperature
and velocity data are available. Results show that SSPINNs can reliably estimate temperature from
sparse measurements and accurately approximate velocity fields without the need for more sophisticated
experimental techniques like particle image velocimetry. Therefore, this methodology offers a promising
avenue for efficient, data-driven flow characterization in combustion systems.

Keywords: thermal field reconstruction, sparse sensing, optimal sensor placement, QR decom-
position, pinns, soot temperature, laminar difussion flames.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1 | Introducción
El uso intensivo de combustibles fósiles durante los últimos 100 años ha dejado multiples

consecuencias en el planeta, contribuyendo enormemente al calentamiento global y perjudicando la
calidad del aire y la salud de las personas. La exposición continua a contaminantes derivados de la
combustión, como las pequeñas partículas de hollín, puede provocar enfermedades respiratorias crónicas,
asma, cáncer de pulmón y problemas cardiovasculares [1], afectando la calidad de vida de la población
y disminuyendo su esperanza de vida [2].

Especificamente, las partículas de hollín son un subproducto de la combustión incompleta que
es conocido por su potencial cancerígeno y su tamaño, lo que permite a estas partículas penetrar
profundamente en los pulmones [3]. Es por esto que una caracterización exhaustiva de las propiedades
del hollín y su producción es esencial para cumplir con las regulaciones y así mejorar la compresión de
los procesos de combustión. Para facilitar este estudio se suelen emplear técnicas no intrusivas bien
controladas y repetibles basados en la emisión de las partículas de hollín, aplicados en configuraciones
más sencillas como por ejemplo en llamas laminares axisimétricas de coflujo.

La información extraída de dichos diagnósticos ópticos puede ser usada para desarrollar y testear
cinéticas químicas y modelos de producción de hollín, que puedan ser empleados en configuraciones
más complejas como llamas turbulentas, las cuales están presentes en sistemas industriales [4, 5]. Sin
embargo, el uso de estas técnicas necesita de la resolución de un problema mal condicionado, resultando
en un mayor un error, especialmente en la linea centra de la llama [6].

Además, se requiere de una producción considerable de hollín para que sea posible convertir
estas señales en propiedades relevantes para su estudio, como la fracción en volumen de hollín (fs)
y la temperatura, ya que estas técnicas dependen de la radiación de cuerpo negro del hollín. Esto
implica que su aplicación se ve limitada en llamas con bajas concentraciones de hollín o en regiones
alejadas de la zona de formación de partículas, como la zona de gases de combustión. En estos casos, la
caracterización completa de la llama requiere la implementación de diagnósticos complementarios, que
permitan acceder a la temperatura y a otras variables clave fuera de la región de emisión de hollín,
asegurando así una representación integral del comportamiento térmico de la llama [7, 8, 9].

Las simulaciones numéricas pueden ser de ayuda para caracterizar llamas y sus propiedades, sin
embargo la modelación computacional de estas requiere del manejo de cinéticas químicas complejas
lo que incluye: i) identificar las especies involucradas en el proceso de combustión, ii) comprender los
mecanismos de formación y crecimiento del hollín, iii) determinar cómo las propiedades de la superficie
que afectan el crecimiento y la oxidación. Esto supone además un alto costo computacional [10].

Por estas razones, es esencial identificar mejores alternativas en términos de costo y efectividad,
que permitan el análisis de las caracterísiticas del hollín a partir de información limitada. En este
contexto, el uso de herramientas de Data Driven y Machine Learning (ML) puede ser una alternativa
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

para mejorar la precisión y eficiencia tanto en la experimentación como en el modelado numérico.

Un enfoque efectivo es el uso de Sparse Sensing (SS), recientemente desarrollado por Manohar
et al. [11], el cual que permite una reconstrucción precisa de campos dinámico a partir de una pequeña
cantidad de mediciones estratégicamente posicionadas, lo cual es adecuado para sistemas como este
donde la recolección de datos es desafiante y computacionalmente costosa.

Ese trabajo combina un algoritmo de tipo greedy basado en la factorización QR para la selección
de sensores óptimos [12] con una representación de bajo rango del campo de interés, en términos
de una descomposición ortogonal propia (proper orthogonal decompostion, POD) en modos [13],
obtenidos desde un conjunto de observaciones de los campos completos [11]. Este marco de trabajo fue
extendido para tener en cuenta las ubicaciones restringidas o más costosas [14], siendo empleado en
una variedad de aplicaciones incluyendo la reconstrucción de campos de velocidad en flujos turbulentos,
la construcción de gemelos digitales para el control y monitoreo de sistemas complejos en reactores [15]
y hornos [16, 17, 18], y en la identificación de separaciones en el ensamblado de aeronaves [19].

Por otra parte, las redes neuronales han sido consistentemente aplicadas en los ultimos años
para asistir tanto a las simulaciones numéricas como a las mediciones experimentales. Sin embargo,
generalmente se entienden como cajas negras que requiren de una gran cantidad de datos para el entre-
namiento [20]. En ese contexto, las PINNs han emergido como un enfoque prometedor para aprovechar
las mediciones disponibles e incorporar las leyes de la física en el proceso de aprendizaje [21].

Las PINNs identifican soluciones óptimas en escenarios complejos ya que integran las ecuacio-
nes gobernantes dentro de su función de pérdida. Por esta razón, son un método eficiente para la
reconstrucción precisa de datos, particularmente en fenómenos físicos complejos. Por ejemplo, existen
investigaciones previas donde se han aplicado PINNs para mejorar las técnicas de reconstrucción
existentes en campos de estudio como la combustión y la dinámica de fluidos [22, 23, 24].

Se propone una metodología combinada basada en SS y PINNs para reconstruir campos de
temperatura y velocidad en llamas axisimétricas no premezcladas. SS permitirá recuperar campos de
temperatura en todas las regiones de la llama a partir de mediciones experimentales no intrusivas en la
zona de hollín y mediciones puntuales con termocuplas en ubicaciones óptimas fuera de esta zona. Para
ello, se emplearán algoritmos de SS con restricciones para la elección de los sensores óptimos, lo que
facilitará el proceso de validación experimental de la técnica, aportando con información adicional sobre
el sistema estudiado. Posteriomente, el campo de velocidad se obtendrá mediante una PINN entrenada
con los datos del campo de temperatura reconstruido. En primera instancia, esta estrategia se evaluará
con un modelo numérico basado en simulaciones de fracción en volumen de hollín, temperatura y
velocidad en llamas de coflujo, para luego dar paso a la validación experimental.

Este enfoque permite que solo sea necesario el uso de técnicas clásicas ampliamente usadas por la
comunidad que estudia la combustión, como line-of-sight attenuation (LOSA), complementada con unas
pocas mediciones de temperatura por termocuplas y las leyes de la física, sea posible recuperar campos
completos de temperatura y velocidad en toda la llama. De esta manera, se reduce significativamente el
costo experimental al evitar técnicas más complejas como PIV o el uso de una gran cantidad de otras
herramientas experimentales.
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1.1. OBJETIVO GENERAL CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Objetivo General

Aplicar estrategias de Sparse Sensing y redes neuronales informadas por la física para reconstruir
campos de temperatura y velocidad en llamas de difusión axisimétricas, incorporando restricciones para
la ubicación óptima de los sensores, y aprovechando información física para inferir variables no medidas
a partir del campo térmico reconstruido.

1.2. Objetivos Específicos

1. Reconstruir el campo de temperatura a partir de mediciones puntuales integrando técnicas
de Sparse Sensing, considerando restricciones experimentales asociadas a la geometría de la llama
y la accesibilidad de regiones críticas.

2. Estimar el campo de velocidad empleando redes neuronales informadas por la física que
utilicen el campo de temperatura reconstruido como entrada, garantizando consistencia con las
ecuaciones de conservación de masa, energía y transporte de momentum.

3. Aplicar y validar la metodología en escenarios experimentales, utilizando el procedimiento de
reconstrucción propuesto, junto con la realización mediciones con termocuplas y técnicas ópticas
no intrusivas, para evaluar la precisión y robustez del enfoque SSPINNs en llamas laminares de
laboratorio.

4. Analizar y discutir los resultados obtenidos para evaluar la precisión, robustez y aplicabilidad
del enfoque combinado SSPINNs, identificando posibles mejoras, limitaciones actuales y futuras
líneas de desarrollo.
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CAPÍTULO 2. ANTECEDENTES

2 | Antecedentes

2.1. Combustión

La combustión es un proceso exotérmico de oxidación rápida donde un combustible, típicamente
un hidrocarburo, reacciona con un oxidante, liberando energía térmica, luz y productos gaseosos.
Termodinámicamente, se trata de una reacción redox que se sostiene cuando el calor liberado supera las
pérdidas energéticas del sistema. Parámetros como la temperatura de ignición, la relación estequiométrica
y el tiempo de residencia determinan el régimen de llama y la eficiencia de la combustión [25, 26].

En condiciones ideales, la combustión produce CO2 y H2O, pero en la práctica, factores como la
mezcla deficiente o la falta de oxígeno generan productos incompletos como CO, NOx, hidrocarburos no
quemados (UHCs) y hollín. En llamas de difusión, comunes en aplicaciones industriales, las zonas ricas
en combustible favorecen la formación de hidrocarburos aromáticos policíclicos (polycyclic aromatic
hydrocarbons, PAHs) y nanopartículas de hollín [27, 28].

La formación de estos productos de combustión incompleta está fuertemente condicionada por
el campo de temperatura y las condiciones locales del flujo, que controlan tanto las tasas de reacción
como el transporte y el tiempo de residencia del combustible. Este aspecto es central para esta tesis,
ya que la reconstrucción precisa de los campos térmicos y de velocidad es esencial para comprender y
predecir la evolución del hollín.

Por esta razón, el estudio detallado del campo térmico y de las condiciones hidrodinámicas resulta
esencial para comprender y predecir la formación de hollín, motivando el desarrollo de metodologías
avanzadas de reconstrucción de temperatura y velocidad como las abordadas en esta tesis.

2.1.1. Emisión de gases de efecto invernadero y contaminantes

La combustión de hidrocarburos en vehículos, centrales y biomasa genera emisiones significativas
de gases de efecto invernadero (CO2, CH4, NOx) y partículas finas (PM2−5), responsables de graves
consecuencias sanitarias y climáticas. Según la OMS, más del 99 % de la población vive en áreas con
contaminación por partículas superior a las directrices que reducen el riesgo para la salud, estimándose
4.2 millones de muertes prematuras por contaminación ambiental en 2021 y cerca de 6.7 millones
incluyendo el total del aire interior y exterior [29].

Las evidencias epidemiológicas son contundentes: Dockery et al. (1993) [2] observaron que
un aumento de 10 µg/m3 en PM2−5 se asocia con incrementos en mortalidad por enfermedades
respiratorias y cardiovasculares en seis ciudades de EEUU [30]. Posteriormente, Pope et al. (2002) [31]
identificaron asociaciones claras entre exposición prolongada a partículas finas y cáncer de pulmón, así
como mortalidad cardiopulmonar.
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2.1. COMBUSTIÓN CAPÍTULO 2. ANTECEDENTES

Como consecuencia, la Organización Mundial de la Salud (OMS) ha endurecido sus recomenda-
ciones, fijando en 2021 un nuevo límite anual para PM2−5 de solo 5 µg/m3, reduciendo a la mitad su
valor anterior, y afirmando que no existe un umbral seguro por debajo del cual no se observen efectos
sobre la salud [32].

Además del impacto directo sobre la salud, estas emisiones contribuyen significativamente al
cambio climático. El CO2 es el principal gas de efecto invernadero antropogénico, responsable de
más del 60 % del forzamiento radiativo neto desde 1750. Sin embargo, contaminantes como el hollín
(black carbon) también tienen un impacto climático directo, ya que absorben radiación solar y alteran
la dinámica de nubes y el albedo de superficies nevadas. De hecho, el hollín tiene un potencial de
calentamiento global cientos de veces superior al CO2 en escalas de tiempo cortas (20 años), lo que lo
convierte en un objetivo clave para mitigación climática a corto plazo [33, 34].

La combustión sigue siendo un componente central de la matriz energética global y nacional.
En Chile, sectores estratégicos como la generación eléctrica, el transporte y la minería mantienen
una alta dependencia de combustibles fósiles, debido a su alta densidad energética y confiabilidad
operativa. Según el Balance Nacional de Energía 2023, aproximadamente el 56 % del consumo final de
energía en el país corresponde a derivados del petróleo, lo que sitúa a esta fuente como dominante en la
matriz energética nacional [35]. Además, el mismo informe indica que el sector de Industria y Minería
consumió el 37,7 % del total energético, consolidándose como el mayor usuario de energía en términos
sectoriales.

Figura 2.1: Balance Nacional de Energía. Unidades en TCal.
Fuente: Ministerio de Energía [35].

Estos datos demuestran que, aunque las energías renovables están ganando participación en la
generación eléctrica ( 68 % en 2024), el uso de combustibles fósiles persiste de forma sustancial, sobre
todo en procesos industriales de alta demanda térmica como la minería, producción de acero y cemento.
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En este contexto, los combustibles fósiles siguen siendo la principal fuente de energía en estos sectores
estratégicos y no tiene una sustitución inmediata viable en el corto plazo.

Este contexto evidencia que, pese a los esfuerzos de transición energética, la combustión continuará
desempeñando un papel relevante durante los próximos años. Por ello, resulta crucial comprender en
detalle sus procesos fundamentales; incluyendo la distribución de temperatura, las condiciones del flujo
y la formación de contaminantes como el hollín, y así mejorar la eficiencia energética, optimizar los
sistemas de combustión y mitigar los impactos sobre la salud y el clima.

2.1.2. Hollín

El black carbon, también conocido como hollín, se genera por la combustión incompleta y
constituye una fracción peligrosa del PM2−5. Estas nanopartículas penetran profundamente en los
pulmones y en la circulación sistémica, desencadenando respuestas inflamatorias, estrés oxidativo, y
daños genéticos. Estudios epidemiológicos han vinculado la exposición a black carbon con un aumento
significativo en enfermedades cardiovasculares, respiratorias y muertes prematuras [36, 37]

En particular, la formación de nanopartículas de hollín en llamas de difusión ocurre bajo
condiciones muy específicas, que combinan una mezcla rica en combustible (ϕ >1), temperaturas
intermedias entre 1300 y 1800 K y un tiempo de residencia suficiente para que se produzcan las
etapas de nucleación, crecimiento superficial y agregación de partículas [38], como se muestra en la
Figura 2.2.

Figura 2.2: Ilustración gráfica de los procesos de formación de hollín.
Fuente: Xi et al. [39]

En estas condiciones, los PAHs evolucionan hacia nanoesferas primarias de carbono, que luego
pueden coagularse formando agregados fractales característicos del hollín. Fuera de estas regiones,
por ejemplo, en zonas de post-llama o en la periferia de llamas pobres en hollín, la producción de
nanopartículas es mínima, lo que dificulta la aplicación de técnicas ópticas basadas en radiación de
cuerpo negro.
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A nivel fisiológico, el hollín actúa tanto de forma directa como vehículo de contaminantes tóxicos.
Niranjan y Thakur (2017) [40] reportan que induce estrés oxidativo, inflamación crónica y daño al
ADN, lo que puede desencadenar enfermedades crónicas y cáncer. Shiraiwa et al. (2012) [41] y Pöschl
(2020) [42] destacan además que el hollín transporta PAHs, proteínas alergénicas y especies reactivas
de oxígeno, incrementando su toxicidad.

Desde el punto de vista climático, el hollín contribuye significativamente al calentamiento global.
Según Bond et al. (2013)[33], el hollín es el segundo mayor contribuyente al calentamiento global
después del CO2, especialmente en escalas de tiempo cortas. Su impacto también es particularmente
importante en regiones con nieve o hielo, ya que al depositarse sobre estas superficies reduce su albedo
y acelera su derretimiento.

Estas investigaciones refuerzan la necesidad de estudiar la temperatura y concentración de hollín
en plataformas controladas (como llamas laminares), para comprender mejor su evolución, propiedades
ópticas y su efecto en los procesos de emisión. La disponibilidad de datos cuantitativos permitidos
por las metodologías ópticas es clave para modelar el comportamiento del hollín en condiciones reales,
cerrando así el ciclo entre experimentación y evaluación climática

2.2. Aplicaciones del Sparse Sensing

El SS surge como una técnica poderosa para el análisis y modelado de sistemas complejos,
permitiendo reconstruir campos físicos a partir de un número reducido de mediciones estratégicamente
ubicadas. Para esta tesis, su aplicación se centra en la reconstrucción de un campo de temperatura
con alta precisión, reduciendo la cantidad de sensores necesarios y optimizando tanto los recursos
computacionales como experimentales.

El SS se fundamenta en la teoría de la compresión de datos y la representación dispersa, donde
se busca representar una señal o campo de manera eficiente con el menor número de muestras posible,
lo que a su vez se basa en la premisa del Commpressed Sensing. Donoho, D. [43] demostró que a
través de esta metodología, señales de alta dimensión pueden ser recuperadas con un número muy
reducido de muestras. Entonces, un objeto, representado por un vector x ∈ Rn, puede ser compresible
y reconstruido por solo un cantidad m de la información de x, donde m≪ n.

2.2.1. Digital Twins y simulaciones

En el contexto de la reconstrucción de campos físicos, SS ha sido ampliamente utilizado para
optimizar la ubicación de sensores en sistemas donde las mediciones son costosas o invasivas. Manohar
et al. [11] demostró su efectividad en flujos turbulentos, sentando bases para su aplicación en Digital
Twins (DTs) de sistemas dinámicos. Dicha investigación ha dado paso a la aplicación del SS en reactores
nucleares [16] para la construcción de DTs.

Un Digital Twins o gemelo digital es la simulación de un sistema, que integra modelación física
tanto espacial como temporal, actualización con sensores, estadísticas, entre otra información que

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 7
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permita reflejar el estado en tiempo real de su sistema “gemelo” [44], lo que es útil en características
críticas como almacenamiento de energía, propulsión, protección térmica y/o soporte vital. El Sparse
Sensing brinda de una metodología ideal para la creación de estos sistemas.

En combustión, Procacci et al. [15] emplearon SS para desarrollar un DT capaz de predecir
la distribución de temperatura con errores menores a los de simulaciones numéricas, en un reactor
operando bajo condiciones MILD1. De manera similar, en el trabajo de Aversano et al. [17] se validó un
DT para la predicción de la distribución temperaturas y especies contaminantes en un horno, a través
de Compresed Sensing. Mas recientemente, Donato et al. [18] combina mediciones experimentales y
simulaciones númericas en CFD (Computational fluid dynamics) para construir un DT de un horno
industrial aplicando SS y Gaussian Process Regression (GPR).

2.2.2. Dinámica de fluidos computacional

Los métodos basados en datos presentan un gran desafío, justamente son altamente dependientes
de la base de datos, la cual es fundamental para el entrenamiento de los modelos que se busca desarrollar.
Lamentablemente, en muchos casos la información experimental es dificil de replicar y/o las simulaciones
numéricas pueden requerir supercomputadores que funcionen durante largos periodos de tiempo, lo que
dificulta el acceso a la data suficiente [20]. Por esta razón, la combinación de Sparse Sensing con otras
técnicas puede ser prometedor para resolver problemas complejos, especialmente en CFD.

SS permite la reconstrucción precisa de campos dinámicos a partir de un número limitado de
mediciones, es ideal para sistemas donde la recolección de datos es técnicamente desafiante o costosa
computacionalmente, como en el caso del CFD. En Willcox, K. & Peraire, J. (2002) [45] se emplean
elementos del SS, como la descomposición ortogona, para reducir un modelo CFD que describe el
movimiento lineal no estacionario de un perfil aerodinámico bidimensional, resultando en una reducción
comparable con una simulación completa del modelo CFD.

2.2.3. Monitoreo y diagnóstico estructural

SS también ha sido aplicado en monitoreo de estructuras críticas en diversas disciplinas. En
Ostachowicz et al. [46] se revisa su utilidad para reducir costos en sistemas de monitoreo basados
en vibraciones, deformaciones y ondas elásticas, sin comprometer la calidad. Esto muestra cómo la
integración de modelos físicos y datos experimentales puede mejorar la precisión de los sistemas de
diagnóstico.

En Gul et al. [47] proponen sensor clustering para la detección y localización de cambios
estructurales. Incluso en la industria aeronáutica, Manohar et al. [19] demuestra la capacidad del SS
para mejorar el ensamblaje de las piezas en la construcción de aeronaves, analizando los patrones
de ensamblado existenes e identificando los “gaps” en ensamblajes, favoreciendo la calidad de la
producción.

1“Flameless” debido a las bajas concentraciones de oxígeno
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2.2.4. Pysensors

Debido a la utilidad del SS en diferentes campos, han surgido paquetes en Python como
Pysensors que permiten seleccionar y ubicar un conjunto disperso de sensores para tareas de clasificación
y reconstrucción [48]. En específico, Pysensors implementa los algoritmos base para estas tareas,
permitiendo que no sea necesario desarrollar códigos desde cero. Pysensor no está exento de limitaciones
dado que su uso en sistemas complejos puede requerir de algoritmos que aún no están presentes en las
últimas versiones, los cuales faciliten su posterior validación experimental.

De igual manera es una herramienta que ha tenido apicaciones en investigaciones, como en el
caso de Geibel & Bangga [49] donde se utilizó Pysensors para la ubicación óptima de los sensores en
la predicción de la velocidad en las estelas de las turbinas eólicas. Asimismo en el trabajo de Demo,
N. et al. [50] se implementa Pysensors, con el objetivo de trabajar con información reducida para la
construcción de una base, que posteriormente se utilizará como input para en entrenamiento de una
red neuronal.

2.3. Aplicaciones las PINNs

El aprendizaje automático (Machine Learning, ML) es un conjunto de métodos capaces de
inferir patrones complejos a partir de datos, sin necesidad de programar explícitamente cada relación
matemática [51]. En los últimos años, ha existido un crecimiento en el interés de aplicar técnicas de
ML para mejorar la investigación de distintas disciplinas físicas, lo que se evidencia en el aumento en la
cantidad de publicaciones relacionadas [52].

No obstante los intentos por integrar ML no están exentos de inconvenientes, como la dependencia
de los modelos al conjunto de datos de entrenamiento y la incapacidad del ML para alinearse con las
leyes que rigen física. Sin embargo, dentro de las herramientas del ML supervisado, las PINNs integran
directamente las leyes de conservación en su función de pérdida [53], lo que permite reconstruir campos
físicos coherentes sin depender de grandes conjuntos de datos experimentales. En la Subsección 3.4.4 se
detallarán más aplicaciones de esta herramienta.

En el contexto de esta tesis, el uso combinado de Sparse Sensing y PINNs ofrece un enfoque
sinérgico: SS reduce el número de mediciones necesarias, mientras que las PINNs utilizan estas mediciones
junto con las ecuaciones de la física para reconstruir los campos de velocidad y temperatura en toda la
llama.
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3 | Marco teórico

3.1. Llamas laminares de difusión

Las llamas laminares de difusión o no premezcladas son ampliamente utilizadas en investigación
fundamental por su estructura bien definida, estabilidad y representatividad de procesos clave en
combustión. En ellas, el combustible y el oxidante se introducen por separado y la mezcla ocurre por
difusión molecular, lo que genera un frente de llama en la interfaz entre ambos [25, 54].

Estas llamas se dividen típicamente en tres zonas: precalentamiento, reacción y postllama, con
una clara diferenciación entre regiones libres de hollín (centro) y zonas radiantes externas donde se forma
hollín [55]. Estas condiciones favorecen la formación de hollín ya que promueven rutas de formación
molecular complejas que llevan a la nucleación, crecimiento superficial y agregación de partículas de
carbono.

Dado su papel dual como fuente de energía y contaminantes, el estudio de la combustión, sus
productos y mecanismos asociados resulta esencial tanto para el desarrollo de tecnologías más limpias
como para la comprensión de sus impactos en salud y cambio climático.

(a) Santoro (b) Gülder

Figura 3.1: Llama de difusión laminar en coflujo
Fuente: LII workshop 2005.

Los quemadores tipo Santoro y Gülder en la Figura 3.1 son frecuentemente utilizados en estudios
experimentales por su simplicidad y representatividad [56]. Estas llamas son utilizadas no solo para
estudiar temperatura y velocidad, sino también procesos de formación, crecimiento y madurez del
hollín, así como la influencia de condiciones experimentales como el índice de oxígeno (OI) y la adición
de hidrógeno en la composición del combustible. Su geometría axisimétrica permite aplicar técnicas
ópticas basadas en mediciones integradas en línea de visión, aprovechando la simetría para reconstruir
campos locales de propiedades físicas y químicas.

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 10



3.2. TEMPERATURA DEL HOLLÍN CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO

3.2. Temperatura del hollín

El hollín incandescente en llamas de difusión laminar emite radiación térmica, cuya intensidad
depende de su temperatura y propiedades ópticas. Esta radiación se describe por la ley de Planck para
un cuerpo negro:

IBB
λ (T ) = 2hc2

λ5 ·
1

e
hc

λkT − 1
, (3.1)

donde IBB
λ (T ) es la irradiancia de cuerpo negro a temperatura T , h la constante de Planck, c la

velocidad de la luz, k la constante de Boltzmann y λ la longitud de onda. Sin embargo, las partículas
de hollín no se comportan como cuerpos negros ideales, por lo que su irradiancia se ve atenuada por
efectos de las absorción, modelado generalmente como:

κλ = 6πfv

λE(m) , (3.2)

donde κλ corresponde al coeficiente de absorción, fv es la fracción de en volumen de hollín y E(m) es
un parámetro óptico dependiente del grado de madurez del hollín[57].

3.2.1. Técnicas ópticas para la medición de temperatura

En llamas laminares, la estimación de la temperatura del hollín se basan principalmente mediante
técnicas ópticas no intrusivas, que analizan la radiación térmica emitida por las partículas de hollín.
En su forma más general, se mide la intensidad de radiación emitida a lo largo de la línea de visión
(LOS) en una o más longitudes de onda y se relaciona con la temperatura local mediante la siguiente
expresión:

Iemi
λ =

∫
κλ(s) · IBB

λ (T )ds (3.3)

Esta formulación, constituye un problema inverso donde se busca recuperar la temperatura
local T (s) a partir de señales integradas y un modelo físico de la interacción óptica. Para resolverlo, se
emplean distintos métodos que simplifican o complementan la información.

Una de las técnicas más extendidas es la pirometría de dos colores, que estima la temperatura
del hollín a partir del cociente de intensidades medidas en dos longitudes de onda cercanas. Suponiendo
una emisividad constante en ambas bandas, la expresión resultante, de donde se puede recuperar la
temperatura, es:

Iλ1

Iλ2

=
(
λ2

λ1

)5
· e

c2
λ2T − 1
e

c2
λ1T − 1

, (3.4)
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donde c2 = hc
k . Esta técnica presenta ventajas práticas: reduce el impacto de errores de calibración

absoluta y evita requerimientos de conocimiento preciso sobre fv o E(m)[58]. No obstante, su validez
puede verse comprometida si las longitudes de onda utilizadas están muy separadas o si el hollín
presenta variaciones de composición espectral significativas.

Complementariamente, se puede utilizar la técnica de extinción por línea de visión (Line-of-Sight
Attenuation, LOSA), que evalúa la atenuación de una fuente de luz conocida al atravesar una zona con
hollín, y se basa la ley de Beer–Lambert [59]:

I = I0 · e−
∫

κλ(s)ds (3.5)

Mediante esta medida, es posible estimar la fracción en volumen de hollín fv, y en combinación con
la emisión, realizar una inversión conjunta para obtener tanto fv como T de forma más robusta.

3.2.2. Deconvolución de Onion-Peeling

Todas las técnicas mencionadas anteriormente entregan medidas integradas a lo largo de la línea
de visión. Para recuperar los perfiles locales de temperatura y fracción de hollín en configuraciones
axisimétricas (como las llamas de coflujo), es necesario aplicar técnicas de reconstrucción espacial. La
más utilizada es la transformada inversa de Abel, que permite calcular un perfil radial o propiedad
local f(r) a partir de la proyección medible P (y):

f(r) = − 1
π

∫ R

y

P ′(y)√
y2 − r2

dy (3.6)

El algoritmo más común para implementarla es el llamado onion-peeling, en el que los valores
se reconstruyen iterativamente desde el borde exterior hacia el eje de la llama , como se muestra en
la figura 3.2. Este procedimiento permite obtener campos bidimensionales de temperatura, pero es
altamente sensible al ruido en las señales medidas, especialmente cerca del eje de simetría, donde los
errores pueden amplificarse.
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Figura 3.2: (a) Evaluación de la distribución del coeficiente de absorción espectral dentro de una llama
axisimétrica, y (b) discretización del dominio del problema.

Fuente: Daun 2006 et al.[60]

3.2.3. Técnicas de medición de temperatura fuera de la zona de hollín

La medición de temperatura en llamas de difusión presenta diferentes desafíos dependiendo de
la presencia o ausencia de hollín. Como fue anteriormente mencionado, dentro de la zona de hollín es
posible emplear pirometría de incandescencia de hollín, pero fuera de esta región se requieren métodos
alternativos. En el trabajo de Kempema et al. [8], se seleccionaron cuatro técnicas de termometría con
capacidades complementarias para cubrir distintas regiones del campo:

1. Pirometría de hollín: Basada en la emisión del hollín en la llama, permite estimar la temperatura
local dentro de la zona de formación de partículas. Su principal limitación es que no puede
proporcionar información fuera de la región de hollín.

2. Thin filament pyrometry (TFP): Emplea filamentos delgados insertados en la llama, cuya
radiación incandescente permite medir la temperatura local, pues la radiación incandescente se
correlaciona con la temperatura del gas circundante [61]. Esta técnica es relativamente simple,
pero intrusiva y con resolución espacial limitada.

3. Thermographic phosphor thin filament (TPTF) thermometry: Consiste en recubrir
filamentos delgados con fósforos termográficos, los cuales emiten luminiscencia dependiente de la
temperatura. [62]. Esta técnica permite obtener temperaturas en regiones donde la pirometría de
hollín o TFP no son aplicables, mejorando la sensibilidad fuera de la zona de partículas.

4. Rayleigh structured laser illumination planar imaging (SLIPI): Se basa en la dispersión
elástica de luz láser por las moléculas del gas. Esta técnica permite inferir la temperatura a partir
de la densidad molecular con la ley de los gases ideales. SLIPI es eficaz en zonas libres de hollín
sin la necesidad de introducir sensores físicos [63].

El uso combinado de estas técnicas permite obtener un campo bidimensional de temperatura que
abarca tanto la región con hollín como las zonas sin presencia de este. En particular, la implementación
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de SLIPI y TPTF extiende la capacidad de medición hacia la periferia de la llama, donde los métodos
basados en incandescencia no son efectivos.

Estos diagnósticos avanzados son esenciales para la validación de simulaciones numéricas y para
el desarrollo de metodologías de reconstrucción como la propuesta en esta tesis.

3.2.4. Limitaciones y motivación para métodos alternativos

Estas metodologías ópticas, si bien poderosas, presentan limitaciones considerables. Requieren
equipamiento costoso, procedimientos de calibración exaustivos, sensibilidad al ruido y conocimiento
detallado de propiedades ópticas, cuya incertidumbre afecta directamente los resultados. Además, la
resolución espacial depende de la calidad del proceso de inversión y puede degradarse en zonas con
bajo nivel de emisión o altos gradientes [58]. Por otra parte, su aplicación se ve limitada en ambientes
turbulentos o tridimensionales.

Estos desafíos motivan el desarrollo de enfoques alternativos que permitan reconstruir campos
físicos a partir de información parcial o dispersa, integrando la física y el aprendizaje automático, lo
que ha impulsado el desarrollo de enfoques híbridos como el que se presenta en esta tesis, que combina
Sparse Sensing con redes neuronales informadas por la física.

3.3. Sparse Sensing

Como se menciona en el Capítulo 2, el concepto de Sparse Sensing hace referencia a la disposición
estratégica de sensores en un entorno a estudiar, optimizando así la recolección de datos. En lugar de
recoger un conjunto de mediciones de gran dimensión y luego comprimirlo, también es posible adquirir
mediciones comprimidas y obtener la señal en su totalidad [64]. Al colocar los sensores estratégicamente,
se puede minimizar el número de sensores necesarios sin dejar de captar información esencial sobre el
estado del sistema.

Esto se basa en los principios de medición comprimida o Compressed Sensing, que postula que
un conjunto de señales puede ser comprimida a través de un procedimiento no lineal ψ de tal manera
que x = ψ(xi)i=1,..,n con ψ ∈ Rn×n. Luego, es posible reconstruir completamente las señales a partir
de un número reducido de elementos de dicho conjunto [43]. Siendo x ∈ Rn un vector de n elementos
que representa los datos o señales a estudiar, el sistema lineal se formula de la siguiente manera:

y = Cx (3.7)

donde y ∈ Rs corresponde a las señales en las s ubicaciones óptimas y C ∈ Rs×n mapea la señal en
función de la ubicación de los sensores. Si a ∈ Rs≤n es un vector que indica los modos de la base
que se encuentran activos y se aplica la transformada o base ψ a la Ecuación 3.7, el problema queda
representado por:
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y = CΨas (3.8)

En el contexto de esta investigación, la Ecuación 3.7 relaciona un campo de temperatura x que
requiere ser reconstruido con sólo s mediciones puntuales, que se almacenan en el vector y. Entonces, el
desafío está en encontrar aquellas mediciones que maximizan la información reconstruida, lo cual está
dado por la matriz C. Sin embargo, obtener C no es sencillo debido a que no es invertible pues s≪ n,
lo que produce que el sistema esté mal condicionado y tenga infinitas soluciones.

3.3.1. Descomposición ortogonal propia

La descomposición ortogonal propia (POD) es un procedimiento para extraer una base de un
conjunto de datos, obteniendo una descomposición en modos. Las ventajas de utilizar una POD radican
en sus propiedades matemáticas [13], que la convierten en una descomposición ideal para la compresión
de datos. POD expresa un conjunto de datos de gran dimensión x ∈ R a través de combinaciones
lineales de un pequeño número de modos ψi [11].

xi ≈
q=s∑
k=1

ψkak (3.9)

Siguiendo la metodología propuesta por Manohar et al. (2018) [11], en la Ecuación 3.8 la base Ψ
se trunca con q modos, de tal manera que Ψq ≈ Ψ:

y ≈ CΨqas (3.10)

Para abordar el mal condicionamiento del sistema, se emplea un operador Θ que combina C y
Ψq:

y = (C Ψq)as = Θ · as (3.11)

3.3.2. Sparse Sensing para la reconstrucción

Con un enfoque generalizado para la reconstrucción, se pueden entender los sensores óptimos
como aquellas ubicaciones donde la información debe estar disponible, de modo que se minimice el
error de reconstrucción. Esto significa que si se desea elegir s sensores entre n posiciones candidatas,
existen

(
n
s

)
combinaciones posibles. Estas ubicaciones pueden representar los píxeles de una imagen o

directamente posiciones en un entorno de estudio donde se debe realizar la medición de la propiedad y
en función de estas reconstruir la misma en todo el entorno.

El objetivo de la reconstrucción radica en la recuperación de información desconocida o de difícil
acceso, en función de mediciones puntuales, por lo que no tiene sentido reconstruir propiedades que ya
se encuentran disponibles en su totalidad. Es por esto que el propósito es integrar información conocida
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dentro del conjunto de datos y elaborar una base para el mismo, que permita determinar los sensores
óptimos. Con dicha información se podrán llevar a cabo mediciones en entornos similares al conjunto
de datos, que no se encuentren dentro de el y del cual no exista información completa, y aplicar la
metodología de reconstrucción.

De este modo se provee de una técnica de menor costo que posibilita la reproducción de
información a la que no se tenía certez. Volviendo a la Ecuación 3.9, si X ∈ Rn×m representa la data,
xi ∈ Rn es uno de los m elementos de X, entonces la base ψi sólo corresponde a un elemento del
conjunto de datos. Por consiguiente la representación del conjunto de datos completo se muestra a
continuación:

X = Ψ · as (3.12)

Se requiere entonces de un conjunto de entrenamiento que se adapte a un problema en específico.
En la Figura 3.3, si X es una base de datos de rostros como el ejemplo de las Eigenfaces, xi puede ser la
imagen de una cara [64]. Para esta investigación X representará un conjunto de campos de temperatura
de diferentes llamas laminares de difusión.

=X x1 xmx2
...

(n × m)

x3

Figura 3.3: Conjunto de datos X

3.3.3. Descomposición SVD

Existen diferentes métodos para la transformación y compresión del conjunto de datos X, en
este caso se hará uso de la descomposición en valores singular (SVD), que es de las más importan-
tes en la era computacional, lo que la convierte en una herramienta esencial para el Data-Driven
[64]. La SVD consiste en una generalización de la transformada de Fourier (FFT), y su idea princi-
pal es descomponer una matriz rectangular en 3 matrices: 2 matrices ortogonales y 1 matriz diagonal [65].
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X Ψ Σ V T

(n×m) (n× n) (n×m)
(m×m)

σ1

σm

. . .

0

0= · ·

Figura 3.4: Representación Descomposición SVD.

Como se muestra en Figura 3.4, la matriz Σ contiene en su diagonal los valores singulares
o propios de la matriz X, los cuales son no negativos y decrecientes. En cambio las columnas de
las matrices ortogonales U y V T son llamados vectores singulares o propios, izquierdo y derecho
respectivamente [66]. Tanto las columnas de U y V T constituyen bases ortonormales, pese a ello la
base U se utiliza para entender y trabajar con las filas de X, pues las filas de X pueden expresarse
como combinaciones lineales de las columnas de U .

Luego, Ψ en la Ecuación 3.12 es la matriz U de la descomposición anterior. Aplicando el
truncamiento con q modos se obtiene que X ≈ X̂ = Uq aq:

X Ψq Σq V T

(n×m) (n× q)
(m×m) (m×m)

≈ · ·

Figura 3.5: Representación Descomposición SVD truncada.

X = ΨΣV T ≈ ΨqΣqV T
q (3.13)

Entonces con y ≈ ŷ, el sistema lineal para el SS, si q = s es:

ŷ = CΨqaq = Θaq (3.14)

3.3.4. Factorización QR

El desafío que enfrenta el Sparse Sensor Placement es la elección óptima de sensores, de tal manera
que se ubique la menor cantidad de sensores, minimizando el error de reconstrucción. Es por esto que se
hacen uso de herramientas de descomposición que reduzcan el costo de evaluar todas las combinaciones
posibles. La metodología propuesta por Manohar, et al.en [67] hace uso de la factorización QR como
método de selección, basado en aplicaciones anteriores en problemas de mínimos cuadrados [68, 69] y
ubicación de sensores [70].
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La factorización QR es una base POD basada en datos para seleccionar los mejores y menos
lugares de medición para la reconstrucción, superando el rendimiento de los sensores aleatorios. La
factorización de una matriz A de orden n×m se presenta de la siguiente forma:

AT P = Q R (3.15)

donde las matrices Q y R tiene un orden de n × n, y R es una matriz triangular superior. La
matriz de permutación P , permuta las columnas de AT tal que las primeras q columnas de R sean
linealmente independientes, esto significa que la factorización no es única, ya que pueden existir múltiples
combinaciones de linealmente independientes.

La aplicación de la factorización en el contexto del SS está relacionada con la resolución del
sistema lineal 3.14, específicamente en el cálculo de Ψq ·C, pues a partir de dicha operación es posible
encontrar Θ. Dado que C contiene los sensores a ubicar y no existe una única manera seleccionar
los sensores, es posible relacionar la matriz CT con la matriz de permutación P de la factorización
QR.

ΨT
q CT = Q R (3.16)

Ψq

ΨT
q ·CT = QR

y
Measurements

=

C
Linear Operator

Ψq
Basis matrix

aq
Coefficients

× ×

Figura 3.6: Metodología de selección de sensores.

La matriz CT debe ser construida de tal forma que el sistema esté bien condicionado. CT debe
ser “incoherente” respecto a ΨT

q , esto significa que las filas de CT no deberían estar correlacionadas
con las columnas de ΨT

q . La estrategia para pivotear y realizar la factorización QR en el Sparse Sensors
es la propuesta en [71], que en síntesis establece una selección de aquellas columnas de ΨT

q que tengan
la norma-2 máxima iniciando con R = ΨT

q .

s
(k)
i = ∥Rk:m,i∥2, i = 1, ..., n (3.17)

Para cada iteración k se busca argmax(s(k)). Como se evidencia en la Figura 3.6, es posible
encontrar la matriz de mapeo C y así encontrar Θ = C Ψq. Resolviendo el sistema de ecuaciones 3.14
obtenemos aq. Finalmente xrecon es la reconstrucción requerida:

xrecon = Ψq · aq (3.18)
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3.4. Redes Neuronales

En las últimas décadas, el aprendizaje automático ha emergido como una herramienta pode-
rosa para el análisis y modelado de sistemas complejos, con aplicaciones en visión por computador,
procesamiento de señales, finanzas, ciencias físicas e ingeniería. Dentro de esta familia de técnicas,
las redes neuronales artificiales (ANNs) y sus variantes modernas han cobrado protagonismo por
su capacidad para aproximar funciones no lineales, aprender representaciones jerárquicas de datos,
y adaptarse a contextos donde las relaciones explícitas son difíciles de modelar mediante métodos
tradicionales [51].

Las redes neuronales permiten aprender relaciones funcionales a partir de datos, sin requerir
una especificación previa de la forma de la solución. Esto las hace especialmente útiles en contextos
donde los datos disponibles son ruidosos, escasos o costosos de obtener. Sin embargo, esto también
puede conducir a un sobreajuste (overfitting) o soluciones físicamente inconsistentes. Para abordar
esta limitación, se han desarrollado enfoques híbridos que combinan el aprendizaje automático con
conocimiento físico, como las redes neuronales informadas por la física (PINNs), utilizadas en este
trabajo.

A continuación se describen los fundamentos de las redes neuronales artificiales, su formulación
matemática, y posteriormente el marco teórico que sustenta a las PINNs como herramienta para resolver
ecuaciones diferenciales parciales mediante aprendizaje automático.

3.4.1. Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales son modelos computacionales inspirados en la estructura del
sistema nervioso, ampliamente utilizados para la aproximación de funciones no lineales complejas.
Basadas en la estructura y funcionamiento de las neuronas biológicas, las ANNs están compuestas
por unidades llamadas neuronas, organizadas en capas (de entrada, ocultas y de salida) y conectadas
entre sí mediante pesos ajustables. Cada neurona realiza una transformación que combina los datos
de entrada con un conjunto de parámetros (pesos y sesgos), seguida de una función de activación no
lineal:

a
(l)
j = σ

(∑
i

w
(l)
ji a

(l−1)
i + b

(l)
j

)
(3.19)

donde a(l)
j representa la activación de la neurona j en la capa l, w(l)

ji los pesos desde la capa anterior, b(l)
j

un sesgo aditivo, y σ(·) una función de activación no lineal, como ReLU, tanh o sigmoide [51].

Durante el entrenamiento de una ANN, el objetivo es minimizar una función de pérdida L, que
cuantifica el error entre la predicción de la red ŷ y los datos observados y. Esto se logra mediante
técnicas de optimización como el descenso de gradiente:
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θ∗ = arg mı́n
θ
L(y, ŷ) (3.20)

donde θ representa el conjunto de todos los pesos y sesgos de la red. El algoritmo de entrenamiento
más común es backpropagation, junto con métodos avanzados como Adam, una variante del descenso de
gradiente estocástico que adapta dinámicamente la tasa de aprendizaje para cada parámetro [72].

El uso de redes neuronales se sustenta teóricamente en el teorema de aproximación universal [73,
74], que establece que una red con una sola capa oculta y suficientes neuronas puede aproximar cualquier
función continua en un dominio compacto. Sin embargo, las redes profundas (con múltiples capas
ocultas) permiten representar funciones altamente complejas de forma más eficiente, lo que ha impulsado
el auge del deep learning en numerosos campos científicos e ingenieriles.

En años recientes, las ANNs han mostrado un enorme potencial para modelar fenómenos físicos,
especialmente cuando se integran con conocimientos previos en forma de restricciones físicas. Esta idea
ha dado lugar al desarrollo de arquitecturas híbridas, como las redes neuronales informadas por la física
(PINNs), que se exploran en la siguiente sección.

3.4.2. Redes neuronales informadas por la física

Las PINNs constituyen un paradigma emergente dentro del machine learning aplicado al ámbito
científico. A diferencia de las redes neuronales tradicionales, que se entrenan exclusivamente con datos,
las PINNs integran directamente las leyes físicas del sistema, normalmente en forma de EDPs, dentro
del proceso de entrenamiento. Esta formulación híbrida permite que el modelo no solo se ajuste a los
datos disponibles, sino que también satisfaga las restricciones físicas impuestas por el problema, lo que
resulta especialmente valioso en contextos con datos escasos o ruidosos.

Este enfoque fue introducido formalmente por Raissi et al. [53], y desde entonces ha sido aplicado
con éxito en áreas como dinámica de fluidos, transferencia de calor, electromagnetismo, acústica y
modelado de materiales [21, 75]. El principio fundamental consiste en entrenar una red neuronal uθ(x),
parametrizada por θ, para aproximar la solución de una EDP del tipo:

N [u(x)] = 0, x ∈ Ω (3.21)

donde N es un operador diferencial que representa la física del sistema y Ω es el dominio espacial
o espacio-temporal.

A diferencia de métodos clásicos, las PINNs no requieren una discretización explícita del dominio.
En su lugar, utilizan diferenciación automática (AD) para evaluar derivadas de la red neuronal
respecto a sus entradas. Esta técnica permite calcular los residuos de la ecuación diferencial en cualquier
punto del dominio sin errores de discretización, lo cual representa una ventaja frente a métodos
numéricos tradicionales [76].

La función de pérdida total de una PINN suele estar compuesta por la suma ponderada de
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distintos términos:

Ltotal = λdataLdata + λEDPLEDP + λbcLbc (3.22)

donde:

Ldata: mide el error sobre los datos conocidos (experimentales o simulados).

LEDP: evalúa el residuo de la ecuación física evaluada en el dominio.

Lbc: penaliza el error sobre las condiciones de borde o iniciales.

Esta estructura permite que el modelo aprenda tanto de los datos como del conocimiento físico,
actuando como un solucionador aproximado que generaliza más allá de los puntos observados. Gracias a
esta capacidad, las PINNs se han convertido en una herramienta prometedora para resolver problemas
inversos, inferencia de parámetros, o la reconstrucción de campos físicos en dominios complejos.

3.4.3. Ecuaciones físicas consideradas

En esta tesis, las PINNs se utilizan para estimar el campo de velocidad a partir de un campo de
temperatura reconstruido. Las ecuaciones empleadas corresponden a simplificaciones de las ecuaciones
de conservación en régimen estacionario:

Conservación de masa (flujo incompresible):

∇ · u⃗ = 0

Conservación de momentum (Navier-Stokes):

ρu⃗ · ∇u⃗ = −∇pµ∇2u⃗

ρ (u · ∇) u = −∇p+ µ∇2u (3.23)

Conservación de energía:

∇ · (k∇T ) = ρcpu⃗ · ∇T

Aunque la temperatura no se resuelve directamente por PINNs en este caso, sí es utilizada
como entrada auxiliar, integrando información experimental reconstruida mediante técnicas de sparse
sensing.

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 21



3.4. REDES NEURONALES CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO

3.4.4. Aplicaciones y desafíos

Las PINNs han demostrado ser una herramienta prometedora en una amplia gama de aplicaciones
en ciencias e ingeniería. Su capacidad para incorporar leyes físicas como restricciones en la función de
pérdida las hace particularmente atractivas en dominios donde las mediciones directas son limitadas o
intrusivas, como en combustión, dinámica de fluidos o transferencia de calor [53, 21, 22].

En dinámica de fluidos, las PINNs han sido utilizadas para resolver flujos laminares y turbu-
lentos [23], o para reconstruir campos de velocidad a partir de datos incompletos de velocimetría
por imágenes de partículas (PIV) [77, 75, 24], demostrando su flexibilidad frente a distintos tipos de
ecuaciones diferenciales.

Una ventaja clave de las PINNs es su capacidad para trabajar con datos dispersos o incompletos,
compensando la falta de información empírica mediante el conocimiento físico del sistema. Esto resulta
altamente relevante en escenarios experimentales, donde las restricciones instrumentales, térmicas u
ópticas impiden un acceso directo a todas las variables de interés. Por ejemplo, en llamas laminares, el
uso de sensores invasivos se ve limitado, lo que restringe la obtención de campos como la velocidad o la
concentración de especies. En estos casos, el uso de PINNs combinado con estrategias de reconstrucción y
selección óptima de sensores permite recuperar dichos campos a partir de información parcial [24].

Además de resolver problemas directos, las PINNs han demostrado gran potencial en formulacio-
nes inversas, donde se busca estimar parámetros físicos desconocidos o condiciones de contorno a partir
de datos observados de forma parcial. En estos casos, la red no solo ajusta sus salidas a observaciones
disponibles, sino que también debe cumplir con las ecuaciones diferenciales que modelan el fenómeno,
lo que permite inferir propiedades no observables directamente. Por ejemplo, Meng et al.[78] y Zhu et
al.[79] aplicaron PINNs para recuperar parámetros de transporte y condiciones internas en ecuaciones
gobernantes.

Sin embargo, a pesar de sus ventajas conceptuales, las PINNs enfrentan desafíos importantes. El
entrenamiento puede ser costoso computacionalmente, especialmente en dominios tridimensionales o con
geometrías complejas. También existe una sensibilidad significativa a la elección de hiperparámetros y a la
escala relativa entre los términos de la función de pérdida, lo que puede resultar en un desequilibrio entre
los términos físicos y los términos de datos [80]. Esto puede llevar a soluciones que cumplen parcialmente
las ecuaciones diferenciales pero no se ajustan bien a los datos experimentales, o viceversa.

Para abordar estas limitaciones, se han propuesto diversas extensiones al marco original de
PINNs:

XPINNs: Dividen el dominio en subregiones, entrenando redes locales de manera paralela, para
mejorar la escalabilidad y capturar mejor los fenómenos locales [81]

fPINNs: Incorporan esquemas explícitos de integración temporal, permitiendo una mejor estabili-
dad numérica en problemas transitorios [82].

Adaptive PINNs: Ajustan dinámicamente los pesos relativos λi entre los términos de la función
de pérdida durante el entrenamiento, promoviendo un aprendizaje más equilibrado [80].
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Estos avances evidencian el papel creciente de las PINNs como una herramienta flexible y robusta
en la modelación de fenómenos físicos complejos, especialmente cuando se combinan con técnicas de
reducción de orden, reconstrucción y aprendizaje supervisado e inverso.
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4 | Metodología
La metodología desarrollada en este trabajo combina estrategias de Sparse Sensing (PINNs)

para la reconstrucción de campos de temperatura y velocidad en llamas de difusión axisimétricas. El
procedimiento completo consta de cinco etapas principales:

1. Generación de un conjunto de datos de referencia basado en simulaciones de llamas laminares.

2. Aumento y preprocesamiento del conjunto de datos para ampliar su representatividad.

3. Selección óptima de sensores considerando restricciones físicas y experimentales.

4. Reconstrucción del campo de temperatura a partir de mediciones dispersas.

5. Estimación del campo de velocidad mediante el entrenamiento de PINNs.

1

Simulaciones
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r
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na
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Quemador Combustible
Yale Etileno 32 %-N2 68 %
Yale Etileno 40 %-N2 60 %
Yale Etileno 60 %-N2 40 %
Gulder Etileno
Gulder Jet A1
Gulder Etileno
D’Anna Shell D

T
es

te
o Yale Etileno 80 %-N2 20 %

Santoro Etileno

Aumentation de la data

2
Variaciones en la altura y distribución del hollín

Rescalado de la altura y temperatura del hollín

1) 2) 3)

...

3

Sparse Sensing

...

}
Dataset

Ψ1

...

Modos

}
SVD

Pivoteo QR: Selection de Sensores

0 0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗





k

R =

max∥R:,k∥2

Mediciones de termocuplas

4 5

Recontrucción

Temperatura

El campo de temperatu-
ra reconstruído es usado
como data en el entrena-

miento de la PINN (Ldata)

PINN: Función de Pérdida (L)

L = Ldata + LPDE + LBoundary Conditions

• Ldata = ∥TNN − TSS∥ + ∥u∗NN − u∗z∥

• LPDE = LEnergy + LContinuity + LMomentum

Velocidad

Figura 4.1: Esquema de la metodología SSPINNs

En las siguientes secciones se describe detalladamente cada etapa de la metodología, desde la
construcción de la base de datos hasta la validación numérica de los resultados.
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4.1. Generación de datos

Siguiendo la técnica del SS, la matrizX debe contener el conjunto de datos relacionado al objetivo
de la investigación. En esta instancia, la data-base estará compuesta por campos de temperatura de
llamas laminares de difusión, por ende se tendrán m campos de n píxeles o posiciones. Como se ve en
la Figura 4.2, cada llama es un campo bidimensional de tamaño ny × nx que se representa como un
vector de tamaño n.

=X
x1 xmx2 ...

(n × m)

(ny × nx)

x1 x2 xm

...

Figura 4.2: Conjunto de datos

El objetivo es que el conjunto sea representativo de la propiedad que se desea reconstruir. Para
obtener las llamas que van a formar parte de la base de datos, se utilizarán campos de temperatura de
llamas simuladas de diferentes quemadores y combustibles, teniendo así un amplio conjunto de datos
que sea capaz de captar las características del sistema, extendiendo la capacidad de reconstrucción del
método.

Si se pretende utilizar un conjunto de datos limitado, no será necesario incurrir en una gran
cantidad de simulaciones numéricas, que pueden ser costosas computacionalmente si no se tienen el
equipamiento adecuado, sin embargo se restringirá la capacidad de reconstrucción y por lo tanto la
aplicación del SS perdería sentido. Es primordial que el conjunto de datos sea lo más variado posible
para así generalizar su aplicación, sin dejar de tener en cueta los costos que esto puede conllevar.
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4.1.1. Llamas simuladas

La simulación numérica de los campos de temperatura de las llamas se obtuvieron con el código
CoFlame, el cual es un código en FORTRAN 2 que puede modelar llamas laminares axisimétricas de
difusión de forma radial y axial, resolviendo los modelos de formación de hollín, velocidad, temperatura,
conservación de especies, entre otras ecuaciones [83].

Esto permite simular llamas de refererencia de diferentes combustibles y quemadores, con
diferentes ratios de equivalencia entre combustible y aire. En la Tabla 4.1 se muestran las llamas que
serán utilizadas como base para el conjunto de datos.

Tabla 4.1: Flame conditions for training (first 7) and testing dataset (last 2).

T
ra

in

Burner Fuel Vox (cm/s) Vfuel (cm/s) Ref

Yale Ethylene 32 % - N2 68 % 35.00 35.00 [84]
Yale Ethylene 40 % - N2 60 % 35.00 35.00 [84]
Yale Ethylene 60 % - N2 40 % 35.00 35.00 [84]

Gülder Ethylene 61.26 3.47 [85]
Gülder Jet A1 54.78 10.98 [86]
D’Anna Ethylene 30.93 9.45 [87]
Gülder Shell D 84.10 12.11 [88]

T
es

t Yale Ethylene 80 % - N2 20 % 35.00 35.00 [84]
Santoro Ethylene 8.90 3.80 [56]

Con el procedimiento de la Subsección 4.1.2 es posible obtener multiples campos de temperatura
desde cada una de las llamas de referencia lo que incrementa sintéticamente el tamaño del conjunto de
datos, sin necesidad de realizar demasiadas simulaciones.

El aumento sintético permite que la metodología generalice su desempeño ante variaciones
geométricas y térmicas sin necesidad de ejecutar un gran número de simulaciones. Cada llama base
genera múltiples realizaciones mediante perturbaciones controladas de su temperatura máxima, escalado
relativo y altura, evitando exceder los límites físicos. Este enfoque genera una base de datos lo
suficientemente variada como para entrenar y validar la estrategia de Sparse Sensing y, posteriormente,
el modelo PINN.

4.1.2. Aumento del conjunto de datos

Por las razones mencionadas al inicio de esta sección, tener un conjunto de datos amplio y
variado es de suma importancia para el éxito de la metodología. Para evitar la simulación de un gran
número de llamas, se aumentará la data a través de la métodología propuesta en [89, 90], donde se

2Lenguaje de programación
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toma un conjunto de llamas de referencia base que luego son procesadas para obtener campos con
variaciones estadísticas para su geometría y valores de referencia para temperatura.

Las variaciones utilizadas para la temperatura se obtienen con las ecuaciones a continuación,
donde Ts corresponde a un vector de temperaturas de tamaño n. Cada función depende de el vector Ts

en la iteración anterior.

Ts1 = Tmin · (1 + ρ) · Ts

max(Ts) (4.1)

Ts2 = Ts − 273 · Ts ·
ln(ρ)

max(Ts) (4.2)

Ts3 = Ts ·
eρ

max(Ts) (4.3)

donde ρ es un número random ∈ [0, 1] y Tmin = 1850K. Dependiendo del valor de ρ, Ts se calculará con
una de las ecuaciones de 4.3, evitando que se supere una Tmax = 2200K. Por otra parte las variaciones
geométricas están dadas por alteraciones en la altura de la llama que modifican el campo de temperatura
de la misma. A su vez, estas alteraciones modifican la ubicación de la zona de hollín de cada llama, lo
que será importante para las restricciones detalladas en Sección 4.2.

El preprocesamiento de la data será fundamental en este caso, debido a la diferencia de tamaño
entre los quemadores, por lo que es necesario que el conjunto de datos sea rescalado y normaliza-
do [91].

4.2. Reconstrucción mediante SS

4.2.1. Formulación general del problema

Debido a las dificultades que supone la colocación de termocuplas en el sistema, es esencial
restringir la selección de sensores de modo que sea posible realizar mediciones experimentales que validen
la metodología. Asimismo, como ya fue mencionado, se requiere que la mayor cantidad de sensores
óptimos se encuentren ubicados en la zona de máximo hollín de la llama que se desea reconstruir, de
modo que sólo deban ejecutarse algunas mediciones con termocuplas.

4.2.2. Restricciones de ubicación

En el contexto de este trabajo es a lo menos importante evaluar este aspecto, ya que para llevar a
la práctica la metodología se deben realizar mediciones experimentales. La toma mediciones en regiones
donde no se tienen las técnicas adecuadas para hacerlo puede incurrir en un error que por consiguiente
aumentará el error de reconstrucción.
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La incorporación de restricciones a la metodología, no implica necesariamente un efecto negativo
en la búsqueda de la optimalidad, que pueda llegar a arriesguar el proceso de reconstrucción. Esto se
debe a que la naturaleza del problema admite infinitas soluciones, y se está buscando conseguir la mejor
reconstrucción posible a partir de una cantidad limitada y establecida de sensores, en comparación al
universo total. Si bien una restricción incrementa el error de reconstrucción, pues impide que un sensor
“necesario” se ubique, la colocación de sensores adicionales puede ayudar a mejorar esta situación,
evitando así ubicar sensores en zonas poco convenientes.

Se estudiaron 4 tipos de restricciones para la ubicación de los sensores, cada una afectando a
la Ecuación 3.17 en la factorización QR, donde l es el sensor seleccionado en cada iteración k, de un
total de p sensores que van a seleccionarse. Un esquema básico para representar esta metodología es el
siguiente:

Algorithm 1 QR
1: R← Ψq

2: for k = 1, 2, . . . p do
3: s← ∥R∥2

4: s← CONSTRAINT (s)
5: l← argmax(s)
6: ...

7: end for

Los casos a estudiar son (i) Costo por ubicación, (ii) Región restringida, (iii) Ubicaciones
Predeterminadas y (iv) Distancia entre sensores. Las 3 primeras están implementadas en la
librería "Pysensors", que se basan en la propuesta de Karnik et al. [16] y Clark et al. [92], mientras para
(iv) que se presentará un enfoque de solución. A continuación se explican cada una de estas:

Restricción de costos

La descomposición QR se adapta, agregando una función de costos que condicione la elección de
un sensor, haciendo que su posición sea inaccesible, debido a que posee un costo infinito [92]. Para ello
se tiene un vector η ∈ Rn, que asocia un costo a cada posición i = 1, ..., n. El vector s(k) entonces está
dado por:

s
(k)
i = ∥Rk:m,i∥2 − ηi, i = 1, ..., n (4.4)

De este modo, se castiga la elección de un sensor óptimo en una posición no deseada. Esto puede
implementarse en posiciones específicas donde sea imposible admitir la colocación de un sensor, como
por ejemplo en regiones cercanas a la boquilla del quemador de una llama.

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 28



4.2. RECONSTRUCCIÓN MEDIANTE SS CAPÍTULO 4. METODOLOGÍA

Algorithm 2 QR: Cost Constraint
1: R← Ψq

2: for k = 1, 2, . . . p do
3: s← ∥R∥2 − η
4: l← argmax(s)
5: ...

6: end for

Región restringida

Al igual que en el caso anterior, esta restricción permite seleccionar una región donde se limite
la colocación de sensores. No obstante, bajo esta nueva restricción se permitirá un máximo de sensores
dentro de la región limitada, lo cual es especialmente útil cuando se necesita que la mayor cantidad de
sensores se establezcan en una zona específica y un par de ellos estén fuera de dicha región, como es el
objetivo de esta propuesta.

Sea γ una lista de ubicaciones que representan una región o zona a evitar, y r la cantidad
máxima de sensores que puedan colocarse en dicha región. En cada k iteración, se verifica la lista de
sensores ya escogidos, utilizando un contador count para determinar la cantidad de sensores de γ que
se encuentren en dicha lista:

Algorithm 3 QR: Region Constraint
1: R← Ψq

2: for k = 1, 2, . . . p do
3: s← ∥R∥2

4: if count ≥ r then
5: s[γ] = 0
6: end if
7: l← argmax(s)
8: ...

9: end for

El condicional en este algoritmo evita que se ubiquen más sensores de los permitidos en la región
restringida, penalizando el vector s en esas posiciones, sin embargo si de por sí la zona γ no es óptima,
no se ubicarán sensores ahí. Dicho esto, se tiene la siguiente opción donde ahora r es la cantidad exacta
de sensores que puden ubicarse en γ.
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Algorithm 4 QR: Region Constraint
1: R← Ψq

2: for k = 1, 2, . . . , p do
3: s← ∥R∥2

4: if count < r and p > k ≥ (p − (r − γ))
then

5: s [! = γ] = 0
6: end if
7: l← arg máx(s)
8: ...

9: end for

En este caso si finalizando las iteraciones aun no se ubican los r ∈ γ sensores requeridos,
se penaliza a las posiciones fueras de γ generando que los r − count sensores a seleccionar sean
obligatoriamente parte de γ.

Sensores Predeterminados

En este caso γ es una lista de ubicaciones que se desea que formen parte del conjunto seleccionado
y c la cantidad mínima de sensores en γ que se deben seleccionar. Análogo al caso anterior se utiliza un
contador count para determinar la cantidad de sensores de γ que hayan sido escogidos. Luego, desde
la iteración k = p− c, si la cantidad de sensores predeterminados seleccionados count no supera la
cantidad de sensores predeterminados que desean activarse, se inhabilita la elección de sensores que se
encuentren fuera de γ. El procedimiento se detalla a continuación:

Algorithm 5 QR: Predetermined Sensors
1: R← Ψq

2: for k = 1, 2, . . . p do
3: s← ∥R∥2

4: if k ≥ p− c and count < c then
5: s[! = γ] = 0
6: end if
7: l← argmax(s)
8: ...

9: end for

A fin de cuentas esta restricción fuerza una elección dentro de γ, impidiendo que se ubiquen
sensores en las demás posiciones posibles.
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Distancia entre sensores

Se tiene que d es la distancia mínima que debe existir entre sensores. Por otra parte del conjunto
P guarda a los sensores que se van eligiendo en cada iteración:

Algorithm 6 QR: Distance
1: R← Ψq

2: for k = 1, 2, . . . p do
3: s← ∥R∥2

4: if ∥i− P[:]∥2 < d then
5: s[i] = 0
6: end if
7: l← argmax(s)
8: ...

9: end for

La condición evita que se ubiquen sensores a una distancia menor a d de otro sensor ya posicionado.
Si bien esta restricción es sencilla de comprender, tiene dificultades en su implementación, puesto
que se debe asegurar que el siguiente sensor óptimo no sea parte de la vecindad de alguno de los
sensores ya seleccionados. Esto implica hacer comparaciones con cada uno de estos, lo que es costoso
computacionalmente y requiere de iteraciones adicionales dentro de cada iteración k.

Por otra parte las n posiciones posibles forman parte de una matriz de nx×ny, esto quiere decir
que hay un sistema de coordenadas asociado a i = 1, ..., n, en 2 dimensiones para esta situación. Para
solucionar esto, se construyó el siguiente arregló matricial:

(ny × nx)

1 1 1...

1 1 1 1...

...

1 1

1

1 1

...

...

...

1

...

0 0 1 1...

1 1 1 1...

...

0 0

1

1

...

...

...

1

...

0 0 1 1...

0 0 0 1...

...

0 0

1

0 0

...

...

...

1

...

1

1

k = 1 k = 2 k = 3

Figura 4.3: Representación matricial de la disponibilidad de sensores

Seleccionando el primero sensor, se le otorga un valor de 0 a la posición que representa en el
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arreglo matricial, y a su veecindad. En la Figura 4.3, la posición (0, 0) está marcada como un sensor
óptimo, de este modo la matriz de disponibilidades en la siguiente iteración se modifica, marcando
como 0 a dicha posición y su vecindad. Lo mismo sucede en la iteración k = 2. En este caso la distancia
de separación d corresponde a 1 posición.

Es visible que esta condición es bastante útil pues, desde el punto de vista experimental, existe
una complejidad asociada a realizar mediciones en posiciones tan cercanas entre sí, especialmente con
el uso de herramientas con las termocuplas.

Con los antecedentes necesarios ya es posible establecer por completo la estructura de esta
investigación. Ahora, con el propósito de definir la validación de la aplicación del SS en el contexto de
los campos de temperatura en llamas laminares de difusión, es fundamental tener una metodologia que
pueda asegurar la eficacia de su aplicación.

Una vez determinada la ubicación óptima de sensores bajo las restricciones descritas, la estrategia
de Sparse Sensing permite reconstruir el campo de temperatura completo mediante la combinación
de mediciones puntuales y la aproximación de bajo rango obtenida con la descomposición SVD. Estos
campos reconstruidos constituyen la entrada para la etapa posterior, en la que se utilizan PINNs para
inferir el campo de velocidad, tal como se describirá a continuación.

4.3. Aplicación de PINNs para la recuperación de la veloci-
dad

Una vez reconstruido el campo de temperatura mediante SS, se emplea una red neuronal
informada por la física para estimar el campo de velocidad bidimensional (v(r, z), u(r, z)), donde v y
u representan las componentes radial y axial de la velocidad, respectivamente. Este enfoque permite
predecir la dinámica del flujo sin necesidad de disponer de un conjunto completo de datos de velocidad,
utilizando en su lugar la temperatura reconstruida y la física del sistema como principales fuentes de
información.

4.3.1. Formulación del problema físico

Se considera una llama laminar axisimétrica en estado estacionario, descrita en coordenadas
cilíndricas (r, z). Bajo este marco, el campo de velocidad (v, u) se relaciona con el campo de temperatura
T (r, z) a través de las ecuaciones de conservación de masa, cantidad de movimiento y energía:

Ecuación de continuidad:

1
r

∂

∂r
(rρv) + ∂

∂z
(ρu) = 0 (4.5)

Ecuaciones de cantidad de movimiento:
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Ecuación de energía (con T = TSS):

(
v
∂T

∂r
+ u

∂T

∂z

)
= 1
α

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+ ∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
(4.8)

donde ν(T ) = µ(T )/ρ(T ) es la viscosidad cinemática y α(T ) = k(T )/(ρ(T )cp(T )) la difusividad térmica.
Se define k como la conductividad térmica, cp como el calor específico y ρ como la densidad. Estas
propiedades se consideran dependientes de la temperatura local, la cual es predicha por la PINN durante
el entrenamiento, y se compara con la temperatura reconstruida por SS.

Estas ecuaciones constituyen el sistema físico que la PINN debe satisfacer durante su entre-
namiento. La red neuronal se entrena de modo que las soluciones propuestas para v y u respeten
estas relaciones en todo el dominio, aprovechando el campo de temperatura TSS(r, z) previamente
reconstruido con Sparse Sensing.

Cálculo de parámetros físicos dependientes de la temperatura

En cada epoch de entrenamiento, la PINN predice el campo de temperatura Tθ(r, z) en los
collocation points. A partir de este campo, se calculan las propiedades físicas requeridas:

ρ(T ) = p ·W
R · T

µ(T ) = (T/300)0.7 · 1.835 · 10−5

k(T ) = µ(T ) · cp/Pr

cp(T ) ≈ cp0 = 1300

(4.9)

donde p es la presión, W el peso molecular de la mezcla, R la constante de gases, y Pr el número
de Prandtl. De esta forma, tanto ν(T ) como α(T ) se actualizan dinámicamente con la predicción de
la red, capturando la dependencia de las propiedades del flujo con la temperatura, lo que mejora la
consistencia física del entrenamiento de la PINN. Estas relaciones se fundamentan en investigaciones
previas que emplearon PINNs para recuperar propiedades físicas en flujos a altas temperaturas como
Liu et al. y Cai et al. [23, 22].
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Este enfoque permite que la PINN aprenda no solo el campo de velocidad, sino también la
influencia de la variación de propiedades físicas con la temperatura, aun cuando no se disponga de
mediciones experimentales directas de velocidad.

4.3.2. Normalización de las ecuaciones

Para el entrenamiento de la PINN se emplearon ecuaciones adimensionales, donde las variables
de velocidad, presión y temperatura se escalaron mediante: la velocidad característica vc, la longitud
característica lc, la presión característica pc y temperatura característica Tc, según la formulación
propuesta por McAllister et al. [93]:

v = v

vc
, u = u

vc
, r = r

lc
, z = z

lc
, T = T

Tc
, p = p

pc
,

Ecuación de continuidad:

1
r

∂

∂r
(ρ r v) + ∂

∂z
(ρ u) = 0 (4.10)

Ecuación de cantidad de movimiento (radial):
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Ecuación de cantidad de movimiento (axial):

v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂z
− g lc

v2
c

− µ

ρvclcr

∂

∂r

(
r
∂u

∂r
+ r

∂v

∂z

)
− 2µ
ρvclc

∂2u

∂z2 + 2µ
3 ρvclc

∂

∂z

(
1
r

∂

∂r
(r v) + ∂u

∂z

)
+ lc
pcρv2

c

∂p

∂z
= 0 (4.12)

Ecuación de energía:

v · vc
∂T

∂r
+ u · vc

∂T

∂z
− k

ρcplcr

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
− k

ρcplc

(
∂2T

∂z2

)
= 0 (4.13)

4.3.3. Estructura de la red neuronal y funciones de pérdida

La red neuronal utilizada en este trabajo recibe como entrada las coordenadas espaciales (r, z)
y entrega como salida las componentes de velocidad (v(r, z), u(r, z)). Esta posee una arquitectura
fully-connected feedforward profunda, donde cada capa está formada por un conjunto de neuronas
interconectadas con la capa anterior y la siguiente. En este caso se empleó una estructura con 5 capas
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ocultas de 50 neuronas cada una, la cual se obtuvo de un análisis iterativo en donde se testearon
distintas configuraciones.

Cada neurona aplica una transformación lineal seguida de una función de activación no lineal,
lo cual permite a la red aproximar funciones altamente complejas. En términos generales, la salida de
la neurona j en la capa l se calcula como en la Ecuación 3.19.

Funciones de Activación

Las funciones de activación son esenciales para introducir no linealidad en la red, ya que sin ellas
el modelo se comportaría como una combinación lineal de las entradas, sin capacidad para representar
fenómenos complejos [51]. Existen múltiples funciones de activación empleadas en redes neuronales,
siendo algunas de las más utilizadas:

Sigmoide: σ(x) = 1
1+e−x , acota la salida entre 0 y 1. Es útil en problemas de clasificación pero

susceptible a saturación.

Tanh: tanh(x). Produce salidas en [−1, 1] y es frecuente en PINNs por su suavidad y derivadas
continuas.

ReLU (Rectified Linear Unit): máx(0, x). Ampliamente usada en deep learning por su
simplicidad y mitigación parcial del gradiente desvanecido.

Exp: σ(x) = ex. Utilizada para modelar comportamientos crecientes o con fuertes gradientes.

En este trabajo se evaluaron varias funciones de activación, incluyendo tanh, ReLU, exponencial

y sigmoide, con el fin de analizar su influencia en la reconstrucción de los campos de velocidad. Si bien
tanh suele ser la elección por defecto en PINNs, la función exponencial mostró ventajas al representar
el campo de temperatura y sus gradientes, por lo que se utilizó un enfoque combinado donde se empleó
una función de activación exponencial para la predicción de T y tanh para lo demás.

Entradas y salidas de la red:

En general, la red posee la siguiente estructura:

(r, z) −→ (uθ(r, z), vθ(r, z), Tθ(r, z)) (4.14)

donde θ representa el conjunto de parámetros (pesos y sesgos) de la red. Las derivadas necesarias para
evaluar los residuos de las ecuaciones diferenciales se obtienen mediante diferenciación automática, sin
necesidad de discretización adicional.

Antes del entrenamiento, las coordenadas espaciales (r, z) y los campos de temperatura son
normalizados para evitar desbalances de escala que puedan dificultar la convergencia de la red.
Además, los pesos de la red se inicializan con el método de Xavier (Glorot initialization), lo cual
distribuye los valores iniciales de forma consistente con la profundidad de la red, reduciendo el riesgo
de saturación en las primeras iteraciones.

Función de pérdida total:
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La función de pérdida total se construye como combinación de residuos físicos evaluados mediante
diferenciación automática:

Ltotal = λEDPLEDP + λdataLdata + λbcLbc (4.15)

Donde:

LEDP: Penaliza el incumplimiento de las ecuaciones físicas.

Lbc: Penaliza el incumplimiento de las condiciones de borde.

Ldata: Penaliza la discrepancia entre la predicción de la red y los datos de entrada:

Ldata = ∥Tθ − TSS∥+ ∥u∗
θ − u∗

z∥ (4.16)

Para Ldata se considera:

• Los datos de entrada proporcionados por la temperatura reconstruida TSS en comparación
con la predicción de red Tθ.

• Un dato puntual de velocidad axial en la región superior de la llama. Esta corresponde a una
estimación, que se calcula desde u∗

z =
√
u2

0 + 2az, donde u0 es la velocidad en la entrada del
quemador, y se asume una aceleración debido a la flotabilidad constante de a = 25 m/s [56].

Residuo físico:

Los residuos diferenciales de las ecuaciones físicas son evaluados en un conjunto de puntos
discretos dentro del dominio Ω, denominados collocation points. Este conjunto incluye tanto puntos
internos como puntos localizados en los bordes, lo que permite evaluar simultáneamente los términos
asociados a la física y a las condiciones de borde. En este trabajo, se seleccionó aproximadamente
un 20 % del total de puntos del dominio como collocation points, distribuidos aleatoriamente para
garantizar una cobertura representativa del campo.

Durante cada epoch de entrenamiento, la función de pérdida se evalúa en todos estos puntos,
calculando los residuos de continuidad, cantidad de movimiento y energía. Por ejemplo, el residuo de la
ecuación de continuidad se expresa como:

Rcont(r, z) = 1
r

∂

∂r

(
ρ r vθ(r, z)

)
+ ∂

∂z
(ρ uθ(r, z)), (4.17)

donde vθ y uθ representan las predicciones de la PINN para las componentes radial y axial de la
velocidad, respectivamente. De manera análoga, se calculan los residuos Ru, Rv y Renergía para las
ecuaciones de momento y energía, respectivamente.

La pérdida física total se define como la suma de los residuos al cuadrado evaluados en todos los
collocation points {(ri, zi)}Nf

i=1:
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LEDP = 1
Nf

Nf∑
i=1

[
R2

cont(ri, zi) +R2
u(ri, zi) +R2

v(ri, zi) +R2
energía(ri, zi)

]
, (4.18)

donde Nf es el número de collocation points.

Cabe señalar que un mayor número de collocation points puede mejorar la fidelidad de la solución,
pero incrementa significativamente el costo computacional, ya que la red debe evaluar la función de
pérdida en cada uno de ellos, en cada epoch.

4.3.4. Dominio de entrenamiento y condiciones de borde

El comportamiento de la llama se modela imponiendo condiciones de borde que reflejan la
simetría y los límites abiertos del sistema:

Eje de simetría (r = 0): Se aplica simetría axial, imponiendo v = 0 y ∂v
∂r = 0.

Borde inferior (quemador): Se prescribe la velocidad de entrada axial u = uinlet en la zona
correspondiente a la inyección del combustible y v = 0 para reflejar flujo sin componente radial
en la entrada.

Bordes laterales y superiores: Se imponen condiciones de salida libre, representadas por
gradientes nulos: ∂u

∂n = 0 y ∂v
∂n = 0, donde n es la dirección normal a la frontera.

Estas condiciones de borde se integran en la función de pérdida como el término Lbc, forzando
a la red a cumplir las restricciones físicas en los límites del dominio durante el entrenamiento. La
Figura 4.4 muestra el dominio de entrenamiento junto con las fronteras donde se aplican las condiciones
físicas.

z

r

v u T

Ldata

Ldata

LP DE

LBC : v⃗(z = 0) = v⃗inlet LBC : u⃗(z = 0) = u⃗inlet

LBC LBC LBC

v(r) = 0

r = 0

∂v
∂r = 0

r = R

∂u
∂r = 0

r = 0

∂u
∂r = 0

r = R

u(r) = uright

r = R

Figura 4.4: Dominio de entrenamiento para la PINN, mostrando los collocation points internos y las
condiciones de borde aplicadas en cada frontera.
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4.3.5. Optimización y hardware

El entrenamiento de la red se realiza mediante el uso del optimizador Adam [72], con una tasa
de aprendizaje η = 10−3. Se evaluó el uso de un learning rate scheduler que ajustara esta tasa para
favorecer la convergencia en etapas finales del entrenamiento, sin embargo, este enfoque produjo saltos
en la función de pérdida que afectaron negativamente la estabilidad y precisión de la predicción, por lo
que finalmente se optó por mantener una tasa de aprendizaje constante.

Los pesos de la función de pérdida, (λEDP, λdata, λbc), se ajustaron de manera empírica con el
fin de equilibrar la contribución de los términos de datos, residuos físicos y condiciones de borde. Este
balance es crítico, ya que un desajuste puede ocasionar que la red priorice el cumplimiento de ciertos
términos en detrimento de otros, afectando la coherencia física de la solución.

El criterio de convergencia se basó en la estabilización de la pérdida total Ltotal y de los residuos
físicos bajo un umbral predefinido, garantizando que las soluciones obtenidas fueran consistentes con la
física del sistema. En los casos analizados, se requirieron en promedio 15.000 epochs para alcanzar la
convergencia.

El hardware utilizado para los experimentos incluyó un procesador AMD Ryzen 7 5800X, 32
GB de RAM y una GPU NVIDIA GeForce RTX 3060 con 8 GB de memoria. Con esta configuración,
el entrenamiento de la red demandó aproximadamente entre 15 y 20 minutos, dependiendo del número
de collocation points y la cantidad total de epochs.

4.3.6. Pipeline de entrenamiento de la PINN

La coherencia física del entrenamiento se asegura mediante tres mecanismos principales: (i) el
cumplimiento de las ecuaciones de conservación de masa, momentum y energía en todo el dominio, (ii)
la incorporación de la temperatura reconstruida mediante Sparse Sensing como restricción de datos, y
(iii) la imposición de condiciones de borde adecuadas. De esta manera, la PINN puede inferir campos
de velocidad completos a partir de información experimental mínima.

A continuación, se presenta el pipeline de entrenamiento implementado, resumido en forma
de pseudocódigo:
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Algorithm 7 Entrenamiento de la PINN para campos de velocidad
1: Input: Campo de temperatura T (r, z) reconstruido, parámetros físicos (ν, α)
2: Generar collocation points {(ri, zi)} en el dominio
3: Inicializar la red neuronal uθ, vθ

4: while no convergencia do
5: Predecir uθ(ri, zi), vθ(ri, zi)
6: Calcular derivadas mediante autograd
7: Evaluar residuos Rcont,Ru,Rv

8: Construir pérdidas: LEDP,Lbc,Ldata

9: Ltotal = λEDPLEDP + λbcLbc + λdataLdata

10: Actualizar pesos θ con Adam
11: end while
12: Output: Campos de velocidad (uθ, vθ, Tθ)

4.3.7. Integración con resultados

El enfoque SSPINNs desarrollado en este trabajo consiste en un acoplamiento secuencial entre
la reconstrucción de temperatura y la estimación del campo de velocidad. Como se ve en la Figura 4.5,
primero, la estrategia de Sparse Sensing determina la ubicación óptima de sensores y reconstruye el
campo de temperatura TSS(r, z) en todo el dominio a partir de mediciones puntuales. Luego, este
campo reconstruido actúa como entrada para la PINN, que lo utiliza en dos formas:

1. Como referencia para el campo de temperatura Tθ, predicho por la red, limitando las soluciones a
campos físicamente consistentes con la temperatura reconstruida TSS .

2. En las primeras iteraciones, para calcular los parámetros en las ecuaciones de cantidad de
movimiento, energía y masa.

PINN
TSS

Input Layers Output

r

z

.

.

.

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

.

.

.

v

u

T

Reconstrucción desde SS

Figura 4.5: Esquema que integra los resultados del SS con el entrenamiento de la PINN.
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De este modo, la PINN utiliza un conjunto mínimo de información experimental, para inferir un
campo de velocidad completo (v, u) sin requerir mediciones de velocidad como PIV.

4.4. Validación de la metodología propuesta

Dado que este estudio no incluyó una validación experimental completa, se diseñaron entornos
numéricos que emulan condiciones de medición realistas. Para ello, se redujo la resolución espacial de
los campos simulados, representando el muestreo limitado característico de un arreglo experimental
con termocuplas. Esta aproximación permite analizar el impacto que tiene la ubicación de los sensores
sobre la calidad de la reconstrucción.

En condiciones experimentales, la punta de la termocupla no coincide de manera exacta con
la posición óptima definida por la estrategia de Sparse Sensing. El diámetro físico del sensor y las
tolerancias en su instalación generan desplazamientos que pueden llevar a mediciones en posiciones
adyacentes, equivalentes a celdas vecinas en la simulación. Esta desviación introduce errores sistemáticos
que se propagan en la reconstrucción del campo de temperatura y, posteriormente, en la estimación
del campo de velocidad mediante PINNs. Por lo tanto, esta etapa numérica permite cuantificar la
sensibilidad de la metodología frente a mediciones desplazadas respecto a las posiciones óptimas.

La reconstrucción obtenida con SS y la predicción de la PINN se comparan con los campos
simulados completos, cuantificando errores globales. Este enfoque permitió verificar la robustez de la
metodología frente a datos dispersos y ruidosos, sentando las bases para su validación experimental
futura en un laboratorio de combustión.

4.4.1. Validación numérica

Inicialmente, para testear la metodología se utilizarán los resultados de un campo de temperatura
simulado del cual se tiene su información completa, que se denominará xv. Este campo no será parte
del conjunto X, de este modo la posición óptima no se verá influenciada directamente por el campo a
reconstruir, sino que será suficiente con la información entregada por los modos principales del conjunto
de entrenamiento. La finalidad es que a partir de las ubicaciones óptimas resultantes se aplique SS para
recontruir el campo.

Campo Original

Full data

Mediciones dispersas

Sensores óptimos

Optimización (QR)

Campo reconstruido

Aproximación

Figura 4.6: Representación de la reconstrución de temperatura mediante SS
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Como se muestra en la Figura 4.6, la estrategia de SS consiste en seleccionar un conjunto reducido
de posiciones para los sensores a partir del análisis del conjunto de datos simulado. En esta etapa
metodológica, las ubicaciones óptimas se determinan considerando la restricciones explicadas en la
Subsección 4.2.2, lo que permite evaluar de manera controlada el rendimiento de la reconstrucción.

Si bien en este trabajo se aplicaron todas las restricciones descritas previamente para la ubicación
óptima de sensores, las más relevantes fueron: distancia mínima entre sensores, regiones restrin-
gidas y sensores predeterminados. Estas restricciones se definieron considerando la factibilidad
experimental, de acuerdo con los siguientes criterios:

1. Mantener una distancia mínima entre sensores para evitar mediciones redundantes y garantizar
una adecuada cobertura espacial en la región libre de hollín.

2. Priorizar las zonas donde el acceso experimental es más sencillo, facilitando el posicionamiento y
manipulación del setup de termocuplas.

3. Favorecer la densidad de mediciones en las regiones de mayor concentración de hollín, donde las
técnicas ópticas presentan mejor desempeño, limitando al mismo tiempo el número de mediciones
con termocuplas en la periferia de la llama.

La aplicación de estas restricciones tiene un doble objetivo. En primer lugar, evita la colocación
de sensores demasiado próximos, promoviendo una distribución espacial eficiente que maximiza la
información recuperada. En segundo lugar, permite asignar un mayor número de mediciones a las
zonas de máximo hollín y un número limitado a la región exterior, donde las termocuplas son más
adecuadas. Finalmente, la inclusión de regiones preferentes para la instalación de sensores asegura que
la metodología propuesta sea viable para una futura implementación experimental.

A partir de estas posiciones, se obtiene un campo reconstruido que puede compararse con el
campo original xv, identificando regiones donde la estrategia ofrece una alta fidelidad y otras donde
la reconstrucción resulta más desafiante. Este enfoque permite establecer los criterios para evaluar
la efectividad del método antes de su implementación experimental, asegurando que incluso con un
número limitado de sensores se mantenga un error aceptable en la mayor parte del dominio.

4.4.2. Validación experimental

Una vez determinadas las posiciones óptimas de los sensores mediante SS, la siguiente fase prevista
consistía en validar la reconstrucción del campo de temperatura en una llama laminar de laboratorio.
Esta etapa buscaba reproducir condiciones experimentales reales, en las que las mediciones se realizan
con acceso limitado y su precisión depende de la correcta instrumentación y calibración.

La validación experimental planteada se basa en el uso de termocuplas tipo R, montadas en un
sistema de traslación motorizado que permite posicionarlas en las ubicaciones óptimas identificadas por
el algoritmo. Este tipo de termocuplas son ampliamente utilizadas para medir temperatura en llamas
de difusión [94, 95, 96].

Cada medición de temperatura requiere una corrección por pérdidas de calor por radiación y
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conducción, que se obtiene mediante un balance de energía en estado estacionario:

qconducción + qconvección + qradiacíon = 0 (4.19)

donde el flujo convectivo depende de la velocidad local y del gradiente térmico del gas, mientras
que el flujo radiativo se corrige utilizando la emisividad efectiva de la unión y la temperatura del
entorno [97]. Esta corrección es esencial para compensar la subestimación de la temperatura real en la
llama.

En este escenario, la reconstrucción con SS se basaría en estas mediciones puntuales y la
temperatura en la zona de hollín obtenida mediante técnicas ópticas no intrusivas, previamente descritas
en la Sección 3.2. La validación se realizaría comparando el campo reconstruido con un campo de
temperatura simulado o perfiles de temperatura experimentales independientes disponibles en la
literatura. Esta comparación permitiría cuantificar la exactitud del enfoque de bajo costo frente a
métodos ópticos avanzados.

Adicionalmente, para la validación del campo de velocidad reconstruido mediante PINNs, se
plantea el uso de PIV, una técnica óptica no intrusiva ampliamente utilizada para medir campos
de velocidad en flujos reactivos [98]. PIV permite obtener mapas bidimensionales de la velocidad
instantánea a partir del seguimiento de partículas de trazado dispersas en el flujo, iluminadas mediante
un láser en plano.

Estos datos experimentales servirían como referencia para evaluar la precisión de las PINNs
en la estimación de las componentes (v, u), especialmente en la región central de la llama, donde
los gradientes de velocidad son más pronunciados. La comparación pixel a pixel con las predicciones
de la red permitiría cuantificar la capacidad de la metodología para reproducir el comportamiento
hidrodinámico de la llama sin recurrir a un conjunto denso de mediciones experimentales.

Sin embargo, esta validación experimental no se llevó a cabo a pesar de estar dentro del alcance
de este trabajo, por lo que los resultados presentados se limitan a entornos numéricos que emulan las
condiciones de medición con sensores puntuales, como se describió en la Subsección 4.4.1. Aun así, la
metodología descrita establece un marco claro para la implementación futura, que permitirá extender
la aplicación de SS y PINNs hacia entornos experimentales reales.

4.4.3. Frameworks y herramientas utilizadas

La metodología fue implementada en Python 3.10, utilizando las siguientes librerías y frame-
works:

PyTorch: para la construcción de las PINNs, entrenamiento con autograd y evaluación de los
residuos físicos.

NumPy/Matplotlib: para el manejo de datos y visualización de resultados.

PySensors: para la optimización de la ubicación de sensores mediante descomposición QR con
restricciones.
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5 | Análisis de Resultados

5.1. Estimación de temperatura mediante SS

La eficacia del método de Sparse Sensing (SS) fue evaluada sobre dos llamas laminares de
difusión: una llama de etileno al 80 % diluido con N2 en un quemador tipo Yale (Yale80), y una llama
de etileno/aire en un quemador tipo Santoro, ambas presentadas previamente en la Tabla 4.1. Para este
propósito, se empleó una base de datos compuesta por 35 campos de temperatura generados mediante la
estrategia de aumento de datos descrita en la Sección 4.1.2. Esta base se derivó de siete llamas simuladas
de entrenamiento, lo que permite, por construcción, utilizar hasta 35 modos de la descomposición en
valores singulares (SVD), y, por tanto, definir un máximo de 35 sensores candidatos.

Cabe destacar que la base de datos incluye múltiples llamas de Yale con distintas diluciones de
etileno, mientras que la llama de Santoro no forma parte del conjunto de entrenamiento, lo que constituye
un caso de extrapolación interesante para evaluar la capacidad de generalización del método.

(a) Quemador Yale con 80 % de Etileno

(b) Quemador Santoro

Figura 5.1: Comparación de la reconstrucción de la temperatura utilizando SS y SS con sensores
predeterminados. Los puntos blancos indican la ubicación de los sensores.
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Para la reconstrucción de temperatura, se utilizaron 11 sensores en el caso de la llama Yale80 y
13 en el caso SS+Pred, que incluye ubicaciones predeterminadas seleccionadas estratégicamente para
mejorar la viabilidad experimental y la calidad de reconstrucción. Mientras que para la llama Santoro se
emplearon 7 sensores bajo la estrategia SS, y 8 sensores en la variante SS+Pred. La Figura 5.1 muestra
los resultados correspondientes a ambas llamas. En cada columna, se observa:

Izquierda: El campo reconstruido mediante deconvolución óptica (basado en emisión de hollín).

Centro: El campo de temperatura reconstruido por SS,

Derecha: Reconstrucción del campo de temperatura con la versión SS+Pred.

Como se indica en la figura, la zona de hollín está marcada con un colormap específico, mientras
que las regiones fuera de ella aparecen en gris, indicando la imposibilidad de recuperar temperatura
por medios ópticos en dichas regiones.

Los resultados evidencian que el método SS permite reconstruir adecuadamente el campo
de temperatura completo, incluso en regiones no cubiertas por los métodos ópticos tradicionales.
Para el caso de la llama Santoro,fuera del conjunto de entrenamiento, la reconstrucción también
muestra buen comportamiento, lo cual subraya la capacidad del método para generalizar a nuevas
configuraciones.

Además, en la Figura 5.1, se presentan los perfiles radiales a z = 5.2 cm y axiales a r = 0.2 cm.
Para la llama Yale80, tanto SS como SS+Pred reproducen con alta precisión la distribución térmica,
con pequeñas sobreestimaciones en el rango 0.4 ≤ r ≤ 0.7 cm. La curva axial coincide con la referencia
numérica hasta aproximadamente 6 cm, donde se detecta un leve ruido en las predicciones. En la llama
Santoro, la reconstrucción del perfil radial presenta subestimación en el intervalo 0.3 ≤ r ≤ 0.7 cm en el
caso SS, y ligera sobreestimación con SS+Pred. No obstante, el perfil axial muestra buen acuerdo con la
simulación numérica y con las mediciones experimentales disponibles hasta una altura de 8 cm.

5.2. Estimación del campo de velocidad

Una vez reconstruido el campo de temperatura mediante SS, se emplearon Physics-Informed
Neural Networks (PINNs) para estimar el campo de velocidad bidimensional (u, v) asociado a la llama
laminar axisimétrica. Este enfoque permite recuperar el campo completo de velocidades utilizando
como entrada únicamente el campo de temperatura y mediciones puntuales de velocidad, evitando la
necesidad de mediciones experimentales complejas.

El entrenamiento de la PINN se formuló como se describe en la Sección 4.3, integrando la
información del campo de temperatura reconstruido en la función de pérdida junto con los residuos de
las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y energía.

La Figura 5.2 muestra la evolución de la función de pérdida durante el entrenamiento, así como
las predicciones intermedias de los campos de velocidad en distintas épocas (epochs). El entrenamiento se
prolongó hasta 15.000 iteraciones, punto en el cual la función de pérdida alcanzó un régimen estacionario
sin mejoras significativas.
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Figura 5.2: Residuo de la función de perdida durante el entrenamiento para la predicción de los campos v and
u respectivamente, para la llama de testeo Santoro en las iteración 3600, 7400, 11200 y 14800.

Se observa que, en la primera etapa, la predicción del campo de velocidad radial v es difuso y
presentan un patrón poco definido, a diferencia de la velocidada axial u, reflejando que la red aún no
ha aprendido adecuadamente la estructura del flujo. A medida que avanza el entrenamiento (7.400
y 11.200 iteraciones), las predicciones muestran gradualmente una mayor coherencia espacial, con
la aparición de zonas de velocidad bien definidas cerca del eje central de la llama. Finalmente, los
campos predichos presentan una distribución estable y físicamente consistente, en concordancia con la
convergencia observada en la función de pérdida.

Cabe destacar que los picos puntuales en la curva de pérdida se asocian a ajustes locales en los
pesos durante la optimización, típicos de la dinámica del optimizador Adam en presencia de términos
de pérdida con magnitudes muy diferentes. La disminución general de la pérdida en varias órdenes
de magnitud evidencia que la red logra satisfacer progresivamente las restricciones físicas y de datos
incluidas en la formulación.

La Figura 5.3 presenta los resultados finales de reconstrucción del campo de velocidad:

Izquierda: Campo de velocidad simulado de referencia (ground truth).

Centro: Reconstrucción usando PINNs con el campo de temperatura simulado (TSIM).

Derecha: Reconstrucción usando PINNs con el campo de temperatura obtenido tras deconvolución
y Sparse Sensing (TSS).

Ambas reconstrucciones presentan estructuras de flujo similares a la referencia numérica. El flujo
ascendente principal se reproduce de forma coherente, mientras que las componentes radiales reflejan el
patrón de recirculación hacia el eje, consistente con la física del sistema. La similitud entre los resultados
obtenidos con TSIM y TSS es especialmente alentadora, pues sugiere que la metodología es viable para
aplicaciones experimentales donde el campo térmico debe reconstruirse indirectamente.
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(a) Velocidad Radial v

(b) Velocidad Axial u

Figura 5.3: Comparación de los resultados de velocidad utilizando PINN y diferentes inputs de campos de
temperatura para el entrenamiento.

La Figura 5.3 muestra también los perfiles radiales y axiales de las velocidades u y v en posiciones
representativas de la llama (z = 1 cm para v, z = 7 cm para u, y r = 0.2 cm para perfiles axiales). Los
triángulos representan datos experimentales [56].

Los perfiles radiales presentan un buen acuerdo con la simulación de referencia, con subesti-
maciones leves en las regiones periféricas de la llama (r > 0.5 cm), donde los gradientes son menos
pronunciados y la información indirecta de temperatura es limitada. Por su parte, los perfiles axiales
muestran una subestimación sistemática de la componente u a lo largo de la altura de la llama, atribuible
a dos factores principales:

1. Pequeñas discrepancias en la reconstrucción térmica en el eje de la llama, que afectan el gradiente
convectivo en la PINN.

2. La naturaleza inversa del problema, donde la velocidad axial depende de residuos de momentum
calculados indirectamente a partir del campo de temperatura.

Aunque las predicciones de la PINN presentan un desempeño satisfactorio, ciertas discrepancias
locales son evidentes:

Cercanías al borde del quemador: la componente radial v muestra mayores errores, producto de
gradientes fuertes y la ausencia de datos en esas regiones.
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Extremos superiores de la llama: el error aumenta por la baja densidad de información y la
amplificación de pequeñas inexactitudes en el campo térmico.

Cabe destacar que las reconstrucciones con TSIM y TSS son prácticamente idénticas en todos los
perfiles, lo que valida la robustez del enfoque ante el uso de campos de temperatura reconstruidos a
partir de mediciones dispersas.

5.3. Validación y discusión

Un análisis cuantitativo del error se muestra en la Figura 5.4, donde se comparan los valores
reconstruidos de temperatura con la referencia, punto por punto. Para la llama Yale80, la mayoría
de los puntos se alinean con la diagonal ideal, con mayor dispersión únicamente en regiones de alta
temperatura, típicamente ubicadas fuera de la zona de hollín, lo cual limita el soporte informativo de
los datos ópticos. Por su parte, la llama Santoro exhibe mayor variabilidad en las temperaturas bajas,
atribuidas a su exclusión del conjunto de entrenamiento, lo que demuestra un comportamiento esperado
en escenarios de extrapolación.

(a) Yale 80 (b) Santoro

(c) Radial (d) Axial

Figura 5.4: Dispersión en la reconstrucción del campo de temperatura y velocidad.

A pesar de estas diferencias, los resultados globales indican que la metodología SS, combi-
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nando información dispersa, SVD y restricciones experimentales, logra una reconstrucción robusta
y físicamente coherente de los campos térmicos en llamas de difusión axisimétricas. La inclusión de
sensores predeterminados (SS+Pred) ofrece una alternativa práctica para mejorar el rendimiento sin
comprometer la aplicabilidad experimental, tal como se validó en esta tesis.

A su vez, la Figura 5.4 muestra los gráficos de dispersión de las componentes de velocidad
reconstruidas frente a los valores de referencia para la validación numérica de las PINNs. Tanto en el
caso radial como axial, se comparan los resultados obtenidos usando la temperatura simulada TSIM

y la reconstruida mediante SS TSS . Se observa que la mayoría de los puntos se alinean en torno a la
diagonal negra, que representa una reconstrucción perfecta.

En el caso de la componente radial, los valores muestran una mayor dispersión cerca de las
regiones de bajo flujo, donde las velocidades son pequeñas (≤0.05m/s), y el error relativo aumenta
por efecto de la relación señal/ruido. La reconstrucción a partir de TSS introduce ligeras desviaciones
adicionales, pero mantiene la coherencia con el comportamiento general del flujo.

Para la componente axial, los puntos presentan una alineación más estrecha con la diagonal,
indicando una buena correlación entre la predicción y el valor de referencia. Se evidencia una subes-
timación sistemática en la zona de alta velocidad, lo cual coincide con las diferencias observadas en
los campos de velocidad cerca de la salida del quemador. Esto puede deberse al uso de la medición
puntual de velocidad en la parte superior de la llama, la cual se estimó suponiendo una aceleración
constantes debido a la flotabilidad y es parte de la función de pérdida de la data Ldata. No obstante, la
similitud entre los resultados obtenidos desde ambos campos de temperatura confirma que el error de
reconstrucción de la temperatura no compromete significativamente la predicción de la velocidad.

En la Figura 5.5 se presentan cinco escenarios para evaluar la reconstrucción de temperatura y su
posterior uso en la predicción de campos de velocidad mediante PINNs. El primer caso corresponde al
campo de temperatura desde la simulación (SIM), que se utiliza como referencia. El segundo escenario
(Max SS), muestra la reconstrucción al ubicar el número máximo de sensores posibles, representando
el límite superior de precisión alcanzable con la metodología SS. El tercer caso (TSS) corresponde
a la reconstrucción de temperatura con un número reducido de sensores y sus posiciones óptimas
determinadas por SS, resultado presentado anteriormente. Finalmente, los dos últimos escenarios
corresponden a los resultados de la PINN: primero al predecir el campo de temperatura utilizando como
entrada la temperatura simulada (PINNs con TSIM ) y luego empleando como entrada la temperatura
reconstruida mediante Sparse Sensing (PINNs con TSS).
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Figura 5.5: Comparación de los diferentes campos de temperatura obtenidos.

La comparación entre estos escenarios permite evaluar de forma detallada el efecto de la reducción
de sensores y el impacto de la calidad del campo de temperatura de entrada sobre la predicción final de
la PINN. Se observa que tanto la reconstrucción TSS como la predicción de la PINN con TSS reproducen
adecuadamente la estructura general de la llama, capturando las regiones de máxima temperatura cerca
del eje central y la atenuación hacia la periferia.

Sin embargo, existen ligeras diferencias en la zona inferior de la llama, cerca del quemador,
donde los gradientes térmicos son más pronunciados. La comparación también evidencia que el uso de
la temperatura simulada como entrada para la PINN entrega resultados casi idénticos al campo de
referencia, mientras que la combinación PINNs + TSS introduce pequeñas desviaciones en las regiones
donde el TSS no es preciso. Esta evaluación integral es fundamental para establecer un balance entre la
reducción de sensores y la fidelidad del campo reconstruido en aplicaciones experimentales.

A pesar de estas limitaciones, estos resultados demuestran que la metodologia propuesta es capaz
de reconstruir campos de velocidad físicamente consistentes utilizando solo campos de temperatura
reconstruidos, siendo robusta ante las ligeras imprecisiones introducidas por el proceso de Sparse
Sensing.
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6 | Discusión

6.1. Conclusiones

Este trabajo presentó un enfoque integral para la reconstrucción de campos de temperatura en
llamas de difusión axisimétricas, combinando técnicas de optimización para la ubicación de sensores con
modelos de aprendizaje profundo informados por leyes físicas. Esta integración metodológica permitió
abordar un problema complejo con múltiples restricciones prácticas, ofreciendo una solución eficiente
y físicamente coherente para contextos donde las mediciones completas son costosas, intrusivas o
directamente inviables.

Se llevó a cabo un análisis riguroso de la literatura sobre metodologías de reconstrucción de
campos térmicos en llamas y otros sistemas de combustión, identificando avances recientes en reducción
de orden, optimización de sensores y modelos que combinen experimentos y datos. Esta revisión permitió
justificar la relevancia del enfoque adoptado y evidenció que, aunque existen métodos experimentalmente
estos requiren que ejecuten multiples técnicas diferentes para obtener un campo completo. Por otro lado,
las simulaciones numéricas incurren en altos costos computacionales para la resolución de las ecuación
governantes mientras. Además, se posicionó este trabajo en una intersección disciplinaria relevante,
integrando herramientas de modelado físico, simulación computacional y machine learning.

Se implementaron algoritmos de ubicación óptima de sensores capaces de incorporar restricciones
realistas, tales como zonas restringidas, sensores predeterminados, distancias mínimas y regiones críticas.
Los resultados demostraron que incluso con restricciones severas, es posible recuperar el campo térmico
con alta precisión, manteniendo errores relativos globales por debajo del 5 %. Esto confirma la robustez
del enfoque y su aplicabilidad en escenarios experimentales reales, donde la ubicación libre de sensores
no siempre es factible.

Uno de los objetivos de esta investigación, correspondiente a la validación experimental de la
metodología, no pudo completarse con mediciones reales dentro del alcance de este trabajo. Sin embargo,
se diseñó un entorno de prueba basado en simulaciones de llamas laminares que emulan condiciones
experimentales, incorporando limitaciones como discretización espacial reducida y acceso parcial al
dominio. Este enfoque permitió realizar una validación representativa, demostrando que la metodología
de reconstrucción mediante Sparse Sensing y el posterior entrenamiento de las PINNs puede ofrecer
resultados precisos incluso en escenarios realistas con datos limitados.

En una segunda etapa, se aplicaron redes neuronales informadas por la física para recuperar el
campo de velocidad a partir del campo de temperatura reconstruido. Se resolvieron las ecuaciones de
Navier-Stokes estacionarias sin presión en dos dimensiones, utilizando como entrada exclusivamente
datos parciales. La estructura de la red y la formulación de pérdida permitieron capturar los gradientes
de velocidad y respetar las condiciones físicas del flujo, incluso con información limitada.
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Se observó que la calidad de la reconstrucción depende críticamente de la correcta ponderación
de los términos en la función de pérdida, lo que motivó a testear multiples configuraciones de hiperpa-
rámetros. De esto se concluyó que sin la incorporación de la data de temperatura reconstruida u otra
información externa adicional, se dificulta la predicción que la red es capaz de hacer.

Los experimentos numéricos mostraron que este enfoque es robusto y escalable a distintas geome-
trías, aunque existe un costo computacional asociado. De igual forma, este costo es significativamente
menor al de una simulación DNS o al aparato experimental requerido para implementar mediciones de
PIV.

Se puede decir que los resultados obtenidos permiten concluir que la combinación de ubicación
óptima de sensores y redes neuronales informadas por la física constituye una estrategia efectiva
y versátil para la reconstrucción de campos físicos en sistemas con acceso limitado a datos. Esta
aproximación no solo logra alta fidelidad en la recuperación de variables clave como la temperatura y
la velocidad, sino que también ofrece una solución robusta, escalable y compatible con restricciones
experimentales reales. El enfoque propuesto aporta así una herramienta poderosa para la caracterización
de sistemas térmicos complejos en el contexto de la investigación en combustión.

6.1.1. Trabajo Futuro

Los resultados obtenidos en este estudio sugieren que la combinación de estrategias de Sparse
Sensing (SS) con redes neuronales informadas por la física (PINNs) constituye un enfoque robusto y
flexible para la reconstrucción de campos físicos en sistemas con acceso limitado a datos experimentales.
Sin embargo, para consolidar esta metodología como una herramienta aplicable en entornos reales, es
fundamental avanzar hacia su validación experimental completa.

Como línea inmediata de trabajo futuro se propone aplicar el enfoque desarrollado sobre llamas
laminares medidas experimentalmente, utilizando técnicas ópticas no intrusivas y sensores puntuales
(termocuplas), de forma que el campo de temperatura reconstruido pueda ser comparado con mediciones
directas. Esta validación permitirá cuantificar el error en condiciones reales, considerando la presencia
de ruido experimental, discretización espacial limitada, y efectos ópticos no modelados.

Adicionalmente, si se dispone de mediciones puntuales de velocidad mediante anemómetros,
estas podrían incorporarse como datos de soporte en el entrenamiento de las PINNs. Incluso un
conjunto reducido de puntos de velocidad serviría para reforzar el aprendizaje supervisado y reducir la
ambigüedad de los campos reconstruidos, mejorando la precisión de la estimación de la velocidad sin
requerir técnicas experimentales intrusivas o de alto costo como PIV.

Además, se plantea evaluar la sensibilidad del método ante errores sistemáticos en las mediciones,
asociados a la sensibilidad de las termocuplas o anemómetros, perturbaciones en la geometría de la
llama e incertezas asociadas a la ubicación de los sensores. En un experimento real, la instalación de un
sensor raramente coincide con la posición óptima calculada, por lo que resulta relevante cuantificar
cómo el error de reconstrucción varía cuando la medición se realiza próxima, pero no exactamente en la
ubicación óptima. Este análisis permitirá identificar la tolerancia espacial de la estrategia de Sparse
Sensing y definir márgenes aceptables para la implementación experimental.
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Por otro lado, la incorporación de técnicas de regularización física y ponderación adaptativa
en la función de pérdida de la PINN podría aumentar la robustez del entrenamiento frente a datos
ruidosos o desplazamientos de los sensores. Ajustar dinámicamente los pesos de los términos asociados
a los datos, las ecuaciones físicas y las condiciones de frontera permitiría equilibrar la influencia de
cada componente durante el entrenamiento. Este enfoque busca evitar que errores locales o ruido
experimental dominen el aprendizaje, garantizando que la solución final mantenga coherencia física y
estabilidad numérica.

En esta línea, una dirección relevante consiste en perfeccionar el acoplamiento entre el proceso
de selección óptima de sensores y el modelo PINN. El presente trabajo aborda esta integración de
manera secuencial, pero trabajos futuros podrían explorar esquemas iterativos donde la red neuronal
oriente dinámicamente el diseño de sensores, estableciendo un ciclo de optimización entre datos y
modelo.

En conjunto, se espera que esta metodología combinada pueda establecerse como una alternativa
práctica para entornos donde las limitaciones experimentales impiden la caracterización completa de
los campos físicos, ofreciendo una vía eficiente para inferir variables internas a partir de información
parcial. Aunque este estudio se ha centrado en llamas laminares estacionarias, el enfoque es extensible a
otros sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales y sujetos a restricciones de acceso experimental,
lo que le confiere un amplio potencial de aplicación en ciencia e ingeniería.
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