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Resumen

En esta tesis se discutirá la aplicación del grupo de renormalización funcional en teorías
supersimétricas que contienen acoplamientos de supermultipletes quirales y vectoriales, así
como también teorías de gauge supersimétricas.

En primer lugar se generalizará la aplicación del grupo de renormalización funcional
en modelos de Wess-Zumino añanadiendo el acoplamiento con un supermultiplete vecto-
rial con simetría U(1) dentro del gauge de Wess-Zumino considerando el superpotencial
renormalizable más general. Mostraremos las diferencias de aplicar el primer orden de la
expansión derivativa usando reguladores de dos clases distintas, se mostrarán los resulta-
dos de puntos fijos no triviales que entregan las ecuaciones del grupo de renormalización
usando ambos acercamientos además del flujo no perturbativo del superpotencial.

Posteriormente se aplicará el formalismo a una teoría de gauge supersimétrica, la ex-
tensión supersimétrica de electrodinámica cuántica. Se mostrará que en la aplicación del
primer orden de la expansión derivativa, el flujo del superpotencial respeta el teorema de
no renormalización, además, la función beta de la constante de estructura fina y la dimen-
sión anómala de los campos de materia respetan la relación no perturbativa de Novikov-
Shiftman-Vainstein-Zakharov. En adición, los coeficientes de la expansión en serie de po-
tencias de la función beta coinciden exactamente con los coeficientes de la función beta
perturbativa a uno y dos lazos. También se mostrarán los resultados de puntos fijos no
triviales.

Finalmente se analizará el segundo orden de la expansión derivativa sobre electrodiná-
mica cuántica supersimétrica, donde se muestra que la función beta y dimensión anómala
aún respetan la relación NSVZ aún cuando se añaden coeficientes que representan los
modos de momentum de alta energía.

Estos resultados han sido publicados en:

Jeremy Echeverria, Maximiliano Binder, and Iván Schmidt. Functional renormaliza-
tion group flows of N = 1 supersymmetric abelian gauge model with one chiral and
one vector superfield. The European Physical Journal C, 83(2):125, 2023.
[arXiv:2211.11864]

Jeremy Echeverria Puentes and Iván Schmidt. Non-perturbative SQED beta function
using functional renormalization group approach and the NSVZ exact beta function.
Progress of Theoretical and Experimental Physics, 2024(1):013B01, 2023.[arXiv:2307.08488]
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivaciones y estructura

La declaración de que la realidad en su aspecto más fundamental es un conjunto de
campos sujetos a las leyes de la relatividad especial y la mecánica cuántica es el corazón
de la teoría cuántica de campos y ha sido el paradigma de la física desde el siglo pasado.
La descripción de las partículas fundamentales como cuantos de un campo cuántico sub-
yacente ha cosechado muchísimos frutos, logrando describir de la forma más precisa hasta
la fecha la dinámica de tres de las cuatro interacciones fundamentales (electromagnetismo,
interacciones débiles e interacciones fuertes) modeladas como teorías de gauge no abelianas
dentro del marco del modelo estándar [6, 7]. A pesar de estos avances, la teoría se ha en-
frentado a desafíos complejos, donde quizás uno de los más destacados ha sido el problema
de los infinitos, siendo abordado por primera vez en el cálculo de la autoenergía del electrón
[8, 9], tuvo su solución a fines de la década de los 40 del siglo XX con el advenimiento del
proceso de renormalización, cuyos éxitos más notables fueron el cálculo de la separación
de los primeros dos estados del átomo de hidrógeno debido a la autoenergía del electrón
[10, 11] y su momento magnético anómalo [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. Lo que tienen en
común ambos resultados es que son éxitos de la teoría de perturbaciones aplicada a la teo-
ría cuántica de campos, y es que pese a sus éxitos en el régimen en que los acoplamientos
son débiles, el estudio de sistemas fuertemente acoplados y, en general, los resultados no
perturbativos siguen siendo un reto.

Uno de los marcos teóricos más fructíferos para el estudio de la dinámica de teorías
de campos en el régimen de acoplamiento fuerte ha sido la supersimetría. Supersimetría
es una propiedad de las teorías cuánticas de campos que relaciona bosones y fermiones
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mediante transformaciones [19]. Las extensiones supersimétricas de las teorías de gauge
poseen propiedades que les otorgan ventajas importantes por sobre sus contrapartes no
supersimétricas, una de ellas es tener un mejor comportamiento ultravioleta producto de
las cancelaciones entre contribuciones fermiónicas y bosónicas, lo que da lugar a teoremas de
no renormalización, por ejemplo, para teorías supersimétricas con N = 1 el superpotencial
no recibe correcciones radiativas a ningún orden en teoría de perturbaciones [20]. Otro
aspecto importante es que permiten el cálculo explícito de condensados, los cuales son la
clave para el estudio no perturbativo de los estados de vacío como instantones [21, 22],
esto permite, por ejemplo, obtener teorías parecidas a la cromodinámica cuántica con un
contenido de partículas similar en las cuales se puede probar el confinamiento de forma
analítica [23, 24, 25, 26].

Una característica importante de las teorías de gauge supersimétricas con N = 1 es
que la función beta está relacionada con la dimensión anómala de los campos de materia
mediante una relación exacta, la función beta exacta de Novikov-Shiftman-Vainshtein-
Zakharov o NSVZ, la cual fue obtenida en primera instancia usando resultados exactos
para la medida de instantones en conjunto con la renormalizabilidad [27, 28]. Posterior-
mente otros trabajos han obtenido la misma relación por métodos distintos tales como la
estructura de las anomalías [29, 30, 31, 32, 33, 34] o teoremas de no renormalización para
términos topológicos [35]. Otras investigaciones han comprobado esta relación en teoría
de perturbaciones en una clase de esquemas de renormalización conocidos como esquemas
NSVZ [36, 37, 38, 39].

Pese a que hasta el momento no se ha encontrado evidencia de supersimetría a bajas
energías, aún existe la esperanza de que los experimentos de alta energía tales como el Gran
Colisionador de Hadrones nos entregue pistas de su existencia. Algunas de las razones para
seguir teniendo esperanza son la elegancia con la cual esta resuelve algunos problemas tales
como el problema de la jerarquía [40], la pequeñez de la constante cosmológica [41, 42] o la
renormalizabilidad de la supergravedad [43] además de ser uno de los candidatos principales
para física más allá del modelo estándar ya que permite la unificación de los acoplamientos
de gauge [44, 45], la simetría−R permite tener candidatos a materia oscura [46] y es un
ingrediente esencial del modelo estándar supersimétrico mínimo [40, 42, 47] y la teoría de
cuerdas. Cabe destacar que también se ha estudiado la posibilidad de que supersimetría
pueda existir como una simetría emergente, es decir, como límite de baja energía en sistemas
de materia condensada [48, 49, 50, 51].

Dentro de la carrera por comprender la dinámica de sistemas fuertemente acoplados, el
grupo de renormalización exacto ha mostrado ser una herramienta útil para la descripción
de la transformación de la acción bajo este, a través de los esquemas no perturbativos
[52, 53, 54]. El objetivo principal de este trabajo es la aplicación de una de las realizaciones
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del grupo de renormalización exacto, el grupo de renormalización funcional [55] en teorías
supersimétricas con N = 1 de supercampos quirales acoplados a supercampos vectoriales
con tal de obtener un método sistemático de estudiar el grupo de renormalización de forma
no perturbativa. En particular se estudiará el flujo del superpotencial y los acoplamiento
de gauge en la escala de energía utilizando este método.

El grupo de renormalización funcional se refiere al conjunto de soluciones aproximadas
de la ecuación de flujo exacta, la ecuación de Wetterich [56], para la acción promedio
efectiva [57, 58, 59, 56], un funcional que interpola entre la acción clásica y la acción efectiva
mediante un cutoff regulador infrarrojo. Para una cierta escala de energía, la acción efectiva
promedio corresponderá a la acción efectiva (en el sentido wilsoniano) para la cual los modos
de momentum mayor a la escala son integrados fuera, mientras que la ecuación de flujo
genera la acción efectiva promedio para un cambio infinitesimal de la escala de energía,
permitiendo así la integración progresiva de los modos de momentum. La ventaja de este
método es que permite calcular el flujo de las constantes de acoplamiento en esquemas de
truncamiento no perturbativos [60, 61, 62, 63] como la expansión derivativa, preservando
supersimetría en todos los pasos de la implementación.

La aplicación del grupo de renormalización en supersimetría ha sido estudiada en al-
gunos modelos supersimétricos que no contienen supercampos vectoriales como mecánica
cuántica supersimétrica, donde se ha estudiado el flujo del superpotencial y la convergencia
de la expansión derivativa de la acción promedio efectiva [64]. Siguiendo esa línea, se han
estudiado varios modelos de Wess-Zumino para d = 3 tanto a temperatura cero como a
temperatura finita, en ellos sea ha mostrado que el grupo de renormalización funcional
respeta el teorema de no renormalización [65, 66, 67, 68, 69, 70], además se ha investigado
la convergencia de la expansión derivativa [71].

La estructura de este trabajo es la siguiente: en el Capítulo 1 se hará un repaso de
los conceptos básicos de supersimetría con N = 1, el álgebra y sus representaciones, y
renormalización en teoría cuántica de campos. En el Capítulo 2 se presentarán los modelos
supersimétricos clave que han sido estudiados y un repaso por resultados no perturbativos
importantes que exhiben. Luego, en el Capítulo 3 se estudiarán los métodos funcionales que
se utilizan en la implementación moderna del grupo de renormalización exacto para poste-
riormente en el Capítulo 4 estudiar específicamente el grupo de renormalización funcional,
los reguladores y esquemas de truncamiento. Finalmente en el Capítulo 5 se presentará la
aplicación del grupo de renormalización funcional a dos modelos supersimétricos y en el
Capítulo 6 se discutirán los resultados obtenidos. Estos resultados han sido publicados en
[2] y [3].
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1.2. Supersimétría con N = 1

Algunos de los logros más satisfactorios de la física vienen de la mano de la unificación,
la demostración de que fenómenos que hasta el momento se comprendían como separados
emergen de una misma teoría. La totalidad de fenómenos físicos no tienen por qué respon-
der a una única teoría, al menos desde el punto de vista meramente objetivo, sin embargo,
cada vez que se logra una de estas unificaciones la humanidad misma parece entrar en una
etapa superior de la comprensión del funcionamiento de las leyes universales. Dentro de
este paradigma, la supersimetría no es una simetría cualquiera, ella relaciona partículas de
distintos espín pensándolos como un objeto más abstracto, un supercampo, así, aquellas
entidades que reconocemos como fuerza y materia pasan a ser propiedades de una única
entidad. No conforme con aquello, la supersimetría permite además unificar las interac-
ciones fundamentales y las masas de las partículas a una escala de energía alta, además
de solucionar algunas incomodidades que posee el actual modelo estándar de partículas
elementales. Pese a que hasta el momento no ha habido evidencia directa de que nuestro
universo posea las propiedades que la supersimetría otorga, los modelos supersimétricos
tienen un valor incalculable para el desarrollo de la propia teoría cuántica de campos y
nuestro entendimiento de las teorías de gauge usuales. En lo que sigue exploraremos qué
es la supersimetría.

Excelentes introducciones a supersimetría se pueden encontrar en [4, 72, 73, 74, 75, 76,
77, 40].

1.2.1. El álgebra de supersimetría

Supersimetría es una extensión de las simetrías espaciotemporales, a estas se añaden
nuevos generadores, las supercargas, encargadas de transformar campos con un espín en
campos con un espín distinto. El objetivo de esta sección es detallar las características del
álgebra de supersimetría y ver cuales son sus elementos fundamentales.

En la década de los 60 del siglo XX, el auge por aumentar las simetrías de las teorías
llevó a que S. Coleman y J. Mandula probaran un teorema de no-go [78], este dice a
grandes rasgos que las únicas simetrías posibles de la matriz S que incluyen a la simetría
de Poincaré pueden ser producto directo del grupo de Poincaré y un grupo de simetría
interno. Algunas consideraciones que se tuvieron en cuenta en [78] fueron que los grupos
debían ser grupos de Lie y que las teorías comprendieran campos masivos.

Con tal de evadir el teorema de Coleman-Mandula, en 1971 Y. Golfand y E. Likhtman
extienden el álgebra de Poincaré a un álgebra de Lie graduada [19], el álgebra de supersime-
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tría, añadiendo generadores fermiónicos. Una consecuencia de esto sería la simetría entre
bosones y fermiones. Posteriormente R. Haag, J. Lopuszanski, y M. Sohnius extenderían
el teorema de Coleman-Mandula para incluir álgebras de Lie graduadas [79], con lo cual
demostraron que la única extensión posible del álgebra de Poincaré posible era el álgebra
de supersimetría.

Antes de estudiar el álgebra de supersimetría como tal, haremos un repaso por las
simetrías espaciotemporales usuales.

El álgebra de Poincaré

Desde el trabajo de A. Einstein acerca de las simetrías dinámicas de la electrodinámica
[80] sabemos que las leyes de la naturaleza deben ser invariantes bajo el grupo de isometrías
del espaciotiempo de Minkowski. Dicho grupo de simetrías es el de Poincaré [81, 82, 83], el
cual comprende el grupo abeliano de traslaciones (1 temporal y 3 espaciales) más el grupo
de Lorentz (3 rotaciones espaciales más 3 boosts). Las coordenadas espaciotemporales xµ =
(x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) transforman bajo una transformación del grupo de Poincaré
T (Λ, a) como

x′
µ
= T (Λ, a)µνx

ν = Λµνx
ν + aµ, (1.1)

donde Λ es una transformación de Lorentz y a una traslación. Podemos demostrar que
dichas transformaciones forman un grupo a través de la composición de transformaciones:

x′′
µ
= T (Λ′, a′)

µ
νx

′ν = T (Λ′, a′)
µ
νT (Λ, a)

ν
ρx

ρ

= Λ′µ
ν (Λ

ν
ρx

ρ + aν) + a′
µ

= Λ′µ
νΛ

ν
ρx

ρ + Λ′µ
νa

ν + a′
µ

= Λ′′µ
νx

ν + a′′
µ
, (1.2)

donde Λ′′µ
ρ = Λ′µ

νΛ
ν
ρ y a′′µ = Λ′µ

νa
ν+a′µ. De Ec.(1.1) se extrae que el elemento identidad

de la transformación debe ser

T (I, 0)µνx
ν = δµνx

ν + 0 = xµ, (1.3)

mientras que de Ec.(1.2) se extrae la composición de transformaciones:

T (Λ′, a′)T (Λ, a) = T (Λ′Λ,Λ′a+ a′). (1.4)
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El subgrupo de traslaciones es un grupo abeliano

x′′
µ
= T (I, a′)µνx

′ν = T (I, a′)µνT (I, a)
ν
ρx

ρ = δµν
(
δνρx

ρ + aν
)
+ a′

µ
= xµ + a′

µ
+ aµ, (1.5)

por lo tanto

T (I, a′)T (I, a) = T (I, a)T (I, a′) = T (I, a′ + a). (1.6)

De aquí es posible definir la traslación inversa T (I,−a) como:

T (I,−a)T (I, a) = T (I, 0). (1.7)

El grupo abeliano que comprende todas las transformaciones con parámetro a es el grupo
de Lie de traslaciones T(1,3)1.

Respecto a las transformaciones de Lorentz, son aquellas que cumplen con mantener la
forma cuadrática del espaciotiempo de Minkowski invariante, es decir,

ds′2 = gµνdx
′µdx′

ν
= gµνΛ

µ
ρΛ

ν
σdx

ρdxσ = gµνdx
µdxν = ds2, (1.8)

lo cual implica que las matrices de transformación Λ deben cumplir la condición:

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ. (1.9)

Desde aquí es posible construir la matriz de transformación inversa multiplicando eq.(1.9)
por gλσ:

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σg

λσ = gρσg
λσ = δλρ , (1.10)

por lo tanto, [
Λ−1

]µ
ν
= Λµ

ν = gµρg
νσΛρσ (1.11)

y eq.(1.10) puede reescribirse como:

ΛµρΛµ
λ = δλρ . (1.12)

Con esto y Ec.(1.4) podemos definir una transformación de Poincaré inversa como:

T−1(Λ, a) = T (Λ−1,−Λ−1a). (1.13)

1Una dirección temporal y tres espaciales.
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De los resultados anteriores podemos extraer dos características que definen al grupo de
Lorentz, en primer lugar, al tomar el determinante de eq.(1.12) vemos que

|detΛ| = 1 (1.14)

y por lo tanto el grupo es especial. Por otro lado, de Ec.(1.10) se extrae que

g00Λ
0
ρΛ

0
σ + giiΛ

i
ρΛ

i
σ = gρσ, (1.15)

con lo cual (
Λ0

0

)2 − Λi0Λ
i
0 = 1 (1.16)

y en consecuencia (
Λ0

0

)2
= 1 + Λi0Λ

i
0 ≥ 1, (1.17)

es decir, el grupo es no compacto. Ambas restricciones seccionan el grupo en cuatro sub-
grupos no conectados: Λ++, Λ+−, Λ−+ y Λ−−

Λ++ : Λ0
0 ≥ 1, detΛ = 1

Λ+− : Λ0
0 ≥ 1, detΛ = −1

Λ−+ : Λ0
0 ≤ −1, detΛ = 1

Λ−− : Λ0
0 ≤ −1, detΛ = −1. (1.18)

Aquellos subgrupos con Λ0
0 ≥ 1 se denominan ortocronos y aquellos con detΛ = 1 se

denominan propios.

De interés particular es el subgrupo de Lorentz ortocrono y propio, ya que se encuentra
conectado de forma continua con la identidad, además, todas las otras clases de transfor-
maciones pueden obtenerse añadiendo transformaciones discretas: inversión espacial o de
paridad ΛP e inversión temporal ΛT , definidas como:

ΛP =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 y ΛT =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (1.19)
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Así,

Λ+− = ΛPΛ++

Λ−+ = ΛTΛ++

Λ−− = ΛPΛTΛ++. (1.20)

El grupo de todas las transformaciones de Lorentz es el grupo de Lie indefinido ortogonal2
O(1, 3), mientras que el subgrupo de transformaciones propias ortocronas es el grupo de
Lorentz restringido, el grupo de Lie ortogonal especial3 SO(1, 3)+.

Finalmente el grupo de Poincaré es el producto semidirecto entre el grupo de traslacio-
nes T(1,3) y el grupo de Lorentz,

T(1,3) ×O(1, 3). (1.21)

Debido a que es un grupo de Lie, podemos encontrar su álgebra a través del análisis de las
transformaciones infinitesimales. Consideremos una transformación de Poincaré infinitesi-
mal, es decir,

Λµν = δµν + ωµν ,

aµ = ϵµ, (1.22)

con ωµν , ϵµ pequeños. Una transformación de Lorentz debe cumplir Ec.(1.9), por lo tanto:(
δµρ + ωµρ

)
(δνσ + ωνσ) gµν = gρσ

gρσ + ωσρ + ωρσ = gρσ, (1.23)

por lo tanto ωσρ = −ωρσ es un tensor de rango 2 antisimétrico. De esto podemos ver que
el grupo de Poincaré posee 10 parámetros: 6 transformaciones de Lorentz y 4 traslaciones.

Para determinar el álgebra de los generadores del grupo consideraremos la acción del
grupo sobre un vector ψ en un espacio de Hilbert a través de una representación matricial
U(Λ, a):

ψ′ = U(Λ, a)ψ. (1.24)

2El grupo de transformaciones lineales que preserva la forma cuadrática ds2 =
(
dx0
)2 −

(
dx1
)2 −(

dx2
)2 − (dx3

)2.
3Un subgrupo de un grupo de Lie conectado con la identidad es a su vez un grupo de Lie, la palabra

“especial” se debe a que solo se consideran las transformaciones con detΛ = 1.
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Dado que la transformación U(I, 0) deja invariante el vector, entonces debe ser repre-
sentada por la matriz identidad, por lo tanto, una transformación infinitesimal será una
modificación de la matriz identidad proporcional a los parámetros infinitesimales:

U(I+ ω, ϵ) = I− 1

2
iωµνM

µν − iϵµP
µ, (1.25)

donde Mµν y P µ serán los generadores del grupo. Ya que la transformación debe ser
unitaria, entonces los operadores deben ser hermíticos,

Mµν† =Mµν , P µ† = P µ, (1.26)

además Mµν debe ser antisimétrico. La pregunta ahora sería cómo transforman los gene-
radores bajo transformaciones de Poincaré, es decir, calcular la relación de similaridad4

U(Λ, a)U(I+ ω, ϵ)U−1(Λ, a). (1.27)

Usando Ec.(1.4) y Ec.(1.13) vemos que

U(Λ, a)U(I+ ω, ϵ)U−1(Λ, a) = U(Λ, a)U
(
(I+ ω)Λ−1,−(I+ ω)Λ−1a+ ϵ

)
= U

(
Λ(I+ ω)Λ−1,−Λ(I+ ω)Λ−1a+ Λϵ+ a

)
= U

(
Λ(I+ ω)Λ−1,−aΛωΛ−1 + Λϵ

)
. (1.28)

La transformación de similaridad de una representación de un grupo es también una repre-
sentación, por lo tanto, por Ec.(1.25) podemos escribirla en función de los generadores:5

U(Λ, a)U(I+ ω, ϵ)U−1(Λ, a) = I− 1

2
i
(
ΛαµΛν

βωαβ
)
Mµν − i

(
Λαµϵα − Λα[µΛν]

βaνωαβ
)
P µ

= I− 1

2
iΛαµΛν

βωαβ (M
µν − aνP µ + aµP ν)− iΛαµϵαP

µ.

(1.29)

Comparando con Ec.(1.25) vemos que los generadores deben transformar como:

U(Λ, a)MαβU−1(Λ, a) = ΛαµΛν
β (Mµν − aνP µ + aµP ν) ,

U(Λ, a)PαU−1(Λ, a) = ΛαµP
µ. (1.30)

4El grupo es unitario, con lo cual U† = U−1.
5El término proporcional a a debe ser antisimetrizado debido a la contracción de las matrices de Lorentz

con el parámetro antisimétrico ω.
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Con tal de encontrar el álgebra, consideraremos ahora la transformación de los genera-
dores bajo transformaciones infinitesimales. Considerando parámetros infinitesimales en
Ec.(1.30) se obtiene, por un lado,

U(I+ ω, ϵ)MαβU−1(I+ ω, ϵ) =
(
δαµ + ωαµ

) (
δνβ + ων

β
)
(Mµν − ϵνP µ + ϵµP ν)

=Mαβ +Mµβωαµ +Mανων
β − ϵαP β + ϵβPα

=Mαβ − 1

2
ωµν

(
Mµαgνβ −Mναgµβ +Mνβgµα −Mµβgνα

)
− ϵµ

(
P βgµα − Pαgµβ

)
, (1.31)

donde en el último paso se han antisimetrizado los índices µ, ν, y por otro lado:

U(I+ ω, ϵ)PαU−1(I+ ω, ϵ) =
(
δαµ + ωαµ

)
P µ

= Pα + ωαµP
µ

= Pα − 1

2
ωµν (P

µgνα − P νgµα) . (1.32)

De la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff sabemos que

U(X)AU−1(X) = A+ [A,X] + · · · (1.33)

por lo tanto, para transformaciones infinitesimales se cumplirá que

U(I+ ω, ϵ)MαβU−1(I+ ω, ϵ) =Mαβ − i

[
1

2
ωµνM

µν + ϵµP
µ,Mαβ

]
,

U(I+ ω, ϵ)PαU−1(I+ ω, ϵ) = Pα − i

[
1

2
ωµνM

µν + ϵµP
µ, Pα

]
. (1.34)

Comparando con Ec.(1.31) y Ec.(1.32) vemos que el álgebra es:

i
[
Mµν ,Mαβ

]
=Mµαgνβ −Mναgµβ +Mνβgµα −Mµβgνα

i [Mµν , Pα] = P µgνα − P νgµα

i [P µ, Pα] = 0. (1.35)

El generador de las transformaciones de Lorentz, Mµν contiene a los generadores de las
rotaciones espaciales J i y de los boosts Ki mediante las definiciones

J i =
1

2
ϵijkMij, Ki =M0i (1.36)
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donde i = 1, 2, 3. De Ec.(1.35) y Ec.(1.36) vemos que dichos generadores cumplen el álge-
bra: [

J i, J j
]
= iϵijkJk,

[
Ki, Kj

]
= −iϵijkJk,

[
J i, Kj

]
= iϵijkKk. (1.37)

Con tales operadores es posible definir las siguientes combinaciones lineales:

Ai =
1

2

(
J i + iKi

)
y Bi =

1

2

(
J i − iKi

)
, (1.38)

las cuales cumplen:[
Ai, Aj

]
= iϵijkAk,

[
Bi, Bj

]
= iϵijkBk, y

[
Ai, Bj

]
= 0. (1.39)

Como consecuencia podemos ver que el grupo de Lorentz es homeomórfico al producto
directo de dos grupos SU(2) (ver, por ejemplo, el Capítulo 6 de [84])6,

SO(1, 3)+ ∼= SU(2)⊕ SU(2), (1.40)

y por lo tanto sus representaciones irreducibles se pueden escribir como producto de repre-
sentaciones irreducibles de SU(2) (ver Apéndice B).

El álgebra de Supersimetría

Como ya fue discutido anteriormente, el álgebra de supersimetría es una extensión
posible del álgebra de Poincaré que no está prohibida por el teorema de Coleman-Mandula
debido a que no es un álgebra de Lie usual sino mas bien un álgebra graduada de Lie7.

Hablando en términos generales, un álgebra de Lie es un espacio vectorial con ciertas
propiedades, la más importante es que sus elementos son cerrados bajo la operación de un
corchete de Lie (en el espacio de las matrices es el conmutador), es decir,

[ta, tb] = tatb − tbta = i
∑
c

f cabtc, (1.41)

donde f cab es un conjunto de constantes de estructura (para mayor detalle ver [85, 86]). Un
álgebra graduada de Lie es un anillo, cuyos elementos son cerrados bajo la operación de
un supercorchete (o superconmutador) de Lie,

tatb − (−1)|ηa||ηb|tbta = i
∑
c

f cabtc, (1.42)

donde ηa son las graduaciones de los generadores. Un generador con ηa = 0 se denomina
bosónico y con ηa = 1 se denomina fermiónico8.

6Siendo más específicos, la complexificación de ambos grupos son isomorfos, ver Sección 6.3 de [84].
7Más concretamente una superálgebra de Lie, un álgebra graduada de Lie con una graduación Z2.
8Si la graduación es distinta de Z2 las graduaciones pueden ser distintas de 0 y 1.
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La extensión del teorema de Coleman-Mandula para álgebras graduadas de Lie fue
dado por Haag, Lopuszański y Sohnius[79] y demuestra que para un álgebra graduada el
conjunto de generadores que anticonmutan deben ser espinores de espín 1

2
: Q, Q̄, además

restringe la extensión del álgebra de Poincaré a la forma esquemática:

{Qα,i, Qβ,j} ∝ Zij,
{
Q̄α̇,i, Q̄β̇,j

}
∝ Z†

ij

[P µ, Qαi
] = 0,

[
P µ, Q̄α̇,i

]
= 0

[Mµν , Qα,i] ∝ Qi,
[
Mµν , Q̄α̇,i

]
∝ Q̄i{

Qα,i, Q̄β̇,j

}
∝ P, (1.43)

donde los operadores bosónicos Zij = −Zji se denominan las cargas centrales del álgebra, el
subgrupo de operadores que conmutan con todos los demás. En ausencia de dichas cargas
centrales, el álgebra posee una simetría interna global, la invarianza bajo un grupo U(N)

Qi → Q′
i =

∑
k

Ui
kQk, (1.44)

que se conoce como simetría−R. En este trabajo consideraremos el caso más sencillo de
un álgebra de supersimetría, en el cual solo existe un par de generadores espinoriales, este
caso no posee cargas centrales y por lo tanto posee una simetría−R que denotaremos por
U(1)R. Esta es el álgebra de supersimetría con N = 19. La forma explícita del álgebra es:

i
[
Mµν ,Mαβ

]
=Mµαgνβ −Mναgµβ +Mνβgµα −Mµβgνα

i [Mµν , Pα] = P µgνα − P νgµα

i [P µ, Pα] = 0

i {Qα, Qβ} = 0, i
{
Q̄α̇, Q̄β̇

}
= 0

i [P µ, Qα] = 0, i
[
P µ, Q̄α̇

]
= 0

i [Mµν , Qα] = (σµν)α
βQβ, i

[
Mµν , Q̄α̇

]
= (σ̄µν)α̇

β̇Q̄β̇

i
{
Qα, Q̄β̇

}
= 2i (σµ)αβ̇ Pµ, (1.45)

en conjunto con la simetría−R

Qα → e−iθQα, Q̄α̇ → eiθQ̄α̇. (1.46)

Si denotamos por R al operador asociado a la simetría−R, de Ec.(1.46) vemos que

[R, Qα] = −Qα,
[
R, Q̄α̇

]
= Q̄α̇. (1.47)

9Las álgebras de supersimetría con N > 1 se conocen como supersimetrías extendidas.
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Una consecuencia del álgebra de supersimetría es que la energía de cualquier estado es
siempre definida positiva. Considerando el anticonmutador de las supercargas y realizando
una suma sobre los índices espinoriales se obtiene que∑

α

(
QαQα

† +Qα
†Qα

)
= 2

∑
α

(σµ)αα Pµ. (1.48)

Dado que solo σ0 tiene traza no nula, entonces∑
α

(
QαQα

† +Qα
†Qα

)
= 4P0, (1.49)

por lo tanto el valor de expectación respecto a cualquier estado nos dará una energía
definida positiva para ese estado, y en particular el vacío de la teoría tendrá energía cero.

1.2.2. Representaciones de supersimetría con N = 1

Una vez estudiada el álgebra que cumple el grupo de transformaciones de supersimetría
debemos ver cómo actúa la supersimetría sobre estados de una partícula en el espacio de
Hilbert, para ello es necesario identificar las representaciones irreducibles del álgebra de
supersimetría comenzando por el subálgebra de Poincaré.

Representaciones del grupo de Poincaré

Para clasificar las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré es necesario tener
un conjunto completo de observables que conmutan, en otras palabras, necesitamos iden-
tificar los operadores de Casimir del álgebra, aquellos operadores que conmutan con todos
los otros generadores. Para el álgebra de Poincaré, los operadores de Casimir son:

C1 = PµP
µ, C2 = WµW

µ, (1.50)

donde W µ es el pseudovector de Pauli-Lubanski,10

W µ =
1

2
ϵµνρσPνMρσ, (1.51)

10Este operador contiene la información del espín de partículas en movimiento relativista.
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y sus componentes son:

W 0 =
1

2
ϵ0νρσPνMρσ =

1

2
ϵ0ijkPiMjk = PiJ

i,

W i =
1

2
ϵiνρσPνMρσ = ϵi0jkP0Mjk + ϵij0kPjM0k = −P0J

i + ϵijkPjKk. (1.52)

Este pseudovector es ortogonal al generador de momentum,

PµW
µ =

1

2
ϵµνρσPµPνMρσ = 0, (1.53)

ya que PµPν es un tensor simétrico en los índices µ-ν. Usando esta propiedad podemos
conocer sus reglas de conmutación con los generadores del álgebra, por ejemplo, de

i [P µ, PνW
ν ] = i [P µ, P ν ]Wν + i [P µ,W ν ]Pν = 0, (1.54)

se obtiene que:

i [P µ,W ν ] = 0. (1.55)

Por otro lado,

i [Mµν , PαW
α] = i [Mµν , Pα]Wα + i [Mµν ,Wα]Pα = 0, (1.56)

por lo tanto

i [Mµν ,Wα]Pα = −i [Mµν , Pα]Wα, (1.57)

y usando Ec.(1.35),

i [Mµν ,Wα] = gανW µ − gαµW ν . (1.58)

Así:

i [W µ,W ν ] =
1

2
ϵµαβγ (igασMβγ [P

σ,W ν ] + igβσgγρPα [M
σρ,W ν ]) , (1.59)

finalmente, de Ec.(1.55) y Ec.(1.58) se obtiene que:

i [W µ,W ν ] = ϵµναβPαWβ. (1.60)
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Un estado físico ψ estará etiquetado por los autovalores de ambos operadores. Bajo el
operador de momentum el estado transforma como

P µψ = pµψ, (1.61)

mientras que los autovalores de C1 son

PµP
µψ = pµp

µψ = m2ψ, (1.62)

por lo tanto ψ = |m, p;σ⟩, donde σ se refiere a los números cuánticos asociados al otro
operador. Ahora necesitamos saber como transforma bajo una transformación de Lorentz
U(Λ, 0). Notemos que

P µU(Λ, 0) |m, p;σ⟩ =U(Λ, 0)
[
U−1(Λ, 0)P µU(Λ, 0)

]
|m, p;σ⟩ , (1.63)

usando Ec.(1.30) se obtiene que:

P µU(Λ, 0) |m, p;σ⟩ =U(Λ, 0)ΛαµP µ |m, p;σ⟩
Λαµp

µU(Λ, 0) |m, p;σ⟩ , (1.64)

por lo tanto la acción del operador de momentum sobre un estado transformado bajo una
transformación de Lorentz produce un estado con momentum Λp. Esto nos muestra que el
estado U(Λ, 0) |m, p;σ⟩ puede representarse como una combinación lineal de estados con
momentum Λp y valores σ

U(Λ, 0) |m, p;σ⟩ =
∑
σ′

Cσ,σ′ |m,Λp, σ′⟩ (1.65)

Para seguir restringiendo las representaciones consideraremos el otro operador de Casimir,
C2 = W 2. De Ec.(1.60) vemos que W µ no conmuta consigo mismo, con lo cual podemos
diagonalizar W 2 y una de sus componentes, por convención W 3. Así, el estado estará
etiquetado por los autovalores:

W 2 |m,w; p, w3⟩ = w2 |m,w; p, w3⟩ , y W 3 |m,w; p, w3⟩ = w3 |m,w; p, w3⟩ . (1.66)

De Ec.(1.17) sabemos que el grupo de Poincaré es un grupo no compacto y en consecuencia
todas sus representaciones unitarias son infinito-dimensionales11 (la parte asociada a los
boosts y momentum). Con tal de etiquetar la parte compacta, clasificaremos los grupos de
simetría remanentes al fijar las transformaciones no compactas, dichos grupos de simetría
remanentes son los little group.

Clasificaremos las representaciones según su masa sea nula o no.
11Están etiquetadas por un parámetro continuo.
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Representaciones masivas: En primer lugar consideraremos las representaciones para
las cuales p2 = m2 > 0. El grupo de Lorentz propio ortocrono preserva el signo de p0, con
lo cual las representaciones son generadas para un valor de p2 y el signo de p0 constantes.
Dado que la representación tiene masa no nula, siempre podemos ubicarnos en el sistema
de referencia en reposo,

pµ = (m, 0, 0, 0). (1.67)

De Ec.(1.52) vemos que en dicho sistema el pseudovector de Pauli-Lubanski toma la forma:

W µ = (0,−mJ i), (1.68)

es decir, se reduce al operador de momento angular total. Así, una representación masiva
estará etiquetada por los autovalores

J2 |m, j; p, j3⟩ =j(j + 1) |m, j; p, j3⟩ ,
J3 |m, j; p, j3⟩ =j3 |m, j; p, j3⟩ , (1.69)

es decir, existen 2j + 1 estados etiquetados por su masa y su espín (ver Apéndice B).

Representaciones no masivas: En el caso p2 = 0 ya no es posible analizar usar el sis-
tema de referencia en reposo. De Ec.(1.53) vemos que el pseudovector de Pauli-Lubanski es
ortogonal al momentum (en cualquier sistema de referencia), con lo cual ambas cantidades
son proporcionales,

W µ = hP µ, (1.70)

al igual que sus autovalores wµ = hpµ. En un sistema de referencia pµ = (p0, p
i) se cumple

que (p0)
2 = (pi)2, usando esto y Ec.(1.52) vemos que

h =
W 0

P 0
=
PiJ

i

|P i|
, (1.71)

es decir, h es la proyección del espín de la representación a lo largo del momentum de la
misma, en conclusión, la helicidad de la representación. Así, los estados no masivos serán
representados por |p, h⟩ y |p,−h⟩12.

12Deben considerarse ambas debido a que la transformación bajo CPT también es una representación
irreducible.
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Representaciones del álgebra de supersimetría con N = 1

Para analizar las representaciones del álgebra de supersimetría representada en Ec.(1.45)
debemos identificar sus operadores de Casimir. El álgebra de supersimetría posee dos ope-
radores de Casimir

C1 = PµP
µ, y C2 = (WµPν −WνPµ) (WµP ν −WνP µ) , (1.72)

donde Wµ es la versión supersimétrica del pseudovector de Pauli-Lubanski13

Wµ = W µ − 1

4
Q̄α̇ (σ̄

µ)α̇β Qβ. (1.73)

Una característica de las representaciones del álgebra de supersimetría es la degenerancia
de Bose-Fermi, es decir, que existe el mismo número de estados bosónicos y fermionicos.
Para probar esto debemos notar que, en primer lugar y debido a sus dimensiones, los
operadores fermionicos Qα, Q̄α̇ cambian en una unidad el número de bosones y fermiones

Qα, Q̄α̇ |bosón⟩ ∼ |fermión⟩ , Qα, Q̄α̇ |fermión⟩ ∼ |bosón⟩ , (1.74)

esto puede ser ejemplificado utilizando el operador de número fermiónico, NF , de tal forma
que

(−1)NFQα = −Qα(−1)NF . (1.75)

De lo anterior podemos extraer que el anticonmutador
{
Qα, Q̄β̇

}
mapea el sector bosóni-

co/fermiónico en sí mismo, por lo tanto, para un estado ψ se cumplirá que:

Tr
[
(−1)NF

{
Qα, Q̄β̇

}]
ψ = Tr

[
(−1)NF (QαQ̄β̇ + Q̄β̇Qα)

]
ψ

= Tr
[
−Qα(−1)NF Q̄β̇ + (−1)NF Q̄β̇Qα

]
ψ

= Tr
[
−Qα(−1)NF Q̄β̇ +Qα(−1)NF Q̄β̇

]
ψ

= 0. (1.76)

Por otro lado, utilizando el anticonmutador de las supercargas de Ec.(1.45) se deduce que:

Tr
[
(−1)NF

{
Qα, Q̄β̇

}]
ψ ∝ Tr

[
(−1)NFPµ

]
ψ = 0, (1.77)

y ya que el estado posee un momentum fijo, entonces la única posibilidad es que se cumpla14

Tr
[
(−1)NF

]
ψ = 0. (1.78)

13Y por lo tanto representa la versión supersimétrica del espín.
14Tr

[
(−1)NF

]
es el índice de Witten.
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Dado que (−1)NF = ±1 para bosones/fermiones, entonces Ec.(1.78) solo se cumple si

nB = nF , (1.79)

en otras palabras, el número de fermiones y bosones de la representación es el mismo.

La estrategia para clasificar los estados que pertenecen a una misma representación será
en primer lugar utilizar las supercargas Q1,2 como operadores de aniquilación y Q̄1̇2̇ como
operadores de creación15,

Q1,2 ∝ a1,2, Q̄1,2 ∝ a†1,2. (1.80)

Luego, considerando un estado que sea aniquilado por ambos operadores de aniquilación
podremos construir los demás usando los de creación. Debido a las reglas de anticonmuta-
ción de las supercargas, los posibles estados creados solo pueden ser:

|0⟩ , a†1 |0⟩ , a†2 |0⟩ , y a†2a
†
1 |0⟩ . (1.81)

Representaciones no masivas: Para una representación no masiva siempre es posible
ubicarse en un sistema de referencia de la forma

pµ = (E, 0, 0, 0, E). (1.82)

En dicho sistema el anticonmutador de supercargas se reduce a{
Qα, Q̄β̇

}
= 2E(σ0 + σ3)

= 4E

(
1 0
0 0

)
. (1.83)

De aquí se concluye que la acción de Q2 y Q̄2̇ sobre la representación |p, h⟩ es nula

⟨p, h|
{
Q2, Q̄2̇

}
|p, h⟩ = 0 (1.84)

y por lo tanto:

Q2 |p, h⟩ = Q̄2̇ |p, h⟩ = 0. (1.85)

Por otro lado, siempre es posible escoger un estado que sea aniquilado por Q1,

Q1 |p, h⟩ = 0. (1.86)

15Con alguna constante de proporcionalidad que normalice los estados.
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Ahora veremos que sucede con la helicidad de los estados creados por las supercargas.
En primer lugar calculemos el conmutador entre el psudovector de Pauli-Lubanski y una
supercarga: [

Wµ, Q̄
α̇
]
=

1

2
ϵµνρσP

ν
[
Mρσ, Q̄α̇

]
. (1.87)

Usando Ec.(1.45): [
Wµ, Q̄

α̇
]
= − i

2
ϵµνρσP

ν(σ̄ρσ)α̇β̇Q̄
β̇. (1.88)

Debido al sistema de referencia de Ec.(1.82) nos conviene analizar la componente W0,[
W0, Q̄

α̇
]
|p, h⟩ =− i

2
ϵ03ijP3

(
σ̄ij
)α̇

β̇
Q̄β̇ |p, h⟩

=
i

8
ϵ03ijP

3
(
σiσj − σjσi

)α̇
β̇
Q̄β̇ |p, h⟩

= −1

2
p3
(
σ3
)α̇

β̇
Q̄β̇ |p, h⟩ , (1.89)

pero p3 = −p0, de modo que:[
W0, Q̄

α̇
]
|p, h⟩ =1

2
p0
(
σ3
)α̇

β̇
Q̄β̇ |p, h⟩ . (1.90)

Usando Ec.(1.70) vemos que W0 |p, h⟩ = hp0 |p, h⟩. Reemplazándolo en el resultado anterior
y desarrollando el conmutador se obtiene:

W0Q̄
α̇ |p, h⟩ − Q̄α̇W0 |p, h⟩ =

1

2
p0
(
σ3
)α̇

β̇
Q̄β̇ |p, h⟩ , (1.91)

y en consecuencia:

W0Q̄
α̇ |p, h⟩ =

(
1

2
p0
(
σ3
)α̇

β̇
Q̄β̇ + hp0Q̄

α̇

)
|p, h⟩ . (1.92)

Ya que estamos interesados en la acción de la supercarga Q̄1̇ analizaremos la componente
2̇. Usando el hecho de que (σ3)

2̇
β̇Q̄

β̇ = −Q̄2̇ se observa que

W0Q̄
2̇ |p, h⟩ =

(
h− 1

2

)
Q̄2̇ |p, h⟩ , (1.93)
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es decir, el estado Q̄2̇ |p, h⟩ tiene helicidad h− 1
2
.

Ya que

Q̄2̇ = ϵ2̇1̇Q̄1̇ = −Q̄1̇, (1.94)

entonces la supercarga Q̄1̇ disminuye en 1
2

la helicidad del estado. De Ec.(1.99) vemos que
la normalización del estado debe ser:

|p, h− 1
2
⟩ = 1√

4E
Q̄1̇ |p, h⟩ . (1.95)

Puesto que en nuestro sistema de referencia Q̄2̇ no crea nuevos estados, podemos afirmar
que la representación no masiva está conformada por un estado de helicidad h, un estado
de helicidad h− 1

2
y sus conjugados CPT , |p,±h⟩, |p,±

(
h− 1

2

)
⟩.

Para este trabajo hay dos representaciones relevantes: aquella que comienza con h = 1
2

y aquella que empieza con h = 1.

h = 1
2
: El estado inicial será |p, 1

2
⟩, y los demás se construyen de Ec.(1.95) y sus

conjugados CPT , por lo tanto la representación está conformada por los estados:{
|p, 1

2
⟩ , |p,−1

2
⟩ , |p, 0⟩ , |p, 0′⟩

}
, (1.96)

que son dos estados de espín 1
2

que conforman un espinor de Weyl y dos campos escalares
que conforman un campo escalar complejo, esta representación se conoce como supermul-
tiplete quiral no masivo.

h = 1: El estado inicial será |p, 1⟩, por lo tanto la representación está conformada
por, {

|p, 1⟩ , |p,−1⟩ , |p, 1
2
⟩ , |p,−1

2
⟩
}
, (1.97)

que son dos estados de espín 1
2

que conforman un espinor de Weyl y dos polarizaciones
transversales que conforman un campo vectorial sin masa, esta representación se conoce
como supermultiplete vectorial no masivo.
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Representaciones masivas: Para clasificar las representaciones masivas, al igual que
el caso del grupo de Poincaré nos ubicaremos en el sistema de referencia en reposo

pµ = (m, 0, 0, 0), (1.98)

si volvemos a analizar el anticonmutador, podremos ver que en este sistema{
Qα, Q̄β̇

}
= 2m(σ0)

= 2m

(
1 0
0 1

)
. (1.99)

Los operadores de Casimir tienen la forma

C1ψ = PµP
µψ = m2ψ, (1.100)

y

C2ψ =(WµPν −WνPµ) (WµP ν −WνP µ)ψ

=2 (WµWµPνP
ν −WµP

µWνP
ν)ψ. (1.101)

Calculando ambos miembros:

WµWµPνP
νψ =m2

(
Wµ −

1

4
Q̄α̇ (σ̄µ)

α̇β Qβ

)(
W µ − 1

4
Q̄α̇ (σ̄

µ)α̇β Qβ

)
ψ

=m2

(
WµW

µ − 1

2
Q̄α̇ (Wµσ̄

µ)α̇β Qβ +
1

16
Q̄α̇ (σ̄µ)

α̇β QβQ̄α̇ (σ̄
µ)α̇β Qβ

)
ψ

=m2

(
m2JiJ

i − m

2
Q̄α̇

(
Jiσ̄

i
)α̇β

Qβ +
1

16
Q̄α̇ (σ̄µ)

α̇β QβQ̄γ̇ (σ̄
µ)γ̇δ Qδ

)
ψ,

(1.102)

WµP
µWνP

νψ =

(
WµP

µWνP
ν − 1

2
Q̄α̇ (Pµσ̄

µ)α̇β QβWνP
ν +

1

16
Q̄α̇ (Pµσ̄

µ)α̇β QβQ̄γ̇ (Pν σ̄
ν)γ̇δ Qδ

)
ψ

=
m2

16
Q̄α̇

(
σ̄0
)α̇β

QβQ̄γ̇

(
σ̄0
)γ̇δ

Qδψ, (1.103)

se puede obtener la forma del operador, que se reduce a:

C2 =2m4

(
JiJ

i − 1

2m
Q̄α̇

(
Jiσ̄

i
)α̇β

Qβ +
1

16m4
Q̄α̇ (σ̄i)

α̇β QβQ̄γ̇

(
σ̄i
)γ̇δ

Qδ

)
=4m2ΞiΞ

i, (1.104)
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donde

Ξi = J i − 1

4m
Q̄α̇

(
σ̄i
)α̇β

Qβ (1.105)

es la versión supersimétrica del operador de momento angular y cumple el álgebra de
rotaciones: [

Ξi,Ξj
]
= iϵijkΞk, (1.106)

esto quiere decir que sus autovalores serán:

Ξ2ψ = ξ(ξ + 1)ψ. (1.107)

Ahora consideraremos un estado |0⟩ que es aniquilado por todas las supercargas. Para este
estado el operador de momento angular supersimétrico toma la forma

Ξ |0⟩ =J i |0⟩ − 1

4m
Q̄α̇

(
σ̄i
)α̇β

Qβ |0⟩

=J i |0⟩ , (1.108)

y por lo tanto el momento angular es simplemente el momento angular no supersimétrico,
así, etiquetaremos dicho estado por |0⟩ = |m, j; p, j3⟩. Ahora necesitamos analizar cuál es
el espín de los estados creados, para ello necesitamos los conmutadores de los operadores
J i y J2 con las supercargas. De Ec.(1.87) vemos que:[

W0, Q̄
α̇
]
= P i

[
Ji, Q̄

α̇
]
+ J i

[
Pi, Q̄α̇

]
= − i

2
ϵ0νρσP

ν(σ̄ρσ)α̇β̇Q̄
β̇, (1.109)

por lo tanto,

P i
[
Ji, Q̄

α̇
]
=− i

2
ϵ0νρσP

ν(σ̄ρσ)α̇β̇Q̄
β̇

=− i

2
ϵ0ijkP

i
(
σ̄jk
)α̇

β̇
Q̄β̇

=− 1

2
P i(σ̄i)

α̇
β̇Q̄

β̇, (1.110)

y en conclusión: [
Ji, Q̄

α̇
]
= −1

2
(σ̄i)

α̇
β̇Q̄

β̇. (1.111)
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De forma análoga se obtiene

[Ji, Qα] =
1

2
(σi)α

βQβ. (1.112)

Usando ambas relaciones podemos encontrar los conmutadores con J2. Notemos que[
J2, Q̄α̇

]
=J i

[
Ji, Q̄

α̇
]
+
[
Ji, Q̄

α̇
]
J i, (1.113)

por lo tanto: [
J2, Q̄α̇

]
=− 1

2
(σ̄i)

α̇
β̇J

iQ̄β̇ − 1

2
(σ̄i)

α̇
β̇Q̄

β̇J i

=− 1

2
(σ̄i)

α̇
β̇

[
J i, Q̄α̇

]
− (σ̄i)

α̇
β̇Q̄

β̇J i

=
1

4
(σ̄i)

α̇
β̇

(
σ̄i
)γ̇
δ̇
Q̄δ̇ − (σ̄i)

α̇
β̇Q̄

β̇J i

=
3

4
Q̄α̇ − (σ̄i)

α̇
β̇Q̄

β̇J i. (1.114)

Del mismo modo: [
J2, Qα

]
=
3

4
Qα + (σi)α

βQβJ
i. (1.115)

De lo anterior puede demostrarse además que:[
J2, Q̄2̇Q̄1̇

]
=
[
J2, Q̄1̇Q̄2̇

]
= 0. (1.116)

Definimos los estado normalizados:

|m, j; p, j3⟩1̇(2̇) =
Q1̇(2̇)

√
2m

|m, j; p, j3⟩ , (1.117)

y aplicamos el operador J3:

J3 |m, j; p, j3⟩1̇ = J3
Q̄1̇

√
2m

|m, j; p, j3⟩

=
1√
2m

[
J3, Q̄

1̇
]
|m, j; p, j3⟩+

Q̄1̇

√
2m

J3 |m, j; p, j3⟩

= − 1

2
√
2m

(σ̄3)
α̇
β̇Q̄

β̇ |m, j; p, j3⟩+ j3
Q̄1̇

√
2m

|m, j; p, j3⟩

=

(
j3 −

1

2

)
|m, j; p, j3⟩1̇ . (1.118)
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De manera similar se logra:

J3 |m, j; p, j3⟩2̇ =
(
j3 +

1

2

)
|m, j; p, j3⟩2̇ . (1.119)

Ahora veremos la componente J3 del estado creado por ambas supercargas16,

J3 |m, j; p, j3⟩2̇,1̇ =
1

2m
J3Q̄

2̇Q̄1̇ |m, j; p, j3⟩

=
1

2m

([
J3, Q̄

2̇
]
Q̄1̇ |m, j; p, j3⟩+ Q̄2̇J3Q̄

1̇ |m, j; p, j3⟩
)

=
1

2m

((
j3 +

1

2

)
Q̄2̇Q̄1̇ |m, j; p, j3⟩+

(
j3 −

1

2

)
Q̄2̇Q̄1̇ |m, j; p, j3⟩

)
=j3 |m, j; p, j3⟩2̇,1̇ , (1.120)

y se obtiene el mismo resultado para |m, j; p, j3⟩1̇,2̇.

Para el momento angular total, solo analizaremos el caso relevante para este trabajo, en
el cual el supermomento angular inicial es nulo, ξ = ξ3 = j = j3 = 0, y para ello haremos
uso de los operadores J± = J1 ± iJ2, que en este caso cumplen:[

J+, Q̄
1̇
]
=
[
J−, Q̄

2̇
]
= 0, (1.121)

y J2 = J+J−+(J3)
2. El estado inicial será |m, 0; p, 0⟩, de Ec.(1.114) y Ec.(1.117) obtenemos:

J2 |m, 0; p, 0⟩1̇ =
([
J2, Q̄α̇

]
+ Q̄α̇J2

)
|m, 0; p, 0⟩

=

(
3

4
Q̄1̇ − (σ̄1)

α̇
β̇Q̄

β̇J1 − (σ̄2)
α̇
β̇Q̄

β̇J2 − (σ̄3)
α̇
β̇Q̄

β̇J3

)
|m, 0; p, 0⟩

=

(
3

4
Q̄1̇ − Q̄2̇J− − Q̄1̇J3

)
|m, 0; p, 0⟩

=
3

4
|m, 0; p, 0⟩1̇ . (1.122)

Siguiendo un proceso similar:

J2 |m, 0; p, 0⟩2̇ =
3

4
|m, 0; p, 0⟩2̇ . (1.123)

16El subíndice 2̇, 1̇ indica que primero se aplicó Q̄1̇ y luego Q̄2̇ y viceversa.
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Ya que debe cumplirse J2 |m, j; p, j3⟩1̇(2̇) = j(j + 1) |m, j; p, j3⟩1̇(2̇), entonces se deduce que
para ambos estados j = 1

2
. Por otro lado, de Ec.(1.118) y Ec.(1.119) vemos que:

J3 |m, 0; p, 0⟩1̇ =− 1

2
|m, 0; p, 0⟩1̇ ,

J3 |m, 0; p, 0⟩2̇ =
1

2
|m, 0; p, 0⟩2̇ . (1.124)

Solo nos queda comprobar los estados |m, j; p, j3⟩2̇,1̇ y |m, j; p, j3⟩1̇,2̇. De Ec.(1.120) sabemos
que ambos poseen j3 = 0, y de Ec.(1.116) vemos que j no cambia para estos estados. Así,
la representación está conformada por los estados:{

|m, 0, p, 0⟩ , |m, 0′, p, 0′⟩ , |m, 1
2
, p, 1

2
⟩ , |m, 1

2
, p,−1

2
⟩
}
, (1.125)

que son dos estados de espín 1
2

que conforman un espinor de Weyl y dos campos esca-
lares que conforman un campo escalar complejo, esta representación recibe el nombre de
supermultiplete quiral masivo.

1.3. Teoría de campos supersimétrica con N = 1

En esta sección se describirá la construcción de acciones invariantes bajo supersime-
tría. Una forma de realizar supersimetría es extendiendo el espaciotiempo para incluir
dimensiones “fermiónicas” conformadas por variables anticonmutativas, esta extensión se
conoce como superespacio y los campos definidos sobre este superespacio se denominan
supercampos.

1.3.1. Representación en supercampos

Un campo ordinario es una función de las coordenadas espaciotemporales, mientras que
un supercampo Σ es una función de las coordenadas del superespacio, el cual además de
las coordenadas usuales xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) posee pares de variables anti-
conmutativas17 de Grassmann

{
θα, θ̄α̇

}
las cuales transforman como espinores de Weyl de

dos componentes (Para una explicación detallada del cálculo usando variables de Grass-
mann ver Apéndice C). En esta sección veremos como construir acciones invariantes de
supersimetría de las cuales se obtienen lagrangianos de modelos supersimétricos.

17Cumplen
{
θα, θβ

}
=

{
θα, θ̄β̇

}
=

{
θ̄α̇, θ̄β̇

}
= 0.
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En teoría de campos, estamos interesados en la forma en la cual transforma un cam-
po inducido por una transformación de Poincaré de sus coordenadas. Un campo F(x)
será además un elemento de un espacio de Hilbert, por lo tanto transformará bajo una
representación en el espacio de Hilbert del grupo de Poincaré, es decir,

F ′i(x′) = F ′i(T (Λ, a)x) = U i
jF j(x). (1.126)

Al ser U una representación del grupo de Poincaré, un grupo de Lie, entonces puede ser
expresado como la exponencial de los generadores del grupo por sus parámetros.

En el grupo de Poincaré, las traslaciones de las coordenadas son generadas por el
operador de energía-momentum P µ, mientras que en el superespacio una traslación de las
coordenadas fermionicas será generada por las supercargas, Qα, Q̄α̇. Para teorías con N = 1
sólo tenemos un par de supercargas y por ende sólo un par de coordenadas fermiónicas.

Una transformación finita del grupo de supersimetría con N = 1 tendrá la forma

T (xµ, θα, θ̄α̇) = exp
[
i
(
θαQα + θ̄α̇Q̄α̇ − xµP

µ
)]
. (1.127)

Analizaremos su regla composición aplicando dos elementos finitos T (xµ, θα, θ̄α̇)T (yµ, φα, φ̄α̇)
del grupo. Debido a la regla de Baker-Campbell-Hausdorff sabemos que

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]+..., (1.128)

por lo tanto,

T (xµ, θα, θ̄α̇)T (yµ, φα, φ̄α̇) = exp

[
i

(
θαQα + θ̄α̇Q̄α̇ − xµP

µ + φαQα + φ̄α̇Q̄α̇ − yµP
µ

+
1

2
θαφ̄α̇

[
θαQα + θ̄α̇Q̄α̇ − xµP

µ, φαQα + φ̄α̇Q̄α̇ − yµP
µ
]
+ . . .

)]
.

(1.129)

Para ver la contribución de los conmutadores debemos calcular el conmutador de los gene-
radores multiplicando parámetros anticonmutativos. De Ec.(1.45) vemos que:{

Qα, Q̄α̇

}
= 2 (σµ)αα̇ Pµ, (1.130)

si multiplicamos los parámetros θα. ξ̄α̇ podemos observar que el único conmutador no nulo
es:

2θα (σµ)αα̇ ξ̄
α̇Pµ =θα

(
QαQ̄α̇ + Q̄α̇Qα

)
ξ̄α̇

=ξ̄α̇Q̄α̇θ
αQα − θαQαξ̄

α̇Q̄α̇

=
[
ξ̄α̇Q̄α̇, θ

αQα

]
. (1.131)
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Usando la formula de Baker-Campbell-Hausdorff se obtiene que:

T (xµ, θα, θ̄α̇)T (yµ, φα, φ̄α̇) = exp

[
iθαQα + iθ̄α̇Q̄α̇ − ixµP

µ + iφαQα + iφ̄α̇Q̄α̇ − iyµP
µ

1

2

[
φ̄α̇Q̄α̇, θ

αQα

]
− 1

2

[
θ̄α̇Q̄α̇, φ

αQα

]]
=exp

[
i
(
θαQα + θ̄α̇Q̄α̇ − xµP

µ + φαQα + φ̄α̇Q̄α̇ − yµP
µ

−iθα (σµ)αα̇ φ̄
α̇Pµ + iφα (σµ)αα̇ θ̄

α̇Pµ
)]

=exp
[
i
(
(θα + φα)Qα +

(
θ̄α̇ + φ̄α̇

)
Q̄α̇ −

(
xµ + yµ + iθσµφ̄− iφσµθ̄

)
P µ
)]

=T
(
xµ + yµ + iθσµφ̄− iφσµθ̄, θα + φα, θ̄α̇ + φ̄α̇

)
. (1.132)

Esto quiere decir que bajo una transformación de supersimetría las coordenadas transfor-
man como:(
x′
µ
, θ′

α
, θ̄′

α̇
)
= T

(
yµ, φα, φ̄α̇

) (
xµ, θα, θ̄α̇

)
=
(
xµ + yµ + iθσµφ̄− iφσµθ̄, θα + φα, θ̄α̇ + φ̄α̇

)
.

(1.133)

Por lo tanto, una función de las coordenadas del superespacio Σ
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
, ante una

transformación de supersimetría de sus coordenadas cambiará de la forma:

Σ′
(
x′
µ
, θ′

α
, θ̄′

α̇
)
=exp

[
i
(
φαQα + φ̄α̇Q̄α̇ − yµP

µ
)]
Σ
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=Σ

(
xµ + yµ + iθσµφ̄− iφσµθ̄, θα + φα, θ̄α̇ + φ̄α̇

)
. (1.134)

Si expandimos en serie el lado derecho de la última línea se obtiene:

Σ′
(
x′
µ
, θ′

α
, θ̄′

α̇
)
=Σ

(
xµ, θα, θ̄α̇

)
+ (yµ + iθσµφ̄− iφσµθ̄, θα + φα)

∂Σ

∂xµ

+ φα
∂Σ

∂θα
+ φ̄α̇

∂Σ

∂θ̄α̇
+ . . . (1.135)

lo cual debe ser consistente con expandir en serie la exponencial de la primera linea de
Ec.(1.134). Esto solo se cumple si

Pµ = i∂µ, iQα = ∂θα − i (σµ)αα̇ θ̄
α̇∂µ, y iQ̄α̇ = ∂θ̄α̇ + iθα (σµ)αα̇ ∂µ. (1.136)

Esta representación del álgebra de supersimetría invita a definir derivadas covariantes
supersimétricas “fermiónicas”:

Dα = ∂θα + i (σµ)αα̇ θ̄
α̇∂µ

D̄α̇ = −∂θ̄α̇ − iθα (σµ)αα̇ ∂µ. (1.137)
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De Ec.(1.45), Ec.(1.136) y Ec.(1.137) puede demostrarse que:{
Dα, D̄α̇

}
= 2i (σµ)αα̇ ∂µ

{Dα, Dα} =
{
D̄α̇, D̄α̇

}
= 0

{Dα, Qα} =
{
Dα, Q̄α̇

}
=
{
D̄α̇, Qα

}
=
{
D̄α̇, Q̄α̇

}
= 0. (1.138)

Debido a las propiedades antisimétricas de las variables de Grassmann (ver Apéndice C),
un supercampo escalar Σ

(
xµ, θα, θ̄α̇

)
tendrá un número finito de términos en su expansión

en serie en dichas variables:

Σ
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=a(x) + αα(x)θ

α + β̄α̇(x)θ̄
α̇ + b(x)θαθ

α + c(x)θ̄α̇θ̄
α̇ + Aµ(x)θ

α (σµ)αα̇ θ̄
α̇

+ γ̄α̇(x)θβθ
β θ̄α̇ + δα(x)θ̄β̇ θ̄

β̇θα + d(x)θαθ
αθ̄β̇ θ̄

β̇, (1.139)

donde a, b, c y d son campos escalares, α, β, γ y δ son espinores y A es un campo vectorial.
Es fácil notar que este supercampo no es una representación irreducible del álgebra de
supersimetría, ya que posee muchas más componentes en comparación con las que debe-
rían tener las representaciones según la sección anterior, sin embargo, es posible definir
supercampos que sí sean representaciones irreducibles imponiendo restricciones sobre el
supercampo escalar. En lo que sigue veremos los tipos de supercampos necesarios para este
trabajo: supercampos quirales y supercampos vectoriales.

1.3.2. Supercampo quiral

Llamaremos supercampo quiral/antiquiral, Φ/Φ†, a un supercampo que cumpla la res-
tricción:

D̄α̇Φ = 0

DαΦ
† = 0. (1.140)

Ahora es necesario saber el contenido de campos que contiene. De Ec.(1.136) se puede
concluir que:

D̄α̇θ
β = 0

D̄α̇

(
xµ + iθβ (σµ)ββ̇ θ̄

β̇
)
= −iθβ (σµ)βα̇ + iθβ (σµ)ββ̇ ∂θ̄α̇ θ̄

β̇ = 0

Dαθ̄
β̇ = 0

Dα

(
xµ − iθβ (σµ)ββ̇ θ̄

β̇
)
= i (σµ)αβ̇ θ̄

β̇ − i∂θαθ
β (σµ)ββ̇ θ̄

β̇ = 0, (1.141)
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lo que indica que la solución más general de Ec.(1.140) son funciones Φ (yµ, θα) y Φ† (ȳµ, θ̄α̇)
con

yµ = xµ + iθα (σµ)αα̇ θ̄
α̇,

ȳµ = xµ − iθα (σµ)αα̇ θ̄
α̇. (1.142)

Restringiendo Ec.(1.139) a las soluciones generales de Ec.(1.140) obtenemos la solución
más general para sus componentes:

Φ(y, θ) = a(y) + αα(y)θ
α + b(y)θαθ

α,

Φ†(ȳ, θ̄) = a′(ȳ) + β̄α̇(ȳ)θ̄
α̇ + c(ȳ)θ̄α̇θ̄

α̇. (1.143)

Si realizamos una expansión en serie de los campos en las variables de Ec.(1.142) se obtie-
ne18

a(y) = a(x) + iθβ (σµ)ββ̇ θ̄
β̇∂µa(x)−

1

4
θαθ

αθ̄α̇θ̄
α̇∂µ∂

µa(x),

αα(y) = αα(x) + iθβ (σµ)ββ̇ θ̄
β̇∂µαα(x),

b(y) = b(x),

a′(ȳ) = a′(x)− iθβ (σµ)ββ̇ θ̄
β̇∂µa(x)−

1

4
θαθ

αθ̄α̇θ̄
α̇∂µ∂

µa(x),

β̄α̇(ȳ) = β̄α̇(x)− iθβ (σµ)ββ̇ θ̄
β̇∂µβ̄α̇(x),

c(ȳ) = c(x). (1.144)

Así, las componentes del supercampo quiral serán:

Φ(x, θ) =a(x) + αα(x)θ
α + b(x)θαθ

α + i∂µa(x)θ
β (σµ)ββ̇ θ̄

β̇

+
i

2
∂µα

α(x) (σµ)αα̇ θ̄
α̇θβθ

β − 1

4
θαθ

αθ̄α̇θ̄
α̇∂µ∂

µa(x)

Φ†(x, θ̄) =a′(x) + β̄α̇(x)θ̄
α̇ + c(x)θ̄α̇θ̄

α̇ − i∂µa(x)θ
β (σµ)ββ̇ θ̄

β̇

− i

2
θα (σµ)αα̇ ∂µβ̄

α̇(x)θ̄β̇ θ̄
β̇ − 1

4
θαθ

αθ̄α̇θ̄
α̇∂µ∂

µa′(x). (1.145)

Por razones prácticas definiremos

a(x) = ϕ(x), a′(x) = ϕ†(x)

αα(x) =
√
2ψα(x), β̄α̇(x) =

√
2ψ̄α̇(x)

b(x) = F (x), c(x) = F †(x), (1.146)
18Notar que no consideramos los órdenes superiores en las variables de Grassmann que se anulan.
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con lo cual el supercampo quiral tendrá la forma:

Φ(x, θ) =ϕ(x) +
√
2ψα(x)θ

α + F (x)θαθ
α + i∂µϕ(x)θ

β (σµ)ββ̇ θ̄
β̇

+
i√
2
∂µψ

α(x) (σµ)αα̇ θ̄
α̇θβθ

β − 1

4
θαθ

αθ̄α̇θ̄
α̇∂µ∂

µϕ(x)

Φ†(x, θ̄) =ϕ†(x) +
√
2ψ̄α̇(x)θ̄

α̇ + F †(x)θ̄α̇θ̄
α̇ − i∂µϕ(x)θ

β (σµ)ββ̇ θ̄
β̇

− i√
2
θα (σµ)αα̇ ∂µψ̄

α̇(x)θ̄β̇ θ̄
β̇ − 1

4
θαθ

αθ̄α̇θ̄
α̇∂µ∂

µϕ†(x). (1.147)

Para ver como transforman las componentes del supercampo aplicaremos una transforma-
ción de supersimetría al supercampo quiral:

Φ′ (x′µ, θ′α) =exp
[
i
(
ξαQα + ξ̄α̇Q̄α̇

)]
Φ (xµ, θα)

=Φ (xµ, θα) + i
(
ξαQα + ξ̄α̇Q̄α̇

)
Φ (xµ, θα)

=Φ (xµ, θα) + δΦ (xµ, θα) . (1.148)

Usando Ec.(1.136) y Ec.(1.147) podemos calcular:

δΦ (xµ, θα) =i
(
ξαQα + ξ̄α̇Q̄α̇

)
Φ (xµ, θα)

=
(
ξα∂θα + iξα (σµ)αα̇ θ̄

α̇∂µ + ξ̄α̇∂θ̄α̇ − iθα (σµ)αα̇ ξ̄
α̇∂µ
)
Φ (xµ, θα) . (1.149)

Si computamos únicamente los términos que contribuyen se obtiene:

ξα∂θαΦ =
√
2ξαψα + 2Fξαθ

α

ξ̄α̇∂θ̄α̇Φ = i∂µϕθ
α (σµ)αα̇ ξ̄

α̇ +
i√
2
∂µψ

α (σµ)αα̇ ξ̄
α̇θβθ

β

iξα (σµ)αα̇ θ̄
α̇∂µΦ = 0

iθα (σµ)αα̇ ξ̄
α̇∂µΦ = iθα (σµ)αα̇ ξ̄

α̇∂µϕ+
√
2iθα (σµ)αα̇ ξ̄

α̇∂µψβθ
β. (1.150)

Comparando con Ec.(1.147) concluimos que:

δϕ =
√
2ξαψα

δψα =
√
2ξαF +

√
2i (σµ)αα̇ ξ̄

α̇∂µϕ

δF =
√
2i∂µψ

α (σµ)αα̇ ξ̄
α̇. (1.151)

Finalmente veremos como se construye el lagrangiano para este modelo. Una acción S
invariante de supersimetría se obtiene de la integración en las variables de Grassmann de
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una función dependiente de las coordenadas del superespacio S
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
S =

∫
d4xL(x) =

∫
d4xd2θd2θ̄S

(
xµ, θα, θ̄α̇

)
. (1.152)

Debido a la forma en que se integran las funciones de variables de Grassmann (Apéndice
C) vemos que el lagrangiano será simplemente el coeficiente θθθ̄θ̄ de la función S, esto se
conoce como término−D19.

El término cinético de una teoría para un supercampo quiral vendrá dado por el
término−D de la función

S
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
= Φ†(x, θ̄)Φ(x, θ). (1.153)

Si realizamos la multiplicación del lado derecho usando Ec.(1.147) y escribiendo solo el
término−D se obtiene:

S =

∫
d4xd2θd2θ̄Φ†(x, θ̄)Φ(x, θ)

=

∫
d4x

(
−1

4
ϕ†∂µ∂

µϕ− 1

4
ϕ∂µ∂

µϕ† +
i

2
∂µψσ

µψ̄ − i

2
∂µψ̄σ

µψ + F †F

)
. (1.154)

Manejando los términos encontramos la acción para el supermultiplete quiral no masivo
de Ec.(1.96):

S =

∫
d4x

{
∂µϕ

†∂µϕ+ iψ̄σ̄µ∂µψ + F †F
}
. (1.155)

Tal como nos muestra la Ec.(1.96), esta es la acción para un campo escalar complejo y un
fermión de Weyl, en adición a un campo escalar complejo que no se propaga20, el campo
auxiliar F . La razón del por qué aparece este campo auxiliar es debido a que el número de
grados de libertad bosónicos y fermionicos debe ser el mismo como indica Ec.(1.79), esto
debe cumplirse tanto on-shell como off-shell. Al imponer las ecuaciones de movimiento
existen dos grados de libertad bosónicos asociados a ϕ y ϕ† y dos grados de libertad
fermionicos asociados al fermión de Weyl mientras que off-shell el fermión de Weyl posee
dos grados de libertad extra que se compensan con los del campo auxiliar.

Para añadir términos de interacción entre las componentes del supercampo, vamos a
considerar una función W (Φ) del supercampo quiral que llamaremos superpotencial. Ya

19El término−D transforma como una derivada total.
20Y por lo tanto no da lugar a estados de una partícula.
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que es una función únicamente del supercampo quiral, el superpotencial en si mismo es un
supercampo quiral y si lo expandimos en serie de potencias de las variables de Grassmann
se tiene:

W (Φ) = W (ϕ) +
√
2
∂W (ϕ)

∂ϕ
ψαθ

α +

[
∂W (ϕ)

∂ϕ
F − 1

2

∂2W (ϕ)

∂ϕ2
ψαψ

α

]
θβθ

β, (1.156)

mas términos que no contribuyen por ser derivadas totales. W debe entenderse entonces
como una función únicamente de θ y por lo tanto su acción se obtendrá integrando sola-
mente en θ2, esto se conoce como término−F . La parte de interacción más general de la
acción contendrá también al término−F del hermítico conjugado del superpotencial:

Sint =

∫
d4xd2θW (Φ) +

∫
d4xd2θ̄W †(Φ†). (1.157)

Finalmente, la acción de un supercampo quiral interactuante, también conocido como mo-
delo de Wess-Zumino [87], será:

S =

∫
d4xd2θd2θ̄Φ†(x, θ̄)Φ(x, θ) +

[∫
d4xd2θW (Φ) + h.c

]
, (1.158)

o en términos de sus componentes de campos:

S =

∫
d4x

{
∂µϕ

†∂µϕ+ iψ̄σ̄µ∂µψ + F †F +

[
∂W (ϕ)

∂ϕ
F − 1

2

∂2W (ϕ)

∂ϕ2
ψαψ

α + h.c
]}

.

(1.159)

Si consideramos la parte fermiónica como la teoría original, entonces las partículas escalares
reciben el nombre de sfermiones, por ejemplo, si ψ es un electrón, ϕ es un selectrón.

Finalmente considerar que la acción renormalizable más general en d = 4 contiene un
superpotencial con términos cúbicos o de menor grado.

1.3.3. Supercampo vectorial

Llamaremos supercampo vectorial V a un supercampo que cumpla la restricción

V = V †. (1.160)
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De Ec.(1.139) vemos que esta relación se traduce en las siguientes relaciones para las
componentes del supercampo:

a†(x) = a(x), βα(x) = αα(x), c†(x) = b(x)

Aµ
†(x) = Aµ(x), γα(x) = δα(x), d†(x) = d(x), (1.161)

por lo tanto sus componentes serán:

V
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=a(x) + αα(x)θ

α + ᾱα̇(x)θ̄
α̇ + b(x)θαθ

α + b†(x)θ̄α̇θ̄
α̇ + Aµ(x)θ

α (σµ)αα̇ θ̄
α̇

+ γ̄α̇(x)θβθ
β θ̄α̇ + γα(x)θ̄β̇ θ̄

β̇θα + d(x)θαθ
αθ̄β̇ θ̄

β̇. (1.162)

Por conveniencia reescribiremos los campos como

αα(x) = iχα(x)

b(x) =
i

2
(w(x) + iz(x))

γα(x) = −i
(
λα(x) +

i

2
(σµ)αα̇ ∂µχ̄

α̇(x)

)
d(x) =

1

2

(
D(x)− 1

2
∂µ∂

µa(x)

)
. (1.163)

Así, las componentes del supercampo vectorial serán:

V
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=a(x) + iχα(x)θ

α − iχ̄α̇(x)θ̄
α̇ +

i

2
(w(x) + iz(x)) θαθ

α − i

2
(w(x)− iz(x)) θ̄α̇θ̄

α̇

+ Aµ(x)θ
α (σµ)αα̇ θ̄

α̇ + i

(
λ̄α̇(x) +

i

2
(σ̄µ)αα̇ ∂µχ

α(x)

)
θβθ

β θ̄α̇

− i

(
λα(x) +

i

2
(σµ)αα̇ ∂µχ̄

α̇(x)

)
θ̄β̇ θ̄

β̇θα +
1

2

(
D(x)− 1

2
∂µ∂

µa(x)

)
θαθ

αθ̄β̇ θ̄
β̇.

(1.164)

Si comparamos esta expansión con el supermultiplete vectorial no masivo de Ec.(1.97),
vemos que tenemos demasiados grados de libertad: 4 campos escalares reales, un campo
vectorial y dos espinores de Weyl, por lo tanto es necesario restringir aún más el super-
campo. Una forma de hacerlo es imponer una simetría extra en la acción. Comenzando con
un supercampo quiral como el de Ec.(1.147), vemos que la combinación i(Φ − Φ†) es un
supercampo real. Así, una transformación puede ser:

V ′ → V + i(Φ− Φ†). (1.165)
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A nivel de componentes la transformación es:

a′(x) → a(x) + i(ϕ(x)− ϕ†(x))

χ′
α(x) → χα(x) +

√
2ψα(x)

1

2
(w′(x) + iz′(x)) → 1

2
(w(x) + iz(x)) + F (x)

A′
µ(x) → Aµ(x)− ∂µ(ϕ(x) + ϕ†(x))

λ′α(x) → λα(x)

D′(x) → D(x). (1.166)

Si definimos φ(x) = (ϕ(x) + ϕ†(x)) vemos que la transformación del campo vectorial es
idéntica a una transformación de gauge usual, por lo tanto a nivel de supercampo vectorial
sería una transformación de “supergauge”. Para mantener esta simetría de gauge ordinaria
y restringir las componentes notemos que esta libertad nos permite ajustar a = χ = w =
z = 0. Esta estrategia se conoce como el gauge de Wess-Zumino [88] y el supercampo
vectorial se reduce a:

V
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=Aµ(x)θ

α (σµ)αα̇ θ̄
α̇ + iλ̄α̇(x)θβθ

β θ̄α̇ − iλα(x)θ̄β̇ θ̄
β̇θα +

1

2
D(x)θαθ

αθ̄β̇ θ̄
β̇,

(1.167)

con la libertad remanente:

A′
µ(x) → Aµ(x)− ∂µφ(x)

λ′α(x) → λα(x)

D′(x) → D(x). (1.168)

Una consecuencia inmediata de Ec.(1.167) es que el cuadrado del supercampo vectorial es
proporcional únicamente al campo vectorial:

V 2
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=

1

2
AµA

µθαθ
αθ̄β̇ θ̄

β̇, (1.169)

mientras que potencias superiores se anulan.

Veamos como transforman las componentes bajo una transformación de supersimetría.
De forma análoga al caso del supercampo quiral tendremos que:

δV
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=i
(
ξαQα + ξ̄α̇Q̄α̇

)
V
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
=
(
ξα∂θα + iξα (σµ)αα̇ θ̄

α̇∂µ + ξ̄α̇∂θ̄α̇ − iθα (σµ)αα̇ ξ̄
α̇∂µ
)
V
(
xµ, θα, θ̄α̇

)
,

(1.170)
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calculando cada término se obtiene:

ξα∂θαV = Aµ(x)ξ
α (σµ)αα̇ θ̄

α̇ + 2iλ̄α̇(x)ξβθ
β θ̄α̇ − iξαλα(x)θ̄β̇ θ̄

β̇ +D(x)ξαθ
αθ̄β̇ θ̄

β̇

ξ̄α̇∂θ̄α̇V = Aµ(x)θ
α (σµ)αα̇ ξ̄

α̇ + iξ̄α̇λ̄α̇(x)θβθ
β − 2iλα(x)ξ̄β̇ θ̄

β̇θα +D(x)θαθ
αξ̄β̇ θ̄

β̇

iξα (σµ)αα̇ θ̄
α̇∂µV = iξα (σµ)αα̇ θ̄

α̇∂µAµ(x)θ
β (σµ)ββ̇ θ̄

β̇ − ξα (σµ)αα̇ ∂µλ̄
α̇

iθα (σµ)αα̇ ξ̄
α̇∂µV = iθα (σµ)αα̇ ξ̄

α̇∂µAµ(x)θ
β (σµ)ββ̇ θ̄

β̇ + ∂µλ
α (σµ)αα̇ ξ̄

α̇, (1.171)

por lo tanto al comparar con Ec.(1.167) se observa que:

δAµ = iξα (σµ)αα̇ λ̄
α̇ − iλα (σµ)αα̇ ξ̄

α̇

δλα = −iDξα −
1

2
(σµσ̄ν)α

βξβ (∂µAν − ∂νAµ)

δD = ∂µλ
α (σµ)αα̇ ξ̄

α̇ − ξα (σµ)αα̇ ∂µλ̄
α̇. (1.172)

Anteriormente y con tal de restringir los grados de libertad del supercampo, pusimos como
condición que la acción fuera invariante a la transformación de Ec.(1.165). Una forma de
lograr esto es que la acción sea proporcional a derivadas covariantes supersimétricas del
supercampo vectorial ya que, por definición, los supercampos quirales de la transformación
se anularán al aplicar la derivada. Por ello definiremos el supercampo de intensidad de
campo:

Wα = D̄α̇D̄α̇DαV

W̄α̇ = DαDαD̄α̇V. (1.173)

Las dos derivadas D̄α̇ son necesarias para que el objeto sea invariante, esto debido a que
las derivadas tienen anticonmutador no nulo y por lo tanto

W ′
α =D̄α̇D̄α̇Dα

[
V + i(Φ− Φ†)

]
=Wα + iD̄α̇D̄α̇DαΦ

=Wα − iD̄α̇
{
Dα, D̄α̇

}
Φ

=Wα. (1.174)

Para encontrar las componentes, es útil notar que Wα es un supercampo quiral espinorial,
ya que cumple:

D̄β̇Wα = D̄β̇D̄
α̇D̄α̇DαV = 0. (1.175)
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Usando la solución de Ec.(1.143) para supercampos quirales vemos que la forma mas ge-
neral, usando las componentes de Ec.(1.167), de Wα es:

Wα = 4iλα(y) + 4D(y)θα + 2i (σµσ̄ν)αβ (∂µAν(y)− ∂νAµ(y))θ
β + 4 (σµ)αα̇ ∂µλ̄

α̇(y)θβθ
β.

(1.176)

Si expandimos en serie usando la definición de Ec.(1.142) se obtiene:

Wα =4iλα(x) + 4D(x)θα + 2i (σµσ̄ν)αβ (∂µAν(x)− ∂νAµ(x))θ
β − 4∂µλα(x)θ

β (σµ)ββ̇ θ̄
β̇

+ 4 (σµ)αα̇ ∂µλ̄
α̇(x)θβθ

β + 2i∂µD(x) (σµ)αβ̇ θ̄
β̇θβθ

β − i

2
∂µ∂

µλα(x)θβθ
β θ̄β̇ θ̄

β̇. (1.177)

Para construir una acción supersimétrica y dado que Wα tiene un índice espinorial, tendre-
mos que contraerlo con otro espinor izquierdo, y dado que sólo depende de θ entonces la
acción vendrá del término−F . Calculando el todos los coeficientes con dos θ se consigue:21

S =
1

32

∫
d4xd2θWαWα =

∫
d4x

{
−1

4
FµνF

µν + iλ̄σ̄µ∂µλ+
1

2
D2

}
, (1.178)

donde Fµν = ∂µAν(x) − ∂νAµ(x). Comparando con Ec.(1.97) vemos que la anterior es la
acción para un supermultiplete vectorial no masivo, con la adición del campo auxiliar D
que cumple la misma función que el campo F en el modelo de Wess-Zumino, completar los
grados de libertad off-shell. El campo Aµ es un bosón vectorial de gauge y el espinor de
Weyl λ es su supercompañero, el gaugino.

1.4. Renormalización en teoría cuántica de campos

La teoría de renormalización ha sido un marco teórico fundamental en el éxito predicti-
vo de las teorías cuánticas de campos relativistas, su desarrollo fue necesario para resolver
el problema de las divergencias ultravioletas que surgía en los cálculos más allá del orden
más bajo en teoría de perturbaciones y que hacían inaccesibles las predicciones de orden
superior en términos computables. El problema yacía en expresar los observables única-
mente en términos de los parámetros desnudos presentes en la acción (masas, constantes
de acoplamiento), ya que lo que mostraban las divergencias en los resultados era que tales
parámetros en realidad representaban cantidades no mensurables y por lo tanto no aptas
para expresar objetos testeables en experimentos. Las divergencias pueden ser canceladas

21También se obtiene el término − i
8ϵµνρσF

µνF ρσ, el cual no consideraremos por ser una derivada total.
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expresando la teoría en término de cantidades renormalizadas, las cuales deben ser fini-
tas y medibles, y si esta cancelación se produce a todo orden de teoría de perturbaciones
entonces se dice que la teoría es renormalizable.

La teoría de renormalización convencional está compuesta de un conjunto de esquemas
de sustracción de divergencias ultravioleta equivalentes, los cuales siguen un procedimiento
algebraico que se basa en la localidad y el conteo de potencias. Por otro lado existe otra
versión del proceso de renormalización iniciada por Kenneth Wilson [89, 90, 91] en la década
de los 70 del siglo XX, la cual se basa en el desacoplamiento de los comportamientos a
baja y alta energía de la teoría, permitiendo ignorar los efectos ultravioleta de la teoría,
integrando fuera los grados de libertad de forma infinitesimal y dejándonos una teoría
renormalizada efectiva a bajas energía.

Para un repaso más detallado sobre renormalización, se puede consultar [92, 93, 94, 95,
96, 97].

1.4.1. El grado de divergencia y la renormalizabilidad

Como se mencionó anteriormente la renormalización es necesaria debido a que los cálcu-
los que involucran lazos dan lugar a integrales divergentes en el espacio de momentum, estas
divergencias provienen del hecho de que el espaciotiempo es tratado como un continuo y
en consecuencia, en el espacio de momentum no existe un límite ultravioleta para las fre-
cuencias que circulan en los lazos cerrados. El grado de divergencia D de un diagrama
corresponde a la diferencia de factores de momentum entre el numerador y denominador
del integrando y se define por:

D = 4−
∑
F

EF(sF + 1)−
∑
i

Vi∆i, (1.179)

donde F denota el tipo de campo, EF el número de líneas externas del diagrama, sF
es un factor de escalamiento del propagador del tipo de campo, el cual adquiere valor 0
para bosones no masivos y 1

2
para fermiones, Vi el número de vértices correspondiente a la

i−ésima interacción y,

∆i = 4− δi −
∑
F

ni,F(sF + 1), (1.180)

es un parámetro que depende de la estructura interna del diagrama; δi es el número de
derivadas del operador y ni,F es el número de campos de tipo F en la i−ésima interacción.
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Si D > 0 significa que la parte de la amplitud en la que todos los momentum internos
van a infinito diverge como: ∫

kD−1dk, (1.181)

mientras que si D = 0 la divergencia es logarítmica y si D < 0 la integral converge.

Para los casos con D ≤ 0, si consideramos integrales de la forma:∫
kD

(k + λ)
dk, (1.182)

podemos notar que al derivar D+1 veces se obtiene un valor finito, esto puede interpretarse
como que el valor de la integral corresponde a un polinomio de grado D en λ,∫

kD

(k + λ)
dk =

D∑
i

ciλ
i + λD lnλ, (1.183)

donde los coeficientes ci son infinitos22. A su vez, cada miembro del polinomio se puede
interpretar como la contribución de i operadores de interacción en el lagrangiano tal que
ni,F = EF y δi ≤ D, estos nuevos operadores de interacción proveerán nuevos paráme-
tros, los contratérminos, que en conjunto con los parámetros desnudos darán lugar a las
constantes renormalizadas de la teoría. Las teorías para las cuales hay un número finito
de interacciones que pueden ser redefinidas usando un número finito de contratérminos se
conocen como teorías renormalizables.

El factor ∆i juega un papel clave en la renormalizabilidad de una teoría. Notemos que
la constante de acoplamiento de un operador en el lagrangiano tendrá dimensión:∑

i

Vi∆i, (1.184)

esto puede verse ya que el lagrangiano debe tener las mismas dimensiones de masa que
el espaciotiempo, por lo tanto un operador que contenga F campos de dimensión dF y δi
derivadas tendrá dimensión:

4− δi −
∑
F

ni,FdF , (1.185)

22El término proporcional a lnλ aparece debido a que la D+1−ésima derivada siempre es proporcional
a 1/λ.
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pero dF = 1 + sF
23, por lo tanto la dimensión será:

4− δi −
∑
F

ni,F(1 + sF) = ∆i. (1.186)

Esto nos dice que el acoplamiento asociado a dicho operador de interacción tendrá dimen-
siones de masa ∆i. Observando la Ec.(1.179) vemos que si ∆i ≥ 0 entonces el grado de
divergencia de cualquier diagrama tendrá un valor máximo de:

Dmáx = 4−
∑
F

EF(sF + 1), (1.187)

por lo tanto habrá un número finito de diagramas dependientes de las líneas externas y el
tipo de campo cuyas integrales sean divergentes, mientras que si ∆i < 0 esto se invierte y
la expresión de Ec.(1.187) pasa a ser el grado mínimo de divergencia y existirán infinitos
diagramas con integrales divergentes.

Este análisis nos permite categorizar las teorías respecto a la cantidad de diagramas
divergentes que posee:

Teorías renormalizables: Si todas las interacciones de una teoría poseen constantes de
acoplamiento con ∆ ≥ 0 entonces la teoría posee un numero finito de diagramas divergentes,
divergencias que podrán ser absorbidas por un número finito de contratérminos a través
de la redefinición de un conjunto limitado de constantes físicas.

Teorías no renormalizables: Si todas o parte de las interacciones poseen constantes
de acoplamiento con ∆ < 0 entonces para cualquier proceso con un número fijo de líneas
externas habrá un número de vértices que volverá divergente la integral, por lo tanto se
necesitaría una cantidad infinita de contratérminos y un numero infinito de constantes
físicas para absorberlas.

1.4.2. Regularización ultravioleta y la acción renormalizada en
teoría de perturbaciones

Nuestro objetivo es expresar una teoría en términos de una acción con parámetros re-
normalizados, es decir, cuyos campos y parámetros están debidamente ajustados respecto a

23La dimensión asintótica del propagador es k−2−2sF y depende de la dimensión de los campos como
−4 + 2dF .

39



observables físicos. Como vimos en la parte anterior, en una teoría renormalizable aparece
una cantidad finita de contratérminos que absorben el número finito de integrales diver-
gentes que aparecen en las funciones de correlación. Una teoría se define por su acción en
términos de sus parámetros desnudos

S0 (φ0,F , C0,i,m0,j) , (1.188)

donde φ0,F es el conjunto de campos de tipo F , C0,i el conjunto de acoplamientos de la
i−ésima interacción y m0,j es el j−ésimo parámetro de masa. Dado que estamos consi-
derando una teoría renormalizable, entonces la cancelación de divergencias cambiará la
normalización de los operadores, para tomar en cuenta esto definiremos los campos y aco-
plamientos renormalizados como:

φ0,F =ZF
1
2φF

C0,i =ZC,iCi

m0,j =Zm,jmj, (1.189)

donde ZF , Zm,j y ZC,i se denominan constantes de renormalización de los campos, masas
y acoplamientos. Estas constantes se relacionan con los contratérminos δϑ de la forma:

Zϑ =1 + δϑ, (1.190)

donde ϑ = F , i, j de modo que la acción de Ec.(1.188) será separada en dos contribuciones:

S0 (φ0,F , C0,i,m0,j) = S (φF , Ci,mj) + Scont (φF , Ci,mj, δϑ, µ) , (1.191)

aquí Scont es la parte de la acción que posee los contratérminos y µ será un punto de
renormalización que veremos en breve. Es importante aclarar que tanto las simetrías de la
acción, como la simetría de gauge, pueden hacer que las constantes de renormalización no
sean completamente independientes unas de otras.

Considerando la acción separada como en Ec.(1.191), veremos que tendremos un conjun-
to de reglas de Feynman provenientes de S y otro conjunto proveniente de Scont dependiente
de los contratérminos, la estrategia será calcular las funciones de correlación de la teoría
utilizando ambas contribuciones y fijar el valor de los contratérminos de tal forma que la
suma de constantes renormalizadas y contratérminos sea finito.

Con tal de manipular las integrales divergentes es necesario introducir algún parámetro
que exhiba explícitamente el comportamiento divergente del diagrama, este proceso se
conoce como regularización y los procedimientos más comunes son:

40



Regularización mediante un cutoff de momentum: Consiste en regularizar la di-
vergencia ultravioleta cortando directamente las frecuencias ultravioleta en alguna escala
Λ ya sea suave o fuertemente:∫ ∞

0

ddkI(k,m) →
∫ ∞

0

ddkI(k,m)θ(Λ− |k|),
∫ ∞

0

ddkI(k,m)e−
k2

Λ , . . . , (1.192)

de un modo tal que la forma funcional del resultado sea una función que diverge para
Λ → ∞.

Regularización de Pauli-Villars: Consiste en introducir un término de masa ficticio
MPV en los propagadores:∫ ∞

0

ddkI(k,m) →
∫ ∞

0

ddkI(k,m+MPV ), (1.193)

con tal que la forma funcional del resultado sea una función que diverge para MPV → 0.

Regularización dimensional: Consiste en modificar la dimensionalidad de la integral
d→ d− ϵ e integrar su continuación analítica:∫ ∞

0

ddkI(k,m) →
∫ ∞

0

dd−ϵkI(k,m) (1.194)

y así de obtener un resultado divergente para ϵ→ 0.

Los valores concretos de los contratérminos se obtendrán iterativamente orden a or-
den en teoría de perturbaciones, para ello expandiremos las constantes de Ec.(1.190) en
potencias de los acoplamientos:

Zϑ(Ci,mj, µ,Θ) =
∑
λ

ω
(λ)
ϑ (mj, µ,Θ)Ci

λ, (1.195)

donde Θ denota a alguno de los reguladores mencionados anteriormente y µ la escala a la
cual se fijarán las constantes renormalizadas. El punto crucial es que los coeficientes ω(λ)

ϑ

deben ser escogidos de tal forma que para cada orden de teoría de perturbaciones la acción
sea finita, es decir, que los contratérminos absorban todas las divergencias ultravioletas de
los diagramas divergentes.
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1.4.3. El esquema de renormalización

La introducción de los reguladores tiene la finalidad de parametrizar la divergencia
en un número finito de términos que divergen para valores extremos del regulador, esto
hace que los coeficientes de la expansión perturbativa de las constantes de renormalización
posean una parte divergente y una finita:

ω
(λ)
ϑ (mj, µ,Θ) = ζdiv

(λ)
ϑ (Θ) + ζfin

(λ)
ϑ (mj, µ,Θ). (1.196)

El requerimiento de que los parámetros renormalizados sean finitos únicamente fija la parte
divergente de los coeficientes, mas no la parte finita del mismo. Observando la Ec.(1.191)
vemos que tenemos mas parámetros de los necesarios para identificar de forma única la
teoría24 con lo cual las partes finitas de los coeficientes, así como la escala de renormali-
zación son arbitrarias. El procedimiento mediante el cual se fijan las partes finitas de los
contratérminos se conoce como el esquema de renormalización. Algunos esquemas comunes
utilizados son:

Esquema MS (substracción mínima): Consiste en definir el contratérmino de tal
forma que cancele la parte divergente mediante una sustracción trivial. Mantiene una de-
pendencia explícita en el punto de renormalización µ.

Esquema MS: Consiste en definir el contratérmino de forma que cancele no solo la
parte divergente sino también las partes finitas mediante sustracción. Al igual que el caso
anterior se mantiene una dependencia explícita en el punto de renormalización µ.

Esquema On-Shell: En este esquema, en vez de utilizar la sustracción, se imponen
condiciones de renormalizabilidad sobre el polo y el residuo del propagador renormalizado
de tal forma que dicho polo sea la masa física de la partícula.

Los esquemas DR/DR (reducción dimensional): Utilizado en física más allá del
modelo estándar y en particular en supersimetría, consiste en mantener la dimensionalidad
de ciertos campos dentro de la regularización dimensional con tal de mantener los grados

24La acción desnuda solo depende de los acoplamientos y las masas, mientras que los contratérminos
entregan una dependencia extra en los parámetros finitos y la escala de renormalización a través de la
Ec.(1.196).
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de libertad, así como las simetrías (supersimetría). Al igual que en la substracción mínima,
DR/DR se diferencian en la cantidad de términos finitos que se cancelan.

Debido a que la elección de esquema es arbitraria, se esperaría que los observables
físicos sean independientes del mismo, sin embargo, debido al truncamiento de la serie
perturbativa esto no se produce y, salvo los de orden más bajo, los coeficientes de la
expansión sí dependen del esquema que se utilice.

1.4.4. El grupo de renormalización

Pese al éxito del método de cancelación de divergencias que hemos visto hasta ahora,
la necesidad de realizar los cálculos dentro de la teoría de perturbaciones sigue teniendo
problemas con los cuales lidiar, uno de ellos es el problema de que la contribución de un
n−ésimo lazo a un proceso que involucra un momentum externo k será proporcional a

gn
[
ln
k2

m2

]n
, (1.197)

con g la constante de acoplamiento, esto puede ser visto ya desde la Ec.(1.183). Este tipo
de contribución rompe la teoría de perturbaciones para momentum grande aún cuando el
acoplamiento sea pequeño. Incluso en teorías no masivas, es necesario definir una escala
de renormalización µ que proporcionará términos del estilo lnE/µ que serán divergentes
para |lnE/µ| ≫ 1. En particular, si un observable Σ(E,X, g,m), donde g son constantes
de acoplamiento y X son variables cinemáticas, tiene dimensiones de masa d, el análisis
dimensional nos dice que:

Σ(E,X, g,m) = EdΣ
(
1, X, g,

m

E

)
, (1.198)

y por lo tanto para altas energías el comportamiento asintótico debería ser

Σ(E,X, g,m)
E→∞−−−−−→ EdΣ (1, X, g, 0) , (1.199)

sin embargo, lo que se encuentra en realidad es que el factor de escalamiento contiene
potencias de lnE/m que rompen el análisis dimensional. Esto muestra que por mucho que
escojamos una escala de renormalización conveniente en la cual µ ∼ E, dicho resultado
no puede extenderse a escalas de energía arbitrariamente altas, esto se conoce como el
problema de los grandes logaritmos.

La solución a este problema fue dada por Gell-Mann y Low [98] a través del grupo de
renormalización. La idea detrás de este concepto consiste en utilizar una escala móvil de
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renormalización, de tal forma que en cada punto de esta escala se cambien las prescripciones
de renormalización con tal de recuperar la ley de potencias de Ec.(1.199).

Si definimos una constante de acoplamiento gµ que no dependa de m para µ ≫ m
entonces se cumplirá que

Σ(E,X, gµ,m, µ) = EdΣ
(
1, X, gµ,

m

E
,
µ

E

)
. (1.200)

Dado que µ es arbitrario, podemos escoger µ = E tal que

Σ(E,X, gµ,m, µ) = EdΣ
(
1, X, gE,

m

E
, 1
)
, (1.201)

el cual no contendrá singularidades ya que, por construcción, gE es independiente de m.
Ahora es posible calcular Σ en teoría de perturbaciones:

Σ =
∑
i

cigE
i, (1.202)

de tal forma que

Σ(E,X, gµ,m, µ)
E→∞−−−−−→ EdΣ (1, X, gE, 0, 1) (1.203)

para cada orden finito. Usando el procedimiento de renormalización podemos definir:

gµ = g + F (Θ, µ,m), (1.204)

o de forma equivalente:

gµ = gR + F ′(µ,m), (1.205)

sin embargo nos encontramos con el problema de que F y F ′ seguirán conteniendo términos
proporcionales a lnµ/m de tal forma que la expansión de Ec.(1.202) sólo será válida para
|lnµ/m| ≪ 1.

La solución es calcular gµ para una escala móvil de renormalización, de tal forma que,
luego de calcular gµ, calculamos una constante gµ′ en términos de gµ tal que µ′/µ ≪ 1 de
forma iterativa hasta gE:

gµ → gµ′(gµ) → gµ′′(gµ′) → . . .→ gE. (1.206)
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La relación entre constantes de acoplamiento en distintos puntos de renormalización será
de la forma

gµ′ = G

(
gµ,

µ′

µ
,
m

µ

)
. (1.207)

Derivando respecto a µ′/µ en ambos lados obtendremos:

µ
∂

∂µ′ gµ′ =
∂

∂µ′/µ
G

(
gµ,

µ′

µ
,
m

µ

)
, (1.208)

tal que en el límite µ′/µ→ 1 se consigue una constante de acoplamiento dependiente de la
escala de renormalización gobernada por la ecuación diferencial:

µ
∂

∂µ
gµ =

∂

∂µ′/µ
G

(
gµ,

µ′

µ
,
m

µ

)∣∣∣∣(
µ′
µ

)
→1

. (1.209)

Dado que hemos escogido µ para que no existan singularidades infrarrojas, entonces para
µ≫ m se tendrá

µ
∂

∂µ
gµ =

∂

∂µ′/µ
G

(
gµ,

µ′

µ
, 0

)∣∣∣∣(
µ′
µ

)
→1

= β(gµ), (1.210)

donde la función de la parte derecha fue bautizada por C. Callan y K. Symanzik como
la función beta [99] y puede ser calculada perturbativamente. Esta representa la ecuación
diferencial que gobierna el flujo continuo de la constante g en la escala móvil de energía.

Este procedimiento no solo debe realizarse para las constantes de acoplamiento sino
que, con tal de evitar el problema de los grandes logaritmos del todo, es necesario calcular
el flujo de todos los parámetros de la teoría respecto a la escala móvil de renormalización.

Consideremos un correlador desnudo G0;n donde n corresponde al número de campos.
Por simplicidad solo consideraremos un tipo de campo masivo. La relación entre el corre-
lador desnudo y renormalizado será,

G0;n(φ0, g0,m0) = Zφ
n
2Gn(φ, g,m, µ). (1.211)

Consideraremos µ como una escala móvil y que las constantes y masa dependen de dicha
escala, además, siguiendo la definición de la función beta en Ec.(1.210), tomaremos la
derivada respecto a µ de Ec.(1.211):

µ
∂

∂µ
G0;n(φ0, g0,m0) = µ

∂

∂µ

[
Zφ

n
2Gn(φ, g,m, µ)

]
. (1.212)
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Desarrollando el lado derecho se obtiene:

Zφ
n
2

[
n

2

1

Zφ
µ
∂Zφ
∂µ

+ µ
∂g

∂µ

∂

∂g
+ µ

∂m

∂µ

∂

∂m

]
Gn(φ, g,m, µ). (1.213)

Si definimos

γ = − 1

Zφ
µ
∂Zφ
∂µ

,

γm = µ
∂m

∂µ
, (1.214)

además de la función beta definida anteriormente, y teniendo en cuenta que el correlador
desnudo no depende de la escala de renormalización entonces obtenemos la ecuación[

β(g)
∂

∂g
+ γm

∂

∂m
− n

2
γ

]
Gn(φ, g,m, µ) = 0, (1.215)

conocida como la ecuación de Callan-Symanzik [99, 100]. El término γ se conoce como la
dimensión anómala del campo φ y es la parte no canónica de la dimensión de escalamiento
del correlador.

El conjunto de dimensiones anómalas y funciones beta forman las ecuaciones del grupo
de renormalización.

1.4.5. La versión wilsoniana del grupo de renormalización

A principios de la década de 1970 del siglo XX, un grupo de físicos, siendo pionero el
estadounidense Kenneth Wilson, desarrollaron una forma distinta de interpretar las ideas
de renormalización y grupo de renormalización a través de principios físicos universales que
involucran grados de libertad colectivos [101, 89, 90, 91, 102].

La versión wilsoniana de la renormalización se fundamenta en el principio de que la
física a una cierta escala de energía que consideraríamos baja energía o escala infrarroja no
depende de la física de alta energía o escala ultravioleta (para la escala que se considera),
por lo tanto siempre es posible definir una teoría efectiva de baja energía despreciando
las contribuciones de la escala ultravioleta. En la práctica esto se reduce a integrar sobre
los grados de libertad, representados por campos, iterativamente sobre subconjuntos de
grados de libertad escogidos convenientemente y calculando el cambio en la acción efectiva
a través de un reescalamiento de los parámetros de la teoría. Esta es la generalización del
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esquema de renormalización en bloques de grano grueso de Kadanoff [101] para el modelo
Ising.

El primer paso consiste en eliminar los grados de libertad que representan fluctuaciones
de distancias cortas respecto a cierta función de onda característica. Si Ψ(k) representa el
conjunto de campos de la teoría en el espacio de momentum, g el conjunto de constantes de
acoplamiento y S [Ψ, g] es la acción de la teoría, entonces se impone un cutoff ultravioleta
de momentum Λ relacionado con la función de onda característica y respecto al cual se
separarán los modos de baja y alta energía

Ψ(k) =

{
ΨUV(k) si k > Λ

ΨIR(k) si k < Λ
. (1.216)

Integrando fuera los campos UV obtendremos una acción efectiva SΛ para los campos IR
de la forma: ∫

DΨeiS[Ψ,g] =

∫
DΨIRe

iSΛ[ΨIR,g(Λ)], (1.217)

donde

eiSΛ[ΨIR,g(Λ)] =

∫
Λ

DΨUVe
iS[Ψ,g]. (1.218)

SΛ es la acción efectiva de Wilson.

El cambio de parámetro Λ definirá entonces un mapeo no invertible entre el espacio de
constantes efectivas g′(Λ′) y desnudas g(Λ), donde las nuevas constantes de acoplamiento
pueden ser todas aquellas que la simetría de la teoría permita.

El segundo paso consiste en el reescalamiento de los operadores (o de los campos) luego
de integrar en un cascarón de momentum de ancho Λ′ < k < Λ. En primer lugar los propios
vectores de momentum cambiarán como

kµ → ξkµ, (1.219)

donde ξ = Λ/Λ′ es el ancho del cascarón de momentum sobre el que estamos integrando.
Un campo será reescalado entonces de la forma:

Ψ(k′) =
1

ξDξ
√
Zξ

Ψ

(
k′

ξ

)
, (1.220)
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donde se interpreta Dξ como la dimensión canónica de reescalamiento del campo y Zξ se
relaciona con la constante de renormalización de la función de onda de la renormalización
usual.

Si analizamos el comportamiento lineal de la acción efectiva respecto a un punto es-
pecial del espacio de acoplamientos que se conoce como punto fijo y del cual hablaremos
más adelante, se obtiene una expansión en infinitos operadores con infinitas constantes de
acoplamiento

SΛ [ΨIR, g(Λ)] = S∗ +

∫
ddx

∞∑
ν

gν(Λ)Oν , (1.221)

donde S∗ es la acción efectiva evaluada en el punto fijo. Los coeficientes gν(Λ) son las
constantes de acoplamiento y dependen del cutoff. Para analizar su evolución bajo el cambio
del mismo definiremos las constantes adimensionales a una cierta escala Λ como25:

g̃i(Λ) = Λ−∆igi(Λ). (1.222)

Por simple análisis dimensional, la relación entre dos constantes definidas a diferentes
valores del cutoff debe tener la forma

g̃′i(Λ
′) = G

(
g̃i(Λ),

Λ′

Λ

)
, (1.223)

lo cual recuerda a Ec.(1.207), por lo tanto vemos que la relación de las constantes de
acoplamiento a distintas escalas nos permite definir una función beta. Derivando ambos
lados respecto al cambio infinitesimalmente de escalas obtenemos

Λ
∂g̃i
∂Λ

= G
(
g̃i(Λ),

Λ′

Λ

)∣∣∣∣
Λ′
Λ
→1

= βi (g̃i(Λ)) (1.224)

el análogo wilsoniano de las funciones beta.

Si comenzamos con un número finito de acoplamientos g̃0 para una escala de cutoff Λ,
para cualquier otro valor de cutoff Λ′ < Λ tendremos, por lo general, infinitos acoplamien-
tos con valores no nulos para todos los operadores que las simetrías de la teoría permitan.
En general, para Λ′ ≪ Λ veremos que espacio de acoplamientos de la teoría se aproxi-
mará a un espacio crítico estable que es independiente tanto del cutoff como del espacio
inicial de acoplamientos, estos son los puntos críticos en los cuales evaluamos la acción de

25La dimensión es la misma que definimos en Ec.(1.180).
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Ec.(1.221). El comportamiento que tendrá una constante de acoplamiento (y su operador
asociado) respecto a dicho espacio crítico dependerá de la dimensión de escala que tenga
dicha constante en relación con la dimensión espaciotemporal, lo cual nos permite clasificar
las constantes como:

Acoplamiento relevante, ∆i > 0

Acoplamiento irrelevante, ∆i < 0

Acoplamiento marginal, ∆i = 0.

Ante pequeñas perturbaciones del espacio crítico, los acoplamientos relevantes se alejan de
la superficie mientas que los irrelevantes permanecen en ella, por otro lado los acoplamien-
tos marginales tienen influencia a toda escala de energía (proporcionan las contribuciones
logarítmicas de las funciones beta). Al igual que en el conteo de potencias de la renor-
malización usual, la dimensión del acoplamiento asegura que existe un número finito de
operadores locales relevantes, lo cual define a una teoría renormalizable, del mismo modo,
se puede demostrar que los acoplamientos en el espacio crítico siempre pueden parametri-
zarse según los acoplamientos definidos en el cutoff, lo cual fundamenta el hecho de que
las constantes renormalizadas pueden ser escritas en función de las constantes desnudas.

Los espacios críticos están asociados a los puntos fijos, g̃∗i , del espacio de acoplamientos,
dichos puntos se definen como aquel en el cual todas las funciones beta de la teoría se
anulan,

βi(g̃
∗
i ) = 0. (1.225)

Un punto fijo de vital importancia para las teorías cuánticas de campos es el punto fijo
trivial o gaussiano, que corresponde al punto fijo en el que todas las constantes de acopla-
miento se anulan, g̃∗i = 0, y define a la teoría libre. Por otro lado, la existencia de puntos
fijos no gaussianos demuestra que exsiten valores de las constantes de acoplamiento que
generan un espacio crítico estable, el cual define una teoría física cuyos observables no
dependen del cutoff y se relacionan con las transiciones de fase del modelo.

Con este contexto podemos enunciar el principio de la renormalización wilsoniana como
que la física de bajas energías está determinada por un número finito de operadores rele-
vantes o marginales, y en algunos casos por operadores irrelevantes para rangos de energía
acotados, lo cual fundamenta el principio de que, partiendo de una teoría a una escala Λ,
para otra escala Λ′´Λ se obtendrá una teoría efectiva que parecerá ser renormalizable.
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Finalmente, si el procedimiento de renormalización se aplica a la acción en si misma,
integrando sobre cascarones infinitesimales de momentum y reescalando en cada paso, el
procedimiento estará descrito por la ecuación de Wilson:

∂SΛ

∂Λ
= S(SΛ), (1.226)

la cual representa un flujo en un espacio infinitodimensional de operadores. Encontrar de
manera práctica el flujo de ciertos funcionales será el tema del Capítulo 3.

50



Capítulo 2

Teorías de gauge supersimétricas con
N = 1

En este capítulo estudiaremos la construcción de teorías que acoplan supercampos
quirales y vectoriales manteniendo la simetría de gauge. Para un repaso más profun-
do se puede acudir a Excelentes introducciones a supersimetría se pueden encontrar en
[4, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 40].

2.1. Supercampo quiral acoplado a un supercampo vec-
torial con simetría U(1)

Nuestra meta es acoplar un supercampo quiral con uno vectorial, ambos dados por
Ec.(1.158) y Ec.(1.178) y manteniendo la simetría de gauge,

ϕ′(x) → eigα(x)ϕ(x), ϕ†′(x) = e−igα(x)ϕ†(x),

A′
µ(x) → Aµ(x) + ∂µα(x), (2.1)

donde g es la constante de acoplamiento U(1). El procedimiento estándar corresponde en
reemplazar las derivadas usuales por derivadas covariantes:

Dµ = ∂µ + igAµ(x), (2.2)

lo cual nos entrega los términos de interacción necesarios para preservar la simetría en la
acción. La extensión supersimétrica de Ec.(2.1) sería modificar un supercampo quiral por
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una fase y el supercampo vectorial por un término real proporcional a ambas fases, de tal
modo que:

Φ′(x, θ) → eigΩ(x,θ)Φ(x), Φ†′(x, θ̄) = e−igΩ
†(x,θ̄), y

V ′(x, θ, θ̄) → V (x, θ, θ̄) + i
(
Ω− Ω†) . (2.3)

donde Ω es un supercampo quiral y Ω† un supercampo antiquiral. La acción de Ec.(1.178)
es invariante bajo esta transformación pero la de Ec.(1.158) no lo es. Una combinación que
respeta Ec.(2.3) es [103]:

Φ†e2gVΦ. (2.4)

Debido al gauge de Wess-Zumino, Ec.(1.169), la función e2gV tiene una expansión finita
en serie de potencias de V . La acción será la suma de Ec.(1.158) con el término cinético
modificado y Ec.(1.178):

S =

∫
d4xd2θd2θ̄Φ†(x, θ̄)e2gVΦ(x, θ) +

[∫
d4xd2θW (Φ) + h.c

]
+

1

32

∫
d4xd2θWαWα.

(2.5)

Por otro lado, a nivel de componentes, quisiéramos tener un término que rompa explícita-
mente la simetría de gauge sin violar la simetría de Lorentz, análogo a los usados para los
gauge Rξ,

Rξ =
1

2ξ
∂µA

µ∂νA
ν . (2.6)

En la formulación de supercampo este término es [103]:

SRξ
=

2

ξ

∫
d4xd2θd2θ̄

(
D2V

) (
D̄2V

)
=

1

2ξ
∂µA

µ∂νA
ν . (2.7)

Finalmente la acción invariante de gauge para una transformación U(1) del acoplamiento
entre un supercampo quiral y uno vectorial será

S =

∫
d4xd2θd2θ̄Φ†(x, θ̄)e2gVΦ(x, θ) +

[∫
d4xd2θW (Φ) + h.c

]
+

2

ξ

∫
d4xd2θd2θ̄

(
D2V

) (
D̄2V

)
+

1

32

∫
d4xd2θWαWα, (2.8)
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o, en términos de sus componentes de campos

S =

∫
d4x (Dµϕ)

†Dµϕ+ iψ̄σ̄µDµψ + F †F +

[
∂W (ϕ)

∂ϕ
F − 1

2

∂2W (ϕ)

∂ϕ2
ψαψ

α + h.c
]

− 1

4
FµνF

µν + iλ̄σ̄µ∂µλ+
1

2
D2 +

1

2ξ
∂µA

µ∂νA
ν +

√
2ig
[
ϕ†ψλ− ϕψ̄λ̄

]
+ gϕ†ϕD. (2.9)

El superpotencial renormalizable más general es:

W (ϕ) =
1

2
mϕ2 +

1

6
yϕ3, (2.10)

con lo cual la acción renormalizable más general será

S =

∫
d4x (Dµϕ)

†Dµϕ+ iψ̄σ̄µDµψ + F †F −
[
mϕF +

1

2
yϕ2F − 1

2
mϕψψ + h.c

]
− 1

4
FµνF

µν + iλ̄σ̄µ∂µλ+
1

2
D2 +

1

2ξ
∂µA

µ∂νA
ν +

√
2ig
[
ϕ†ψλ− ϕψ̄λ̄

]
+ gϕ†ϕD.

(2.11)

2.2. Electrodinámica cuántica supersimétrica

La electrodinámica cuántica es la teoría que describe, en esencia, las interacciones de
electrones, positrones y fotones [104, 18, 15], para promover esta descripción a una teoría
supersimétrica, según el resultado de Ec.(1.79) debemos añadir supercompañeros escalares
para el electrón y positrón y un supercompañero fermionico para el fotón. La acción de
Ec.(2.11) que encontramos en la sección anterior solo contiene un fermión de Weyl, por
lo tanto es necesario añadir otro supercampo quiral para describir tanto al electrón co-
mo el positrón. Si llamamos Φ1 y Φ2 a tales supercampos, entonces podemos definir los
supercampos quirales complejos:

Φ− =
1√
2
(Φ1 − iΦ2)

Φ+ =
1√
2
(Φ1 + iΦ2) , (2.12)

los cuales transforman bajo una transformación de gauge U(1) como

Φ′
± → e±2ieΩΦ±, (2.13)
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donde e es la carga eléctrica, por lo tanto Φ− contiene al electrón y Φ+ contiene al positrón.
Esto hace que los productos:

Φ†
−e

−2eVΦ−, y

Φ†
+e

2eVΦ+, (2.14)

sean invariantes de gauge. La acción de este modelo, utilizando la redefinición V → 1
e
V ,

será:

S =

∫
d4xd2θd2θ̄

[
Φ†

−e
−2VΦ− + Φ†

+e
2VΦ+

]
+

[∫
d4xd2θW (Φ+,Φ−) + h.c

]
+

2

ξe2

∫
d4xd2θd2θ̄

(
D2V

) (
D̄2V

)
+

1

32e2

∫
d4xd2θWαWα. (2.15)

Para la parte de interacción consideraremos el superpotencial más general invariante de
gauge y renormalizable:

W (Φ1,Φ2) =
1

2
mΦ2

1 +
1

2
mΦ2

2 +mΦ1Φ2 + h.c. , (2.16)

que en términos de Φ− y Φ+ es:

W (Φ−,Φ+) = mΦ−Φ+ + h.c. (2.17)

Finalmente la acción para electrodinámica supersimétrica será:

S =

∫
d4xd2θd2θ̄

[
Φ†

−e
−2VΦ− + Φ†

+e
2VΦ+

]
+

1

32e2

∫
d4xd2θWαWα

+
2

ξe2

∫
d4xd2θd2θ̄

(
D2V

) (
D̄2V

)
+m

{∫
d4xd2θΦ−Φ+ + h.c

}
, (2.18)

o en términos del contenido de campos:

S =

∫
d4xDµϕ

†
−D

µϕ− +
(
Dµϕ

†
+

)†
Dµϕ†

+ + iψ̄−σ̄
µDµψ− + iψ̄+σ̄

µD†
µψ+

+ F †
−F− + F †

+F+ − 1

4e2
FµνF

µν +
1

2ξe2
∂µA

µ∂νA
ν +

i

e2
λ̄σ̄µ∂µλ+

1

2e2
D2

+ i
√
2
[
ϕ−

†ψ−λ− ϕ†
+ψ+λ

]
+ i

√
2
[
ϕ+ψ̄+λ̄− ϕ−ψ̄−λ̄

]
+
(
ϕ†
−ϕ−D − ϕ†

+ϕ+D
)

+m (ϕ−F+ + ϕ+F− − ψ− · ψ+ + h.c. ) . (2.19)
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2.2.1. Función beta perturbativa en electrodinámica cuántica su-
persimétrica

Como ya hemos visto anteriormente, en supersimetría es crucial el resultado de Ec.(1.79),
el cual nos dice que el número de bosones y fermiones es igual para una representación
del álgebra de supersimetría. La preservación de este resultado hace que sea complejo
trabajar con procesos de renormalización que involucran cambios dimensionales, como la
regularización dimensional, ya que los cambios en las dimensiones de los campos rompen
explícitamente el resultado de Ec.(1.79) y por ende la supersimetría. Una modificación de
esta muy usada en modelos supersimétricos es la regularización mediante reducción dimen-
sional (DRED, por sus siglas en inglés) en conjunto con el esquema DR [105, 106, 107]. Sin
embargo, en esta sección mostraremos el cálculo de la función beta a dos lazos usando el
método de renormalización diferencial utilizado en [1].

El método de renormalización diferencial (DiffR, por sus siglas en inglés) es un método
de renormalización en el espacio real, el cual consiste en reemplazar operadores singulares, y
que por lo tanto no tienen transformada de Fourier, para distancias cortas por derivadas de
operadores equivalentes que sean menos singulares. Si Σ(x, gi) es un correlador de n−puntos
que depende de gi acoplamientos, el cual depende de un conjunto de operadores O(x)
singulares para distancias cortas, entonces es posible definir un operador renormalizado
OR(x) como:

OR(x) = □G(x,M), x ̸= 0, (2.20)

de tal forma que la transformada de Fourier se puede calcular mediante una integración
por partes: ∫

d4xeikxOR(x) =

∫
d4xeikx□G(x,M) = F (k,M), (2.21)

desechando los términos de superficie divergentes. El parámetro M puede ser absorbido en
la redefinición de las constantes de acoplamiento de la teoría y funciona como una escala
de renormalización. Respecto a los contratérminos, se encuentran definidos implícitamente
en la condición de anular los términos de superficie divergentes. Usando los operadores
renormalizados se pueden definir los correladores renormalizados ΣR(x, g

R
i ).

La función beta a dos lazos para electrodinámica cuántica supersimétrica sin masa
puede ser encontrada usando el método de campo de background en conjunto con la re-
normalización diferencial (en la sección 2.2 de [1] se puede encontrar el cálculo en todo
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Figura 2.1: Diagramas relevantes para la autoenergía de vacío del campo de background en
electrodinámica supersimétrica sin masa a dos lazos. Las líneas onduladas gruesas corres-
ponden a los propagadores del campo de background externo, las líneas onduladas delgadas
corresponden a los propagadores de los campos de gauge y las líneas sólidas son los propa-
gadores de los campos de materia [1].

detalle), esto requiere reparametrizar el campo V0 como una perturbación respecto a una
configuración de background B

V0 → V +B. (2.22)

La parte relevante de la acción efectiva para el background será:

Γ[B] =

∫
d4xd4yd4θB(x, θ)

[
DαD̄2DαB(y, θ)

]
Γ(x− y) + . . . (2.23)

donde la función beta puede ser extraída de la función de dos puntos Γ. Los diagramas
relevantes para la autoenergía de vacío del campo de background se encuentran en la Figura
2.1.

Usando la siguiente notación para los propagadores:

Pij = ∆(xi − xj) δ
4 (θi − θj) ≡ ∆xixjδij, (2.24)
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las autoenergías desnudas para cada diagrama toman la forma:

Γ
(2a)
+ =− g4

2

∫
d8z1d

8z2d
8z3d

8z4B (z1)B (z2)P43

[
D2

3D̄
2
3P43

] [
D̄2

2D
2
2P42

]
×
[
D2

1D̄
2
1P13

] [
D2

2D̄
2
2P21

]
− g4

2

∫
d8z1d

8z2d
8z3d

8z4B (z1)B (z2)P43

[
D2

4D̄
2
4P43

] [
D2

2D̄
2
2P24

]
×
[
D̄2

1D
2
1P31

] [
D2

1D̄
2
1P12

]
, (2.25)

Γ
(2b)
+ =− g4

∫
d8z1d

8z2d
8z3B (z1)B (z2)P31

[
D2

3D̄
2
3P31

] [
D2

2D̄
2
2P23

] [
D2

1D̄
2
1P12

]
− g4

∫
d8z1d

8z2d
8z3B (z1)B (z2)P31

[
D2

3D̄
2
3P23

] [
D2

1D̄
2
1P31

] [
D2

2D̄
2
2P21

]
, (2.26)

Γ
(2c)
+ =− g4

2

∫
d8z1d

8z2d
8z3d

8z4B (z1)B (z2)P34

[
D2

1D̄
2
1P14

] [
D̄2

1D
2
1P13

]
×
[
D2

2D̄
2
2P23

] [
D̄2

2D
2
2P24

]
, (2.27)

y,

Γ
(2d)
+ = −g

4

2

∫
d8z1d

8z2B (z1)B (z2)
[
D2

1D̄
2
1P12

]
P12

[
D2

2D̄
2
2P12

]
. (2.28)

Mientras que los diagramas para Γ− son idénticos. Luego del proceso de renormalización
se encuentra la función de dos puntos renormalizada

Γ2
R = 2

(
Γ
(2a)
+ + Γ

(2b)
+ + Γ

(2c)
+ + Γ

(2d)
+

)∣∣∣
R

=
1

2g2
δ4(x)− 1

8 (4π2)2
□
lnx2M2

x2
− g2

16 (4π2)3
□
lnx2M2

x2
+ . . . , (2.29)

y a través de la ecuación de Callan-Symmanzik:[
M

∂

∂M
+ β(g)

∂

∂g

]
ΓR(x) = 0, (2.30)

57



se extrae la función beta a dos lazos:

β(g) = β1g
3 + β2g

5 +O
(
g7
)
,

β1 =
1

16π2

β2 =
1

8 (4π2)2
. (2.31)

Este resultado ha sido corroborado en [108] usando dos métodos distintos: el método es-
tándar de campo de background [109], usando regularización implícita, y el método basado
en el formalismo de supergrafos covariantes [110].

2.3. Efectos no perturbativos en teorías de gauge super-
simétricas

El desarrollo de las teorías de gauge supersimétricas ha permitido expandir ampliamente
la cantidad de resultados no perturbativos obtenidos en teorías de gauge [111, 112], en parte
debido a que estas permiten estudiar de forma no perturbativa los estados base, obteniendo
así cálculos explícitos de los valores de expectación en el vacío de operadores compuestos
invariantes de gauge. En esta sección nos centraremos en dos efectos exactos (válidos a
todo orden de teoría de perturbaciones): el teorema de no renormalización y la relación de
Novikov-Shiftman-Vainshtein-Zakharov para teorías de gauge supersimétricas.

2.3.1. Teorema de no renormalización

Los teoremas de no renormalización son un conjunto de restricciones sobre la renormali-
zación de ciertos elementos de las teorías supersimétricas. En nuestro caso nos centraremos
específicamente en un teorema de no renormalización: en una teoría supersimétrica quiral
interactuante con N = 1, el superpotencial W (ϕ) no se renormaliza [113, 20]:

µ
∂W (ϕ)

∂µ
= 0. (2.32)

Una forma sencilla de entender el por qué de esto es pensar que el superpotencial es una
función holomorfa de los supercampos quirales, esto significa que es función únicamente de
los campos quirales y no de los antiquirales. Al realizar el proceso de renormalización, las
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correcciones radiativas inducen la aparición de nuevos operadores en la teoría únicamente
restringidos por las simetrías, así, las constantes de acoplamiento en una escala distinta de
energía pasarían a ser funciones de las constantes de acoplamiento desnudas, y dado que
nada impide la aparición de constantes de acoplamiento asociadas a operadores antiholo-
morfos (operadores que dependen de los campos antiquirales), entonces la única posibilidad
es que el superpotencial no sea renormalizado.

El caso general de este teorema dice que los términos−F de la acción de una teoría su-
persimétrica no reciben correcciones radiativas a ningún orden de teoría de perturbaciones
[20, 114, 115]. La prueba del teorema requiere usar teoría de perturbaciones de supergrafos
[116], de aquí es posible demostrar que cualquier corrección radiativa puede ser escrita
como una integral sobre el superespacio completo:∫

d4xd2θd2θ̄, (2.33)

mientras que los términos−F son integrales quirales sobre el superespacio:∫
d4xd2θ +

∫
d4xd2θ̄, (2.34)

por lo tanto, un término−F en la acción no puede recibir correcciones radiativas a ningún
orden en teoría de perturbaciones.

El teorema de no renormalización no significa que las constantes de acoplamiento del
superpotencial no reciban ninguna corrección radiativa, ya que pueden poseer renormali-
zaciones de las funciones de onda provenientes de los términos cinéticos del supercampo
quiral, el cual, al ser un término−D, no cumple con el teorema. Veamos el ejemplo del
superpotencial de Ec.(2.10), si realizamos una renormalización al estilo de Wilson, para
una escala de energía distinta obtendremos un superpotencial efectivo Weff que, debido a
ser holomorfo, debe ser de la forma:

Weff = f(ϕ,m, y). (2.35)

Siempre es posible hacer que la teoría posea una simetría−R más una simetría U(1) con
las cargas que se ven en la Tabla 2.1. Por análisis dimensional y la invarianza bajo las
simetrías anteriores, vemos que el superpotencial efectivo debe ser de la forma [4]:

Weff = mϕ2 × f

(
yϕ

m

)
, (2.36)
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Campos Cargas U(1) Cargas R

ϕ +1 2
3

m -2 2
3

y -3 0

Tabla 2.1: Cargas para las cuales el superpotencial de Ec.(2.10) es invariante U(1) y R [4].

o en términos de una expansión en serie de Laurent de los campos:

Weff =
∞∑

n=−∞

cny
nm1−nϕn+2. (2.37)

Para y = 0 la teoría debe ser libre, por lo tanto todos los coeficientes negativos deben
anularse. Por otro lado, ya que el procedimiento de renormalización excluye modos que
generen singularidades para m → 0 entonces sólo pueden sobrevivir términos con n ≤ 1.
Es decir, la forma más general del superpotencial efectivo es:

Weff =
1

2
mϕ2 +

1

6
yϕ3. (2.38)

Que el superpotencial no se renormalice implica que, en términos de acoplamientos renor-
malizados, se cumpla

m = ZϕmR, y y = Zϕ
3
2yR, (2.39)

por lo tanto cualquier observable dependiente de los acoplamientos recibirá correcciones
radiativas, sin embargo, existirán combinaciones de acoplamientos que no lo harán, por
ejemplo:

mR
3

yR2
=
m3

y2
. (2.40)

Esta es la clave para, por ejemplo, la solución del problema de la jerarquía [40].
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2.3.2. La función beta exacta de Novikov-Shiftman-Vainshtein-
Zakharov

Uno de los aspectos de las teorías supersimétricas que ha dado pie a numerosos estu-
dios y resultados no perturbativos exactos es el hecho de que permiten realizar cálculos
explícitos y no divergentes de condensados [112], ello permite un estudio no perturba-
tivo de los estados de vacío tales como instantones. Por otro lado también permite un
estudio exacto de anomalías [21, 22]. Ambos estudios han permitido obtener, en conjunto
con la renormalizabilidad, una expresión para la función beta a todo orden de teoría de
perturbaciones de las teorías de gauge supersimétricas, la llamada función beta de Novikov-
Shiftman-Vainshtein-Zakharov [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Si bien dicha relación es
general para una teoría de gauge SU(N) supersimétrica, en este trabajo nos centraremos
en la versión particular para teorías de gauge abelianas.

En este trabajo obtendremos la relación como una consecuencia de la solución del puzz-
le de las anomalías. El problema es el siguiente: para teorías de gauge supersimétricas
con N = 1, la corriente−R (correspondiente a la simetría−R U(1) de Ec.(1.47)), la su-
percorriente (corriente asociada a las supercargas) y el tensor de energía momento son
componentes de un mismo supermultiplete, la hipercorriente Jαα̇ (ver, por ejemplo, el
Capítulo 59 de [4]), la cual se conserva a nivel clásico dando lugar a la simetría super-
conforme, sin embargo, dicha simetría es anómala. La generalización supersimétrica del
teorema de Adler-Bardeen asegura que la anomalía de la corriente−R se satisface a 1 lazo
[117, 118] mientras que la traza del tensor de energía momentum debe ser proporcional a
la función beta del acoplamiento de gauge [119] debido a su relación con el rompimiento
de la simetría de escala, esto implica que la función beta debe ser satisfecha también a 1
lazo, lo cual ha sido comprobado en [33] generalizando el teorema de no-renormalización
para los términos−F , sin embargo, esto genera una contradicción debido a que una los
cálculos perturbativos explícitos de la función beta muestran que esta obtiene correcciones
cuántica más allá de un lazo [120]. Múltiples soluciones a esta cuestión han sido dadas
[121, 122, 123], sin embargo, nos centraremos en la que importa para esta sección [34].

Consideremos la acción clásica de la electrodinámica cuántica supersimétrica definida
a una escala de energía Λ0:

SΛ0 =
1

32e02

∫
d4xd2θWαWα + Z0

∫
d4xd2θd2θ̄

[
Φ†

−e
−2VΦ− + Φ†

+e
2VΦ+

]
, (2.41)

donde Z0 es la renormalización de la función de onda de los supercampos quirales, además,
se despreciarán los términos de masa pensando que Λ0 se encuentra a una escala muy ale-
jada de la misma. Si nos movemos a una escala de energía Λ < Λ0, obtendremos una acción
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efectiva Seff proveniente de la renormalización wilsoniana la cual dependerá de parámetros
e(Λ) y Z(Λ). Un punto central de la derivación es que la carga eléctrica física, eF, difie-
re de la constante de acoplamiento e(Λ), la cual efectivamente sólo contiene correcciones
cuánticas hasta 1 lazo como muestra el teorema de no renormalización [33], sin embargo
la constante física contiene correcciones multilazos debido a la presencia de anomalías. En
[34] se propone que la anomalía de la hipercorriente tiene la forma:

D̄α̇Jαα̇ =
1

24
Dα

[
1

2π
WαWα − γZD̄2

(
Φ†

−e
−2VΦ− + Φ†

+e
2VΦ+

)]
, (2.42)

donde γ es la dimensión anómala de los supercampos quirales, todas las cantidades de
Ec.(2.42) son las que hemos definido como no físicas. Para obtener los elementos de matriz
se puede usar la anomalía de Konishi [21],

1

2π2
WαWα = ZD̄2

(
Φ†

−e
−2VΦ− + Φ†

+e
2VΦ+

)
, (2.43)

con lo cual la anomalía de la hipercorriente será:

D̄α̇Jαα̇ =
1

24
Dα

[
1

2π
(1− γ)

]
WαWα. (2.44)

Ya que la hipercorriente contiene la anomalía de la traza, entonces su anomalía debe ser
proporcional a la función beta, esto muestra que

β ∝ 1

2π
(1− γ). (2.45)

La diferencia entre la constante de acoplamiento física1 y la que se encuentra en la acción
efectiva será [34]:

4π

αF(Λ)
=

4π

α(Λ)
− 2 lnZF(Λ), (2.46)

donde α es la constante de estructura fina e2/4π. La constante α recibe únicamente correc-
ciones a un lazo, por lo tanto, considerando Λ infinitesimalmente cerca de Λ0, tenemos

4π

α(Λ)
=

4π

α0

+ 2 ln
Λ0

Λ
. (2.47)

1Según Shiftman y Vainshtein en [34], la constante de estructura fina física se obtiene considerando el
elemento de matriz de la hipercorriente, el cual contiene la información de las anomalías, adelantándonos
a lo que viene, esta está generada por la acción efectiva, Ec.(3.12).
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Usando las últimas dos ecuaciones es posible encontrar como se conecta la constante física
renormalizada con su contraparte desnuda. De Ec.(2.46) se deduce que:

4π

αF
0

=
4π

α0

− 2 lnZ0, (2.48)

insertando Ec.(2.47) en Ec.(2.46):

4π

αF(Λ)
=

4π

α(Λ)
− 2 lnZF(Λ)

=
4π

α0

+ 2 ln
Λ0

Λ
− 2 lnZF(Λ). (2.49)

Si ahora reemplazamos Ec.(2.48) se obtiene la relación deseada:

4π

αF(Λ)
=
4π

αF
0

+ 2 lnZ0 + 2 ln
Λ0

Λ
− 2 lnZF(Λ). (2.50)

Derivando respecto a ln Λ se obtiene:

4π

αF(Λ)2
dαF

d ln Λ
= 2 + 2

d lnZF

d ln Λ
. (2.51)

Finalmente, quitando el índice F obtenemos una expresión para la función beta la cual,
siendo exacto el resultado de la anomalía, es exacta2:

β(α) =
α2

2π
(1− γ(α)) . (2.52)

Esto nos dice que la función beta y la dimensión anómala están relacionadas a todo órden
en teoría de perturbaciones debido a la estructura de las anomalías. Distintas versiones de
esta se han encontrado respecto a cálculos exactos de condensados [27, 28] o de teoremas de
no renormalización para términos topológicos [35], lo que nos muestra que es un resultado
íntimamente relacionado con la estructura de las teorías de gauge supersimétricas. Esta
relación ha sido además comprobada usando teoría de perturbaciones, mostrando que existe
una clase de esquemas de renormalización conocidos como esquemas tipo NSVZ [36, 37,
38, 39] y ha sido también ampliamente estudiado mediante regularización por grandes
derivadas [124, 39, 125].

2Notar que en comparación a [34], nuestra definición de carga eléctrica es
√
2e.
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Capítulo 3

Métodos funcionales en renormalización

Como se discutió en la introducción, el método de renormalización de Wilson consiste
de dos pasos: la eliminación de modos y el reescalamiento. Luego de cada iteración de
estos dos pasos obtenemos una transformación finita del espacio de acoplamientos donde
cada transformación depende del espacio de acoplamientos antes de la transformación y
del ancho del reescalamiento, sin embargo, la forma de implementar estos pasos es todo
un reto debido a las cantidades no perturbativas que aparecen para anchos grandes de
reescalamiento. Afortunadamente existen muchas formas de implenmentar el grupo de
renormalización de Wilson: en el espacio real o en el espacio de momentum; además de las
distintas formas de implementar el cutoff Λ y de definir los anchos de reescalamiento.

En este trabajo nos centraremos en la implementación conocida como grupo de renor-
malización exacto, el cual es una realización contínua de la transformación de la acción
efectiva1 bajo el grupo de renormalización wilsoniano, y consiste en integrar sobre cascaro-
nes de momentum infinitesimales, Λ− dΛ < |k| < Λ + dΛ, lo que resulta en un cambio en
la acción efectiva expresado por una ecuación diferencial de flujo exacta, la cual describe
la evolución de la acción efectiva como función del cutoff Λ y que puede ser definida sin
ningún tipo de aproximación.

Excelentes tratados sobre el grupo de renormalización exacto pueden encontrarse en
[126, 127, 128, 129, 130, 52, 131, 53, 54, 132].

1La cual será parte de distintos tipos de funcionales.
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3.1. Funcionales generatrices de las funciones de green

En teoría cuántica de campos, toda la información física relevante de una teoría se
encuentra en las funciones de correlación de n−puntos, los correladores para n campos
cuánticos o funciones de Green de n−puntos. Suponemos que estas funciones de correlación
para la teoría pueden representarse como una integral funcional dependiente de la acción
de la teoría, la función de partición:

Z =

∫
D [Ψ] e−S[Ψ], (3.1)

donde Ψα es una colección de los diferentes tipos de campos de la teoría y α es un índice
que corre en todos los índices de los diferentes tipos de campos. Este arreglo se conoce
como supercampo [133, 134, 135], sin embargo, no tiene que ver con supersimetría.

Las funciones de Green de n−puntos se definen como:

G(n) (x1, . . . , xn) = ⟨Ψ(x1), . . . ,Ψ(xn)⟩

=

∫
D [Ψ]Ψ(x1), . . . ,Ψ(xn)e

−S[Ψ]∫
D [Ψ] e−S[Ψ]

. (3.2)

Estas funciones de Green pueden ser vistas como los coeficientes de la expansión de Taylor
en las corrientes del funcional generatriz:

Z[J ] =
1

Z

∫
D [Ψ] e−S[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x) =

∫
D [Ψ] e−S[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x)∫

D [Ψ] e−S[Ψ]
, (3.3)

de tal forma que:

Z[J ] =
∞∑
n=0

1

n!

∫
d4xG(n) (x1, . . . , xn) J(x1), . . . , J(xn), (3.4)

donde,

G(n) (x1, . . . , xn) =
δnZ[J ]

δJ(xn) . . . J(x1)

∣∣∣∣
J=0

. (3.5)

De particular interés es la función de Green de 2−puntos, el propagador :

G(2) (x1, x2) = ⟨Ψ(x1)Ψ(x2)⟩ . (3.6)
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Este funcional no es muy útil en la práctica debido a que la expansión perturbativa de las
funciones de Green contiene funciones de Green de orden más bajo, Z[J ] es el funcional
generatriz de las funciones de Green desconectadas.

Si descomponemos la acción en una parte gaussiana (libre), S0, y una de interacción
Sint:

S[Ψ] = S0[Ψ] + Sint[Ψ] (3.7)

entonces podemos definir el funcional generatriz de las funciones de Green conectadas
como:

W [J ] = ln

(
Z
Z0

Z[J ]

)
= ln

(∫
D [Ψ] e−S[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x)∫

D [Ψ] e−S0[Ψ]

)
. (3.8)

Nuevamente, las funciones de Green conectadas serán los coeficientes de la expansión en
Taylor en las corrientes de Ec.(3.8):

W [J ] =
∞∑
n=0

1

n!

∫
d4x G(n)

c (x1, . . . , xn) J(x1), . . . , J(xn), (3.9)

donde

G(n)
c (x1, . . . , xn) =

δnW [J ]

δJ(xn) . . . J(x1)

∣∣∣∣
J=0

. (3.10)

Como un ejemplo de que W [J ] efectivamente genera los diagramas conectados veamos el
propagador conectado. Desarrollando Ec.(3.10) para n = 2 se obtiene:

G(2)
c (x1, x2) =

δ2W [J ]

δJ(x2)δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

=
δ2

δJ(x2)δJ(x1)
(lnZ − lnZ0 + lnZ[J ])

∣∣∣∣
J=0

=
1

Z[0]

δ2Z[J ]

δJ(x2)δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

− 1

Z[0]2
δZ[J ]

δJ(x1)

∣∣∣∣
J=0

δZ[J ]

δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

=G(2) (x1, x2)−G(1) (x1)G
(1) (x2) , (3.11)

ya que, según nuestra definición de Z[J ] en Ec.(3.3), Z[0] = 1. De Ec.(3.11) vemos que el
propagador conectado es el igual al propagador desconectado sustrayendo los subdiagramas.
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3.1.1. Funcional generatriz de los vértices irreducibles

La expansión perturbativa de G(n)
c no se ve entorpecida con la presencia de subcorrela-

dores, sin embargo contiene otra clase de subdiagramas separados en varias partes y unidos
por propagadores gaussianos , estos son los diagramas irreducibles de una partícula, estos
subdiagramas dificultan la parte técnica de la resolución de las ecuaciones del grupo de re-
normalización [132] las cuales son evadidas utilizando un funcional que genere las funciones
de Green irreducibles de una partícula, también conocidos como vértices irreducibles.

El funcional que genera los vértices irreducibles es la transformada de Legendre del
funcional generatriz de las funciones de Green conectadas, la acción efectiva:

Γ[Ψ̄] =

∫
d4xJ(x)Ψ̄(x)−W [J ]− S0[Ψ̄], (3.12)

donde el significado de Ψ̄ puede ser obtenido de la misma ecuación. Derivando respecto a
la corriente:

δΓ[Ψ̄]

δJ(x)
= Ψ̄− δW [J ]

δJ(x)
= 0, (3.13)

por lo tanto

Ψ̄(x) =
δW [J ]

δJ(x)
= ⟨Ψ⟩J (3.14)

es el valor de expectación del campo Ψ en presencia de la corriente externa J .

Los vértices propios Γ(n) (x1, . . . , xn) serán los coeficientes de la expansión en serie de
potencias de la acción efectiva en los campos Ψ̄:

Γ[Ψ̄] =
∞∑
n=0

1

n!

∫
d4x Γ(n) (x1, . . . , xn) Ψ̄(x1), . . . , Ψ̄(xn). (3.15)

Para entender el significado físico de los vértices propios definiremos el operador V [Ψ̄] como
la parte de Γ[Ψ̄] que corresponde únicamente a la transformada de Legendre, es decir,

V [Ψ̄] =

∫
d4xJ(x)Ψ̄(x)−W [J ]. (3.16)

Tomando la derivada funcional respecto a Ψ̄ se obtiene

δV [Ψ̄]

δΨ̄(x1)
=

∫
d4x2

δJ(x2)

δΨ̄(x1)
Ψ̄(x2) +

∫
d4x2J(x2)

δΨ̄(x2)

δΨ̄(x1)
−
∫
d4x2

δW [J ]

δJ(x2)

δJ(x2)

δΨ̄(x1)
= J(x1).

(3.17)
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Utilizando esta relación podemos encontrar una forma de escribir la derivada funcional
respecto a Ψ̄ como:

δ

δΨ̄(x1)
=

∫
d4x2

δJ(x2)

δΨ̄(x1)

δ

δJ(x2)
=

∫
d4x2

δ2V [Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)

δ

δJ(x2)
. (3.18)

Si ahora aplicamos este operador a la Ec.(3.14) vemos que se cumple:∫
d4x2

δ2V [Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)

δ2W [J ]

δJ(x2)δJ(x1)
= 1. (3.19)

Esto quiere decir que debe satisfacerse la relación:

δ2V [Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)
=

(
δ2W [J ]

δJ(x2)δJ(x1)

)−1

, (3.20)

donde el lado derecho es el operador inverso. Esta expresión relaciona las funciones de green
conectadas con la transformada de Legendre del operador W [J ], usando dicha expresión
podemos encontrar una forma explícita para el vértice propio con n = 2. Tomando las
derivadas funcionales de Γ[Ψ̄] obtenemos:

δ2Γ[Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)

∣∣∣∣
Ψ̄=0

=
δ2V [Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)

∣∣∣∣
Ψ̄=0

− δ2S0[Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)

∣∣∣∣
Ψ̄=0

, (3.21)

donde de Ec.(3.20) se puede ver que:

δ2V [Ψ̄]

δΨ̄(x2)δΨ̄(x1)

∣∣∣∣
Ψ̄=0

=

(
δ2W [J ]

δJ(x2)δJ(x1)

)−1
∣∣∣∣∣
J=0

=
[
G(2)
c

]−1
(x1, x2) , (3.22)

y por otro lado, la parte gaussiana de la acción se puede expresar como:

S0[Ψ̄] =
1

2

∫
d4xΨ̄

[
G

(2)
0

]−1

Ψ̄. (3.23)

Finalmente se obtiene que:

Γ(2)(x1, x2) =
[
G(2)
c

]−1
(x1, x2)−

[
G

(2)
0

]−1

(x1, x2) . (3.24)
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Para clarificar su significado, haremos uso de la ecuación de Dyson [136],

G(2)
c

−1
(x1, x2) =

[
G

(2)
0

]−1

(x1, x2) + Σ, (3.25)

donde Σ es la autoenergía del propagador, entonces:

Γ(2)(x1, x2) = Σ, (3.26)

es decir, el vértice propio con n = 2 corresponde a la autoenergía del propagador, la cual
es la suma de todos los diagramas irreducibles de una partícula sin líneas externas. Este
procedimiento puede hacerse para cualquier n a través de la expansión de árbol [126] y nos
muestra que Γ genera la contribución de los diagramas irreducibles de una partícula a todo
orden de lazos.

Finalmente, de Ec.(3.12) podemos ver que la acción efectiva respeta la siguiente ecua-
ción:

eΓ[Ψ̄] =

∫
D [Ψ] e

−S[Ψ]+
∫ ( δΓ[Ψ̄]

δΨ̄(x)
+

δS0[Ψ̄]

δΨ̄(x)

)
(Ψ̄(x)−Ψ(x))−S0[Ψ̄]∫

D [Ψ] e−S0[Ψ]
, (3.27)

una ecuación funcional integro-diferencial no lineal de la cual sólo se pueden tener resultados
aproximados vía una expansión en vértices propios.

3.2. Ecuaciones de flujo exactas

Como ya ha sido mencionado, una forma eficiente de implementar el método de re-
normalización de Wilson es integrar los distintos funcionales en cascarones de momentum
infinitesimales dando lugar a ecuaciones de flujo exactos para los funcionales efectivos de-
pendientes de la escala. Existe más de una forma de implementar esta idea, sin embargo,
en este trabajo se procederá introduciendo el cutoff directamente en la parte gaussiana de
la acción:

S0 → S0,Λ, (3.28)

lo cual eliminará los modos de alta energía mediante la regularización del propagador
gaussiano,

S0,Λ[Ψ] =
1

2

∫
d4xΨ

[
G

(2)
0,Λ

]−1

Ψ. (3.29)
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La regularización explícita del propagador será atendida más adelante.

Comenzaremos este análisis regularizando la función de partición de Ec.(3.1):

ZΛ =

∫
D [Ψ] e−SΛ[Ψ], (3.30)

donde SΛ se refiere a la acción con la parte gaussiana regularizada como en Ec.(3.28). Con
tal definición podemos definir el funcional generatriz de las funciones de Green desconec-
tadas como:

ZΛ[J ] =
1

ZΛ

∫
D [Ψ] e−SΛ[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x) =

∫
D [Ψ] e−SΛ[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x)∫

D [Ψ] e−SΛ[Ψ]
. (3.31)

Si derivamos con respecto a la escala de energía obtenemos:

d

dΛ
ZΛ[J ] = − 1

ZΛ

(
d

dΛ
ZΛ

)
ZΛ[J ] +

1

ZΛ

∫
D [Ψ]

d

dΛ
S0,Λ [Ψ] e−SΛ[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x). (3.32)

La derivada de la acción gaussiana puede tratarse usando Ec.(3.29) de la siguiente manera:

d

dΛ
S0,Λ [Ψ] =

1

2

∫
d4xΨ

d

dΛ

[
G

(2)
0,Λ

]−1

Ψ, (3.33)

la cual puede reescribirse usando la siguiente identidad:

Ψ(x)ne
∫
d4xJ(x)Ψ(x) =

(
δ

δJ(x)

)n
e
∫
d4xJ(x)Ψ(x), (3.34)

de tal forma que:

d

dΛ
S0,Λ [Ψ] =

1

2

∫
d4x

d

dΛ

[
G

(2)
0,Λ

]−1 δ2

δJ2
. (3.35)

Así, la ecuación de flujo para ZΛ[J ] se escribe:

d

dΛ
ZΛ[J ] =

1

2
STr

[[
∂ΛG

(2)
0,Λ

]−1

Z
(2)
Λ [J ]

]
− (∂Λ lnZΛ)ZΛ[J ], (3.36)

donde el operador

Z
(2)
Λ [J ] =

δ⃗

δJ
ZΛ[J ]

⃗δ

δJ
(3.37)
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es la segunda derivada funcional del funcional generatriz y STr se refiere a la traza del
operador respecto a todos los índices del supercampo Ψ [137, 138].

Del mismo modo es posible definir un funcional generatriz regularizado de las funciones
de Green conectadas. Usando Ec.(3.8) se puede definir el funcional:

WΛ[J ] = ln

(
ZΛ

Z0,Λ

ZΛ[J ]

)
= ln

(∫
D [Ψ] e−SΛ[Ψ]+

∫
J(x)Ψ(x)∫

D [Ψ] e−S0,Λ[Ψ]

)
, (3.38)

el cual satisface la ecuación exacta de flujo:

∂ΛWΛ[J ] =
1

2
STr

[[
∂ΛG

(2)
0,Λ

]−1

W
(2)
Λ [J ]

]
− (∂Λ lnZ0,Λ)−

1

2

∫
d4x

[
∂ΛG

(2)
0,Λ

]−1
(
δWΛ[J ]

δJ

)2

.

(3.39)
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Capítulo 4

El grupo de renormalización funcional

El término grupo de renormalización funcional se refiere al conjunto de soluciones
aproximadas de la ecuación exacta de flujo para la acción efectiva utilizando esquemas de
truncamiento apropiados, debido a que estas aproximaciones no necesariamente son con
respecto a la pequeñez de una constante de acoplamiento, entonces pueden representar
resultados no perturbativos.

En lugar de calcular paso a paso el cambio en la acción efectiva utilizaremos los métodos
detallados anteriormente para construir un funcional dependiente de la escala de energía
que represente el flujo de la teoría desde la escala de cutoff hasta la escala infrarroja donde
desembocará hacia la acción efectiva. Este funcional recibe el nombre de acción promedio
efectiva [57, 58, 59].

La acción promedio efectiva, Γk, dependerá de un parámetro de cascarón de momentum
k que interpola entre k = 0 y k = Λ y cumple con las condiciones de borde:

Γk[Ψ̄] =

{
S[Ψ̄] si k → Λ

Γ[Ψ̄] si k → 0,
(4.1)

de tal forma que para los modos de momentum de escalas cercanas a las del cutoff, la
acción tienda a la acción clásica y las fluctuaciones se congelen, mientras que para escalas
lejanas al cutoff, la acción tienda a la acción efectiva usual.

Para un estudio más completo de la aplicación del grupo de renormalización funcional
en teoría de campos se puede recurrir a [55, 139, 126, 131, 127].
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4.1. Reguladores

Anteriormente se revisaron algunas ecuaciones de flujo para funcionales regularizados
mediante la regularización del propagador gaussiano sin detenernos en la forma explícita
en que se realiza la misma. Volviendo a Ec.(3.28) y Ec.(3.29) vemos que con tal de que el
cutoff Λ actúe como límite entre los modos que deben y no deben ser integrados fuera, de
forma que únicamente los modos no integrados se propaguen entonces, se requiere que el
propagador regularizado cumpla:

G
(2)
0,Λ =

{
G

(2)
0 si Λ → 0

0 si Λ → ∞.
(4.2)

Una característica del grupo de renormalización funcional es que implementa esta condición
a través de un regulador infrarrojo de la forma:

G
(2)
0,k =

[
1 +G

(2)
0 Rk

]−1

G
(2)
0 , (4.3)

donde el regulador infrarrojo Rk cumple las condiciones:

Rk =

{
0 si k → 0

∞ si k → Λ → ∞,
(4.4)

y k es el parámetro de escala de momentum.

De Ec.(3.29) se obtiene que:

S0,k[Ψ̄] =
1

2

∫
d4xΨ̄

[
G

(2)
0,k

]−1

Ψ̄

=
1

2

∫
d4xΨ̄

[
G

(2)
0

]−1

Ψ̄ +
1

2

∫
d4xΨ̄RkΨ̄

=S0[Ψ̄] + ∆Sk[Ψ̄], (4.5)

con lo cual

Rk = ∆S
(2)
k =

δ⃗

δΨ̄
∆Sk

⃗δ

δΨ̄
. (4.6)

Si denotamos por ∆α,k(q) al propagador del campo tipo α en el espacio de momento,
entonces, de Ec.(4.3) vemos que se cumple la relación:

∆α,k
−1(q2) = ∆−1

α (q2) + r̃α,k(q
2), (4.7)
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donde r̃α(q2) son los autovalores del operador Rk en el espacio de momento y los llamaremos
funciones reguladoras. El subíndice α etiqueta a los distintos tipos posibles de campos.

Es conveniente escribir las funciones reguladoras en términos de una función adimen-
sional:

r̃B
k (q

2) = q2rB
k

(
q2

k2

)
, r̃F

k (q) = /qr
F
k

(
q2

k2

)
, (4.8)

donde “B” se refiere a bosones y “F” a fermiones. Las funciones reguladoras pueden ser
de dos clases: reguladores de clase I o de tipo masa y reguladores de clase II o de tipo
momentum. Ambas clases pueden esquematizarse en su función dentro del propagador de
la siguiente manera:

∆B
α,k ∼

1

q2(1 + rII) + (m2 + rI)
, ∆F

α,k ∼
1

/q(1 + rII) + (m+ rI)
. (4.9)

Adicionalmente es necesario normalizar el regulador, definiendo así la escala a la cual se
vuelve efectivo. La condición viene dada por [140]:

r̃k(cBk
2) = cBk

2 o rk(cB) = 1 (4.10)

para bosones y

r̃k
2(cFk

2) = cFk
2 o rk

2(cF ) = 1 (4.11)

para fermiones. Un listado de varios reguladores que pueden ser utilizados se encuentra en
la Tabla 4.1.

4.2. La ecuación de Wetterich

El corazón del estudio del grupo de renormalización funcional se encuentra en la ecua-
ción de flujo exacta para la acción promedio efectiva, la primera obtención de la misma fue
hecha usando un cutoff “duro” [141], sin embargo, las formulaciones modernas implementan
un cutoff suave [56, 142, 143, 132] de la forma que se definió en Ec.(4.3).

Comenzamos con la definición de la acción promedio efectiva. Siguiendo el procedi-
miento de la sección anterior, definimos una acción efectiva dependiente de la escala de
energía:

Γk[Ψ̄] =

∫
d4xJk(x)Ψ̄(x)−Wk[J ]− S0,k[Ψ̄]. (4.12)
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Regulador Clase

rexp =
1

ecyb − 1
II

rmexp =
b

ecy − 1
I

rmod =
1

e
c
b(y+(b−1)yb) − 1

I

rmix = e−
b
2a(y

a− 1
ya ) II

rstep =
(
2b−2
b

) yb−2

ecyb−1−1
I

rpower = y−b II

rsharp =
1

θ(y − 1)
− 1 II

Tabla 4.1: Distintos tipos de funciones reguladoras que pueden ser utilizadas y sus clases
[5]
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Para efectos prácticos de la derivación utilizaremos el operador de Ec.(3.16), ahora depen-
diente de la escala de energía, así:

Γk[Ψ̄] =Vk[Ψ̄]− S0,k[Ψ̄]. (4.13)

Si derivamos respecto a una escala logarítmica de momentum,

t = ln
k

Λ
, ∂t =

k
Λ
∂ k

Λ
, (4.14)

obtenemos

∂tΓk[Ψ̄] =∂tVk[Ψ̄]− ∂tS0,k[Ψ̄]

=∂tVk[Ψ̄]− 1

2

∫
d4xΨ̄

[
∂tG

(2)
0,k

]−1

Ψ̄. (4.15)

Por su parte, la derivada de V tiene la forma:

∂tVk[Ψ̄] =

∫
d4x∂tJkΨ̄− ∂tWk[J ]

=

∫
d4x∂tJkΨ̄−

∫
d4x∂tJk

δWk

δJ
− ∂tWk[J ]

∣∣∣∣
J=Jk

=− ∂tWk[J ]

∣∣∣∣
J=Jk

. (4.16)

Usando Ec.(3.39) se puede reescribir:

∂tVk[Ψ̄] =− 1

2
STr

{[
∂tG

(2)
0,k

]−1

W
(2)
k [J ]

}
+ (∂t lnZ0,k) . (4.17)

De Ec.(3.22) vemos que W (2)
k [J ] se relaciona con V(2)

k [Ψ̄]
−1

, así:

∂tVk[Ψ̄] =− 1

2
STr

{[
∂tG

(2)
0,k

]−1

V(2)
k [Ψ̄]

−1
}
+

1

2

∫
d4xΨ̄

[
∂tG

(2)
0,k

]−1

Ψ̄ + (∂t lnZ0,k) .

(4.18)

Reemplazando Ec.(4.15) y Ec.(4.3):

∂tΓk[Ψ̄] =− 1

2
STr

{[
Γ
(2)
k +

[
G

(2)
0

]−1

+Rk

]−1

∂tRk

}
+ (∂t lnZ0,k) , (4.19)
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donde: [
Γ
(2)
k

]
αβ

(x, y) =
δ⃗

δΨα(x)
Γk

⃗δ

δΨβ(y)
(4.20)

Esta ecuación, si bien es útil para el estudio del flujo de los vértices irreducibles en lo que
se conoce como expansión de vértices :

Γk[Ψ̄] =
∞∑
n=0

1

n!

∫
d4x Γ

(n)
k (x1, . . . , xn) Ψ̄(x1), . . . , Ψ̄(xn), (4.21)

contiene no analiticidades problemáticas para su solución en la expansión derivativa, con lo
cual es conveniente trabajar con la versión de Wetterich de la acción promedio efectiva [56],
la cual satisface las condiciones vistas al inicio de esta sección en Ec.(4.1). Para obtenerla
debemos realizar el siguiente cambio:

Γk[Ψ̄] → −Γk[Ψ̄] +
1

2

∫
d4xΨ̄

[
∂tG

(2)
0,k

]−1

Ψ̄ + (∂t lnZ0,k) , (4.22)

con lo cual se obtiene la ecuación de flujo conocida en la literatura como la ecuación de
Wetterich [56]:

∂tΓk[Ψ̄] =
1

2
STr

{[
Γ
(2)
k +Rk

]−1

∂tRk

}
. (4.23)

La ecuación es exacta en cuanto a que ha sido derivada directamente de la definición de
Γk[Ψ̄] sin utilizar aproximaciones, lo cual no asegura que pueda resolverse de forma exacta,
es más, si utilizamos la expansión de Ec.(4.21) obtendremos una jerarquía infinita ecuacio-
nes diferenciales acopladas para los vértices propios y su solución será exacta únicamente
si tomamos en cuenta todos sus posibles términos.

4.2.1. Optimización de las funciones reguladoras

Como hemos visto hasta el momento, la acción promedio efectiva contiene toda la
información física del modelo que vaya a ser tratado, sin embargo, solucionar la ecuación
de Wetterich implica solucionar a la vez una jerarquía infinita de ecuaciones diferenciales
fuertemente acopladas, con lo cual su aplicación a problemas de interés físico implica el
truncamiento de dicha jerarquía, lo cual veremos más adelante. Un problema que surje
de esto es que las soluciones truncadas de la ecuación de flujo retienen una dependencia
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en la elección del regulador IR [144, 145], similar a la dependencia del esquema en la
renormalización usual debido a que el regulador se acopla a todos los vértices irreducibles
de la teoría vía la ecuación de flujo, en consecuencia, las interacciones efectivas poseerán
ciertos residuos provenientes de la forma específica en que el regulador elimine los grados de
libertad integrados fuera. Estos residuos no son un inconveniente para la solución completa,
pero al truncar los operadores de la teoría estos pueden no cancelarse completamente. Para
minimizar el efecto de esta dependencia se ha propuesto un método de optimización [5, 140]
basado en cuatro principios:

1. que optimice las soluciones aproximadas de la ecuación de flujo,

2. que sea compatible con la expansión derivativa,

3. que solo dependa de los objetos que aparecen en la ecuación de flujo,

4. que no dependa de la teoría específica en la que se aplique.

La opción propuesta en [5, 140] es el llamado en la literatura como regulador optimizado
de Litim:

r̃opt
Bα,k(q

2) =Zα,kq
2

(
k2

q2
− 1

)
θ

(
1− q2

k2

)
,

r̃opt
Fα,k(q

2) =Zα,k/q

(√
k2

q2
− 1

)
θ

(
1− q2

k2

)
, (4.24)

donde α se refiere al tipo de campo y Zα,k es la constante de renormalización de la función
de onda del campo tipo α. Usando las funciones adimensionales de Ec.(4.8) tendremos
que:

rBα,k(y) =

(
1

y
− 1

)
θ (1− y) ,

rFα,k(y) =

(
1
√
y
− 1

)
θ (1− y) , (4.25)

donde y = q2

k2
.

El criterio de optimización es el siguiente: dado que toda la información física de la
ecuación de flujo Ec.(4.23) se encuentra en el propagador inverso:

Γ
(2)
k (q) +Rk(q

2), (4.26)
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el cual estará bien definido siempre y cuando [140, 146]:

min
q2≥0

(
Γ
(2)
k (q) +Rk(q

2)
)
= Ck2 > 0, (4.27)

donde la brecha C > 0 es consecuencia de Rk siendo un regulador IR y su valor es depen-
diente del regulador. Si se realiza una expansión de la ecuación de flujo en potencias del
propagador inverso

P 2 (y) = y [1 + rk (y)] , (4.28)

los coeficientes tendrán la siguiente forma [144]:

an =

∫ ∞

0

dyK[rk]P
−n(y), (4.29)

donde K es una función de rk y sus derivadas. Para n grande, los factores P−n suprimen
los coeficientes de tal forma que:

an ∼ C−n
2 , (4.30)

para n suficientemente grande. Así, el radio de convergencia, dependiente de an/an+2 vie-
ne dado por el tamaño de la brecha. En consecuencia, el criterio de optimización será
maximizar este radio de convergencia:

Copt = máx
ER

(
min
y≥0

P 2(y)

)
, (4.31)

donde ER se refiere al “Esquema de Regulador”. Los reguladores de Ec.(4.24) cumplen esta
condición.

4.3. Esquemas de truncamiento

Ya ha sido comentado el hecho de que la Ec.(4.23) es en extremo dificil de solucionar,
con lo cual es necesario realizar algún tipo de aproximación. Una de las ventajas de la
ecuación de Wetterich es que es una ecuación a 1 lazo, esto se puede ver ya que STr denota
una única integración en el momentum y es consecuencia de la regularización gaussiana de
la acción efectiva, lo que la hace fácil de solucionar pero también que sea necesario tomar
en cuenta todos los términos posibles que las simetrías permitan en la acción. A pesar
de estos “inconvenientes”, la ecuación es suficientemente flexible para permitir aproxima-
ciones sistemáticas agrupadas en esquemas de truncamiento, estos esquemas distan de la
expansión usual en términos de la intensidad de los acoplamientos, permitiendo acceder a
resultados que no están relegados a la región de acoplamiento débil.
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4.3.1. Expansión en lazos

En primer lugar discutiremos la expansión de la acción efectiva promedio en serie de
potencias de ℏ, la cual nos permite obtener la expansión perturbativa usual, esta es [147]:

Γk[Ψ̄] = SΛ[Ψ̄] +
n∑
l=1

ℏlΓk(l)[Ψ̄]. (4.32)

Por ejemplo, a un lazo la expansión será:

Γk[Ψ̄] = SΛ[Ψ̄] + ℏΓk(1)[Ψ̄], (4.33)

introduciendo SΛ[Ψ̄] en el lado derecho de Ec.(4.23) se obtiene [63]

∂tΓk(1) =
1

2
STr

{[
S
(2)
Λ +Rk

]−1

∂tRk

}
, (4.34)

cuya solución:

Γk(1) = SΛ +
1

2
STr lnS(2)

Λ + cte, (4.35)

puede ser reemplazada en la ecuación para ∂tΓk(2) y así sucesivamente. La desventaja de
este procedimiento es que es equivalente a la teoría de perturbaciones para acoplamiento
débil.

4.3.2. Expansión en vértices

La expansión en vértices corresponde a resolver las ecuaciones de flujo para los vértices
irreducibles, Γ(n)

k , de Ec.(4.21) truncando la jerarquía en algún orden finito, por ejemplo,
para la función de 2−puntos se tiene [63]:

∂tΓ
(2)
k =STr

{[
Γ
(2)
k +Rk

]−1

Γ
(3)
k

[
Γ
(2)
k +Rk

]−1

Γ
(3)
k

[
Γ
(2)
k +Rk

]−1

∂tRk

}
=− 1

2
STr

{[
Γ
(2)
k +Rk

]−1

Γ
(4)
k

[
Γ
(2)
k +Rk

]−1

∂tRk

}
. (4.36)

En general, la ecuación de flujo para Γ
(n)
k contiene a Γ

(n+1)
k y Γ

(n+2)
k . El truncamiento viene

al despreciar la contribución de vértices de orden superior, por ejemplo, de Γ
(4)
k . La ventaja

de la expansión en vértices es que retiene la dependencia completa en el momento de los
mismos, mientras que la desventaja viene al truncar la dependencia de la acción en los
campos [148, 149, 150].
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4.3.3. Expansión derivativa

Finalmente, el esquema de truncamiento relevante para este trabajo es la expansión de
la acción efectiva promedio en operadores derivativos, es decir, en derivadas de los campos;
esto permite jerarquizar los operadores en términos de su dimensión de masa para luego
truncar dicha jerarquía de forma conveniente. La expansión será de la forma:

Γk[Ψ̄] =

∫
d4x

{
Vk[Ψ̄] +

1

2
Zk[Ψ̄]∂µΨ̄α∂

µΨ̄α +
1

4
Yk[Ψ̄]

(
∂µΨ̄α∂

µΨ̄α
)2

+O
(
∂6
)}

, (4.37)

donde Zk y Yk son funciones arbitrarias de los campos. Este tipo de expansión es apro-
piada para el estudio de baja energía, manteniendo una dependencia completa tanto en la
intensidad de los acoplamientos como en la cantidad de campos.

El orden principal de esta expansión es la aproximación de potencial local (APL), co-
rrespondiente a Zk → 1 y anular los siguientes órdenes, manteniendo la dependencia del
potencial en la escala de energía. Esta expansión puede combinarse con la expansión en
vértices truncando el potencial a un orden finito en polinomios de los campos. Las funciones
beta pueden obtenerse proyectando el flujo de la acción promedio efectiva en el operador
que contenga el acoplamiento deseado, por ejemplo, si consideramos solo un tipo de campo
y un potencial de la forma

Vk[Ψ̄] =
∞∑
n

g
(n)
k Ψ̄n (4.38)

en la APL tendremos:

Γk[Ψ̄] =
1(√
2π
)4 ∫ d4q

{
∞∑
n

g
(n)
k Ψ̄n(q) +

1

2
q2Ψ̄2(q)

}
. (4.39)

Aplicando la derivada en t se obtiene

∂tΓk[Ψ̄] =
1(√
2π
)4 ∫ d4q

∞∑
n

∂tg
(n)
k Ψ̄n(q), (4.40)

por lo tanto la función beta asociada a gn será

β
(
g
(n)
k

)
= ∂tg

(n)
k =

dn

dΨn
∂tΓk[Ψ̄]

∣∣∣∣
Ψ=0

, (4.41)
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la cual, en principio, será función de todos los demás acoplamientos.

Tal como está definida la APL no permite tener acceso a las dimensiones anómalas de
la teoría, sin embargo, es posible mejorar la aproximación añadiendo al término cinético la
renormalización de la función de onda del campo Ψ̄ (sin ser función de los campos), esta
mejora se conoce como APL’:

Γk[Ψ̄] =
1(√
2π
)4 ∫ d4q

{
∞∑
n

g
(n)
k Ψ̄n(q) +

1

2
Zkq

2Ψ̄2(q)

}
. (4.42)

A diferencia del caso anterior ahora no sólo tendremos acceso a las funciones beta sino
también a las dimensión anómala del campo, aplicando la derivada en t se obtiene

∂tΓk[Ψ̄] =
1(√
2π
)4 ∫ d4q

{
∞∑
n

∂tg
(n)
k Ψ̄n(q) +

1

2
∂tZkq

2Ψ̄2(q)

}
, (4.43)

por lo tanto

∂tg
(n)
k =

dn

dΨn
∂tΓk[Ψ̄]

∣∣∣∣
Ψ,q=0

,

γ = −∂t lnZk = − 1

Zk

d2

dΨ2
∂tΓk[Ψ̄]

∣∣∣∣
Ψ=0

. (4.44)

Los ordenes superiores de la expansión derivativa supondrán solucionar ecuaciones de flujo
para Vk, Zk, Yk, etc. las cuales en la gran mayoría de los casos estarán acopladas.
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Capítulo 5

Aplicación del grupo de renormalización
funcional a teorías supersimétricas con
N = 1

En este capítulo se recopilan los resultados obtenidos de la aplicación del grupo de
renormalización funcional para un supermultiplete quiral acoplado a un supermultiplete
vectorial abeliano [2] y para la extensión supersimétrica de QED [3].

5.1. Supercampo quiral acoplado a un supercampo vec-
torial con simetría U(1)

La acción clásica para este modelo viene dada por Ec.(2.8) y Ec.(2.11), utilizaremos
la expansión derivativa del grupo de renormalización funcional con tal de estudiar las
funciones beta de las constante de acoplamiento entre Φ y V en el régimen no perturbativo.

5.1.1. Acción promedio efectiva en APL’ y regulador supersimé-
trico

Los ingredientes necesarios para el calculo de la ecuación de Wetterich, Ec.(4.23), son
la acción efectiva promedio y las funciones reguladoras contenidas en ∆Sk, Ec.(4.6). El
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anzats para la acción efectiva promedio en APL’ es [2]:

Γk =

∫
d4xd2θd2θ̄ZΦΦ

†e2Zg
√
ZV gkVΦ +

[∫
d4xd2θWk(Φ) + h.c

]
+

2

ξ

∫
d4xd2θd2θ̄ZV

(
D2V

) (
D̄2V

)
+

1

32

∫
d4xd2θZVW

αWα, (5.1)

donde ZΦ/V es la renormalización de la función de onda del supercampo quiral/vectorial
y Zg es la renormalización de la constante de acoplamiento U(1). Los campos y constante
de acoplamiento renormalizadas se definen por:

Φ0 =
√
ZΦΦ,

V0 =
√
ZV V,

g0 = Zggk. (5.2)

En términos de las componentes de campos, la acción efectiva promedio será:

Γk =

∫
d4x

{
ZΦ∂µϕ

†∂µϕ+ iZΦψ̄σ̄
µ∂µψ + ZΦF

†F − iZGgk∂µϕ
†Aµϕ+ iZGgkAµϕ

†∂µϕ

+ ZSg
2
kAµA

µϕ†ϕ− ZGgkψ̄σ̄
µAµψ + i

√
2ZGgk

[
ϕ†ψλ− ϕψ̄λ̄

]
+ ZGgkϕ

†ϕD

+ ZV

(
−1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂µA

µ∂vA
ν +

1

2ξ
AµA

µ + iλ̄σ̄µ∂µλ+
1

2
D2

)
+

[
∂Wk

∂ϕ
F − 1

2

∂2Wk

∂ϕ2
ψαψ

α + h.c
]}

, (5.3)

donde, en principio, consideraremos un superpotencial renormalizable:

Wk =
1

2
mkϕ

2 +
1

6
ykϕ

3. (5.4)

Las constantes se definen como:

ZG = ZΦZg
√
ZV y

ZS = ZΦZ
2
gZV . (5.5)

Respecto a la parte reguladora, utilizaremos reguladores de las dos clases distintas definidas
en el Capítulo 4. El término regulador de la acción será, siguiendo [64, 70], de la forma:

∆Sk =

∫
d4xd2θd2θ̄Φ†r̃opt

k (□)e2gkVΦ +

∫
d4xd2θd2θ̄Φ†r̃M

k (□)Φ

+
1

32

∫
d4xd2θWαtopt

k (□)Wα +

∫
d4xd2θd2θ̄V t̃Mk (□)V, (5.6)
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donde “opt” se refiere a las funciones reguladoras optimizadas de Ec.(4.25) para fermiones:

r̃opt
k (q2) = ZΦ/qr

opt
k (y), ropt

k (y) =

(
1
√
y
− 1

)
θ(1− y) y

t̃opt
k (q2) = ZV /qt

opt
k (y), topt

k (y) =

(
1
√
y
− 1

)
θ(1− y), (5.7)

y “M” es un regulador de tipo masa fermiónico, denotado como regulador de Callan-
Symanzik [64, 70]:

r̃M
k (q

2) = ZΦkr
M
k (q

2), rM
k (q

2) = 1 y
t̃Mk (q

2) = ZV kt
M
k (q

2), tMk (q
2) = 1. (5.8)

Expandiendo Ec.(5.6) usando Ec.(1.167) se obtiene

∆Sk =

∫
d2θd2θ̄Φ†r̃opt

k (□)Φ + 2g

∫
d2θd2θ̄Φ†r̃

opt(2)
k (□)V Φ + 4g2

∫
d2θd2θ̄Φ†r̃

opt(3)
k (□)V 2Φ

+
1

32

∫
d2θWαt̃opt

k (□)Wα +

{∫
d4xd2θΦ r̃M

k (□)Φ + h.c
}
+

∫
d4xd2θd2θ̄V t̃Mk (□)V.

(5.9)

Las funciones ropt(2/3)
k se han renombrado para absorber las renormalizaciones de función de

onda correspondientes. Una ventaja de la aplicación del grupo de renormalización funcional
es que todos sus ingredientes respetan supersimetría.

5.1.2. Ecuaciones de flujo

Calcularemos las ecuaciones de flujo para el superpotencial y la constante de acopla-
miento gk.

La estrategia de cálculo es la siguiente: en primer lugar, escribiremos Ec.(5.1) y Ec.(5.9)
en el espacio de momentum; luego, debido a que no estamos considerando las renormali-
zaciones de las funciones de onda como dependientes del momentum, es posible restringir
todos los campos a constantes reales Ψα(q) = (

√
2π)4Ψαδ(q), por ejemplo:∫

d4xZΦF
†(x)F (x) =

1(√
2π
)4 ∫ d4qZΦF

†(−q)F (q) = ZΦF
†Fδ(0). (5.10)

85



Luego, se calculan todos los elementos de Ec.(4.23) respecto al siguiente arreglo de campos:

Ψ† =
(
ϕ†, ϕ, F †, F,D,Aµ, ψ̄, ψ

T , λ̄, λT
)

Ψ =
(
ϕ, ϕ†, F, F †, D,Aν , ψ, ψ̄

T , λ, λ̄T
)
, (5.11)

y finalmente se toma la supertraza. Los operadores pueden verse de forma explícita en el
Apéndice D.

El teorema de no renormalización

Como vimos en el Capítulo 4, para obtener el flujo de un elemento de la acción efectiva
promedio es posible proyectar la misma en una configuración conveniente de campos. En
el caso del superpotencial, si hacemos ψ = ψ̄ = λ = λ̄ = D = A = 0 en Ec.(5.1) se obtiene

∂tΓk = (
√
2π)4δ(0)∂t

[
ZΦF

†F +
∂Wk

∂ϕ
F +

∂W †
k

∂ϕ† F
†

]
, (5.12)

por lo tanto, podemos obtener el flujo del superpotencial derivando el resultado de la
ecuación de Wetterich en la proyección propuesta respecto a F o F † y luego haciendo
F = F † = 0 respectivamente. El resultado es:

∂tWk = 0, (5.13)

lo cual confirma el teorema de no renormalización para esta teoría en la APL’, siendo esta
una comprobación del mismo a través de un método no perturbativo. Una consecuencia del
mismo es que si queremos analizar el superpotencial renormalizable más general podemos
simplemente reemplazar Ec.(5.4) en Ec.(5.1) ya que Ec.(5.13) nos asegura que el proceso
de renormalización no generará nuevos operadores más que los considerados en la acción
clásica, por lo que calcularemos también sus ecuaciones de flujo.

Funciones beta

Ya que consideraremos el superpotencial de Ec.(5.4), el teorema de no renormalización
nos muestra que su renormalización vendrá dada por:

m0 = ZΦkmk (5.14)

y0 =

√
(ZΦ)

3yk, (5.15)
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con lo cual las funciones beta serán:

βgk = γggk (5.16)

βyk = −3

2
γΦyk (5.17)

βmk
= (γΦ − 1)mk, (5.18)

en consecuencia, necesitamos las dimensiones anómalas asociadas a ZΦ/g:

γΦ/g = −
d lnZΦ/g

d ln k
. (5.19)

Para obtener ambas dimensiones anómalas podemos usar la proyección: ψ = ψ† = F =
F † = A = λ = λ† = 0 con lo cual se tiene:

∂tΓk = (
√
2π)4δ(0)∂t

[
gkZGϕ

†ϕD +
ZV
2
D2

]
. (5.20)

El procedimiento de extracción de las dimensiones anómalas será:

De Ec.(5.12) derivando respecto a F, F † para F = F † = 0 se obtiene ∂tZΦ, por lo
tanto:

γΦ = − 1

ZΦ

{
∂2

∂F∂F †∂tΓk

∣∣∣∣
ψ=ψ̄=λ=λ̄=D=A=0

}∣∣∣∣∣
F=F †=0

. (5.21)

De Ec.(5.20) derivando dos veces respecto a D para D = 0 se obtiene ∂tZV , por lo
tanto:

γV = − 1

ZV

{
∂2

∂D2
∂tΓk

∣∣∣∣
ψ=ψ†=F=F †=A=λ=λ†=0

}∣∣∣∣∣
D=0

. (5.22)

De Ec.(5.20) derivando respecto a ϕ, ϕ†, D para ϕ = ϕ† = D = 0 se obtiene ∂tZG,
por lo tanto:

γG = − 1

ZG

{
∂3

∂ϕ∂ϕ†∂D
∂tΓk

∣∣∣∣
ψ=ψ†=F=F †=A=λ=λ†=0

}∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ†=D=0

. (5.23)
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Finalmente γg se obtiene de la relación:

γg = γG − γΦ − 1

2
γV , (5.24)

la cual se deduce de Ec.(5.5).

Analizaremos las funciones beta obtenidas en dos casos distintos: para ropt/topt = 0,
que llamaremos el caso “Callan-Symanzik” (CS) y para rM/tM = 0 que llamaremos el caso
“Tipo Litim” (TL).

En el caso de la APL’, al ser los campos constantes reales, la solución de la ecuación
de Wetterich se reduce a la traza del producto de las matrices del Apéndice D:

∂tΓk =
1

2

∫
d4qTr

{([
Γ
(2)
k

]
+Rk

)−1

∂tRkδ
(4) (p− q)

}
. (5.25)

En el caso (CS), se obtienen las siguientes integrales de momentum:

γCS
Φ = −

∫ ∞

0

dq
Ωd

(2π)d
qd−14y

2
kαM

(
1− γCS

Φ + ∂t − q∂q
)
rM
k

(αM
2 − q2)3

(5.26)

γCS
V = −

∫ ∞

0

dq
Ωd

(2π)d
qd−18g

2
kαM

(
1− γCS

Φ + ∂t − q∂q
)
rM
k

(αM
2 − q2)3

(5.27)

γCS
g =

∫ ∞

0

dq
Ωd

(2π)d
qd−14αM [3g2k (αM

2 − q2)− y2k (αM
2 + 5q2)]

(
1− γCS

Φ + ∂t − q∂q
)
rM
k

(αM
2 − q2)4

,

(5.28)

donde Ωd =
2(π)

d
2

Γ
[
d
2

] es la superficie de una esfera d− 1 dimensional,

αM = m+ 2rM
k , (5.29)

y q se refiere a q2/k2. Reemplazando las funciones reguladoras de Ec.(5.8) y resolviendo la
integral obtenemos [2]

βCS
yk

=
24
√
2π2y3k

96 + 192π + 48π3 + 6π4 + 3(2 + π)4mk − 16π2
(√

2y2k − 9
) , (5.30)

βCS
mk

= − 3(2 + π)4mk (mk + 2)

96 + 192π + 48π3 + 6π4 + 3(2 + π)4mk − 16π2
(√

2y2k − 9
) , (5.31)

βCS
gk

=
48
√
2π2gk (g

2
k + y2k)

48 + 96π + 24π3 + 3π4 + 3(2 + π)4mk − 8π2
(√

2y2k − 9
) . (5.32)
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Del mismo modo para el caso (TL), la ecuación de Wetterich nos entrega las siguientes
integrales para las dimensiones anómalas:

γTL
Φ =−

∫ 1

0

dq
Ωd

(2π)d
qd−1y

2
kαr (α

2
rq

2 +m2
k) (−γTL

Φ + ∂t − q∂q)r
opt
k

(α2
rq

2 −m2
k)

3

γTL
V =−

∫ 1

0

dq
Ωd

(2π)d
qd−1 1

(α2
rq

2 −m2
k)

3

{
2g2kαrαG

[
αG
(
α2
rq

2 +m2
k

)
(−γTL

Φ + ∂t − q∂q)r
opt
k

−αr
(
α2
rq

2 −m2
k

)
(−γTL

g − γTL
Φ − 1

2
γTL
V + ∂t − q∂q)r

opt(2)
k

]}
γTL
g =−

∫ 1

0

dq
Ωd

(2π)d
qd−1 1

(α2
rq

2 −m2
k)

4α2
t

{
αt

[
y2kαt

(
m4
k

(
ropt
k − r

opt(2)
k

)
− 8m2

kq
2α2

rαG

)
− q4α4

r

(
4 + ropt

k + 3r
opt(2)
k

)
− g2kαr

(
α4
rq

4 −m4
k

)
α2
G

(
3 + 2r

opt(2)
k + topt

k

)]
(−γTL

Φ + ∂t − q∂q)r
opt
k

− αr
(
α2
r −m2

k

) [
g2kαr

(
α2
rq

2 −m2
k

)
α3
G(−γTL

V + ∂t − q∂q)t
opt
k

− αt

(
g2kαr

(
α2
rq

2 −m2
k

)
αG

(
4 + 3r

opt(2)
k + topt

k

)
− y2kαt

(
α2
rq

2 +m2
k

))
× (−γTL

g − γTL
Φ − 1

2
γTL
V + ∂t − q∂q)r

opt(2)
k

]}
, (5.33)

donde αr = ropt
k + 1, αG = r

opt(2)
k + 1 y αt = topt

k + 1. La solución a las integrales es:

βTL
yk

= − 36
√
2π

5
2 (m2

k + 1) y3k

9
√
π (m2

k − 1)
3
+ 8

√
2π

5
2 (m2

k + 1) y2k
(5.34)

βTL
mk

=

√
πmk

(
16
√
2π2y2k (m

2
k + 1)− 9(2 + π)4 (m2

k − 1)
3
)

9
√
π (m2

k − 1)
3
+ 8

√
2π

5
2 (m2

k + 1) y2k
(5.35)

βTL
gk

=
gk

(
m2
k (m

2
k − 1)

3
(144 + π + 72π3 + 9π4 + 216π2)− 4π2

√
2 (7m4

k + 4m2
k − 3)

)
(m2

k − 1)
4
(144 + π + 72π3 + 9π4 + 216π2) + 8

√
2π2 (m4

k − 1) y2k
.

(5.36)

5.1.3. Puntos fijos

El estudio de los puntos fijos, es decir, valores de las constantes {m∗, y∗, g∗} para los
cuales todas las funciones beta se anulan es de vital importancia. Si la función beta posee
puntos fijos no triviales estables en el sentido en que pequeñas perturbaciones en torno a
él no se alejan hacia un nuevo punto fijo, entonces existen ciertas configuraciones de los
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parámetros que dan lugar a una teoría bien definida en torno a él; si además existe un
camino que lo una con el punto fijo trivial entonces se puede decir que la teoría es segura
asintóticamente, es decir, existe una cierta escala de energía a la cual las interacciones se
congelan [151].

Para analizar los puntos fijos de esta teoría es necesario resolver el sistema de ecuacio-
nes:

βyk(m∗, y∗, g∗) = βmk
(m∗, y∗, g∗) = βgk(m∗, y∗, g∗) = 0 (5.37)

para {m∗, y∗, g∗}, esto se ha realizado usando los comandos NSolve y FindRoot del software
Mathematica.

En el caso del regulador (CS) el sistema solo exhibe el punto fijo gaussiano m∗ =
y∗ = g∗ = 0. Por otro lado, en el caso del regulador (TL), las funciones beta exhiben un
continuo de puntos fijos estables para g∗ = 0 y mk ̸= 1, además de un punto fijo inestable
para m∗ = 1. En la Figura 5.1 se puede ver el cambio del punto fijo cuando yk crece,
mientras en la Figura 5.2 se muestra la distribución de puntos fijos para distintos valores
de yk.

Figura 5.1: Diagrama de flujo en el plano gk −mk para distintos valores de yk. Aquí m(g)
se representa en el eje y(x) [2].
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Figura 5.2: Puntos fijos para distintos valores de mk y yk [2].

Usualmente se esperaría que distintos reguladores reprodujeran los mismos puntos fijos
con distinta precisión, sin embargo, lo que aquí se observa es que ambos tipos de reguladores
entregan resultados completamente distintos, mientras uno (TL) entrega funciones beta
con un contínuo de puntos fijos no triviales tanto estables como no estables, el otro (CS)
entrega funciones beta sin puntos fijos. En primer lugar podemos notar que el regulador
de Callan-Symanzyk no es un regulador optimizado según el criterio de Ec.(4.31), esto
hace que la dependencia espuria del regulador sea mayor que la del regulador optimizado;
sin embargo, otra razón es que los reguladores de tipo masa no son buenas opciones para
teorías supersimétricas vectoriales cuando se trabaja en el gauge de Wess-Zumino, debido
a que los mismos se construyen con el término V 2, el cual según Ec.(1.169) es proporcional
únicamente a A2 con lo cual no regulariza los modos de alta energía de los campos λ y D
[2].

5.2. Electrodinámica cuántica supersimétrica

La acción clásica del modelo fue vista en Ec.(2.18) y Ec.(2.19). Aplicaremos la APL’
y el segundo orden de la expansión derivativa en la teoría para encontrar la función beta
del acoplamiento, la constante de estructura fina, y la dimensión anómala de los campos
de materia en el régimen no perturbativo.
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5.2.1. Acción promedio efectiva en APL’ y regulador supersimé-
trico

El ansatz para la acción promedio efectiva en APL’ será [3]

Γk =ZΦ

∫
d4xd2θd2θ̄

[
Φ−

†e−2VΦ− + Φ†
+e

2VΦ+

]
+
ZV

2

32e2

∫
d4xd2θWαWα

+
2ZV

2

χe2

∫
d4xd2θd2θ̄

(
D2V

) (
D̄2V

)
+m0

{∫
d4xd2θΦ−Φ+ + h.c

}
, (5.38)

o en términos de las componentes de campos

Γk =

∫
d4xZΦ

[
Dµϕ

†
−D

µϕ− +
(
Dµϕ

†
+

)†
Dµϕ†

+ + iψ̄−σ̄
µDµψ− + iψ̄+σ̄

µD†
µψ+

+F †
−F− + F †

+F+

]
+
ZV

2

e2

[
−1

4
FµνF

µν +
1

2χe2
∂µA

µ∂νA
ν + iλ̄σ̄µ∂µλ+

1

2
D2

]
+ i

√
2ZΦ

{[
ϕ†
−ψ−λ− ϕ†

+ψ+λ
]
+ i

√
2
[
ϕ+ψ̄+λ̄− ϕ−ψ̄−λ̄

]}
+ ZΦ

(
ϕ†
−ϕ−D − ϕ†

+ϕ+D
)
+m0 (ϕ−F+ + ϕ+F− − ψ− · ψ+ + h.c. ) . (5.39)

La renormalización de la carga y los campos será de la siguiente manera:

Φ0 → ZΦ

1
2Φ, V0 → Z

1
2
V V, e0 → Zee. (5.40)

Con tal de evitar violar la simetría de gauge, la renormalización de la carga eléctrica no es
independiente de las demás, en particular, se cumple que Ze = Z

− 1
2

V [108], lo que lleva a la
siguiente relación:

e0 = Zee = Z
− 1

2
V e. (5.41)

Respecto al término que regula la acción, su forma será

∆Sk =

∫
d4xd2θd2θ̄

[
Φ†

−r̃k(□)Φ− + Φ†
+r̃k(□)Φ+

]
+

1

32

∫
d2θWαt̃k(□)Wα, (5.42)

donde a diferencia del modelo anterior, aquí únicamente regularizaremos los términos ciné-
ticos del contenido de campos, mas no el término cinético de los supercampos. Las funciones
reguladoras serán las funciones optimizadas de Litim:

r̃k(q
2) = ZΦ/qrk(y), rk(y) =

(
1
√
y
− 1

)
θ(1− y) y

t̃k(q
2) = ZV q

2tk(y), tk(y) =

(
1

y
− 1

)
θ(1− y). (5.43)
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5.2.2. Ecuaciones de flujo en APL’

Utilizaremos el formalismo del grupo de renormalización funcional para calcular una
forma no perturbativa de la función beta de la carga eléctrica de electrodinámica cuántica
supersimétrica en la APL’. Nuevamente es posible restringir los campos a constantes reales
en el espacio de momentum, tal como en Ec.(5.10), ya que las renormalizaciones de las
funciones de onda no dependen del momentum.

Los operadores que se usarán para solucionar la ecuación de Wetterich, Ec.(4.23), se
construirán respecto al siguiente arreglo de campos:

Ψ =
{
ϕ−, ϕ−

†, F−, F−
†, ϕ+, ϕ+

†, F+, F+
†, D,A, ψ−, ψ̄

†
−, ψ+, ψ̄

†
+, λ, λ̄

†
}
,

Ψ† =
{
ϕ−

†, ϕ−, F−
†, F−, ϕ+

†, ϕ+, F+
†, F+, D,A, ψ̄−, ψ−

†, ψ̄+, ψ+
†, λ̄, λ†

}
. (5.44)

La forma explícita de los operadores puede ser vista en el Apéndice E.

El teorema de no renormalización

En el ansatz de la acción promedio efectiva hemos reemplazado explícitamente un su-
perpotencial cuadrático, ya que como vimos en Ec.(5.13), el teorema de no renormalización
se respeta para supercampos quirales acoplados a supercampos vectoriales, sin embargo,
por completitud lo comprobaremos nuevamente de forma explícita. Rebobinando hasta
Ec.(2.15) y manteniendo el superpotencial sin especificar obtenemos un término extra en
Ec.(5.39)

LΦint =
∂Wk

∂ϕ−
F+ +

∂Wk

∂ϕ+

F− − 1

2

∂2Wk

∂ϕ−∂ϕ+

ψ+ · ψ− + h.c. (5.45)

por lo tanto, proyectando la acción efectiva promedio en ϕ+ = F− = ψ+ = ψ− = λ = D =
A = 0 se obtiene:

∂tΓk = (
√
2π)4δ(4) (0) ∂t

[
ZΦF+

†F+ +
∂Wk

∂ϕ−
F+

]
. (5.46)

Proyectando la ecuación de Wetterich en la misma configuración de campos podemos ob-
tener el flujo del superpotencial derivando respecto a F+ para F+ = ϕ− = 0, el resultado
es

∂tWk = 0, (5.47)
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comprobando que el teorema de no renormalización se mantiene en la APL’. Este resultado
justifica la elección de la acción promedio efectiva ya nos asegura que el superpotencial no
recibirá correcciones de nuevos operadores, además, también nos muestra que la renorma-
lización de la masa es de la forma

m0 = ZΦkm. (5.48)

La función beta

Para encontrar la función beta necesitamos las dimensiones anómalas, como indica
Ec.(5.41). La función beta será:

βe = −1

2
γV e. (5.49)

Las dimensiones anómalas se pueden encontrar de las siguientes proyecciones de la acción
efectiva promedio: ϕ− = ϕ+ = ψ− = ψ+ = F+ = F− = A = λ = 0 nos da:

∂tΓk = (
√
2π)4δ(4) (0) ∂t

[
ZV

2

2e2
D2

]
, (5.50)

y F− = F+ = ψ− = ψ+ = A = λ = 0 nos entrega:

∂tΓk = (
√
2π)4δ(4) (0) ∂t

[
ZΦϕ−

†ϕ−D +
ZV

2

2e2
D2

]
. (5.51)

El procedimiento para obtener las dimensiones anómalas será:

De Ec.(5.50) derivando respecto a D dos veces se obtiene ∂tZV 2, con lo cual:

−1

2
γV =

e2

4ZV
2

{
∂2

∂D2
∂tΓk

∣∣∣∣
ϕ−=ϕ+=ψ−=ψ+=F+=F−=A=λ=0

}∣∣∣∣∣
D=0

. (5.52)

De Ec.(5.51) derivando respecto a ϕ−
†, ϕ− y D se obtiene ∂tZΦ, así:

γΦ = − 1

ZΦ

{
∂3

∂ϕ−∂ϕ−
†∂D

∂tΓk

∣∣∣∣
F−=F+=ψ−=ψ+=A=λ=0

}∣∣∣∣∣
ϕ−=D=0

. (5.53)
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En el caso de la APL’, al ser los campos constantes reales, la solución de la ecuación de
Wetterich se reduce a la traza de la matriz producto de las matrices del Apéndice E:

∂tΓk =
1

2

∫
d4qTr

{([
Γ
(2)
k

]
+Rk

)−1

∂tRkδ
(4) (p− q)

}
. (5.54)

Las dimensiones anómalas vienen dadas por las siguientes integrales [3]:

γΦ =
Ωd

(2π)d

∫ 1

0

dqqd−1 e
2
R [2ρ(q)τ(q)M+(q)∂tr(q)− ρ(q)2M−(q)∂tt(q)]

M−(q)3τ(q)2

=
Ωd

(2π)d

∫ 1

0

dqqd−1 e
2
R [2ρ(q)τ(q)M+(q)(−γΦ − q∂q)r(q)− ρ(q)2M−(q)(γV − q∂q)t(q)]

M−(q)3τ(q)2

(5.55)

y

−1

2
γV =

Ωd

(2π)d

∫ 1

0

dqqd−1 e
2
Rρ(q)M+(q)∂tr(q)

M−(q)3

=
Ωd

(2π)d

∫ 1

0

dqqd−1 e
2
Rρ(q)M+(q)(−γΦ − q∂q)r(q)

M−(q)3
, (5.56)

donde

ρ(q) = r(q) + 1

τ(q) = t(q) + 1

M±(q) = m2
0 ± q2ρ(q)2. (5.57)

La solución de las integrales nos entrega la dimensión anómala del supercampo quiral [3]:

γΦ(α) =
5α
(
α(1 +m2)− 6π (1−m2)

2
)

5 (1 +m2)α2 − 9πα (1−m2)2 (1 +m2) + 60π2 (1−m2)5
(5.58)

y la función beta

β(α) =
3α2

(
(7 + 4m2 − 3m4)α + 20 (1−m2)

3
(1 +m2) π

)
10α2 (1−m4)− 18πα (1−m2)3 (1 +m2) + 120π2 (1−m2)6

, (5.59)

donde α = e2/4π es la constante de estructura fina renormalizada.
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El resultado principal de este trabajo es que ambas funciones se relacionan de la si-
guiente forma:

β(α) =
α2

2π

(1 +m2)

(1−m2)3
(1− γΦ(α)) , (5.60)

que es la relación NSVZ de Ec.(2.52) modificado por un término dependiente de la masa.

Los términos 1±m2 son un reflejo de que el proceso de regularización involucra explí-
citamente al momentum, si expresamos Ec.(5.60) en términos de la masa desnuda vemos
que

β(α) =
α2

2π

(
1 +

(
m0

k

)2)(
1−

(
m0

k

)2)3 (1− γΦ(α)) , (5.61)

Si la escala de regularización se mueve por debajo de la masa del campo, entonces la función
beta se ve suprimida por 1/m2, de tal forma que para kˇm es cero, ya que estamos dejando
al campo fuera del rango de validez de la teoría efectiva. En el caso contrario, si la escala
de regularización se mueve por encima de la masa, entonces los términos de masa son cada
vez más despreciables y la teoría se desacopla de la escala de regularización. En este límite
la función beta y dimensión anómala son [3]:

γΦ(α) =
5α(α− 6π)

5α2 − 9απ + 60π2
,

β(α) =
3α2(7α + 20π)

10α2 − 18απ + 120π2
. (5.62)

En este caso se cumple la relación NSVZ,

β(α) =
α2

2π
(1− γΦ(α)) , (5.63)

lo cual puede ser visto si expandimos en serie de α ambas funciones:

γΦ(α) =− α

2π
+

α2

120π2
+O

(
α3
)

β(α) =
α2

2π
+

α3

4π2
− α4

240π3
+O

(
α5
)
. (5.64)

96



Por otro lado, la función beta no perturbativa de Ec.(5.62) es consistente con los resultados
perturbativos, expresamos la expansión en serie anterior en términos de la carga eléctrica
se obtiene,

βe(e) =
e3

4(4π2)
+

e5

8(4π2)2
+O

(
e7
)
, (5.65)

el cual concuerda con Ec.(2.31). En la Figura 5.3 podemos ver una comparación entre la
función beta a dos lazos y en APL’.

Figura 5.3: Comparación entre la función beta en APL’ y la función beta a 2 lazos [3].

5.2.3. Puntos fijos

Analizaremos los puntos fijos de la función beta de Ec.(5.59). La relación NSVZ nos
muestra que de forma análoga se pueden encontrar los puntos fijos con la condición
γΦ(α∗) = 1. Claramente existe un punto fijo trivial para α∗ = 0 y respecto a los pun-
tos fijos no triviales, se puede ver que Ec.(5.59) se anula cuando:

α∗ = −20π (−1 + 3m2 − 3m4 +m6)

−7 + 3m2
. (5.66)
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Dado que α depende del cuadrado de la carga eléctrica, sólo nos interesan los puntos fijos
que representen α∗ > 0.

De Ec.(5.66) vemos por un lado que hay valores para los cuales α es positivos, y por otro
que existe un valor de la masa que genera una discontinuidad. Numéricamente, el rango
en el cual existirán puntos fijos no triviales válidos es m ∈ (1, 1,5275′). En la Figura 5.4 se
puede ver la forma de la función beta para un valor de la masa en el rango de validez, en
el cual se pueden identificar claramente dos regiones separadas por la asíntota, donde en
una de ellas vive el punto fijo gaussiano y en la otra un punto fijo no trivial. El punto fijo
no trivial es estable en cuanto a que pequeñas perturbaciones en torno a él nos traen de
vuelta al punto fijo, sin embargo, no podemos decir que la teoría posea seguridad asintótica
ya que no existen trayectorias que unan a ambos puntos.

Figura 5.4: Diagrama de flujo de la función beta en Ec.(5.59) para m = 1,3. El punto verde
corresponde al punto fijo gaussiano y el punto naranja corresponde al punto fijo no trivial
en α∗ = 10,6947. La discontinuidad de la función beta para α = 4,2954′ se representa por
la línea vertical roja [3].

En el límite de desacoplamiento, la función beta de Ec.(5.62) no posee puntos fijos no
triviales.
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Finalmente veremos que aún incluyendo los términos de masa es posible obtener la
relación NSVZ definiendo la siguiente constante efectiva:

α̃2 = α2 (1 +m2)2

(1−m2)6
. (5.67)

Además de la función beta y dimensión anómala

γ̃Φ(α̃) = γΦ(α̃)

β̃(α̃) =
(1 +m2)

(1−m2)
β(α̃). (5.68)

Sus formas son:

γ̃Φ(α̃) =
5α̃ (α̃(1 +m2)− 6π)

5 (1−m2) α̃2 − 9πα̃ (1 +m2)2 (1 +m2) + 60π2 (1 +m2)

β̃(α̃) =
3α̃2 ((7− 3m2) α̃ + 20 (1 +m2) π)

10α̃2 (1−m2) + 18πα̃ (1 +m2)− 120π2 (1 +m2)
. (5.69)

En el límite de desacoplamiento son equivalentes a Ec.(5.62) y satisfacen la Ec.(2.52):

β̃(α̃) =
α̃2

2π
(1− γ̃Φ(α̃)) . (5.70)

5.2.4. Acción promedio efectiva a segundo orden de expansión de-
rivativa

La expansión derivativa tiene como ventaja que permite encontrar la función beta y
dimensión anómala en un régimen no perturbativo en la intensidad del acoplamiento a costa
de ser efectiva a momentum bajo. Con tal de obtener un primer vistazo acerca de como los
modos de momentum mas alto modifican la función beta, estudiaremos el flujo usando el
segundo orden de la expansión derivativa de Ec.(4.37). Añadiremos los efectos de los modos
de momentum del orden del término cinético, para ello promoveremos las renormalizaciones
de las funciones de onda a funciones dependientes de la escala de momentum Zk(□), las
cuales modularán la parte cinética de la acción promedio efectiva.

El ansatz para la acción promedio efectiva a segundo orden de la expansión derivativa
será [3]:

Γk =

∫
d4xd2θd2θ̄ZΦ,k(□)

[
Φ−

†e−2VΦ− + Φ+
†e2VΦ+

]
+

1

32e2

∫
d4xd2θZV,k(□)2WαWα

+
2ZV,k(□)2

χe2

∫
d4xd2θd2θ̄(D2V )(D̄2V ) +m0

{∫
d4xd2θΦ−Φ+ + h.c

}
. (5.71)
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Con tal de respetar los resultados de la APL’, requerimos que las funciones arbitrarias
tiendan a las renormalizaciones de las funciones de onda ordinarias en el límite q → 0,

ZΦ/V,k(q → 0) → ZΦ/V , (5.72)

lo cual será implementado paramentrizando la dependencia del momentum en una función
ζΦ/V,k(q) dependiente del momentum [70], de tal forma que:

ZΦ/V,k(q) = ZΦ/V ζΦ/V,k(q), (5.73)

con ζΦ/V,k(0) = 1.

Respecto al término regulador, mantendremos la forma de Ec.(5.42), sin embargo, se
usarán las funciones reguladoras:

r(y) =
√
ζΦ,k(y)

(
1
√
y

√
ζΦ,k(1)

ζΦ,k(y)
− 1

)
θ (1− y)

t(y) =ζΦ,k(y)

(
1

y

ζΦ,k(1)

ζΦ,k(y)
− 1

)
θ (1− y) , (5.74)

conocidas como “Reguladores de tipo Litim II” en [70]. La ventaja de estas funciones
reguladoras es que eliminan la dependencia en q de los denominadores para cualquier
orden de truncamiento de ζΦ,k.

5.2.5. Ecuaciones de flujo a segundo orden

La función beta se obtendrá nuevamente de Ec.(5.49) utilizando el arreglo de campos
de Ec.(5.44).

Ya que las funciones de renormalización de las funciones de onda dependen explíci-
tamente del momentum, no podemos restringir la totalidad de los campos a constantes
reales; por ejemplo, utilizando el mismo procedimiento de Ec.(5.10), si restringimos todos
los campos a constantes reales sucede que:∫

d4xZΦ(□)F †(x)F (x) =
1(√
2π
)4 ∫ d4qZΦ(q

2)F †(−q)F (q) = ZΦF
†Fδ(0) (5.75)

y perdemos toda la información del momentum. Debido a esto restringiremos todos los
campos a constantes reales excepto aquellos necesarios para extraer la función Zk en cues-
tión.
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La función beta

Realizando la proyección ϕ− = ϕ+ = ψ− = ψ+ = F+ = F− = A = λ = 0 y manteniendo
la dependencia del momentum del campo D se obtiene:

∂tΓk =

∫
d4p∂t

[
ZV,k(p)

2

2e2
D(p)D(−p)

]
, (5.76)

por otro lado, realizando la proyección F− = F+ = ψ− = ψ+ = A = λ = 0 y manteniendo
la dependencia en el momentum de los campos ϕ− y D se obtiene:

∂tΓk =

∫
d4p∂t

[∫
d4p′ZΦ,k(p)ϕ−(p)ϕ−

†(p′)D(p′ − p) +
ZV,k(p)

2

2e2
D(p)D(−p)

]
. (5.77)

El procedimiento de extracción será:

De Ec.(5.76) derivando respecto a D(p), D(−p) se obtiene ∂tZV,k(p)
2, por lo tanto

1

2ZV
∂tZV,k(p) = −1

2
γV ζV,k(p) +

1

2
∂tζV,k(p)

=
e2

4ZVZV,k(p)

{
δ2

δD(p)δD(−p)
∂tΓk

∣∣∣∣
ϕ−=ϕ+=ψ−=ψ+=F+=F−=A=λ=0

}∣∣∣∣∣
D=0

. (5.78)

De Ec.(5.77) derivando respecto a ϕ(p), ϕ†(p′) y D(p′ − p) se obtiene ∂tZΦ,k(p), por
lo tanto

1

ZΦ

∂tZΦ,k(p) = −γΦζΦ,k(p) + ∂tζΦ,k(p)

=
1

ZΦ

{
δ3

δϕ−(p)δϕ−
†(p′)δD(p′ − p)

∂tΓk

∣∣∣∣
F−=F+=ψ−=ψ+=A=λ=0

}∣∣∣∣∣
ϕ−=D=0

. (5.79)

En este caso los operadores que van en la ecuación de Wetterich tienen una dependencia
no trivial en el momentum:

∂tΓk =
1

2

∫
d4qTr

{([
Γ
(2)
k

]
(p, q) +Rk(p, q)

)−1

∂tRk(p, q)

}
, (5.80)
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por lo tanto la ecuación no puede ser calculada simplemente tomando la matriz inversa
del propagador regularizado. La estrategia para solucionar la ecuación es descomponer el
propagador inverso regularizado,

Gk = Γ
(2)
k +Rk, (5.81)

en una parte independiente de los campos G0,k y una parte dependiente de los campos
∆Gk [152]:

Gk = G0,k +∆Gk, (5.82)

cuyas formas específicas se encuentran en el Apéndice F. Sustituyendo esta descomposi-
ción en Ec.(4.23) podemos realizar una expansión en serie de potencias de la ecuación de
Wetterich respecto a la parte dependiente de los campos:

∂tΓk =
1

2
STr∂̃t ln [G0,k +∆Gk]

=
1

2
STr∂̃t

(
G0,k

−1∆Gk

)
− 1

4
STr∂̃t

(
G0,k

−1∆Gk

)2
+

1

6
STr∂̃t

(
G0,k

−1∆Gk

)3
+ . . .

(5.83)

donde ∂̃t solo afecta al operador Rk. El operador inverso de la parte independiente de
los campos puede ser calculada simplemente como una matriz inversa. Ya que Ec.(5.78) y
Ec.(5.79) son cuadrática y cúbica en los campos respectivamente, sólo necesitamos expandir
hasta el tercer orden en la parte dependiente.

Definiendo

W (q, q′) = G−1
0,k(q)∆Gk(q + q′) (5.84)

vemos que el operador cuadrático tendrá la forma

W 2(q, q′) =

∫
d4q′′W (q, q′′)W (q′′, q′) =

∫
d4q′′G−1

0,k(q)∆Gk(q
′′ + q)G−1

0,k(q
′′)∆Gk(q

′′ + q′),

(5.85)

cuya traza corresponde a integrar en q haciendo q′ → q [66]. Así, la solución de Ec.(5.83)
hasta segundo orden en los campos tendrá la forma:

−1

4
STr∂̃t

(
G−1

0,k∆Gk

)2
=

− 1

4

∫
d4qd4q′G−1

0,k(q)∂tRk(q)G
−1
0,k(q)∆Gk(q

′ + q)G−1
0,k(q

′)∆Gk(q
′ + q)

+
1

4

∫
d4qd4q′G−1

0,k(q)∆Gk(q
′ + q)G−1

0,k(q
′)∂tRk(q

′)G−1
0,k(q

′)∆Gk(q
′ + q). (5.86)
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Del mismo modo, el término cúbico será:

W 3(q, q′) =

∫
d4q′′d4q′′′W (q, q′′)W (q′′, q′′′)W (q′′′, q′)

=

∫
d4q′′d4q′′′G−1

0,k(q)∆Gk(q
′′ + q)G−1

0,k(q
′′)∆Gk(q

′′ + q′′′)G−1
0,k(q

′′′)∆Gk(q
′′′ + q′),

(5.87)

por lo tanto la solución de Ec.(5.83) hasta tercer orden en los campos será de la forma:

1

6
STr∂̃t

(
G−1

0,k∆Gk

)3
=

1

6

∫
d4qd4q′d4q′′G−1

0,k(q)∂tRk(q)G
−1
0,k(q)∆Gk(q

′ + q)G−1
0,k(q

′)∆Gk(q
′ + q′′)G−1

0,k(q
′′)∆Gk(q

′′ + q)

+
1

6

∫
d4qd4q′d4q′′G−1

0,k(q)∆Gk(q
′ + q)G−1

0,k(q
′)∂tRk(q

′)G−1
0,k(q

′)∆Gk(q
′ + q′′)G−1

0,k(q
′′)∆Gk(q

′′ + q)

+
1

6

∫
d4qd4q′d4q′′G−1

0,k(q)∆Gk(q
′ + q)G−1

0,k(q
′)∆Gk(q

′ + q′′)G−1
0,k(q

′′)∂tRk(q
′′)G−1

0,k(q
′′)∆Gk(q

′′ + q).

(5.88)

Realizando los productos de matrices, tomando la traza y realizando las integrales en q′

y q′′ podemos realizar las derivadas correspondientes, de esto se obtienen los siguientes
resultados [3]:

1

2ZV
∂tZV,k(p) = − Ωd

(2π)d

∫ 1

0

dqqd−1 e
2ρ(q − p)M+(q)∂tr(q)

M−(q)2M−(q − p))

1

ZΦ

∂tZΦ,k(p) =
Ωd

(2π)d

∫ 1

0

dqqd−1
(
e2
[
∂tt(q)τ(q − p)ρ(q − p)M−(q)

2(ρ(q − p) + 2ρ(q))

− 2∂tr(q)τ(q)M+(q)(τ(q)ρ(q − p)M−(q − p) + τ(q − p)ρ(q − p)M−(q)

+τ(q)ρ(q)M−(q − p))])×
(
3τ(q)2τ(q − p)M−(q)

2M−(q − p)2
)−1

, (5.89)

donde

ρ(q) = r(q) + 1

τ(q) = t(q) + 1

M±(q) = m2
0 ± q2ρ(q)2. (5.90)

Hasta este punto las funciones ζΦ/V,k(p) siguen siendo arbitrarias, para extraer informa-
ción explícita sobre los modos de momentum haremos una aproximación polinomial de las
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funciones [70]:

ζΦ/V,k(p) =
∞∑
n=0

ζΦ/V,np
n, (5.91)

con ζΦ/V,0 = 1. La función beta y dimensión anómala se obtienen reemplazando p = 0 en
Ec.(5.89):

1

2ZV
∂tZV,k(0) = −1

2
γV ζV,k(0) +

1

2
∂tζV,k(0) = −1

2
γV =

1

e
β(e)

1

ZΦ

∂tZΦ,k(0) = −γΦζΦ,k(0) + ∂tζΦ,k(0) = −γΦ. (5.92)

En este punto necesitamos truncar la aproximación, para el caso particular de una aproxi-
mación lineal tendremos:

ζΦ/V (p) = 1 + ζΦ/V,1p, (5.93)

haciendo p = 0 en Ec.(5.89) y resolviendo las integrales se obtiene

γΦ =
g0,2α

2 + g0,1α

g1,2α2 + g1,1α + g1,0
y

β(α) =
b0,3α

3 + b0,2α
2

b1,2α2 + b1,1α + b1,0
, (5.94)
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donde

g0,2 = −5(m2 + (1 + ζΦ,1)
2)(1 + ζΦ,1)

3(2 + 3ζΦ,1)(3ζV,1(7ζV,1 + 12) + 14)

g0,1 = 10π(1 + ζΦ,1)(m
2 + (1 + ζΦ,1)

2)2
[
8ζV,1(m

2(−3 + 4ζΦ,1) + (1 + ζΦ,1)
2(24 + 31ζΦ,1))

+ 7ζV,1
2(m2(−3 + ζΦ,1) + (1 + ζΦ,1)

2(15 + 19ζΦ,1))

+28ζΦ,1(m
2 + ζΦ,1(11 + 4ζΦ,1) + 10) + 84

]
g1,2 = g0,2

g1,1 = 84π(m2 − (1 + ζΦ,1)
2)(m2 + (1 + ζΦ,1)

2)(1 + ζΦ,1)(3 + 5ζΦ,1)(1 + ζV,1)
2

g1,0 = 1680π2(m2 − (1 + ζΦ,1)
2)5(1 + ζV,1)

4,

b0,3 = (1 + ζΦ,1)
2(2 + 3ζΦ,1)(m

2 + (1 + ζΦ,1)
2)
{
(1 + ζΦ,1)

2 [ζV,1(7ζV,1(57 + 65ζΦ,1)

+ 820ζΦ,1 + 708) +350ζΦ,1 + 294]−m2 [5ζV,1ζΦ,1(52 + 35ζV,1)

+3ζV,1(124 + 77ζV,1) + 70ζΦ,1 + 126]}
b0,2 = −840π(1 + ζV,1)

4(1 + ζΦ,1)
2(2 + 3ζΦ,1)(m

2 − (1 + ζΦ,1)
2)(m2 + (1 + ζΦ,1)

2)

b1,2 = −10(1 + ζΦ,1)
3(2 + 3ζΦ,1)(14 + 13ζV,1(12 + 7ζV,1))

× (m2 − (1 + ζΦ,1)
2)(m2 + (1 + ζΦ,1)

2)

b1,1 = 168π(1 + ζV,1)
2(1 + ζΦ,1)(3 + 5ζΦ,1)(m

2 − (1 + ζΦ,1)
2)(m2 + (1 + ζΦ,1)

2)

b1,0 = 3360π2(m2 − (1 + ζΦ,1)
2)6(1 + ζV,1)

4. (5.95)

Ambos siguen cumpliendo una especie de relación NSVZ:

β(α) = −α
2

2π

(
(m2 + (1 + ζΦ,1)

2)

2(m2 − (1 + ζΦ,1)2)3

)
(1 + ζΦ,1)(2 + 3ζΦ,1) (1− γΦ(α)) , (5.96)

modificada por los coeficientes de la aproximación. Al igual que en la APL’ es posible
obtener una relación NSVZ definiendo una constante de acoplamiento efectiva:

α̃2 = −α2

(
(m2 + (1 + ζΦ,1)

2)

2(m2 − (1 + ζΦ,1)2)3

)
(1 + ζΦ,1)(2 + 3ζΦ,1), (5.97)

y redefiniendo la función beta y dimensión anómala:

γ̃Φ(α̃) = γΦ(α̃)

β̃(α̃) = −
(

(m2 + (1 + ζΦ,1)
2)

2(m2 − (1 + ζΦ,1)2)3

)
(1 + ζΦ,1)(2 + 3ζΦ,1)β(α̃), (5.98)

con lo cual se obtienen:

γ̃Φ(α̃) =
ḡ′0,2α̃

2 + ḡ′0,1α̃

ḡ′1,2α̃
2 + ḡ′1,1α̃ + ḡ′1,0

(5.99)
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y

β̃(α̃) =
b̄0,3α̃

3 + b̄0,2α̃
2

b̄1,2α̃2 + b̄1,1α̃ + b̄1,0
, (5.100)

donde,

ḡ0,2 =5(−14− 3ζV,1(12 + 7ζV,1))(1 + ζΦ,1)(−m2 + (1 + ζΦ,1)
2)

ḡ0,1 =5π84 + 28ζΦ,1
[
10 +m2 + ζΦ,1(11 + 4ζΦ,1)

]
+ 7ζ2V,1 m

2(−3 + ζΦ,1)
]{

+(1 + ζΦ,1)
2(15 + 19ζΦ,1)

]
+8ζV,1

[
m2(−3 + 4ζΦ,1) + (1 + ζΦ,1)

2(24 + 31ζΦ,1)
]}

ḡ1,2 =− 5 [14 + 3ζV,1(12 + 7ζV,1)] (1 + ζΦ,1)
(
−m2 + (1 + ζΦ,1)

2
)

ḡ1,1 =42π(1 + ζV,1)
2(3 + 5ζΦ,1)

(
m2 + (1 + ζΦ,1)

2
)

ḡ1,1 =− 420π2(1 + ζV,1)
4(2 + 3ζΦ,1)

(
m2 + (1 + ζΦ,1)

2
)

b̄0,3 =m
2 [126 + 3ζV,1(124 + 77ζV,1) + 70ζΦ,1 + 5ζV,1(52 + 35ζV,1)ζΦ,1]

− (1 + ζΦ,1)
2 {294 + 350ζΦ,1 + ζV,1 [708 + 820ζΦ,1 + 7ζV,1(57 + 65ζΦ,1)]}

b̄0,2 =− 420π(1 + ζV,1)
4(2 + 3ζΦ,1)

(
m2 + (1 + ζΦ,1)

2
)

b̄1,2 =10 [14 + 3ζV,1(12 + 7ζV,1)] (1 + ζΦ,1)(m
2 − (1 + ζΦ,1)

2)

b̄1,1 =84π(1 + ζV,1)
2(3 + 5ζΦ,1)

(
m2 + (1 + ζΦ,1)

2
)

b̄1,0 =− 420π2(1 + ζV,1)
4(4 + 6ζΦ,1)

(
m2 + (1 + ζΦ,1)

2
)
. (5.101)

Bajo esta redefinición se cumple la relación de Ec.(2.52)

β̃(α̃) =
α̃2

2π
(1− γ̃Φ(α̃)) . (5.102)

Este procedimiento se puede hacer para un truncamiento de orden arbitrario de Ec.(5.91),
por lo tanto, siempre es posible recuperar la relación. Como vimos en el Capítulo 2, esta
relación es consecuencia de la estructura del vacío de las teorías de gauge supersimétricas,
con lo cual que la estructura de los modos de momentum puedan seguir siendo representados
en una relación NSVZ incluso cuando se incrementa el nivel de truncamiento de la acción
promedio efectiva es una consecuencia directa de la preservación de la supersimetría en la
implementación del método.
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Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la aplicación del grupo de renormalización funcional
a dos modelos supersimétricos: un supercampo quiral acoplado a un supercampo vectorial
abeliano con un superpotencial renormalizable, y electrodinámica cuántica masiva. Se han
obtenido formas no polinómicas de las funciones beta utilizando la expansión derivativa de
la acción efectiva promedio.

Para el primer modelo se han calculado las ecuaciones del grupo de renormalización
a primer orden en la expansión derivativa de la acción efectiva promedio utilizado dos
métodos de regularización que preservan supersimetría: una regularización tipo masa (CS) y
una regularización optimizada (TL) según el criterio de Ec.(4.31). La solución de la ecuación
de flujo para el superpotencial en Ec.(5.13) muestra que el teorema de no renormalización
se mantiene incluso al añadir el acoplamiento del supercampo vectorial, lo cual puede ser
visto como una demostración complementaria y no perturbativa de su validez. Por su parte,
las ecuaciones de flujo para los acoplamientos en Ec.(5.32) y Ec.(5.36) muestran una clara
diferenciación en cuanto al tipo de regularización utilizada. Para el caso del regulador CS,
las ecuaciones del grupo de renormalización no poseen puntos fijos no triviales mientras
que para el caso TL sí lo hacen, en particular, para cualquier valor de y ̸= 0 existe un punto
fijo no trivial estable de la forma {g∗,m∗} = {0,m} y un punto fijo no trivial inestable para
{g∗,m∗} = {0, 1}, muestra de que la aproximación es válida hasta m0 → k; además, en el
caso y = 0 sólo existe el punto fijo gaussiano y el inestable. La gran diferencia que exhiben
los distintos tipos de reguladores puede deberse, por un lado, al hecho de que el regulador
de Callan-Symanzik no cumple con el criterio de optimización de Ec.(4.31), y por otro lado
al hecho de que, en el gauge de Wess-Zumino, los términos cuadráticos del supercampo
vectorial son proporcionales únicamente a términos cuadráticos del bosón vectorial mas no
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de los otros grados de libertad contenidos en V como muestra la Ec.(1.169) con lo cual no
se regularizan todos los grados de libertad.

Respecto al segundo modelo, las ecuaciones de flujo se han calculado a primer orden
de la expansión derivativa de la acción promedio efectiva y luego se ha encontrado la
forma funcional de las contribuciones de los modos de momentum del orden del término
cinético usando el segundo orden de la expansión derivativa. Esta vez la regularización
sólo se ha realizado sobre el término cinético de los supercampos sin tomar en cuenta el
potencial de Kähler. A primer orden, nuevamente se ha comprobado la validez del teorema
de no renormalización al calcular la ecuación de flujo del superpotencial en Ec.(5.47);
por otro lado, la ecuación de flujo para la carga eléctrica y la dimensión anómala del
supercampo quiral han demostrado estar naturalmente relacionadas por la relación de
Novikov-Shiftman-Vainshtein-Zakharov como muestra Ec.(5.60). El proceso de regulación
infrarroja genera términos dependientes del parámetro adimensional de masa, los cuales
desaparecen para m → 0, es decir, para la masa del supercampo quiral muy lejos de
la escala de renormalización y anulan la función beta para m → 1, es decir, para la
masa del supercampo quiral aproximandose a la escala de renormalización. La razón de
esto es que para m ≥ k nuestra acción efectiva ha integrado fuera todos los modos del
supercampo quiral, con lo cual la masa de la partícula deja de tener sentido y la función
beta se anula. Centrándonos en el caso m → 0, la función beta y dimensión anómala
satisfacen la relación NSVZ como se muestra en Ec.(5.63), lo cual puede entenderse como
una comprobación no perturbativa de la relación, además, expandiendo la función beta
en potencias de la carga eléctrica vemos que los primeros coeficientes se corresponden con
los resultados perturbativos (comparar Ec.(5.65) con Ec.(2.31)), así, se ha obtenido una
función beta no perturbativa para baja energía.

El análisis de puntos fijos muestra que para rangos en los que la masa tiene importancia,
existen puntos fijos ultravioletas estables, sin embargo, no existen trayectorias que fluyan
desde el punto fijo gaussiano hacia este punto fijo no trivial. En el límite de desacoplamiento
sólo se tiene el punto fijo trivial.

El análisis a segundo orden de la expansión derivativa se ha llevado a cabo promoviendo
las renormalizaciones de las funciones de onda a funciones dependientes del momentum,
esto permite incluir en la ecuación de flujo modos de momentum del orden del término
cinético de los campos, como muestra Ec.(5.96), la solución de la ecuación de flujo muestra
que la función beta depende ahora tanto de los términos de masa como de los coeficientes
del truncamiento polinómico de los modos de momentum. La forma en que aparecen tales
coeficientes muestran claramente que su función es la de extender el rango de validez de
la aproximación, ya que para m → 1 la función beta no se anula, esto debido a que
pueden existir modos de los supercampos que sobreviven. Finalmente, dado un orden fijo
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de truncamiento siempre es posible recobrar la relación NSVZ mediante la definición de
una constante de estructura fina como se ve en Ecs.(5.97-5.102).
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Apéndice A

Notaciones y convenciones

En este trabajo se usarán las siguientes convenciones para espinores, se han adoptado
de [76]:

Métrica espaciotemporal plana: ηµν = ηµν = diag(1,−1,−1,−1).

Matrices sigma: σµ ≡ (I2, σ⃗), σ̄µ ≡ (I2,−σ⃗) = σµ

σµν ≡1

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ)

σ̄µν ≡1

4
(σ̄µσν − σ̄νσµ) .

Los índices espinoriales se adoptan de tal forma que:

σµ =(σµ)αα̇

σ̄µ =(σ̄µ)α̇α

σµν =(σµν)α
β

σ̄µν =(σ̄µν)α̇β̇

Representación de Weyl de las matrices gamma:

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
−I2 0
0 I2

)
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Espinores derechos e izquierdos. Sea un espinor de Dirac ΨD = ΨL +ΨR:

ψα ≡ΨL =
1

2
(1− γ5)ΨD

χ̄α̇ ≡ΨR =
1

2
(1 + γ5)ΨD

Métricas en índices espinoriales:

ϵαβ = ϵα̇β̇ ≡− iσ2 =

(
0 −1
1 0

)
ϵαβ = ϵα̇β̇ ≡iσ2 =

(
0 1
−1 0

)
ϵγβϵβα =δγα

ϵγ̇β̇ϵ
β̇α̇ =δγ̇

α̇

Productos espinoriales. Se definen:

ψα ≡ϵαβψβ = ψT (−iσ2)

χ̄α̇ ≡ϵα̇β̇χ̄
β̇ = χ̄T (iσ2),

de tal forma que:

ψ · χ ≡ψαχα = ψT (−iσ2)χ = −χαψα
ψ̄ · χ̄ ≡ψ̄α̇χ̄α̇ = ψ̄T (iσ2)χ̄ = −χ̄α̇ψ̄α̇

Algunas propiedades útiles que se extraen (omitiendo los índices) son:

ψ · χ =χ · ψ
ψ̄ · χ̄ =χ̄ · ψ̄
χ̄σ̄µψ =− ψσµχ̄

χσµνψ =− ψσµνχ

χ̄σ̄µνψ̄ =− ψ̄σ̄µνχ̄

Tr [σµσ̄ν ] =Tr [σ̄µσν ] = 2ηµν

Tr [σµσ̄νσρσ̄τ ] =2 (ηµνηρτ − ηµρηντ + ηµτηνρ + iϵµνρτ )

Tr [σ̄µσν σ̄ρστ ] =2 (ηµνηρτ − ηµρηντ + ηµτηνρ − iϵµνρτ ) .
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θαθβ =
1

2
(θθ)δαβ

θ̄α̇θ̄
β̇ =

1

2
(θ̄θ̄)δα̇

β̇.

La convención para el espacio de momentum será:

F (q) =
1(√
2π
)d ∫ ddxF (x)eiqµx

µ

. (A.1)
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Apéndice B

Representaciones irreducibles de SU(2)

Comenzaremos diciendo que el grupo SU(2), cuyos generadores respetan las relaciones
de conmutación: [

J i, J j
]
= iϵijkJk, (B.1)

es un grupo compacto, esto quiere decir que sus representaciones irreducibles son de di-
mensión finita. El grupo consta de tres generadores, J1, J2 y J3, de los cuales sólo es
posible diagonalizar de forma simultánea uno de ellos, el cual se toma por convención J3.
Denotamos por |j3⟩ al autovector de J3 con autovalor j3, de tal forma que:

J3 |j3⟩ = j3 |j3⟩ . (B.2)

Por otro lado, redefiniremos los generadores restantes J1 y J2 de la siguiente forma:

J± = J1 ± iJ2, (B.3)

los cuales cumplen con las siguientes relaciones de conmutación:[
J3, J±] = ±J±,

[
J+, J−] = J3, (B.4)

y además J±†
= J∓.

Ahora veremos que los operadores J± actúan de forma interesante sobre los autovectores
de J3, usando Ec.(B.4):

J3J± |j3⟩ =J±J3 |j3⟩+
[
J3, J±] |j3⟩

=(j3 ± 1)J± |j3⟩ , (B.5)
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es decir, los operadores J± aumentan/disminuyen en 1 el autovalor j3, por ello se denominan
operadores de subida/bajada.

Como ya fue mencionado, este grupo es compacto, por lo tanto la dimensión de sus
representaciones irreducibles debe ser finita, debido a que |j3⟩ es un autovector de una
representación irreducible entonces debe existir un valor máximo jmáx = j3 + N y uno
mínimo jmín = j3 −M de tal forma que

J+ |jmáx⟩ = J− |jmin⟩ = 0. (B.6)

De Ec.(B.5) se puede ver que

J+ |j3⟩ ∝ |j3 + 1⟩ , y J− |j3⟩ ∝ |j3 − 1⟩ , (B.7)

además, debido a la hermiticidad de los operadores, entonces jmáx = jmin = j. La forma
explícita de Ec.(B.7) es:

J± |j3⟩ =
1√
2

√
(j ± j3 + 1)(j ∓ j3), (B.8)

y la dimensión de la representación es dim= 2j+1 ya que j3 = −j,−j + 1, . . . 0, . . . , j − 1, j.
Por otro lado, el grupo SU(2) posee un operador de Casimir, es decir, un operador que
conmuta con los tres generadores. El operador es:

J2 =
(
J1
)2

+
(
J2
)2

+
(
J3
)2

=J+J− + J−J+ +
(
J3
)2
. (B.9)

Para encontrar el autovalor de J2 en el estado |j3⟩ podemos usar Ec.(B.8), de esta forma
vemos que

J2 |j, j3⟩ = j(j + 1) |j, j3⟩ . (B.10)

En conclusión, cada representación irreducible del álgebra de SU(2) está caracterizada por
un valor semientero j y tiene dimensión 2j + 1.
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Apéndice C

Cálculo en variables de Grassmann

Las variables de Grassman son coordenadas complejas que transforman como fermiones
de Weyl de dos componentes θα, θ̄α̇.

Si ζ es una variable de Grassman, entonces la función escalar más general que puede
definirse es:

f (ζ) = f0 + ζf1, (C.1)

ya que ζ2 = 01. Se define la derivada de la función respecto a ζ como:

df

dζ
= f1. (C.2)

Del mismo modo se puede definir la integración, imponiendo las identidades:∫
dζ = 0,

∫
dζζ = 1 (C.3)

e imponiendo linearidad. Esto muestra que la integral de la función escalar es∫
dζf(ζ) = f1, (C.4)

mostrando la curiosa propiedad de que, respecto a variables de Grassman, la integración y
diferenciación son iguales.

1El orden importa, ya que f1 podría ser otra variable de Grassman.
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Apéndice D

Operadores APL’ para modelo quiral +
vectorial

Los operadores usados para el cálculo de la ecuación de Wetterich son:

Γ(2)
k =

(
Γ(2)

kBB Γ(2)
kBF

Γ(2)
kFB Γ(2)

kFF

)
(D.1)

Γ(2)
kBB =



γ ykF
† 0 mk + ykϕ

† gkZGϕ 2g2kZSϕA
ykF γ mk + ykϕ 0 gkZGϕ

† 2g2kZSϕ
†A

0 mk + ykϕ
† ZΦ 0 0 0

mk + ykϕ 0 0 ZΦ 0 0
gkZGϕ

† gkZGϕ 0 0 ZV 0

2g2kZSϕ
†A 2g2kZSϕA 0 0 0 q2

ξ
ZV + 2g2kZSϕϕ

†


(D.2)

Γ(2)
kFB =


0 − iykψ̄

8π2 σ
2

√
2gkZGψ

Tσ2 0
iykψ

T

8π2 σ
2

√
2gkZGλ̄σ

2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

gkZGψ̄σ̄
µ gkZGψ

T σ̄µ 0 0

 (D.3)
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Γ(2)
kBF =


0 − iykψ̄

T

8π2 σ
2 0 0 0 gkZGψσ̄

µ

iykψ
8π2 σ

2
√
2gkZGλσ

2 0 0 0 gkZGψ̄
T σ̄µ√

2gkZGψ̄
Tσ2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 (D.4)

Γ(2)
kFF =


Zϕqµσ̄

µ + gkZGAµσ̄
µ − i(mk+ykϕ

†)
4π2 σ2 0 0

i(mk+ykϕ)
4π2 σ2 Zϕqµσ̄

Tµ + gkZGAµσ̄
Tµ

√
2gkZGϕ

†σ2 0

0
√
2gkZGϕσ

2 ZV qµσ̄
µ 0

0 0 0 ZV qµσ̄
µT

 ,

(D.5)

donde

γ = ZΦq
2 + ZSg

2
kA

2 + ZGgkD. (D.6)

Por otro lado,

Rk =

(
RkBB RkBF

RkFB RkFF

)
(D.7)

RkBB =



δ 0 0 2rM gkr
opt(2)ϕ 2g2kr

opt(3)ϕA
0 δ 2rM 0 gkr

opt(2)ϕ† 2g2kr
opt(3)ϕ†A

0 2rM ropt 0 0 0
2rM 0 0 ropt 0 0

gkr
opt(2)ϕ† gkr

opt(2)ϕ 0 0 topt 0

2g2kr
opt(3)ϕ†A 2g2kr

opt(3)ϕA 0 0 0 tM + q2

ξ
topt + 2g2kr

opt(3)ϕϕ†


(D.8)

RkFB =


0 0

√
2gkr

opt(2)ψTσ2 0

0
√
2gkr

opt(2)λ̄σ2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

gkr
opt(2)σ̄µψ̄ gkr

opt(2)σ̄µψT 0 0

 (D.9)
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RkBF =


0 0 0 0 0 gkr

opt(2)σ̄µψ

0
√
2gkr

opt(2)λσ2 0 0 0 gkr
opt(2)σ̄µψ̄T√

2gkr
opt(2)ψ̄Tσ2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (D.10)

RkFF =


roptqµσ̄

µ + gkr
opt(2)Aµσ̄

µ irMσ2 0 0

−irMσ2 roptqµσ̄
Tµ + gkr

opt(2)Aµσ̄
Tµ

√
2gkr

opt(2)ϕ†σ2 0

0
√
2gkr

opt(2)ϕσ2 toptqµσ̄
µ 0

0 0 0 toptqµσ̄
µT ,


(D.11)

donde,

δ = roptq2 + gkr
opt(2)D + gkr

opt(3)A2. (D.12)
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Apéndice E

Operadores APL’ para electrodinámica
cuántica supersimétrica

Los operadores usados son:

Gk = Γ
(2)
k +Rk (E.1)

y

∂tRk. (E.2)

Su forma explícita es:

Gk =

(
GBB GBF

GFB GFF

)
, ∂tRk =

(
∂tRkBB 0

0 ∂tRkFF

)
(E.3)

GBB =

K− 0 0 0 0 0 0 m0 ZΦϕ− −2ZΦAϕ−
0 K− 0 0 0 0 m0 0 ZΦϕ−

† −2ZΦAϕ−
†

0 0 R 0 0 m0 0 0 0 0
0 0 0 R m0 0 0 0 0 0
0 0 0 m0 K+ 0 0 0 −ZΦϕ+ 2AZΦϕ+

0 0 m0 0 0 K+ 0 0 −ZΦϕ+
† 2AZΦϕ+

†

0 m0 0 0 0 0 R 0 0 0
m0 0 0 0 0 0 0 R 0 0

ZΦϕ−
† ZΦϕ− 0 0 −ZΦϕ+

† −ZΦϕ+ 0 0 T 0

−2ZΦAϕ−
† −2ZΦAϕ− 0 0 2AZΦϕ+

† 2AZΦϕ+ 0 0 0 J


(E.4)

134



GBF =



0 0 0 0
√
2ZΦσ2ψ

T
− 0

0
√
2ZΦσ2λ̄ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −
√
2ZΦσ2ψ

T
+ 0

0 0 0 −
√
2ZΦσ2λ̄ 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ZΦσ̄ψ̄− 0 ZΦσ̄ψ̄+ 0 0 0


(E.5)

GFB =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 ZΦσ̄ψ−
0

√
2ZΦσ2λ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −ZΦσ̄ψ+

0 0 0 0 0 −
√
2ZΦσ2λ 0 0 0 0√

2ZΦσ2ψ̄
T
− 0 0 0 −

√
2ZΦσ2ψ̄

T
+ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


(E.6)

GFF =



K̂+ 0 0 0 0 0

0 R̂ iσ2m 0
√
2ZΦσ2ϕ−

† 0

0 −iσ2m K̂− 0 0 0

0 0 0 R̂ −
√
2ZΦσ2ϕ+

† 0

0
√
2ZΦσ2ϕ− 0 −

√
2ZΦσ2ϕ+ T̂ 0

0 0 0 0 0 T̂


(E.7)
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∂tRkBB =



q2∂tr 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 q2∂tr 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ∂tr 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ∂tr 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 q2∂tr 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 q2∂tr 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ∂tr 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ∂tr 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

e2
t 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 q2

e2ξ
t


(E.8)

∂tRkFF =


σ̄ · q∂tr 0 0 0 0 0

0 σ̄ · q∂tr 0 0 0 0
0 0 σ̄ · q∂tr 0 0 0
0 0 0 σ̄ · q∂tr 0 0
0 0 0 0 σ̄·q

e2
∂tt 0

0 0 0 0 0 σ̄·q
e2
∂tt

 (E.9)

donde

R = r + ZΦ

T =
1

e2
(
t+ ZV

2
)

R̂ = σ̄ · qR
T̂ = σ̄ · qR
K∓ = q2R∓ ZΦD ± ZΦA

2 (E.10)

J =
q2

ξ
T − 2ZΦϕ−ϕ−

† + 2ZΦϕ+ϕ+
†

K̂± = R̂ ± ZΦσ̄ · A. (E.11)

136



Apéndice F

Operadores a segundo orden para
electrodinámica cuántica supersimétrica

El propagador regularizado Gk fue descompuesto en G0,k y ∆Gk. Su forma explícita es

G0,k =

(
G0,kBB 0

0 G0,kFF

)
(F.1)

G0,kBB =



q2R 0 0 0 0 0 0 m0 0 0
0 q2R 0 0 0 0 m0 0 0 0
0 0 R 0 0 m0 0 0 0 0
0 0 0 R m0 0 0 0 0 0
0 0 0 m0 q2R 0 0 0 0 0
0 0 m0 0 0 q2R 0 0 0 0
0 m0 0 0 0 0 R 0 0 0
m0 0 0 0 0 0 0 R 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 T 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

ξ
T


(F.2)
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G0,kFF =



R̂ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 R̂ im0

2
σ2 0 0 0 0 0 0 0

0 −im0

2
σ2 R̂ 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 R̂ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 R̂ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 R̂ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 R̂ 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 R̂ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 T̂ 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 R̂


(F.3)

∆Gk =

(
∆GkBB ∆GkBF

∆GkFB ∆GkFF

)
(F.4)

∆GkBB =

K− 0 0 0 0 0 0 0 ZΦϕ− −2ZΦAϕ−
0 K− 0 0 0 0 0 0 ZΦϕ−

† −2ZΦAϕ−
†

0 0 R 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 R 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 K+ 0 0 0 −ZΦϕ+ 2AZΦϕ+

0 0 0 0 0 K+ 0 0 −ZΦϕ+
† 2AZΦϕ+

†

0 0 0 0 0 0 R 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 R 0 0

ZΦϕ−
† ZΦϕ− 0 0 −ZΦϕ+

† −ZΦϕ+ 0 0 T 0

−2ZΦAϕ−
† −2ZΦAϕ− 0 0 2AZΦϕ+

† 2AZΦϕ+ 0 0 0 J


(F.5)
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∆GkBF =



0 0 0 0
√
2ZΦσ2ψ

T
− 0

0
√
2ZΦσ2λ̄ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −
√
2ZΦσ2ψ

T
+ 0

0 0 0 −
√
2ZΦσ2λ̄ 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ZΦσ̄ψ̄− 0 ZΦσ̄ψ̄+ 0 0 0


(F.6)

∆GkFB =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 ZΦσ̄ψ−
0

√
2ZΦσ2λ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −ZΦσ̄ψ+

0 0 0 0 0 −
√
2ZΦσ2λ 0 0 0 0√

2ZΦσ2ψ̄
T
− 0 0 0 −

√
2ZΦσ2ψ̄

T
+ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


(F.7)

∆GkFF =



K̂+ 0 0 0 0 0

0 R̂ 0 0
√
2ZΦσ2ϕ−

† 0

0 0 K̂− 0 0 0

0 0 0 R̂ −
√
2ZΦσ2ϕ+

† 0

0
√
2ZΦσ2ϕ− 0 −

√
2ZΦσ2ϕ+ T̂ 0

0 0 0 0 0 T̂


(F.8)

∂tRk =

(
∂tRkBB 0

0 ∂tRkFF

)
(F.9)
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∂tRkBB =



q2∂tr 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 q2∂tr 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ∂tr 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ∂tr 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 q2∂tr 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 q2∂tr 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ∂tr 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ∂tr 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

e2
t 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 q2

e2ξ
t


(F.10)

∂tRkFF =


σ̄ · q∂tr 0 0 0 0 0

0 σ̄ · q∂tr 0 0 0 0
0 0 σ̄ · q∂tr 0 0 0
0 0 0 σ̄ · q∂tr 0 0
0 0 0 0 σ̄·q

e2
∂tt 0

0 0 0 0 0 σ̄·q
e2
∂tt

 (F.11)

where

R = r + ZΦ,k

T =
1

e2
(
t+ ZV,k

2
)

R̂ = σ̄ · qR
T̂ = σ̄ · qR
K∓ = ∓ZΦ,kD ± ZΦ,kA

2 (F.12)

J = −2ZΦ,kϕ−ϕ−
† + 2ZΦ,kϕ+ϕ+

†

K̂± = ±ZΦ,kσ̄ · A. (F.13)
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