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Resumen

En esta tesis se discutira la aplicacion del grupo de renormalizacion funcional en teorias
supersimétricas que contienen acoplamientos de supermultipletes quirales y vectoriales, asi
como también teorfas de gauge supersimétricas.

En primer lugar se generalizara la aplicacion del grupo de renormalizacién funcional
en modelos de Wess-Zumino ananadiendo el acoplamiento con un supermultiplete vecto-
rial con simetria U(1) dentro del gauge de Wess-Zumino considerando el superpotencial
renormalizable mas general. Mostraremos las diferencias de aplicar el primer orden de la
expansion derivativa usando reguladores de dos clases distintas, se mostraran los resulta-
dos de puntos fijos no triviales que entregan las ecuaciones del grupo de renormalizaciéon
usando ambos acercamientos ademas del flujo no perturbativo del superpotencial.

Posteriormente se aplicara el formalismo a una teoria de gauge supersimétrica, la ex-
tension supersimétrica de electrodindmica cuantica. Se mostrara que en la aplicacion del
primer orden de la expansion derivativa, el flujo del superpotencial respeta el teorema de
no renormalizacion, ademaés, la funciéon beta de la constante de estructura fina y la dimen-
sion andémala de los campos de materia respetan la relacion no perturbativa de Novikov-
Shiftman-Vainstein-Zakharov. En adicion, los coeficientes de la expansion en serie de po-
tencias de la funciéon beta coinciden exactamente con los coeficientes de la funcién beta
perturbativa a uno y dos lazos. También se mostraran los resultados de puntos fijos no
triviales.

Finalmente se analizara el segundo orden de la expansion derivativa sobre electrodiné-
mica cuantica supersimétrica, donde se muestra que la funcién beta y dimensiéon anémala
ain respetan la relacion NSVZ atn cuando se anaden coeficientes que representan los
modos de momentum de alta energia.

Estos resultados han sido publicados en:

= Jeremy Echeverria, Maximiliano Binder, and Ivan Schmidt. Functional renormaliza-
tion group flows of N = 1 supersymmetric abelian gauge model with one chiral and
one vector superfield. The Furopean Physical Journal C) 83(2):125, 2023.
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s Jeremy Echeverria Puentes and Ivan Schmidt. Non-perturbative SQED beta function
using functional renormalization group approach and the NSVZ exact beta function.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Motivaciones y estructura

La declaracion de que la realidad en su aspecto més fundamental es un conjunto de
campos sujetos a las leyes de la relatividad especial y la mecénica cuéntica es el corazén
de la teoria cuantica de campos y ha sido el paradigma de la fisica desde el siglo pasado.
La descripcién de las particulas fundamentales como cuantos de un campo cuéntico sub-
yacente ha cosechado muchisimos frutos, logrando describir de la forma més precisa hasta
la fecha la dinamica de tres de las cuatro interacciones fundamentales (electromagnetismo,
interacciones débiles e interacciones fuertes) modeladas como teorias de gauge no abelianas
dentro del marco del modelo estandar [0, 7]. A pesar de estos avances, la teoria se ha en-
frentado a desafios complejos, donde quizas uno de los mas destacados ha sido el problema
de los infinitos, siendo abordado por primera vez en el calculo de la autoenergia del electron
[3, 9], tuvo su solucion a fines de la década de los 40 del siglo XX con el advenimiento del
proceso de renormalizacion, cuyos éxitos mas notables fueron el calculo de la separacion
de los primeros dos estados del atomo de hidrégeno debido a la autoenergia del electréon
[10, 11] ¥ su momento magnético anémalo [12, 13, 14 15 16, 17, 18]. Lo que tienen en
comun ambos resultados es que son éxitos de la teoria de perturbaciones aplicada a la teo-
ria cuéntica de campos, y es que pese a sus éxitos en el régimen en que los acoplamientos
son débiles, el estudio de sistemas fuertemente acoplados y, en general, los resultados no
perturbativos siguen siendo un reto.

Uno de los marcos tedricos mas fructiferos para el estudio de la dinamica de teorias
de campos en el régimen de acoplamiento fuerte ha sido la supersimetria. Supersimetria
es una propiedad de las teorias cuanticas de campos que relaciona bosones y fermiones



mediante transformaciones [19]. Las extensiones supersimétricas de las teorfas de gauge
poseen propiedades que les otorgan ventajas importantes por sobre sus contrapartes no
supersimétricas, una de ellas es tener un mejor comportamiento ultravioleta producto de
las cancelaciones entre contribuciones fermiénicas y bosonicas, lo que da lugar a teoremas de
no renormalizacién, por ejemplo, para teorfas supersimétricas con N/ = 1 el superpotencial
no recibe correcciones radiativas a ningin orden en teorfa de perturbaciones |20]. Otro
aspecto importante es que permiten el calculo explicito de condensados, los cuales son la
clave para el estudio no perturbativo de los estados de vacio como instantones [21, 22|,
esto permite, por ejemplo, obtener teorias parecidas a la cromodinamica cuéntica con un
contenido de particulas similar en las cuales se puede probar el confinamiento de forma
analitica |23, 24, 25, 20].

Una caracteristica importante de las teorfas de gauge supersimétricas con N' = 1 es
que la funcion beta esta relacionada con la dimension anémala de los campos de materia
mediante una relaciéon exacta, la funcion beta exacta de Novikov-Shiftman-Vainshtein-
Zakharov o NSVZ, la cual fue obtenida en primera instancia usando resultados exactos
para la medida de instantones en conjunto con la renormalizabilidad [27, 28]. Posterior-
mente otros trabajos han obtenido la misma relaciéon por métodos distintos tales como la
estructura de las anomalias [29, 30, 31, 32, 33, 34| o teoremas de no renormalizacién para
términos topologicos [35]. Otras investigaciones han comprobado esta relacion en teoria
de perturbaciones en una clase de esquemas de renormalizacién conocidos como esquemas

NSVZ [36, 37, 38, 39].

Pese a que hasta el momento no se ha encontrado evidencia de supersimetria a bajas
energias, ain existe la esperanza de que los experimentos de alta energia tales como el Gran
Colisionador de Hadrones nos entregue pistas de su existencia. Algunas de las razones para
seguir teniendo esperanza son la elegancia con la cual esta resuelve algunos problemas tales
como el problema de la jerarquia [10], la pequenez de la constante cosmologica |11, 12] o la
renormalizabilidad de la supergravedad |13] ademéas de ser uno de los candidatos principales
para fisica méas alla del modelo estdandar ya que permite la unificaciéon de los acoplamientos
de gauge |11, 15], la simetria— R permite tener candidatos a materia oscura [10] y es un
ingrediente esencial del modelo estandar supersimétrico minimo [40, 42, 47| y la teoria de
cuerdas. Cabe destacar que también se ha estudiado la posibilidad de que supersimetria
pueda existir como una simetria emergente, es decir, como limite de baja energia en sistemas
de materia condensada |18, 19, 50, 51].

Dentro de la carrera por comprender la dindmica de sistemas fuertemente acoplados, el
grupo de renormalizacion exacto ha mostrado ser una herramienta tutil para la descripcion
de la transformacion de la accién bajo este, a través de los esquemas no perturbativos
[52, 53, 54]. El objetivo principal de este trabajo es la aplicacion de una de las realizaciones



del grupo de renormalizacion exacto, el grupo de renormalizacion funcional [55] en teorias
supersimétricas con N' = 1 de supercampos quirales acoplados a supercampos vectoriales
con tal de obtener un método sistemético de estudiar el grupo de renormalizacion de forma
no perturbativa. En particular se estudiara el flujo del superpotencial y los acoplamiento
de gauge en la escala de energia utilizando este método.

El grupo de renormalizacion funcional se refiere al conjunto de soluciones aproximadas
de la ecuacion de flujo exacta, la ecuacion de Wetterich [50], para la accién promedio
efectiva [57, 58, 59, 56|, un funcional que interpola entre la accion clasica y la accion efectiva
mediante un cutoff regulador infrarrojo. Para una cierta escala de energia, la accion efectiva
promedio corresponderé a la accion efectiva (en el sentido wilsoniano) para la cual los modos
de momentum mayor a la escala son integrados fuera, mientras que la ecuaciéon de flujo
genera la accion efectiva promedio para un cambio infinitesimal de la escala de energia,
permitiendo asi la integracion progresiva de los modos de momentum. La ventaja de este
método es que permite calcular el flujo de las constantes de acoplamiento en esquemas de
truncamiento no perturbativos [60, 61, 62, 63] como la expansion derivativa, preservando
supersimetria en todos los pasos de la implementacion.

La aplicacion del grupo de renormalizaciéon en supersimetria ha sido estudiada en al-
gunos modelos supersimétricos que no contienen supercampos vectoriales como mecanica
cuantica supersimétrica, donde se ha estudiado el flujo del superpotencial y la convergencia
de la expansion derivativa de la accion promedio efectiva [(4]. Siguiendo esa linea, se han
estudiado varios modelos de Wess-Zumino para d = 3 tanto a temperatura cero como a
temperatura finita, en ellos sea ha mostrado que el grupo de renormalizacion funcional
respeta el teorema de no renormalizacion |65, 66, 67, 68, 69, 70], ademas se ha investigado
la convergencia de la expansion derivativa [71].

La estructura de este trabajo es la siguiente: en el Capitulo 1 se hard un repaso de
los conceptos basicos de supersimetria con N = 1, el algebra y sus representaciones, y
renormalizacién en teoria cuantica de campos. En el Capitulo 2 se presentaran los modelos
supersimétricos clave que han sido estudiados y un repaso por resultados no perturbativos
importantes que exhiben. Luego, en el Capitulo 3 se estudiaran los métodos funcionales que
se utilizan en la implementacion moderna del grupo de renormalizacion exacto para poste-
riormente en el Capitulo 4 estudiar especificamente el grupo de renormalizaciéon funcional,
los reguladores y esquemas de truncamiento. Finalmente en el Capitulo 5 se presentara la
aplicacion del grupo de renormalizaciéon funcional a dos modelos supersimétricos y en el
Capitulo 6 se discutiran los resultados obtenidos. Estos resultados han sido publicados en

21y [3].



1.2. Supersimétria con N =1

Algunos de los logros més satisfactorios de la fisica vienen de la mano de la unificacion,
la demostraciéon de que fendémenos que hasta el momento se comprendian como separados
emergen de una misma teorfa. La totalidad de fenémenos fisicos no tienen por qué respon-
der a una tnica teoria, al menos desde el punto de vista meramente objetivo, sin embargo,
cada vez que se logra una de estas unificaciones la humanidad misma parece entrar en una
etapa superior de la comprension del funcionamiento de las leyes universales. Dentro de
este paradigma, la supersimetria no es una simetria cualquiera, ella relaciona particulas de
distintos espin pensandolos como un objeto més abstracto, un supercampo, asi, aquellas
entidades que reconocemos como fuerza y materia pasan a ser propiedades de una tnica
entidad. No conforme con aquello, la supersimetria permite ademas unificar las interac-
ciones fundamentales y las masas de las particulas a una escala de energia alta, ademés
de solucionar algunas incomodidades que posee el actual modelo estandar de particulas
elementales. Pese a que hasta el momento no ha habido evidencia directa de que nuestro
universo posea las propiedades que la supersimetria otorga, los modelos supersimétricos
tienen un valor incalculable para el desarrollo de la propia teoria cuantica de campos y
nuestro entendimiento de las teorias de gauge usuales. En lo que sigue exploraremos qué
es la supersimetria.

Excelentes introducciones a supersimetria se pueden encontrar en |1, 72, 73, 74, 75, 76,

, 40].

1.2.1. El algebra de supersimetria

Supersimetria es una extension de las simetrias espaciotemporales, a estas se anaden
nuevos generadores, las supercargas, encargadas de transformar campos con un espin en
campos con un espin distinto. El objetivo de esta seccion es detallar las caracteristicas del
algebra de supersimetria y ver cuales son sus elementos fundamentales.

En la década de los 60 del siglo XX, el auge por aumentar las simetrias de las teorias
llevo a que S. Coleman y J. Mandula probaran un teorema de no-go [75|, este dice a
grandes rasgos que las tnicas simetrias posibles de la matriz S que incluyen a la simetria
de Poincaré pueden ser producto directo del grupo de Poincaré y un grupo de simetria
interno. Algunas consideraciones que se tuvieron en cuenta en [73| fueron que los grupos
debian ser grupos de Lie y que las teorias comprendieran campos masivos.

Con tal de evadir el teorema de Coleman-Mandula, en 1971 Y. Golfand y E. Likhtman
extienden el dlgebra de Poincaré a un algebra de Lie graduada [19], el dlgebra de supersime-
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tria, anadiendo generadores fermionicos. Una consecuencia de esto seria la simetria entre
bosones y fermiones. Posteriormente R. Haag, J. Lopuszanski, y M. Sohnius extenderian
el teorema de Coleman-Mandula para incluir algebras de Lie graduadas [79], con lo cual
demostraron que la tnica extension posible del dlgebra de Poincaré posible era el algebra
de supersimetria.

Antes de estudiar el algebra de supersimetria como tal, haremos un repaso por las
simetrias espaciotemporales usuales.

El algebra de Poincaré

Desde el trabajo de A. Einstein acerca de las simetrias dinamicas de la electrodinamica
[30] sabemos que las leyes de la naturaleza deben ser invariantes bajo el grupo de isometrias
del espaciotiempo de Minkowski. Dicho grupo de simetrias es el de Poincaré |31, 82, 83], el
cual comprende el grupo abeliano de traslaciones (1 temporal y 3 espaciales) mas el grupo
de Lorentz (3 rotaciones espaciales mas 3 boosts). Las coordenadas espaciotemporales z# =
(20, 2, 2%, 23) = (ct,z,y, z) transforman bajo una transformacion del grupo de Poincaré
T(A,a) como

" =T(Aa) 2" = A a¥ + a*, (1.1)

donde A es una transformacion de Lorentz y a una traslaciéon. Podemos demostrar que
dichas transformaciones forman un grupo a través de la composiciéon de transformaciones:

2™ =T\, d) " =T(N,d) T(A, a)ypxp
= AN", (A ,2” + a”) + a"
= N" N jx? + A" 0" + a'*
=AN", 2" +ad", (1.2)

donde A", = A" A\, y a"" = A" ,a”+a". De Ec.(1.1) se extrae que el elemento identidad
de la transformacion debe ser

T(L,0)" o = dka” +0 = a*, (1.3)
mientras que de Ec.(1.2) se extrae la composicion de transformaciones:

TN, a)T(A,a) =T(NA, Na+d). (1.4)



El subgrupo de traslaciones es un grupo abeliano
" =T d) 2" =TTd) T[T a) 2 =0k (6,27 +a”) +a" = 2t +d" +a*, (1.5)
por lo tanto
TLa )T, a)=T{,a)T(I,a") =TT, ad + a). (1.6)
De aqui es posible definir la traslacion inversa T'(I, —a) como:
T(I, —a)T(L,a) = T(L,0). (1.7)
El grupo abeliano que comprende todas las transformaciones con parametro a es el grupo
de Lie de traslaciones T3,
Respecto a las transformaciones de Lorentz, son aquellas que cumplen con mantener la
forma cuadratica del espaciotiempo de Minkowski invariante, es decir,
ds”? = g dx"dx"” = g, A", N od2’dx’ = g, dz"dz” = ds?, (1.8)
lo cual implica que las matrices de transformaciéon A deben cumplir la condicion:
G\ )N 5 = G- (1.9)

Desde aqui es posible construir la matriz de transformacion inversa multiplicando eq.(1.9)
Ao
por g*7:

guuAupAyag)\a = g,oog)\g = 5;\ (11())
por lo tanto,

(AT, = AL = gupg” A’ (1.11)

v

y eq.(1.10) puede reescribirse como:
A A
AFpN =0, (1.12)
Con esto y Ec.(1.4) podemos definir una transformacion de Poincaré inversa como:

T Y(A,a) =T(A', —Ata). (1.13)

!Una direccién temporal y tres espaciales.



De los resultados anteriores podemos extraer dos caracteristicas que definen al grupo de

Lorentz, en primer lugar, al tomar el determinante de eq.(1.12) vemos que
|det A| =1
y por lo tanto el grupo es especial. Por otro lado, de Ec.(1.10) se extrae que
QOOAOpAoa + giiAipAiO' = Gpo>
con lo cual
(A%)* — AfgAip =1
y en consecuencia

(M%) =1+ ATpAly > 1,

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

es decir, el grupo es no compacto. Ambas restricciones seccionan el grupo en cuatro sub-

grupos no conectados: Ay, Ay A Ly A __

Ay Ag>1,detA=1
Ao A% >1,detA=—1
Ay A< —1,detA=1
A A% < —1,detA=—1.

(1.18)

Aquellos subgrupos con A% > 1 se denominan ortocronos y aquellos con det A = 1 se

denominan propios.

De interés particular es el subgrupo de Lorentz ortocrono y propio, ya que se encuentra
conectado de forma continua con la identidad, ademés, todas las otras clases de transfor-
maciones pueden obtenerse anadiendo transformaciones discretas: inversion espacial o de

paridad Ap e inversion temporal Ar, definidas como:

1 0 0 0 100 0
0 -1 0 0 0 100
Av=10 0 1 0 M Ar=149 010
00 0 -1 0 00 1

(1.19)



Asi,

Ay =ApAiy
Ay =ArAy
A,, - APATA++ (120)

El grupo de todas las transformaciones de Lorentz es el grupo de Lie indefinido ortogonal
O(1,3), mientras que el subgrupo de transformaciones propias ortocronas es el grupo de
Lorentz restringido, el grupo de Lie ortogonal especial’ SO(1,3),.

Finalmente el grupo de Poincaré es el producto semidirecto entre el grupo de traslacio-
nes T3 y el grupo de Lorentz,

T3 x O(1, 3). (1.21)

Debido a que es un grupo de Lie, podemos encontrar su algebra a través del analisis de las
transformaciones infinitesimales. Consideremos una transformaciéon de Poincaré infinitesi-
mal, es decir,

A, =0) + Wy,
' = e, (1.22)
con wh,, " pequenos. Una transformacion de Lorentz debe cumplir Ec.(1.9), por lo tanto:
(5;; + wuﬂ) (5Z + WVU) Guv = Ypo
Gpo + Wop + Woe = Gpors (1.23)

por lo tanto w,, = —w,, es un tensor de rango 2 antisimétrico. De esto podemos ver que
el grupo de Poincaré posee 10 parametros: 6 transformaciones de Lorentz y 4 traslaciones.

Para determinar el algebra de los generadores del grupo consideraremos la acciéon del

grupo sobre un vector ¥ en un espacio de Hilbert a través de una representacion matricial
U(A, a):

W = U(A, a). (1.24)

2El grupo de transformaciones lineales que preserva la forma cuadratica ds? = (dx0)2 — (dx1)2 —
(dx2)2 — (dx3)2.

3Un subgrupo de un grupo de Lie conectado con la identidad es a su vez un grupo de Lie, la palabra
“especial” se debe a que solo se consideran las transformaciones con det A = 1.



Dado que la transformacion U(L,0) deja invariante el vector, entonces debe ser repre-
sentada por la matriz identidad, por lo tanto, una transformacion infinitesimal serd una
modificacién de la matriz identidad proporcional a los parametros infinitesimales:

1
Ul4+w,e) =1—- §iwm,MW — i€, P", (1.25)

donde M" y P seran los generadores del grupo. Ya que la transformacion debe ser
unitaria, entonces los operadores deben ser hermiticos,

M= Mo prT = pr (1.26)

ademéas M debe ser antisimétrico. La pregunta ahora seria como transforman los gene-
radores bajo transformaciones de Poincaré, es decir, calcular la relacion de similaridad*

U, a) U+ w,e)U (A, a). (1.27)
Usando Ec.(1.4) y Ec.(1.13) vemos que
V(A a)U(L+w, U (A @) = U(A, )l (14 @A™, (I + w)A~a + o)
=U AT+ w)A™", —AI+w)A ™ 'a+ Ae + a)
=U (A(I+w)A™", —aAwA™ + Ae) . (1.28)

La transformacion de similaridad de una representacion de un grupo es también una repre-
sentacion, por lo tanto, por Ec.(1.25) podemos escribirla en funcién de los generadores:”

1
U, a)U(I+w,)U" (A,a) =1~ 5 (A% wap) MM — i (A% e — A%uAy) 0 wag) P
1
=1- 5z’/\au/\ﬂuaﬂ (MM — a”P* 4 aP”) — i\ e, P*.
(1.29)

Comparando con Ec.(1.25) vemos que los generadores deben transformar como:

U(A, a)M*PU (A, a) = A* AP (MP — a” P* 4 " P"),
U(A,a)P*U (A, a) = A®, P*. (1.30)

4E1 grupo es unitario, con lo cual Ut = U1,
5El término proporcional a a debe ser antisimetrizado debido a la contraccion de las matrices de Lorentz
con el pardmetro antisimétrico w.



Con tal de encontrar el algebra, consideraremos ahora la transformacién de los genera-
dores bajo transformaciones infinitesimales. Considerando parametros infinitesimales en
Ec.(1.30) se obtiene, por un lado,

Ul 4w, ) M*PU T+ w,e) = (0 +w®y) (05 + w,”) (MM — " P* + ¢ P¥)
=M + M"Pw®, + M*w,” — PP + & P°
o8 %ww (MHeg?s — Mveghd 1 M¥Pghe — \uBgre)
— €, (PPgh* — Pog"?) (1.31)
donde en el tltimo paso se han antisimetrizado los indices i, v, y por otro lado:
Ul+w,e)PU NI+ w,e) = (67 +w®,) P*
= P* 4w, P!
_po_ %ww (Pig"™ — PV ghe). (1.32)
De la féormula de Baker-Campbell-Hausdorff sabemos que
UX)AU M (X)=A+[AX]+ - (1.33)

por lo tanto, para transformaciones infinitesimales se cumplira que
I M*PU~N(T = M i | i M 1 e, P M
Ul+w,e) U (I+w,e) = — 1| GWw + €, P, :

1
Ul +w,e)PU NI+ w,e) = P* —i [§WWMW + ¢, P", Pa} : (1.34)

Comparando con Ec.(1.31) y Ec.(1.32) vemos que el algebra es:
i [MIW’ Maﬁ} _ MuagVﬁ _ Mvaguﬁ + MVﬁg/wt _ Muﬁgva
i[MMV, Pa] — Pugua _ Pug,uoc
i[P*, P =0. (1.35)
El generador de las transformaciones de Lorentz, M*” contiene a los generadores de las
rotaciones espaciales J¢ y de los boosts K* mediante las definiciones
1

J' = 5eiﬂ"fMZ—j, K'=M" (1.36)
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donde i = 1,2,3. De Ec.(1.35) y Ec.(1.36) vemos que dichos generadores cumplen el alge-
bra:

[J', J] = i€y, [K' K| = —ie?*Jy,,  [J', K] = i7" K. (1.37)
Con tales operadores es posible definir las siguientes combinaciones lineales:
T - i Lo
A= (J'+iK') vy B =5 (J —iK'), (1.38)

las cuales cumplen:

(Al A = ie® Ay, [B',BI] = ic*B,, y [AlB] =0 (1.39)
Como consecuencia podemos ver que el grupo de Lorentz es homeomorfico al producto
directo de dos grupos SU(2) (ver, por ejemplo, el Capitulo 6 de [31])°,

SO(1,3). = SU(2) ® SU(2), (1.40)

y por lo tanto sus representaciones irreducibles se pueden escribir como producto de repre-
sentaciones irreducibles de SU(2) (ver Apéndice B).

El algebra de Supersimetria

Como ya fue discutido anteriormente, el algebra de supersimetria es una extension
posible del algebra de Poincaré que no esta prohibida por el teorema de Coleman-Mandula
debido a que no es un algebra de Lie usual sino mas bien un dlgebra graduada de Lie”.

Hablando en términos generales, un algebra de Lie es un espacio vectorial con ciertas
propiedades, la mas importante es que sus elementos son cerrados bajo la operaciéon de un
corchete de Lie (en el espacio de las matrices es el conmutador), es decir,

[tasts] = tats — tyta =i Y _ fle, (1.41)

donde f& es un conjunto de constantes de estructura (para mayor detalle ver [35, 86]). Un
algebra graduada de Lie es un anillo, cuyos elementos son cerrados bajo la operacion de
un supercorchete (o superconmutador) de Lie,

taty — (—1)elmltyt, =iy fote, (1.42)

donde 7, son las graduaciones de los generadores. Un generador con 7, = 0 se denomina

bosonico y con 1, = 1 se denomina fermionico®.

6Siendo mas especificos, la complexificacién de ambos grupos son isomorfos, ver Seccién 6.3 de [34].
"Més concretamente una superdlgebra de Lie, un algebra graduada de Lie con una graduacion Zs.
8Si la graduacién es distinta de Z, las graduaciones pueden ser distintas de 0 y 1.
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La extension del teorema de Coleman-Mandula para édlgebras graduadas de Lie fue
dado por Haag, Lopuszaniski y Sohnius|79] y demuestra que para un algebra graduada el
conjunto de generadores que anticonmutan deben ser espinores de espin %: Q, Q, ademas
restringe la extension del algebra de Poincaré a la forma esquematica:

{Qusis Qpj} x Zij, {Qa,i, Qg,j} X ZiTj

[P*,Qu] =0, [P",Qsi] =0

[MW, Qa,i] x Q, [MW, Qaz} X Qz

{Qui,Qp,} x P, (1.43)
donde los operadores bosonicos Z;; = —Z;; se denominan las cargas centrales del algebra, el

subgrupo de operadores que conmutan con todos los demas. En ausencia de dichas cargas
centrales, el algebra posee una simetria interna global, la invarianza bajo un grupo U(N)

Qi = Qi =Y UrQs, (1.44)
k

que se conoce como simetria—R. En este trabajo consideraremos el caso mas sencillo de
un algebra de supersimetria, en el cual solo existe un par de generadores espinoriales, este
caso no posee cargas centrales y por lo tanto posee una simetria— R que denotaremos por
U(1)g. Esta es el algebra de supersimetria con N' = 1°. La forma explicita del algebra es:

i [MMV’ Maﬁ} — Muaglfﬁ _ Mvaguﬁ + leﬁgua _ Muﬁgva
i [M", P®] = Plg"™ — PYg"®

i[P*, P*] =0

i{Qu, Qs} =0, 1{Qs,Qz} =0

P[P, Q. =0, i[P"Qs]=0

i([M",Qu] = (0"),/Qa, i [M"™,Qs] = (6"),"Qy

i1{Qa, Qp} = 2i (") P (1.45)
en conjunto con la simetria— R
Qu = ¢ "Qa, Qa— €’Qa (1.46)
Si denotamos por R al operador asociado a la simetria— R, de Ec.(1.46) vemos que
[R,Qa] = —Qa, [R,Qs] = Qa- (1.47)

9Las &lgebras de supersimetria con A/ > 1 se conocen como supersimetrias extendidas.
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Una consecuencia del algebra de supersimetria es que la energia de cualquier estado es
siempre definida positiva. Considerando el anticonmutador de las supercargas y realizando
una suma sobre los indices espinoriales se obtiene que

S (QuQa! + QuTQ0) =23 (0M), P (1.48)

«

Dado que solo ¢ tiene traza no nula, entonces

Z (QaQaT + QaTQa) == 4P07 (149)

a

por lo tanto el valor de expectacion respecto a cualquier estado nos darda una energia
definida positiva para ese estado, y en particular el vacio de la teoria tendra energia cero.

1.2.2. Representaciones de supersimetria con N =1

Una vez estudiada el algebra que cumple el grupo de transformaciones de supersimetria
debemos ver como actiia la supersimetria sobre estados de una particula en el espacio de
Hilbert, para ello es necesario identificar las representaciones irreducibles del algebra de
supersimetria comenzando por el subalgebra de Poincaré.

Representaciones del grupo de Poincaré

Para clasificar las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré es necesario tener
un conjunto completo de observables que conmutan, en otras palabras, necesitamos iden-
tificar los operadores de Casimir del algebra, aquellos operadores que conmutan con todos
los otros generadores. Para el algebra de Poincaré, los operadores de Casimir son:

Cy = P,P*, Cy=W,W*, (1.50)

donde W* es el pseudovector de Pauli-Lubanski,'

(1.51)

poy

1
W = e P, M,

10Este operador contiene la informacion del espin de particulas en movimiento relativista.
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y sus componentes son:
0 1 Ovpo 1 0ijk i
W" = 56 P,M,, = 56 PiMj, = PJ",
W= EEWWP,,M,M = Y* Py My + €% PiMy, = —PyJ' + €7* P K. (1.52)

Este pseudovector es ortogonal al generador de momentum,
1
PWH = 56“””"PMP,,MPJ =0, (1.53)

ya que P,P, es un tensor simétrico en los indices p-v. Usando esta propiedad podemos
conocer sus reglas de conmutaciéon con los generadores del dlgebra, por ejemplo, de

i|P*, P,WY] =i[P*, P'|W, +i[P*,W"|P, =0, (1.54)
se obtiene que:
i[PH, WY =0. (1.55)
Por otro lado,
i[M* P,WY =i [M*, P W, + i [M* W P, =0, (1.56)
por lo tanto
i[M* W P, = —i [M*, P W,, (1.57)
y usando Ec.(1.35),
i [MP W = g WH — g* . (1.58)
Ast:
IV, W] = S g My [P, W] - ig502, Pa M7V, WY]) - (159)

finalmente, de Ec.(1.55) y Ec.(1.58) se obtiene que:

i [WHWY] = P PW;. (1.60)
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Un estado fisico ¢ estara etiquetado por los autovalores de ambos operadores. Bajo el
operador de momentum el estado transforma como

Pty = p'y, (1.61)

mientras que los autovalores de C; son
P, P*p = p,p"p = m*y, (1.62)
por lo tanto 1) = |m,p; o), donde o se refiere a los ntimeros cuéanticos asociados al otro

operador. Ahora necesitamos saber como transforma bajo una transformacion de Lorentz
U(A,0). Notemos que

PAU(A,0) [m, p;a) =U(A,0) [UTH(A,0)P*U(A, 0)] [m, p; o) , (1.63)
usando Ec.(1.30) se obtiene que:

P#U(A7 0) |m7pu U) :U(A7 O)AauP# ’m7p7 0>
AaﬂpMU(Aa O) ’map; U> ’ (164>

por lo tanto la acciéon del operador de momentum sobre un estado transformado bajo una
transformacion de Lorentz produce un estado con momentum Ap. Esto nos muestra que el
estado U(A,0) |m, p; o) puede representarse como una combinacion lineal de estados con
momentum Ap y valores o

U(A,0) [m,p;0) = Coor [m, Ap, o) (1.65)

Para seguir restringiendo las representaciones consideraremos el otro operador de Casimir,
Cy = W?2. De Ec.(1.60) vemos que W* no conmuta consigo mismo, con lo cual podemos
diagonalizar W? y una de sus componentes, por convencion W3. Asi, el estado estard
etiquetado por los autovalores:

W2 \m,w;p, w3> = U)2 ’ma w;p, U)3> ) Yy WS ’mvw;pa UJ3> = w3 ’ma w;p, U)3> . (166>

De Ec.(1.17) sabemos que el grupo de Poincaré es un grupo no compacto y en consecuencia
todas sus representaciones unitarias son infinito-dimensionales'! (la parte asociada a los
boosts y momentum). Con tal de etiquetar la parte compacta, clasificaremos los grupos de
simetria remanentes al fijar las transformaciones no compactas, dichos grupos de simetria
remanentes son los little group.

Clasificaremos las representaciones segin su masa sea nula o no.

HEstan etiquetadas por un parametro continuo.
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Representaciones masivas: FEn primer lugar consideraremos las representaciones para
las cuales p?> = m? > 0. El grupo de Lorentz propio ortocrono preserva el signo de pg, con
lo cual las representaciones son generadas para un valor de p? y el signo de p, constantes.
Dado que la representacion tiene masa no nula, siempre podemos ubicarnos en el sistema
de referencia en reposo,

p' = (m,0,0,0). (1.67)
De Ec.(1.52) vemos que en dicho sistema el pseudovector de Pauli-Lubanski toma la forma:
WH = (0, —mJ"), (1.68)

es decir, se reduce al operador de momento angular total. Asi, una representaciéon masiva
estara etiquetada por los autovalores

‘]2 |m7]ap7j3> :](j + 1) ’m7]7p7j3> )
J? m, j; p, js) =js|m, 3ip, Js) | (1.69)

es decir, existen 2j 4 1 estados etiquetados por su masa y su espin (ver Apéndice B).

Representaciones no masivas: En el caso p? = 0 ya no es posible analizar usar el sis-
tema de referencia en reposo. De Ec.(1.53) vemos que el pseudovector de Pauli-Lubanski es
ortogonal al momentum (en cualquier sistema de referencia), con lo cual ambas cantidades
son proporcionales,

W = hPH, (1.70)

al igual que sus autovalores w" = hp*. En un sistema de referencia p* = (po, p') se cumple
que (po)? = (p*)?, usando esto y Ec.(1.52) vemos que
wo  PJ
h=— =", (1.71)
PO | P?|
es decir, h es la proyeccion del espin de la representacion a lo largo del momentum de la
misma, en conclusion, la helicidad de la representacion. Asi, los estados no masivos seran
representados por |p, h) y |p, —h)'2.

12Deben considerarse ambas debido a que la transformacién bajo C'PT también es una representaciéon
irreducible.
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Representaciones del algebra de supersimetria con N =1

Para analizar las representaciones del dlgebra de supersimetria representada en Ec.(1.45)
debemos identificar sus operadores de Casimir. El dlgebra de supersimetria posee dos ope-
radores de Casimir

Ci=P,P" y Cy= (WP, —W,P,)(W'P" —W"P"), (1.72)

donde W* es la version supersimétrica del pseudovector de Pauli-Lubanski'?
1_ .
WH =W = 2Qs ()% Qs. (1.73)

Una caracteristica de las representaciones del algebra de supersimetria es la degenerancia
de Bose-Fermi, es decir, que existe el mismo nimero de estados bosonicos y fermionicos.
Para probar esto debemos notar que, en primer lugar y debido a sus dimensiones, los
operadores fermionicos Q,, Q4 cambian en una unidad el nimero de bosones y fermiones

Qu, Qg |boson) ~ [fermion), Qn, Q4 [fermion) ~ |bosén) , (1.74)

esto puede ser ejemplificado utilizando el operador de nimero fermionico, Ng, de tal forma
que

()M Qo = —Qa(—1)"". (1.75)

De lo anterior podemos extraer que el anticonmutador {Qa, Qﬁ} mapea el sector bosoéni-
co/fermioénico en si mismo, por lo tanto, para un estado 1 se cumplira que:

Tr ()M {Qa, Qs }] ¥ = Tr (-1 (QuQs + Q3Qa)] ¥
= Tr [—Qua(-1)"" Qs+ (1) Q3Qq] ¥
= Tr [—Qua(-1)"" Qs + Qu(-1)"" Q] ¥
= 0. (1.76)

Por otro lado, utilizando el anticonmutador de las supercargas de Ec.(1.45) se deduce que:

Tr (D)™ {Qa, Qs }] ¥ x Tx [(-1)"" P, v =0, (1.77)
y va que el estado posee un momentum fijo, entonces la tnica posibilidad es que se cumpla!*

Tr [(-1)"] v = 0. (1.78)

13Y por lo tanto representa la versién supersimétrica del espin.
Wy [(—1)NF] es el indice de Witten.
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Dado que (—1)" = 41 para bosones/fermiones, entonces Ec.(1.78) solo se cumple si
np =ng, (179)

en otras palabras, el nimero de fermiones y bosones de la representacion es el mismo.

La estrategia para clasificar los estados que pertenecen a una misma representacion sera

en primer lugar utilizar las supercargas ()1 2 como operadores de aniquilaciéon y @)j; como

operadores de creacion'®,

Q2 x a1z, Quaoxal,. (1.80)

Luego, considerando un estado que sea aniquilado por ambos operadores de aniquilaciéon
podremos construir los demés usando los de creacion. Debido a las reglas de anticonmuta-
cion de las supercargas, los posibles estados creados solo pueden ser:

0y, all0), ab|0), y alal|0). (1.81)

Representaciones no masivas: Para una representaciéon no masiva siempre es posible
ubicarse en un sistema de referencia de la forma

p' = (F,0,0,0,F). (1.82)
En dicho sistema el anticonmutador de supercargas se reduce a

{Qa,Qs} = 2E(0” 4 0°)
=4F ((1) 8) . (1.83)

De aqui se concluye que la accién de Qy y Q5 sobre la representacion |p, h) es nula

(0. h| {Q2,Qs3} Ip.h) =0 (1.84)
y por lo tanto:
Q2 [p, h) = Qs |p, h) = 0. (1.85)
Por otro lado, siempre es posible escoger un estado que sea aniquilado por ()1,
Q1lp,h) =0. (1.86)

15Con alguna constante de proporcionalidad que normalice los estados.
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Ahora veremos que sucede con la helicidad de los estados creados por las supercargas.
En primer lugar calculemos el conmutador entre el psudovector de Pauli-Lubanski y una
supercarga:

_ . 1 _ .
(W,.Q%] = EEWUP” [MP7,Q%]. (1.87)
Usando Ec.(1.45):
. i &~
(W, Q%] = —EEWPUP”(aP") 5Q”. (1.88)

Debido al sistema de referencia de Ec.(1.82) nos conviene analizar la componente Wy,

[WO, Qa} Ip, h) = — %6031‘3‘P3 (5”)@56_26 Ip, h)

i e
= —eogijpg’(alaj — 0702) BQB Ip, h)

8
1 o
= —5293 (03) BQﬁ |p7 h> ) (1-89)
pero ps = —pg, de modo que:
_ 1 &
[Wo, Q%] Ip, h) =5po(0%)"4Q° I, h) - (1.90)

Usando Ec.(1.70) vemos que Wy |p, h) = hpy |p, k). Reemplazandolo en el resultado anterior
y desarrollando el conmutador se obtiene:

. _. 1 &
WOQa ’pa h> - QaWO ’p> h> :Ep(] (03) 5Qﬁ |p7 h> ) (191>
y en consecuencia:
. 1 & = .
o 1) = (3nle*),0° + hn@* ) ). (192

Ya que estamos interesados en la accion de la supercarga Qi analizaremos la componente
2. Usando el hecho de que (03)26-(25 = —(? se observa que

W@l = (= 3 ) @, (1.93)
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es decir, el estado Q? Ip, h) tiene helicidad h — 3.
Ya que

Q* = Q= -y, (1.94)

entonces la supercarga @ disminuye en % la helicidad del estado. De Ec.(1.99) vemos que
la normalizaciéon del estado debe ser:

1 -

Puesto que en nuestro sistema de referencia @5 no crea nuevos estados, podemos afirmar
que la representacién no masiva esta conformada por un estado de helicidad h, un estado
de helicidad h — % y sus conjugados C'PT, |p,+h), |p, £ (h — %)>

1

Para este trabajo hay dos representaciones relevantes: aquella que comienza con h = 3

y aquella que empieza con h = 1.

h = 3: El estado inicial serd [p,3), v los demas se construyen de Ec.(1.95) y sus
conjugados C'PT', por lo tanto la representacion esté conformada por los estados:

{|pa%>’ |pa_%>v |pv O) ) |p7 0,>}7 (196)

que son dos estados de espin % que conforman un espinor de Weyl y dos campos escalares
que conforman un campo escalar complejo, esta representacion se conoce como supermul-
tiplete quiral no masivo.

h = 1: El estado inicial sera |p,1), por lo tanto la representacion estd conformada
por,

{Ilp.1y, Ip.—1).Ip.3).Ip.—%)}, (1.97)

que son dos estados de espin % que conforman un espinor de Weyl y dos polarizaciones
transversales que conforman un campo vectorial sin masa, esta representacion se conoce
como supermultiplete vectorial no masivo.

20



Representaciones masivas: Para clasificar las representaciones masivas, al igual que
el caso del grupo de Poincaré nos ubicaremos en el sistema de referencia en reposo

p“ = (m7 O? 07 0)7 (1'98)
si volvemos a analizar el anticonmutador, podremos ver que en este sistema

{Qa, Qs = 2m(0”)
=2m ((1) ?) : (1.99)

Los operadores de Casimir tienen la forma

Ci¢p = P,P"p = m*y, (1.100)

Cotp = (W, P, — W,P,) OW'P” — WY PH) )
=2 (W, WHP,P” — W, P*W,P") 1. (1.101)

Calculando ambos miembros:
1~ & 1~ —nu\ &
W PP =i (W, = 1Qa (0,07 Qs ) (W7 = Qa0 Qs ) v

=m?’ (WMWM - %Qa (W)™ Qs + 1_16(2@ (74)" QsQu (a#)” Qﬁ) (2

o (0 = Qs (1) Qs + 50 (0" Qo (07 Qs ) v
(1.102)

1 - 1 . _ ,
W, P*W, PV = (W#P“WVP” — 5Qd (P,a")* QaW, P¥ + EQd (P,a")* QsQs (P,5")" ng) "

m® S \éB 4 A (~0Vid
=15 Qs (8°)™ QsQ4 (6°) " Qsv, (1.103)
se puede obtener la forma del operador, que se reduce a:
’ 2m ’ 16m* ’ 7
=4m*=, =", (1.104)
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donde

=i i 1 —i\ &b
B =J = Qa ()" Qg (1.105)

es la version supersimétrica del operador de momento angular y cumple el algebra de
rotaciones:

=i =j - ijk—
[, 5] = ie7*Ey, (1.106)
esto quiere decir que sus autovalores seran:

=2 = £(€ + 1), (1.107)

Ahora consideraremos un estado |0) que es aniquilado por todas las supercargas. Para este
estado el operador de momento angular supersimétrico toma la forma

= i L 5. (5P
210) =J'10) = 1~ (@)™ Qgsl0)

y por lo tanto el momento angular es simplemente el momento angular no supersimétrico,
asi, etiquetaremos dicho estado por |0) = |m, j;p, j3). Ahora necesitamos analizar cuél es
el espin de los estados creados, para ello necesitamos los conmutadores de los operadores
J'y J? con las supercargas. De Ec.(1.87) vemos que:
. , . . _ i S a A
[W[))Qa} =r [JZHQOC} + J' [PzﬁQd} = _§€0VpO'P (o-pa)a[j’Qﬂa (1109)

por lo tanto,

g §€Oljkpi(5'jk) ,BQﬁ
1_. v =4
_ i =\ MNB
= — §P (74) 5Q7, (1.110)
y en conclusion:
. 1,4 A3
7, Q%] = —5(@)7 Q" (1.111)



De forma anéloga se obtiene

1
[Ji7ch] - §(Ui)aBQ,3'

(1.112)

Usando ambas relaciones podemos encontrar los conmutadores con J2?. Notemos que

[J2,Q%] =T [J;, Q%] + [, Q%] J°,
por lo tanto:
(12,0 == 50370 - (00,00
= - %(5i)d5 [J', Q%] — (5i)dBQBJi
(0)"5(7") ;@ — (@) 5Q° T
Q" — (52,)(345@5‘]1‘
Del mismo modo:
[72,Qu] =3Qu + (0,5
De lo anterior puede demostrarse ademés que:
2.Q%Q" = [2.Q'¢Y] =0,
Definimos los estado normalizados:
i(2)
Im, 5D, js) i) = o Im, j;p, Ja)

y aplicamos el operador Js:

o Q! o
Js Im,J;p,J:a)i:Js\/%!m7j;p,33>
=i

1 Q Iy I 2 o)
m?;?
\/%3 J:P5J3

= —— 15, Q] m. jip.3a) +

V2m
1 _ \& 7/3 . . . Qi . .
:_2%(03) 5@ |ma];p,]3>+J3ﬁ|m7J;P;J3>

. 1 . .
= (s —3 Im, 7D, j3)j -
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(1.118)



De manera similar se logra:

. 1 L
J3|m, j;p, jz)s = (J3 + 5) Im, §5p, Ja)s - (1.119)

Ahora veremos la componente J3 del estado creado por ambas supercargas'®,

. 1 =5 ~i o
Tsm, i, js)si =5—JsQ°Q" m, jip, js)

_ L <[J3, Qﬂ Q' m, jip, js) + Q> ;01 |maj§]9aj3>>

2m
— (e +2) 020 e jipa) + (s — =) Q20 . jip. )
2m 2 9 b b) 2 ) b) b

y se obtiene el mismo resultado para |m, j;p, j3); 5.

Para el momento angular total, solo analizaremos el caso relevante para este trabajo, en
el cual el supermomento angular inicial es nulo, £ = &3 = 7 = j3 = 0, y para ello haremos
uso de los operadores J. = .J; £+ iJ5, que en este caso cumplen:

[J+,Q1] — [J_,QQ} — 0, (1.121)

y J? = J_J_4(Js5)*. El estado inicial seré |m, 0; p, 0}, de Ec.(1.114) y Ec.(1.117) obtenemos:
J? |m,0;p,0); = ([J%, Q%] + Q*J?) m, 0;p,0)
- G@i —(00)"5Q°T" — (32)"5Q" T - <53>°'“B@5'J3> m. 0:p,0)
—(%f—@w——QUﬁhmmnm
3
= 0,00 (1122)
Siguiendo un proceso similar:

3
J? |m, 0;p,0), =2 Im, 0;p,0)s . (1.123)

I6E] subindice 2,1 indica que primero se aplicé Q! y luego Q? y viceversa.
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Ya que debe cumplirse J? |m,j;p,j3)i(2) =j(7+1) \m,j;p,j;;}i@), entonces se deduce que
para ambos estados j = 1. Por otro lado, de Ec.(1.118) y Ec.(1.119) vemos que:

1
JS |m70ap7 0)1 = 5 |m70ap7 0>1 )
1

Solo nos queda comprobar los estados |m, j; p, ja)s | ¥ [, j; p, js)i 5- De Ec.(1.120) sabemos
que ambos poseen j3 = 0, y de Ec.(1.116) vemos que j no cambia para estos estados. Asi,
la representacion esta conformada por los estados:

{|m707pa O>a |ma O/ap70/>a |ma%7p7%>a |ma%7pa_%>}a (1125)

que son dos estados de espin % que conforman un espinor de Weyl y dos campos esca-
lares que conforman un campo escalar complejo, esta representacion recibe el nombre de
supermultiplete quiral masivo.

1.3. Teoria de campos supersimétrica con N =1

En esta seccion se describiré la construccion de acciones invariantes bajo supersime-
tria. Una forma de realizar supersimetria es extendiendo el espaciotiempo para incluir
dimensiones “fermiénicas” conformadas por variables anticonmutativas, esta extension se
conoce como superespacio y los campos definidos sobre este superespacio se denominan
supercampos.

1.3.1. Representacién en supercampos

Un campo ordinario es una funcion de las coordenadas espaciotemporales, mientras que
un supercampo X es una funcion de las coordenadas del superespacio, el cual ademés de
las coordenadas usuales z# = (2% 2!, 22, 23) = (ct,z,y, z) posee pares de variables anti-
conmutativas'” de Grassmann {Ha, éd} las cuales transforman como espinores de Weyl de
dos componentes (Para una explicacion detallada del calculo usando variables de Grass-
mann ver Apéndice C). En esta seccion veremos como construir acciones invariantes de
supersimetria de las cuales se obtienen lagrangianos de modelos supersimétricos.

17Cumplen {QQ,Gﬁ} = {QQ,G_IB} = {éd,éé} =0.
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En teoria de campos, estamos interesados en la forma en la cual transforma un cam-
po inducido por una transformacion de Poincaré de sus coordenadas. Un campo F(x)
serd ademas un elemento de un espacio de Hilbert, por lo tanto transformara bajo una
representacion en el espacio de Hilbert del grupo de Poincaré, es decir,

Fli(@') = FUT(A, a)z) = U F (). (1.126)
Al ser U una representacion del grupo de Poincaré, un grupo de Lie, entonces puede ser
expresado como la exponencial de los generadores del grupo por sus parametros.

En el grupo de Poincaré, las traslaciones de las coordenadas son generadas por el
operador de energia-momentum P*, mientras que en el superespacio una traslacion de las
coordenadas fermionicas sera generada por las supercargas, Q,, Q4. Para teorias con N' = 1
s6lo tenemos un par de supercargas y por ende sélo un par de coordenadas fermibnicas.

Una transformacion finita del grupo de supersimetria con N' = 1 tendra la forma
T (x",0% 0% = exp [i (0°Qa + 6°Q, — z, P")]. (1.127)

Analizaremos su regla composicién aplicando dos elementos finitos T (2#, 0%, %) T (y*, %, p%)
del grupo. Debido a la regla de Baker-Campbell-Hausdorff sabemos que

eAeB — A+BH3ABI.. (1.128)

por lo tanto,
T (2",6%0°)T (y", 0%, @%) =exp {l (9“62@ +0%Qs — T, P! + 9" Qa + ¢ Q4 — Y P*

1 . . .
+§9a@a [QaQa +09Qa — , P", 0“Qa + ¢°Qs — yMP“] +.. )] )
(1.129)

Para ver la contribucion de los conmutadores debemos calcular el conmutador de los gene-
radores multiplicando parametros anticonmutativos. De Ec.(1.45) vemos que:

{Qa: Qa} =2(0"), P (1.130)

si multiplicamos los parametros 6,. £; podemos observar que el tinico conmutador no nulo
es:

20& (O—M)ad gdpu :ea (Qa@d + Qo’cQa) gd
:ngdeaQa - eaQangd
= [£7Q4,07Qa] - (1.131)
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Usando la formula de Baker-Campbell-Hausdorff se obtiene que:

T(a",6%, 09T (4", 9%, o) =exp |i0° Qo +10°Qa — 12, P + i Qo + 19" Qa — iy, P"
1 —a N o 1 nera a
5 [90 Qd)g Qa] - 5 [8 Qd)gp ro}
= €xp [2 (QaQa + éd@d - xﬂP“ + QpaQa + @de - yuP“
=6 (0") 4 @dpu + 9" (0")44 édpu)}
= exp [2 ((Qa + %) Qo + (éd + gbd) Qs — (l‘“ +y, +ibotp — z'goa”‘é) P“)}
=T (2" + y* +i00" g — ipc0, 0% + o, 0% + @%).. (1.132)
Esto quiere decir que bajo una transformacion de supersimetria las coordenadas transfor-
man como:

(27, 0%,0%) = T (4,67, 8%) (2#,0°,0%) = (2 + y* + ib0"p — ipo0,0% + 4,0 + )
(1.133)

Por lo tanto, una funcién de las coordenadas del superespacio X (x“,é’a,ﬁd), ante una
transformacion de supersimetria de sus coordenadas cambiara de la forma:

S (x/“, e g‘/o'c) — exp [z ((paQa + 50, — y#P“)}E (x”, 6o e_a)

=% (2" + y* + 0" P — ipat0, 0% + o, 6% + 5%) . (1.134)
Si expandimos en serie el lado derecho de la ultima linea se obtiene:
a gz 6 A - . uz )y
Y (a:’“, (Nl ) =% (z*,0%,0%) + (y" + ic"p — ipc"6, 0% + gpa)ﬂ
x
o . 0%

et P —+... 1.135
TP e T g T (1.135)

lo cual debe ser consistente con expandir en serie la exponencial de la primera linea de
Ec.(1.134). Esto solo se cumple si

P, =i0,, Qs =0 —i(0"),,0%,, v iQs= 0p +i0*(0") 40, (1.136)

Esta representacion del algebra de supersimetria invita a definir derivadas covariantes
supersimétricas “fermiodnicas”:

Da = aga +1 (O"u)ad H_é‘ﬁu
Dy = —0gs — 10" (0") s, Op- (1.137)
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De Ec.(1.45), Ec.(1.136) y Ec.(1.137) puede demostrarse que:

{Da, Dy} = 2i(c"),, 0,

{Da, Da} = {Da,Da} =0

{Da,Qa} = {D0, Qs} = {Da, Qa} = {Ds, Qs } = 0. (1.138)
Debido a las propiedades antisimétricas de las variables de Grassmann (ver Apéndice C),

un supercampo escalar Y (:B“, 0, QC“) tendra un nimero finito de términos en su expansion
en serie en dichas variables:

S (2*,6%,0%) =a(x) + ()0 + Ba(x)0 + b(2)0,0% + c(2)0:50% + A, (2)0% ("), 0
+74(2)050°0% + 5,(2)80°0° + d(2)0,6°0,;0° (1.139)
donde a, b, ¢ y d son campos escalares, «, 3,7 y 6 son espinores y A es un campo vectorial.
Es facil notar que este supercampo no es una representacion irreducible del dlgebra de
supersimetria, ya que posee muchas mas componentes en comparaciéon con las que debe-
rian tener las representaciones segin la secciéon anterior, sin embargo, es posible definir
supercampos que si sean representaciones irreducibles imponiendo restricciones sobre el

supercampo escalar. En lo que sigue veremos los tipos de supercampos necesarios para este
trabajo: supercampos quirales y supercampos vectoriales.

1.3.2. Supercampo quiral

Llamaremos supercampo quiral/antiquiral, ®/®', a un supercampo que cumpla la res-
triccion:
qu) = 0
D,®" = 0. (1.140)

Ahora es necesario saber el contenido de campos que contiene. De Ec.(1.136) se puede
concluir que:

Dat? =

D (w4607 (0)5507) = =07 (0") 35 + 10" (0) 35 0ps0” = 0

D,0° =

Do (2 = i0° (") 4 §B> = i (0"),3 0% — i04a0” (01) 45,0° = 0, (1.141)
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lo que indica que la solucién més general de Ec.(1.140) son funciones ® (y*, 0%) y ®1 (gj”, éd)
con

Y= a4 0% ("), 0,
g = at —if0* (o"),, 0% (1.142)

Restringiendo Ec.(1.139) a las soluciones generales de Ec.(1.140) obtenemos la solucion
mas general para sus componentes:

(y,0) = a(y) + aa(y)0” + b(y)0.0%,
®'(y,0) = ' (§) + Ba(7)0% + c(y)0:0°. (1.143)

Si realizamos una expansion en serie de los campos en las variables de Ec.(1.142) se obtie-

1’1618

aly) = a(x) + i0° ("), 0°0,0(x) — i@ﬁ“@d@d@u@“a(@,
a(y) = aa(x) +i0° () 45 0°0,000 (),
b(y) = (),
0 () = (x) — 0 (0%) 33 0°Bya(x) — 16u60u0°0,0"a(x),
Ba(®) = Balw) — 07 (0) 35 0°0,Ba(x),
c(y) = c(x). (1.144)
Asi, las componentes del supercampo quiral serén:
®(z,0) =a(z) + aa(2)0% + b(2)0a0° + i0,a(2)8” (o) ;6
+ %aﬂaa(x) (o) 540,67 — iﬁaﬁaéaédaﬂa“a(x)
o' (2,0) =d'(z) + Ba(2)0* + c()846° — id,a(x)8° (o) 55 0°
- %ea (0") o 0yu3% (2)856° — %Qaeaédﬁ_dﬁuﬁ”a'(:v). (1.145)
Por razones précticas definiremos

a(z) = ¢(z), d'(z) = '(x)
aa(r) = V2a(2),  Palz) = V20a(2)
b(z) = F(z), c(z)=F'(x), (1.146)

BNotar que no consideramos los érdenes superiores en las variables de Grassmann que se anulan.
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con lo cual el supercampo quiral tendré la forma:
B (x,0) =p(x) + V2u(2)0° + F(2)0,0% + i0,6(x)0° (0+) 45 67

t a a1e] 1 an no
+ Eauzp () (o), 0%050° — 70a0%0:0 9,0"¢(x)

o' (2,0) =t () + V20u ()% + F(2)040° — i0,¢(x)0° (o) 55 0°

i [ 7. i 1 an no
5 (0o D 0 — 1007000, (). (1.147)

Para ver como transforman las componentes del supercampo aplicaremos una transforma-
cion de supersimetria al supercampo quiral:

P (2™, 0") =exp [i (£"Qa + £4Qa) ] P (2, 6%)
= (2,0%) +1 (§*Qa + °Qs) @ (2, 6%)
=P (2", 0%) + 5P (2, 0%). (1.148)
Usando Ec.(1.136) y Ec.(1.147) podemos calcular:
6P (z#,0%) =i (£*Qu + £%Qa) © (a*,6%)
= (£ 0o + 8% (0M) 1 0“0y + E0ga — 10° (o) 5, €40,) @ (2*,6%) .  (1.149)
Si computamos tnicamente los términos que contribuyen se obtiene:
£ 0pa® = /26, + 2FE,0°
£90pa® = i0,00% (o) .5 E* +

?

Tt (") 0a E058°

i€ (0", 00,2 =0
0% (0") 05 €70, = 10" (0") 4, €00 + V2if” CONS uwﬁeﬁ- (1.150)

Comparando con Ec.(1.147) concluimos que:

06 = V/2%4hq
51% = \/éfaF + \/§Z (Uu)aa gd ,LL¢
OF = /2id,* (o), €. (1.151)

Finalmente veremos como se construye el lagrangiano para este modelo. Una accion S
invariante de supersimetria se obtiene de la integraciéon en las variables de Grassmann de
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una funcion dependiente de las coordenadas del superespacio S (:E“, 0, éé‘)
S = /d%ﬁ(w) = /d4xd26’d29_8 (x“,Qa,O_d) . (1.152)

Debido a la forma en que se integran las funciones de variables de Grassmann (Apéndice
C) vemos que el lagrangiano sera simplemente el coeficiente #0060 de la funcion S, esto se
conoce como término—D'Y.

El término cinético de una teoria para un supercampo quiral vendra dado por el
término—D de la funcion

S (z",0%,0%) = @' (x,0)®(z,0). (1.153)

Si realizamos la multiplicacion del lado derecho usando Ec.(1.147) y escribiendo solo el
término—D se obtiene:

S = / d'zd*0d*0d (x,0)®(x, 0)
— / d*z (_%‘N 00" — igbaﬂa“w + %aﬂwa% — %aﬂﬁaw + FT F> . (1.154)

Manejando los términos encontramos la acciéon para el supermultiplete quiral no masivo

de Ec.(1.96):
S = /d4a: {0,010 ¢ + ipo"Op + FF} . (1.155)

Tal como nos muestra la Ec.(1.96), esta es la accién para un campo escalar complejo y un
fermion de Weyl, en adicién a un campo escalar complejo que no se propaga?’, el campo
auxiliar F'. La razon del por qué aparece este campo auxiliar es debido a que el ntimero de
grados de libertad bosonicos y fermionicos debe ser el mismo como indica Ec.(1.79), esto
debe cumplirse tanto on-shell como off-shell. Al imponer las ecuaciones de movimiento
existen dos grados de libertad bosoénicos asociados a ¢ y ¢! y dos grados de libertad
fermionicos asociados al fermion de Weyl mientras que off-shell el fermion de Weyl posee
dos grados de libertad extra que se compensan con los del campo auxiliar.

Para anadir términos de interacciéon entre las componentes del supercampo, vamos a
considerar una funciéon W(®) del supercampo quiral que llamaremos superpotencial. Ya

19E] término— D transforma como una derivada total.
20Y por lo tanto no da lugar a estados de una particula.
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que es una funcién tnicamente del supercampo quiral, el superpotencial en si mismo es un
supercampo quiral y si lo expandimos en serie de potencias de las variables de Grassmann
se tiene:

oW (¢)
d¢

mas términos que no contribuyen por ser derivadas totales. W debe entenderse entonces
como una funcién tnicamente de 6 y por lo tanto su acciéon se obtendra integrando sola-
mente en 02, esto se conoce como término—F. La parte de interaccién més general de la
accion contendra también al término—F' del hermitico conjugado del superpotencial:

OW(9) , _ 1O*W(9)
9 27 9¢2

W(@) = W(e) + V2Ll Wy g { Vot | 026°,  (1156)

Sint = / d*zd?OW (®) + / d*zd?OWT (D). (1.157)

Finalmente, la accién de un supercampo quiral interactuante, también conocido como mo-
delo de Wess-Zumino [37], sera:

S = / d*zd*0d*00 (x,0)®(x, 0) + { / d*zd*0W (®) +h.c1 : (1.158)

o en términos de sus componentes de campos:

oW (@) . 10W(9)
D¢ 2 9¢2

S = / dix {aung@“gb + et + FIF + { bath® + h.c] } .

(1.159)

Si consideramos la parte fermiénica como la teoria original, entonces las particulas escalares
reciben el nombre de sfermiones, por ejemplo, si ¢ es un electron, ¢ es un selectron.

Finalmente considerar que la acciéon renormalizable més general en d = 4 contiene un
superpotencial con términos ctbicos o de menor grado.

1.3.3. Supercampo vectorial

Llamaremos supercampo vectorial V a un supercampo que cumpla la restriccion

V=Vt (1.160)
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De Ec.(1.139) vemos que esta relacion se traduce en las siguientes relaciones para las
componentes del supercampo:

al(x) = a(z), Pa(z) = aal(w), c(z) = bx)
AMT(I) = AM(ZL‘), Va(x) = 5a(x)7 dT(x) = d(I)7 (1'161)

por lo tanto sus componentes seran:
V (2", 60%,0%) =a(z) + aa(z)0% + aa(2)0% + b(2)0,0% + b' (2)0,0% + A, (2)0% (o), 0°
+ 7a(2)050°0% + 7o ()850°0% + d()0,0°0,0°. (1.162)
Por conveniencia reescribiremos los campos como
o (7) = iXa(7)
be) = 5 (w(e) +ix(2)

o (Aale) + 5 (04100 ))
) = 5 (D(x) - %a“aua(x)) | (1.163)

Asi, las componentes del supercampo vectorial seran:

V (2#,6%,0%) =a(z) + ixa(z)0" — ixa(x)0* + % (w(x) +iz(x)) 0,0% — % (w(x) —iz(x)) 0,0%

+ Ay ()0 (o), 0% + i (Xd(x) + % (7). auxa(@) 050°0°

i <)\a(ac) + % (o)., aﬂxd(x)) 6,0%0° + % (D(x) - %@ﬁ“a(x)) 0,0°0,0°,
(1.164)

Si comparamos esta expansion con el supermultiplete vectorial no masivo de Ec.(1.97),
vemos que tenemos demasiados grados de libertad: 4 campos escalares reales, un campo
vectorial y dos espinores de Weyl, por lo tanto es necesario restringir atin mas el super-
campo. Una forma de hacerlo es imponer una simetria extra en la accién. Comenzando con
un supercampo quiral como el de Ec.(1.147), vemos que la combinaciéon i(® — ®T) es un
supercampo real. Asi, una transformacion puede ser:

V=V +i(® — o). (1.165)
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A nivel de componentes la transformacion es:
d'(x) = a(2) + i(¢(x) - ¢'(x))

'a(%) = Xa(@) + V200 (2)

(&) +7/(2) = 3 (w(x) +iz(x)) + F(2)

"u(@) = Au(2) = u(é(x) + ¢'(2))

No(z) = Ao(2)
D'(z) = D(x). (1.166)

X
1
2
A

Si definimos p(x) = (¢(z) + ¢'(x)) vemos que la transformacién del campo vectorial es
idéntica a una transformacion de gauge usual, por lo tanto a nivel de supercampo vectorial
serfa una transformacion de “supergauge”. Para mantener esta simetria de gauge ordinaria
y restringir las componentes notemos que esta libertad nos permite ajustar a = y = w =
z = 0. Esta estrategia se conoce como el gauge de Wess-Zumino [$8] y el supercampo
vectorial se reduce a:

o i « ale’ RN ale] . 0 B o 1 ap b
V (2, 0%,0%) =A,(x)0 ("), 0% + iXa(2)050°0 —2)\&(:5)9595(9 —|—§D(x)9a9 9595,

(1.167)
con la libertad remanente:
A,u(x) — Au(z) — Oup()
No(z) = Ao(2)
D'(z) — D(x). (1.168)

Una consecuencia inmediata de Ec.(1.167) es que el cuadrado del supercampo vectorial es
proporcional tnicamente al campo vectorial:

_. 1 _ _
V (2#,0%,0%) = S A A10.0°0,6°, (1.169)

mientras que potencias superiores se anulan.

Veamos como transforman las componentes bajo una transformacion de supersimetria.
De forma analoga al caso del supercampo quiral tendremos que:

OV (2,6%,0%) =i (§*Qa + E*Qu) V (2,6%,6%)
= (€°Ope + 0€™ (07) 5, 0°0), + E90s — 0% (o), €90,) V' (2,60%,0%)
(1.170)
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calculando cada término se obtiene:
£V = A ()€ (07) 1 0% + 200a (2)E50°0° — i€\ (2)850° + D(w)£,6°0,;0°
£V = Au(2)8° (07) 1 € 4+ iER4(2)050° — 2i0a(2)E30°0% + D()0,6°€;0°
1% ()4 090,V = €% (0M) 1 0% 0 Ay (2)0° (") 55 0~ 7 (0") o OuA”
0% (07) 6 "0,V = i0% (0") 14 5‘5‘8”14#(;5)95 (‘7“)53 0’ + 0 (07) 0 €7 (1.171)
por lo tanto al comparar con Ec.(1.167) se observa que:
SAM =G (o), A — XY (07) 5 €
1
6o = —iDE, — E(aﬂa%ﬁgﬁ (0,4, —0,A,)
5D = DA™ (07) €% = €7 (0),15 A0, (1.172)
Anteriormente y con tal de restringir los grados de libertad del supercampo, pusimos como
condiciéon que la accion fuera invariante a la transformacion de Ec.(1.165). Una forma de
lograr esto es que la accién sea proporcional a derivadas covariantes supersimétricas del
supercampo vectorial ya que, por definicion, los supercampos quirales de la transformacion

se anularan al aplicar la derivada. Por ello definiremos el supercampo de intensidad de
campo:

Wa == DdDaDaV
Wy = DD, D,V. (1.173)

Las dos derivadas D, son necesarias para que el objeto sea invariante, esto debido a que
las derivadas tienen anticonmutador no nulo y por lo tanto

W'o =D*Dy D, [V +i(® — ®7)]
=W + DD Do ®
=Wo — iD*{Dq, Ds} ®
=W (1.174)

Para encontrar las componentes, es ttil notar que W, es un supercampo quiral espinorial,
ya que cumple:

DWo = D3D*De D,V = 0. (1.175)
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Usando la solucion de Ec.(1.143) para supercampos quirales vemos que la forma mas ge-
neral, usando las componentes de Ec.(1.167), de W, es:

Wa = 4ida(y) + 4D ()00 + 20 (0°6"),15 (0, A, () — B, A,(1))0° + 4 (0%),., DN ()00,
(1.176)

Si expandimos en serie usando la definicion de Ec.(1.142) se obtiene:

Wo =4ido(x) + 4D (2)00 + 2i (0"6") 5 (AL (2) — 0, A, (2))0° — 40, M0 (2)0° (0") g5 0°
+4(0") 15 0N (2)050° + 2i0,D(x) (0+),,50°056° — %auauxa(x)eﬁeﬁégéﬁ. (1.177)

Para construir una acciéon supersimétrica y dado que W, tiene un indice espinorial, tendre-
mos que contraerlo con otro espinor izquierdo, y dado que solo depende de # entonces la

accion vendra del término—F. Calculando el todos los coeficientes con dos  se consigue:?!

S = 3% d'zd*OW W, = /d4x {—EF,WFW + iIATFOLN + %D2} : (1.178)
donde F,, = 0,A,(z) — 0,A,(x). Comparando con Ec.(1.97) vemos que la anterior es la
accion para un supermultiplete vectorial no masivo, con la adiciéon del campo auxiliar D
que cumple la misma funcién que el campo F' en el modelo de Wess-Zumino, completar los
grados de libertad off-shell. El campo A, es un bosén vectorial de gauge y el espinor de
Weyl \ es su supercompanero, el gaugino.

1.4. Renormalizacién en teoria cuantica de campos

La teoria de renormalizacién ha sido un marco tebrico fundamental en el éxito predicti-
vo de las teorias cuénticas de campos relativistas, su desarrollo fue necesario para resolver
el problema de las divergencias ultravioletas que surgia en los calculos mas alla del orden
mas bajo en teoria de perturbaciones y que hacian inaccesibles las predicciones de orden
superior en términos computables. El problema yacia en expresar los observables tnica-
mente en términos de los parametros desnudos presentes en la accion (masas, constantes
de acoplamiento), ya que lo que mostraban las divergencias en los resultados era que tales
parametros en realidad representaban cantidades no mensurables y por lo tanto no aptas
para expresar objetos testeables en experimentos. Las divergencias pueden ser canceladas

9

& €uvpo MY FP7 el cual no consideraremos por ser una derivada total.

21También se obtiene el término —
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expresando la teorfa en término de cantidades renormalizadas, las cuales deben ser fini-
tas y medibles, y si esta cancelacion se produce a todo orden de teoria de perturbaciones
entonces se dice que la teoria es renormalizable.

La teoria de renormalizacion convencional estd compuesta de un conjunto de esquemas
de sustraccion de divergencias ultravioleta equivalentes, los cuales siguen un procedimiento
algebraico que se basa en la localidad y el conteo de potencias. Por otro lado existe otra
version del proceso de renormalizacion iniciada por Kenneth Wilson [39, 90, 91] en la década
de los 70 del siglo XX, la cual se basa en el desacoplamiento de los comportamientos a
baja y alta energia de la teorfa, permitiendo ignorar los efectos ultravioleta de la teoria,
integrando fuera los grados de libertad de forma infinitesimal y dejandonos una teoria
renormalizada efectiva a bajas energia.

Para un repaso mas detallado sobre renormalizacion, se puede consultar [92, 93,

? ]

) Y

1.4.1. El grado de divergencia y la renormalizabilidad

Como se mencion6 anteriormente la renormalizacién es necesaria debido a que los calcu-
los que involucran lazos dan lugar a integrales divergentes en el espacio de momentum, estas
divergencias provienen del hecho de que el espaciotiempo es tratado como un continuo y
en consecuencia, en el espacio de momentum no existe un limite ultravioleta para las fre-
cuencias que circulan en los lazos cerrados. El grado de divergencia D de un diagrama
corresponde a la diferencia de factores de momentum entre el numerador y denominador
del integrando y se define por:

D=4-> Er(srp+1)=> ViA; (1.179)
F )

donde F denota el tipo de campo, Er el nimero de lineas externas del diagrama, sz
es un factor de escalamiento del propagador del tipo de campo, el cual adquiere valor 0
para bosones no masivos y % para fermiones, V; el niimero de vértices correspondiente a la
1—ésima interaccion vy,

A; :4—5i—zni,1f(3f+1)> (1.180)
f

es un parametro que depende de la estructura interna del diagrama; J; es el nimero de
derivadas del operador y n; r es el ntimero de campos de tipo F en la i—ésima interaccion.
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Si D > 0 significa que la parte de la amplitud en la que todos los momentum internos
van a infinito diverge como:

/k;D—ldk, (1.181)

mientras que si D = 0 la divergencia es logaritmica y si D < 0 la integral converge.

Para los casos con D < 0, si consideramos integrales de la forma:

/ (kli 3 dk, (1.182)

podemos notar que al derivar D+ 1 veces se obtiene un valor finito, esto puede interpretarse
como que el valor de la integral corresponde a un polinomio de grado D en A,

D

kD % D
/(kJr)\)dk;:Zci)\ + AP, (1.183)

donde los coeficientes ¢; son infinitos??. A su vez, cada miembro del polinomio se puede
interpretar como la contribucion de ¢ operadores de interaccion en el lagrangiano tal que
n,r = Er y 6; < D, estos nuevos operadores de interacciéon proveerdn nuevos parame-
tros, los contratérminos, que en conjunto con los pardmetros desnudos daran lugar a las
constantes renormalizadas de la teoria. Las teorias para las cuales hay un ntmero finito
de interacciones que pueden ser redefinidas usando un ntmero finito de contratérminos se
conocen como teorias renormalizables.

El factor A; juega un papel clave en la renormalizabilidad de una teoria. Notemos que
la constante de acoplamiento de un operador en el lagrangiano tendra dimension:

> v, (1.184)

esto puede verse ya que el lagrangiano debe tener las mismas dimensiones de masa que
el espaciotiempo, por lo tanto un operador que contenga F campos de dimension dr y 6;
derivadas tendra dimension:

4—51 —Zn@;df, (1185)
f

22F] término proporcional a In A aparece debido a que la D + 1—ésima derivada siempre es proporcional
al/\
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pero dr = 1 + s£23, por lo tanto la dimension sera:

4—6; =Y mir(l+sr) = A (1.186)
]_'

Esto nos dice que el acoplamiento asociado a dicho operador de interaccién tendra dimen-
siones de masa A;. Observando la Ec.(1.179) vemos que si A; > 0 entonces el grado de
divergencia de cualquier diagrama tendra un valor maximo de:

Diix =4— Y Er(sr+1), (1.187)
]_'

por lo tanto habré un niimero finito de diagramas dependientes de las lineas externas y el
tipo de campo cuyas integrales sean divergentes, mientras que si A; < 0 esto se invierte y
la expresion de Ec.(1.187) pasa a ser el grado minimo de divergencia y existiran infinitos
diagramas con integrales divergentes.

Este anéalisis nos permite categorizar las teorias respecto a la cantidad de diagramas
divergentes que posee:

Teorias renormalizables: Si todas las interacciones de una teoria poseen constantes de
acoplamiento con A > 0 entonces la teoria posee un numero finito de diagramas divergentes,
divergencias que podran ser absorbidas por un nimero finito de contratérminos a través
de la redefinicién de un conjunto limitado de constantes fisicas.

Teorias no renormalizables: Si todas o parte de las interacciones poseen constantes
de acoplamiento con A < 0 entonces para cualquier proceso con un numero fijo de lineas
externas habra un nimero de vértices que volvera divergente la integral, por lo tanto se
necesitarfa una cantidad infinita de contratérminos y un numero infinito de constantes
fisicas para absorberlas.

1.4.2. Regularizacion ultravioleta y la accién renormalizada en

teoria de perturbaciones

Nuestro objetivo es expresar una teoria en términos de una accién con parametros re-
normalizados, es decir, cuyos campos y parametros estan debidamente ajustados respecto a

23La dimension asintética del propagador es k=225 y depende de la dimensiéon de los campos como
—442dr.
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observables fisicos. Como vimos en la parte anterior, en una teoria renormalizable aparece
una cantidad finita de contratérminos que absorben el niimero finito de integrales diver-
gentes que aparecen en las funciones de correlacion. Una teoria se define por su acciéon en
términos de sus parametros desnudos

So (¢o,7, Co,i, o) » (1.188)

donde ¢ 5 es el conjunto de campos de tipo F, Cj; el conjunto de acoplamientos de la
i—ésima interaccion y my ; es el j—ésimo parametro de masa. Dado que estamos consi-
derando una teoria renormalizable, entonces la cancelacion de divergencias cambiaré la
normalizacion de los operadores, para tomar en cuenta esto definiremos los campos y aco-
plamientos renormalizados como:

1
o F =ZF2QF
Co,i =ZciCi
mo,j =Zm,jM;, (1.189)

donde Zr, Z,,; y Z¢c, se denominan constantes de renormalizacion de los campos, masas
y acoplamientos. Estas constantes se relacionan con los contratérminos dy de la forma:

Zy =1+ by, (1190)
donde ¥ = F, i, j de modo que la accion de Ec.(1.188) seré separada en dos contribuciones:

SO (900,.7-—7 CO,ia mO,j) = S (90]:7 Ci7 mj) + Scont (90.7-—7 Ci> mj7 5197 lu) 3 (1191)

aqui Seony €s la parte de la acciéon que posee los contratérminos y p serd un punto de
renormalizacion que veremos en breve. Es importante aclarar que tanto las simetrias de la
accion, como la simetria de gauge, pueden hacer que las constantes de renormalizacién no
sean completamente independientes unas de otras.

Considerando la accion separada como en Ec.(1.191), veremos que tendremos un conjun-
to de reglas de Feynman provenientes de S y otro conjunto proveniente de S..,; dependiente
de los contratérminos, la estrategia sera calcular las funciones de correlacion de la teoria
utilizando ambas contribuciones y fijar el valor de los contratérminos de tal forma que la
suma de constantes renormalizadas y contratérminos sea finito.

Con tal de manipular las integrales divergentes es necesario introducir algin pardmetro
que exhiba explicitamente el comportamiento divergente del diagrama, este proceso se
conoce como reqularizacion y los procedimientos mas comunes son:
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Regularizacion mediante un cutoff de momentum: Consiste en regularizar la di-
vergencia ultravioleta cortando directamente las frecuencias ultravioleta en alguna escala
A ya sea suave o fuertemente:

/ ddld(k,m)—>/ dkI(k,m)0(A — |K|), /ddkl(k,m)e—’f,..., (1.192)
0 0 0

de un modo tal que la forma funcional del resultado sea una funcién que diverge para
A — oo.

Regularizacion de Pauli-Villars: Consiste en introducir un término de masa ficticio
Mpy en los propagadores:

/ d%[(kz,m)—)/ d*kI(k,m + Mpy), (1.193)
0 0

con tal que la forma funcional del resultado sea una funcién que diverge para Mpy — 0.

Regularizaciéon dimensional: Consiste en modificar la dimensionalidad de la integral
d — d — € e integrar su continuaciéon analitica:

/ dkI(k,m) — / d*kI(k,m) (1.194)
0 0

y asi de obtener un resultado divergente para ¢ — 0.

Los valores concretos de los contratérminos se obtendran iterativamente orden a or-
den en teoria de perturbaciones, para ello expandiremos las constantes de Ec.(1.190) en
potencias de los acoplamientos:

Zy(Ci,my, 1, ©) = waf‘) (my, 1, 0)C*, (1.195)
A

donde © denota a alguno de los reguladores mencionados anteriormente y u la escala a la
cual se fijaran las constantes renormalizadas. El punto crucial es que los coeficientes wq(;‘)
deben ser escogidos de tal forma que para cada orden de teoria de perturbaciones la accién
sea finita, es decir, que los contratérminos absorban todas las divergencias ultravioletas de
los diagramas divergentes.
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1.4.3. El esquema de renormalizaciéon

La introduccién de los reguladores tiene la finalidad de parametrizar la divergencia
en un numero finito de términos que divergen para valores extremos del regulador, esto
hace que los coeficientes de la expansion perturbativa de las constantes de renormalizacion
posean una parte divergente y una finita:

Wi (my, 11,0) = iy (©) + Cang (my, 11, ). (1.196)

El requerimiento de que los pardmetros renormalizados sean finitos inicamente fija la parte
divergente de los coeficientes, mas no la parte finita del mismo. Observando la Ec.(1.191)
vemos que tenemos mas pardmetros de los necesarios para identificar de forma tnica la
teoria®* con lo cual las partes finitas de los coeficientes, asi como la escala de renormali-
zacion son arbitrarias. El procedimiento mediante el cual se fijan las partes finitas de los
contratérminos se conoce como el esquema de renormalizacion. Algunos esquemas comunes
utilizados son:

Esquema MS (substraccion minima): Consiste en definir el contratérmino de tal
forma que cancele la parte divergente mediante una sustraccion trivial. Mantiene una de-
pendencia explicita en el punto de renormalizacion .

Esquema MS: Consiste en definir el contratérmino de forma que cancele no solo la
parte divergente sino también las partes finitas mediante sustraccion. Al igual que el caso
anterior se mantiene una dependencia explicita en el punto de renormalizaciéon .

Esquema On-Shell: En este esquema, en vez de utilizar la sustracciéon, se imponen
condiciones de renormalizabilidad sobre el polo y el residuo del propagador renormalizado
de tal forma que dicho polo sea la masa fisica de la particula.

Los esquemas DR /DR (reducciéon dimensional): Utilizado en fisica méas alla del
modelo estandar y en particular en supersimetria, consiste en mantener la dimensionalidad
de ciertos campos dentro de la regularizaciéon dimensional con tal de mantener los grados

24La accién desnuda solo depende de los acoplamientos y las masas, mientras que los contratérminos
entregan una dependencia extra en los pardmetros finitos y la escala de renormalizacién a través de la

Ec.(1.196).
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de libertad, asi como las simetrias (supersimetria). Al igual que en la substraccion minima,
DR/DR se diferencian en la cantidad de términos finitos que se cancelan.

Debido a que la elecciéon de esquema es arbitraria, se esperaria que los observables
fisicos sean independientes del mismo, sin embargo, debido al truncamiento de la serie
perturbativa esto no se produce y, salvo los de orden méas bajo, los coeficientes de la
expansion si dependen del esquema que se utilice.

1.4.4. El grupo de renormalizaciéon

Pese al éxito del método de cancelacion de divergencias que hemos visto hasta ahora,
la necesidad de realizar los calculos dentro de la teoria de perturbaciones sigue teniendo
problemas con los cuales lidiar, uno de ellos es el problema de que la contribucién de un
n—eésimo lazo a un proceso que involucra un momentum externo k seré proporcional a

k2"
g {lnﬁ] : (1.197)

con g la constante de acoplamiento, esto puede ser visto ya desde la Ec.(1.183). Este tipo
de contribuciéon rompe la teoria de perturbaciones para momentum grande atin cuando el
acoplamiento sea pequeno. Incluso en teorias no masivas, es necesario definir una escala
de renormalizacion p que proporcionara términos del estilo In E'/p que seran divergentes
para |[In E/u| > 1. En particular, si un observable ¥(E, X, g, m), donde g son constantes
de acoplamiento y X son variables cinemaéticas, tiene dimensiones de masa d, el analisis
dimensional nos dice que:

S(B, X, g,m) = EIS <1,X,g, %) , (1.198)

y por lo tanto para altas energias el comportamiento asintotico deberia ser

S(E, X, g,m) —=2 E' (1, X, g,0), (1.199)
sin embargo, lo que se encuentra en realidad es que el factor de escalamiento contiene
potencias de In E/m que rompen el anélisis dimensional. Esto muestra que por mucho que
escojamos una escala de renormalizaciéon conveniente en la cual y ~ E, dicho resultado
no puede extenderse a escalas de energia arbitrariamente altas, esto se conoce como el
problema de los grandes logaritmos.

La solucion a este problema fue dada por Gell-Mann y Low [958 a través del grupo de
renormalizacion. La idea detrés de este concepto consiste en utilizar una escala movil de
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renormalizacion, de tal forma que en cada punto de esta escala se cambien las prescripciones
de renormalizacion con tal de recuperar la ley de potencias de Ec.(1.199).

Si definimos una constante de acoplamiento g, que no dependa de m para p > m
entonces se cumplird que

S(E, X, g m, 1) = B'S (1, X, gu 2, ﬁ) . (1.200)
E'FE
Dado que p es arbitrario, podemos escoger p = E tal que

S(E, X, guym, 1) = E5 (1,X, 95, % 1) , (1.201)

el cual no contendré singularidades ya que, por construccién, gg es independiente de m.
Ahora es posible calcular ¥ en teoria de perturbaciones:

=) cge', (1.202)
de tal forma que
S(E, X, gy m, p) —=> E% (1, X, gg,0,1) (1.203)

para cada orden finito. Usando el procedimiento de renormalizaciéon podemos definir:

g, =9+ F(O,u,m), (1.204)
o de forma equivalente:

9u = gr + F'(p,m), (1.205)

sin embargo nos encontramos con el problema de que F'y F’ seguiran conteniendo términos
proporcionales a In p/m de tal forma que la expansion de Ec.(1.202) solo sera valida para
IInp/m| < 1.

La solucién es calcular g, para una escala mévil de renormalizacion, de tal forma que,
luego de calcular g, calculamos una constante g, en términos de g, tal que p//p < 1 de
forma iterativa hasta gg:

Iu = 9w (9u) = G (Gw) = - = gp. (1.206)
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La relacion entre constantes de acoplamiento en distintos puntos de renormalizacion sera
de la forma

pom
gp,’ = G (g,ua Ea ;) . (1207)
Derivando respecto a '/ en ambos lados obtendremos:
0 0 w m)
=Gy = —FG (g y Ty T 1.208
o™ o\ (1.208)

tal que en el limite p//p — 1 se consigue una constante de acoplamiento dependiente de la
escala de renormalizacion gobernada por la ecuacion diferencial:

N VA [P Wy

Dado que hemos escogido p para que no existan singularidades infrarrojas, entonces para
(> m se tendré

(1.209)

0 0 T4
fy = ——G <g ,—,0) — B(g), 1.210
aﬂ H 8,u’/,u K L (%’)%1 ( H) ( )
donde la funcién de la parte derecha fue bautizada por C. Callan y K. Symanzik como

la funcion beta |99] y puede ser calculada perturbativamente. Esta representa la ecuacion
diferencial que gobierna el flujo continuo de la constante g en la escala moévil de energia.

Este procedimiento no solo debe realizarse para las constantes de acoplamiento sino
que, con tal de evitar el problema de los grandes logaritmos del todo, es necesario calcular
el flujo de todos los parametros de la teoria respecto a la escala mévil de renormalizacion.

Consideremos un correlador desnudo G, donde n corresponde al nimero de campos.
Por simplicidad solo consideraremos un tipo de campo masivo. La relacion entre el corre-
lador desnudo y renormalizado sera,

GO;n(SOOLQ[))mO) = Z@%Gn(%gam»ﬂ) (1211)

Consideraremos p como una escala moévil y que las constantes y masa dependen de dicha
escala, ademas, siguiendo la definicion de la funcién beta en Ec.(1.210), tomaremos la
derivada respecto a p de Ec.(1.211):

0 0 n
/La—MGo;n(%’go,mo) =l [Z,2Gnlp,g,m, )] . (1.212)
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Desarrollando el lado derecho se obtiene:

L[nl 92, 899  9m D

— e | G, g,m, ). 1.213
127, o 15050 T om (,9,m, 1) (1.213)
Si definimos
1 0z,
TS o
om

m = He— 1.214
T = Hg (1.214)

ademas de la funciéon beta definida anteriormente, y teniendo en cuenta que el correlador
desnudo no depende de la escala de renormalizaciéon entonces obtenemos la ecuacion

0 0 n
~ m - 5 Gn I ) = 07 1215
B9) gy + Imam — 37| Gnlrgm k) (1.215)
conocida como la ecuacion de Callan-Symanzik [99, |. El término v se conoce como la

dimension andmala del campo ¢ y es la parte no canénica de la dimension de escalamiento
del correlador.

El conjunto de dimensiones anémalas y funciones beta forman las ecuaciones del grupo
de renormalizacion.

1.4.5. La versiéon wilsoniana del grupo de renormalizacién

A principios de la década de 1970 del siglo XX, un grupo de fisicos, siendo pionero el
estadounidense Kenneth Wilson, desarrollaron una forma distinta de interpretar las ideas
de renormalizacion y grupo de renormalizacion a través de principios fisicos universales que
involucran grados de libertad colectivos [101, 89, 90, 91, 102].

La version wilsoniana de la renormalizaciéon se fundamenta en el principio de que la
fisica a una cierta escala de energia que considerariamos baja energia o escala infrarroja no
depende de la fisica de alta energia o escala ultravioleta (para la escala que se considera),
por lo tanto siempre es posible definir una teoria efectiva de baja energia despreciando
las contribuciones de la escala ultravioleta. En la practica esto se reduce a integrar sobre
los grados de libertad, representados por campos, iterativamente sobre subconjuntos de
grados de libertad escogidos convenientemente y calculando el cambio en la acciéon efectiva
a través de un reescalamiento de los parametros de la teoria. Esta es la generalizacion del
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esquema de renormalizacion en bloques de grano grueso de Kadanoff [101] para el modelo
Ising.

El primer paso consiste en eliminar los grados de libertad que representan fluctuaciones
de distancias cortas respecto a cierta funcion de onda caracteristica. Si W(k) representa el
conjunto de campos de la teoria en el espacio de momentum, g el conjunto de constantes de
acoplamiento y S [V, g] es la accion de la teoria, entonces se impone un cutoff ultravioleta
de momentum A relacionado con la funcién de onda caracteristica y respecto al cual se
separaran los modos de baja y alta energia

o \IIUVU{:) sik>A
(k) = {\Ifm(k) L (1.216)

Integrando fuera los campos UV obtendremos una acciéon efectiva Sy para los campos IR
de la forma:

/ DSl = / DU e SaTmg)] (1.217)
donde

CiSA [ .9 (M) _ / DSl (1.218)
A

Sy es la accion efectiva de Wilson.

El cambio de parametro A definird entonces un mapeo no invertible entre el espacio de
constantes efectivas ¢'(A’) y desnudas g(A), donde las nuevas constantes de acoplamiento
pueden ser todas aquellas que la simetria de la teoria permita.

El segundo paso consiste en el reescalamiento de los operadores (o de los campos) luego
de integrar en un cascarén de momentum de ancho A’ < k < A. En primer lugar los propios
vectores de momentum cambiaran como

k= EkP, (1.219)

donde £ = A/A’ es el ancho del cascarén de momentum sobre el que estamos integrando.
Un campo sera reescalado entonces de la forma:
k./
) , (1.220)

1
Sz (E

(k)
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donde se interpreta D¢ como la dimensién candnica de reescalamiento del campo y Z¢ se
relaciona con la constante de renormalizacion de la funcién de onda de la renormalizacion
usual.

Si analizamos el comportamiento lineal de la accién efectiva respecto a un punto es-
pecial del espacio de acoplamientos que se conoce como punto fijo y del cual hablaremos
més adelante, se obtiene una expansion en infinitos operadores con infinitas constantes de
acoplamiento

Sa [WR, g(A)] = S, + /dda:igy(/\)(’)”, (1.221)

donde S, es la accion efectiva evaluada en el punto fijo. Los coeficientes g,(A) son las
constantes de acoplamiento y dependen del cutoff. Para analizar su evolucion bajo el cambio

del mismo definiremos las constantes adimensionales a una cierta escala A como?®’:

Gi(A) = A2igi(N). (1.222)

Por simple analisis dimensional, la relacién entre dos constantes definidas a diferentes
valores del cutoff debe tener la forma

720 = 6 (3. ). (1229

lo cual recuerda a Ec.(1.207), por lo tanto vemos que la relacién de las constantes de
acoplamiento a distintas escalas nos permite definir una funcién beta. Derivando ambos
lados respecto al cambio infinitesimalmente de escalas obtenemos

05 (. . N
A(?A =g (gi(A)vx)

el analogo wilsoniano de las funciones beta.

= i (g:(A)) (1.224)

!
Ay

A

Si comenzamos con un namero finito de acoplamientos gy para una escala de cutoff A,
para cualquier otro valor de cutoff A’ < A tendremos, por lo general, infinitos acoplamien-
tos con valores no nulos para todos los operadores que las simetrias de la teoria permitan.
En general, para A’ < A veremos que espacio de acoplamientos de la teoria se aproxi-
mara a un espacio critico estable que es independiente tanto del cutoff como del espacio
inicial de acoplamientos, estos son los puntos criticos en los cuales evaluamos la accion de

%La dimension es la misma que definimos en Ec.(1.180).
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Ec.(1.221). El comportamiento que tendra una constante de acoplamiento (y su operador
asociado) respecto a dicho espacio critico dependera de la dimension de escala que tenga
dicha constante en relacion con la dimensiéon espaciotemporal, lo cual nos permite clasificar
las constantes como:

= Acoplamiento relevante, A; > 0
= Acoplamiento irrelevante, A; < 0

= Acoplamiento marginal, A; = 0.

Ante pequenas perturbaciones del espacio critico, los acoplamientos relevantes se alejan de
la superficie mientas que los irrelevantes permanecen en ella, por otro lado los acoplamien-
tos marginales tienen influencia a toda escala de energia (proporcionan las contribuciones
logaritmicas de las funciones beta). Al igual que en el conteo de potencias de la renor-
malizacion usual, la dimensiéon del acoplamiento asegura que existe un ntmero finito de
operadores locales relevantes, lo cual define a una teoria renormalizable, del mismo modo,
se puede demostrar que los acoplamientos en el espacio critico siempre pueden parametri-
zarse segin los acoplamientos definidos en el cutoff, lo cual fundamenta el hecho de que
las constantes renormalizadas pueden ser escritas en funciéon de las constantes desnudas.

Los espacios criticos estan asociados a los puntos fijos, g, del espacio de acoplamientos,
dichos puntos se definen como aquel en el cual todas las funciones beta de la teoria se
anulan,

Bi(g7) = 0. (1.225)

Un punto fijo de vital importancia para las teorias cuanticas de campos es el punto fijo
trivial o gaussiano, que corresponde al punto fijo en el que todas las constantes de acopla-
miento se anulan, gF = 0, y define a la teoria libre. Por otro lado, la existencia de puntos
fijos no gaussianos demuestra que exsiten valores de las constantes de acoplamiento que
generan un espacio critico estable, el cual define una teorfa fisica cuyos observables no
dependen del cutoff y se relacionan con las transiciones de fase del modelo.

Con este contexto podemos enunciar el principio de la renormalizaciéon wilsoniana como
que la fisica de bajas energias estd determinada por un ntmero finito de operadores rele-
vantes o marginales, y en algunos casos por operadores irrelevantes para rangos de energia
acotados, lo cual fundamenta el principio de que, partiendo de una teoria a una escala A,
para otra escala A’ A se obtendréa una teoria efectiva que parecera ser renormalizable.
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Finalmente, si el procedimiento de renormalizacion se aplica a la acciéon en si misma,
integrando sobre cascarones infinitesimales de momentum y reescalando en cada paso, el
procedimiento estara descrito por la ecuacion de Wilson:

05y
S =SS, (1.226)

la cual representa un flujo en un espacio infinitodimensional de operadores. Encontrar de
manera practica el flujo de ciertos funcionales seré el tema del Capitulo 3.
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Capitulo 2

Teorias de gauge supersimétricas con

N =1

En este capitulo estudiaremos la construccion de teorias que acoplan supercampos
quirales y vectoriales manteniendo la simetria de gauge. Para un repaso méas profun-
do se puede acudir a Excelentes introducciones a supersimetria se pueden encontrar en

[7 ) Y bl Y Y ) ]‘

2.1. Supercampo quiral acoplado a un supercampo vec-
torial con simetria U(1)

Nuestra meta es acoplar un supercampo quiral con uno vectorial, ambos dados por
Ec.(1.158) y Ec.(1.178) y manteniendo la simetria de gauge,

¢'(x) = e @g(z), ¢ (z) = el (),
Aly(w) = Au(x) + dua(w), (2.1)

donde g es la constante de acoplamiento U(1). El procedimiento estandar corresponde en
reemplazar las derivadas usuales por derivadas covariantes:

D, =8, +igA,(x). (2.2)

lo cual nos entrega los términos de interaccién necesarios para preservar la simetria en la
accion. La extension supersimétrica de Ec.(2.1) serfa modificar un supercampo quiral por
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una fase y el supercampo vectorial por un término real proporcional a ambas fases, de tal
modo que:

(b/<£ll', 9) N eng(m,O)CI)( )7 (I)T/( ) — 71gQT(x 9)7 y

0
V'(2,0,0) = V(2,0,0) +1i (2 —QF). (2.3)

donde © es un supercampo quiral y Q un supercampo antiquiral. La accién de Ec.(1.178)
es invariante bajo esta transformacion pero la de Ec.(1.158) no lo es. Una combinacion que
respeta Ec.(2.3) es [103]:

Pie29V P, (2.4)

Debido al gauge de Wess-Zumino, Ec.(1.169), la funciéon €29V tiene una expansion finita
en serie de potencias de V. La accion sera la suma de Ec.(1.158) con el término cinético

modificado y Ec.(1.178):

_ _ 1
S :/d4$d29d29q>T($,0)629V©($,9) + {/ d*xd*OW (®) +h.c} + ﬁ/d‘ldeHWaWa.
(2.5)

Por otro lado, a nivel de componentes, quisiéramos tener un término que rompa explicita-
mente la simetria de gauge sin violar la simetria de Lorentz, analogo a los usados para los
gauge I,

R = —58 AP, A" (2.6)
En la formulacion de supercampo este término es [103]:
2 ~ _ 1
Swe = 7 / dad08 (DY) (DV) = 5:0,A4"0,4" (2.7)

Finalmente la accién invariante de gauge para una transformacion U(1) del acoplamiento
entre un supercampo quiral y uno vectorial sera

S = / d'xd*0d*0d (x,0)e*Y ®(z, 0) + { / d*xd*OW (®) +h.c]

+§ / d*zd*0d*6 (D*V) (D*V) + z / d*zd’OW W, (2.8)
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0, en términos de sus componentes de campos

oW (6) , _ 1OPW(0)
9 27 9¢2

0, A", A" + V2ig [pT P\ — pPA] + goloD. (2.9)

S = / d*z (D,6) D¢ + ipa" D, + FTF + Yatp® +hec

1 1

- 1
- ZLF;WFNV + 7,)\5“8#)\ -+ D2 + —

2 26

El superpotencial renormalizable més general es:

W(¢) = %mq? + éyqb?’, (2.10)

con lo cual la accién renormalizable més general sera

S = / d'z (D,¢) D"¢ + i D,y + FIF — |moF + %ycsz - %m@ﬁw +hec
1

5 gauA“ayA” +V2ig [¢ToA — pA] + goToD.

(2.11)

1 - 1
— 1 Fw P i 9N+ 5D2 +

2.2. Electrodindmica cuantica supersimétrica

La electrodindmica cuantica es la teoria que describe, en esencia, las interacciones de
electrones, positrones y fotones [104, 18, 15|, para promover esta descripcion a una teoria
supersimétrica, segin el resultado de Ec.(1.79) debemos anadir supercompaneros escalares
para el electron y positron y un supercompanero fermionico para el fotéon. La accion de
Ec.(2.11) que encontramos en la seccion anterior solo contiene un fermion de Weyl, por
lo tanto es necesario anadir otro supercampo quiral para describir tanto al electréon co-
mo el positron. Si llamamos ®; y &, a tales supercampos, entonces podemos definir los
supercampos quirales complejos:

1

> = (®1 — iB,)

1 .
Py= 5 (@14, (2.12)

los cuales transforman bajo una transformacion de gauge U(1) como

P, — N, (2.13)
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donde e es la carga eléctrica, por lo tanto ®_ contiene al electréon y @, contiene al positron.
Esto hace que los productos:

@1‘_6726‘/@7’ y
Pl 2V, (2.14)

sean invariantes de gauge. La acciéon de este modelo, utilizando la redefinicion V' — %V,
sera:

S = / d49:d29d26’[ eVo_ 4 @f, 2Vq>+] + { / Az d0W (D, ) + h.c
2 _
i / d*zd*0d*0 (D*V) (D*V) + —

Para la parte de interaccion consideraremos el superpotencial mas general invariante de
gauge y renormalizable:

2202 / d*xd*OW W, (2.15)

1 1
W (@, ®y) = §m«bf + §m<1>§ +m®; Py + h.c., (2.16)

que en términos de ®_ y &, es:
W(d_, ) =md_d, +h.c. (2.17)

Finalmente la accion para electrodindmica supersimétrica sera:

5= / d'sd®0d?) [ole Vot ol o, | + / dra W W,

1
32e?
2 _

= / d*zd*0d*0 (D*V) (D*V) +m{ / d*zd®0®_®, + h.c } (2.18)

o en términos del contenido de campos:

T _ _
S = / d*zD,¢' D"¢_ + (DWL) D%L +ith_ " Dytp_ + ih 5Dl

1 1
+ FLF. + FLF — 5 Fu P + 2 Qa A9, A + L350 WA+ 55D
+iv2 [0t A - ol A] +iv2 [6s0 A - as_w] + (6Lo-D - 6L, D)
+m(¢p_Fy+ ¢ F —p_ -1y +he ). (2.19)
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2.2.1. Funcién beta perturbativa en electrodinamica cuantica su-
persimétrica

Como ya hemos visto anteriormente, en supersimetria es crucial el resultado de Ec.(1.79),
el cual nos dice que el nimero de bosones y fermiones es igual para una representacion
del algebra de supersimetria. La preservacion de este resultado hace que sea complejo
trabajar con procesos de renormalizaciéon que involucran cambios dimensionales, como la
regularizacion dimensional, ya que los cambios en las dimensiones de los campos rompen
explicitamente el resultado de Ec.(1.79) y por ende la supersimetria. Una modificacion de
esta muy usada en modelos supersimétricos es la regularizaciéon mediante reduccién dimen-
sional (DRED, por sus siglas en inglés) en conjunto con el esquema DR [105, 106, 107]. Sin
embargo, en esta secciéon mostraremos el célculo de la funcién beta a dos lazos usando el
método de renormalizacion diferencial utilizado en [1].

El método de renormalizacion diferencial (DiffR, por sus siglas en inglés) es un método
de renormalizacion en el espacio real, el cual consiste en reemplazar operadores singulares, y
que por lo tanto no tienen transformada de Fourier, para distancias cortas por derivadas de
operadores equivalentes que sean menos singulares. Si 3(z, g;) es un correlador de n—puntos
que depende de g; acoplamientos, el cual depende de un conjunto de operadores O(x)
singulares para distancias cortas, entonces es posible definir un operador renormalizado
Or(x) como:

Or(z) =0G(z, M), x#0, (2.20)

de tal forma que la transformada de Fourier se puede calcular mediante una integracion
por partes:

/d%eikxOR(x) = /d%eikaG(x,M) = F(k,M), (2.21)

desechando los términos de superficie divergentes. El parametro M puede ser absorbido en
la redefinicion de las constantes de acoplamiento de la teoria y funciona como una escala
de renormalizacién. Respecto a los contratérminos, se encuentran definidos implicitamente
en la condiciéon de anular los términos de superficie divergentes. Usando los operadores
renormalizados se pueden definir los correladores renormalizados Yg(z, git).

La funcién beta a dos lazos para electrodindmica cuantica supersimétrica sin masa
puede ser encontrada usando el método de campo de background en conjunto con la re-
normalizacion diferencial (en la seccion 2.2 de [I] se puede encontrar el célculo en todo
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NAN<?§ET>N%: :, EE (b)
::gij (c) EE EE (d)

Figura 2.1: Diagramas relevantes para la autoenergia de vacio del campo de background en
electrodinamica supersimétrica sin masa a dos lazos. Las lineas onduladas gruesas corres-
ponden a los propagadores del campo de background externo, las lineas onduladas delgadas
corresponden a los propagadores de los campos de gauge y las lineas sélidas son los propa-
gadores de los campos de materia [1].

detalle), esto requiere reparametrizar el campo V; como una perturbacion respecto a una
configuraciéon de background B

Vo — V + B. (2.22)

La parte relevante de la accion efectiva para el background sera:
ﬂBp:/d%ﬂ@J%B@gm[D%DH%B@hmpxx—y)+”. (2.23)

donde la funcién beta puede ser extraida de la funciéon de dos puntos I'. Los diagramas
relevantes para la autoenergia de vacio del campo de background se encuentran en la Figura
2.1.

Usando la siguiente notacion para los propagadores:

Bj =A (J}l — Ij) (54 (91 — 9]) = A:pi:pj5ija (224)
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las autoenergias desnudas para cada diagrama toman la forma:

Ffa) - %4 /d821d822d823d8243 (2’1) B (22) Pis [D§D§P43] [D%DSPQ]
x [DIDiPy] [D3D; P
_ %4 /d8z1d8z2d823d8243 (21) B (22) Piz [DiD; P3| [D3 D3 Paa)
x [D2D2Py] [D2D?Pys] 225

4

-9

Ffb) = — g4 / d821d8z2d8233 (21) B (22) P31 [DgD?Q)Pgl} [D§D§P23:| [D%D%Plz]
/d821d822d823B (Zl) B (Zg) P31 [D§D§P23} [D%D%P:ﬂ} [D§D§P21] y (226)

4 — —
ch) = — % / d821d822d823d824B (Zl) B (Zg) P34 [D%D%Pld [D%D%Plg}
¥

4
Ffd) = —%/dgzldBZQB (Zl) B (22) [D%D%Plg} P12 [DngPlg] . (228)

Mientras que los diagramas para I'_ son idénticos. Luego del proceso de renormalizacion
se encuentra la funcién de dos puntos renormalizada

rg =2 (08 + 18 + 189 +1¢) |

1 1 In 22 M> g* In 22 M>
=—(z) — O — O +..., 2.29
2g° (@) 8 (4m2)* a? 16 (472)® a2 (229)

y a través de la ecuacion de Callan-Symmanzik:

[MaiM + B(g)%} Ig(z) =0, (2.30)
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se extrae la funcién beta a dos lazos:

B(g) = B1g° + Bog® + O (g7)

1
= o
1
= —. 2.31
P=3 (472)? (2:31)
Este resultado ha sido corroborado en [108] usando dos métodos distintos: el método es-
tandar de campo de background [109], usando regularizacion implicita, y el método basado

en el formalismo de supergrafos covariantes |110].

2.3. Efectos no perturbativos en teorias de gauge super-
simétricas

El desarrollo de las teorias de gauge supersimétricas ha permitido expandir ampliamente
la cantidad de resultados no perturbativos obtenidos en teorias de gauge |1 11, |, en parte
debido a que estas permiten estudiar de forma no perturbativa los estados base, obteniendo
asi calculos explicitos de los valores de expectacion en el vacio de operadores compuestos
invariantes de gauge. En esta seccion nos centraremos en dos efectos exactos (validos a
todo orden de teoria de perturbaciones): el teorema de no renormalizacion y la relacion de
Novikov-Shiftman-Vainshtein-Zakharov para teorias de gauge supersimétricas.

2.3.1. Teorema de no renormalizacion

Los teoremas de no renormalizaciéon son un conjunto de restricciones sobre la renormali-
zacion de ciertos elementos de las teorias supersimétricas. En nuestro caso nos centraremos
especificamente en un teorema de no renormalizacién: en una teoria supersimétrica quiral
interactuante con N/ = 1, el superpotencial W (¢) no se renormaliza [113, 20]:

oW (9)
o

u — 0. (2.32)

Una forma sencilla de entender el por qué de esto es pensar que el superpotencial es una
funcion holomorfa de los supercampos quirales, esto significa que es funcién inicamente de
los campos quirales y no de los antiquirales. Al realizar el proceso de renormalizacion, las
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correcciones radiativas inducen la apariciéon de nuevos operadores en la teoria tinicamente
restringidos por las simetrias, asi, las constantes de acoplamiento en una escala distinta de
energia pasarian a ser funciones de las constantes de acoplamiento desnudas, y dado que
nada impide la apariciéon de constantes de acoplamiento asociadas a operadores antiholo-
morfos (operadores que dependen de los campos antiquirales), entonces la tinica posibilidad
es que el superpotencial no sea renormalizado.

El caso general de este teorema dice que los términos—F' de la acciéon de una teoria su-
persimétrica no reciben correcciones radiativas a ningtin orden de teoria de perturbaciones
[20, , |. La prueba del teorema requiere usar teoria de perturbaciones de supergrafos
[116], de aqui es posible demostrar que cualquier correccion radiativa puede ser escrita
como una integral sobre el superespacio completo:

/ d*zd*0d>0, (2.33)
mientras que los términos—F' son integrales quirales sobre el superespacio:
/ d*zd®0 + / d*xd®0, (2.34)

por lo tanto, un término—F' en la accién no puede recibir correcciones radiativas a ningin
orden en teoria de perturbaciones.

El teorema de no renormalizacién no significa que las constantes de acoplamiento del
superpotencial no reciban ninguna correcciéon radiativa, ya que pueden poseer renormali-
zaciones de las funciones de onda provenientes de los términos cinéticos del supercampo
quiral, el cual, al ser un término—D, no cumple con el teorema. Veamos el ejemplo del
superpotencial de Ec.(2.10), si realizamos una renormalizacion al estilo de Wilson, para
una escala de energia distinta obtendremos un superpotencial efectivo Weg que, debido a
ser holomorfo, debe ser de la forma:

Weg = f(o,m,y). (2.35)

Siempre es posible hacer que la teoria posea una simetria— R mas una simetria U(1) con
las cargas que se ven en la Tabla 2.1. Por anélisis dimensional y la invarianza bajo las
simetrias anteriores, vemos que el superpotencial efectivo debe ser de la forma [

m

W = mé?® x f (W’) , (2.36)
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Campos | Cargas U(1) | Cargas R
¢ +1 2
m -2 2
Y -3 0

Tabla 2.1: Cargas para las cuales el superpotencial de Ec.(2.10) es invariante U(1) y R [1].

o en términos de una expansion en serie de Laurent de los campos:

o0

Weg = Z ey mt T, (2.37)

n=—oo

Para y = 0 la teoria debe ser libre, por lo tanto todos los coeficientes negativos deben
anularse. Por otro lado, ya que el procedimiento de renormalizacion excluye modos que
generen singularidades para m — 0 entonces s6lo pueden sobrevivir términos con n < 1.
Es decir, la forma mas general del superpotencial efectivo es:

1 1
Weg = §m¢2 + 6y¢3. (2.38)

Que el superpotencial no se renormalice implica que, en términos de acoplamientos renor-
malizados, se cumpla

m=Zymg, y Y= Z¢%yR, (2.39)

por lo tanto cualquier observable dependiente de los acoplamientos recibiré correcciones
radiativas, sin embargo, existirain combinaciones de acoplamientos que no lo haran, por
ejemplo:

_m (2.40)

Esta es la clave para, por ejemplo, la solucion del problema de la jerarquia [10].
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2.3.2. La funcion beta exacta de Novikov-Shiftman-Vainshtein-
Zakharov

Uno de los aspectos de las teorias supersimétricas que ha dado pie a numerosos estu-
dios y resultados no perturbativos exactos es el hecho de que permiten realizar célculos
explicitos y no divergentes de condensados [112], ello permite un estudio no perturba-
tivo de los estados de vacio tales como instantones. Por otro lado también permite un
estudio exacto de anomalias [21, 22]. Ambos estudios han permitido obtener, en conjunto
con la renormalizabilidad, una expresion para la funcién beta a todo orden de teoria de
perturbaciones de las teorfas de gauge supersimétricas, la llamada funcion beta de Novikov-
Shiftman-Vainshtein-Zakharov |27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Si bien dicha relacion es
general para una teoria de gauge SU(N) supersimétrica, en este trabajo nos centraremos
en la version particular para teorias de gauge abelianas.

En este trabajo obtendremos la relaciéon como una consecuencia de la solucion del puzz-
le de las anomalias. El problema es el siguiente: para teorias de gauge supersimétricas
con N' = 1, la corriente—R (correspondiente a la simetria—R U(1) de Ec.(1.47)), la su-
percorriente (corriente asociada a las supercargas) y el tensor de energia momento son
componentes de un mismo supermultiplete, la hipercorriente J,s (ver, por ejemplo, el
Capitulo 59 de [1]), la cual se conserva a nivel clasico dando lugar a la simetria super-
conforme, sin embargo, dicha simetria es anémala. La generalizacion supersimétrica del
teorema de Adler-Bardeen asegura que la anomalia de la corriente— R se satisface a 1 lazo
[117, | mientras que la traza del tensor de energia momentum debe ser proporcional a
la funcion beta del acoplamiento de gauge [119] debido a su relacion con el rompimiento
de la simetria de escala, esto implica que la funciéon beta debe ser satisfecha también a 1
lazo, lo cual ha sido comprobado en [33] generalizando el teorema de no-renormalizacion
para los términos—F', sin embargo, esto genera una contradicciéon debido a que una los
calculos perturbativos explicitos de la funciéon beta muestran que esta obtiene correcciones
cuantica méas alla de un lazo [120]. Multiples soluciones a esta cuestion han sido dadas
[121, , 123], sin embargo, nos centraremos en la que importa para esta seccion [31].

Consideremos la accién cléasica de la electrodinamica cuéntica supersimétrica definida
a una escala de energia Ag:

1
_32602

Sh, / & d20W W, + Z, / d*zd?0d%0 [cp*_e—wcp_ + @162V<1>+] L (241)

donde Z; es la renormalizacion de la funcion de onda de los supercampos quirales, ademés,

se despreciaran los términos de masa pensando que Ag se encuentra a una escala muy ale-
jada de la misma. Si nos movemos a una escala de energia A < A, obtendremos una acciéon
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efectiva Seg proveniente de la renormalizacion wilsoniana la cual dependera de parametros
e(A) y Z(A). Un punto central de la derivacion es que la carga eléctrica fisica, ¥, difie-
re de la constante de acoplamiento e(A), la cual efectivamente s6lo contiene correcciones
cuanticas hasta 1 lazo como muestra el teorema de no renormalizacion [33], sin embargo
la constante fisica contiene correcciones multilazos debido a la presencia de anomalias. En
[34] se propone que la anomalia de la hipercorriente tiene la forma:

_ . 1 1 _

D4 Tos = — Dy | —WW, — ~ZD? <¢>T_e*2v@, n <1>LeW<I>+) , (2.42)
24 2m

donde 7 es la dimension andémala de los supercampos quirales, todas las cantidades de

Ec.(2.42) son las que hemos definido como no fisicas. Para obtener los elementos de matriz

se puede usar la anomalia de Konishi [21],

1 _
S WWo = 2D (qﬂ_e*W@, + @Lewcm) , (2.43)

con lo cual la anomalia de la hipercorriente seré:

. 1 1
DéT.. = —D. | —(1— W 9.44
Joi = 57 Da {%( 7)] WeW, (2.44)

Ya que la hipercorriente contiene la anomalia de la traza, entonces su anomalia debe ser
proporcional a la funcién beta, esto muestra que

1
B x 2—(1 - ). (2.45)
T
La diferencia entre la constante de acoplamiento fisica! vy la que se encuentra en la accion
efectiva sera [34]:
4 4

a2, (2.46)

donde « es la constante de estructura fina e? /47. La constante « recibe tinicamente correc-
ciones a un lazo, por lo tanto, considerando A infinitesimalmente cerca de Ag, tenemos

4 4 AO
—— = —+2ln—. 2.47
Oé(A) Qp A ( )
!Segtin Shiftman y Vainshtein en [34], la constante de estructura fina fisica se obtiene considerando el

elemento de matriz de la hipercorriente, el cual contiene la informacion de las anomalias, adelantandonos
a lo que viene, esta esta generada por la accion efectiva, Ec.(3.12).

62



Usando las ultimas dos ecuaciones es posible encontrar como se conecta la constante fisica
renormalizada con su contraparte desnuda. De Ec.(2.46) se deduce que:

47 47

— =——-2In7 2.4
OéOF o n Zg, ( 8)
insertando Ec.(2.47) en Ec.(2.46):
47 47
B —— ) AR
(N “agy AW
47 Ao F
=— 4+2In— —-2InZ" (A). 24
” +21In A nZ"(A) (2.49)

Si ahora reemplazamos Ec.(2.48) se obtiene la relacion deseada:

4 47 Ao F
——— =—4+2InZy+2In— —2In 7" (A). 2.
oF(A) ~ap T2MAot2inE - 2inZi(A) &5

Derivando respecto a In A se obtiene:

4 da¥ dln Z¥
_WQL _oyot2 (2.51)
aF (A) dln A dln A
Finalmente, quitando el indice F obtenemos una expresion para la funcién beta la cual,
siendo exacto el resultado de la anomalia, es exacta?:

Oé2

:27T

Ble) (1 =7(a)). (2.52)
Esto nos dice que la funciéon beta y la dimension anémala estédn relacionadas a todo 6rden
en teoria de perturbaciones debido a la estructura de las anomalias. Distintas versiones de
esta se han encontrado respecto a calculos exactos de condensados [27, 28] o de teoremas de
no renormalizacion para términos topologicos [35], lo que nos muestra que es un resultado
intimamente relacionado con la estructura de las teorias de gauge supersimétricas. Esta
relacion ha sido ademas comprobada usando teoria de perturbaciones, mostrando que existe
una clase de esquemas de renormalizacion conocidos como esquemas tipo NSVZ [36, 37,

, 39] v ha sido también ampliamente estudiado mediante regularizacion por grandes
derivadas [1241, 39, 125].

2Notar que en comparacion a [34], nuestra definicién de carga eléctrica es V2e.
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Capitulo 3

Métodos funcionales en renormalizacion

Como se discutioé en la introduccion, el método de renormalizacion de Wilson consiste
de dos pasos: la eliminacién de modos y el reescalamiento. Luego de cada iteracion de
estos dos pasos obtenemos una transformacion finita del espacio de acoplamientos donde
cada transformacion depende del espacio de acoplamientos antes de la transformacion y
del ancho del reescalamiento, sin embargo, la forma de implementar estos pasos es todo
un reto debido a las cantidades no perturbativas que aparecen para anchos grandes de
reescalamiento. Afortunadamente existen muchas formas de implenmentar el grupo de
renormalizacion de Wilson: en el espacio real o en el espacio de momentum; ademéas de las
distintas formas de implementar el cutoff A y de definir los anchos de reescalamiento.

En este trabajo nos centraremos en la implementacién conocida como grupo de renor-
malizacion exacto, el cual es una realizaciéon continua de la transformacion de la accién
efectiva® bajo el grupo de renormalizacion wilsoniano, y consiste en integrar sobre cascaro-
nes de momentum infinitesimales, A — dA < |k| < A + dA, lo que resulta en un cambio en
la accion efectiva expresado por una ecuacion diferencial de flujo exacta, la cual describe
la evolucion de la accion efectiva como funcion del cutoff A y que puede ser definida sin
ningin tipo de aproximacion.

Excelentes tratados sobre el grupo de renormalizacién exacto pueden encontrarse en
[ ) ) ) ) ) Y Y ) ) ]’

ILa cual sera parte de distintos tipos de funcionales.

64



3.1. Funcionales generatrices de las funciones de green

En teoria cuantica de campos, toda la informacion fisica relevante de una teoria se
encuentra en las funciones de correlacion de n—puntos, los correladores para n campos
cuanticos o funciones de Green de n—puntos. Suponemos que estas funciones de correlacion
para la teoria pueden representarse como una integral funcional dependiente de la acciéon
de la teoria, la funcion de particion:

Z= /D[\p] e S, (3.1)

donde ¥, es una coleccion de los diferentes tipos de campos de la teoria y a es un indice
que corre en todos los indices de los diferentes tipos de campos. Este arreglo se conoce
como supercampo [133, , |, sin embargo, no tiene que ver con supersimetria.

Las funciones de Green de n—puntos se definen como:

G™ (1, xn) = (W(xy), ..., U(x,))

f D V| ¥ (zy),..., \I/(a;n)e—s[‘l’]
- 7D V]S : (3.2)

Estas funciones de Green pueden ser vistas como los coeficientes de la expansion de Taylor
en las corrientes del funcional generatriz:

1 - [D[V] =S+ [ J(2)¥()
1T = = | D[W] e S+ J@)¥(z) — _
=5 [P T (3.3
de tal forma que:
o0 1 .
21 =%" m/d”‘xG( Va1, 2) T2, (@), (3.4)
n=0
donde,
o Z[J]
G (zy,... x,) = . 3.5
(1 ) 0J () - J(x1) | ,_q (8:5)
De particular interés es la funcion de Green de 2—puntos, el propagador:
G (21, 29) = (U(1)V(xy)) . (3.6)
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Este funcional no es muy ttil en la practica debido a que la expansion perturbativa de las
funciones de Green contiene funciones de Green de orden mas bajo, Z[J] es el funcional
generatriz de las funciones de Green desconectadas.

Si descomponemos la accion en una parte gaussiana (libre), Sy, y una de interaccion

Sint:
S| = So[V] + Sing[V] (3.7)

entonces podemos definir el funcional generatriz de las funciones de Green conectadas
como:

W] =In (ZEOZ[J])

e S+ [ J(x)¥(x)
o (L2 . (3.8)
fD —So[\If

Nuevamente, las funciones de Green conectadas serén los coeficientes de la expansion en
Taylor en las corrientes de Ec.(3.8):

= 1
-3 /Cm GO (21, 20) J(31), . T (1), (3.9)
n=0

donde
"W 1J]
0J(xy) ... J(x1)

G (zy, ..., 2,) = (3.10)

J=0

Como un ejemplo de que WJ] efectivamente genera los diagramas conectados veamos el
propagador conectado. Desarrollando Ec.(3.10) para n = 2 se obtiene:

2 0*WJ]
G (w,2) = 5J(x2)00 (1) |,y
52
= m (InZ —1nZy+ In Z[J]) .
1 2Z[J] 1 6Z[J] 0Z[J]
A ]5J(x2) J(x1) |-, ~ Z[0]2 6J(21) Jeo 0J(22)],_,
=G (21, 25) — GY (1) GY (2), (3.11)

ya que, segin nuestra definicion de Z[J] en Ec.(3.3), Z[0] = 1. De Ec.(3.11) vemos que el
propagador conectado es el igual al propagador desconectado sustrayendo los subdiagramas.
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3.1.1. Funcional generatriz de los vértices irreducibles

La expansion perturbativa de Gg") no se ve entorpecida con la presencia de subcorrela-
dores, sin embargo contiene otra clase de subdiagramas separados en varias partes y unidos
por propagadores gaussianos , estos son los diagramas irreducibles de una particula, estos
subdiagramas dificultan la parte técnica de la resolucion de las ecuaciones del grupo de re-
normalizacion [132] las cuales son evadidas utilizando un funcional que genere las funciones
de Green irreducibles de una particula, también conocidos como vértices irreducibles.

El funcional que genera los vértices irreducibles es la transformada de Legendre del
funcional generatriz de las funciones de Green conectadas, la accion efectiva:

I[V] = / d*xJ(z)U(x) — W[J] — Se[¥], (3.12)

donde el significado de ¥ puede ser obtenido de la misma ecuaciéon. Derivando respecto a
la corriente:

ST[0] SW[J]

=" — = 3.13
6J () 6J () ’ (3:13)
por lo tanto
- W 1J]
V() = = (I 3.14
es el valor de expectacion del campo U en presencia de la corriente externa J.
Los vértices propios I'™ (1, ..., x,) seran los coeficientes de la expansion en serie de
potencias de la accion efectiva en los campos W:
_ 1 _ _
T => = /d4x DO (2, .. 2) U(x), ..., U(x,). (3.15)
o n!

Para entender el significado fisico de los vértices propios definiremos el operador V[¥] como

la parte de I'[¥] que corresponde tnicamente a la transformada de Legendre, es decir,
V] = / d*zJ(z)U(x) — W[J]. (3.16)

Tomando la derivada funcional respecto a ¥ se obtiene

VW] [ 4 0 (a) - 4 SW () L OWIT] 6 (xs)
50 (r1) fa e Ik 2l (@) 5 f e — J(ay).
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Utilizando esta relacion podemos encontrar una forma de escribir la derivada funcional
respecto a ¥ como:

o i 6J(zg) 0 . 52V[ ] 5
0V (1) _/d 250 () 6.J (x2) —/d 250 (2)00 (1) 0] (wa) (3.18)

Si ahora aplicamos este operador a la Ec.(3.14) vemos que se cumple:

1 OV[Y] PW]
/ s 5T (2)00 (1) 5 (22) 0 (1) — (3.19)

Esto quiere decir que debe satisfacerse la relacion:

SV ewl \ !
6\I/(x2)5\lf(x1)_<5J(x2)5j(m1)) : (3.20)

donde el lado derecho es el operador inverso. Esta expresion relaciona las funciones de green
conectadas con la transformada de Legendre del operador W[.J], usando dicha expresion
podemos encontrar una forma explicita para el vértice propio con n = 2. Tomando las

derivadas funcionales de I'[¥] obtenemos:

52T [0 52V B 62S,[V] (3.21)
5@(1‘2)6@(1’1) J=0 5@(!172)5@(1‘1) =0 5@(1’2)5@(1’1) @:0’ ‘
donde de Ec.(3.20) se puede ver que:
52V[ 7] B ( 52W L] )‘1
(5@(1’2)5@(%1) =0 5J(I2)5J(JI1) J—0
— (GO (21, 22), (3.22)
y por otro lado, la parte gaussiana de la acciéon se puede expresar como:
_ 1 _ -1 _
Sol¥] = 5 / 'z T [Ggﬂ . (3.23)
Finalmente se obtiene que:
_ -1
T (2, 25) = [GP]7" (21, 20) — [fo)] (21, 22) . (3.24)
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Para clarificar su significado, haremos uso de la ecuacién de Dyson [130],

21 @]7"
Gc (l’l, .%'2) = |:G0 i| (.Z‘l, xg) -+ 2, (325)
donde ¥ es la autoenergia del propagador, entonces:

@ (2, 29) = X, (3.26)

es decir, el vértice propio con n = 2 corresponde a la autoenergia del propagador, la cual
es la suma de todos los diagramas irreducibles de una particula sin lineas externas. Este
procedimiento puede hacerse para cualquier n a través de la expansion de drbol [1206] y nos
muestra que I genera la contribucion de los diagramas irreducibles de una particula a todo
orden de lazos.

Finalmente, de Ec.(3.12) podemos ver que la accion efectiva respeta la siguiente ecua-
cion:

: 91\ (g 7
o [ D[] 675[\p]+f(§§[(‘i]>+‘1§)(; ) (¥(2)-9(2))—So[¥]

U , (3.27)

una ecuacion funcional integro-diferencial no lineal de la cual s6lo se pueden tener resultados
aproximados via una expansion en vértices propios.

3.2. Ecuaciones de flujo exactas

Como ya ha sido mencionado, una forma eficiente de implementar el método de re-
normalizacion de Wilson es integrar los distintos funcionales en cascarones de momentum
infinitesimales dando lugar a ecuaciones de flujo exactos para los funcionales efectivos de-
pendientes de la escala. Existe mas de una forma de implementar esta idea, sin embargo,
en este trabajo se procederé introduciendo el cutoff directamente en la parte gaussiana de
la accion:

So — So.A, (3.28)

lo cual eliminara los modos de alta energia mediante la regularizaciéon del propagador
gaussiano,

-1
Soa[¥] = % / d'z W [Gm . (3.29)
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La regularizacion explicita del propagador sera atendida mas adelante.

Comenzaremos este analisis regularizando la funciéon de particion de Ec.(3.1):

Z) = / D U] e~ (3.30)

donde Sy se refiere a la acciéon con la parte gaussiana regularizada como en Ec.(3.28). Con
tal definicion podemos definir el funcional generatriz de las funciones de Green desconec-
tadas como:

1 B 2V ( D —SA[‘I/]+fJ z)¥(x)
ZplJ] = Z—A/D[\Il]e st s — fD — (3.31)
Si derivamos con respecto a la escala de energia obtenemos:
d 1 d
—ZalJ — -~z DT —S “SAlH[J@¥(@) (339
A=z (dA A) / o [F]e (3.52)

La derivada de la accion gaussiana puede tratarse usando Ec.(3.29) de la siguiente manera:

d ip A
S0 [¥] = 2/d TV [G } , (3.33)

la cual puede reescribirse usando la siguiente identidad:

4 ) " 4
U JdtzJ(z)¥(z) _ Jd*zJ(z)¥(z) 34
(a)re i) ¢ , (334
de tal forma que:
]_ 4 d (2) -1 (52

Asi, la ecuacion de flujo para Zx[J] se escribe:

diAZA[J] - %STr HaAfoﬂ g [J]} — (0a1n Z4) Zy[J), (3.36)

donde el operador

21 = =2l — (3.37)



es la segunda derivada funcional del funcional generatriz y STr se refiere a la traza del
operador respecto a todos los indices del supercampo ¥ [137, |.

Del mismo modo es posible definir un funcional generatriz regularizado de las funciones
de Green conectadas. Usando Ec.(3.8) se puede definir el funcional:

ZoA
—SA[V]+[ I (2) ¥ (x)
(4P , (3.38)
DTS
el cual satisface la ecuacion exacta de flujo:
1 ! 1 1 (WAL 2
OAWlJ] = 5STr [3AG82R] W] — (Oaln Zo0) — 5 / d'z [aAGgﬂ OWALTIN™
2 | 2 7 5]
(3.39)
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Capitulo 4

El grupo de renormalizacién funcional

El término grupo de remormalizacion funcional se refiere al conjunto de soluciones
aproximadas de la ecuaciéon exacta de flujo para la accion efectiva utilizando esquemas de
truncamiento apropiados, debido a que estas aproximaciones no necesariamente son con
respecto a la pequenez de una constante de acoplamiento, entonces pueden representar
resultados no perturbativos.

En lugar de calcular paso a paso el cambio en la accion efectiva utilizaremos los métodos
detallados anteriormente para construir un funcional dependiente de la escala de energia
que represente el flujo de la teoria desde la escala de cutoff hasta la escala infrarroja donde
desembocaré hacia la accion efectiva. Este funcional recibe el nombre de accion promedio
efectiva |57, 58, 59].

La acciéon promedio efectiva, I'y, dependera de un parametro de cascarén de momentum
k que interpola entre £k = 0 y k = A y cumple con las condiciones de borde:

(4.1)

_ S[\If} sik—= A
T[0]  sik— 0,

de tal forma que para los modos de momentum de escalas cercanas a las del cutoff, la
accion tienda a la accion clésica y las fluctuaciones se congelen, mientras que para escalas
lejanas al cutoff, la accién tienda a la accion efectiva usual.

Para un estudio mas completo de la aplicacion del grupo de renormalizacion funcional
en teoria de campos se puede recurrir a [55, , ; , |.
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4.1. Reguladores

Anteriormente se revisaron algunas ecuaciones de flujo para funcionales regularizados
mediante la regularizacién del propagador gaussiano sin detenernos en la forma explicita
en que se realiza la misma. Volviendo a Ec.(3.28) y Ec.(3.29) vemos que con tal de que el
cutoff A actiie como limite entre los modos que deben y no deben ser integrados fuera, de
forma que tinicamente los modos no integrados se propaguen entonces, se requiere que el
propagador regularizado cumpla:

G siA—0
GH=4"" 4.2
0,4 0 si A = 0. ( )

Una caracteristica del grupo de renormalizacion funcional es que implementa esta condicion
a través de un regulador infrarrojo de la forma:

-1
G = 1+6P RGP, (4.3)

donde el regulador infrarrojo Rj cumple las condiciones:

ik
R, = 0 s% — 0 (4.4)
o sik—A— oo,

v k es el pardmetro de escala de momentum.

De Ec.(3.29) se obtiene que:
| - -1 _
So¥] =5 / &'z {Gg?;} T
1 - -1_ 1 -
= / Az [fo)] Vg / d'zU R, U
—S0[0] + AS,[T], (45)

con lo cual

5 0

Ry = ASY = —AS,—. 46
g BT S0 (4.6)

Si denotamos por A, x(q) al propagador del campo tipo « en el espacio de momento,

entonces, de Ec.(4.3) vemos que se cumple la relacion:

Aa,k’_l(QQ) = Agl(qz) + fa,k(q2)> (4'7)
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donde 7,(¢*) son los autovalores del operador Ry, en el espacio de momento y los llamaremos
funciones reguladoras. El subindice a etiqueta a los distintos tipos posibles de campos.

Es conveniente escribir las funciones reguladoras en términos de una funcién adimen-
sional:

7 (d?) = ¢*ry <Z—z) . Tr(q) = dry (Z—Z) , (4.8)

donde “B” se refiere a bosones y “F” a fermiones. Las funciones reguladoras pueden ser
de dos clases: reguladores de clase I o de tipo masa y reguladores de clase II o de tipo
momentum. Ambas clases pueden esquematizarse en su funciéon dentro del propagador de
la siguiente manera:

1 AF 1
Pl +ry) + (m?+nrp)’ ak q(1 +rm) + (m + r)

AB, ~ (4.9)

Adicionalmente es necesario normalizar el regulador, definiendo asi la escala a la cual se
vuelve efectivo. La condicién viene dada por [110]:

Fe(cgk®) = cpk® o rp(ep) =1 (4.10)
para bosones y

7l (crk?) = cpk® o m(cp) =1 (4.11)

para fermiones. Un listado de varios reguladores que pueden ser utilizados se encuentra en
la Tabla 4.1.

4.2. La ecuacion de Wetterich

El corazon del estudio del grupo de renormalizacion funcional se encuentra en la ecua-
cion de flujo exacta para la accién promedio efectiva, la primera obtencién de la misma fue
hecha usando un cutoff “duro” [141], sin embargo, las formulaciones modernas implementan
un cutoff suave |50, 112, 113, 132] de la forma que se definié en Ec.(4.3).

Comenzamos con la definiciéon de la acciéon promedio efectiva. Siguiendo el procedi-
miento de la seccidon anterior, definimos una accion efectiva dependiente de la escala de
energia:

IV / d*xJy(2)W(z) — Wi[J] — Sor[P]. (4.12)
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Regulador Clase

1

rexp = ecyb _ 1 II
b
T’mexp = m I
1
Tmod = I
T e(rrony) _
b,
Fanix = € 20(V"735) 11
b—2
— Yy
e = (%57) e |
Tpower = y_b II
1
1 IT

Tsharp = m -

Tabla 4.1: Distintos tipos de funciones reguladoras que pueden ser utilizadas y sus clases

1l
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Para efectos practicos de la derivacion utilizaremos el operador de Ec.(3.16), ahora depen-
diente de la escala de energia, asi:

D[ W] =Vi[W] — Sok[P]. (4.13)

Si derivamos respecto a una escala logaritmica de momentum,

k
t= an, 0y = %a%, (4.14)
obtenemos
3tFk[\Il] :8th [\IJ] - 315507;@[@]
aviil L g (00217 g
~0il¥) - 5 [ d'v [&GO,,J . (4.15)
Por su parte, la derivada de V tiene la forma:
OV [V] = / d*x0,J,V — 0,W,.[J]
:/d4x5th\If — /d4x3th% — ath[J]
0J J=J,
= — O,W[J] (4.16)
J=Ji
Usando Ec.(3.39) se puede reescribir:
_ 1 -1

_ -1
De Ec.(3.22) vemos que W,ﬁQ)[J] se relaciona con V,EQ) (U] , asi:

- 1 -1 - - 1 - -1 _
(4.18)

Reemplazando Ec.(4.15) y Ec.(4.3):

T 1 (2) @] B
OLW[W] = = 38T ¢ 1Y + [GO } +Ry| QR s+ (912, (4.19)
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donde:

2 5 5
[Flﬁ )} I i PR o (4.20)

Esta ecuacion, si bien es ttil para el estudio del flujo de los vértices irreducibles en lo que
se conoce como expansion de vértices:

ra =Y %/d“x PO (@1, ) T(@n), s T(a), (4.21)

contiene no analiticidades probleméaticas para su soluciéon en la expansion derivativa, con lo
cual es conveniente trabajar con la version de Wetterich de la accion promedio efectiva [50],
la cual satisface las condiciones vistas al inicio de esta seccion en Ec.(4.1). Para obtenerla
debemos realizar el siguiente cambio:

_ -1 _

con lo cual se obtiene la ecuacion de flujo conocida en la literatura como la ecuacion de
Wetterich |56]:

_ 1 -1
OT[D) =3STh { [P,(f) + Rk} atRk} . (4.23)

La ecuacion es exacta en cuanto a que ha sido derivada directamente de la definicion de
I';[¥] sin utilizar aproximaciones, lo cual no asegura que pueda resolverse de forma exacta,
es mas, si utilizamos la expansion de Ec.(4.21) obtendremos una jerarquia infinita ecuacio-
nes diferenciales acopladas para los vértices propios y su solucién sera exacta tnicamente

si tomamos en cuenta todos sus posibles términos.

4.2.1. Optimizaciéon de las funciones reguladoras

Como hemos visto hasta el momento, la acciéon promedio efectiva contiene toda la
informacion fisica del modelo que vaya a ser tratado, sin embargo, solucionar la ecuacién
de Wetterich implica solucionar a la vez una jerarquia infinita de ecuaciones diferenciales
fuertemente acopladas, con lo cual su aplicacion a problemas de interés fisico implica el
truncamiento de dicha jerarquia, lo cual veremos mas adelante. Un problema que surje
de esto es que las soluciones truncadas de la ecuacion de flujo retienen una dependencia
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en la eleccion del regulador IR [1411, |, similar a la dependencia del esquema en la
renormalizacion usual debido a que el regulador se acopla a todos los vértices irreducibles
de la teoria via la ecuacion de flujo, en consecuencia, las interacciones efectivas poseeran
ciertos residuos provenientes de la forma especifica en que el regulador elimine los grados de
libertad integrados fuera. Estos residuos no son un inconveniente para la soluciéon completa,
pero al truncar los operadores de la teoria estos pueden no cancelarse completamente. Para
minimizar el efecto de esta dependencia se ha propuesto un método de optimizacion |5, |
basado en cuatro principios:

1. que optimice las soluciones aproximadas de la ecuacion de flujo,
2. que sea compatible con la expansion derivativa,
3. que solo dependa de los objetos que aparecen en la ecuaciéon de flujo,

4. que no dependa de la teoria especifica en la que se aplique.

La opcion propuesta en |5, 110] es el llamado en la literatura como requlador optimizado
de Litim:
- k2 e
o (@”) =Zakd® (? - 1) ’ (1 T2 )

Foe(@®) =Zand (\/g — 1) 0 (1 — Z—z) : (4.24)

donde « se refiere al tipo de campo y Z, 4 es la constante de renormalizacion de la funciéon
de onda del campo tipo «. Usando las funciones adimensionales de Ec.(4.8) tendremos
que:

reesls) = (== 1) 0= ). (4.25)

donde y = Z—z.

El criterio de optimizacion es el siguiente: dado que toda la informacién fisica de la
ecuacion de flujo Ec.(4.23) se encuentra en el propagador inverso:

I (q) + Ri(g®), (4.26)
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el cual estard bien definido siempre y cuando [110, 116]:
min (r,(f)(q) + Rk(q2)> = Ok > 0, (4.27)
q2>0

donde la brecha C' > 0 es consecuencia de Ry siendo un regulador IR y su valor es depen-
diente del regulador. Si se realiza una expansion de la ecuaciéon de flujo en potencias del
propagador inverso

P*(y) =y[1+ 7 )], (4.28)
los coeficientes tendran la siguiente forma [144]:
o= [ dyKinIP ) (1.20)
0

donde K es una funciéon de r; y sus derivadas. Para n grande, los factores P~" suprimen
los coeficientes de tal forma que:

Uy ~ C72, (4.30)

para n suficientemente grande. Asi, el radio de convergencia, dependiente de a,,/a, o vie-
ne dado por el tamano de la brecha. En consecuencia, el criterio de optimizaciéon sera
maximizar este radio de convergencia:

— A 2
Copt = mix (r;ggP (y)) : (4.31)
donde ER se refiere al “Esquema de Regulador”. Los reguladores de Ec.(4.24) cumplen esta
condicion.

4.3. Esquemas de truncamiento

Ya ha sido comentado el hecho de que la Ec.(4.23) es en extremo dificil de solucionar,
con lo cual es necesario realizar algin tipo de aproximacion. Una de las ventajas de la
ecuacion de Wetterich es que es una ecuacion a 1 lazo, esto se puede ver ya que STr denota
una unica integraciéon en el momentum y es consecuencia de la regularizacion gaussiana de
la acciéon efectiva, lo que la hace facil de solucionar pero también que sea necesario tomar
en cuenta todos los términos posibles que las simetrias permitan en la acciéon. A pesar
de estos “inconvenientes”, la ecuacion es suficientemente flexible para permitir aproxima-
ciones sisteméticas agrupadas en esquemas de truncamiento, estos esquemas distan de la
expansion usual en términos de la intensidad de los acoplamientos, permitiendo acceder a
resultados que no estan relegados a la region de acoplamiento débil.
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4.3.1. Expansion en lazos

En primer lugar discutiremos la expansion de la acciéon efectiva promedio en serie de
potencias de &, la cual nos permite obtener la expansion perturbativa usual, esta es [117]:

D] = 5,0 + 3 Wl 0] (1.32)

Por ejemplo, a un lazo la expansion seré:
Li[W] = Sa[¥] + ALy [P], (4.33)
introduciendo Sy [¥] en el lado derecho de Ec.(4.23) se obtiene |(3]

1 -1
ATsr) = 55T { (S + B 8tRk} , (4.34)
cuya solucion:
1
Puy = Sp + 5STrln SY + cte, (4.35)

puede ser reemplazada en la ecuacién para 0,I'y(2) y asi sucesivamente. La desventaja de
este procedimiento es que es equivalente a la teoria de perturbaciones para acoplamiento

débil.
4.3.2. Expansiéon en vértices

La expansion en vértices corresponde a resolver las ecuaciones de flujo para los vértices
irreducibles, F,(C"), de Ec.(4.21) truncando la jerarquia en algin orden finito, por ejemplo,
para la funcion de 2—puntos se tiene [63]:

HT® —STr { IySES ARVl VT A Vel VS A atRk}

1 —1 -1
—— STh { 02+ ] T [P+ Ry atRk} . (4.36)
En general, la ecuacion de flujo para chn) contiene a I ,(an) y F,(C"H). El truncamiento viene

al despreciar la contribucién de vértices de orden superior, por ejemplo, de F,(f). La ventaja
de la expansion en vértices es que retiene la dependencia completa en el momento de los
mismos, mientras que la desventaja viene al truncar la dependencia de la accién en los
campos |18, , 150].
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4.3.3. Expansiéon derivativa

Finalmente, el esquema de truncamiento relevante para este trabajo es la expansion de
la accion efectiva promedio en operadores derivativos, es decir, en derivadas de los campos;
esto permite jerarquizar los operadores en términos de su dimension de masa para luego
truncar dicha jerarquia de forma conveniente. La expansion seré de la forma:

Fy[0] = / it {vk[@] AU, T,00 + W] (3,0,007)" + 0 (aﬁ)} (437)

donde Z; y )V son funciones arbitrarias de los campos. Este tipo de expansion es apro-
piada para el estudio de baja energia, manteniendo una dependencia completa tanto en la
intensidad de los acoplamientos como en la cantidad de campos.

El orden principal de esta expansion es la aprozimacion de potencial local (APL), co-
rrespondiente a Z; — 1 y anular los siguientes 6rdenes, manteniendo la dependencia del
potencial en la escala de energia. Esta expansion puede combinarse con la expansion en
vértices truncando el potencial a un orden finito en polinomios de los campos. Las funciones
beta pueden obtenerse proyectando el flujo de la acciéon promedio efectiva en el operador
que contenga el acoplamiento deseado, por ejemplo, si consideramos solo un tipo de campo
y un potencial de la forma

Vel#] =Y g om (4.38)

en la APL tendremos:

T 1 4 = (n) gm 12—2
[y [V] = (m)4/dq{;9k g) + 5477 (Q)}~ (4.39)

Aplicando la derivada en t se obtiene

Ok [V] = ( \/217)4 / d'q> " g (g), (4.40)

por lo tanto la funcién beta asociada a g, sera

n n dn T,
o (glﬁ )> = 0,9 = Tl

(4.41)

Y

¥=0
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la cual, en principio, sera funcién de todos los demas acoplamientos.

Tal como esta definida la APL no permite tener acceso a las dimensiones anémalas de
la teoria, sin embargo, es posible mejorar la aproximacion anadiendo al término cinético la
renormalizacion de la funcién de onda del campo V¥ (sin ser funcién de los campos), esta
mejora se conoce como APL’:

I — n)\Jmn g 21,2 '
[ [V] (\/%) / {ng V" (q) + 5 ZQ‘I’ (g )} (4.42)

A diferencia del caso anterior ahora no solo tendremos acceso a las funciones beta sino
también a las dimension anémala del campo, aplicando la derivada en ¢ se obtiene

_ 1 o _ 1 _
O T[T] = ‘g BT (q) + =0, Zrg® V2 (q) b (4.43)
t (@)4 ; tJ 5Vt
por lo tanto
n d"
81591(@) danatrk[ ] )
U, q=0
1 al2
T=0

Los ordenes superiores de la expansion derivativa supondran solucionar ecuaciones de flujo
para Vi, Zi, Vi, etc. las cuales en la gran mayoria de los casos estaran acopladas.
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Capitulo 5

Aplicaciéon del grupo de renormalizacion
funcional a teorias supersimétricas con

N =1

En este capitulo se recopilan los resultados obtenidos de la aplicaciéon del grupo de
renormalizaciéon funcional para un supermultiplete quiral acoplado a un supermultiplete
vectorial abeliano 2| y para la extension supersimétrica de QED |[3].

5.1. Supercampo quiral acoplado a un supercampo vec-
torial con simetria U(1)

La accion clasica para este modelo viene dada por Ec.(2.8) y Ec.(2.11), utilizaremos
la expansion derivativa del grupo de renormalizaciéon funcional con tal de estudiar las
funciones beta de las constante de acoplamiento entre ® y V' en el régimen no perturbativo.

5.1.1. Accién promedio efectiva en APL’ y regulador supersimé-
trico
Los ingredientes necesarios para el calculo de la ecuacion de Wetterich, Ec.(4.23), son

la accion efectiva promedio y las funciones reguladoras contenidas en ASy, Ec.(4.6). El
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anzats para la accion efectiva promedio en APL’ es [2]:
I, = / d*2d*0d*0 Zy @2V Zv oV @ 4 { / d*zd*OW, (D) +h.c]
+§ / d*zd*0d*0Zy (D*V) (D*V) + % / d*zd*0 Zy W W,, (5.1)
donde Zg,y es la renormalizacion de la funciéon de onda del supercampo quiral/vectorial

y Z, es la renormalizacion de la constante de acoplamiento U(1). Los campos y constante
de acoplamiento renormalizadas se definen por:

Py =\/Z59P,
Vo=V Z4vYV,
Jdo = Zggk- (5-2)

En términos de las componentes de campos, la accion efectiva promedio seré:
m:/ﬁ%{%@@wwwwaﬂwm¢+&fwwm%%%wmw+uh%@wW¢
+ ZsgrA AP S ¢ — Zagiha" A + iV2Zagr [0TYN — 9] + ZagrdleD

1 1 1 - 1
+ Zy (—§8MAV8"A” + GONA DA o A AY + NG O + §D2)

oWy 19Wy
2 = 2 0¢?

donde, en principio, consideraremos un superpotencial renormalizable:

Vb + h.c] } (5.3)

1 1
Wy = §mk¢2 + gyk¢3- (5.4)
Las constantes se definen como:

ZG = Z@Zg ZV y
Zs = ZoZ2Zy. (5.5)

Respecto a la parte reguladora, utilizaremos reguladores de las dos clases distintas definidas
en el Capitulo 4. El término regulador de la accion sera, siguiendo [64, 70], de la forma:

AS, = / d*zd*0d20D TP () eV @ + / d'zd*0d* 0017 (D)

+ 35 d*zdPOW P (D)W, + / d*xd*9d*0V N (O)V, (5.6)
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donde “opt” se refiere a las funciones reguladoras optimizadas de Ec.(4.25) para fermiones:

f?@%=%m?@,r$@:(§i4)mfw y
W@baw%mi%m{%—Qm—m (5.7

y “M” es un regulador de tipo masa fermioénico, denotado como requlador de Callan-
Symanzik |61, 70]:

i (@®) = Zokri'(¢?), n@®) =1y

t(¢*) = Zvkti (@*), 6'(¢*) =1. (5.8)

Expandiendo Ec.(5.6) usando Ec.(1.167) se obtiene
AS;, = / 20d200 7P () D + 29 / 0200 P P (D)W e + 4g° / d*04%601 7P (O)V 2o

1 ~ _
+ 35 d2OWBP (YW, + { / d*zd*0® 7 (O0)® + h.c } + / d*xd*9d*V N (O)V.
(5.9)
Las funciones rzpt@/ %) se han renombrado para absorber las renormalizaciones de funciéon de

onda correspondientes. Una ventaja de la aplicacion del grupo de renormalizacion funcional
es que todos sus ingredientes respetan supersimetria.

5.1.2. Ecuaciones de flujo

Calcularemos las ecuaciones de flujo para el superpotencial y la constante de acopla-
miento gy.

La estrategia de calculo es la siguiente: en primer lugar, escribiremos Ec.(5.1) y Ec.(5.9)
en el espacio de momentum; luego, debido a que no estamos considerando las renormali-
zaciones de las funciones de onda como dependientes del momentum, es posible restringir
todos los campos a constantes reales U, (q) = (v2m)*W,6(q), por ejemplo:

433¢,T5E xTr) = ! 4q>T— :cpT . .
/dZF(M%)<ﬁE{ﬁMZF(®ﬂ@ 2 FF5(0) (5.10)
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Luego, se calculan todos los elementos de Ec.(4.23) respecto al siguiente arreglo de campos:

ql—l- - (¢T7¢7 FT? F7 D7 A[.L7/l/_}7 ¢T7 X? AT)
W = <¢7 ¢T7F’ FT’D7 AV7¢’ @ET’ A? X,11) ) (5'11)

y finalmente se toma la supertraza. Los operadores pueden verse de forma explicita en el
Apéndice D.

El teorema de no renormalizacion

Como vimos en el Capitulo 4, para obtener el flujo de un elemento de la accion efectiva
promedio es posible proyectar la misma en una configuraciéon conveniente de campos. En

el caso del superpotencial, si hacemos ) =9 = A =X = D = A = 0 en Ec.(5.1) se obtiene

9 ow oW
4 + k k
L = (V21)%0(0)0; | ZoF'F + F+ .

Frl, (5.12)

por lo tanto, podemos obtener el flujo del superpotencial derivando el resultado de la
ecuacion de Wetterich en la proyeccién propuesta respecto a F o F' y luego haciendo
F = F' = 0 respectivamente. El resultado es:

OWy, =0, (5.13)

lo cual confirma el teorema de no renormalizacién para esta teoria en la APL’, siendo esta
una comprobacion del mismo a través de un método no perturbativo. Una consecuencia del
mismo es que si queremos analizar el superpotencial renormalizable méas general podemos
simplemente reemplazar Ec.(5.4) en Ec.(5.1) ya que Ec.(5.13) nos asegura que el proceso
de renormalizaciéon no generara nuevos operadores més que los considerados en la accién
clasica, por lo que calcularemos también sus ecuaciones de flujo.

Funciones beta

Ya que consideraremos el superpotencial de Ec.(5.4), el teorema de no renormalizacion
nos muestra que su renormalizacion vendra dada por:

vo =\ (Zs) ur, (5.15)
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con lo cual las funciones beta seran:

Bor = Va9 (5.16)
By = —g%yk (5.17)
/Bmk = (’}/q> — 1) mg, (518)

en consecuencia, necesitamos las dimensiones anémalas asociadas a Zg/4:

dln Z@/g

Para obtener ambas dimensiones anémalas podemos usar la proyeccion: ¢ = ¢t = F =
FT=A= )=\ =0 con lo cual se tiene:

T = (V21)*5(0)0, [ngGMD + %Dﬂ : (5.20)

El procedimiento de extracciéon de las dimensiones anémalas sera:

» De Ec.(5.12) derivando respecto a F, FT para F' = FT = 0 se obtiene 9,7, por lo

tanto:
1 0?
Yo = — 0Ly
h=p=A=A=D=A=0

Zy | OFOFT
= De Ec.(5.20) derivando dos veces respecto a D para D = 0 se obtiene 0;Zy, por lo
tanto:

(5.21)

F=F1=0

(5.22)

Yp=yT=F=F=A=\=\1=0 } D=0

» De Ec.(5.20) derivando respecto a ¢, ¢", D para ¢ = ¢! = D = 0 se obtiene 9,7,
por lo tanto:

1 03
Yo = — { oLy,

7 | 3994190 (5.23)

Y=ypt=F=Ft=A= =\T=0 } p=¢t=D=0
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Finalmente v, se obtiene de la relacion:
1
Vg =76~ Yo = 5, (5.24)
la cual se deduce de Ec.(5.5).

Analizaremos las funciones beta obtenidas en dos casos distintos: para r°P'/tPt = (),
que llamaremos el caso “Callan-Symanzik” (CS) y para r™ /tM = 0 que llamaremos el caso
“Tipo Litim” (TL).

En el caso de la APL’, al ser los campos constantes reales, la solucién de la ecuacion
de Wetterich se reduce a la traza del producto de las matrices del Apéndice D:

-1
Oy = % / d4qTr {([F,@} n Rk> B, R0 (p — q)} . (5.25)

En el caso (CS), se obtienen las siguientes integrales de momentum:

© 0 dypont (1 —75° + 0 — q0,) 1}
,Ygs _ _/ d ddqd_1 kaéM( Vo t3 q q) Tk (5.26)
o (2m) (am? — ¢?)
[e%s) 0O 8 2 1— CS_|_6 —ad M
W = —/ dg ot g I Sl ' o) 7 (5.27)
0 (2m) (am? — ¢?)
LCs /°° dg Ao Bk (one® — ¢7) =y (ne® + 50°)] (1 = 76° + 0, — a0y) i
! o (2m)¢ (ane? = ¢2)" ’
(5.28)
2(m)?
donde €}y = T [ d] es la superficie de una esfera d — 1 dimensional,
2
an = m + 2r), (5.29)

v q se refiere a ¢*/k?. Reemplazando las funciones reguladoras de Ec.(5.8) y resolviendo la
integral obtenemos [2]

cs _ 24V 27y} (5.30)
064 1927 + 4873 + 61 + 3(2 + 7)*my, — 1672 (V2y7 — 9)
TR 96 + 1927 + 4873 + 674 + 3(2 + m)*my — 1672 (V292 — 9) '

o T IS 06 20 3+ 32+ )y — 82 (VI 0]
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Del mismo modo para el caso (TL), la ecuacion de Wetterich nos entrega las siguientes
integrales para las dimensiones anémalas:

VTL = - /1 dq i qdfl yl%ar (043412 + mi) (— L+0,— q0y)7 o
? (2m) (aZq? — i)?’

1

Qa 1 o

VEL = - / dq(2ﬂ') qd ! (Oé2q2 _ m2>3 {2913'@7”@(; |iaG (Oé?“q2 + mz) (_PygL + at - 8 )rkpt
r k

—o, (a2® —m}) (=" —va" — 370" + 0 — qOy)r °pt(2)} }

1
Q 1
TL __ d d-1 opt opt 2.2 2
Tg T _/ dq(27r)dq (a2q? — mi)*a? { [ykat ( ( ’ ) — 8mig OéTOéG)

— ¢’ (4 Py gpoPt )) — graw (ang* —my) o, (3 + 2P 4 tOPt)} (=2 4 0 — q0,)r™*
— Qp (a? - mk;) [gkar (04 q — m%) ag(=w" + 0 — qé’q)tht
— oy <g,§ar ( q — mk) (4 + 3r0pt( ) + tzpt> — y,%ozt (aqu + mZ))

X (= =it = 3+ 0 - a0, (5.33)
donde o, = 7*" + 1, ¢ = rzpt(z) + 1y a; =t + 1. La solucién a las integrales es:
5

T 9vE(mE = 1)+ 8V2m (m + 1)
Vi (16v27%3 (m2 +1) = 92 + m)* (m? — 1))

o = ; (5.35)
9V (mg — 1) +8v2ms (m} + 1)

L <mi (m2 — 1)° (144 + 7 + 7273 + 97t + 21672) — 4723/2 (T} + 4m3 — 3))

9" (m2 —1)* (144 4 7 + 7273 + 974 + 21672) + 8272 (m? — 1) 2

(5.36)

5.1.3. Puntos fijos

El estudio de los puntos fijos, es decir, valores de las constantes {m., y., g.} para los
cuales todas las funciones beta se anulan es de vital importancia. Si la funcién beta posee
puntos fijos no triviales estables en el sentido en que pequenas perturbaciones en torno a
¢él no se alejan hacia un nuevo punto fijo, entonces existen ciertas configuraciones de los
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parametros que dan lugar a una teoria bien definida en torno a él; si ademés existe un
camino que lo una con el punto fijo trivial entonces se puede decir que la teoria es segura
asintoticamente, es decir, existe una cierta escala de energia a la cual las interacciones se
congelan [151].

Para analizar los puntos fijos de esta teoria es necesario resolver el sistema de ecuacio-
nes:

Byk(m*7y*vg*) = ﬁmk(m*a?/*ag*> = ﬁgk (m*,y*,g*) =0 (5-37)

para {m., Y., g« }, esto se ha realizado usando los comandos NSolve y FindRoot del software
Mathematica.

En el caso del regulador (CS) el sistema solo exhibe el punto fijo gaussiano m, =
Y« = g« = 0. Por otro lado, en el caso del regulador (TL), las funciones beta exhiben un
continuo de puntos fijos estables para g, = 0 y my # 1, ademéas de un punto fijo inestable
para m, = 1. En la Figura 5.1 se puede ver el cambio del punto fijo cuando y; crece,
mientras en la Figura 5.2 se muestra la distribucion de puntos fijos para distintos valores
de Yk

5‘ T \‘ T
4+ ]
3k ]
3
o | @ Fixed Point
1
0
Ik Gk
(a) Yk = 10. (b) Yk = 50.

Figura 5.1: Diagrama de flujo en el plano gy — my, para distintos valores de y. Aqui m(g)
se representa en el eje y(x) |2].
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Yk

Figura 5.2: Puntos fijos para distintos valores de my v yx 2]

Usualmente se esperaria que distintos reguladores reprodujeran los mismos puntos fijos
con distinta precision, sin embargo, lo que aqui se observa es que ambos tipos de reguladores
entregan resultados completamente distintos, mientras uno (TL) entrega funciones beta
con un continuo de puntos fijos no triviales tanto estables como no estables, el otro (CS)
entrega funciones beta sin puntos fijos. En primer lugar podemos notar que el regulador
de Callan-Symanzyk no es un regulador optimizado segun el criterio de Ec.(4.31), esto
hace que la dependencia espuria del regulador sea mayor que la del regulador optimizado;
sin embargo, otra razon es que los reguladores de tipo masa no son buenas opciones para
teorias supersimétricas vectoriales cuando se trabaja en el gauge de Wess-Zumino, debido
a que los mismos se construyen con el término V2, el cual segtin Ec.(1.169) es proporcional
tinicamente a A? con lo cual no regulariza los modos de alta energia de los campos A\ y D

2]

5.2. Electrodindmica cuantica supersimétrica

La accion clasica del modelo fue vista en Ec.(2.18) y Ec.(2.19). Aplicaremos la APL’
y el segundo orden de la expansion derivativa en la teoria para encontrar la funciéon beta
del acoplamiento, la constante de estructura fina, y la dimensién anémala de los campos
de materia en el régimen no perturbativo.
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5.2.1. Accién promedio efectiva en APL’ y regulador supersimé-
trico

El ansatz para la accion promedio efectiva en APL’ sera [3]

_ 7 2
Ty =Zo / d'ad0d [T o+ 0L o, | + 20 / d e POW W,
2Zy* 4,120 127 (12 N2 4, 72
o d*zd*0d’0 (D*V) (D*V) +mg § | d*zd*0P_®, +hc ¢, (5.38)

o en términos de las componentes de campos

T - _
T = / d*zZg [DM_D%_ + (Duqﬁ) D'l +ip_6" Db + i, 5" Dl

Z2 [ 1 1 . 1
+FLF 4+ Fiﬂ] + = {——FWF“” + 55O A 0 A + XTI+ §D2]

e? 4 xe2
+iv2Ze { [y A= dlu )| + V2 [pd A — 69 A}
+ 2o (610D = 616, D) +mo (6_Fy + 6, F- — vy +he. ). (5.39)

La renormalizacion de la carga y los campos sera de la siguiente manera:

1
Dy — Zo?®, Vo — Z2V, ey — Zee. (5.40)
Con tal de evitar violar la simetria de gauge, la renormalizacion de la carga eléctrica no es

_1
independiente de las demaés, en particular, se cumple que Z, = Z,,2 [105], lo que lleva a la
siguiente relacion:

eg = Zee = Z‘;%e. (5.41)
Respecto al término que regula la accién, su forma sera
_ 1 -
ASy :/d4xd29d20 [@Jf_fk(lj)(b, + q)ifk(D)CI)Jr} + 3—2/d29W°‘tk(D)Wa, (5.42)

donde a diferencia del modelo anterior, aqui inicamente regularizaremos los términos ciné-
ticos del contenido de campos, mas no el término cinético de los supercampos. Las funciones
reguladoras seran las funciones optimizadas de Litim:

1

R = Zogra(y)s  raly) = <ﬁ—1> 01—y v

W) = vt ) = (3 - 1)00 ) (5.43)
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5.2.2. Ecuaciones de flujo en APL’

Utilizaremos el formalismo del grupo de renormalizacion funcional para calcular una
forma no perturbativa de la funcién beta de la carga eléctrica de electrodindmica cuéntica
supersimétrica en la APL’. Nuevamente es posible restringir los campos a constantes reales
en el espacio de momentum, tal como en Ec.(5.10), ya que las renormalizaciones de las
funciones de onda no dependen del momentum.

Los operadores que se usaran para solucionar la ecuacion de Wetterich, Ec.(4.23), se
construiran respecto al siguiente arreglo de campos:

\Ij = {¢—7¢—T F—vF—Ta ¢+7 ¢+Ta F—H F—i-Ta D7Aa¢—a@iaw+7&17)\a E‘T} )
\IJT = {(b—T? ¢—7 F—TJ F—7¢+T7¢+7 F+T7 F+7 D7A7'(Z—7w—1-71;+7 +T7 5\7 AT} . (54-4>

La forma explicita de los operadores puede ser vista en el Apéndice E.

El teorema de no renormalizacion

En el ansatz de la acciéon promedio efectiva hemos reemplazado explicitamente un su-
perpotencial cuadratico, ya que como vimos en Ec.(5.13), el teorema de no renormalizacion
se respeta para supercampos quirales acoplados a supercampos vectoriales, sin embargo,
por completitud lo comprobaremos nuevamente de forma explicita. Rebobinando hasta
Ec.(2.15) y manteniendo el superpotencial sin especificar obtenemos un término extra en

Ec.(5.39)
oW, oW, 1 02w,

Lot =—F, +——F ————1, -¢_+h.c 5.45
Pint agb_ ++a¢+ 28¢_a¢+¢+ 1/} + C ( )
por lo tanto, proyectando la accién efectiva promedio en ¢, = F_ =9, =¢_=A=D =

A = 0 se obtiene:
oW,

Oy = (V21)*W (0) 0, | Ze FTF, + 56 Fil. (5.46)

Proyectando la ecuacion de Wetterich en la misma configuraciéon de campos podemos ob-

tener el flujo del superpotencial derivando respecto a F, para Fy = ¢_ = 0, el resultado
es

oWy =0, (5.47)
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comprobando que el teorema de no renormalizaciéon se mantiene en la APL’. Este resultado
justifica la eleccion de la accion promedio efectiva ya nos asegura que el superpotencial no
recibira correcciones de nuevos operadores, ademas, también nos muestra que la renorma-
lizacion de la masa es de la forma

mo = Zokm. (5.48)

La funcién beta

Para encontrar la funcién beta necesitamos las dimensiones anémalas, como indica
Ec.(5.41). La funcion beta sera:

1

ﬂe — —57‘/@' (549)

Las dimensiones andémalas se pueden encontrar de las siguientes proyecciones de la accion
efectiva promedio: ¢p_ = ¢, =¢_ =19, =F, = F_ = A= )X=0nos da:

O = (V2r)*™ (0) 0, [%V;DQ} , (5.50)

yF_=F =19 _ =1, =A= =0 nos entrega:

Ty = (V2m)*6W (0) 9, [wap + Z—V2D2] : (5.51)

2¢2

El procedimiento para obtener las dimensiones anémalas seréa:

= De Ec.(5.50) derivando respecto a D dos veces se obtiene d;Zy%, con lo cual:

1 e? 0?
— Sy = 54 =0 } (5.52)
2 AZy { oDz P—=b+=tp-=tY=Fi=F_=A=X=0 ) |p_g
» De Ec.(5.51) derivando respecto a o_T,¢_ v D se obtiene 0,Zs, ast:
1 o?
SRS B S —) } (5.53)
Zo {6’(]58(}5 oD F_=Fi=¢_=¢1=A=X=0} |4 _p—
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En el caso de la APL’, al ser los campos constantes reales, la solucién de la ecuacion de
Wetterich se reduce a la traza de la matriz producto de las matrices del Apéndice E:

1 —1
ol =5 / d4qTr {([Fﬂ n Rk> 9, R0 (p — q)} . (5.54)

Las dimensiones anémalas vienen dadas por las siguientes integrales [3]:

= / ' gt R 20T M (90 (g) ~ p(g)* M- (0)9:t(q)]

e, M_(q)r(q?
_ Q4 /1 dqqd—ﬁ% 20(q)T ()M () (—va — q0q)7(q) — p(q)*M_(q) (7w — q0y)t(q)]
(2m)4 Jo M_(q)37(q)?
(5.55)
y
1 Qg (1 ehp(g)Mi(q)dir(q)
“5W =) /0 dqq Mj(q)g
:(;d)d/o dqqd_leép(q)M+%(__($§ — qaq)r(Q)a (5.56)
donde
plq) =7(q) +1
m(q) =t(q) +1
Ma(q) = mg £ ¢*p(q)*. (5.57)

La solucion de las integrales nos entrega la dimension andémala del supercampo quiral [3]:

Sa (a(l +m?) — 67 (1 — m2)2>

5 = (5.58)
5(1+m?)a? —9ra (1 —m?)” (1 +m?) + 6072 (1 — m?)

Yo(a) =
y la funcién beta

302 ((7 +4m? — 3mY) a + 20 (1 — m2)® (1 + m?) n)

Ala) = 1002 (1 —m4) — 187a (1 —m2)* (1 + m2) + 12072 (1 — m?2)*’ (5:59)

donde a = €? /47 es la constante de estructura fina renormalizada.
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El resultado principal de este trabajo es que ambas funciones se relacionan de la si-
guiente forma:

a® (1+m?)

ﬁ(Oé) = % (1 — m2)3

(1=7e(a)), (5.60)

que es la relacion NSVZ de Ec.(2.52) modificado por un término dependiente de la masa.

Los términos 1 4+ m? son un reflejo de que el proceso de regularizaciéon involucra expli-
citamente al momentum, si expresamos Ec.(5.60) en términos de la masa desnuda vemos
que

o2 (14 (52 ?
Bla) ( %) )3 (1 —7s(a)), (5.61)

(- ()

Si la escala de regularizacion se mueve por debajo de la masa del campo, entonces la funcion
beta se ve suprimida por 1/m?, de tal forma que para k™ m es cero, ya que estamos dejando
al campo fuera del rango de validez de la teoria efectiva. En el caso contrario, si la escala
de regularizacion se mueve por encima de la masa, entonces los términos de masa son cada
vez méas despreciables y la teorfa se desacopla de la escala de regularizacion. En este limite
la funciéon beta y dimension anémala son [3]:

_ Sa(a—6m)

" 5a2 — 9ar + 6072’

_ 30*(Ta 4 20m)

" 1002 — 18arr + 12072

Yo (r)

B() (5.62)

En este caso se cumple la relacion NSVZ,

&2

fla) = 5= (1 =7e(a)), (5.63)

2
lo cual puede ser visto si expandimos en serie de o ambas funciones:

(] Oéz

1w(0) == o+ ga T O()

2 3 4

x> |« 5
B(a) =5+ 7 g0t O (). (5.64)
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Por otro lado, la funcién beta no perturbativa de Ec.(5.62) es consistente con los resultados
perturbativos, expresamos la expansion en serie anterior en términos de la carga eléctrica

se obtiene,

e3 ed

(&) = O (e 5.65
B <€> 4(47T2) + 8(47T2)2 + (6 ) Y ( )
el cual concuerda con Ec.(2.31). En la Figura 5.3 podemos ver una comparacion entre la
funcion beta a dos lazos y en APL’.

Perturbative and non-perturbative beta function

70 :
| —— LPA' beta function /

[ —— 2-loops beta function 1
60} / ]
50} / :
40f

30; /

B(a)
RN
\

20} ]
10f // ]
0 2 4 6 8 10 12

a

Figura 5.3: Comparacion entre la funcion beta en APL’ y la funcion beta a 2 lazos [3].

5.2.3. Puntos fijos

Analizaremos los puntos fijos de la funcién beta de Ec.(5.59). La relacion NSVZ nos
muestra que de forma analoga se pueden encontrar los puntos fijos con la condiciéon
ve(a,) = 1. Claramente existe un punto fijo trivial para a, = 0 y respecto a los pun-
tos fijos no triviales, se puede ver que Ec.(5.59) se anula cuando:

207 (=1 +3m* = 3m* +m°)

5.66
—7 4+ 3m? ( )

Qy =
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Dado que a depende del cuadrado de la carga eléctrica, sélo nos interesan los puntos fijos
que representen a, > 0.

De Ec.(5.66) vemos por un lado que hay valores para los cuales « es positivos, y por otro
que existe un valor de la masa que genera una discontinuidad. Numéricamente, el rango
en el cual existiran puntos fijos no triviales validos es m € (1,1,5275). En la Figura 5.4 se
puede ver la forma de la funcién beta para un valor de la masa en el rango de validez, en
el cual se pueden identificar claramente dos regiones separadas por la asintota, donde en
una de ellas vive el punto fijo gaussiano y en la otra un punto fijo no trivial. El punto fijo
no trivial es estable en cuanto a que pequenas perturbaciones en torno a él nos traen de
vuelta al punto fijo, sin embargo, no podemos decir que la teoria posea seguridad asintotica
ya que no existen trayectorias que unan a ambos puntos.

LPA' beta function form=1.3
UL I AL N I L

20—

15}

10f

B(a)

6 8 10 12 14

Figura 5.4: Diagrama de flujo de la funcion beta en Ec.(5.59) para m = 1,3. El punto verde
corresponde al punto fijo gaussiano y el punto naranja corresponde al punto fijo no trivial
en a, = 10,6947. La discontinuidad de la funcion beta para a = 4,2954" se representa por
la linea vertical roja [3].

En el limite de desacoplamiento, la funcion beta de Ec.(5.62) no posee puntos fijos no
triviales.
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Finalmente veremos que aun incluyendo los términos de masa es posible obtener la
relacion NSVZ definiendo la siguiente constante efectiva:

i (1 + m?2)?
a* = a2m. (5.67)
Ademas de la funcién beta y dimensién anémala
Yo (&) = 7o(a)
2
Bi@) = (T 5(a) (5:69
Sus formas son:
o 56 (6(1 + m?) — 6m)
5(1 —m2) a2 — 9ra (14 m?2)* (1 4+ m2) + 6072 (1 4+ m?)
B(a) = 362 ((7T—3m?*) a+20(14+m?) ) '
1062 (1 — m?) + 187G (1 + m2) — 12072 (1 + m?)
En el limite de desacoplamiento son equivalentes a Ec.(5.62) y satisfacen la Ec.(2.52):

- a2

B(a) = 5— (1 = Fa(@)). (5.70)

(5.69)

5.2.4. Accién promedio efectiva a segundo orden de expansion de-
rivativa

La expansion derivativa tiene como ventaja que permite encontrar la funcién beta y
dimension anémala en un régimen no perturbativo en la intensidad del acoplamiento a costa
de ser efectiva a momentum bajo. Con tal de obtener un primer vistazo acerca de como los
modos de momentum mas alto modifican la funcién beta, estudiaremos el flujo usando el
segundo orden de la expansion derivativa de Ec.(4.37). Anadiremos los efectos de los modos
de momentum del orden del término cinético, para ello promoveremos las renormalizaciones
de las funciones de onda a funciones dependientes de la escala de momentum Zj(0), las
cuales modularan la parte cinética de la accion promedio efectiva.

El ansatz para la accién promedio efectiva a segundo orden de la expansion derivativa
seré [3]:

I, = / d'zd*0d*0 25 (0) [O_Te 2O + &, TV D, | + a3 / d*zd*0 Zy, (D)WW,
27y ,(0)° _ _
+ Lﬁ / d*xd*9d*0(D*V)(D*V) + mq { / d*rd*0®_d, + h.c} : (5.71)
xe
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Con tal de respetar los resultados de la APL’, requerimos que las funciones arbitrarias
tiendan a las renormalizaciones de las funciones de onda ordinarias en el limite ¢ — 0,

Zovi(a — 0) = Zgv, (5.72)
lo cual sera implementado paramentrizando la dependencia del momentum en una funcién
Coyvk(q) dependiente del momentum [70], de tal forma que:

Zovi(q) = ZovCavi(q), (5.73)

con Cq:./v}k(O) = 1

Respecto al término regulador, mantendremos la forma de Ec.(5.42), sin embargo, se
usaran las funciones reguladoras:

_ 1 JCex(l) B
r(y) =1/ Cox(y) (\@ o) 1>9(1 Y)
16ox(1)
Y Coi(y)

1) =Gaat) (240 1) 01— ). (5.74)
conocidas como “Reguladores de tipo Litim II” en [70]. La ventaja de estas funciones
reguladoras es que eliminan la dependencia en ¢ de los denominadores para cualquier
orden de truncamiento de (g 4.

5.2.5. Ecuaciones de flujo a segundo orden

La funcién beta se obtendra nuevamente de Ec.(5.49) utilizando el arreglo de campos
de Ec.(5.44).

Ya que las funciones de renormalizacién de las funciones de onda dependen explici-
tamente del momentum, no podemos restringir la totalidad de los campos a constantes
reales; por ejemplo, utilizando el mismo procedimiento de Ec.(5.10), si restringimos todos
los campos a constantes reales sucede que:

4iL'<1> T[L’ xTr) = ! 4 P 2 f(— = (I,T .
/d Zo(O)F' (2) F () (\/ﬁ)él/qu (@) F (=) F(q) = Zo F'F5(0)  (5.75)

y perdemos toda la informaciéon del momentum. Debido a esto restringiremos todos los
campos a constantes reales excepto aquellos necesarios para extraer la funcion Zj en cues-
tion.
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La funcién beta

Realizando la proyeccion ¢ = ¢, = =19, = F, = F_ = A= )\ = 0 y manteniendo
la dependencia del momentum del campo D se obtiene:

7 2
Oy = / d*pd; [ V’Q’“e(f ) D(p)D(—p)] , (5.76)
por otro lado, realizando la proyeccion F- = F, =¢_ =19, = A = X = 0 y manteniendo

la dependencia en el momentum de los campos ¢_ y D se obtiene:

ar. = [ i, [/ 4 2o (D)6- ()0 () D! ) + 2P D<p>D<—p>] - (677)

El procedimiento de extraccion sera:

= De Ec.(5.76) derivando respecto a D(p), D(—p) se obtiene 8, Zyx(p)?, por lo tanto

1
27y

1 1
hZyvi(p) = —§’Yva,k(P) + §ath,k(p)

e? 52

=170 Zv(0) {w(p)w(—p) o

(5.78)

¢-=¢r=tp=¢py=F  =F_=A=X=0 } D=0

» De Ec.(5.77) derivando respecto a ¢(p), ¢'(p') y D(p' — p) se obtiene 9;Zp x(p), por
lo tanto
1
Zatz¢,k(p) = —70Cak(P) + 9o k(p)
1 7
Ze | 0¢-(p)oo-"(p)3D (W — p)

A (5.79)

F_=Fy=¢y_=¢=A=x=0 } ¢_=D=0

En este caso los operadores que van en la ecuacion de Wetterich tienen una dependencia
no trivial en el momentum:

or, = [ar{ (1] o)+ R 0)) aruto}, (550
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por lo tanto la ecuaciéon no puede ser calculada simplemente tomando la matriz inversa
del propagador regularizado. La estrategia para solucionar la ecuacion es descomponer el
propagador inverso regularizado,

G, =T+ Ry, (5.81)

en una parte independiente de los campos Gy y una parte dependiente de los campos

Gy = GOJQ + AGy, (582)

cuyas formas especificas se encuentran en el Apéndice F. Sustituyendo esta descomposi-
cién en Ec.(4.23) podemos realizar una expansion en serie de potencias de la ecuacion de
Wetterich respecto a la parte dependiente de los campos:

1 ~
atrk :§STr8t In [G(),k + AGk]

:%ST@ (Gop 'AGy) — EST@ (Gox ' AGL)” + éSTrét (Gox TAGE) + ...

(5.83)

donde 9, solo afecta al operador Rj. El operador inverso de la parte independiente de
los campos puede ser calculada simplemente como una matriz inversa. Ya que Ec.(5.78) y
Ec.(5.79) son cuadratica y ctubica en los campos respectivamente, s6lo necesitamos expandir
hasta el tercer orden en la parte dependiente.

Definiendo
W(q,q") = Go (@) AGk(g + ¢) (5.84)

vemos que el operador cuadréatico tendra la forma

W?(q,q) = / d'q'W(q,q"W(q",q) = / d'q"Go () AGK(G" + ) Gor(qVAGK(q" + ),
(5.85)

cuya traza corresponde a integrar en g haciendo ¢" — ¢ [66]. Asi, la solucion de Ec.(5.83)
hasta segundo orden en los campos tendra la forma:

1 ~
—STrd, (Gy i AGy)" =
1 o B , iy :
-1 [ 4G ARG )AGHT + )Gy AGKT + 0

1 ! ~N— / — ’ ’ - ’ /
+1 / d'qd'q Gy (0) AGH(d + a)Go 1 (d)0:Ri(q) G (d)AGK(d + ). (5.86)
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Del mismo modo, el término ciibico sera:
W3<q, q/) — /d4q”d4q'"W(q, q”)W(q”, q///)W(q/// q )
— /d4q”d4q/”Ga}g<Q)AGk(q” 4 Q)G&]lf<q//>AGk<q + q///)G (q”/)AG (ql// + q )
(5.87)

por lo tanto la solucion de Ec.(5.83) hasta tercer orden en los campos seréa de la forma:
1 ~ “1A 3
ESTrat (GO,k Gr)" =

1 ! i — i ! !
E/d“qd“q d*q" Gy 1 ()0 Ri(0)Go i () AGk(d' + )Gy 1 (d)AGK(d + ¢") Gy 1 (d") AGK(¢" + q)

]‘ / " — / — / / ! " "
45 [ dhadtdatd G @AGHY + DGHDAR)Gr}(AGHY + 4Gl )ACHa" + 0

1 / ! — / — " ! ! /! /!
+ 6/d4qd4q d4q Go,i(q)AGk(q +Q)G0, (¢ )Asz(q +q )Go k( )0 Ry (q )Go k( JAGL(q" + q).
(5.88)

Realizando los productos de matrices, tomando la traza y realizando las integrales en ¢
y ¢” podemos realizar las derivadas correspondientes, de esto se obtienen los siguientes
resultados [3]:

Q4 ! d_1€2p(q —p)M,(q)0ir(q)
2ZV8'*Z”( p)=- (27r)d/ d M_(q)?M_(q —p))
—6th>,k(p) = (; d)d /0 dqq”" (e [0ut(q)T(q — p)p(q — P)M_(q)*(p(q — p) + 2p(q))
—2&7“( )7(q ) +(@)(T(a)plq - ) (¢—p)+71(¢—p)plg —P)M_(q)
+7(q)p(9)M_(q — p))]) x (37( —PM_(9*M_(q—p)?*) ", (5.89)

donde

plq) =r(q) +1
7(q) = t(q) +1
M (q) = m§ £+ ¢*p(q)*. (5.90)

Hasta este punto las funciones (p/vx(p) siguen siendo arbitrarias, para extraer informa-
cion explicita sobre los modos de momentum haremos una aproximacién polinomial de las
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funciones [70]:

Covi(p) = ZC@/v,npn, (5.91)
n=0

con (g v,o = 1. La funcién beta y dimension anémala se obtienen reemplazando p = 0 en

Ec.(5.89):

1 1 1 1 1
QZVath,k(U) - —§’vav,k(0) + §9th,1~:(0) =—3wW= 25(6)
1
Z_q)atZ@,k((D = —Y26ok(0) + 0ok (0) = —7o- (5.92)

En este punto necesitamos truncar la aproximacion, para el caso particular de una aproxi-
macioén lineal tendremos:

C@/V(P) =1+ Ca/v,1D, (5.93)

haciendo p = 0 en Ec.(5.89) y resolviendo las integrales se obtiene

G2 + gopo
e _91,2042 + G110+ g1
Bla) = bo s + bg 20®
5172042 + 51,104 + b1707

(5.94)
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donde

go2 = —5(m” + (14 Co1)*) (1 + Co1)*(2 + 3C01) B¢y (TC¢v1 + 12) + 14)
go1 = 107(1 + Co1)(m* + (1 + Co,1)°)” [8Cva(m* (=3 + o) + (1 + (o.1)* (24 + 31Co 1))
+ TCr1?(m* (=3 + Co1) + (1 + Cp1)*(15 +19¢q1))
+28Cp1(m* + (o1 (11 + 4Cp 1) + 10) + 84]
g1,2 = Jo,2
gi1 = 84m(m? — (1 + Co1)*)(m* + (14 Co,1)*) (1 + Ca1) (3 + 5Ca1) (1 + Cva)?
g0 = 16807 (m? — (1 + C.1)2)°(1 + Cva)’,
bos = (14 Co.1)*(2 + 3Ce.1) (M + (14 Co1)?) { (1 + Co.1)” [Cva (TCva (57 + 65Ca 1)
+ 820(g 1 + 708) +350(p 1 + 294] — m? [5¢v1Ce1 (52 + 35Cy1)
+3Cy1(124 4+ 77¢y1) + 70(e1 + 126]}
boo = —840m(1 + Cy)* (1 4 C9.1)*(2 + 3Ca1) (m? — (14 Co.1))(m* 4 (1 + (p1)?)
bro=—10(14 Cp1)*(2+ 3¢p1) (14 + 13¢y1 (12 4+ 7¢v1))
X (m? = (14 Co1)*)(m* + (14 Ca1)?)
by = 1687(1 4 Cv1)*(1 + Co1) (34 5Co.1)(m* — (1 + Co1))(m* + (1 + Co1)?)
bro = 33607%(m?* — (14 Ca.1)*)°(1 + Cva)* (5.95)
Ambos siguen cumpliendo una especie de relacion NSVZ:
a® ((m?+ (1+(a1)?)
e =5 (o= (T coofy

modificada por los coeficientes de la aproximacion. Al igual que en la APL’ es posible
obtener una relacion NSVZ definiendo una constante de acoplamiento efectiva:

o (LG
2% = (1+ Go.1)2)°

y redefiniendo la funcién beta y dimension anémala:

) (14 Co1)(2+3C1) (1 —va()), (5.96)

) (1+Ca1)(2+3C01), (5.97)

Yo (@) = Yo (@)
sy [ (m* 4+ (14 Cen)?)
0 =~ (s v ey

) (14 Co1)(2+ 3¢ 1)B(a), (5.98)
con lo cual se obtienen:
§6,2542 + go. &

T2 c0 . 1 =~ P
9120 + 91100+ g1 g

Yo () (5.99)
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A&) bo 303 + by oG
Q) == = = s
bLQ&Q + blvl& + bl’(]

(5.100)

donde,

o2 =5(—14 — 3¢y, (12 + 7¢v1)) (1 + Co) (—m* + (1 + (o, 1)2>
o1 =584 + 28(p1 [10 + m® + (o1 (11 + 4Co1)] + 7¢h1 m* (=3 + Co1)]
{+(1+ Co1)*(15 + 19Ce,1)] +8Cva [m* (=3 + 4Ca1) + (1 + Co1)* (244 31¢s1)] }
Gi2=—5[14+ 3112+ T¢v)] (1 + Ca1) (—m* + (1 + Ca1)?)
g1 =427(1 + Gv1)* (3 + 5Ce,1) (m* + (1 + (o))
g1 =— 4207 (1 + Gv1)* (2 + 3¢e) (m? + (1 + Co1)?)
bos =m? [126 + 3Cy1 (124 + T7¢y1) + T0Ce.1 + 5Cv1 (52 + 35¢y1) 1]
— (14 Cp.1)* {294 + 350Cp1 + Cy1 [708 + 820Cp 1 + TCya (57 + 65Cs.1)]}
[_?0,2 = — 4207 (1 + Cv,1)4(2 +3Cp.1) (m2 +(1+ Cq>,1)2)
b =10 [14 4+ 3¢y (12 + 7C¢v1)] (1 4 Con)(m? — (1 + Ca1)?)
by =84m(1 4 Cv1)* (3 + 5Ca1) (M + (1 + Co1)?)
bro = —420m%(1 + Cv1)* (4 + 6Ca1) (m* + (1 + Co)?) - (5.101)

Bajo esta redefinicién se cumple la relacion de Ec.(2.52)

N a2

Bla) = 5 (1= Fa(@)). (5102)

Este procedimiento se puede hacer para un truncamiento de orden arbitrario de Ec.(5.91),
por lo tanto, siempre es posible recuperar la relacion. Como vimos en el Capitulo 2, esta
relacion es consecuencia de la estructura del vacio de las teorias de gauge supersimétricas,
con lo cual que la estructura de los modos de momentum puedan seguir siendo representados
en una relacion NSVZ incluso cuando se incrementa el nivel de truncamiento de la accién
promedio efectiva es una consecuencia directa de la preservacion de la supersimetria en la
implementaciéon del método.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la aplicacion del grupo de renormalizacion funcional
a dos modelos supersimétricos: un supercampo quiral acoplado a un supercampo vectorial
abeliano con un superpotencial renormalizable, y electrodindmica cuantica masiva. Se han
obtenido formas no polindémicas de las funciones beta utilizando la expansion derivativa de
la accién efectiva promedio.

Para el primer modelo se han calculado las ecuaciones del grupo de renormalizacion
a primer orden en la expansion derivativa de la accién efectiva promedio utilizado dos
métodos de regularizacion que preservan supersimetria: una regularizacion tipo masa (CS) y
una regularizacion optimizada (TL) segtn el criterio de Ec.(4.31). La solucion de la ecuacion
de flujo para el superpotencial en Ec.(5.13) muestra que el teorema de no renormalizacion
se mantiene incluso al anadir el acoplamiento del supercampo vectorial, lo cual puede ser
visto como una demostracion complementaria y no perturbativa de su validez. Por su parte,
las ecuaciones de flujo para los acoplamientos en Ec.(5.32) y Ec.(5.36) muestran una clara
diferenciacion en cuanto al tipo de regularizacion utilizada. Para el caso del regulador CS,
las ecuaciones del grupo de renormalizaciéon no poseen puntos fijos no triviales mientras
que para el caso TL si lo hacen, en particular, para cualquier valor de y # 0 existe un punto
fijo no trivial estable de la forma {g., m.} = {0, m} y un punto fijo no trivial inestable para
{g«,ms} = {0, 1}, muestra de que la aproximacion es valida hasta mg — k; ademas, en el
caso y = 0 sélo existe el punto fijo gaussiano y el inestable. La gran diferencia que exhiben
los distintos tipos de reguladores puede deberse, por un lado, al hecho de que el regulador
de Callan-Symanzik no cumple con el criterio de optimizacion de Ec.(4.31), y por otro lado
al hecho de que, en el gauge de Wess-Zumino, los términos cuadraticos del supercampo
vectorial son proporcionales inicamente a términos cuadraticos del bosén vectorial mas no
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de los otros grados de libertad contenidos en V' como muestra la Ec.(1.169) con lo cual no
se regularizan todos los grados de libertad.

Respecto al segundo modelo, las ecuaciones de flujo se han calculado a primer orden
de la expansion derivativa de la accion promedio efectiva y luego se ha encontrado la
forma funcional de las contribuciones de los modos de momentum del orden del término
cinético usando el segundo orden de la expansion derivativa. Esta vez la regularizacion
solo se ha realizado sobre el término cinético de los supercampos sin tomar en cuenta el
potencial de Kéahler. A primer orden, nuevamente se ha comprobado la validez del teorema
de no renormalizacion al calcular la ecuacion de flujo del superpotencial en Ec.(5.47);
por otro lado, la ecuaciéon de flujo para la carga eléctrica y la dimension anémala del
supercampo quiral han demostrado estar naturalmente relacionadas por la relacion de
Novikov-Shiftman-Vainshtein-Zakharov como muestra Ec.(5.60). El proceso de regulacion
infrarroja genera términos dependientes del pardmetro adimensional de masa, los cuales
desaparecen para m — 0, es decir, para la masa del supercampo quiral muy lejos de
la escala de renormalizaciéon y anulan la funcién beta para m — 1, es decir, para la
masa del supercampo quiral aproximandose a la escala de renormalizacion. La razéon de
esto es que para m > k nuestra accién efectiva ha integrado fuera todos los modos del
supercampo quiral, con lo cual la masa de la particula deja de tener sentido y la funcién
beta se anula. Centrandonos en el caso m — 0, la funciéon beta y dimension anémala
satisfacen la relacion NSVZ como se muestra en Ec.(5.63), lo cual puede entenderse como
una comprobaciéon no perturbativa de la relacién, ademéas, expandiendo la funcién beta
en potencias de la carga eléctrica vemos que los primeros coeficientes se corresponden con
los resultados perturbativos (comparar Ec.(5.65) con Ec.(2.31)), asi, se ha obtenido una
funcion beta no perturbativa para baja energia.

El analisis de puntos fijos muestra que para rangos en los que la masa tiene importancia,
existen puntos fijos ultravioletas estables, sin embargo, no existen trayectorias que fluyan
desde el punto fijo gaussiano hacia este punto fijo no trivial. En el limite de desacoplamiento
s6lo se tiene el punto fijo trivial.

El analisis a segundo orden de la expansion derivativa se ha llevado a cabo promoviendo
las renormalizaciones de las funciones de onda a funciones dependientes del momentum,
esto permite incluir en la ecuacion de flujo modos de momentum del orden del término
cinético de los campos, como muestra Ec.(5.96), la solucion de la ecuacion de flujo muestra
que la funcién beta depende ahora tanto de los términos de masa como de los coeficientes
del truncamiento polinémico de los modos de momentum. La forma en que aparecen tales
coeficientes muestran claramente que su funcion es la de extender el rango de validez de
la aproximacién, ya que para m — 1 la funcién beta no se anula, esto debido a que
pueden existir modos de los supercampos que sobreviven. Finalmente, dado un orden fijo

108



de truncamiento siempre es posible recobrar la relacion NSVZ mediante la definicion de
una constante de estructura fina como se ve en Ecs.(5.97-5.102).

109



Referencias

1]

2l

131

4]

[5]

(6]

7]

18]

Cesar Seijas. The beta function of gauge theories at two loops in differential renor-
malization. arXiv preprint, 2007. arXiv:0706.1793hep-th].

Jeremy Echeverria, Maximiliano Binder, and Ivan Schmidt. Functional renormali-
zation group flows of N' = 1 supersymmetric abelian gauge model with one chiral
and one vector superfield. The FEuropean Physical Journal C, 83(2):125, 2023. DOI:
10.1140/epjc/s10052-023-11251-1. arXiv:2211.11864[hep-th].

Jeremy FEcheverria Puentes and Ivan Schmidt. Non-perturbative SQED beta fun-
ction using functional renormalization group approach and the NSVZ exact beta
function. Progress of Theoretical and Experimental Physics, 2024(1):013B01, 2023.
DOI: 10.1093/ptep/ptad150. arXiv:2307.08488|hep-th].

Mikhail Shifman. Advanced topics in quantum field theory: A lecture course. Cam-
bridge University Press, 2022.

Daniel F Litim. Optimisation of the exact renormalisation group. Physics Letters B,
486(1-2):92-99, 2000. DOI: 10.1016/S0370-2693(00)00748-6. arXiv:hep-th/0005245.

Sheldon L Glashow. Partial-symmetries of weak interactions. Nuclear physics,
22(4):579-588, 1961. DOI: 10.1016,/0029-5582(61)90469-2.

Steven Weinberg. A model of leptons. Physical review letters, 19(21):1264, 1967.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.19.1264.

J. R. Oppenheimer. Note on the theory of the interaction of field and matter. Phys.
Rev., 35:461-477, Mar 1930. DOI: 10.1103/PhysRev.35.461.

[9] Bemerkungen iiber die rolle der eigenenergie des elektrons in der quantentheorie der

strahlung. Zeitschrift fiir Physik, 62(9-10):673-676, 1930. DOIL: 10.1007 /BF01843484.

110


https://arxiv.org/abs/0706.1793
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-023-11251-1
https://arxiv.org/abs/2211.11864
https://doi.org/10.1093/ptep/ptad150
https://arxiv.org/abs/2307.08488
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(00)00748-6
https://arxiv.org/abs/hep-th/0005245
https://doi.org/10.1016/0029-5582(61)90469-2
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1264
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.35.461
https://doi.org/10.1007/BF01843484

[10] Willis E Lamb Jr and Robert C Retherford. Fine structure of the hydrogen atom.
part i. Physical Review, 79(4):549, 1950. DOI: 10.1103/PhysRev.79.549.

[11] H. A. Bethe. The electromagnetic shift of energy levels. Phys. Rev., 72:339-341, Aug
1947. DOI: 10.1103/PhysRev.72.339.

[12] Sin-itiro Tomonaga. On a relativistically invariant formulation of the quantum
theory of wave fields. Progress of Theoretical Physics, 1(2):27-42, 1946. DOLI:
10.1143/PTP.1.27.

[13] G Iwata, K Ono, Y Nambu, Z Koba, S Hayakawa, Y Miyamoto, S Kanesawa, T Tati,
S Tomonaga, D Ito, et al. Abstracts of the papers presented to the symposium on
the theory of elementary particles: at physics department, kyoto university, november
24-25, 1947. Progress of Theoretical Physics, 3(2):207-218, 1948. DOI: 10.1143/pt-
p/3.2.207.

[14] Julian Schwinger. Quantum electrodynamics. i. a covariant formulation. Physical
Review, 74(10):1439, 1948. DOI: 10.1103/PhysRev.74.1439.

[15] Julian Schwinger. Quantum electrodynamics. ii. vacuum polarization and self-energy.
Physical Review, 75(4):651, 1949. DOIL: 10.1103/PhysRev.75.651.

[16] Julian Schwinger. Quantum electrodynamics. iii. the electromagnetic properties of
the electron—radiative corrections to scattering. Physical Review, 76(6):790, 1949.
DOI: 10.1103/PhysRev.76.790.

[17] Space-time approach to non-relativistic quantum mechanics. Reviews of modern
physics, 20(2):367, 1948. DOI: 10.1103/RevModPhys.20.367.

[18] A relativistic cut-off for classical electrodynamics. Physical Review, 74(8):939, 1948.
DOI: 10.1103/PhysRev.74.939.

[19] Yu A Gol’Fand and EP Likhtman. Extension of the algebra of poincare group gene-
rators and violation of p invariance. Soviet Journal of Experimental and Theoretical
Physics Letters, 13:323, 1971.

[20] Marcus T Grisaru, W Siegel, and M Roc¢ek. Improved methods for supergraphs.
Nuclear Physics B, 159(3):429-450, 1979. DOIL: 10.1016,/0550-3213(79)90344-4.

[21] Kenichi Konishi. Anomalous supersymmetry transformation of some composite ope-
rators in sqcd. Physics Letters B, 135(5-6):439-444, 1984. DOIL: 10.1016,/0370-
2693(84)90311-3.

111


https://doi.org/10.1103/PhysRev.79.549
https://doi.org/10.1103/PhysRev.72.339
 https://doi.org/10.1143/PTP.1.27
https://doi.org/10.1143/ptp/3.2.207
https://doi.org/10.1143/ptp/3.2.207
https://doi.org/10.1103/PhysRev.74.1439
https://doi.org/10.1103/PhysRev.75.651
https://doi.org/10.1103/PhysRev.76.790
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.20.367
https://doi.org/10.1103/PhysRev.74.939
https://doi.org/10.1016/0550-3213(79)90344-4
https://doi.org/10.1016/0370-2693(84)90311-3
https://doi.org/10.1016/0370-2693(84)90311-3

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

TE Clark, O Piguet, and K Sibold. The absence of radiative corrections to the axial
current anomaly in supersymmetric qed. Nuclear Physics B, 159(1-2):1-15, 1979.
DOI: 10.1016/0550-3213(79)90322-5.

BFL Ward. Confinement and supersymmetry. Physical Review D, 29(4):765, 1984.
DOI: 10.1103/PhysRevD.29.765.

Kenichi Konishi. Confinement, soft supersymmetry breaking and ¢ parameter depen-
dence in the seiberg-witten model. Physics Letters B, 392(1-2):101-105, 1997. DOI:
10.1016/50370-2693(96)01527-4. arXiv:hep-th/9609021v1.

Electric-magnetic duality, monopole condensation, and confinement in n= 2 su-
persymmetric yang-mills theory. Nuclear Physics B, 426(1):19-52, 1994. DOLI:
10.1016,/0550-3213(94)90124-4. arXiv:hep-th/9407087.

K Intriligator and N Seiberg. Duality, monopoles, dyons, confinement and oblique
confinement in supersymmetric so (nc) gauge theories. Nuclear Physics B, 444(1-
2):125-160, 1995. DOI: 10.1016/0550-3213(95)00159-P. arXiv:hep-th/9503179.

VA Novikov, Mikhail A Shifman, Al Vainshtein, and Valentin I Zakharov. Exact Gell-
Mann-Low function of supersymmetric Yang-Mills theories from instanton calculus.
Nuclear Physics B, 229(2):381-393, 1983. DOI: 10.1016,/0550-3213(83)90338-3.

VA Novikov, Mikhail A Shifman, AI Vainshtein, and Valentin I Zakharov. The beta
function in supersymmetric gauge theories. instantons versus traditional approach.
Physics Letters B, 166(3):329-333, 1986. DOIL: 10.1016,/0370-2693(86)90810-5.

DRT Jones. More on the axial anomaly in supersymmetric Yang-Mills theory. Physics
Letters B, 123(1-2):45-46, 1983. DOI: 10.1016,/0370-2693(83)90955-3.

DRT Jones and L. Mezincescu. The S-function in supersymmetric Yang-Mills theory.
Physics Letters B, 136(4):242-244, 1984. DOI: 10.1016,/0370-2693(84)91154-7.

DRT Jones and L. Mezincescu. The chiral anomaly and a class of two-loop fini-
te supersymmetric gauge theories. Physics Letters B, 138(4):293-295, 1984. DOLI:
10.1016,/0370-2693(84)91663-0.

Al Vainshtein, VI Zakharov, VA Novikov, and MA Shifman. The axial anomaly
puzzle in supersymmetry gauge theories. JETP Lett, 40(4), 1984.

112


https://doi.org/10.1016/0550-3213(79)90322-5
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.29.765
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(96)01527-4
https://arxiv.org/abs/hep-th/9609021v1
https://doi.org/10.1016/0550-3213(94)90124-4
https://arxiv.org/abs/hep-th/9407087
https://doi.org/10.1016/0550-3213(95)00159-P
https://arxiv.org/abs/hep-th/9503179
https://doi.org/10.1016/0550-3213(83)90338-3
https://doi.org/10.1016/0370-2693(86)90810-5
https://doi.org/10.1016/0370-2693(83)90955-3
https://doi.org/10.1016/0370-2693(84)91154-7
https://doi.org/10.1016/0370-2693(84)91663-0

33

[34]

[35]

[36]

37]

38

[39]

[40]

|41]

142]

VA Novikov, Mikhail A Shifman, AI Vainshtein, and Valentin I Zakharov. Supersym-
metric extension of the Adler-Bardeen theorem. Physics Letters B, 157(2-3):169-173,
1985. DOI: 10.1016,/0370-2693(85)91539-4.

Mikhail A Shifman and AI Vainshtein. Solution of the anomaly puzzle in SUSY
gauge theories and the Wilson operator expansion. Nuclear Physics B, 277:456-486,
1986. DOI: 10.1016,/0550-3213(86)90451-7.

E Kraus, C Rupp, and K Sibold. Supersymmetric Yang-Mills theories with local
coupling: The supersymmetric gauge. Nuclear Physics B, 661(1-2):83-98, 2003. DOI:
10.1016/S0550-3213(03)00295-5. arXiv:hep-th/0212064.

I0 Goriachuk, AL Kataev, and KV Stepanyantz. A class of the NSVZ renorma-
lization schemes for N' = 1 SQED. Physics Letters B, 785:561-566, 2018. DOI:
10.1016 /j.physletb.2018.09.014. arXiv:1808.02050.

I0 Goriachuk and Andrei L’vovich Kataev. Exact p-function in Abelian and
non-Abelian A/ = 1 supersymmetric gauge models and its analogy with the
QCD p-function in the C-scheme. JETP Letters, 111(12):663-667, 2020. DOI:
10.1134/50021364020120085. arXiv:2005.03445[hep-th].

AL Kataev, AE Kazantsev, and KV Stepanyantz. On-shell renormalization scheme
for ' =1 SQED and the NSVZ relation. The Furopean Physical Journal C, 79(6):1-
11, 2019. DOI: 10.1140/epjc/s10052-019-6993-z. arXiv:1905.02222|hep-th].

AL Kataev and KV Stepanyantz. NSVZ scheme with the higher derivative re-
gularization for N' = 1 SQED. Nuclear Physics B, 875(2):459-482, 2013. DOI:
10.1016/j.nuclphysb.2013.07.010. arXiv:1305.7094[hep-th].

Stephen P Martin. A supersymmetry primer. In Perspectives on supersymmetry I1,
pages 1-153. World Scientific, 2010. DOI: 10.1142 /9789814307505 0001. arXiv:hep-
ph/9709356.

C Froggatt, R Nevzorov, and HB Nielsen. On the smallness of the cosmological
constant in SUGRA models. Nuclear Physics B, 743(1-2):133-152, 2006. DOI:
10.1016/j.nuclphysb.2006.03.008. arXiv:hep-ph/0511259.

Ian Aitchison. Supersymmetry in particle physics: an elementary introduction. Cam-
bridge University Press, 2007.

113


https://doi.org/10.1016/0370-2693(85)91539-4
https://doi.org/10.1016/0550-3213(86)90451-7
https://doi.org/10.1016/S0550-3213(03)00295-5
https://arxiv.org/abs/hep-th/0212064
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2018.09.014
https://arxiv.org/abs/1808.02050
https://doi.org/10.1134/S0021364020120085
https://arxiv.org/abs/2005.03445
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-6993-z
https://arxiv.org/abs/1905.02222
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2013.07.010
https://arxiv.org/abs/1305.7094
https://doi.org/10.1142/9789814307505_0001
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9709356
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9709356
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2006.03.008
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0511259

[43]

[44]

[45]

|46]

147]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

Marcus T Grisaru, P Van Nieuwenhuizen, and JAM Vermaseren. One-loop renorma-
lizability of pure supergravity and of Maxwell-Einstein theory in extended supergra-
vity. Physical Review Letters, 37(25):1662, 1976. DOIL: 10.1103/PhysRevLett.37.1662.

RN Mohapatra. Supersymmetric grandunification: An update. arXiv preprint hep-
ph/9911272, 1999. arXiv:hep-ph/9911272.

Charanjit S Aulakh, Borut Bajc, Alejandra Melfo, G Senjanovié¢, and Francesco Vis-
sani. The minimal supersymmetric grand unified theory. Physics Letters B, 588(3-
4):196-202, 2004. DOI: 10.1016/j.physletb.2004.03.031. arXiv:hep-ph/0306242.

Gerard Jungman, Marc Kamionkowski, and Kim Griest. Supersymmetric dark mat-
ter. Physics Reports, 267(5-6):195-373, 1996. DOI: 10.1016,/0370-1573(95)00058-5.

Jonathan A Bagger. Weak-scale supersymmetry: theory and practice. arXiv preprint
hep-ph/9604232, 1996. arXiv:hep-ph/9604232.

Sung-Sik Lee. Emergence of supersymmetry at a critical point of a lattice mo-
del. Physical Review B, 76(7):075103, 2007. DOIL: 10.1103/PhysRevB.76.075103.
arXiv:cond-mat/0611658.

Sung-Sik Lee. Tasi lectures on emergence of supersymmetry, gauge theory and string
in condensed matter systems. arXww preprint arXiw:1009.5127, 2010. arXiv:1009.5127
[hep-th].

Pedro Ponte and Sung-Sik Lee. Emergence of supersymmetry on the surface of three-
dimensional topological insulators. New Journal of Physics, 16(1):013044, 2014. DOI:
10.1088/1367-2630/16/1,/013044. arXiv:1206.2340 [cond-mat.str-el|.

Shao-Kai Jian, Chien-Hung Lin, Joseph Maciejko, and Hong Yao. Emergence of
supersymmetric quantum electrodynamics. Physical review letters, 118(16):166802,
2017. DOI: 10.1103/PhysRevLett.118.166802. arXiv:1609.02146 [cond-mat.str-el.

Bertrand Delamotte. An introduction to the nonperturbative renormalization group.
In Renormalization group and effective field theory approaches to many-body systems,
pages 49-132. Springer, 2012. arXiv:cond-mat/0702365 [cond-mat.stat-mech|.

C Bagnuls and C Bervillier. Exact renormalization group equations: an introductory
review. Physics Reports, 348(1-2):91-157, 2001. DOI: 10.1016,/50370-1573(00)00137-
X. arXiv:hep-th /0002034 [hep-th].

114


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.37.1662
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9911272
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2004.03.031
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0306242
https://doi.org/10.1016/0370-1573(95)00058-5
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9604232
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.76.075103
https://arxiv.org/abs/cond-mat/0611658
https://arxiv.org/abs/1009.5127
https://arxiv.org/abs/1009.5127
https://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/16/1/013044
https://arxiv.org/abs/1206.2340
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.166802
https://arxiv.org/abs/1609.02146
https://arxiv.org/abs/cond-mat/0702365
https://doi.org/10.1016/S0370-1573(00)00137-X
https://doi.org/10.1016/S0370-1573(00)00137-X
https://arxiv.org/abs/hep-th/0002034

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

62]

[63]

[64]

Oliver J Rosten. Fundamentals of the exact renormalization group. Physics Reports,
511(4):177-272, 2012. DOI: 10.1016/j.physrep.2011.12.003. arXiv:1003.1366[hep-th].

Nicolas Dupuis, L Canet, Astrid Eichhorn, W Metzner, Jan M Pawlowski, M Tissier,
and N Wschebor. The nonperturbative functional renormalization group and its
applications. Physics Reports, 910:1-114, 2021. DOI: 10.1016/j.physrep.2021.01.001.
arXiv:2006.04853|cond-mat.stat-mech].

Christof Wetterich. Exact evolution equation for the effective potential.
Physics Letters B, 301(1):90-94, 1993. DOI: 10.1016/0370-2693(93)90726-X.
arXiv:1710.05815[hep-th].

Christof Wetterich. Average action and the renormalization group equations. Nuclear
Physics B, 352(3):529-584, 1991. DOI: 10.1016,/0550-3213(91)90099-J.

Christof Wetterich. The average action for scalar fields near phase transitions.
Zeitschrift fir Physik C  Particles and Fields, 57(3):451-469, 1993. DOL:
10.1007/BF01474340.

Ch Wetterich. Improvement of the average action. Zeitschrift fiir Physik C Particles
and Fields, 60(3):461-469, 1993. DOI: 10.1007,/BF01560044.

Michael E Fisher. Renormalization group theory: Its basis and formulation in sta-
tistical physics. Reviews of Modern Physics, 70(2):653, 1998. DOI: 10.1103/Rev-
ModPhys.70.653.

Tim R Morris. Elements of the continuous renormalization group. Progress of
Theoretical Physics Supplement, 131:395—414, 1998. DOI: 10.1143/PTPS.131.395.
arXiv:hep-th/9802039.

Ken-Ichi Aoki. Introduction to the non-perturbative renormalization group and its
recent applications. International Journal of Modern Physics B, 14(12n13):1249—
1326, 2000. DOI: 10.1142/50217979200000923.

Juergen Berges, Nikolaos Tetradis, and Christof Wetterich. Non-perturbative renor-
malization flow in quantum field theory and statistical physics. Physics Reports,
363(4-6):223-386, 2002. DOI: 10.1016,/50370-1573(01)00098-9. arXiv:0005122[hep-
ph].

Franziska Synatschke, Georg Bergner, Holger Gies, and Andreas Wipf. Flow equa-
tion for supersymmetric quantum mechanics. Journal of High Energy Physics,
2009(03):028, 2009. DOT: 10.1088/1126-6708,/2009/03/028. arXiv:0809.4396|hep-th|.

115


https://doi.org/10.1016/j.physrep.2011.12.003
https://arxiv.org/abs/1003.1366
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2021.01.001
https://arxiv.org/abs/2006.04853
https://doi.org/10.1016/0370-2693(93)90726-X
https://arxiv.org/abs/1710.05815
https://doi.org/10.1016/0550-3213(91)90099-J
https://doi.org/10.1007/BF01474340
https://doi.org/10.1007/BF01560044
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.70.653
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.70.653
https://doi.org/10.1143/PTPS.131.395
https://arxiv.org/abs/hep-th/9802039
https://doi.org/10.1142/S0217979200000923
https://doi.org/10.1016/S0370-1573(01)00098-9
https://arxiv.org/abs/hep-ph?0005122
https://arxiv.org/abs/hep-ph?0005122
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2009/03/028
https://arxiv.org/abs/0809.4396

[65]

|66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

73]

[74]

Franziska Synatschke, Holger Gies, and Andreas Wipf. The Phase Diagram for Wess-
Zumino Models. In AIP Conference Proceedings, volume 1200, pages 1097-1100.
American Institute of Physics, 2010. DOIL: 10.1063/1.3327547. arXiv:0909.4189|hep-
th].

Franziska Synatschke-Czerwonka, Thomas Fischbacher, and Georg Bergner. Two-
dimensional N' = (2,2) Wess-Zumino model in the functional renormalization
group approach.  Physical Review D, 82(8):085003, 2010. DOI: 10.1103,/Phys-
RevD.82.085003. arXiv:1006.1823|hep-th].

Franziska Synatschke, Jens Braun, and Andreas Wipf. N' = 1 Wess-Zumino model
in d = 3 at zero and finite temperature. Physical Review D, 81(12):125001, 2010.
DOI: 10.1103/PhysRevD.81.125001. arXiv:1001.2399|hep-th].

M Mastaler, F Synatschke-Czerwonka, and A Wipf. Supersymmetric renorma-
lization group flows. Physics of Particles and Nuclei, 43:593-599, 2012. DOI:
10.1134/S1063779612050255.

Polina Feldmann. Functional Renormalization Group Approach to the
3—Dimensional N = 2 Wess-Zumino Model. PhD thesis, Faculty of Physics and
Astronomy, Friedrich Schiller University Jena, 2016.

Polina Feldmann, Andreas Wipf, and Luca Zambelli. Critical wess-zumino mo-
dels with four supercharges in the functional renormalization group approach.
Physical Review D, 98(9):096005, 2018.  DOI: 10.1103/PhysRevD.98.096005.
arXiv:1712.03910[hep-th].

Marianne Heilmann, Tobias Hellwig, Benjamin Knorr, Marcus Ansorg, and An-
dreas Wipf. Convergence of derivative expansion in supersymmetric functio-
nal RG flows.  Journal of High Energy Physics, 2015(2):1-27, 2015. DOI:
10.1007/JHEP02(2015)109. arXiv:1409.5650[hep-th]|.

Jan Lopuszanski. Introduction to symmetry and supersymmetry in quantum field
theory. World Scientific, 1990.

John Terning. Modern supersymmetry: Dynamics and duality. Oxford University
Press, 2006.

S James Gates Jr, Marcus T Grisaru, Martin Rocek, and Warren Siegel. Superspace,
or one thousand and one lessons in supersymmetry. arXiv preprint hep-th/0108200,
2001.

116


https://doi.org/10.1063/1.3327547
https://arxiv.org/abs/0909.4189
https://arxiv.org/abs/0909.4189
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.82.085003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.82.085003
https://arxiv.org/abs/1006.1823
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.81.125001
https://arxiv.org/abs/1001.2399
https://doi.org/10.1134/S1063779612050255
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.096005
https://arxiv.org/abs/1712.03910
https://doi.org/10.1007/JHEP02(2015)109
https://arxiv.org/abs/1409.5650

[75] David Tong. Supersymmetric field theory. Online  source, 2021.
www.damtp.cam.ac.uk /user/tong/susy /susy.pdf.

[76] David Bailin and Alexander Love. Supersymmetric gauge field theory and string
theory. Taylor & Francis, 1994.

[77] Steven Weinberg. The quantum theory of fields: volume 3, supersymmetry. Cambridge
university press, 2005.

[78] Sidney Coleman and Jeffrey Mandula. All possible symmetries of the s matrix.
Physical Review, 159(5):1251, 1967. DOL: 10.1103/PhysRev.159.1251.

[79] Rudolf Haag, Jan T Lopuszanski, and Martin Sohnius. All possible generators of
supersymmetries of the s-matrix. Nuclear Physics B, 88(2):257-274, 1975. DOL:
10.1016,/0550-3213(75)90279-5.

[80] Albert Einstein et al. On the electrodynamics of moving bodies. Annalen der physik,
17(10):891-921, 1905.

[81] Henri Poincaré. La dynamique de [’électron. A. Dumas, 1913.

[82] Hermann Minkowski. Die grundgleichungen fiir die elektromagnetischen vorgénge in
bewegten korpern. Mathematische Annalen, 68(4):472-525, 1910.

[83] Hermann Minkowski. Raum und zeit. Springer, 1988.

[84] Robin Ticciati. Quantum field theory for mathematicians. Number 72. Cambridge
University Press, 1999.

[85] Karin Erdmann and Mark J Wildon. Introduction to Lie algebras, volume 122. Sprin-
ger, 2006.

[86] Nicolas Bourbaki. Lie groups and Lie algebras: Chapters 1-3, volume 1. Springer
Science & Business Media, 1989.

[87] Julius Wess and Bruno Zumino. A Lagrangian model invariant under supergau-
ge transformations. Physics Letters B, 49(1):52-54, 1974. DOI: 10.1016,/0370-
2693(74)90578-4.

[88] Sergio Ferrara and B Zumino. Supergauge invariant Yang-Mills theories. Nuclear
Physics B, 79(3):413-421, 1974. DOI: 10.1016,/0550-3213(74)90559-8.

117


http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/susy/susy.pdf
https://doi.org/10.1103/PhysRev.159.1251
https://doi.org/10.1016/0550-3213(75)90279-5
https://doi.org/10.1016/0370-2693(74)90578-4
https://doi.org/10.1016/0370-2693(74)90578-4
https://doi.org/10.1016/0550-3213(74)90559-8

[89]

[90]

[91]

192]

193]

194]

[95]

[96]

197]

98]

[99]

[100]

[101]

Kenneth G Wilson. Renormalization group and critical phenomena. i. renormaliza-
tion group and the kadanoff scaling picture. Physical review B, 4(9):3174, 1971. DOLI:
10.1103/PhysRevB.4.3174.

Kenneth G Wilson. Renormalization group and critical phenomena. ii. phase-
space cell analysis of critical behavior. Physical Review B, 4(9):3184, 1971. DOI:
10.1103/PhysRevB.4.3184.

Kenneth G Wilson. The renormalization group and the € expansion. Physics reports,
12(2):75-199, 1974. DOI: 10.1016,/0370-1573(74)90023-4.

Steven Weinberg. The Quantum Theory of Fields, volume 1. Cambridge University
Press, 1995.

Steven Weinberg. The Quantum Theory of Fields, volume 2. Cambridge University
Press, 1996.

Matthew D Schwartz. Quantum field theory and the standard model. Cambridge
university press, 2014.

Michael E Peskin. An introduction to quantum field theory. CRC press, 2018.

Tian Yu Cao and Silvan S Schweber. The conceptual foundations and the phi-
losophical aspects of renormalization theory. Synthese, 97:33—108, 1993. DOI:
10.1007/BF01255832.

Olivier Piguet and Silvio P Sorella. Algebraic renormalization: Perturbative renorma-

lization, symmetries and anomalies, volume 28. Springer Science & Business Media,
1995.

Quantum electrodynamics at small distances. Physical Review, 95(5):1300, 1954.
DOI: 10.1103 /PhysRev.95.1300.

Curtis G Callan Jr. Broken scale invariance in scalar field theory. Physical Review
D, 2(8):1541, 1970. DOL: 10.1103, PhysRevD.2.1541.

Small distance behaviour in field theory and power counting. Communications in
Mathematical Physics, 18:227-246, 1970. DOI: 10.1007/BF01649434.

Leo P Kadanoff. Scaling laws for ising models near t c¢. Physics Physique Fizika,
2(6):263, 1966. DOIL: 10.1103/PhysicsPhysiqueFizika.2.263.

118


https://doi.org/10.1103/PhysRevB.4.3174
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.4.3184
https://doi.org/10.1016/0370-1573(74)90023-4
https://doi.org/10.1007/BF01255832
https://doi.org/10.1103/PhysRev.95.1300
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.2.1541
https://doi.org/10.1007/BF01649434
https://doi.org/10.1103/PhysicsPhysiqueFizika.2.263

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

111

[112]

[113]

Kenneth G Wilson. The renormalization group: Critical phenomena and the kon-
do problem. Reviews of modern physics, 47(4):773, 1975. DOIL: 10.1103/Rev-
ModPhys.47.773.

Sergio Ferrara and O Piguet. Perturbation theory and renormalization of su-
persymmetric yang-mills theories. Nuclear Physics B, 93(2):261-302, 1975. DOLI:
10.1016/0550-3213(75)90573-8.

Paul Adrien Maurice Dirac. The quantum theory of the emission and absorption of
radiation. Proceedings of the Royal Society of London. Series A, Containing Papers
of a Mathematical and Physical Character, 114(767):243-265, 1927. DOL: 10.1098 /rs-
pa.1927.0039.

G. 't Hooft and M. Veltman. Regularization and renormalization of gauge fields.
Nuclear Physics B, 44(1):189-213, 1972. DOI: 10.1016,/0550-3213(72)90279-9.

CG Bollini and JJ Giambiagi. Dimensional regularization in configuration space.
Physical Review D, 53(10):5761, 1996. DOI: 10.1103/PhysRevD.53.5761.

G. Cicuta and E. Montaldi. Analytic renormalization via continuous space dimension.
Lettere al Nuovo Cimento (1971-1985), 4(9):329-332, 1972.

AL Cherchiglia, Marcos Sampaio, B Hiller, and AP Baéta Scarpelli. Subtleties
in the beta-function calculation of n= 1 supersymmetric gauge theories. The Eu-
ropean Physical Journal C, 76(2):47, 2016. DOI: 10.1140/epjc/s10052-015-3859-x.
arXiv:1508.05421 hep-th].

Laurence F Abbott. The background field method beyond one loop. Nuclear Physics
B, 185(1):189-203, 1981. DOI: 10.1016,/0550-3213(81)90371-0.

MT Grisaru and D Zanon. Covariant supergraphs:(i). yang-mills theory. Nuclear
Physics B, 252:578-590, 1985. DOIL: 10.1016,/0550-3213(85)90463-8.

M Shifman. Non-perturbative dynamics in supersymmetric gauge theories. Progress
in Particle and Nuclear Physics, 39:1-116, 1997. DOI: 10.1016,/50146-6410(97)00042-
2. arXiv:hep-th /9704114.

Y Meurice and GC Rossi. Non-perturbative aspects in supersymmetric gauge theo-
ries. Physics reports, 162(4):169-248, 1988. DOI: 10.1016,/0370-1573(88)90182-2.

PC West. The supersymmetric effective potential. 1976.

119


https://doi.org/10.1103/RevModPhys.47.773
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.47.773
https://doi.org/10.1016/0550-3213(75)90573-8
https://doi.org/10.1098/rspa.1927.0039
https://doi.org/10.1098/rspa.1927.0039
https://doi.org/10.1016/0550-3213(72)90279-9
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.53.5761
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-015-3859-x
https://arxiv.org/abs/1508.05421
https://doi.org/10.1016/0550-3213(81)90371-0
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90463-8
https://doi.org/10.1016/S0146-6410(97)00042-2
https://doi.org/10.1016/S0146-6410(97)00042-2
https://arxiv.org/abs/hep-th/9704114
https://doi.org/10.1016/0370-1573(88)90182-2

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

121

[122]

[123]

[124]

B Zumino. Broken supergauge symmetry and renormalization. Nuclear Physics B,
76(2):310-332, 1974. DOL: doi.org/10.1016,/0550-3213(74)90388-5.

Nathan Seiberg. Naturalness versus supersymmetric non-renormalization theo-
rems. Physics Letters B, 318(3):469-475, 1993. DOI: 10.1016,/0370-2693(93)91541-T.
arXiv:hep-ph/9309335.

Peter West. Introduction To Supersymmetry And Supergravity (Revised And Extended
2nd Edition). World Scientific Publishing Company, 1990.

Stephen L Adler and William A Bardeen. Absence of higher-order corrections in
the anomalous axial-vector divergence equation. Physical Review, 182(5):1517, 1969.
DOI: 10.1103/PhysRev.182.1517.

DRT Jones and Jacques P Leveille. Dimensional regularization and the two-loop
axial anomaly in abelian, non-abelian and supersymmetric gauge theories. Nuclear
Physics B, 206(3):473-495, 1982. DOI: 10.1016,/0550-3213(82)90279-6.

Stephen L Adler, John C Collins, and Anthony Duncan. Energy-momentum-tensor
trace anomaly in spin-1/2 quantum electrodynamics. Physical Review D, 15(6):1712,
1977. DOI: 10.1103/PhysRevD.15.1712.

LV Avdeev, OV Tarasov, and AA Vladimirov. Vanishing of the three-loop charge
renormalization function in a supersymmetric gauge theory. Physics Letters B, 96(1-
2):94-96, 1980. DOI: 10.1016,/0370-2693(80)90219-1.

B Milewski and D Zanon. Supercurrents, anomalies, and the adler-bardeen theorem.
Physics Letters B, 157(2-3):174-178, 1985. DOI: 10.1016,/0370-2693(85)91540-0.

Marcus T Grisaru, B Milewski, and D Zanon. The supercurrent and the adler-
bardeen theorem. Nuclear Physics B, 266(3-4):589-619, 1986. DOI: 10.1016,/0550-
3213(86)90187-2.

Nima Arkani-Hamed and Hitoshi Murayama. Holomorphy, rescaling anomalies and
exact § functions in supersymmetric gauge theories. Journal of High Energy Physics,
2000(06):030, 2000. DOI: 10.1088/1126-6708/2000/06,/030. arxiv:hep-th/9707133.

KV Stepanyantz. Derivation of the exact NSVZ -function in NV = 1 SQED, regulari-
zed by higher derivatives, by direct summation of feynman diagrams. Nuclear Physics
B, 852(1):71-107, 2011. DOT: 10.1016/j.nuclphysb.2011.06.018. arXiv:1102.3772|hep-
th.

120


https://doi.org/10.1016/0550-3213(74)90388-5
https://doi.org/10.1016/0370-2693(93)91541-T
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9309335
https://doi.org/10.1103/PhysRev.182.1517
https://doi.org/10.1016/0550-3213(82)90279-6
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.15.1712
https://doi.org/10.1016/0370-2693(80)90219-1
https://doi.org/10.1016/0370-2693(85)91540-0
https://doi.org/10.1016/0550-3213(86)90187-2
https://doi.org/10.1016/0550-3213(86)90187-2
https://doi.org/10.1088/1126-6708/2000/06/030
https://arxiv.org/abs/hep-th/9707133
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2011.06.018
https://arxiv.org/abs/1102.3772
https://arxiv.org/abs/1102.3772

[125] KV Stepanyantz. The NSVZ [-function and the Schwinger-Dyson equations
for n N= 1 SQED with n; flavors, regularized by higher derivatives. Jour-
nal of High Energy Physics, 2014(8):1-77, 2014. DOIL: 10.1007/JHEP08(2014)096.
arXiv:1404.6717[hep-th].

[126] Peter Kopietz, Lorenz Bartosch, and Florian Schiitz. Introduction to the functional
renormalization group, volume 798. Springer Science & Business Media, 2010.

[127] Vieri Mastropietro. Non-perturbative renormalization. World Scientific, 2008.

[128] Jean Zinn-Justin. Quantum field theory and critical phenomena, volume 171. Oxford
university press, 2021.

[129] Timothy J Hollowood. Renormalization Group and Fized Points: In Quantum Field
Theory, volume 48. Springer, 2013.

[130] Alexander Krasnitz, Yuri A Kubyshin, Robertus Potting, and P Sa. Eract Renor-
malization Group, The-Proceedings Of The Workshop. World Scientific, 1999.

[131] Jan M Pawlowski. Aspects of the functional renormalisation group. Annals
of Physics, 322(12):2831-2915, 2007. DOI: 10.1016/j.a0p.2007.01.007. arXiv:hep-
th/0512261.

[132] Tim R Morris. The exact renormalization group and approximate solutions.
International Journal of Modern Physics A, 9(14):2411-2449, 1994.  DOL
10.1142/50217751X94000972. arXiv:9308265[hep-ph].

[133] Florian Schiitz, Lorenz Bartosch, and Peter Kopietz. Collective fields in the fun-
ctional renormalization group for fermions, ward identities, and the exact solution
of the tomonaga-luttinger model. Physical Review B, 72(3):035107, 2005. DOI:
10.1103/PhysRevB.72.035107. arXiv:cond-mat/0409404.

[134] Florian Schiitz. Aspects of strong correlations in low dimensions. PhD thesis, Frank-
furt (Main), Univ., Diss., 2005, 2005.

[135] Florian Schiitz and Peter Kopietz. Functional renormalization group with vacuum
expectation values and spontaneous symmetry breaking. Journal of Physics A:
Mathematical and General, 39(25):8205, 2006. DOI: 10.1088/0305-4470/39 /25 /528.
arXiv:cond-mat /0512027.

[136] The s matrix in quantum electrodynamics. Physical Review, 75(11):1736, 1949. DOI:
10.1103 /PhysRev.75.1736.

121


https://doi.org/10.1007/JHEP08(2014)096
https://arxiv.org/abs/1404.6717
https://doi.org/10.1016/j.aop.2007.01.007
https://arxiv.org/abs/hep-th/0512261
https://arxiv.org/abs/hep-th/0512261
https://doi.org/10.1142/S0217751X94000972
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9308265
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.72.035107
https://arxiv.org/abs/cond-mat/0409404
https://doi.org/10.1088/0305-4470/39/25/S28
https://arxiv.org/abs/cond-mat/0512027
https://doi.org/10.1103/PhysRev.75.1736

[137] KB Efetov. Supersymmetry and theory of disordered metals. advances in Physics,
32(1):53-127, 1983.

[138] Konstantin Efetov. Supersymmetry in disorder and chaos. Cambridge university
press, 1999.

[139] Holger Gies. Introduction to the functional rg and applications to gauge theories.
In Renormalization group and effective field theory approaches to many-body sys-
tems, pages 287-348. Springer, 2012. DOI: 10.1007/978-3-642-27320-9-6. arXiv:hep-
ph/0611146.

[140] Daniel F Litim. Optimized renormalization group flows. Physical Review D,
64(10):105007, 2001. DOI: 10.1103,/PhysRevD.64.105007. arXiv:hep-th /010319.

[141] JF Nicoll and TS Chang. An exact one-particle-irreducible renormalization-group
generator for critical phenomena. Physics Letters A, 62(5):287-289, 1977. DOL:
10.1016,/0375-9601(77)90417-0.

[142] Ulrich Ellwanger. Flow equations for n point functions and bound states. Zeitschrift
fir Physik C Particles and Fields, 62(3):503-510, 1994. DOI: 10.1007/BF01555911.
arXiv:9308260|hep-ph].

[143] M Bonini, M D’Attanasio, and G Marchesini. Perturbative renormalization and
infrared finiteness in the wilson renormalization group: The massless scalar ca-
se. Nuclear Physics B, 409(2):441-464, 1993. DOI: 10.1016,/0550-3213(93)90588-(.
arXiv:9301114|hep-th].

[144] Daniel F Litim. Scheme independence at first order phase transitions and the renor-
malisation group. Physics Letters B, 393(1-2):103-109, 1997. DOI: 10.1016,/S0370-
2693(96)01613-9. arXiv:hep-th/9609040.

[145] Richard D Ball, Peter E Haagensen, Josél Latorre, and Enrique Moreno. Scheme
independence and the exact renormalization group. Physics Letters B, 347(1-2):80—
88, 1995. DOI: 10.1016/0370-2693(95)00025-G. arXiv:hep-th/9411122.

[146] Daniel F Litim. Mind the gap. [International Journal of Modern Physics A,
16(11):2081-2087, 2001. DOT: 10.1142/S0217751X01004748. arXiv:hep-th /0104221,

[147] Alessio Baldazzi, Roberto Percacci, and Luca Zambelli. Functional renormalization
and the ms scheme. Physical Review D, 103(7):076012, 2021. DOI: 10.1103,/Phys-
RevD.103.076012.

122


https://doi.org/10.1007/978-3-642-27320-9_6
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0611146
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0611146
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.64.105007
https://arxiv.org/abs/hep-th/0103195
https://doi.org/10.1016/0375-9601(77)90417-0
https://doi.org/10.1007/BF01555911
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9308260
https://doi.org/10.1016/0550-3213(93)90588-G
https://arxiv.org/abs/hep-th/9301114
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(96)01613-9
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(96)01613-9
https://arxiv.org/abs/hep-th/9609040
https://doi.org/10.1016/0370-2693(95)00025-G
https://arxiv.org/abs/hep-th/9411122
https://doi.org/10.1142/S0217751X01004748
https://arxiv.org/abs/hep-th/0104221
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.076012
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.076012

[148] Jean-Paul Blaizot, Ramén Méndez-Galain, and Nicolas Wschebor. Nonperturbative
renormalization group and momentum dependence of n-point functions. i. Physi-
cal Review E, 74(5):051116, 2006. DOI: 10.1103/PhysRevE.74.051116. arXiv:hep-
th/0512317.

[149] Jean-Paul Blaizot, Ramon Méndez-Galain, and Nicolas Wschebor. A new method
to solve the non-perturbative renormalization group equations. Physics Letters B,
632(4):571-578, 2006. DOIL: 10.1016/j.physleth.2005.10.086. arXiv:hep-th/0503103.

[150] Jean-Paul Blaizot, Ramon Méndez-Galain, and Nicolas Wschebor. Nonperturbative
renormalization group and momentum dependence of n-point functions. ii. Physi-
cal Review E, 74(5):051117, 2006. DOI: 10.1103/PhysRevE.74.051117. arXiv:hep-
th/0603163.

[151] Roberto Percacci. Asymptotic safety. arXiv preprint, 2009. arXiv:0709.3851 hep-th].

[152] Holger Gies and Christof Wetterich. Renormalization flow of bound states. Physi-
cal Review D, 65(6):065001, 2002. DOI: 10.1103/PhysRevD.65.065001. arXiv:hep-
th/0107221.

123


https://doi.org/10.1103/PhysRevE.74.051116
https://arxiv.org/abs/hep-th/0512317
https://arxiv.org/abs/hep-th/0512317
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2005.10.086
https://arxiv.org/abs/hep-th/0503103
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.74.051117
https://arxiv.org/abs/hep-th/0603163
https://arxiv.org/abs/hep-th/0603163
https://arxiv.org/abs/0709.3851
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.65.065001
https://arxiv.org/abs/hep-th/0107221
https://arxiv.org/abs/hep-th/0107221

Apéndices

124



Apéndice A
Notaciones y convenciones

En este trabajo se usaran las siguientes convenciones para espinores, se han adoptado
de [706]:

» Métrica espaciotemporal plana: 1, = n*" = diag(1, —1,

—1,-1).
» Matrices sigma: o/ = (I, 7), o = (I3, —7) = 0,
1
o == (ota” — o"a")
4
ot == (gt — a"a")

= Representacion de Weyl de las matrices gamma:

0 o
no_
"= (o 7)

| —I, 0
%zﬁ%ﬁfz(ogb)
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= Espinores derechos e izquierdos. Sea un espinor de Dirac Vp = W + Ug:

¢a E\:[jL = (1 - 75) \I[D

DN = DN

)_(d E\I/RI (1—|—’}/5) \I/D

= Métricas en indices espinoriales:

de tal forma que:

V- x = Xa = (—io?)x = =X
U X =Pax =¥ (i0°)X = —Xat*

Algunas propiedades ttiles que se extraen (omitiendo los indices) son:

Yox=x-y
VX =x-Y
X0") = — o'’y
X" = —potx
X0 = — oy
Tr [o*5"] =Tr [6¥0”] = 20™
Tr[o#6"0Pa7| =2 (' nf™ — !PT + nH"n"P + iePT)
Tr[c'o"a?07] =2 (N*'nfT — n!Pn’™ + nhTnP — iePT) .
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1
003 25(99)(50‘5
_ 1 - :
6:,0° 25(00)&?.
La convencion para el espacio de momentum sera:

1

F(q) =
(9) (\/ﬁ)d
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Apéndice B

Representaciones irreducibles de SU(2)

Comenzaremos diciendo que el grupo SU(2), cuyos generadores respetan las relaciones
de conmutacion:

[J*, J7] = ie7*J, (B.1)

es un grupo compacto, esto quiere decir que sus representaciones irreducibles son de di-
mension finita. El grupo consta de tres generadores, J*, J? y J3, de los cuales solo es
posible diagonalizar de forma simultdnea uno de ellos, el cual se toma por convenciéon J3.
Denotamos por |j3) al autovector de J* con autovalor j3, de tal forma que:

T2 sy = js ljs) - (B.2)
Por otro lado, redefiniremos los generadores restantes J! y J? de la siguiente forma:
JE=J+iJ% (B.3)
los cuales cumplen con las siguientes relaciones de conmutacion:
[P, 5 =xJ*, [JH T =07, (B.4)

y ademas JEI = JF.

Ahora veremos que los operadores J* actiian de forma interesante sobre los autovectores
de J3, usando Ec.(B.4):

JP T |js) =JF T |j3) + (]2, Ji] |j3)
=(js £ 1)J" |js) , (B.5)
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es decir, los operadores J* aumentan /disminuyen en 1 el autovalor js, por ello se denominan
operadores de subida/bajada.

Como ya fue mencionado, este grupo es compacto, por lo tanto la dimensién de sus
representaciones irreducibles debe ser finita, debido a que |j3) es un autovector de una
representacion irreducible entonces debe existir un valor maximo jnax = j3 + N y uno
minimo ju, = 73 — M de tal forma que

J* |jméx> =J" |jmin> = 0. (BG)
De Ec.(B.5) se puede ver que
T gs) oclis+1), vy I 1gs) oc |z — 1), (B.7)

ademas, debido a la hermiticidad de los operadores, entonces jmsx = Jjmin = J. La forma
explicita de Ec.(B.7) es:

T |js) = %m ) FEAS (B.5)

y la dimensioén de la representacion es dim= 25+1yaque js = —j,—j+1,...0,...,5 — 1, J.
Por otro lado, el grupo SU(2) posee un operador de Casimir, es decir, un operador que
conmuta con los tres generadores. El operador es:

= (I + (J2)* + (%)

=J I+ J I+ (). (B.9)

Para encontrar el autovalor de J? en el estado |j3) podemos usar Ec.(B.8), de esta forma
vemos que

J2 4, ds) = (G + 1) 15, 7s) - (B.10)

En conclusion, cada representacion irreducible del algebra de SU(2) esté caracterizada por
un valor semientero j y tiene dimensiéon 25 + 1.
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Apéndice C
Calculo en variables de Grassmann

Las variables de Grassman son coordenadas complejas que transforman como fermiones
de Weyl de dos componentes 6, 6.

Si ( es una variable de Grassman, entonces la funcién escalar mas general que puede
definirse es:

Q)= fo+Ch, (C.1)
ya que (2 = 0'. Se define la derivada de la funcién respecto a ¢ como:
df
g 2
i S (C.2)

Del mismo modo se puede definir la integracion, imponiendo las identidades:

/dg 0, /dgg 1 (C.3)

e imponiendo linearidad. Esto muestra que la integral de la funcion escalar es

/ dcF(C) = fi, (C.4)

mostrando la curiosa propiedad de que, respecto a variables de Grassman, la integracion y
diferenciacion son iguales.

'El orden importa, ya que f; podria ser otra variable de Grassman.
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Apéndice D

Operadores APL’ para modelo quiral +
vectorial

Los operadores usados para el célculo de la ecuacion de Wetterich son:

g T'¥pe
g T@pp

@, pp =

Y
yrF
0
my + Yr@
QkZG¢5T

F(Q)k — (

20:Zs¢'A 268 ZspA

0 my + yed'  gpZad

ypF1
gl myg + Yx¢
my + yro! Zg
0 0
gZad 0
0
0 ~ o’
%02 V2gpZgAo®
0 0
0 0
0 0
g2t g ot or
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0 g Zad!
0 0
Zs 0
0 Zy
0 0
V21 Zc" o
0
0
0
0
0

(D.1)

QQI%ZSQNA
0
0
0
L7y + 22 250"
(D.2)

0
0
0

D.3
X (D3)
0
0



0 —WGr 00 0 guZeyc”
re | et VEgZade® 00 0 g Zei"or (D.4)
V209uZc)T o? 0 000 0
0 0 0 00 0
i(m f
Z4qu0" + geZaA,o" —% 2 0 0
N %02 2400 + G126 AT 291 Zqpt0? 0 :
0 V291 Zcdo* Zyq,o" 0
0 0 0 Zy "7
(D.5)
donde
v = Zsq® + Zsgi A’ + ZagiD. (D.6)
Por otro lado,
[ Rk Ripr
B = ( Ryrp  Rirr (D-7)
) 0 0 2rM  grort®@g 2g21°P* ) ) A
0 ) 2rM 0 groPt@)pf 2g2roPt3) gt A
0 oM et 0 0
Bip = 2rM 0 0 0
gkropt(2)¢’f ngOpt(2)¢ 0 0 opt 0
2g2roP gt A 2g2rPtBlp A 0 0 t™M 4 %tom + 2g2r°PtB)
(D.8)
0 0 . \/ﬁgkropt(Q)wTO.Q 0
0 V2Pt @) X g2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
gkropt@)&u@ gk7°°pt(2)5”¢T 0 0
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0 0 0 0 0 grort®ary
0 V2girPt @ Ag2 0 0 0 gprort@gheT
Brr = 2 D.10
kBF ﬁgkropt(Q)wTO.Z 0 000 0 ( )
0 0 000 0
roptqua-/t + ng"pt(z)Auﬁf‘ Z.TMO_Q 0 0
R = —irtlo? roPq, Tk +ng°pt(2)Au6T“ V2. r°Pt @ gt 52 0
kFF = 0 ﬂgkropt(2)¢0,2 tOPtqu(_jl“‘ 0
0 0 0 t"ptq“WT,
(D.11)
donde,
) = 7Aoptqz + gkropt(Q)D + gkropt(iﬁ)AQ' (D.12)
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Apéndice E

Operadores APL’ para electrodinamica
cuantica supersimétrica

Los operadores usados son:

G, =T% 4+ R, (E.1)
y
O Ry (E.2)
Su forma explicita es:
G(BB CTVBF 8tRkBB 0 >
Gy = . O.R = E.3
g <GFB GFF) e ( 0 OiRypp (E:3)
Gpp =
K_ 0 0 0 0 0 0 my Zobd. —2Z¢Ab_
0 K_ 0 0 0 0 mo 0  Zep ' —2ZpA¢ T
0 0 R 0 0 mo 0 0 0 0
0 0 0 R mo 0 0 0 0 0
0 0 0 mo K+ 0 0 0 —Zq)¢+ 2AZ<I)§Z5+
0 0 mo 0 0 K. 0 0 —Zpbd ' 2AZpo,T
0 mo 0 0 0 0 R 0 0 0
mo 0 0 0 0 0 0 R 0 0
Zop! Zop— 0 0 —Zedp! —Zapy 0 0 T 0
—275A0_ T —2Z5Ad_ 0 0 24Ze¢.' 2AZed. 0 0 0 J
(E.4)
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(E.8)
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Apéndice F

Operadores a segundo orden para
electrodindmica cuantica supersimétrica

El propagador regularizado G, fue descompuesto en Gy, y AGy. Su forma explicita es

GO,kBB =

OOS OO OO OO

‘Ql\?
b

o

Gor = (

Qw
o
&

OOOS o O OO

o

OOOOS o O

Ao o

[e=]

GO,kBB

0

S Rooo
<

OOOOOS
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(F.13)
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