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Resumen

La presente investigacion explora el desempenio de una mdquina térmica y magnéti-
ca considerando un modelo efectivo de spin interactuante denominado modelo Clock de
q-estados (extension del modelo de Ising), con redefinicion de un hamiltoniano expresado
con interaccion de ‘exchange’ J vy acople a campo magnético externo B (teoria ¢*, escalar)
en unidades de energia. Se expone la termodindmica para los ’'relojes’ ¢ = 2,4,6,8 de una
red cuadrada L = 3,16,32,64,128,256 bajo la teoria de campo medio, cual aproxrima me-
diante la redefinicion del spin efectivo en torno a un pardmetro de orden m (relacionado
a la magnetizacion M ) y depreciando fluctuaciones de seqgundo orden torno a éste.

Se plantea revisitar el ciclo cldsico de Otto con reservorios definidos tal que los pro-
cesos en equilibrio térmico sucedan entre fases de orden y/o desorden identificadas en los
diagramas de fase. Se revisan los desempenos del motor magnético en términos de trabajo
neto aportado al ambiente y la eficiencia del mismo. Se comparan resultados obtenidos
calculando la energia de todos los microestados (q**F ) respecto el resultado de la teoria de
campo medio para una red 3 X 3 con bordes no interactuantes. Se propone una erpresion
para restringir la cantidad de vecinos cercanos efectivos z.ry en términos del tamano de la
red, a través de la minimizacion de la diferencia de energia interna exacta respecto campo
medio. Se constata la transicion de Berenzinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) para ¢ > 5
en nuestros relojes ¢ = 6, 8.

Con reservorios de temperatura baja y alta (T; = 0,6 y T, = 6,0) y campo magnético
externo (B = 1,0 y B, = {1,1, ..., 4,0; 0,1}) en unidades de energia, notamos un mejor
desempeno para el modelo q = 4. La eficiencia del ciclo es proporcional a la libertad del
spin, es decir, con el tamano de q. Al comparar el trabajo y eficiencia obtenido de forma
eracta versus campo medio, notamos que la aprorimacion es menor. El trabajo neto por
spin y la eficiencia, al ser comparado entre distintos tamanos de red, muestra como limite
superior la menor cantidad del estudio L = 3.

Palabras Clave: Motor de Otto, Modelo Clock de ¢-estados, Transiciéon
BKT, Campo Medio.
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Capitulo 1

Introduccion

La comprensién del fenémeno fisico en materiales magnéticos data de
méas de 2.500 anos con la observacién del mineral Magnetita (Fe30y4). Con
la invencion del primer electro magneto se abre una puerta a la investigacion
tedrica y experimental del magnetismo durante mas de un siglo.

Los primeros experimentos mostraron que los materiales amplificaban
o disminuian el flujo magnético suministrado definiendo materiales para-
magnéticos y diamagnéticos respectivamente. Notaron una mayor amplifi-
cacién en algunos materiales como el hierro (Fe), cobalto (Co) y niquel (Ni)
cuales denominaron como ferromagnéticos. De alguna forma, cierto estado de
algunos materiales tiene mayor tendencia a alinear los momentos magnéticos.

Fue alrededor de 1907 cuando Pierre Weiss [1] postula la existencia de un
campo molecular en sus investigaciones del fenémeno ferromagnético, inician-
do una propuesta sin origen para el alineamiento de los momentos magnéti-
cos. Lenz (1920) y su pupilo Ising (1925) [2] propusieron una descripcion
tedrica de la interaccién a nivel de spin de un material ferromagnético para
analizar la fisica cerca de la transiciéon en torno a la temperatura de Curie;
hoy conocido como el modelo de Ising.

Una descripcién del modelo de Ising consiste en una red de particulas
interactuantes donde el momento magnético puede orientarse hacia arriba o
hacia abajo (0 = £1 respecto eje z). Debido a que la interaccién (J) decrece
rapidamente con la distancia, podemos considerar el fenémeno como local
solo interactuando con las particulas. No es necesariamente intuible en este
punto una transicion de fase a cierta temperatura 7, mientras si lo es que la
magnetizacion disminuya de manera continua con la temperatura. A T = 0,
los spines estan alineados; con temperaturas mayores, tal que KT > J, la
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interaccion disminuye su rol y debido a la mayor entropia .S una distribucién
de orientaciones desordenadas de spin es sugerida.

El modelo de Heisenberg (1928) considera el spin como un vector 3D
interactuante con sus atomos vecinos. Desde la generalidad de Heisenberg
podemos recuperar el modelo de Ising. Peierls (1936) constata que el modelo
de Ising muestra propiedades ferromagnéticas. Kramers and Wannier (1941)
registran resultados para redes en dos dimensiones.

La mecénica estadistica nos ofrece variables termodinamicas si conoce-
mos la distribucion de energia de un sistema; si definimos el hamiltoniano,
entonces podemos definir su funcién de particién. Onsager (1944) [3] obtie-
ne la funcién de particién exacta para el modelo de Ising 2D sin un campo
magnético externo; se constata una transicién de fase. Se torna engorroso
calcular para ciertos tamanos de red. Existen soluciones no analiticas desde
la teoria de grupos de renormalizacién [9], K. Wilson (1971).

Lo propuesto por Weiss funda la aproximacién de campo molecular o
también conocida como aproximacion de campo medio. La influencia de to-
dos los vecinos sobre un spin se representa en un campo medio cual sigue la
orientacién promedio de los spines cercanos. Bragg y Williams (1934,1935)
proponen su propia versién estudiando la transicion de orden y desorden de
sistemas binarios; el grado de orden juega un rol importante en el modelo
de campo medio de Weiss. Bethe (1935) y Rushbrooks (1938) consideraron
el campo medio acotado a la interaccién de un spin central y sus vecinos
cercanos igualmente.

Fisica exdtica se ha propuesto mediante extensiones del modelo de Ising
con proximo vecino cercano, extensiones como el g-state Potts models (1952)
con filtro de vecinos. El modelo fue relacionado a ’planar Potts’ o modelo
Clock donde participa Cyril Domb. Para ¢ = 4, el modelo ’planar Potts’ se
puede plantear como el modelo Ashkin—Teller, después Julius Ashkin and
Edward Teller desarrollan un modelo equivalente en 1943. Este tltimo sobre

grillas periédicas nos muestra una primera transicién de orden para ¢ > 4 en
2D (¢ > 2 en 3D).

Por otro lado, el modelo Baxter (1972) propone acoplamientos multi-spin
distinguiendo 2 sub-grillas acopladas por vecinos cercanos y por proximos
vecinos cercanos; el modelo Baxter-Wu (1973) propone una grilla triangular
con acoplamiento de 3-spin con vecinos cercanos.
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El modelo de g-estados (g-state clock model) refiere a que el spin sélo
puede orientarse en una de la ¢ posibles direcciones sobre un reloj de ¢ horas.
En el marco de sélo considerar el término de interaccion de intercambio, para
g > 4 comienza a denominarse modelo XY con ¢-fold anisotropia, mostrando
2 transiciones Kosterlitz-Thouless [4]- [8] [26] [41] [60](Challa and Landau
1986) [16]. Cuando ¢ — oo el modelo 'clock’ tiende aun modelo de spin con-
tinuo; mostrando conectar a modelos XY de spin continuos. El campo de
spin en cristales es una actual darea de interés de la ciencia.

El estudio explora un modelo Clock de ¢-estados conteniendo en su ha-
miltoniano un término de interacciéon de ’exchange’ y un campo externo.
La energia interna del sistema puede considerarse representada en magne-
tizacion, por lo que, esta ultima y la temperatura podrian formar parte de
una maquina térmica suficientemente pequena para que el fenémeno sea do-
minado por el pardmetro magnético exclusivamente. Se selecciona el ciclo
de Otto [25] [27] [33] para el control de la transferencia de calor ambiente-
sistema, con un enfoque clasico mediante procesos cuasi-estaticos, y se espera
analizar el desempeno mediante la sensibilidad del trabajo y eficiencia respec-
to la discretizacion de las orientaciones del spin ¢ y el tamano de la red 2D L.

Las primeras cuestiones en la implementaciéon de un modelo para la
maquina térmica pueden ser preguntas tales ;como obtener la funcién de
particion de manera exacta? o jcuantas configuraciones posibles de orien-
taciéon de espines tiene mi red?, por lo que la estrategia de obtencién de
promedios térmicos es fundamental en la investigacion. Se plantea iniciar
los calculos del ciclo en una red de tamano de control para calibrar un mo-
delo aproximado denominado Campo Medio, bastante conocido en la ciencia.

Cuando la aproximacion de campo medio exprese la funcién de particién
definiremos la energia libre de Helmholtz, y finalmente la energia interna y la
entropia. El andlisis de la energia interna en término de la temperatura nos
informara sobre los estados de orden magnético del sistema donde se espera
que ¢ tenga un rol respecto la cantidad de fases.

Publicaciones a la fecha [51] han constatado en diagramas de fases pa-
ra modelos clock de g-estados que consideran interaccion de ’exchange’ y
de campo magnético externo una bifurcacién de temperaturas criticas apa-
reciendo una fase de vértices denominada BKT, por lo que la seleccion ¢
orientaciones del spin nos recuerda considerar en los distintos caminos del
ciclo térmico en estudio la fijacion de 'fases de orden magnético’.
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Una vez seleccionados los reservorios de nuestra maquina térmica, podre-
mos explorar preguntas como: jcudl ¢ tiene mejor desempeno en extraccion
de trabajo? o jcomo influye la resolucion de la red?.



Capitulo 2

El Modelo

2.1. Materiales

Los estados de la materia y las transiciones de fase han impactado en la
descripcion de los fenémenos y tecnologias. Estudiar el orden y desorden de
los parametros magnéticos tiene aplicacién directa en nuestro dia a dia. Los
campos magnéticos producidos por los imanes del refrigerador o altavoces
surgen de la alineacién cooperativa de los espines de electrones en la ma-
teria, una correlacion a largo alcance. El ferromagnetismo tiene aplicacion
en la industria siendo fundamental para aparatos eléctrico-mecanicos como
electromagnetos, motores eléctricos, generadores, transformadores, test de
materiales ferrosos y discos duros, entre otros. [30]

Durante el siglo pasado, el estudio de materiales ferromagnéticos nos brin-
do el modelo de Ising, y la extencion denominada modelo clock de g-estados
enriquecerd la fisica de nuestro estudio. [10] [12] [13] [17] [18] [24]

Se presenta en este capitulo el modelo fisico que modela un material
de dos dimensiones. Definiremos una red de espines interactuantes, similar al
modelo de Ising, con un aumento en las orientaciones posibles. Implementado
el modelo clock de g-estados, definiremos el hamiltoniano del sistema.
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2.2. Sustancia de trabajo

Consideremos una ldmina cristalina de un material susceptible al fenémeno
magnético. La escala de energia del estudio nos permite modelar el fenémeno
como una red cuadrada de nodos equiespaciados ncon capacidad de interac-
tuar entre ellos. Esta red estd confinada en bordes que no interactuan con el
sistema.

Figura 2.1: Isométrico de una red 3 x 3. Se incluyen nodos de borde. Fuen-
te:Propia.

Sobre cada nodo disponemos particulas con momento magnético repre-
sentado con un vector 2D unitario. Se exluye el grado de libertad mecénico.
La validez de los promedios térmicos depende del tamano del sistema.

2.3. Modelo clock g-estados

Los modelos ferromagnéticos Clock (a veces conocidos como 'modelo vec-
tor Potts’) [11] [19] [22] [26] [31] [35] [47] [56] [50] [52] corresponden a una
version discreta de XY model (Og) y consiste en spines planales donde la
orientacion de éstos es restringuida a ¢ posibles angulos respecto una refe-
rencia (Z,). A bajas temperaturas se observa una fase de orden tipo Ising con
rango largo de correlacion. Para ¢ > 4 se exhibe una fase intermedia entre
ferromagnética y paramagnética denominada Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
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(BKT) [15] [34] que consiste en configuraciones magnéticas tipo vértices y
ondas de spin; el modelo fue a posteriori de que Kosterlitz y Thouless mos-
traran la existencia de un desarrollo critico con singularidades y topologia
ordenadal. A alta temperatura se observan fases desordenadas con decai-
miento exponencial de correlacion.

Se han estudiado las propiedades del modelo Clock para distintos q du-
rante la historia. El modelo clock g-estados aparece como herramienta para
resolver problemas de transiciones de fase; lo caracteriza respecto el mode-
lo continuo el comportamiento critico en el punto de transicién debido a la
pérdida de simetria continua.

En el modelo clock g-estados el spin apunta en un direcciéon de un set
de posibilidades discretizadas en ¢ partes equiespaciadas angularmente. Para
q = 12 las opciones estarian dispuestas como horas de un reloj, Figura 2.3.
En su forma minima (¢ = 2) recupera el modelo de Ising. Expresemos el spin
S con orientacion j de q.

= {sin W‘Z cos WZ .
Sj = {sin(2 q), (2 q)} (2.1)

En la Figura 2.2, notamos distintos relojes a considerar en el estudio.
Para cada configuracién del spin se indica {7, S;}.

Se ha constatado fisica del fendmeno magnético en investigaciones de este
modelo mostrando una fisica exotica, que dado a la flexibilidad de acoplar
con distintas orientaciones, invita a explorar la fisica de spin efectivo.

2.4. Hamiltoniano del sistema

El hamiltoniano se estima en un bano término en relacién al modelo efec-
tivo de momento magnético de particulas interactuantes. La representacion
del spin a nivel de microestados rige bajo libertad discreta con una familia
finita de ¢ orientaciones posibles (limitando ¢ — oo con grupo Os), utilizando

!David J. Thouless, John Michael Kosterlitz y F. Duncan M. Haldane fueron galardo-
nados con el premio nobel de fisica del ano 2016 por el descubrimiento y estudio de este
tipo de transiciones y las fases topoldgicas asociadas.
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{0,{0., 1.} {1.{1. 0.3}
A A - > - o
\ Y
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Figura 2.2: Relojes de ¢ horas. En la parte de arriba de la figura ¢ = 2,4, al
medio ¢ = 6 y abajo ¢ = 8.
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{0 =1}
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una representacion vectorial con teoria de acople a campo escalar.

A considerar una interaccién de vértice electromagnético efectivo, cual se
puede manifestar en el modelo con la integral de ’exchange’ que el estudio
considera escalar positiva, es decir, calibrable a materiales de la tabla pe-
riddica con comportamiento ferromagnético como el fierro Fe, cobalto Co o
niquel Ni.

Contamos con acople a campo magnético, exibiendo para el caso, sélo
el término bipolar alineado al modelo Clock en orientacién 1 de ¢ (¢ = 0
respecto la vertical).

La sustancia en estudio se simplifica como particulas fijadas en una grilla
de L x L = N, nimero de nodos, caracterizando cada nodo por el momento
magnético S con direccion restringida segin el modelo g-clock.

=3 Q@ @
o
&
o
‘,‘flll\‘\‘
o o

Figura 2.3: Ejemplo de direccién de spin. Fuente:Propia.

Las condiciones de borde del problema se proyectan con pardmetro magnéti-
co nulo, el ambiente no interactiia con el sistema. Un concepto clave del
método es definir los vecinos préximos (rol fundamental en la teorfa de cam-
po medio), por ejemplo imaginemos la red sobre una matriz de L x L donde
el elemento de matriz (1,1), representando el 'primer’ nodo de la red, se vi-
sualiza en la Figura 2.4.
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@ Q @ @ @

” i=0;j1

£

A

s @
C’|':1,-_'|=o =11 T isLje2 @ 9
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@
©
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Figura 2.4: Vecinos préximos. Consideramos el nodo (1,1) con vecinos in-
teractuantes, a corto alcance, con disposiciones arriba, abajo, izquierda y
derecha demarcados en color amarillo. Fuente:Propia.

Para un sistema cuantico con hamiltoniano H acoplado a un bano térmi-
co con temperatura 7"y campo magnético externo B en la direccién z, se
debe agregar la energia magnética debido a la libertad del spin efectivo
(H — H — BM), donde M es el operador que representa las componentes
de la magnetizacién total en la direccién del campo magnético. Se plantea
construir el hamiltoniano por términos.

El primer término del Hamiltoniano estéd relacionado a la interaccién de
‘exchange’ con un factor de escala energética J.

Hexchange = - Z jSJ : Sk (22)
(4.%)

Donde (i, j) corresponde a los nodos vecinos cercanos del nodo ’j’. El ob-
jeto que representa el spin se retringue al modelo Clock de g-estados, spin ’.S;’.

El segundo término corresponde a la interaccion con el campo magnético
externo B.

MHp=-) B(np-S)) (2.3)
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Finalmente, el hamiltoniano del sistema queda definido segtin la siguiente
expresién (J y B contienen las unidades del fenémeno). Los vectores de
orientacién del campo magnético ng = (0, 1) (orientacién j = 0 para todo q)
y del spin S; son unitarios adimensionales.

H = Hemchange + HB (24)

M= =378 50— Y Blis - 5)) (25
(4,k) J

2.5. Unidades

Consideramos la temperatura y el campo magnético en unidades de energia,
es decir, considerar la constante de Boltzmann y el magneton de Bohr iguales
a la unidad. B es la energia de Zeemann y el operador de magnetizacion M
es adimensional y da el componente del momento angular total en la direc-
cion del campo en unidades de A. Sin quitar generalidad, el estudio propone
J =1y BeR'. Los vectores de orientacién del campo magnético ng = (0, 1)
(orientacién j = 0 para todo ) y del spin son unitarios adimensionales.

El magnetismo puede estabilizarse en estructuras cristalinas de metales
como cierta resistencia a la conduccién eléctrica. Encontramos en la tabla
periddica elementos ordenados segin su disposicion magnética.

La integral de ’exchange’ resulta positiva para Fe, Coy Nt en las cur-
vas de Bethe-Slater, donde se potencia calibrar el modelo para algin material.

Respecto el orden de energia, estudios estiman la magnitud del acopla-
miento de exchange para atomos de Fe [38] como Jin_piane = 5,2meV.
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Magnetic moments

Superconductivity”

Figura 2.5: J depende del material. La tabla periédica muestra metales con
conductividad en la zona azul y metales que exhiben magnetismo en la zona
color rojo. Algunas estructuras cristalinas como Fe, C'o y Ni se consideran,
en su estado base, ferromagnéticos. Fuente:’When magnetism can stabilize
the crystal structure of metals’ 2008 (Per Soderlind - Kevin T. Moore) [29]

2.6. Nota sobre anisotropia

Una exploracién en un término de anisotropia en el hamiltoniano H g
podria presentar nueva fisica. El estudio da una mirada al fenémeno consi-
derando anisotropia con acople al momento magnético. Se consideraba un
parametro L = 1 con unidades de energia y orientado paralelo al campo
(nx = (0,1)) o perpendicular al mismo (nx = (1,0)), pero los resultados no
fueron conluyentes.

H = HEzchange +Hp +Hk (2.6)

H==> JS;5) =D Blap-5)—Y Kk -$)" (27

(3:k) J



Capitulo 3

Promedios Térmicos

"A theory is all the more impressive the simpler its premises, the greater
the variety of phenomena it describes, and the broader its area of
application. This is the reason for the profound impression made on me
by classical thermodynamics.

It is the only general physical theory of which I am convinced that, within
its regime of applicability, it will never be overturned’

(Albert Einstein)

3.1. Termodinamica

Debemos revisar la fenomenologia de las transiciones de fase y definir
parametros criticos. En el equilibrio térmico el desarrollo termodindmico de
un sistema macroscépico se puede representar con su potencial. Con hamilto-
niano H acoplado a un bano térmico con temperatura 7', podriamos definir
su funcion de particién, donde la traza se sitia sobre un espacio de Fock
conteniendo un nimero arbitrario de particulas.

Z(T) = e M D/T = 7p[e T (3.1)

Cuando los estados macroscépicos se representan en acoplamientos {g;},
la funcion de particién en el limite termodinamico puede expresarse exponen-
ciandolos. En nuestro modelo estos acoples definirfan nuestra energia libre
F = F(g1,92) = F(T, B). Analizar los limites termodindmicos en el espacio
de acoplado (B,T) es analizar la no-analiticidad representando los bordes
que separan fases del sistema.

La transicion de fase magnética que podemos encontrar en algunos ais-
ladores magnéticos de un estado paramagnético a un estado con orden fe-

13
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rromagnético, largo alcance en ausencia de un campo magnético externo,
presenta una transicion continua. El estado termodinamico puede referirse
en términos de By T.

En una fase ferromagnética, el parametro de orden m corresponde a la
magnetizacion espontanea que se define en términos de un valor esperado
del operador magnetizacién. Al fenémeno describe ruptura espontanea de
simetria debido que la magnetizaciéon permanece finita para 1" < T, incluso
sin B. Para ¢ = 2 (Ising) el estado magnético rompe la simetria arriba-abajo
(Z3) del hamiltoniano.

0 (M)

m == Jim SEF (B T) = Jim (Jim =57 (32)

Se presenta una ley del comportamiento del parametro m finito en 7' = 0
hasta T,, representada por m(T") = oy (T, — T')*2

3.2. Solucion exacta

El estudio se basa en una extension del modelo de Ising. El hamiltoniano
original se expresa en la siguiente ecuacion.

H=-> TS;S (3.3)
(4:k)

Se propone explorar un modelo clock de ¢ estados que incluya la inter-
accion de intercambio y un término de interaccién con campo externo. La
discusion se centra en analizar el fendmeno ante distintas posibilidades de
discretizar la orientacién del spin (¢ = 2,4, 6, 8).

H=-) JS;-Sk— > BS, (3.4)
(7.k) J

Consideremos las [ configuraciones posibles y su hamiltoniano asociado
‘H;. La funcién particién se presenta en la siguiente expresion.

Z=> e (3.5)

La cantidad de microestados depende de la libertad de orientaciones de
spin y la cantidad de nodos, en otras palabras, de ¢ y L. Cada nodo tiene
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q posibles estados y, al ser los nodos independientes, la cantidad de estados
del sistema queda definido por la siguiente expresién.

Nestados = qLXL (36)

L|ig|N L |qg|N

312|512 8 | 2| 1.84467E+19

3 | 4| 262144 8 | 4| 3.40282E+38

3 | 6] 10077696 8 |6 | 6.33403E+49

3 | 8] 134217728 8 | 8] 6.277T1E45H7

4 12| 65536 16 | 2 | 1.15792E+77

4 | 4| 4294967296 16 | 4 | 1.3408E+154

4 |6 | 2.82111E+12 16 | 6 | 1.6096E+199

4 | 8| 2.81475E+14 16 | 8 | 1.5525E+231

Tabla 3.1: Tabla con cantidad de microestados segin ¢ y L. Fuente:Propia.

En tabla 3.2, notamos que para L = 3 el modelo de Ising debe considerar
512 configuraciones de la red para estimar la funcién de particién. Para la
misma red, si ¢ = 8 se requieren 125 millones de configuraciones. Para redes
con mayor resolucion, por ejemplo L = 16, convendria llevar la cuenta en
guigols (10'99).

140 Cantidad de Microestados - Logaritmo Log(qL"L)aﬂlZl'3

120 - 92 !
- q:4 -

100 - aq=6 T4
.q:8 . ]
80} REEEERE
60
40} 11

20}

]
aa.nn ! $ R . . 1 1
0 50 100 150 200 250
L

Figura 3.1: Cantidad de microestados (logaritmo sobre mil) para una red
de hasta L = 256. Notamos un crecimiento cuadratico del logaritmo de las
configuraciones. Fuente:Propia.
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3.3. Campo medio

Dentro de la aproximacién del campo medio, las fluctuaciones del parame-
tro de orden estan completamente depreciadas y las interacciones entre dife-
rentes grados de libertad se tienen en cuenta en promedios. La aproximacion
gaussiana es en cierto sentido la correccion de fluctuacion principal a la apro-
ximacion de campo medio.

La teoria del campo medio se basa en el supuesto de que las fluctuacio-
nes alrededor del valor promedio del parametro de orden son tan pequenos
que pueden despreciarse. Suponemos que el sistema tiene una magnetizacion
finita

B > s, e TS,
S, ¢ T

Podemos escribir S; = m + 0.5;, y despreciando términos cuadraticos de
fluctuacion

m = (S;) (3.7)

Reemplacemos el spin y consideremos los z vecinos con interaccién a corto
alcance, y que la invarianza traslacional termal permite considerar que el spin
esperado sea independiente del nodo (3_; 4y = 2/23;).

H=-TY S8iS—> BSk (3.9)
(k) k
m2
Hew =Y —2J(mS; — - — BS; (3.10)
j N -~ 7
H;

La funcién de particion del nodo j queda definida por la libertad del spin
q. Las orientaciones posibles de spin definen el conjunto de estados del nodo.
Como los spines en el hamiltoniano de campo medio estan desacoplados, la
funcién de particién del sistema se representa como productoria de N (nodos
de la red) términos iguales independientes.

2y =) e PHoms 5 z = 2ZN (3.11)
Jeq

m2
z - (Z B (ZJ(mSj*T)*BSj))N (3.12)

jeq
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Si consideramos un campo magnético efectivo con B* = B + zJm, el
hamiltoniano de campo medio por nodos puede presentarse como

m2
HCMj = Zj? — B*Sj (313)

3.3.1. Spines vecinos efectivos

Intuitivamente la cantidad de vecinos cercanos para campo medio es 4 al
considerar los nodos arriba, abajo, izquierda y derecha. La energia interna
via campo medio, calculada con esta premisa, difiere de la exacta. Al probar
distintos valores se encuentra, para L = 3, que el valor z que minimiza la di-
ferencia de energia interna es 2.67 aproximadamente. Al interpretar el valor,
se prueba con una ponderacién de vecinos interactuantes por nodo donde los
bordes (no interactuantes) poseen un rol fundamental.

Se propone una expresion para la estimacion de cantidad de vecinos cerca-
nos a ocupar en la teoria de campo medio cuando la red tiene una resolucion
genérica L x L.

> zing
Zef = () = S (3.14)

Para la red cuadrada con vecinos cercanos arriba, abajo, izquierda y de-
recha, la expresion queda determinada por la siguiente expresion.

4x (L—2?+3x4(L—-2)+2x4
Zeff = 72 (3.15)
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Vecinos cercanos efectivos

| — Zgff (L} ]
*r — Zesi=4 7

Zaff
ma

1 1 1 1 L 1 1 1 1 L L L L L L L L L L L L
o 50 100 150 200 250

L

Figura 3.2: Cantidad de vecinos cercanos en funcién del tamano de la red.
Fuente:Propia.
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3.4. Relaciones termodinamicas

La solucion analitica de nuestro problema es posible debido a la relacion
entre la funcion de particion con las variables macroscopicas. La energia libre
de Helmhotz (F) y la energfa interna (U) quedan definidas por las siguientes
expresiones. [19]

F=-ThZ (3.16)
olnZz
— T2 1
U o7 (3.17)

Notar que la primera ley nos muestra

AU =Q+W = ATS + AF (3.18)

Si la energia interna del manifiesta como magnetizacion,

dF = —SdT — MdB (3.19)

El cambio de la energia libre en la temperatura nos definira la entropia
del sistema y la magnetizacion.
S = —a—F; M = _8_F (3.20)
oT 0B
La capacidad calorifica, B fijo, se puede expresar como el cambio de la
energia interna respecto la temperatura.

ou

Cza_T

(3.21)
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3.5. Desviacion de promedios

Nuestro ciclo de Otto habita en un espacio termodinamico representado
en superficies de pardmetros macroscopicos, cuales pueden obtenerse por dis-
tintos caminos.

Los promedios termales de nuestro modelo ¢ Clock son calculadas me-
diante las relaciones micro-macroscépicas. Al contar con todas las configu-
raciones posibles podemos expresar la funcién de particiéon. La primera ley
termodinamica y relaciones de Maxwell sugieren energia libre del sistema
(energfa interna menos energia no apta para realizar trabajo) en términos
de temperatura y campo magnético externo. La funcién de particion contie-
ne toda la informacién microscépica del sistema (caso exacto, 'parcialmente’
caso campo medio) y conocemos su relaciona con la energfa libre.

La entropia del modelo puede definirse desde la energia libre, de igual for-
ma la magnetizacion. La energia interna puede ser expresada directamente
desde la funcién de particion, entonces desde la energia libre.

Para la obtencion de macroestados de forma exacta o con hamiltoniano
sin fluctuaciones de segundo orden (teoria campo medio), disponemos del
procedimiento indicado en parrafos anteriores.

Por otro lado, la aproximacion de Monte Carlo con selecciéon de Metrépo-
lis nos entrega promedio de variables macroscépicas, perdiendo de vista la
funcion de particién. Se excluye la entropia de lo obtenido por esta via y la
definicién indirecta de ésta suele mostrar problemas (al no contar con toda la
informacién del modelo), ya que el algoritmo dispuesto no logra ’salir’ de uno
de los ¢ puntos de equilibrio en regiones con temperaturas y campos bajos
que converge via caminos estocasticos.

Aunque la presente investigacion selecciona campo medio como herra-
mienta para explorar la fisica del fenomeno cuando el tamano de la red gene-
ra demasiados microestados para expresar la funcién de particiéon de forma
exacta, este capitulo incluye Monte Carlo para presentar la aproximacion
respecto al caso exacto de este método (ver Anexo 1).

Se propone visualizar la energia interna y la entropia obtenidas de manera
exacta, aproximada mediante campo medio o simulaciéon de Monte Carlo para
una red de L = 3 (3 x 3). Se analizan comportamientos para ¢ = 2, 4.
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3.5.1. Comparacion L =3 ¢ = 2, Ising

El modelo de Ising para la red indicada presenta los siguientes resultados
para la curva de energfa interna (U) y entropia (S) en términos de tempera-
tura en el rango 0 a 4 ua, para campo fijo B =0,1,2,4.

(a) Energfa interna U ¢ = 2 (EX,CM,MC).

U vs T (B fijo); L=3, q=2, EXACTO - CAMPO MEDIO - SIMULADO
0 - — . : ;

10}

-20f

-30f

40}

-50L , . ! 4
0 1 2 3 4

(b) Entropia (S) ¢ = 2 calculada para el caso exacto (EX),
campo medio (CM) y simulado via Monte Carlo (MC).

S vs T (B fijo); L=3, q=2, EXACTO - CAMPO MEDIO - SIMULADO

6F — B=0EX B=0 CM —
—B=1EX  x B=1CM e

5[ —B=2EX  x B=2CM —
— B=4EX B=4 CM

4L o B=OMC

" a B=1MC

3[ © B=2MC
b B=4 MC

2+

0L =

Figura 3.3: Energfa interna y entropia L = 3, ¢ = 2 (Ising); obtencién exacta,
aproximacién teoria campo medio y simulacién de Monte Carlo (Metropolis).
Fuente:Propia.
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3.5.2. Comparacion L =3 q¢=14

El modelo de ¢ = 4 para la red indicada presenta los siguientes resultados
para la curva de Energia interna y Entropia en términos de temperatura en
el rango 0 a 4 ua, para campo fijo B =0,1,2,4.

(a) Energfa interna (U) ¢ = 4 (EX,CM,MC).

Uvs T (B fijo); L=3, q=4, EXACTO - CAMPO MEDIO - SIMULADO
0 : — T : .
e

X

-10}

-20f

-30f

-40

0 1 2 3 a
T
(b) Entropia (S) ¢ = 4 calculada para el caso exacto (EX),
campo medio (CM) y simulado via Monte Carlo (MC).

S vs T (B fijo); L=3, q=4, EXACTO - CAMPO MEDIO - SIMULADO

T T :
12} — B=0EX P T —
— B=1EX o
10 — B=2EX ]
— B=4 EX
8 L
)
G
Ar B=0CM o B=0 MC
« B=1CM a B=1MC
21 ¥ B=2CM ¢ B=2 MC 1
¥ B=4CM o B=4MC
ol —= , .

Figura 3.4: Energia interna y entropia L = 3, ¢ = 4; obtencion exacta,
aproximacién teoria campo medio y simulacién de Monte Carlo (Metropolis).
Fuente Propia.



Capitulo 4

Ciclo de Otto

4.1. El ciclo de Otto

Si tomamos un enfoque clasico, proponemos una maquina térmica con
parametro mecanico, planteamos las limitaciones del modelo con la entropia
S, y considerando los acoples del hamiltoniano en términos de temperatura
T y volumen V', podemos ’operar’ un ciclo de Otto.

Al conectar tuplas (7, V,S) con dos caminos isentrépicos y dos caminos
isocéricos contamos con un ciclo de Otto, que de alguna forma, esta presente
en varios motores de combustion interna con encendido via ’chispa’ eléctri-
ca de uso diario. Nicolaus Otto en 1876, propone una aproximacion tedrica
donde describe transferencia de calor a volumen constante. A inicios del siglo
XXI, las versiones actuales del motor de Otto discuten calidad y desempeno
en términos de la potencia y la eficiencia de la misma.

Se propone estudiar una versiéon magnética de este ciclo a través de una
coleccion de spin modelados de forma efectiva mediante el modelo Clock,
situada a una escala de energia tal que el hamiltoniano puede considerarse
acoplado a un pardmetro magnético. El fenémeno propuesto nos permite ex-
cluir el parametro mecanico, y la energia libre ser expresada en términos de
la temperatura 7'y campo B (magnético externo). [53] [54] [57] [59]

Desde alguna mirada, el ciclo de Otto queda definido por 4 tuplas del
espacio de parametros que estan restringidas con reservorios bajos y altos.
Si visualizamos nuestro ciclo clasico en la entropia del sistema temperatura
dependiente (para cierto campo arbitrario, pero fijo) podemos considerar una
cierta variacién del sistema por procesos cuasi-estaticos proponiendo caminos

23
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a entropia constante (B libre) y a campo constantes (S libre) ’ortogonales’
entre ellos. La temperatura se puede visualizar como una isotermas cual fue-
sen curvas de nivel de temperatura.

Isotermas 3x3 Q2

N

0 1 2 3 4 5
B

Figura 4.1: Entropia versus campo magnético externo de una red 3 x 3,
modelo de Ising (¢ = 2). Cada linea del grafico representa una isoterma con
temperatura menor (color azul) a mayor (color rojo). Lo anterior nos ayuda a
visualizar los reservorios térmicos, cuales podriamos ubicar el ’frio’ de ellos en
la zona de lineas azules y el "caliente’ en la zona de lineas rojas. Fuente:Propia

Los reservorios térmicos definen un punto de temperatura bajo 7; y un
punto de temperatura alto T}, para el ciclo. Se propone seleccionar un campo
bajo B; y campo alto By, de forma similar, pero se invita al lector a imaginar
cual fuese una perilla que sintoniza una radio de los ’90 cuando hablemos del
‘control” que tenemos al seleccionar B.

Imaginemos definir un punto A con coordenadas (B;, 1}, S(B;,1})) v un
punto C' con coordenadas (B, Ty, S(Bp,Ty)). Para el caso, sin perder gene-
ralidad y a modo de ejemplo, imponemos 7; = 1 y B; = 1 cuales determinan
una entropia S(B;,T;) = 0,09; por otro lado, imponemos T, = 5y B, = 3
cuales determinan una entropia S(Bjy,T}) = 3,38. Debiésemos ubicar estos
puntos en la figura de isotermas antes mostrada con (B;, S(B;, T;)) sobre la
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isoterma T} y (B, S(Bp,Ty)) sobre la isoterma Tj,.

[sotermas 3x3 Q2

Figura 4.2: Puntos A y C que definen el ciclo de Otto. Fuente:Propia

El punto B estd restringido a moverse por una linea isentrépica hasta By,.
Encontrar la isoterma adecuada T satisface la siguiente expresion.

S(Bl,n) = S(Bh,TB) (41)

La efectividad del modelo tiene relacion a una serie de transiciones con
AT menor al tiempo de relajacion en cada punto de equilibrio hasta llegar
al punto B. El proceso sugiere inyectar trabajo desde el ambiente, trabajo
magnético, y el proceso se puede esquematizar segin la siguiente figura.
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Proceso adiabatico A a B 3x3 Q2(detalle)

0.20¢

0.15¢

—

m
= 0.10¢
w

0.05¢

000' L L L 1 1 L
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

B

Figura 4.3: Proceso adiabdtico A y B. Fuente:Propia

Se propone ’calentar’ el sistema hasta el reservorio alto fijando el campo.

Proceso campo constante B a C 3x3 Q2
3.5} ' | | | \@\
3.0f ]
2.5 p

— 18]
—5

@ 2.0t
|_

@ 45
1.0t

0.5}

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35
B

Figura 4.4: Proceso campo constante B y C. Fuente:Propia

Debemos pensar que el sistema puede liberar energia manifestada como
trabajo hacia el ambiente. En el proceso, se requiere encontrar una isoterma
Tp donde ubicar un punto D que tenga igual entropia que el punto C e igual
campo que el punto A.
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S(By, T}, = S(By, Tp) (4.2)

Se define el punto D, quien representa un punto clave para cerrar el ciclo.

Proceso adiabatico C a D 3x3 Q2

—_ — 16
28
5

T

0.5 1.0 1.5 2.0 2.|5 3.0 3.5

Figura 4.5: Proceso adiabético C y D. Fuente:Propia

Finalmente, nuestro ciclo magnético de Otto se cierra volviendo al punto
A donde hay transferencia de calor del sistema al ambiente por un camino a
campo constante, ver figura 4.6a.

Desde la mirada de la modelacién es conveniente trabajar en la busqueda
de puntos del ciclo con procesos 'rectangulares’ donde los reservorios propo-
nen lineas isovaldricas horizontales y verticales, la entropia (adiabético) y el
campo. cada proceso logra infinitesimalmente equilibrio térmico, ver figura

4.6b.
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Figura 4.6: Diagramas de fase de una red 3 x 3 para los relojes del estudio.

(a) Proceso campo constante D y A. Fuente:Propia

Proceso campo constante D a A 3x3 Q2

4+
\@
3t
= Y — 18
1 N —— 28
%’ 2r N . —5 ]
17\\\\xh T~
0_\® - . . @——_
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35
B

(b) Entropia versus campo magnético externo. Ciclo cldsico de Otto; una repre-

sentacién genérica del ciclo esquematizando la secuencia A - B — C — D — A.
Fuente: [58]
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4.2. Indicadores de desempeno

El trabajo y la eficiencia pareciesen indicadores propios de desempeno de
un proceso termodinamico, por lo que, se proponen ocupan como escalares
comparables entre distintos modelos Clock de q estados para una misma red.
Pero, ;jcomo calcular el trabajo y eficiencia de un ciclo magnético de Ot-
to?. [58]

Conociendo el calor que entra y el que sale respecto al sistema (que no
es otra cosa que manifestaciones de energia) podemos pensar que equivale al
trabajo neto del ciclo, pues representan consistencia con la primera ley de la
termodinamica. En el escenario clasico, el calor inyectado @);, y el emitido
Qout (a campo magnético externo constante) corresponden a la diferencia
de la energia interna que varia de alguna forma por el desorden al inyectar
energia al sistema o la tendencia al orden al extraerla respectivamente; la
entropia tiene un rol fundamental y por la segunda ley entendemos que au-
menta. La reversibilidad del ciclo tiene relacién a que el trabajo que ejerce
el ambiente sobre el sistema, en el proceso A a B, varia a estados de mayor
energia, manifestada microscépicamente como variacion de magnetizacion.
De igual forma, para el proceso B a C, el ambiente inyecta energia como
calor llevando el sistema a estados de mayor energia manifestadas en el au-
mento de factores acoplados a temperatura.

El calor queda definido por la integral de energia entre los puntos de inicio
y fin del tramo de ciclo a campo externo constante.

Qin = Uc(Th, Br) — Up(Ts, By) (4.3)

Qout = UA(E? Bl) - UD(TDa Bl) (44)

Donde la energia interna (etiquetada por el punto que representa) esté
definida para temperatura y campo del vértice del ciclo. Es requerido definir
las isotermas Tg y Tp .

La interpretacion de un camino adiabatico para un proceso en estado dis-
tinto al equilibrio cuasi-estatico requiere condiciéon de conservacién de pro-
babilidad de ocupaciéon entre los estados de inicio y término de un proceso
con entropia constante. El punto final del proceso, no necesariamente, llega
al punto maximo de energia y la libertad de no estar en la cota se expresa
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como la integral de energia.

Con procesos con tiempos menores al de relajacion, las expresiones de
calor de entrada y salida quedan definidas por las siguientes expresiones.

Z E;(By)[Pf (Ty, By) — PP (4.5)

Qout - Z E Bl (T‘la Bl) PD] (46)

Donde el calor queda expresado en términos de estados de energia y pro-
babilidad de ocupacién a cierta temperatura.

El trabajo neto del sistema al ambiente queda definido por la diferencia
de calor que entra al sistema:

W = an + Qout (47)

Para limite clasico,

W:UA+UC—(UB—|—UD> (48)
Para puntos fuera del equilibrio,
W =Us+Uc— > (Ej(By)P} + E;(B)P) (4.9)
J

La eficiencia queda definida por:

- oo (4.10)
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4.3. Metodologia del estudio

Para tamano de red y ¢ fijo podemos encontrar una expresion para en-
tropia y energia interna en términos de la temperatura y el campo externo.
Al definir un reservorio (7}, Ty, B, By,) se ubican los vértices principales del
ciclo y de deben identificar las isotermas Tg y Tp de los puntos faltantes.
Con los cuatro puntos del ciclo (fijados por el reservorio), podemos calcular
su desempeno mediante trabajo neto y eficiencia. En principio cambiando ¢,
bajo igual reservorio, podemos comparar desempenos.

Los reservorios tiene un rol fundamental en la definicién del ciclo, y con-
siderando que ’el usuario de esta maquina térmica’ podria interactuar con el
sistema, via manipulacion del campo externo, se propone calcular la curva de
trabajo a obtener de una coleccién de ciclos termodindmicos ante la libertad
de seleccion del campo alto By,.

Pero, jqué criterio ocupar para seleccionar reservorios?. El modelo de
I[sing se origina en la necesidad de describir el fenémeno ferromagnético an-
tes de su transicion a fase desordenada, con limite en temperatura de Curie,
y la motivacion del estudio nos indica que nuestros relojes pueden habitar
en fases magnéticas distintas. Una transicién de fase nos indica maximos de
capacidad calorifica, es decir, el cambio de energia interna del sistema ante
un cambio de temperatura se muestra mas sensible. Se propone explorar que
sucede al escoger un reservorio frio que nos ubique en una fase ordenada y el
punto caliente en un estado desordenado.

Para fijar reservorios bajos y altos maximos observaremos las transiciones
de fases de orden para los distintos modelos Clock. Los procesos a campo
constate transitaran entre fases ordenadas y desordenadas.



Capitulo 5

Diagramas de Fase

5.1. Transiciones de fase

La publicacion > Entropy and Mutability for the g-state Clock Model in
Small System’ (2018) [51] presenta la termodindmica de un modelo clock de
g-estados (¢ = 2, ...,20) y el tamano de lared L = 3, ...,64 con bordes libres.
Se encuentra la transicion Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT') para g > 5
independiente del tamano de la red.

Para g < 5, la fase ferromagnética transiciona a paramagnética; en cam-
bio, para ¢ > 5 la transiciéon es a un estado 'parcialmente’ ordenado donde
se caracteriza por la generacion de 'vortices’, entre transiciones BKT.

En el capitulo anterior, se presentd el ciclo de Otto y la importancia de la
definicién de reservorios en los puntos A (B;,T;) v Cy (B, T}). Se plantea
definir un rango de operaciéon del ciclo visualizando las transiciones de fases
magnéticas para ¢ = 2,4,6,8; en el marco de una red de 3 x 3.

5.2. Temperaturas criticas

Describir la energia interna del sistema en términos de la temperatura
recae en el andlisis de la capacidad calorifica de la sustancia de trabajo. Los
maximos valores de la capacidad calorifica definen fases de orden magnético,
por lo que, se propone un analisis cualitativo del comportamiento del calor
especifico respecto a temperatura y campo magnético externo, para q = 2
y q = 4, ver figura 5.2. De la misma forma, se plantea una visién de los
maximos de capacidad calorifica para ¢ =6 y ¢ = 8, ver figura 6.4.

32
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La obtencién de la curva que representa el limite entre fases se basa en
maximizar la capacidad calorifica para un campo dado y guardar el par de
puntos (Byi,, T,) para cada modelo. En la figura 5.3 visualizamos el dia-
grama de fase para ¢ = 2 y ¢ = 4 por un lado (se propone visualizar la
aproximacién de la teoria de campo medio respecto el célculo exacto), mos-
trando sus fases ferromagnéticas (FM) y paramagnéticas (PM). En la parte
figura 5.4, visualizamos las transiciones BKT para ¢ = 6 (se constatan regio-
nes con transiciéon FM-PM similar a ¢ = 2,4 y con transiciones tipo (BKT)

y q =38.

Figura 5.1: Diagrama de fase para el modelo clock de g-estados con red
cuadrada de 3 x 3 en cuadrados color naranjo, 10 x 10 en tridngulos color
negro y 64 x 64 en circulos color calipso. Fuente: [51]
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Figura 5.2: Calor especifico C' en términos de temperatura 7' y campo
magnético externo B para ¢ = 2 y ¢ = 4. En las figuras, notamos que el
maximo del calor especifico se ubica en un rango de menor temperatura para
q = 4, dando informacién de que la regién de desorden sea de mayor tamano
ante un rango de temperatura determinado del ciclo. Fuente:Propia

(a)
Cvs T;L=3,q=2 EXACTO

(b)
Cvs T; L=3, q=4 EXACTO

C
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Figura 5.4: Calor especifico C' en términos de temperatura 7' y campo
magnético externo B para ¢ = 6 y ¢ = 8. En las figuras, notamos que existen
2 méaximos en estas curvas representando transiciones BK'T. Fuente:Propia

(a)
Cvs T; L=3,q=6 EXACTO

8t i
61 i
O
4} i
B=0 ]
2l — B=1 ]
— B=2 ]
— B=4 ]
O™05 10 15 20 25 30 35 40
T
(b)

Cvs T; L=3,q=8 EXACTO
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A continuacion, se presentan ’Diagramas de fase’ de una red cuadrada
3 x 3 de spines interactuante y presencia de campo externo B para el modelo
Clock g = 2,4,6,8. La temperatura critica cambia segin el campo externo a
considerar en la seleccién de reservorios. Las curvas de la figura representan
transiciones de fase.

Diagrama de fases 3x3, q=2,4(EX&CM)

,
— Ter g=2(EX)
6r — Ter g=4(EX)
) Ter g=2(CM)
Ter g=4(CM)
4l ]
| -
2 B -~ ______________ e - ]
1t _ ]
0 L
0 1 2 3 4

Figura 5.5: Diagrama de fase para ¢ = 2 (color naranjo) y ¢ = 4 (color verde).
La curva continua es calculada de forma exacta y las 'x’ corresponden a la
aproximacién mediante teoria de campo medio. Esta figura, representa los
maximos del calor especifico presentados en la figura 5.2. Se superponen las
curvas de ¢ = 2,4, pero si aislamos la lineas 'naranja’ del modelo de Ising
notamos que bajo la curva (tanto para el caso exacto y aproximado) nos
encontramos en una regién ordenada FM con correlacién de orientaciones a
largo alcance y al subir temperatura los spines comienzan a ’'desordenarse’
hasta llegar a PM. Para ¢ = 4 (color verde) notamos una transicion similar,
con la diferencia de necesitar temperaturas menores para lograr el desorden.
Fuente:Propia
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Diagrama de fases 3x3, q=6,8 (EX)
- —Torg=6BKT-PM
-~ Ter g=6 FM-PM

2.5¢ - Ter q=6 FM-BKT ]
I - Tcr g=8 FM-BKT
20r — Ter g=8 BKT-PM ]

B

Figura 5.6: Diagrama de fase para ¢ = 6 y ¢ = 8. Las curvas son calculadas
de forma exacta y representa los maximos del calor especifico presentados en
la figura 6.4. Notamos doble méximo para el calor especifico constatando la
presencia de una transicién intermedia entre FM y PM. Las linea de color
morado muestran la regiéon donde ¢ = 6 tiene una fase 'vortice’ hasta cierto
valor de campo; luego se presenta una linea color azul representando una
transicion FM-PM similar a la figura 5.5 (casos ¢ = 2 y ¢ = 4). Lo anterior
se ve reflejado en las curvas de calor especifico donde las temperaturas criticas
que se encuentren entre B = 1y B = 2 presentan una transicion de cantidad
de maximos de 2 a 1. Para ¢ = 6, a bajo campo las transiciones son FM-BKT-
PM y después solo FM-PM. Para ¢ = 8, lineas color negro, notamos doble
maximo a lo largo de todo B denotando una regién parcialmente ordenada
entre FM y PM. Fuente:Propia
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5.3. Reservorios del ciclo

Superponiendo las figuras 5.5 y 5.6, se plantea seleccionar reservorios
en base a tres criterios: reservorio de baja temperatura en que el material
posea muy baja entropia (estado FM); se debe incluir al menos un cambio
de fase para procesos cuasi-estaticos a campo constante y; para la transicion
de 2 méaximos a 1 de ¢ = 6, se debe seleccionar un reservorio bajo que consi-
dere dominante solo la regién de 1 maximo. Aunque se inicia el estudio con
la intencién de que todos los modelos, ante el mismo reservorio, transiten
entre FM y PM, la regiéon FM de ¢ = 8 corresponde a una zona con baja
entropia, por lo que, se considera ubicar el reservorio bajo en la fase 'vortice’.

Diagrama de fase 3x3 q=2,4,6,8

.
6 Punto C - (Bh=1.1 a 4.0,Th=6)
5 L
*l “ Ter g=2(CM)FM=PM -
= ¥ Ter g=4(CM)FM-PM
3t —— Tcr q=8(CM)FM-BKT
Punto A SIVIVRVEPRYAY
o[/ (BI=1.0,TI=0.6) R A ]
e aana —— Ter g=6(CM)FM-PM
1 Y Vi v A v
. N A OO - jaWar Tcr Q:B(CM)BKT_PM

1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0

B

Figura 5.7: Reservorio del ciclo de Otto seleccionado para el estudio. El punto
A con T; = 0,6 y B, = 1 muestra que ¢ = 2,4,6 se encuentra en FM, para
g = 8 el ciclo comienza en fase 'vértice’. El punto C esta representado con
una linea color rojo on 7, = 6 dado su caracter movil tomando valores de
By, entre 0,1 y 4,0. Fuente:Propia
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Resultados

6.1. Planteamiento

Esta investigacién explora el desempeno de un ciclo magnético de Otto
con sustancia de trabajo una red cuadrada de tamano L X L de spines orien-
tados segin modelo Clock.

Se considera un reservorio de estados de baja energia con temperatura
T; = 0,6 y campo magnético externo B; = 1,0. Se estima que, para L = 3,
los 'relojes’ se encuentran en fase ordenada o parcialmente ordenada. El re-
servorio de alta energia se fija con temperatura 7, = 6,0, asegurando fase
desordenada para todos los relojes, dejando libre el campo magnético externo
alto en un rango Bpin = 1,1 ¥ Bhmaee = 4,0.

Dado que la forma en que la sustancia de trabajo distribuye el calor
y el trabajo es el objetivo del andlisis mediante indicadores de desempeno
(dependen de la diferencia de energia de los reservorios), se propone encontrar
curvas de trabajo neto y eficiencia para responder:

= Para L = 3,

e ;Cudl g tiene mejor desempeno?

e ;Coémo se comporta la aproximacion?
= Considerando la teoria de campo medio y L = 3,16, 32, 64, 128, 256

e ;Cuadl es el rol del tamano de la red sobre el desempeno de la
coleccion de ciclos?
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6.2. ¢ optimo

Calculando la solucién exacta para L = 3, se presentan las curvas de
desempeno del 'motor’ para ¢ = 2,4, 6, 8.

Figura 6.1: Desempeno ciclo de Otto para red 3 x 3, caso exacto. Fuen-
te:Propia

(a) Trabajo neto versus campo alto. Notamos que en el rango Bj, de anilisis, la
curva de ¢ = 2 tiene el peor desempeno. las curvas de ¢ = 4,6, 8 van disminuyendo
el trabajo neto obtenido mientras aumenta q.
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(b) Eficiencia versus campo alto. Notamos que en el rango By, de andlisis, la efi-
ciencia es proporcional al tamafio de ¢ en todo el dominio del estudio.
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6.3. Exacto versus aproximado

A lo largo del estudio hemos revisado algunas caracteristicas de la teoria
de campo medio aplicada al modelo Clock; por ejemplo, despreciar fluctua-
ciones de energia, que su aproximacion de energia interna mejora mientras
aumenta q y que la cantidad de vecinos cercanos para el término de exchange
tiende a 4 mientras la resolucién de la red crece. Se propone calcular el des-
empeno de los relojes, a través de esta aproximaciéon, para ser comparados
con el resultado exacto.

Bh Campo Medio Exacto Bh Campo Medio Exacto
W |n W In W [ W [n
q=2 q=14

1.1 706 4% 06 [ 4% 1.1 08 [4%
1.2 1121 7% 121 8% 1.2 1.6 | 8%
1.3 11.7]110% 1.8 [ 11% 1.3 123 [11% 23 [11%
14122 12% 23 14% 1.4 130 [14% 31 [ 14%
1.5 1271 15% 28 [ 17% 1.5 138 [16% 38 [ 17%
1.6 [3117% 33 19% 1.6 |45 [19% 45 [120%
1.7 135 119% 3.7 1 22% 1.7 151 [21% 52 | 23%
1.8 138 [21% 411 24% 1.8 158 [ 24% 59 | 25%
1.9 [41123% 451 26% 1.9 164 | 26% 65 | 27T%
2 441 25% 48 1 28% 2 71 [ 28% 72 129%
21 [ 47 27% 511 30% 21 177 [30% 78 [31%
22 149 28% 54 1 31% 22183 [31% 84 [33%
23 [52]30% 56 | 33% 23 188 [33% 9.0 |[35%
24 153]31% 58 | 34% 24 194 [34% 96 | 36%
25 [ 55 ]32% 6.0 | 36% 25199 [36% 10.1 | 38%
26 | 5.7 ] 34% 6.2 37% 26 1105 | 37% 10.7 | 39%
2.7 158 135% 6.3 ]39% 2.7 1 11.0 [ 39% 11.2 | 41%
28 [ 59]36% 6.5 | 0% 28 [ 114 [ 40% 11.7 | 2%
29 160 | 37% 6.6 | 41% 29 119 | 1% 12.2 [ 43%
3 6.1 | 38% 6.7 | 2% 3 124 | 2% 12.7 [ 44%
31 1621]39% 6.8 | 43% 31 [ 128 [ 43% 13.1 [ 46 %
321621]40% 6.8 | 4% 32 132 44% 13.6 | 47%
3.3 163]41% 69 | 45% 33137 45% 14.0 | 48 %
34 163 42% 6.9 | 46% 34 140 [ 46% 144 | 49%
35 | 64]43% 70 | 47% 35 | 144 [ 47% 14.8 [ 50 %
36 |64]44% 7.0 | 48% 36 | 148 [ 48% 15.2 [ 50%
37 164]45% 70 [ 49% 37 151 ] 49% 15.5 | 51%
38 164 ]46% 70 [ 49% 3.8 [ 155 | 50% 15.9 | 52%
39 164 | 47% 70 [ 50% 39 [ 158 | 50% 16.2 | 53%
4 6.4 47% 69 | 51% 4 16.1 | 51 % 16.5 | 54 %

Tabla 6.1: Tabla con trabajo neto extraido y eficiencia para la coleccién de
ciclos (By) para ¢ = 2,4. Fuente:Propia.
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Bh Campo Medio Exacto Bh Campo Medio Exacto
W |n W W | W |n
q=2©6 q=38

1.1 0.7 | 4% 1.1 0.7 | 4%

1.2 1.4 | 8% 1.2 1.3 1 8%

1.3 122 | 11% 2.1 11% 1.3 120 | 11% 20 [ 11%
1.4 129 | 14% 28 | 16% 1.4 127 | 14% 27 | 15%
1.5 [36 [17% 35 | 18% 1.5 [33 [17% 32 [ 17T%
1.6 | 42 | 19% 4.2 | 20% 1.6 | 40 | 20% 39 | 20%
1.7 149 | 22% 48 | 23% 1.7 145 | 22% 4.5 | 23%
1.8 155 | 24% 54 | 25% 1.8 152 |24% 52 | 26%
1.9 [ 6.1 | 26% 6.0 | 28% 1.9 | 58 [ 26% 57 | 28%
2 6.7 | 28% 6.6 | 30% 2 6.3 | 29% 6.3 | 30%
21 |73 | 30% 72 | 32% 21169 |[30% 6.8 | 32%
22 | 7.8 | 32% 7.7 | 33% 22 | 74 | 32% 74 | 34%
23 184 |33% 83 [ 35% 23|79 |34% 79 135%
24 189 |35% 88 [ 37T% 24 | 84 | 35% 83 37T %
25 194 |36% 9.3 | 38% 25 (89 |37% 8.8 | 38%
26 |99 | 38% 9.8 | 40% 26 |93 | 38% 9.2 | 40%
2.7 1104 | 39% 10.3 | 41% 2.7 198 [ 40% 9.7 | 41%
2.8 | 10.8 | 40% 10.7 | 42% 2.8 | 10.2 | 41% 10.1 | 42%
29 | 11.3 | 42% 11.2 | 44 % 29 | 10.6 | 42% 10.5 | 44 %
3 11.7 | 43% 11.6 | 45% 3 11.0 | 43% 10.9 | 45%
3.1 | 12.1 | 44% 12.0 | 46 % 3.1 114 | 44% 11.3 | 46%
3.2 | 125 | 45% 124 | 47% 3.2 | 11.7 | 45% 11.7 | 47%
3.3 [ 129 | 46% 12.8 | 48% 33 1121 | 46% 12.0 | 48%
34 | 133 | 47% 13.2 | 49% 34 1125 | 4T% 12.4 | 49%
3.5 | 13.6 | 48% 13.6 | 50 % 35 | 128 | 48% 12.7 | 50%
3.6 | 14.0 | 49% 13.9 | 51% 3.6 | 13.1 | 49% 13.0 | 51 %
3.7 | 14.3 | 49% 14.2 | 52% 3.7 1 13.4 | 50% 13.3 | 52%
3.8 | 14.7 | 50 % 14.6 | 53% 38 | 13.7 | 51% 13.6 | 53%
39 | 15.0 | 51% 14.9 | 54 % 3.9 | 14.0 | 52% 13.9 | 54 %
4 153 | 52% 15.2 | 54 % 4 14.3 | 52% 14.1 | 54 %
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Tabla 6.2: Tabla con trabajo neto extraido y eficiencia para la coleccién de

ciclos (B},) para ¢ = 6, 8. Fuente:Propia.



CAPITULO 6. RESULTADOS 43

Figura 6.2: Desempenio exacto versus estimado. Fuente:Propia

(a) Trabajo neto versus campo alto obtenidos de forma exacta y aproximada via
campo medio L = 3. Notamos un resultado similar entre los métodos y las dife-
rencias disminuyen mientras g crece. Para ¢ = 2,4, el calculo exacto es una cota
superior del desempeno de campo medio. Lo anterior, para ¢ = 6, 8, muestra com-
portamiento opuesto obteniendo mayor trabajo neto la aproximacion.

EX&CM - Trabajo W - 3x3

. g=2(EX) . 2

=k . g=4(EX) : |
. q=6(EX) e AL
. g=8(EX) IR

.
.
-
C

- o
L

L]
L
L
-
[ S
L
|

= P - L .E.:| P - L L = P - L .‘.:|

(b) Eficiencia versus campo alto obtenidos de forma exacta y aproximada via
campo medio L = 3. La eficiencia muestra comportamientos similares en ambos
métodos. El caso exacto es un limite superior, ante los reservorios determinados,
para la aproximacion.
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6.4. Rol del tamano de la red

La fisica exdtica en las transiciones de fase de orden magnético se vislum-
bra en el hamiltoniano exacto, asi como, en el hamiltoniano de campo medio.
Dado el bajo costo de célculo del método aproximado, respecto el exacto, y
la tendencia a disminuir diferencias mientras ¢ y o L crecen, se ha estimado
que campo medio es un buen candidato para presentar esta parte del estudio.

DREOK

Figura 6.3: Visualizacién de redes de spin con ¢ = 8 para distintas resolucio-
nes (izquierda L = 3 ordenado, derecha L = 16 desordenado). Fuente:Propia.

Con objetivo comparar q y L, se propone escalar el trabajo neto a 'traba-

jo por spin’, cual se logra dividiendo el trabajo por el nimero de particulas
N (L x L).

Se calcula el trabajo para ¢ = 2,4,6,8 y L = 3,16,32,64,128,256 ob-
teniendo 24 curvas de trabajo por spin. Las curvas muestran un aumento
de la tendencia para cada ¢ mientras L crece. Por otro lado, las diferencias
disminuyen mientras g crece, es decir, el rol de la red pierde protagonismo
mas para ¢ = 8 que para q = 2.
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Figura 6.4: Desempeno por spin para redes 3 x 3 y 256 x 256. Fuente:Propia.

(a) Trabajo por spin versus campo alto. Notamos que para L = 3, el trabajo por
spin obtenido es mayor que para L = 256 para todos los g del estudio. Existe una
region para L = 256 donde el ciclo con mejor desempeno es ¢ = 6.

Trabajo por spin W/N - L=3,256 - q=2,4,6,8
T g23 | | | |
- q=2 =256
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(b) Eficiencia versus campo alto. Fijada la red, la eficiencia mantiene su comporta-
miento con ¢ = 8 como mayor valor para toda la coleccién de ciclos. Para L = 256
existe un rango hasta By < 1,7, donde pareciese que ¢ = 4,6, 8 son isoeficientes.

Eficiencia n - L=3,256 - q=2,4,6,8
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Conclusiones

7.1. Conclusiones

Se ha obtenido, por primera vez hasta la fecha de cierre de este estudio,
un ciclo termodindmico de Otto considerando un modelo efectivo de spin 're-
loj” de g-estados para red cuadradada L x L con bordes no interactuantes. La
restriccion del motor, donde limita lo expresado en este capitulo, se dispone

en los reservorios: temperatura baja 7; = 0,6 - alta T}, = 0,4 y campo externo
bajo B; =1 - alto B, = 1,1 a 4,0.

Acorde a los resultados obtenidos en lo investigado, se concluyen las si-
guientes propuestas:

= Para una red cuadrada L = 3, el modelo Clock ¢ = 4 tiene el mejor
desempeno, como trabajo W o como producto entre trabajo y eficien-
cia W x n, para la coleccion de ciclos con libertad campo externo alto
By,. Cada ciclo muestra eficiencia proporcional a la libertad de discre-
tizacién ¢ del modelo, por lo que, ¢ = 8 tiene mejor eficiencia en la
coleccion de ciclos.

= Para una red cuadrada L = 3, considerando vecinos cercanos efectivos
z.ff (en relacién al tamano de la red segin lo expuesto en la redefinicién
del hamiltoniano aproximado), campo medio aproxima comportamien-
tos similares en la obtencion de trabajo y eficiencia respecto resultados
exactos. Los graficos de desempeno en términos de B;, muestran despla-
zamientos relacionados al tamano de ¢ (la diferencia de lo comparado
disminuye mientras ¢ aumenta), por ejemplo la diferencia de eficiencia
para ¢ = 2 entre exacto y campo medio es mayor que la diferencia para
q = 4, y asi sucesivamente; en general, campo medio muestra menor
trabajo obtenido respecto el caso exacto para todo ¢ = 2,4,6, 8.
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7.2.

En el marco de la aproximacion de campo medio con z.¢y, el trabajo por
spin obtenido para los ciclos propone al modelo ¢ = 4 con mejor desem-
peno independiente del tamano de la red (L = 3,16, 32,64, 128, 256).
De alguna forma, los bordes pierden relevancia mientras L crece con
tendencia de cantidad de vecinos tal que z.pr — 4.

En el marco de la aproximacién de campo medio con z. sy, el rol del
tamano de la red disminuye mientras crece el tamano de ¢, es decir, la
diferencia para ¢ = 2 entre el trabajo obtenido para L =3 y L = 16
es menor que para ¢ = 4, y asi sucesivamente. La eficiencia se muestra
sensible al tamano de la red, disminuyendo mientras esta crece.

Mas alla del estudio

Nueva fisica puede estar presente en extensiones de este estudio. Se plan-

tean,

como base de discusiones que rotan en el marco de este estudio, pro-

puestas para investigaciones futuras.

El rol de la anisotropia. La anisotropia estd presente en todos los mate-
riales y en el estudio (capitulo 2) se indica una forma de incorporar este
acople al modelo efectivo. Para la investigacion se considera parame-
tro anisotrépico nulo, K = 0. Se propone considerar un parametro
K =1 con unidades de energia y orientado paralelo al campo externo
(nx = (0,1)) o perpendicular al mismo (g = (1,0)).

Campo externo con orientacion variable. Desde el punto de vista del
material se puede considerar un campo externo con libertad de orien-
tacién.

Ezxchange antiferromagnético. El término en el hamiltoniano relaciona-
do a ’exchange’ se puede explorar con magnitud negativa distinguiendo-
se al estudio (con J positiva), en principio, en el histograma de energia,
es decir, en la funcién de particion.

No considerar procesos en equilibrio cuasi-estdtico (tiempo finito). Una
breve descripcién se comparte en el capitulo 4 Ciclo de Otto del estu-
dio mostrando una practica integracién a la presente metodologia de
trabajo.

Considerar proximos vecinos cercanos. Con una redefinicion de los veci-
nos considerados en el acoplamiento 7, en consecuencia, en los vecinos
efectivos z.s¢ de la teoria de campo medio, o en el efecto similar en la
simulacion de Monte Carlo, se explora un nuevo espacio de parametros.
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» Formas y singularidades de la red. Otros tipos de red (hexagonales,
triangulares, etc), otras condiciones de borde (ciclicas, con interaccién
variable, etc) u consideracién de singularidades en la lattice represen-
tando vacancia de atomos en la sustancia de trabajo.

» Considerar acoplamiento dipolo-dipolo de largo alcance. Se estima que
esta exploracion afecta a las transiciones BK'T.



Capitulo 8

Anexos

8.1. Sobre los anexos

Se presenta una breve descripcién de la herramienta para simulacion via
Monte Carlo en el contexto del estudio de fenémenos ferromagnéticos. Por
otro lado, se disponen graficos ocupados de forma indirecta en el estudio.
Finalmente, se presenta enlaces web con videos que muestran la metodologa
del estudio en 'movimiento’.
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8.2. Nota sobre Monte Carlo

La obtencién de observables mediante una simulacién de Monte Carlo es
una herramienta fundamental para el analisis del fenémeno ferromagnético, a
mediados del siglo 20, se proponen aproximaciones numéricas para el modelo
mediante procesos estocasticos. [20] [23] [28] [55]

La aproximacién de observables termodindmicos puede obtenerse a través
del promedio de una muestra de configuraciones de la red. Los datos simu-
lados corresponden a un grupo de configuraciones aleatorias y con ellos la
pregunta jestos puntos caracterizan el problema?, en la region que se en-
cuentra jestan los casos mas probables?. Debemos seleccionar un sector del
espacio de configuraciones z; que contengan la familia de puntos que repre-
senten las maximas probabilidades de ser punto de equilibrio térmico. Estos
maximos en promedio son los observables termales.

Si consideramos el promedio termal de un observable A en un ensamble
candnico, cual conocemos todos los estados, entonces existe un finito grupo
de puntos en el espacio de configuraciones (z;) que tienden a ser los mas
probables, peak de probabilidad de ser puntos de equilibrio del sistema. Po-
demos escoger una muestra m contenida en x; que representan en promedio la
propiedad termal de la coleccién de puntos de equilibrio y aproximadamente
la expectativa del observable del sistema.

(@) =5 X MA@ & LY Ay = (Am) (1)

state j

No es dificil escoger la muestra correcta conociendo z;. Pero jcémo selec-
cionar la muestra desde todas las posibilidades tal que representen un peak
de probabilidad de ser punto de equilibrio térmico?. Algoritmo de Metrépolis.

Sobre caminos estocdasticos con seleccion de Metropolis, necesitamos re-
presentar la variacion de la trayectoria estocéstica del sistema usando proce-
sos de Markov dénde cada estado sucesivo x,; dependa del estado anterior
x, y una probabilidad de transicion W,,_,, 1. El equilibrio se esclarece al te-
ner la misma probabilidad ir de w — v+ 1 a la de u + 1 — wu. Lo anterior se
presenta al igualar el estado siguiente de 2 sucesos cercanos; se presenta una
expresion de la condicién.

P<wu)Wu—>u+1 = P($u+1)Wu+1—>u (82)

La probabilidad de transicién dependera de la diferencia de energia entre
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2 estados sucesivos.
Wu—>u+1 —BSH
—— =ce (8.3)
Wu—i—l—)u
Los caminos estocasticos quedan restringidos a que la probabilidad de
transiciéon tome un valor para cuando la energia decae y la unidad si no
decae.

e BH2= M) o Hy < H,y

1 sl otro (8.4)

W(H1 — Hs) = {

Para el estudio se prueba el método asegurando la independencia aleatoria
de un dato de la muestra a través de un proceso de variacion aleatoria de
spines de cada nodo. Este proceso se realiza 10.000 veces por dato de muestra
y corresponde a la condicién inicial de la busqueda que promedia 300.000
veces.

El estado inicial de la termalizacién se considera con todos los spines en
fijos en 27 /q y los escalares obtenidos son:

= Temperatura

= Energia Interna

» Calor Especifico

= Magnetizacion en X

= Magnetizacion en Y

» Magnetizacion MM: sqrt(Mx2 + My?2)
= Suceptibilidad en X

= Suceptibilidad en Y

= Suceptibilidad a partir de MM

» N? de promedios

= N° de configuraciones aceptadas (en promedios)

Con el output del simulador se propone encontrar una aproximacion de
la entropia del sistema segun la siguiente expresion:

S(B,T) = /OT @dtjt U(B’T)T_ vi.7) + Jo ng’ Thdb + dp=0log(q)

(8.5)
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8.3. Graficos

= Trabajo neto y eficiencia L = 3 para ¢ = 2,4,6,8.

= Trabajo neto y eficiencia L = 16 para ¢ = 2,4, 6, 8.

= Trabajo neto y eficiencia L = 32 para q = 2,4, 6, 8.

= Trabajo neto y eficiencia L = 64 para q = 2,4,6, 8.

= Trabajo neto y eficiencia L = 128 para ¢ = 2,4,6, 8.

= Trabajo neto y eficiencia L = 256 para ¢ = 2,4,6,8.

= Trabajo por spin ¢ = 2, 4.

= Trabajo por spin g = 6, 8.

= Trabajo por spin y eficiencia L = 3,256 y ¢ = 2,4,6, 8.

= Trabajo por spin y eficiencia L = 3,256 y ¢ = 2,4, 8.
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(a) Trabajo neto L = 3 para q = 2,4, 6, 8.
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(b) Eficiencia L = 3 para ¢ = 2,4,6,8.
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Figura 8.1: L = 3 para ¢ = 2,4,6, 8.
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(a) Trabajo neto L = 16 para q = 2,4, 6, 8.
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(b) Eficiencia L = 16 para ¢ = 2,4,6, 8.
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Figura 8.2: L = 3 para q = 2,4,6,8.
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(a) Trabajo neto L = 32 para q = 2,4, 6, 8.

Trabajo W - Campo Medio
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(b) Eficiencia L = 32 para ¢ = 2,4,6,8.
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Figura 8.3: L = 32 para ¢ = 2,4,6, 8.
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(a) Trabajo neto L = 64 para q = 2,4,6,8.

Trabajo W - Campo Medio
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(b) Eficiencia L = 64 para ¢ = 2,4,6,8.
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Figura 8.4: L = 64 para ¢ = 2,4,6,8.
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(a) Trabajo neto L = 128 para ¢ = 2,4, 6, 8.

Trabajo W - Campo Medio
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(b) Eficiencia L = 128 para q = 2,4, 6, 8.
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Figura 8.5: L = 128 para q = 2,4,6, 8.
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(a) Trabajo neto L = 256 para ¢ = 2,4,6,8.
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(b) Eficiencia L = 256 para ¢ = 2,4,6, 8.
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Figura 8.6: L = 256 para q = 2,4,6, 8.



CAPITULO 8. ANEXOS

(a) Trabajo por spin ¢ = 2.

Trabajo por spin (WILE} 1 Q=2
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(b) Trabajo por spin ¢ = 4.
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Figura 8.7: Trabajo por spin ¢ = 2,4.
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W/L?
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(a) Trabajo por spin ¢ = 6.
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(b) Trabajo por spin g = 8.
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Trabajo por spin ¢ = 6, 8.
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(a) Trabajo por spin L = 3,256 y ¢ = 2,4,6,8.
Trabajo por spin : Q=2,4,8 L=3,256
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(b) Eficiencia L = 3,256 y ¢ = 2,4, 6, 8.
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Figura 8.9: L = 3,256 y ¢ = 2,4,6, 8.



CAPITULO 8. ANEXOS 62

(a) Trabajo por spin L = 3,256 y ¢ = 2,4, 8.
Trabajo por spin W/N - L=3,256 - q=2,4,8
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(b) Eficiencia L = 3,256 y ¢ = 2,4, 8.
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Figura 8.10: L = 3,256 y ¢ = 2,4, 8.
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8.4. Videos: Ciclos

Figura 8.11: Este anexo se condiciona al uso de youtube. Se presentan accesos
QR segtn descripcion.

(a) Video modelo de Ising. Muestra los
distintos ciclos, trabajo obtenido y una
mirada a las fases de forma integra.

s
[=]

2

(b) Video modelo ¢ = 4. Muestra los dis-
tintos ciclos, trabajo obtenido y una mi-
rada a las fases de forma integra.
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Figura 8.12: https://youtu.be/WugvKNowJPY

(a) Captura tiempo 0:00:00.
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Figura 8.13: https:/ /youtu.be/sykgvCqPEKY

(a) Captura tiempo 0:00:00.
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