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Abstract

En esta tesis se estudia el ciclo de Stirling cuantico magnético operando en
una sustancia compuesta de dos qubits descritos por el modelo de Heisenberg
XX bajo la influencia de un campo magnético externo (B) en la direccion z,
al cual se le introduce un termino de anisotropia (K) con el spin total en la
direccion y. La eficiencia y el trabajo son calculados como funciéon de B para
diferentes valores de la constante de anisotrpia K para temperaturas de los
reservorios fri6 y caliente dadas. La anisotrpia mostré extender el la region
del campo magnético externo donde el ciclo de Stirling alcanza una eficiencia
6ptima al compararse con el caso ideal. Se calculdé ademas el limite tedrico
para la eficiencia, el coeficiente de rendimiento, el trabajo (motor), y el calor
extraido (refrigerador) para el ciclo de Stirling operando en el punto critico
cuantico a bajas temperaturas.

Palabras clave: qubits entrelazados, ciclo magnético; termodindmica

cuantica
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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente, los motores térmicos cuanticos (QHESs, por sus siglas en inglés)
son un objeto de investigacion muy activo en el campo de la fisica cudntica y la
termodinamica. La atencion se centra en descubrir y desarrollar dispositivos a
nanoescala que sean altamente eficientes y funcionen con sustancias de trabajo
cuanticas. Estos motores térmicos cuanticos representan un avance significativo
frente a los motores térmicos clésicos debido a la naturaleza cuantica de sus
estados de trabajo, lo cual permite aprovechar fenémenos como la superposicion
y el entrelazamiento cuéntico para mejorar su rendimiento.

Los QHESs estan caracterizados por el ciclo termodinamico en el que operan
y por la dindmica que gobierna dicho ciclo. El ciclo termodinamico describe las
etapas a través de las cuales la sustancia de trabajo pasa, incluyendo procesos
de expansién y compresion cuantica, asi como la transferencia de calor entre la
sustancia de trabajo y los reservorios térmicos. Este ciclo puede ser analizado
mediante las leyes de la termodinédmica cuantica, las cuales son una extension
de las leyes clasicas de la termodindmica al dominio cuantico.

Un aspecto crucial en el estudio de los QHEs es la identificaciéon y
optimizacion de los pardmetros que influyen en su eficiencia y potencia. Esto
incluye la exploracion de diferentes sustancias de trabajo cuénticas, tales como
atomos individuales, iones atrapados, o qubits superconductores, asi como la
implementacion de diversos tipos de ciclos termodinamicos cuanticos, como el
ciclo de Carnot cuéntico y el ciclo de Stirling cuéntico. Ademas, la dindmica
cuantica de estos sistemas, descrita por la ecuacion de Schrodinger o las
ecuaciones maestras cuénticas, juega un papel fundamental en la comprension

de coémo se produce la conversion de energia a nanoescala.



La investigacion en motores térmicos cuanticos no solo tiene implicaciones
teodricas, sino también préacticas. Los avances en este campo podrian conducir al
desarrollo de nuevas tecnologias para la generacion y el aprovechamiento eficiente
de energia a escalas extremadamente pequenas, lo cual serfa particularmente
relevante para la electronica de nanoescala y la computacion cuantica. Ademaés,
el estudio de los QHEs también proporciona una plataforma para investigar
conceptos fundamentales en la mecanica cuéntica y la termodinédmica, como la
relacion entre la informacion y la energia en sistemas cuénticos. [1-23] .

Al aplicarse a un sistema cuéntico con un campo magnético externo como
parametro de control, el ciclo de Stirling consiste en dos procesos isotérmicos
y dos procesos isomagneticos. Durante las etapas isotérmicas, la sustancia de
trabajo interactiia con un reservorio térmico a una temperatura determinada,
mientras que en las etapas isomagnéticas, el campo magnético externo al
que se somete el sistema permanece constante. La eficiencia de este ciclo es
notablemente influenciado por la intensidad del campo magnético, al afectar
este directamente el espectro de energia y los estados de la sustancia de trabajo.
Consecuentemente, el ciclo de Stirling en termodinamica cuantica, empleando
un campo magnético externo como parametro de control, exhibe un potencial
prometedor para aplicarse a refrigeracion magnética y campos afines [24-26].

Recientemente se ha estudiado el ciclo de Stirling cuantico basado en dos
espines acoplados, descritos por el modelo de Heisenberg XX con un campo
magnético externo en el eje z, cerca del punto critico cuantico (QCP, por
sus siglas en inglés) [24]. En dicho estudio se investigo6 la transicion de fase
cuantica del sistema, el entrelazamiento y la correlaciéon, mostrando que al
elegir parametros especificos del ciclo, el sistema puede operar como un motor
térmico o como un refrigerador sobre un amplio rango de valores para el
campo magnético en un regimen de bajas temperaturas. Mientras que el motor
puede alcanzar la eficiencia de Carnot cerca del punto critico al operar con
campos magnéticos altos, el refrigerador se acerca al limite de Carnot para
campos magnéticos bajos. Aunque, a temperaturas mas altas, el rendimiento
del sistema se desvia significativamente del limite de Carnot, y el maximo de
trabajo extraible no se corresponde necesariamente con la maxima eficiencia
[24].

Se ha explorado el caso de un motor térmico cuéntico usando un sistema de

Heisenberg XX de tres qubits [27] buscando optimizar la eficiencia. Aun asi, no



se logra igualar la eficiencia de Carnot para campos externos suficientemente
bajos.

En un estudio reciente, Kuznetsova et al. [28] examina dos qubits en el
modelo de Heisenberg XYZ con interacciones DM (Dzyaloshinskii-Moriya)
y KSEA (Kaplan—Shekhtman—Entin-Wohlman—Aharony) bajo un campo
magnético externo no uniforme como sustancia de trabajo para una maquina
térmica cuéntica operando con un ciclo de Otto cuantico. El anélisis muestra que
el rol de las interacciones DM y KSEA a medida que la constante de intercambio
longitudinal altera el comportamiento del sistema de antiferromagnético a
ferromagnético. Diferentes modos de operacién de la maquina térmica son
identificados, incluyendo motor térmico, refrigerador, calentador o disipador y
acelerador térmico o calentador de bano frio.

Otra publicacion [29] explora la influencia de anisotropia en las constantes
de intercambio y el campo magnético sobre el entrelazamiento de dos qubits
en el modelo XY. El estudio revela que la combinaciéon del parametro de
anisotropia y el campo magnético puede generar regiones de entrelazamiento
en el espacio de pardmetros que no se encuentran el es caso isotrépico. Esto
sugiere la posibilidad de controlar y producir entrelazamiento en sistemas de
dos espines incluso a temperatura finita.

En esta tesis, basado en el efecto de la anisotropia en extender el rango
donde se presenta entrelazamiento, se presenta una investigacion de un ciclo de
Stirling utilizando un sistema de dos qubtis acoplados sometidos a un campo
magnético externo en la direccion del eje z e influenciado por una anisotropia
uniaxial en la direccion del eje y. El foco se encuentra en analizar la eficiencia
y el trabajo del ciclo de Stirling. Especificamente, se examina el impacto de
la anisotrpia en el rango de temperaturas donde la eficiencia alcanza su valor
méximo, la extincion del intervalo del campo magnético donde se observa una

alta eficiencia, y como es afectada por la anisotropia.



Capitulo 2

Modelo

2.1. Hamiltoniano y diagonalizacion

Nuestro sistema corresponde a 2 qubits(particulas de espin 1/2) descritos
por el modelo de Heisenberg XX, al cual se le adiciona un termino de anisotropia
uniaxial con el espin total en el eje y. De esta forma, nuestro sistema es descrito

por el Hamiltoniano:

J B K
H = S (0103 + 0103) + 5 (07 +03) + 5 (07 +03)". (2.1)
Donde o%(i = 1,2;a = x,y, z) corresponden a las matrices de Pauli.

Para diagonalizar este Hamiltoniano se introduce la siguiente notacion:

1

T =11) = ( 0 ) , (2.2)
0

) =10) = ( ) > : (2.3)

Para diagonalizar facilmente este Hamiltoniano es conveniente escribirlo en

su forma matricial, para esto se escriben los operadores en el espacio de ambos

qubits:
0010 0100
i 0001 o l1o000
10 00 0001
0100 0010



00 — 0 0 — 0 0
0 —1 0 0
O'y®]1 — , 1 ®0’y: , 2.5
T io 0 e 0 —i 29)
0 2 0 0 v 0
1 0 O 1 0 0 0
. 0 1 o =10
01 X ]12 = 5 ]11 X 0y = (26)
00 —1 0 1
00 0 -1 0 0 —1

Donde 1;(i = 1,2) corresponde al operador identidad aplicado a uno de los
qubits. Luego, los kets que describen el estado de ambos qubits pueden obtenerse

CO1mo.

1 0
0 1
1)) @ 1), = [11) = E 1), ©10), = [10) = o | (2.7)
0 0
0 0
0 0
0 @[, =100 =1 |, [0, ®[0,=]00)= 0 (2.8)
0 1
Asi, el Hamiltoniano escrito de forma matricial corresponde a:
B+ K 0 0 —-K
0 K J+K 0
H = (2.9)
0 J+K K 0
-K 0 0 K—-B

Luego, resolviendo el problema de autovalores , se obtienen los autoestados |1);)

(1=1,2,3,4) del sistema junto a sus correspondientes energias F; (i = 1,2,3,4).



_ 1

Bi=E—dui )= —s(101) = |10) (2.10)
Br=Btdus [ = (00 +[10)), (2.11)
By=F—Bas  |ds) = ﬁ looy = A_J1n)),  (212)
By=E+Bu:  |ds) = ﬁ lo0) = N 1], (213)

Donde E = }12?:1 FE; = K es el promedio de las posibles energias, J.q =
J + K es la constante de intercambio efectiva, Beg = VB2 + K2 es el campo
magnético efectivo, y Ny = (B 4 Beg)/K. Primero, podemos notar que los
primeros dos estados propios son estados de Bell, y sus energias no dependen
del campo magnético. Mientras que los otros niveles si varian con el campo,
lo cual origina un cruce de los niveles de energia (E; = E3 y Fy = Ey4) para

un campo magnético Bz = \/ J% — K? = +/J? + 2J K. Este valor critico solo

existe si K > —.J/2. De otra manera no se presenta este cruce de los niveles. La
existencia de este valor critico para el campo define el punto critico cuantico,
donde el estado base cambia de [11) a |13) cuando el campo magnético aumenta
desde B < Bt @ B > By Ademas, cuando K = —J (Jog = 0) los estados

|t1) v |12) se encuentran degenerados.

2 ] 3 ]

1 ] 2 :

0 1 f
0

L (NN]
-1
-2F -1
-3 -2
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
B B
(a) (b)

Figura 2.1.1: Variacién de los niveles de energia para (a) K = —0.4, (b)
K = 0.5. J=1. Las lineas azul, naranja, verde y roja corresponden a los niveles
Ei, Es, E3 y E4 respectivamente para ambos graficos.

Para tener una mejor idea sobre el medio de trabajo, se grafican los niveles
de energia en la figura 2.1.1. Se elijen distintos valores de anisotropia dados
por K = 0.5 (figura 2.1.1a) y K = —0.4 (figura 2.1.1b). Basicamente, la
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anisotropfa provoca dos efectos, primero, un cambio en la energia media E, y
segundo, un desplazamiento del punto critico cuantico. A partir de la expresion
Bt = V/J2 + 2JK notamos que el QCP se desplaza a la derecha (izquierda)
para valores positivos (negativos) de K, como se observa en la figura 2.1.1.
Ademaés valores positivos de K incrementan la separacion de los niveles de
energia, mientras que los valores negativos la disminuyen. Esto ultimo es
relevante pues afecta la poblacion de los distintos niveles de energia a lo largo

de los distintos procesos termodinamicos al realizar el ciclo de Stirling.

2.2. Termodindmica del Sistema

Una vez diagonalizado el Hamiltoniano del sistema y teniendo un
entendimiento del comportamiento de este en el espacio de parametros, el
siguiente paso consiste en calcular las distintas cantidades termodindmicas que

caracterizan el sistema, las cuales se extraen a partir de la funcion de particion
(considerando kp = 1):

Z:ieEi/T:%ﬁ <cosh (BT )—l—co h(JT )) (2.14)

Luego, se obtiene la energia libre F', energia interna U, entropia S,

magnetizacion en el eje z M, y capacidad calorifica C' del sistema como:

) s ()

F=-ThhZ= —Tln( = (cosh(

g2 _ g sn (+) (2.16)
oT cosh( 2 ) cosh (%)

S — —g—];, (2.17)

M. — % (0% +03) = —g—g, (2.18)

_ g—g. (2.19)

En el equilibrio térmico la poblacion de cada nivel esta definida como
P, = exp(—E;/T)/Z (con i = 1,2,3,4). Permitiendo introducir la matriz



densidad A
p=2_ Filv) (Wil (2.20)

i=1
Esta matriz densidad describe un sistema de cuatro niveles (dos qubits

interactuando) tal que Tr(p) = 1y p' = p. De manera explicita puede expresarse

CcOomo:.:
L(Ps+ Py — 2R 0 0 ol
b 0 T(Pi+PR) 3(P—P) 0
0 S(P—P) F(Pi+P) 0
K(P;—P. B(P3—P.
el 0 0 BT 4 1(Py+ Py)

En la presencia de la interaccion de intercambio (J) y anisotropia (K),
ambos qubits experimentan una interacciéon que actia como una fuente de
entrelazamiento (esto se pude identificar en los elementos fuera de la diagonal
de la matriz densidad p), por lo que se analizara el rol de la correlacion del
sistema en la termodinédmica del mismo.

Antes de comenzar con el analisis de las medidas de correlaciéon y
concurrencia, se puede apreciar como en el punto critico la entropia del sistema
a temperatura cero es igual a In 2 (figura 2.2.1). Esto implica que incluso a bajas
temperaturas es posible obtener un cambio significativo en calor del sistema al

variar el campo magnético.

145, AR AR rreees s AR
1.2F
1.0+
w 0.8
0.6-
0.4+¢
0.2F

0.0 ‘ . ‘ ‘ ‘
00 05 10 15 20 25 30

T

Figura 2.2.1: Variaciéon de entropia S en funciéon de la temperatura T' con
J =1, K = —0.4, y valores de campo magnético B = B, (linea azul) y B =1
(linea roja). La linea punteada corresponde a la méaxima entropia posible del
sistema S = 1In4



2.3. Correlacién, concurrencia y transicién de

fase cuantica

Para explicar el rol de las correlaciones, se debe estudiar como estas medidas
de entrelazamiento y coherencia del sistema estan conectadas con la transicion
de fase cuantica (QPT). Particularmente, el objetivo es conectar tanto la
correlacion como la concurrencia con el punto critico cuéntico y su relevancia
en el rendimiento del ciclo de Stirling cuantico. La clasificacion y los detalles
de la transicion de fase cuantica han sido estudiados con distintos enfoques
[30, 31]. En esta seccion se analizan dos cantidades relevantes, la correlacion

espin-espin y la concurrencia cerca del QCP.

2.3.1. Correlaciéon de espin

La correlaciéon de espin es relevante cuando, en sistemas de muchos cuerpos,
se exhiben interacciones de corto y largo alcance [32]. Cuanto no existe
anisotropia en nuestro sistema de estudio, es decir, K = 0 23], la transicion de
fase cuantica se observa tanto en las correlaciones de los espines como en la
concurrencia, al cambiar el estado base del sistema desde un estado parcialmente
entrelazado (o directamente no entrelazado) a uno maximamente entrelazado
(estado de Bell) a bajas temperaturas. Para observar este efecto se introduce la

funcién de correlacion de dos-puntos.

Cgﬁ = <af‘af> — (o) <0jﬁ> : (2.21)

Esta funcién de correlacion es calculada aprovechando la matriz densidad

[0}

de manera que (o}

) = Tr(po?), donde la matriz densidad p esta definida en
la ecuacion 2.20. En este caso, {i,j} € {1,2} corresponden a los sitios (ambos
qubits) y {«, 5} € {z,y, 2z} indican las componentes del espin en los distintos
ejes. Para entender mejor como interpretar la correlacion se puede suponer que
el sistema puede describirse como el producto de estados separables, de manera
que p = p; ® py. Ahora, se calcula la funcién de correlacion C’ff (considerando
;

ademés que en estricto rigor, oo’ se debiese escribir como of* ® af ):
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Cry = Tr((p1 ® p2) (05 @ 03)) — Tr(p10§) Tr(pa0?)
= Tr((p10}) @ (p203)) — Tr(pr107) Tr(pa0y)
= Tr(p107) Tr(p203) — Tr(pr07) Tr(pa03) = 0

Asi, se tiene que en estados separables (no correlacionados) la funcion de
correlacion se anula, es decir, C’f‘f # 0 indica que existe correlacion entre los
espines del sistema. Para el caso particular de dos qubits idénticos que se esta
trabajando, al tratarse de particulas indistinguibles, se tiene que C’ff = Cgf y
CY = O Esto reduce el niimero de funciones de correlacion a calcular. La
existencia de la interaccion de intercambio (J) y la anisotropia (K') provoca
un cierto grado de correlacion en el espin de los qubits, por lo que para un
estado en equilibrio térmico del sistema, se tienen las siguientes funciones de

correlacion para el espin en cada uno de los ejes:

b (o) _ K sinh (Zsft)
1x2x _ _Sln <JT ) BeffB : (222)
cosh( ;ff) + Cosh( ;ff)
H Beft
h Joit 4 K sinh ( <
oy = - (JT ) Bt __ (2.23)
cosh( TH) + Cosh( Tff)

B? — B% cosh(2%1) 4+ K? cosh (25t)
2B2; (cosh(£2) + Cosh(%))2 .

zZz

12 —

= N

(2.24)

Debido a razones de simetria las correlaciones C%Y (o # () se eliminan [33-35].
La figura 2.3.1 muestra la funcién de correlacion xx, yy y 2z, al igual que en
[24], la correlacion cambia abruptamente al pasar por el punto critico a bajas
temperaturas. Es decir, existe un comportamiento no analitico para C7yY%** a
T = 0 exactamente en el valor critico del campo magnético. Esto para ambos

valores de K mostrados en la figura 2.3.1.
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Figura 2.3.1: Variacion de las funciones de correlacion zz ((a) y (b)), yy
((e) y (d)), y 2z ((e) y (f)) con K = —0.4 para (a), (c) y (e), y K = 0.5

para (b), (d) y (f). Considerando J = 1 para ambos casos.
2.3.2. Concurrencia de Wootters

Al trabajar con estados puros, es decir, si se cumple con p = [¢) (¢], el
entrelazamiento del estado de un sistema bipartito (dos sistemas A y B) puede

definirse como la entropia reducida [36]:

E() = =Tr(palogypa) = —Tr(pplog,ps) (2.25)

Donde pa (pp) es la traza parcial de p sobre el subsistema B(A). Pero esto
no es valido estados mixtos descritos por p = ). P; [1;) (], por lo que se

introduce una medida de entrelazamiento que es aplicable en estos casos, la

12



llamada concurrencia de Wootters [37]:

¢ = max{0, v/ 1 — VA — VA3 — VA (2.26)

donde \;(j = 1,2, 3,4) son los autovalores de la matriz p(o? @ 03)p' (0¥ @ 03)
ordenados de mayor a menor. Esta férmula esta basada en la separabilidad
del sistema, de manera que el entrelazamiento definido para un estado mezcla
resulta en el promedio del entrelazamiento de los estados puros que forman
la base y minimizado sobre estos. E(p) = min ), p;E(¢;) = E(c), donde 1;
corresponde a los estados de las posibles descomposiciones del sistema. Ademas
el entrelazamiento es funciéon monoétona de la concurrencia c¢. De manera similar

a la correlacion, para estados de la forma p = p; ® po, se tiene que ¢ = 0 [38]

1.0 y”
LIZAL AL
£
502552

(a) (b)

Figura 2.3.2: Concurrencia como funcién de temperatura y campo magnético
con J =1 en ambos graficosy K = 0.5 en (a) y K = —0.4 en (b).

Al igual que con la medida de correlacion tratada en la secciéon anterior, la
concurrencia presenta un comportamiento no analitico al rededor del punto
critico cuantico, donde alcanza un valor minimo (¢ = 0) en el QCP y es méaxima
(¢ =1) cuando B < Bg;;. Adicionalmente, para B > B se presenta un cierto
grado de entrelazamiento (0 < ¢ < 1) al contrario que lo reportado en el caso
de K = 0 |24] debido a la que la presencia de anisotropia introduce términos
en los estados |13 4) que no se pueden expresar como el producto de los estados

individuales de los espines.

2.4. Ciclo de Stirling

De manera analoga al ciclo clasico, el ciclo de Stirling cuantico consta
de cuatro procesos: dos isotérmicos y dos isomagnéticos (equivalentes a los

procesos isocoricos del caso clasico). Durante los procesos isotérmicos, el sistema

13



A[ Stirling Cycle

QBC

v

Figura 2.4.1: Diagrama del ciclo de Stirling en relaciéon a la entropia y el
parametro de control A. En este caso, A\ — B corresponde al campo magnético
externo a lo largo del eje z.

permanece en equilibrio térmico con uno de dos banos térmicos a temperaturas
T =Ty (alta) o T' = Ty, (baja), con Ty > Ty. Al mismo tiempo, el campo
magnético externo varia entre By y By, durante el proceso, satisfaciendo la
condicion By > By . En cuanto a las trayectorias isomagnéticas, el bafio térmico
al cual el sistema esta acoplado es intercambiado, esto manteniendo el campo
magnético externo en un valor constante (By o Bp). El ciclo se puede ver de
manera pictorica en la figura 2.4.1 donde, como se mencion6 anteriormente, el
parametro de control A corresponde al campo magnético externo B que actiia
sobre el sistema. El analisis de cada etapa del ciclo descrito por la figura 2.4.1
puede ser resumido en:

Trayectorias isotérmicas: Estos procesos corresponden a las trayectorias
A — By C — D de la figura 2.4.1. En la primera etapa A — B (tercera etapa
C' — D), el sistema se mantiene a una temperatura fija Ty (77), y la entropia
varia a lo largo de A — B (C' — D) debido a la variaciéon del campo magnético
externo, Consecuentemente, el calor intercambiado entre el sistema y los banos
térmicos pueden obtenerse a partir de este cambio en la entropfa durante estos

procesos a temperatura constante:

14



Qap = Tu(Sp — Sa), (2.27)
Qcp = Ti(Sp — Se). (2.28)

Trayectorias isomagnéticas: Estos procesos corresponden a las
trayectorias B — C (Bp, = cte.) y D — A (By = cte.) del la figura 2.4.1.
En estos procesos no se realiza trabajo, por lo que el intercambio de calor
corresponde al cambio en la energia interna mientras el sistema cambia de un
bano térmico de temperatura Ty a uno de temperatura 77, durante la etapa
B — (', y desde Ty, a Ty durante D — A, por lo que el intercambio de calor

esta dado por las siguientes expresiones:

®pc = Uc—Up, (2.29)
@pa = Ua—Up. (2.30)

A partir dela primera ley de la termodindmica (dU = §Q — W), y
considerando que el cambio en la energia interna es nulo a lo largo de un

ciclo cerrado, el trabajo total puede ser obtenido como:

W =Qu+Qr=Qap+ Qpa+ Qpc+ Qcp (2.31)

Donde se define Qg = Qap + Qpa y Qr = Qpc + Qcp, los signos de Qg,
Qr, v W definen el comportamiento de la maquina térmica, la cual puede
operar de dos maneras, como motor o refrigerador. Este anélisis de los signos
se resume en el cuadro 2.4.1

Cuadro 2.4.1: Convencion de signos de calor y trabajo total para una maquina
térmica operando como motor o refrigerador.

Calor y Trabajo Motor Refrigerador
Qu >0 <0
Qr <0 > 0
w >0 >0
Ui <1 ----
CcoP ---- > 1 (esperado)
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Si la maquina térmica satisface las condiciones para funcionar como un
motor, la eficiencia n se define como la razén entre el trabajo total y el calor

absorbido por el sistema:
%%

" Qu

En el caso de funcionar como un refrigerador, se define el coeficiente de

U (2.32)

rendimiento (COP, por “ Coefficient of Performance”) de manera anéloga a la

eficiencia de un motor:

_ @
W

€

(2.33)
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Calculos numeéricos

En esta seccion se discuten los efectos de la anisotropia en la eficiencia del
ciclo propuesto. La figura 3.1.1 muestra la eficiencia en funciéon del pardametro B,
para distintos valores de anisotropia: K = —0.4 (linea azul), K = 0 (linea gris
punteada) y K = 0.5 (linea roja). Se observa que para cada valor de anisotropia
K la eficiencia es méaxima justo en el punto critico (B; = V/J2 +2JK).
Consecuentemente la eficiencia maxima se desplaza hacia la izquierda o derecha

al reducir o incrementan la anisotropia.

0.4}
0.3/

< 0.2}
0.1
0.0- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

00 05 10 15 20 25 30
B.
Figura 3.1.1: Eficiencia como funcion de By para K = —0.4 (linea azul),

K = 0 (linea gris rayada) y K = 0.5 (linea roja) . Con Ty = 0.2, T1, = 0.12,
By =3y J = 1. La linea negra punteada corresponde a la eficiencia de Carnot
para las temperaturas dadas (n = 0.4)

Es importante notar que el modelo recupera la eficiencia con K = 0
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reportada anteriormente [24], en el punto B = J = 1, donde la eficiencia
es igual a la de Carnot. Aunque para el valor negativo de anisotropia se
encuentra que la eficiencia esta ligeramente por debajo de 0.4. Esto se debe
a que para alcanzar la eficiencia méxima en el punto critico es necesario que
a bajas temperaturas de los reservorios térmicos el estado fundamental sea
por diferencia el mas poblado. Y al tener anisotropia K < 0 el espacio entre
los distintos niveles de energia se ve reducido, lo que provoca que, con las
temperaturas usadas, la participacion de los niveles distintos del estado base
no sea despreciable, lo que, en consecuencia, causa la caida en la eficiencia al
rededor del punto critico en la curva azul de la figura 3.1.1. Aunque, en caso
de elegir temperaturas aun mas bajas, se recupera la eficiencia de Carnot. Al
igual que en el caso sin anisotropia uniaxial la eficiencia se ve reducida cuando
By se aleja del punto critico. Sin embargo, esta caida en la eficiencia no es tan
rapida si K es distinto de 0, por lo que la eficiencia permanece 6ptima para un

mayor rango de valores de B;.

0.15; , 0.15
010! ] 0.10
04 [ ] ~
’0.05 ] C 005
I [ ] I
Z 000 : < 000
£ 000 | = 0
~0.05} ] -0.05
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
B, BL
(a) (b)

Figura 3.1.2: Calor de entrada (linea roja), calor de salida (linea azul) y
trabajo total (linea verde) en funciéon de By, para (a) K = 0.5y (b) K = —0.4.
COHTH:OQ, TL:0127 BH:3yJ:1

Por ejemplo, para K = 0.5 la eficiencia es mayor a la mitad de Carnot en
un rango un 9.2 % mayor que para K = 0. También se puede notar que, en la
figura 3.1.2, que el trabajo es maximizado en el mismo valor de B; que en la
eficiencia. En el caso de K = 0.5 (3.1.2a) el trabajo se maximiza en B; ~ 1.4
mientras que para K = —0.4(3.1.2b) esto sucede con B; ~ 0.45.

Para entender como reacciona el sistema a diferentes temperaturas, se
grafica la eficiencia y el trabajo en funciéon de la temperatura alta Ty, mientras
se mantiene T, = 0.67y, J = 1 y el campo bajo By, en el punto critico, para
distintos valores de anisotropia (K = —0.4,0,0.5) en la figura 3.1.3. Como es

de esperarse, al aumentar la temperatura, en general, la eficiencia del ciclo cae,
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0.40]

0.6

0.38 05
: 0.4
<036 203
: 0.2
0.34]
: 0.1
00 02 04 06 08 10 12 14 00 02 04 06 08 10 12 14
T Ty
() (b)

Figura 3.1.3: Eficiencia (a) y Trabajo (b) en funcion de Ty (T, = 0.6T%)
operando en el QCP (By = B;;) para J = 1. Con By =5, K = —0.4 (linea
azul), K = 0 (linea gris rayada) y K = 0.5 (linea roja). La linea negra punteada
corresponde a la eficiencia de Carnot (0.4).

esto, en principio sucede méas rapido para K = —0.4, pero luego comienza a
aumentar nuevamente y alcanza un maximo local para una temperatura alta
Ty cercana a 1, y para temperaturas aun mayores la eficiencia se mantiene por
sobre los otros dos valores de anisotropia. Se sospecha que esto se debe a que a
estas temperaturas la influencia del resto de niveles de energia resulta positiva

para la eficiencia a partir de Ty > 0.8.

T SRR SR

1.0¢ g

COP

0.5+ S

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
By
Figura 3.1.4: Coeficiente de rendimiento en funcion del campo alto By, para

K = —0.4 (linea azul), K = 0 (linea gris rayada) y K = 0.5 (linea roja). Con
By = 0.05, Ty = 0.125 y Ty, = 0.6T%.

Al igual que en el caso del motor, para un refrigerador se alcanza el COP
de Carnot en el QQCP como se observa en la figura 3.1.4. Pero este caso es mas
restrictivo con el rango de temperaturas, requiriendo que estas sean aun mas
bajas para alcanzar el limite de Carnot. Esto se debe a que el refrigerador

opera con campos mas bajos, donde los niveles de energia del sistema se
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encuentran mas juntos causando que los dos estados méas energéticos influencien
negativamente el ciclo. Este modo de operaciéon del ciclo de Stirling se ve
afectado positivamente por la inclusion de la anisotropia cuando K > 0 debido
a que separa los niveles de energia, esto amplia el rango de temperaturas
donde el COP es alto. Contrariamente, cuando K < 0 los niveles de energia
se encuentran mas juntos, por lo que se reducen aun més las temperaturas

requeridas para alcanzar el limite de Carnot, como se observa en la figura 3.1.5.

15"

1.0¢

COP

0.5+

00 01 02 03 04 05 06

Figura 3.1.5: Coeficiente de rendimiento en funcién del campo alto T, para
K = —0.4 (linea azul), K = 0 (linea gris rayada) y K = 0.5 (linea roja). Con
BL == 005, BH == Bcrit y TL == O6TH

3.2. Analisis tedrico

Purkait y Biswas|24] dan un breve analisis teérico del porque el ciclo
de Stirling alcanza la eficiencia de Carnot a bajas temperaturas trabajando
cerca del QCP en un sistema de 2 qubits equivalente al considerado en este
trabajo pero sin un termino de anisotropia. Esta explicacion puede extenderse a
cualquier clase de sistemas que posea una transicion de fase cuantica de primer
orden:

Cuando la temperatura, en unidades de kg = 1, es mucho menor que
la diferencia de energia entre el estado base y el primer estado excitado,
se observa que la entropia permanece practicamente constante durante los
procesos isomagnéticos, por lo que en este limite pueden ser considerados
ademas isentropicos (o adiabaticos). En general la eficiencia y el coeficiente de

rendimiento del ciclo de Stirling puede escribirse como: (ver figura 2.4.1)
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_ Tu(Sp — Sa) + (Uc —Up) +Tr(Sp — Sc) + (Ua — Up)
= Ty (Sp — Sa) + (Ua — Up)

B TL(SD—Sc)+<UA_UD)
N ’TH(SB — SA) + (UC — UB) +TL<SD — Sc) + (UA — UD)|

Supongamos un sistema de espines sometidos a un campo magnético con

(3.1)

(3.2)

€

un estado fundamental a campo alto con degeneracion g, y que presente un
punto critico cuantico donde la degeneracion del estado base sea go (g1 < g2).
A este sistema se le aplica un ciclo de Stirling como se indica en la figura 2.4.1
donde el campo bajo se encuentra en el punto critico si este opera como un
motor. Y en caso de operar como un refrigerador, sera el campo alto el que se
encuentre en el QCP.

Durante el ciclo de Stirling, operando como un motor, en la primera etapa
isomagnética A — D, si se trabaja a temperaturas lo suficientemente bajas
solo se poblara el estado base, por lo que Uy =~ Up y la entropia del sistema
es ambos puntos Sy, ~ Sp ~ Ing;. En la segunda etapa isomagnética B — C
de manera similar se tiene que la energia interna se mantiene practicamente
constante( Up ~ Ur) y el sistema tiene una entropia Sg &~ S¢ = In gy. De esta
manera la eficiencia resulta en:

o Luln(g/g)) —Tiln(g2/g) _ To (3.3)
T n(g2/91) Tu

Es importante notar que bajo estas aproximaciones en trabajo del ciclo es no

nulo, y es proporcional a la diferencia entre las temperaturas de los reservorios

térmicos y al logaritmo natural de la razoén entre g; y go:

W~ (Ty — Tp)In 22 (3.4)
g1

Este limite para el trabajo se puede evidenciar en las figuras 3.1.2 y 3.1.3.
Donde en el primero se observa que el peak de trabajo se encuentra en el
QCP con un valor cercano a W & 0.055 para K = 0.5y W ~ 0.056 cuando
K = —0,4 lo que coincide con 3.4 considerando los parametros utilizados. Y
en la segunda figura mencionada, el trabajo en funcién de la temperatura se
acerca mucho a una recta para temperaturas bajas, aproximadamente 7" < 0.3,
este comportamiento es mas evidente para K = 0.5 debido a que la separacion

de los niveles de energia amplia el el rango de temperatura 6ptima.
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Considerando las mismas aproximaciones del caso anterior pero con Sy =
Spalngy, vy Sgp ~ Sc ~ In gy, esto debido a que ahora es el campo alto el que

se encuentra en el QCP. Se tiene para el COP del ciclo de Stirling:

~ 7, 1n (62/91) 1
TpIn(g2/g1) = Tuln(g2/91)] T —Ti
Similar al caso del motor, se tiene un calor extraido por el sistema no nulo

al existir el QCP:

(3.5)

Qr~TrIng/g:. (3.6)
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Capitulo 4
Conclusiones

En este trabajo, se analiz6 el rendimiento de un ciclo de Stirling cuya
sustancia de trabajo corresponde a un sistema de dos particulas de espin %
descrito por un modelo de Heisenberg tipo XX con anisotropia uniaxial con
el espin total en el eje y. El parametro de control para el ciclo propuesto
corresponde a un campo magnético externo aplicado en el eje z. Se examiné
el punto critico cuéntico (QCP) del modelo a través de la correlacion y la
concurrencia. Se demostro que el punto critico cuantico juega un rol fundamental
en el trabajo, la eficiencia y el coeficiente de rendimiento (COP) del ciclo
propuesto [24, 27-29|.

Los resultados indican que la incorporacion de la anisotropia, que aparece
explicitamente en el QCP, desplaza los puntos de eficiencia maxima (Carnot)
en el espacio del pardmetro de control del ciclo, ya sea hacia la izquierda
o la derecha del caso previamente reportado para K = 0 (sin anisotropia).
Especificamente, para K < 0, la maxima eficiencia posible se obtiene para
campos magnéticos menores en comparacion con K = 0, y para K > 0 , se
alcanza para campos mayores.

Adicionalmente, debido a la estructura de los niveles de energia, es posible
identificar areas donde la incorporacién de la anisotropia muestra un mejor
rendimiento en comparacion con su ausencia, asi como un mayor trabajo en
general. Por lo tanto, incluir el término de anisotropia mejora el rendimiento
de la maquina térmica desde un punto de vista termodindmico. Ademés,
se demostro la estrecha relacion entre la termodinamica y la teoria de la
informacion en este sistema bipartito.

A bajas temperaturas, se encontré explicitamente que el ciclo de Stirling
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cuantico alcanza el limite de Carnot con un trabajo (motor) o calor extraido
(refrigerador) no nulo cuando existe un punto critico cuantico (QCP). Este
hallazgo subraya la importancia del QCP en la optimizacion de la eficiencia
y el rendimiento de ciclos térmicos cuanticos, destacando la relevancia de la
anisotropia en la mejora de estos parametros.

En resumen, el analisis realizado demuestra que la incorporaciéon de
anisotropia en el modelo de Heisenberg tipo XX con espines % no solo modifica
los puntos de maxima eficiencia en el espacio del parametro de control, sino que
también puede mejorar significativamente el rendimiento del ciclo de Stirling
cuéantico. Estos resultados proporcionan una comprension mas profunda de la
relacion entre los fendmenos cuénticos criticos y las propiedades termodinamicas
de motores térmicos a nanoescala, ofreciendo nuevas perspectivas para el diseno
y la optimizacion de dispositivos cuénticos altamente eficientes, destacando la

relevancia de la anisotropia magnética.
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