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Resumen

Esta investigacion es sobre el estudio del efecto producido al interior de una ca-
vidad diferencialmente calentada (CDC) cuando se incorpora un obstaculo (actuador
pasivo) o excitadores térmicos locales (actuadores activos). Los excitadores aplicados
en las paredes isotérmicas se posicionan de forma no-simétrica para complementar los
resultados reportados por Thiers et al. [1]. El ratio de aspecto de la CDC (altura sobre
ancho) es 4, el fluido de trabajo es aire y el nimero de Rayleigh basado en la altura de
la cavidad es 9 x 107, por lo que el flujo convectivo es laminar. El objetivo principal de
este trabajo es mejorar la transferencia de calor global utilizando ambos enfoques men-
cionados. Se realizan simulaciones numéricas usando el solver Nek5000 que utiliza el
método de los elementos espectrales de alto orden. Por una parte, el actuador pasivo
aumento la transferencia de calor global en un 4,39 % y un incremento local del 80 %
fue obtenido. Por otra parte, después de considerar diferentes posiciones, frecuencias y
fases entre un par de excitadores se llegd a la conclusion que la distribucidén no-simétri-
ca no mejora la transferencia de calor global en comparacion al mejor caso reportado
por Thiers et al. [1]. La mejor posicidn para aumentar la transferencia de calor se ubica
a la altura del 70 % de la pared caliente y a la altura del 30 % de la pared fria. En esta
posicion se obtiene un incremento del 5,5 %.

Palabras clave: Conveccién natural, Dindmica de Fluidos Computacional (CFD),

Cavidad diferencialmente calentada, Modificacion de la transferencia de calor,
Nek5000



Abstract

This research deals with the study of the effect produced inside a differentially hea-
ted cavity (DHC) when an obstacle (passive actuator) or a pair of thermal disturban-
ces (active actuators) is incorporated. The thermal disturbances applied to isothermal
walls are positioned non-symmetrically to complement the results reported by Thiers
et al. [1]. The aspect ratio of the DHC (height over width) is 4, the working fluid is air,
and the Rayleigh number based on the height of the cavity is 9 x 107, so the convective
flow is laminar. The main objective of this work is to improve the overall heat transfer
using the both mentioned approaches. Numerical simulations are performed using the
high-order spectral element method fluid dynamics solver Nek5000. On the one hand,
the passive actuator enhanced the global heat transfer by 4,39 % and a local increase
up to 80 % was obtained. On the other hand, after considering different positions, fre-
quencies and phases between a pair of thermal disturbances, it was concluded that the
non-symmetrical configuration does not enhance the global heat transfer in comparison
with the best case reported by Thiers et al. [1]. The best position to enhance the heat
transfer is 70 % of the hot plate height and 30 % of the cold plate height. At this position
this increase reaches 5,5 %.

Keywords: Natural Convection, Computational Fluid Dynamics (CFD), Dif-
ferentially Heated Cavity, Heat Transfer Modification, Nek5000.
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Capitulo 1

Introduccion

Las cavidades diferencialmente calentadas (notadas CDC desde ahora) es un cam-
po de estudio de la conveccion natural de fluidos que ha sido investigado extensamente
de forma experimental y numérica [2-6]. La CDC tiene diferentes aplicaciones indus-
triales tal como en disefio de reactores nucleares [7], enfriamiento de equipos térmi-
cos [8], paneles solares [9] y aire acondicionado [10]. Sin embargo el desempefio de
estos sistemas energéticos puede estar limitado por la eficiencia térmica del CDC. Con
tal de avanzar hacia una sociedad mads responsable y eficiente con los recursos energéti-
cos es indispensable desarrollar métodos que puedan cumplir este proposito. Diferen-
tes investigaciones han buscado aumentar la transferencia térmica global que ocurre
entre las paredes y el flujo. Los diferentes métodos usados se pueden dividir en dos
categorias: actuadores activos y actuadores pasivos [11]. En el primer caso se busca
perturbar térmicamente o mecdnicamente al flujo para inducir la transicion hacia la
turbulencia, excitando las inestabilidades al interior de la capa limite (estructuras de
Tollmien-Schlichting). En cambio los actuadores pasivos son herramientas que no ha-
cen variar su posicién o temperatura mediante una fuente externa, si no que mantienen
sus propiedades fisicas de forma constante en el tiempo. Algunos ejemplos podrian ser
la aspereza de las paredes u obstaculos que modifican el trayecto del flujo tal como se

vera mas adelante.

Entre los actuadores activos se puede nombrar el trabajo de Lage & Bejan [12]
quienes realizaron una investigacion tedrica y numérica al aplicar una pulsacién cons-

tante del flujo de calor sobre la pared caliente de la CDC. Se verific6 que la circulacién



del fluido al interior de la cavidad resonaba con la frecuencia de la pulsacion. Kwak et
al. [13] demostraron que la variacion de la amplitud y frecuencia sobre la pared caliente
podia provocar un incremento de la transferencia de calor global. Abourida et al. [14]
hicieron variar la amplitud y frecuencia de la temperatura en la pared caliente pulsan-
te, pero ademas consideraron una pulsacion en la pared fria. Demostraron que cuando
las 2 temperaturas varian en fases opuestas la transferencia de calor hacia la pared fria

aumentaba.

En particular Penot et al. [15] realizaron una propuesta experimental sobre una CDC
con ratio de aspecto 4 llena de aire donde ademds se introducia un perturbador térmico
bajo la forma de un tubo delgado ubicado en el extremo inferior de la pared caliente
que variaba su frecuencia térmica segin una funcién sinusoidal. Un actuador similar
fue estudiado en el trabajo de Chorin et al. [16] quienes realizaron una investigacion
numérica de una cavidad del mismo aspecto para estudiar los efectos producidos por
otro perturbador térmico local. El perturbador estaba ubicado entre €l 20 % y el 25 % de
la altura en la pared caliente, y obtuvieron que la modificacién tuvo un impacto impor-
tante sobre la transferencia de calor global: en un 16 % por debajo de la zona modificada
y un 2 % sobre la pared fria. Recientemente los autores Thiers et al. [1] optimizaron la
posicion de dos perturbadores térmicos ubicados de manera centro-simétrica entre pa-
red caliente y fria dentro de una cavidad en dos dimensiones para asi aumentar el efecto
de la transferencia de calor global. Se encontré que la altura 6ptima del perturbador a la
pared caliente para este efecto correspondia a 70 % de la altura (y por lo tanto al 30 %

en la pared fria) logrando una ganancia global del 5,5 %.

Por otra parte, los actuadores pasivos mas usados son mecanicos y se refieren a
modificaciones en las mismas paredes o lejos de estas, pudiendo incluir bloques pe-
queiios que representen las aspereza en las paredes en el primer caso [17] o posicionan-
do obstaculos en el centro [18]. En muchas oportunidades los obsticulos no se utilizan
como un medio para intentar mejorar la transferencia de calor sino que para representar
elementos de equipos electrénicos [19,20]. Uno de los primeros estudios numéricos y
experimentales con elementos de aspereza fue realizado por Shakerin et al. [17] quie-
nes buscaban comprobar o no si existia una separacion del flujo en la posicion de los
bloques tal como se observaba en la experiencia de lineas de humo realizado por Eckert
et al. [21]. Ellos indicaron que en su estudio esto no sucedia, por el contrario las lineas
de corriente se mantenian muy cerca de la pared a pesar de modificar su trayectoria. Se

estudiaron flujos laminares con 10?° < Ra < 107 y un ndimero de Prandtl igual a 0,7



(aire) y 7 (agua). La supuesta ganancia de la transferencia de calor debido al incremento
de la superficie mediante los bloques fue anulada por la disminucién del coeficiente de
transferencia de calor causado por la modificacién de la capa limite en las zonas de los
bloques. En otra investigacion Yousaf & Usman [22] incluyeron diferentes elementos
sinusoidales en las paredes activas y también se hizo variar el tamafio. En dicho estudio
utilizaron 10* < Ra < 107 y Pr = 1,0. Concluyeron que la inclusién de aspereza afec-
taba el comportamiento térmico e hidrodindmico del flujo reduciendo la ganancia de
transferencia de calor. La disminucion de la transferencia de calor llego a representar el
—28 %. También se han utilizado como actuadores pasivos a reflectores insertados en
una de las paredes activas como en el trabajo de Humaira-Tasnim [23] estudiando flujo

convectivos débiles con Ra igual a 10* y 10° para diferentes posiciones.

Un ultimo tipo de actuadores pasivos son los obstdculos que se posicionan al interior
de la cavidad, alterando el comportamiento sin perturbacion de la conveccion natural.
Los variados estudios han considerado obstaculos con una fuente de calor [24, 25],
adiabdticos [26, 27] y conductivos [19, 20]. En particular en el estudio de House et
al. [18] y Bhave et al. [27] indicaron la existencia de un tamafio 6ptimo de un bloque
solido adiabatico posicionado al centro de la cavidad. En dicha investigacion se observo
que la transferencia de calor aumentaba con el tamafio del obstdculo hasta alcanzar un

tamano critico y luego de este punto la transferencia de calor disminuia.

Objetivos

El objetivo general de este trabajo es mejorar la transferencia de calor usando dos
métodos diferentes, uno basado en un actuador pasivo y otro en un actuador térmico

activo, los cuales se describen a continuacién.

1. Supresion de la zona de estancamiento en el centro de la cavidad median-
te un obstaculo: Se busca posicionar un bloque rectangular adiabatico en una
cavidad con ratio de aspecto 4 para buscar la geometria que mds aumenta la
transferencia de calor global. Luego, se realiza una extrusion del bloque para in-
vestigar si existe otra geometria con mayor eficiencia. Finalmente para los casos

mas importantes se estudia el efecto conductivo sobre los obstaculos.

2. Uso de un par de actuadores térmicos locales considerando distribuciones

no-simétricas: A partir del trabajo de Thiers et al. [1] se busca determinar si



la posicion centro-simétrica de los actuadores térmicos es la mas eficiente. En
este caso se evaluardn diferentes posiciones, frecuencias y desfases entre ambas

sefiales térmicas.

En este trabajo el nimero de Rayleigh est4 fijado a Ra = 9 x 107, por lo que el flujo
se encuentra en régimen laminar por debajo del nimero critico Ra, = 1,02 x 108 [6].
Ademas el fluido de trabajo es aire (Pr = 0,71).

Estructura del manuscrito

En el siguiente capitulo se reportan resultados del fenémeno de la conveccion natu-
ral destacando la informacidn de interés para este trabajo como puede ser el proceso de
adimensionamiento de las ecuaciones gobernantes. En el tercer capitulo se describe en
detalle el método numérico utilizado para desarrollar el problema, i.e el método de los
elementos espectrales con tal de entender como realizar la discretizacion de las ecua-
ciones gobernantes. En un cuarto capitulo se detalla la metodologia para desarrollar
el problema. En los capitulos 5 y 6 se muestran los resultados para las dos configu-
raciones consideradas respectivamente. Finalmente, en el capitulo 7 se presentaradn las

conclusiones y las perspectivas del trabajo.



Capitulo 2
Conveccion natural interna

La conveccidn es uno de los tres tipos de transferencias de calor que se pueden dar
entre un cuerpo y un fluido. En particular la conveccion es un fenémeno que involucra
un flujo de masa a la vez que el transporte de energia. Con los afios se ha tomado
conciencia de la contribucién de este tipo de transferencia de calor tanto en el campo

cientifico como en el tecnoldgico.

Antes de la segundo guerra mundial no se le daba ninguna importancia a este campo
pues no se le veia ninguna contribucion practica, pero en la actualidad la conveccion se
puede observar en variadas aplicaciones industriales. Debido a su naturaleza espontdnea
no necesita a priori ninguna maquinaria para mantener su funcionamiento. No hay ne-
cesidad de equipos eléctricos o electronicos y por lo tanto se reduce significativamente
el riesgo de falla, lo que permite abaratar costos dentro de una empresa. A su vez una
disminucién del uso de energia contribuye a la preservacion del medio ambiente y al

mismo tiempo una competitividad dentro del mercado laboral.

La conveccion se puede dividir en dos tipos de problemas, conveccion natural ex-
terna donde la region exterior a la capa limite no es afectada por la existencia de la capa
limite pues el flujo se encuentra dentro de un reservorio de gran tamafo, y la convec-
cion natural interna donde existe una comunicacion térmica entre las fronteras que
encierran al fluido debido al menor tamafio del contenedor. Este Gltimo caso representa

la problematica que describe el trabajo de esta memoria.

La conveccidn natural dentro de espacios confinados tiene aplicaciones en diversos

campos tecnoldgicos. En particular las industrias eléctricas y electronicas utilizan este



fendmeno para regular la temperatura de equipos y componentes. Otro tipo de aplica-
ciones se puede dar en las dreas de aerondutica, computadores, automoviles, energia
nuclear, transporte maritimo, ingenieria civil, equipamiento solar, edlico, geotérmico,

y también en industrias farmacéuticas y la agricultura.

2.1. Descripcion fisica del problema

Para un caso en dos dimensiones se considera un fluido newtoniano al interior de
un espacio restringido por cuatro paredes con altura // y ancho W, donde las paredes
verticales se encuentran a temperaturas 71,0y Y Teoq tal que Thoy > Teolq, mientras que
las paredes horizontales tienen una condicion adiabatica (ver figura 2.1). El gradiente
de temperatura es perpendicular a la direccion de la gravedad. Inicialmente (¢ = 0) el
fluido se encuentra a una temperatura Ty = (Thot — Teola) /2 y en equilibrio hidrostético.
La fuerza gravitacional g responsable de la fuerza de flotacion es opuesta a la direccién

Z.

W
or __
E—O

S

Tcold H

SS)

ﬂ]ﬂt

___capa limite

oy Edeo

C

z’
or _
3. =0

X

Figura 2.1: Visualizacién del flujo en 2 dimensiones.

2.2. Condiciones de frontera

Se impone una condicion de no-deslizamiento en todas las paredes (ver figura 2.1),

i.e



u=w=20. 2.1)

Las paredes horizontales de la cavidad se asumen perfectamente adiabdticas e im-

permeables, asi las condiciones de frontera para la temperatura son expresadas como

E)_T
0z

_aT

=5 =0. (2.2)

2=0 z=1

Por otra parte las paredes verticales se consideran isotérmicas con

T (07 Z) = Thot ) T (VV; Z) = Tcold . (23)

2.3. Explicacion fisica del flujo de conveccion natural
en CDC

De forma natural al aumentar la temperatura de un fluido su densidad disminuye y
consecuentemente se alza sobre segmentos mas densos (o més pesados). Desde el punto
de vista de la CDC representada en la figura 2.1 un seccién del fluido en contacto con
la pared isotérmica con 17" = Tj,; se calienta y se alza hacia alturas de menor presion.
Por otra parte el aire en contacto con la pared isotérmica con 7" = T,,4 aumenta su
densidad hasta llegar al fondo de la cavidad creando una diferencia de presion que
mantiene al flujo en un movimiento que sigue el contorno de la cavidad. El esquema

del proceso seria:

calentamiento — ascenso — enfriamiento — descenso

2.4. Ecuaciones de Navier-Stokes (dimensionales)

Las ecuaciones que definen el campo de velocidad y temperatura son las ecuaciones
de Navier-Stokes bajo una condicion de incompresibilidad las cuales se construyen a
partir de las ecuaciones de continuidad de masa, momentum y energia. Para una con-
figuracion en dos dimensiones y tomando en consideracion el sistema de coordenadas

definidas en la figura 2.1 las ecuaciones correspondientes son



- Ecuacién de continuidad de masa

ou Ow

I 24
ox + 0z 24

- Ecuacién de continuidad de momentum

ou ou ou opP 9
P tolus Tw- | =—5-+4uViu

ot 0 0z ox 2.5)
a_w_|_ 8_w+ a_w — _a_P+ Viw — .
Par TP \"ar Tz 5, MY TS

- ecuacion de conservacion de energia (primera ley de la termodindmica)

oT oT or 9
E—i—u%—l—wg—aVT (2.6)

donde p es la densidad del fluido, © y w son las componentes de la velocidad en direc-
cion horizontal y vertical respectivamente, P es la presion del fluido, p es la viscosidad
dindmica del fluido y g es la componente de la aceleraciéon de gravedad en la direccién

—Zz.

Por otra parte el campo de presion P indicado en la ecuacion anterior se puede des-
componer en dos términos: P, debido a una presion hidrostatica y P, llamada presion

dindmica generada por el movimiento del fluido

P=P,+F, (2.7)

La presion hidrostatica se encuentra en funcién de la posicion vertical, i.e.

0P, dP,
= —F— = —pPog
0z dz
ap, i (2.8)
or

donde F, y pg son la presion y densidad del fluido a una temperatura 7, lo que para el
caso de la CDC se refiere a la temperatura media 7o = (Tt — Teola)/2. De esta forma

se pueden reordenar las ecuaciones de cantidad de momento para incluir un término



(po — p)g- Por lo tanto, la ecuacién de conservacion de momentum se puede escribir

como

ot oz o Bz 09)
CCPY OPCC YL I R + (po — p) |
P TP lugs Twgs 5, T HVIw A+ (po = p)g

2.4.1. Aproximacion de Boussinesq

El flujo de fluido puede estar considerado incompresible al interior de la cavidad
mientras la diferencia de temperatura AT = T, — Teo1q S€a suficientemente pequefia
(del orden de 15K [28]), por lo que es posible asumir que p ~ py. La aproximacion de
Boussinesq consiste en considerar la densidad como constante en la ecuacion de con-
servacion de masa y la ecuacion de conservacion de energia e introducir en la ecuacion

de conservacién de momentum un término de fuerza aproximado al orden 2 tal que

p=po(1=B(T-T)) , (2.10)

donde B(T'—Tp) < 1y [ esel coeficiente de expansion volumétrica a presion constante

1 (dp
8= - (a_T)P . 2.11)

Utilizando la aproximaciéon de Boussinesq se sustituye la relacién 2.10 sobre las
ecuaciones de Navier Stokes incompresibles y en cada caso se retiene el término do-
minante. Es decir, que en la ecuacidn de conservacion de momentum la densidad p que
acompaiia al término convectivo pasa a ser py y por otra parte en el término de fuerza
de cuerpo el término (py — p) pasa a ser 3(Ty — T'). Asi las ecuaciones de Navier-
Stokes incompresibles escritas de forma conveniente y utilizando la aproximacion de

Boussinesq son



(@ + a_w — 0
or 0z
ou ou ou 1 0P,

_+u_+w—:———+yvzu

ot ox 0z po Ox
ow ow ow 1 0P,

ot Yor TV9: T T oe
oT oT oT

\E+ua—x+w$

(2.12)

donde v es la viscosidad cinematica definida como v = p/py. En la ecuacion 2.12 los
valores de g, 3, Ty y v son constantes. De igual forma en la ecuacion de conservacion

de energia el término difusivo oo = k/(poc,) también es constante.

2.5. Analisis escalar sobre de la capa limite térmica y
dindmica laminar para conveccion interna

Se busca hacer un analisis de escala del flujo laminar para determinar cuales son los
balances de fuerza al interior de la capa limite y al mismo tiempo se buscan expresiones
para evaluar el escalamiento de la velocidad vertical w, (para t € [0,¢¢]), el tiempo
hasta alcanzar estado estacionario ¢, los espesores de la capa limite térmica o7 ¢ y
dindmica d,, s, ambos en el estado estacionario, para finalmente obtener w; la velocidad

vertical en el estado estacionario ¢t = t;.

Se consideran las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias para condicion incom-

presible descritas en la ecuacion 2.12.

Para proceder con el andlisis se utilizan las siguientes escalas dimensionales:

- La distancia y se adimensiona con la altura H de la cavidad

- La distancia = se adimensiona con el espesor de la capa limite térmica o7, (para
t €10,t¢]) 0 07 s (parat = ty) en caso de evaluar la ecuacion de conservacién de
energia y el espesor de la capa limite dindmica d,,; (para ¢t € [0,¢[) 0 0, s (para

t = ty) en caso de evaluar la ecuacin de conservaciéon de momentum.

- La temperatura 7" se adimensiona con la diferencia de temperatura AT entre las

paredes verticales.
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2.5.1. Evolucion de la capa limite térmica en el tiempo

En primera instancia se considera un estado inicial estdtico en ¢ = 0 tal que u =

v = 0. La ecuacion de conservacion de energia se escala como

or or  oT 0T 0T

il il - - 2.13
ot +u0x+vaz @8x2+a8y2 @.13)
AT 0 0 oAT e

t 82, e

Se observa que 9*T'/dy? < 0*T/0x* ya que H >> d1,, entonces a partir del escala-

miento anterior se genera una relacion entre el término inercial y conductivo

= ~a (2.14)

y asf es posible obtener una evolucién del espesor 62 en el tiempo tal que

oy ~ (at)'/? (2.15)

2.5.2. Escala de la velocidad convectiva

Para ver la escala de la velocidad se derivan e igualan los términos de presion

52p
(6zoy)

en las ecuaciones de momentum descritas en la ecuacion 2.12, lo que resulta en

O (ow Ow Ow\N O (ou Ou  Ou
oz \ ot Yor "oz ) "oz \or " or T Vos

— 2 é92_w_|_62_w _|_2 @4_@ + Ba_T
v Oxr \ 022 022 0z \0x? 022 g or

Sobre esta ecuacion existen grupos de variables correspondientes a la inercia, fuerza
de friccion y fuerza de flotacion. Los términos que dominan cada grupo bésico en la

ecuacion de conservacion de momentum son correspondientemente

11



0*w Pw oT
’ Vo ) g/B_ . (2 17)
Ox Ot ox3 ox
N~ S~ SN——
grupo inercia grupo friccién grupo flotacién
Lo que en término de escalamiento resulta en
Wy Wy AT
, V— , gB—. (2.18)
tory 5% ory

Es importante determinar si la flotabilidad se equilibra principalmente con la fric-
cion o la inercia. Para poder determinarlo se divide las escalas anteriores por el término

de friccidn obteniéndose

1 AT6?
ooy R (2.19)
Pr vw

Por lo tanto, para fluidos con Pr de orden 1 o mayor es correcto asumir que el

balance de fuerzas se da entre la flotacion y la friccion, es decir

ATH?
1~ g Tt . (2.20)

rw

Y se concluye que el escalamiento de la velocidad convectiva es

AT§2
Wy ~ 9pATOT, . (2.21)
1%

2.5.3. Escala de espesor dinamico y térmico de la capa limite

Con respecto a la ecuacion de conservacion de energia los términos dominantes

para cada grupo basico son

oT oT o*T
= we— , oS (2.22)
ot 0z ox
~~ ~—
grupo inercia grupo conveccion grupo conduccién

Con respecto al escalamiento esto resulta en

12



AT AT AT

— — ——. 2.2
8t ’ Wy H ) O[(S%’t ( 3)

Al aumentar ¢ la velocidad convectiva aumenta segin la ecuacién 2.21 mientras que
el termino inercial disminuye en importancia hasta alcanzar ¢y donde se considera que
el fluido se encuentra en un estado estacionario y solo hay balance entre la conduccion

y la conveccion tal que

AT AT

— ~a— . 2.24
wy 7 aé%’f ( )

Por otra parte se tiene la velocidad convectiva a partir de las ecuaciones 2.15y 2.21

por lo que se puede reescribir como

gBAT: ;  gBATat;
v v ’

wy (225)

entonces a partir del balance entre conveccién y conduccién se puede obtener un esca-

lamiento del tiempo ¢ hasta llegar a un estado estacionario tal que

gBATaty AT AT

~ 2.26
o T, (226)
lo que implica
vH 1/2
ty~ : 2.27
~ (i) 220

Con este ultimo resultado es posible reescribir las ecuaciones 2.15 y 2.21 para ob-

tener las escalas 07,y y wy en el estado estacionario

Sr. ~ HRaj,"/*
o , (2.28)
1/2
U)f ~ ERaH

donde Ray es el numero de Rayleigh usando de referencia la altura H tal que

13



B gBATH?

av

Rag (2.29)

Afuera de la capa limite alin se desarrolla un perfil de velocidad (cémo en el caso
de fluidos con un Pr alto). El grosor de estos jets son de d,, ;. En esta region afuera de la
capa limite térmica, pero dentro de la capa limite dindmica hay un balance entre inercia

y difusion viscosa en la ecuacién de conservacién de momentum, por lo tanto

Wy Wy

~ U 2.30
100y 03, (2-30)

y asi
Swi ~ (V)2 ~ Pr'26,, . (2.31)

En la figura 2.2 se puede ver un esquema de la evolucién de la capa limite dindmica

y térmica hasta alcanzar el estado estacionario.

Thermat
boundary layer

Wall jet

Figura 2.2: Evolucién de la capa limite dindmica y térmica cerca de la pared caliente.
Imagen obtenida de [29].



Se pueden encontrar mayores detalles en el documento [29].

2.6. Adimensionamiento de las ecuaciones gobernantes

Se busca realizar un adimensionamiento de las ecuaciones de Navier-Stokes incom-
presibles para incluirlas como las ecuaciones gobernantes en el modelo numérico de la
cavidad diferencialmente calentada de esta memoria. Para ello se toman cinco variables
de referencia para la longitud, el tiempo, la velocidad, la temperatura y la presiéon. En
particular el tiempo, la velocidad y la presion de referencia se formulan utilizando la

velocidad convectiva para un estado estacionario definida en la ecuacion 2.28 tal que

2
Lyt = H tref = ?Ra;m Upef = %Ra}qﬂ
042
Tref = AT Pref = meaH

Por otra parte se construyen variables adimensionales a partir de estas referencias

X X
v Lref H : Lref H tref H? :
H H
w = 4y IRa2 w, = 2 = L Ra"L/? (2.32)
Uref « Uref «
T-T, T -1 Py H?
Tref AT Pref dpa2 aH

Para obtener las ecuaciones adimensionales se introducen estas variables al interior
de las ecuaciones de Navier-Stokes (ec. 2.12) y para ello también se debe incluir al
interior de las derivadas utilizando la regla de la cadena. Por ejemplo el término Ou/0t

es equivalente a

ou  Ou du, Ot, (aR 1/2> ou, < @ p 1/2> _ a? Ou,

ot~ ow, ot, ot \H M) By,
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En la tabla 2.1 se indican las igualdades correspondientes de las variables adimen-

sionales sobre los distintos operadores utilizados en las ecuaciones de Navier-Stokes

Tabla 2.1: Equivalencia de las derivadas de la velocidad, la temperatura y la presion

utilizando variables adimensionales.

variable

(‘3/8t 8/8x &2 /0>
o’ 1/28u* 1/2(916* 1/282%
—Ra R —R
" ey, H 9r, HP H 3g2
H2 H ot H O, H? 0z2
0P,
P, - R -
d ox,

Al hacer el cambio de variable y reordenando las ecuaciones de Navier-Stokes

adimensionales utilizando aproximacion de Boussinesq se obtienen las ecuaciones de

Oderbeck-Boussinesq

( Ou, n ow,
or, 0z,

00 00 00 _ %0 9%0
U + = Ra 1/2<(92+8z§)

O, D ou, 0P, L1 [(Pu. | OPu

ot s Oz, . 0z, Oz, - Pria ( ox?2 022

ow, Ow, ow, 0P, 12 Pw, 0w,
8_tk+u*8_x*+w*6_z* ——aZ* +PI‘R& 8I2 + == a 2 +PI‘0

(2.34)
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Capitulo 3
Método numérico

Las herramientas numéricas se han convertido en una parte crucial en el desarrollo
de tecnologias emergentes. Entre estas herramientas es de nuestro interés la Dindmi-
ca de Fluidos Computacionales (CFD por sus siglas en inglés). La idea bésica es usar
algoritmos apropiados para encontrar soluciones a las ecuaciones que describen el com-

portamiento del flujo.

CFD se ha vuelto una herramienta indispensable para las industrias de automoviles,
de plantas de energia, industrias quimicas, nucleares e industrias marinas entre varias
otras. La razén de su éxito radica en la capacidad de resolver ecuaciones complejas que
no tienen una solucién analitica como es el caso de de las ecuaciones de Navier-Stokes

las cuales también gobiernan el movimiento del fluido al interior de las CDC.

Para discretizar y resolver las ecuaciones de Navier-Stokes es posible utilizar el
método de diferencia finitas (FDM), el método de volimenes finitos (FVM), el méto-
do de elementos finitos (FEM) y el método espectral (SM) entre otros. En particular,
se decide trabajar con el método de los elementos espectrales (SEM) el cual es una

combinacién entre los métodos SM y FEM.

Por una parte el método espectral (SM) consiste en representar una ecuacion dife-
rencial mediante una expansion ortogonal de alto orden. Los coeficientes se determinan
mediante el método de los pesos residuales (ver anexo A.1). Por otra parte, el método
de los elementos finitos (FEM) consiste en la aplicacién del método de los pesos re-
siduales sobre una serie de expansiones en la que cada una de estas representa una

pequena parte del dominio (un elemento).
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El atractivo del SM es su precision. Sin embargo, no es posible implementar en do-
minios geométricos complejos como en un dominio no-conexo. Mientras que el atracti-
vo del FEM es su generalidad, pero cominmente en este método se eligen usar formas
cuadrdticas para representar los elementos y en consecuencia la precision se alcanza

con dificultad.

El SEM se aprovecha del atractivo de estas dos técnicas para crear un método que
sea facil de implementar y a la vez tenga una gran precision de resultados. Basicamente
es aplicar el método espectral dentro de subdominios como en el método de elementos
finitos. Esta técnica fue presentada por primera vez en 1984 por Patera [30]. En este

capitulo se detalla el método.

Para este trabajo el método de los elementos espectrales se implementa mediante
el uso del cédigo Nek5000 para aproximar la solucién de las ecuaciones de Navier-
Stokes [31]. El codigo Nek5000 fue creado en 1990 por P. Fischer, J. Kruse, J. Mullen
bajo la asistencia técnica de A. Petera y Y. Maday con tal de discretizar las ecuaciones
de Navier-Stokes incompresibles. El codigo esta escrito en lenguaje Fortran 77y C, y en
términos generales puede usarse para realizar simulaciones tipo DNS y LES para casos
de transferencia de calor, magnetohidrodindmica, flujos reactivos y flujos de transporte

de sedimentos.

El proceso de resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes discretizadas reque-
rird transformar un esquema local hacia un esquema global a través del proceso de
ensamblaje global.

Antes de continuar se recomienda al lector leer el anexo desde A.1 hasta A.6, pues
en la seccién actual se busca aplicar los conceptos alli indicados para discretizar las

ecuaciones de Navier-Stokes. En el anexo indicado se incluyen los conceptos:

- Método de los pesos residuales  -Método de Galerkin ~ -Mapeo paramétrico
- Ensamblaje global  -Cuadratura de Gauss

- Integracién y diferenciacion en expansiones multidimensionales

3.1. Formulacion de Galerkin

Comuanmente el método de los elementos finitos utiliza la formulacion de Galerkin

descrita en el anexo A.2. En esta seccion se describe como formular el problema de



Galerkin empezando por una ecuacion diferencial y a diferencia del anexo el andlisis
aqui se centra en como el esquema es integrado en el software computacional. Para

mayor informacién se puede consultar los documentos [32, 33].

A modo de ejemplo, tomamos la ecuaciéon de adveccion-difusion expresado en su

forma fuerte:

ou ou 0%u

Si ¢ = wu entonces la expresion seria la ecuacion de Burger. Por simplicidad se
asume que ¢ = 1. La forma débil se obtiene multiplicando el residual por una funcién

de forma v(z) e integrando sobre el dominio (ver anexo A.1):

ou Ou 0%*u
_ == =0. 2
(v, R) /Q v ( ot  Ox V@x2) de =0 3-2)

El orden de la derivada del término difusivo puede ser reducido integrando por
partes. Luego al elegir una base de v(z) que se anula en los limites del dominio 0f2 la

formulacion de Galerkin es como sigue:

Encontrar u tal que

ou ou ov Ju
/Q (va + v% + 1/%%> dr=0. (3.3)

la solucién u(x,t) puede ser aproximado mediante una combinacién de funciones

de prueba v (z) tal que:

N

u(2,t) =) up(t)ibn(z) . (3.4)

n=0

En el método de Galerkin la funcién de forma se representa utilizando el mismo set

de polinomios:

v(z) = (). (3.5)
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Es conveniente que v se describa utilizando expansiones ortogonales dentro de la
region. En la seccion 3.2 se describen dos opciones usadas comunmente. Al aplicar las

aproximaciones sobre la formulacion de Galerkin se obtiene:

i=0 j=0 i=0 j=0
NN T i (3.6)
_ ay; ay;
_0+VZZ(/Q Wadts 4 ) j
=0 5=0
La forma matricial de la ecuacion anterior es:
d
Md—‘t‘ — Ku-Cu, (3.7)
con
Mli, j| = / Y dx (3.8)
Q
o dip; dip;
K = ——2( 3.9
dib
Cli, j] = / 2 g (3.10)
Q d.CC

donde a M se le conoce como la matriz de masa. En la seccion 3.4 se describen dife-
rentes matrices utilizadas en el problema numérico. Se vera que en particular la matriz

de masa se puede describir usando la matriz de peso W y la matriz modal B tal que
M = BTWB.
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3.2. Funciones base en el método de los elementos es-

pectrales

Histoéricamente se han usado tanto bases nodales como modales para definir la fun-
cion de forma en la aproximacion de Galerkin. En las versiones mds tempranas del
SEM [30, 34] se utilizaba una base modal con polinomios de Chebyshev, pero mas
recientemente se ha optado por el uso de polinomios de Legendre para obtener cua-
draturas numéricas mds precisas. Si en la aproximacion de Galerkin no hay errores de
integracion entonces los métodos son matematicamente idénticos. Sin embargo, cada
enfoque tiene diferentes propiedades numéricas en términos de la eficiencia de la im-

plementacion, la habilidad de variar el orden del polinomio y el condicionamiento.

A continuacion se presentan las expansiones ortogonales mas comunes.

3.2.1. Polinomios de Legendre (base modal)

El polinomio de Legendre de orden k, notado Ly (x), es la solucién del problema de
Sturm-Liouville! cuando @ = 3 = 0 dentro de la region (—1 < x < 1), lo que también

se le conoce como la ecuacidn diferencial de Legendre tal que

_ % <(1 — 2?) %Lk(z)) = k(k 4 1)Ly(z) . G.1D)

Los polinomios de Legendre pueden obtenerse a través de la siguiente relacion de

recurrencia

(n+1)Lyp1 — 2n+ 1)L, +nl,—1 =0. (3.12)

Ademas obedecen la ecuacion diferencial:

'El problema de Sturm-Liouville se escribe:

d

=2 )y )| = 20— )1+ ) (@)

donde
A= —k(a+B+k+1)



(2> = 1)L +2zL), —n(n+ 1)L, =0

(3.13)

Los primeros 6 polinomios de Legendre se presentan en la tabla 3.1 y en la figura

3.1 se observa una representacion de estos para x € [—1, 1].

Los polinomios de Legendre son polinomios ortogonales respecto al producto in-

terno en el intervalo [—1, 1]:

1
2
(Lo L) = /_ La(o) (o) o = 5 B

donde 9,,,,, es el delta de Kronecker.

Las propiedades de los polinomios de Legendre son

1. Los L, son definidos en [—1, +1],

2. Todas las raices de L,, € [—1,+1],

3. Todas las raices son reales

4. Todos los polinomios L,, son ortogonales entre si

5. La derivada del polinomio de Legendre L,, es:

Tabla 3.1: Primeros 6 polinomios de Legendre.

n L,(x)

0 1

1 x

2 1 (327 —1)

3 1 (52® — 3z)

4 1(35z" —30z% + 3)
5 £(632° —702% + 152)

(3.14)

(3.15)
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—0.75 A —-—h -k =P
P — P — B

—-1.00 —=0.75 —=0.50 —=0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 3.1: Representacion de los primeros 6 polinomios de Legendre.

3.2.2. Polinomio de Lagrange (base nodal)

El polinomio de Lagrange es un polinomio de orden P con P + 1 puntos nodales
en z, (0 < ¢ < P). Una propiedad del polinomio de Lagrange h, es que es igual a la

unidad en x,, y es nulo en z, cuando se cumple que p # ¢, es decir

hyp(1q) = 6pq (3.16)

donde ¢ es el delta de Kronecker. El polinomio puede ser escrito en forma factorial

como

h . l_LI;ZO,q;rEp(‘r - xq)
p(x) i — .
Hq:[),q;ﬁp (xp - x‘l)

(3.17)

En el caso que las raices del polinomio se ubiquen en los puntos Gauss- Legendre-
Lobatto (GLL) ? los diferentes modos se vuelven ortogonales entre si, lo cual con-
vierten al polinomio de Lagrange en una base estable para el método de los elementos
espectrales espectral (ver figura 3.2). En este caso particular el polinomio de Lagrange

se pueden expresar en término de los polinomios de Legendre:

2Los puntos GLL corresponden a la posicién de las NV + 1 raices del polinomio (1—z2) P! (x), donde
P/ es la primera derivada del polinomio de Legendre de orden N. Estos puntos también corresponden a
la cuadratura de la integracién numérica que permite integrar exactamente polinomios de grados 2N — 1
(ver anexo A.5).
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-1 (1-2%) L (2)
N(N +1) (z — zy) Lyn(g)

he(z) = 0<qg<P. (3.18)

Bo(€) = \ 0 py(d) = /\ ] 0

1 1
#,(6) = AN Lo g0 - /\] 0

Ba(£) = \_//\ o g0 = J/

1o -1

Figura 3.2: Representacién de polinomios de Lagrange con raices en los puntos GLL.
Imagen obtenida de [32]. En el contexto de la imagen original ¢; son las funciones de
peso definidas con los polinomios de Lagrange correspondientes.

De aqui en adelante para definir las funciones de prueba y de forma se utilizan
polinomios de Lagrange con raices en los puntos GLL. Asi se estard en concordan-
cia con el andlisis e informacion presentes en los documentos [32, 33]. Por otra parte
Fischer (creador del software Nek5000) ha preferido utilizar este tipo de expansion en
variadas ocasiones [35,36]. Mas concretamente, en las lecturas realizadas por €l en el
Real Instituto de Tecnologia (KTH) se menciona que tipicamente SEM utiliza esta base
nodal. Sin embargo es usual hacer un mapeo entre los polinomios de Legendre y los

polinomios de Lagrange con pérdida minima de informacion.

3.3. Preambulos a la discretizacion de las ecuaciones

gobernantes

Se busca una solucién discretizada u’ (1, 5, x3) de la forma descrita en la ecuacién
3.19,
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P P P

Wy, w2, w8) = D Y Y lhpgrPpgr (61, €2, 63) (21, 2,25) €Q°,  (3.19)
p q r

donde 1, es el coeficiente de expansion correspondiente a cada modo ¢, (y es in-
dependiente del espacio), €2¢ es un subdominio del espacio o un elemento e, z; es una
coordenada global, es decir que describe una posicion dentro del conjunto de todos los
subdominios elementales €2°, y &; es una coordenada local, es decir que solo tiene signi-
ficado dentro de un solo subdominio §2¢ y su valor varia entre —1 y 1. La transformacion
notada ¢ desde las coordenadas locales hacia las coordenadas globales dependera del
tipo de estructura de €2°. Mayores detalles se pueden encontrar en [32]. El inverso de

Xx¢ también es cierto y en la ecuacién anterior

&= (x5 (21, 22, 73)
&= (x5) " (21,22, 73) (3.20)
&= (x5) " (1,22, 23) .

Teniendo estas definiciones es posible empezar a discretizar las ecuaciones de Navier-
Stokes. Sin embargo, antes se presenta la notacion elemental para ilustrar el procedi-

miento numérico.

3.4. Notacion elemental

3.4.1. Vector de velocidad u

Se escribe como u la evaluacién de u(&y;, €25, E31) siendo &;; la ubicacién de las
raices del polinomio de Lagrange en direccidn &; utilizando los puntos de cuadratura
de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL). Si tenemos (), ()2, 3 cantidad de nodos de cua-

dratura en cada direccion (x, y, z), entonces el vector u se representa como

u[m (ijk)] = u <§1i7§2j7§3k) ) (3.21)
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donde

m (ijk) =i+ jQ1 + kQ1Q2 .

siendo m (ijk) un indicador nodal. Numéricamente primero se recorre los nodos @)1,

seguido de los nodos () y finalizando con (3.

3.4.2. Vector coeficiente de expansion

A diferencia del vector u el coeficiente de expansion 4 es constante en el espacio
y su rol es cuantificar la presencia del modo ¢, talque 0 < p < P,0 < ¢ < P,
0 S r S Pg.

ﬁ[m (pqrﬂ = ﬂpqr . (3.22)

3.4.3. Matriz de peso W

La matriz de peso I contiene los pesos de las cuadraturas numéricas multiplicado
por el jacobiano |J| en el caso de trabajar con dos o tres dimensiones en el espacio.
Cabe decir que el jacobiano es consecuencia de un mapeo desde las coordenadas glo-
bales (x1, z2, x3) hacia las coordenadas locales (&1, &2, &3) ya que en el segundo caso
se consideran regiones estandares. Para que el mapeo sea exitoso se debe asegurar que
el jacobiano sea estrictamente positivo. Si se trabajan con regiones estructuradas (re-
giones con forma hexaédrica o de cuadrilatero) esto siempre se cumplird y la matriz de

peso se representard como

Wim (igk)|[n (ijk)] = Jijrwiwjwy Ommn - (3.23)

Esta matriz serd diagonal. Un esquema para ejemplificar es
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-WQWOWOJijk 0 0 0 0 -
0 0 0 0
W = 0 0 wg,wowodijr 0 0
0 0 0 0

i 0 0 0 0 W@, -1w@,-1wQs—1Jijk |

El lector habra notado que el ultimo término de la matriz se escribe con notacion
Q;_1 porque el primer término parte en . Para ilustrar el uso de esta matriz se considera

el producto interno (v, u) en término de las coordenadas locales (1, &2, &3)

(v, u) = /Q 061,60, ) (6, 6, 65) || dads

y se le aplica la cuadratura de Gauss obteniéndose

Q1—-1Q2-1Q3—1

s =Y Y > wiwwr v, &, &) u(r, &2, &) Tkl -

i=0 j=0 k=0

donde la notacién del sufijo 6 hace referencia a que es una operacién discretizada o
finita. Conociéndose la definicién y forma del vector w y la matriz W la expresion

anterior puede escribirse simplemente como
(v,u)s = v W . (3.24)

3.4.4. Matriz modal B

La matriz modal B representa el valor de los modos ¢, evaluados en los diferentes
puntos (&1;, €25, E3x) de la cuadratura, en otras palabras es el set de polinomios en la
ecuacion 3.19 que buscan aproximar la solucidn del problema. Al estar trabajando bajo
el método de Galerkin, la matriz B también representa el set de modos que definen a la

funcion de forma.

Blm (ijk)]|[n (ijk)] = ¢pgr (E1is §255 Ear) - (3.25)
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De forma esquemadtica esto seria

[ ¢000(£107€207€30) ‘ ¢00P3(£107§207£30) ‘ ¢P1P2P3(£107£207530)

B=1 ¢000(&101,620,830) ~ 00p:(101,620:830) T dp s (E1015 620, 630)

Asi, si se quisiera representar matricialmente la ecuacion 3.19 se tendrd a partir de

los vectores u, 1 y la matriz B la expresion

~

u = Bu .

Y en el caso particular SEM, al trabajar con los polinomios de Lagrange se tiene la
propiedad hy,(z,) = d, y por lo tanto la matriz modal B se reduce a la matriz identidad

I, entonces

IS
|
g3

3.4.5. Matriz de diferenciacion D

Una diferenciacién de u’ (€1, &5, &3) sobre una direccion &; (ver anexo, seccion

A.6.2) se expresa:

ou’ P P, P oh,
o, (€ &8) = ZZZM% ha(€2) () (3.26)
r=0 s=0 t=0

donde u,.s es la evaluacion de la solucién aproximada u? sobre las abscisas de la cua-
dratura (&, £25, §3¢). Se quiere introducir una matriz de diferenciacién D, que sirva

como un operador tal que

— = Deu. (3.27)

_¢000(€1Q1752Q27£3Q3) ' ¢00P3<§1Q17€2Q2753Q3) . ¢P1P2P3(§1Q1a§2Q2a€3Q3)_
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Entonces la matriz de diferenciacion se define

ahr (glz)
9

De, [m(ijk))[n(rst)] = ha(§2) he(Ese) - (3.28)

Ya que la propiedad del polinomio de Lagrange provoca que hy(&;) = ds5 Yy

hi(&sr) = Ou se tiene como resultado una matriz diagonal, lo que esquematicamen-

te seria
DY 0 0 0
0 DY 0 0
De, = : (3.29)

0 0O . 0

0 0 0 D
donde

Dld — ah’?‘(élz)
&1

3.4.6. Matriz genérica A

Cuando se expresa la diferenciacion sobre una region elemental (ver seccion A.6.2.3)
es necesario hacer una transformacién desde las coordenadas globales hacia las coor-
denadas locales, y esto significa que es necesario definir la expresion % para definir
el operador gradiente V (ver apéndice). Para efectos précticos se guarclla el valor de
ﬁ para los distintos puntos de cuadratura &;; a través de una matriz genérica A con

I
componentes diagonales igual a una funcion cualquiera f (§y;, &5, &3), es decir

A(f (fuafzjaf:ak))[m(ijk‘)][n(rst)] = f (&1is §25, E3k) Omn - (3.30)

De esta forma la notacion matricial de @ = 8& Ou 08, Ou 08 8u

61’1 E)xl 851 *on, 0x1 852 * o, 8171 853

NS 0% 06
o[ (52) 20 (52)mr () ]
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3.4.7. Vectores de coeficientes de expansion , y 4,

El traspaso desde un punto de vista local sobre un elemento local (£2¢) hacia un
punto de vista global sobre todo el dominio (£2) conlleva a definir una relacién entre
los coeficientes de expansion locales y globales. En la seccion A.4 se describe mas
en detalle la relacioén entre ambos, pero en definitiva se puede decir que existirdn mas
coeficientes de expansion locales que su contraparte. Para corregir el problema y al
mismo tiempo expresar una continuidad sobre los modos globales se utiliza la matriz
de ensamblaje A sobre los vectores de coeficiente de expansién i, y ;. El primero
guarda los coeficientes de expansion © de todos los modos globales utilizados para

aproximar la solucién y tiene la forma

UNgo—1

donde dof se refiere a los grados de libertad por sus siglas en inglés.

Por otra parte el segundo vector ; guarda el valor de los coeficientes locales u°, el

que a su vez almacena el valor de los coeficientes en los distintos nodos>.

Tal como se menciond anteriormente la relacion entre ambos se indica utilizando

una matriz de ensamblaje A tal que

a4 = Ad, . (3.31)

En particular el proceso de describir el vector de coeficientes de expansion globales

3para un mismo modo local ¢, i€ es igual en los diferentes nodos porque no depende del espacio, sin
embargo numéricamente se debe indicar.
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a partir del coeficiente de expansion local se llama ensamblaje global y se define por

la operacion
i, = ATdy . (3.32)

3.5. Discretizacion del método de Galerkin

En esta seccion se considerardn dos dimensiones espaciales, pero el andlisis puede
ser extrapolado para tres dimensiones. En el anexo, seccidon A.2 se encuentra disponible
la descripcion del método de Galerkin. A continuacion se plantea como discretizar las

expresiones que definen el método de Galerkin.

A partir de las definiciones de la aproximacion de la solucién (ecuacién 3.19) se
puede definir el residual R(u) sobre coordenadas locales, es decir sobre un solo subdo-

minio elemental 2°

W (&1, &) — (1, &) = R(u) (3.33)

lo que es equivalente a decir

<22ﬂpq¢pq(§1,fz)> —u(&, &) = R(u) .

Se aplica el método de los pesos residuales (ver seccidon A.1), es decir que condi-

ciona la funcién de forma v tal que (v, R) = 0,

(v,ZZapqcbpq(sl,@)) — (v,u(é1,6)) = (v, R) |

p

s€a

P P
(U> Zzﬁpq¢pq(fl,§2)) — (v, u(é1,&2)) =0,

es decir



P P

U?ZZﬁPQ¢PQ(£17£2) = (U7U(£17£2)) :

Luego se aplica el método de Galerkin (ver seccion A.2), lo que es decir que el

factor de forma v se define con los mismos modos que la solucién (v = ¢,,),

P P

Brar D> lipgPpg(€1,62) | = (drs, u(61,&2)) -

p

En esta expresion es posible introducir el producto interno ( , ) al interior de la
sumatoria ya que el coeficiente de expansion 1i,, es independiente del espacio, obte-

niéndose

P P

Z Z (Prss Ppq) tipg = (drs, u) -

A continuacién se discretiza la integral mediante una cuadratura gaussiana (ver
seccién A.5) e indicamos su expresion mediante la notacién del sub-indice § (i.e. este

sub-indice indica que es una operacion discretizada),

P P

Z Z (gbm’ gbp‘])é ,&Pq = (gbr& U)5 . (334)

Se busca expresar esta ultima relacion de forma matricial ayudandose de los vecto-
res y matrices anteriormente definidos. Previamente se utiliz6 la matriz de peso W para
representar la cuadratura de Gauss (ecuacion 3.24). En el caso del método de Galerkin
la funcién de forma v toma la forma de los modos de la aproximacién ¢,.,, por lo tanto

se representa matricialmente a través de la matriz modal B, y asi

(¢rs,u); = BT W u[m(rs)] . (3.35)

Y de forma similar
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(0rs: Opq)s = M[m(rs)][n(pq)] = B* W Bm(rs)][n(pq)] . (3.36)

donde a M se le conoce como la matriz de masa que también se observa en la ecuacién

3.8. Entonces la ecuacion 3.34 se representa matricialmente como

Mia=B"Wu.

Finalmente el problema de Galerkin queda discretizado. El problema se resuelve al

encontrar los valores del vector de los coeficientes de expansion u, entonces

i=M"(BTWu) .

En el caso del SEM los modos ¢ se definen utilizando polinomios de Lagrange h,,
(ver seccion 3.2.2) y debido a la propiedad h,(&;) = d,; la matriz modal B resulta en

una matriz identidad (B = ), por lo tanto el esquema discreto se simplifica mediante

i=(B"WB)" BTWu
—(IWDH) ™" Wliu
=W 'Wu

=Uu.

3.6. Operador laplaciano débil

El operador laplaciano débil L¢ sobre un elemento 2° puede ser usado para definir

la operacion

(Vo,Vu) = L4,

donde
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Jv  Ou Jv  Ou
Vo, Vu) = | =—, =— —, | .
( v U) (8$1’8$1) + (81’2’8372)
Por analisis previo se tiene la nocién que (v,u) = v Wu = BT W B. Por otra

parte el operador L¢ se define utilizando las matrices A ( f(&,&) ) y D¢, tal que

Le:KA@j)D&M(g&)D&) Brw K (gj)D&+A(;2>D§2) Bp

(G o) ] w [ ()]

En esta ecuacion al aplicar la transpuesta se obtiene

o 1) o [ ()
+B7 [DTA<§§2>+D§TQA gi)} K 851 D51+A(§€2)D§2) B] .

3.7. Discretizacion de la ecuacion de Helmholtz

Es conocido que la ecuacién de Helmholtz se escribe

Vu(z) — Mu(x) = f(z) . (3.37)

Para que exista continuidad se debe hacer cumplir que las funciones se definan
sobre los subespacios (u(z) € 1) *y (f(z) € £?)°. Estas condiciones minimas co-

rresponden a la familia de funciones posibles que pueden tomar u(x) y f(z) al interior

4

jz;g:{f:/Qf2+||Vf||2dx<oo} (3.38)

zg{f;/ﬂf2dx<oo} (3.39)
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de la ecuacidon de Helmholtz.

Se aplica el producto interno de la ecuacién 3.37 con respecto a la funcion de forma
v(z) conv(z) € H,

(v, Vu) — (v, u) = (v, f) .

Con tal de reducir V2 hacia V se utiliza el teorema de la divergencia tal que

/ vVu - ndx = / V- (vVu)dS
o9 0
= / VoVudS + / vV2udS
0 Q

es decir,

(v, V2u) = / vVu -ndr — (Vo,Vu) .
o9

Entonces la ecuacion de Helmholtz queda
(Vou,Vu) + (v, Au) = / vVu - ndz — (v, f) .
o0

Para resolver la ecuacion primero se considera un andlisis local sobre un solo ele-
mento singular e discretizado y luego se construye el sistema global. Siguiendo las
descripciones matriciales definidas en la seccion anterior los componentes de la ecua-
ciéon de Helmholtz son

(Vu, Vu) = Leae (v, M) = AMCa° (v, f) = (BS)" wefe

resultando en
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Le4° + AM*4¢ = — (B9)T we fe (3.40)

En esta aproximacion no se considera la integral de linea sobre la frontera elemental
0f) ya que la mayoria de los elementos no contemplan este término. La matriz que

representa este término se integrara en la representacion global.

La discretizacion sobre todos los elementos es

LS+ A\MCy = — (BW) fi,

donde 4; y f; son la concatenacion de 4°y f¢, es decir que 43 = u®y f; = f°. Los
modos globales son continuos y existen en !, y tal como se indica en la seccién A.4
la continuidad desde el punto de vista local se representa por medio de una matriz de
ensamblaje A mediante la cual 1; = Atg,. Entonces la discretizacién de la ecuacion de

Helmholtz desde el punto de vista global se escribe

Hi, =T — A" (B°W°) f;, (3.41)

donde I representa la integral de linea sobre 0S) y H es la matriz débil de Helmholtz
tal que

H=L+MM=A"[L*+ M A.

Finalmente el problema se resuelve invirtiendo la matriz de Helmholtz y obteniendo

los coeficientes de expansion globales

ay=H" [l — A" (BW®) fi] .
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3.8. Discretizacion de la ecuacion de Navier-Stokes in-

compresible

El problema del acoplamiento se refiere a la aparicion de las variables de velocidad
y presion en las 3 ecuaciones de la conservacion de momentum. El gradiente de presion
que aparece como termino fuente en estas ecuaciones es el motor del flujo. Sin embar-
g0, no disponemos de ninguna ecuacion de transporte para la variable de presion. Si el
gradiente de presion fuera conocido, se podria calcular el campo de velocidad que veri-
fica la ecuacion de conservacion de masa. Lamentablemente, la presion es siempre una
variable a determinar, al igual que la velocidad. Varios métodos han sido desarrollados
para resolver numéricamente este problema. En particular en esta seccion se utilizard
el algoritmo de Uzawa. Cabe destacar que el esquema que se presentara podria diferir
del utilizado en Nek5000.

La ecuacion de Navier-Stokes incompresible es

@—ki}-Vv:—Vp—H/V%

ot
V.v=0 (3.42)
v=0 sobre 9f

donde p(x,t) es la presion y v es la viscosidad cinematica. Por simplicidad se asume
que la densidad es p = 1. Para discretizar la ecuacion se utiliza al algoritmo de Uzawa
como método de desacople entre la velocidad y la presion. Primero se detallard en qué
consiste este método al considerar un caso estacionario para finalmente discretizar el

caso no-estacionario.

3.8.1. Algoritmo de Uzawa: caso estacionario

Al considerar el caso estacionario la ecuacion de Navier-Stokes incompresible des-

precia el término que involucra al tiempo resultando en



vV —Vp=f
V-v=0.

(3.43)

donde f incluye al término de la fuerza volumétrica y todas las contribuciones de los
términos explicitos®. Al introducir los vectores y matrices definidos en la seccién 3.4 la

ecuacion anterior se discretiza como

vIv® — DTp’ = M f
(3.44)
Dv’ =0.

Para acoplar los campos de velocidad y presién primero se descompone la velocidad

v =

| =

(L—IDTp5+L—1Mf) ’

y luego se introduce dentro de la ecuacién de continuidad de masa

Dv’ =

R I

(DL™'D"p"+ DL'Mf) =0.

Entonces la ecuacion queda reescrita como

vV —Vp=f
5 (3.45)

Sop’ = —DL'Mf |
siendo Sy = DL~'D? llamada la matriz de presion, la cual es una matriz simétrica
semi-definida positiva. Primero se resuelve para la presion y luego para la velocidad.
No son necesarias ninguna condicion de frontera para la presion ya que se puede asumir

discontinuidad en las interfaces elementales y no estd definida en ninguna frontera.

®El término convectivo de la ecuacién 3.42 se esta considerando de forma explicita y va incluido
dentro de f.
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3.8.2. Algoritmo de Uzawa: caso no-estacionario

Usando las notaciones de los vectores y matrices definidos en la seccién 3.4 la

ecuacion 3.42 resulta en

v
M + VLUn—‘,—l — _DT n+1 + M n+1
At P / (3.46)

—Dy"t =0

Este sistema es absolutamente estable y se realizd una demostracion en [32]. Se
utiliza el algoritmo de Uzawa para desacoplar los campos de presion y velocidad obte-

niéndose

HUnJrl . DTpn+1 — an+1

(3.47)
Stanrl — _DHflenJrl ’

donde f™! incluye todos los términos explicitos y los operadores S; (matriz de pre-

sién) y H (matriz de Helmholtz) son equivalentes a

S, =DH DT,
M
H=— L.
ALY
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Capitulo 4
Metodologia general de los problemas

Si bien en esta memoria se trabaja con dos tipos de problemas diferentes (uno con
actuadores activos y otro con actuador pasivo) ambos son parte de un problema ain mas
general, digase Conveccion natural interna (capitulo 2). Por otra parte ambos proble-
mas utilizan los mismos métodos numéricos (ver capitulo 3) a pesar de tener mallas
numéricas diferentes. El propdsito de este capitulo es presentar una metodologia gene-
ral de los dos problemas y asi evitar repetir los mismos procedimientos metodologicos

en distintos capitulos.

4.1. Descripcion del problema sin actuadores

Se considera un modelo 2D de una CDC con aire (asumido como fluido newto-
niano) al interior (con Pr = 0,71). Ver el esquema de la figura 2.1. La cavidad tiene
una altura H y un ancho W en el plano = — z tal que el ratio de aspecto A, = H/W

es igual a 4. La diferencia de temperatura AT = T}y — Teo1q S€ impone en las paredes

mean

. . L . AT
horizontales se consideran adiabaticas. El aire se asume con viscosidad cinematica v,

verticales, y la temperatura reducida ¢ se define como 0 = . Las paredes
difusividad térmica o, conductividad térmica k¢, densidad p y un coeficiente de ex-
pansion térmica ( (ecuacion 2.11). La aceleracion gravitacional ¢ actda en direccion

—Z.
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4.2. Modelo matematico

Se supone que el aire al interior de la CDC estd gobernada por las ecuaciones
de Navier-Stokes bajo las suposiciones de Oderbeck-Boussinesq (ecuacion 2.34). Ya
que Pr y A, estan fijas la solucién solo depende del nimero de Rayleigh Ray =
gBATH?/(va) el cual para efectos de este trabajo se considera Ray = 9 x 107 justo
debajo del valor critico Ray = 1,02 x 10® [6]. Se usa un enfoque adimensional y para
ello las dimensiones de referencia son: H para el espacio, Uyes = aRal’? /H para la
velocidad, t,.f = H 2Ra~1/? /o para el tiempo y Pt = pufef. Se define una temperatura
reducida 0 = (T — Tpy) /AT con Ty = (T}, + T.)/2. Ver seccioén 2.6 para mayores de-
talles del proceso de adimensionamiento. La forma adimensional de las ecuaciones de

Navier-Stokes bajo las condiciones de Oderbeck-Boussinesq son:
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Por conveniencia se prefiere dejar de usar la notacion con sufijo * para denotar las
variables adimensionales. Si un cuerpo s6lido conductivo se posiciona al interior de la

cavidad (capitulo 5) la ecuacién de la conservacion de la energia se lee como:

96 2 o
L A 42
ot % (a%; * 82,2) f (42)

donde a, es la difusividad del cuerpo sélido.

4.3. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son el no-desplazamiento de velocidad en las paredes,

es decir



u=w=20, 4.3)

y por otra parte las paredes horizontales son adiabdticas para evitar la transferencia de

calor en estas superficies

ol 00

En las paredes activas las condiciones de frontera térmicas son:

0(x=0,2z1t)=0,=05 para Vt ,

4.5)
0(r=025,z1t) =0.=-05 para Vt .

En el caso de un cuerpo sélido y conductivo se posiciona al interior de la cavidad la

interfase entre el fluido y el obsticulo se expresa como

@
on

00

7‘% 3 (46)

fluido solido

donde 7 es el vector normal a la superficie del sélido y &, es el ratio entre la conducti-

vidad térmica del solido &, y la conductividad térmica del fluido k; : k, = ks/k;.

4.4. Medicion de la transferencia de calor para las mo-
dificaciones

Para calcular el nimero de Nusselt promediado en el tiempo y espacio en la pared

isotérmica (por ejemplo pared caliente) como:

. 1 1 t+tavg 89
N — —
(Nuta) Alayg /0 /t ox

donde (Nuy) corresponde al nimero de Nusselt promedio cuando el caso estd pertur-

dtdz (4.7)

=0

bado por las modificaciones empleadas sobre la CDC. Con tal de estimar el impacto
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de las perturbaciones sobre la transferencia de calor en las paredes activas el parametro

Gy llamado la ganancia de Nusselt se calcula

Nug) — (Nuys)

_
GNu — <N_ubf>

x 100 (4.8)

donde (Nuy;) indica el correspondiente valor del nimero de Nusselt para el caso base
(bf por sus siglas en inglés), i.e si no existen modificaciones sobre la cavidad. Asi
Gny representa la ganancia relativa (G, > 0) o la pérdida relativa (G, < 0) de la

transferencia de calor comparado con el caso sin modificar (G, = 0).

4.5. Métodos Numéricos

Para resolver el sistema de ecuaciones 4.1 se utiliza el cédigo abierto Nek5000,
que se basa en el método de los elementos espectrales (SEM). La técnica se encuentra
mas detallada en el capitulo 3. En resumen se puede decir que el método de elemen-
tos espectrales (SEM) se influencia del método de los elementos finitos (FEM) para
obtener una solucién finita al interior de un elemento. En cada elemento espectral las
ecuaciones de Navier-Stokes son reescritas con una formulacién débil por el método de
Galerkin, donde las funciones de forma y de peso se describen utilizando polinomios
de Lagrange con raices ubicadas en los puntos definidos por la cuadratura de Gauss-

Lobatto-Legendre (GLL) de forma similar al método espectral (SM).

El paso de tiempo en Nek5000 es semi-implicito. Los términos difusivos de las
ecuaciones de Navier-Stokes son tratados usando diferencia atrasada de tercer orden
(BDF3), mientras que los términos no lineales son tratados mediante un esquema de
extrapolacion de tercer orden (EXT3), lo que lleva a un sistema de ecuaciones discre-
tas de Helmholtz. El sistema linear resultante del método para velocidad y temperatura
se resuelve usando un algoritmo GMRES. El desacoplamiento entre la velocidad y la
presion se realiza mediante el algoritmo de Uzawa (ver seccion 3.8). Para los diferen-
tes casos se define un paso de tiempo que pueda resolver todas las escalas del flujo

respetando la condicion Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).
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4.6. Caso base

El niimero de Rayleigh, Ray = 9 x 107, se elige por debajo del niimero de Rayleigh
critico Ra, = 1,052 x 108 [6]. De este modo, el caso del flujo base corresponde a un
estado estacionario y los resultados pueden ser comparados con el trabajo de Thiers
et al. [1]. Los perfiles de temperatura y velocidad vertical se presentan en la figura
4.1. El espesor dy(z) de la capa limite térmica se define como la distancia minima a la
que se alcanza la temperatura media # = 0 [37]. De igual forma el espesor de la capa
limite dindmica d,,(z) se define como la distancia minima a la cual la velocidad vertical
se desvanece [5]. En el centro de la cavidad, z = 0,5, se tiene que dy(z) = 0,03 y
dw(z) = 0,05. Se puede observar que el gradiente de temperatura disminuye a lo largo
de la pared caliente cuando z aumenta (ver figura 4.1a), mientras que el maximo de la

velocidad w aumenta (ver figure 4.1b).

L . LI e e
0.9 _:\\_/‘:_ 0.9 _:/\/:-
0.8 ':\\_/‘:‘ 0.8 —:/\/:'
0.7 {\_/_‘:— 0.7 {/\_/ !
0.6 - 0.6 {/\/—:—
; 5 {5 :
N 0.5 Je=s - 8 0.5 | _
4 (3() - B L
0.4 - 0.4 —ZN .
0.3 4 \ - 0.3 9 .
0.2 {\\,} 0.2 {/\ -
019\ - 0.1 {/\:—
0.0 +———7——+F 0.0 +———"T1——
0.0000  0.0625 0.1250 0.0000  0.0625 0.1250
xX xX
(a) (b)

Figura 4.1: Flujo base para Ray = 9 x 107: a) perfiles horizontales de la tempe-
ratura 6 en la pared caliente; b) velocidad vertical w para nueve alturas diferentes
(2 =0,1,0,2,...,0,9). Se presenta la definicion del espesor para la capa limite térmica
d9(z = 0,5) y para la capa limite dinamica d,,(z = 0,5)
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4.6.1. Validacion del caso base

La malla del caso base considera 5 x 20 elementos espectrales en direcciones &
y Z respectivamente y un orden de polinomio igual a 24. Para validar la malla los
resultados se comparan con los presentados por Gadoin et al. [38] para un amplio rango
de nimeros de Rayleigh entre Ray = 6,4 x 10° y 1,92 x 10%. Los resultados en la tabla

4.1 se encuentran en un acuerdo total.

Tabla 4.1: Para diferentes nimeros de Rayleigh, el nimero de Nusselt promedio, (Nu).
Comparacion con los resultados reportados por [38].

Rayleigh  Presente Gadoin
6,4 x 10° 15,49 15,49
6,4 x 107 27,46 27,46
1,28 x 108 32,69 32,69
1,6 x 108 34,56 34,56
1,92 x 10® 36,17 36,17

4.7. Visualizacion por LIC

El flujo de conveccién al interior de la cavidad se visualiza usando Convolucién
por Integral de Linea (LIC). Este método fue inicialmente propuesto por Cabral & Lee-
dom [39] en 1993, y esta basado en la técnica DDA (Discrete Dipole Approximation)
presentado por Van Wijk [40].

Debido a su simplicidad las lineas de corriente y la visualizacién de vectores se
imponen como el tipo de visualizaciones mas conocidos. Sin embargo, a la hora de
extraer informacion del movimiento convectivo, es facil ver por qué la visualizacion
mediante LIC es una herramienta mas precisa. En las figuras 4.2-a, b, ¢ y d se muestran
diferentes tipos de visualizaciones en la parte superior (z € [0,7; 1]) de una CDC sin

ningun tipo de actuador activo o pasivo (caso base).

En el caso de la visualizacion a partir de las lineas de corriente (ver figura 4.2-a) se
puede ver que el flujo se mueve verticalmente en las cercanias de las paredes verticales
y se observa un movimiento de recirculacion en la zona central. Se entiende en parte la

dindmica del flujo. Sin embargo existen varios problemas inherentes de este método:
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Figura 4.2: Distintos tipos de visualizacion del flujo en la seccidn superior de una cavi-
dad diferencialmente calentada: a) lineas de corriente, b) y ¢) visualizacidon por vecto-
res, d) LIC.

- La técnica requiere disponer de posiciones iniciales por donde pasara la lineas

de corriente, por lo tanto se necesita saber con anticipacion cual es el tipo de
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movimiento esperado. En consecuencia la técnica estd supeditado a errores hu-
manos y puede convertirse en un proceso tedioso ya que depende en gran parte

del “ensayo y error”.
- No se logra percibir el sentido del movimiento.

- No existe una visualizacion de la magnitud del movimiento. Desde el punto de
vista del observador las lineas de corriente tienen el mismo nivel de intensidad lo
que puede llegar a ser una pista equivocada, y puede dar cabida a conclusiones

€rroneas.

Por otra parte, la visualizacion por vectores (ver figuras 4.2-b y c¢) son capaces de
definir un sentido y una magnitud al movimiento. Existen dos opciones para representar
los vectores. En el primero (figura 4.2-b) la magnitud se representa mediante el tamafio
del vector y en el segundo caso 4.2-c la magnitud se representa mediante un espectro
de colores. Para este caso en particular y a diferencia del caso de las lineas de corriente
se puede percibir a partir de la figura 4.2-b que la velocidad aumenta en las secciones
adyacentes a la pared y que la zona central se mantiene relativamente estatica. En este
caso no fue necesario agregar puntos de partida, el método no depende de un factor
humano y en cambio se tiene una visualizaciéon homogénea. A pesar de ello esta técnica

tiene sus propias complicaciones:

- Si se elige representar la magnitud mediante el tamafio del vector se puede llegar
a estropear la visualizacion si los vectores llegan a ser muy grandes, sobretodo

en una visualizacion 3d.

- Por el contrario si los vectores son muy pequenos es complicado visualizar el
movimiento convectivo de las secciones mas débiles, que a pesar de su magnitud

pueden impactar en el comportamiento dindmico global del caso de estudio.

Considerando las ventajas y desventajas de las diferentes técnicas de visualizacién
la LIC sobresale entre las tres. Si bien no resuelve por si misma la visualizacion de
la magnitud existe una nocién de continuidad que facilita la lectura del movimiento
convectivo del flujo. Y por otra parte no depende del factor humano ya que no requiere
introducir puntos de partida y el célculo se realiza de forma homogénea sobre todo el

campo.
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4.7.1. Calculos para obtener la visualizacion LIC

La visualizacién LIC se basa en la técnica DDA (Discrete Dipole Approximation)
presentado por Van Wijk [40]. En la técnica DDA cada vector en el campo es usado
para crear una linea DDA sobre una malla tal como se observa en la segunda fila de
la figura 4.3 la cual es tangencial a la direccion del vector y tiene un longitud L en
ambos sentidos. Sobre la linea DDA se aplica una textura de forma tal que cada pixel
se asocien a un pixel de la textura en cuestion (en la figura 4.3 se aplica ruido blanco) y
luego al sumar los valores normalizados se obtiene el tono de un solo pixel de la imagen

de salida (proceso de convolucién).

Vector field

DDA line

Input texture

Qutputimage

Figura 4.3: Mapeo de un vector una linea DDA sobre una textura de ruido blanco para
generar un pixel. Imagen de [39].

El punto de vista DDA puede ser visto como una técnica con perspectiva local
ya que solo se toma en cuenta la direccion del vector del punto en el campo. Es una
técnica eficiente, pero inadecuada o incorrecta. Para flujos laminares puede ser una
buena aproximacion, pero cuando se tienen estructuras mas complejas e incluso con
radios de curvatura menores que el tamafio del pixel la técnica no se aproxima bien
utilizando una linea recta. Una mejor aproximacion seria utilizar la misma técnica pero

con una perspectiva global. Esto es la técnica LIC.
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En la técnica LIC en vez de representar el filtro kernel como una linea recta se busca
incluir la linea de corriente que pasa por el punto del campo. Para obtener un valor final
(un tono para la imagen de salida) se evaliian todos los pixeles por los que pasa la linea

de corriente. Las distintas posiciones F; se calculan como

Py=(x+0,5,y+0,5) el centro del pixel]

V ([Ps)) @9
P= P+ —— A

IV ([P ) |

donde V' (| Pi_1]) es el vector en el punto (| P, |, | P,|) y As; es la distancia para llegar
al siguiente pixel. Esta ecuacion solo es aplicable en el sentido positivo del vector,
moviéndose hacia adelante en la linea de corriente. La ecuacién equivalente para el

sentido negativo es

POI - PO
V(LEL) @10

Pl= P el Ay
LT v (P

Si—1

Como resultado se obtiene la linea de corriente representada en la figura 4.4. Se
puede observar que en cada celda (o pixel) existe una linea recta usando la direccién
del vector posicionado al centro.

Abhora se tienen la posicién (| P, |, | P,|) de todos los pixeles que participan en la
conformacion de la linea de corriente. Los valores de entrada de cada pixel (es decir
el correspondiente tono del ruido blanco, como se observa en la imagen 4.3) se denota
como F' (| P]). Finalmente es posible obtener un valor de salida /' (| P]) con la ayuda

de un valor h; definido como la integral exacta del kernel de convolucion k(w), es decir

s;+As;

h; = / k(w)dw , (4.11)

s

donde
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Figura 4.4: Campo de vectores indicando la linea de corriente local que empieza en la
celda (z,y). Imagen de [39].

80:0

S; = S;—1 + Asi_l
Asi el valor de salida F’ (| P|) es igual a

S (P bt S F (P
F' (z,y) = =2 =0 , (4.12)

l 4
Y hi+ DRy
1=0 =0

donde [ es el nimero de pixeles considerados dentro de la linea de corriente (en un solo
sentido).

En la figura 4.5 se realiza una comparacion entre DDA y LIC. Las imagenes son

obtenidas del documento [39] donde se utilizé el mismo campo de vectores para cada
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caso. En la primera fila de la figura 4.5 se muestra una dindmica circular, y en la segunda
una dindmica turbulenta. Al realizar la comparacion es apreciable que en el caso de
DDA hay informacién que se pierde o que estd mal interpretada. En cambio en LIC
se percibe una mayor continuidad al estar usando de referencia las lineas de corriente
en sus calculos. En efecto, se observa que las figuras 4.5-b y 4.5-d incluyen lineas de

corriente que mantienen una tonalidad similar.

(c) DDA (d) LIC

Figura 4.5: Comparacién grafica entre DDA y LIC sobre las mismas simulaciones.
Imagenes de [39].
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4.7.1.1. Filtros de movimiento

El algoritmo de LIC presentado anteriormente no permite visualizar la direccion del
movimiento por si mismo y requiere el uso de un kernel de convolucién k(w). Freeman
et al. [41] describen una técnica que simula el movimiento usando convoluciones es-
peciales. Para crear una nocion de movimiento en las imagenes LIC es deseable crear
un filtro periédico de paso bajo para difuminar la textura en direccion del vector del

campo. Esto se puede lograr incorporando un filtro de Hanning que tiene la forma

k(w) = = (14 cos(w + f)) .

DN | —

Sin embargo no es conveniente usar esta expresion directamente ya que el LIC es
un algoritmo de tipo local por lo tanto va a haber un corte (cutoff) abrupto de la funcién
tal como se puede observar en la primera columna de la figura 4.6. Una solucion a este
problema es utilizar una ventana gaussiana como se sugiere en [42], es decir combinar
el filtro de Hanning con un filtro de Gauss ! (segunda fila de la figura 4.6), resultando

en la funcidn que se observa en la tercera fila de la figura 4.6.

La forma general de esta nueva funcion es

1+ cos(cw) 1+ cos(dw+ )
k(w) = 5 X 5
VentanaEaussiana Ventana Sg Hanning (413)

(14 cos(cw) + cos(dw + [3) 4 cos(cw) cos(dw + 3)) ,

=

donde cy d representan las constantes de dilatacion de Hanning y J es el cambio de fase
en radianes. La integral de esta funcién desde un punto a hasta un punto b (ecuacién
4.11) es

'Esta ventana se puede describir usando el filtro de Hanning mientras se considere 3 = 0.
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Figura 4.6: funciones onda de Hanning con diferentes fases (arriba), ventana gaussiana
(medio), y funcién onda de Hanning multiplicada por la ventana gaussiana (abajo).

Imagen de [39].

Si

sin(bc) — sin(ac)

Cc

N sin(bd + ) — sin(ad + [3)

d (4.14)

+sin(( d) — 25)—sm( a(c—d) — p)

(c—d)

+sin( (c+d)+ B) —sin(a(c+d) + )

2(c+d)
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Capitulo 5

Supresion de la zona de estancamiento
en el centro de la cavidad mediante un

obstaculo

En la bisqueda de mejorar la transferencia de calor por otros medios diferentes a los
empleados en la investigacion de Thiers et al. [1] se consider6 la posibilidad de redirigir
el flujo por zonas en la que la temperatura pudiera ser mejor aprovechada mediante la

incorporacién de un obsticulo inicialmente en estado adiabatico.

El obstaculo funciona de forma pasiva, es decir que experimentalmente no requiere
el uso de una fuente externa para funcionar. Por lo tanto, la incorporacién de este actua-
dor pasivo podria ser mas facil de implementar a un nivel industrial o experimental. Al
mismo tiempo el uso del espacio al interior de la cavidad disminuye el uso de un fluido
de trabajo que en algunos casos pudiera ser toxico (en este trabajo se considera aire).
Estos beneficios, mds la posibilidad de aumentar la transferencia de calor, vuelven a

este método una opcidn atractiva tanto a nivel de investigacién como industrial.

La investigacion resultante fue enviado a la revista International Journal of Ther-
mal Sciences bajo el nombre de Heat transfer enhancement by the supression of the
stratified stagnant core in a rectangular differentially heated cavity (P. Huerta, R. Gers,
O. Skurtys, F. Moreau, D. Saury) para publicarse (c6digo de manuscrito: THESCI-D-
22-02187).
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El trabajo fue presentado en las XX Jornadas de Mecanica Computacional llevado
a cabo en el campus Miraflores de la Universidad Austral de Chile (ciudad de Valdivia)
durante los dias 6 y 7 de Octubre del afio 2022.

El capitulo se ordena como sigue: Primero se presenta el Problema fisico y el Domi-
nio numérico siguiendo el esquema similar al del capitulo anterior y luego se presentan

los Resultados y Conclusiones incluidas en el documento enviado para publicarse.

5.1. Problema fisico

Un obstéculo se sitia en el centro de la cavidad llena de aire considerando Ra = 9 x
107. Se consideran diferentes dimensiones del obstéaculo para evaluar el mejoramiento
de la transferencia de calor global mediante el procedimiento indicado en la seccién
4.4. Para hacer una comparacion de los resultados se toma de referencia el caso base
indicado en la seccién 4.1 (ver figura 5.1a). Para evaluar el rendimiento del actuador
pasivo primero se utiliza un obstidculo completamente rectangular (ver figura 5.1b) y
eventualmente parte de la region sélida es extruida creando una “escalera” en direccion

del movimiento dindmico del flujo (ver figura 5.1c).

5.2. Dominio numérico

El modelo numérico general se describe en la seccién 4.2. Tal como dice en dicha
seccion en el caso base el dominio computacional consta de 5 x 20 elementos espec-
trales rectangulares en las direcciones & y 2 respectivamente. Es necesario utilizar 5
elementos en direccién Z ya que solo se incluye un elemento entre la pared vertical y el
obstaculo. Asi es posible validar la malla del caso base considerando el elemento mas
grueso utilizado en todas las simulaciones posteriores (lo que es un ancho elemental
de 0,05, y en este caso el nodo mds cercano a la malla se encuentra a una distancia
3,32 x 10%). En la figura 5.2 se presentan 4 ejemplos del dominio numérico cuando
se incluye el actuador pasivo. Para el caso adiabatico solo se necesita el dominio del
fluido (ver figuras 5.2a-b) mientras que para el caso conductivo es necesario un mallado
al interior del bloque sélido para calcular el campo de temperatura (ver figura 5.2c-d).

Para el caso mas fino (W; — 0, figura 5.2d) solo se considera un punto.
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Figura 5.1: Esquema para tres configuraciones estudiadas: a) caso base; b) caso rectan-
gular; c) caso extruido.

5.3. Resultados

El objetivo principal de este trabajo es encontrar una forma de mejorar la transfe-
rencia de calor global en la cavidad. Una forma de lograr este objetivo es aumentar
la velocidad de la capa limite al inicio de las capas limites verticales mediante el uso
de un obstdculo solido. Para ello, se consideran dos configuraciones posibles. Primero,
se ubica un obstaculo rectangular en el nicleo de la cavidad para suprimir los flujos
secundarios. En una segunda parte, la mejor geometria de la configuracién anterior se
modifica mediante un proceso de extrusion para generar un nuevo flujo secundario. En
cada configuracion se detalla la influencia del obstaculo sdlido sobre los campos de
velocidad y temperatura. Finalmente, en la tercera seccidn, se consideran los efectos de

la conduccion de calor en el obstaculo sélido.
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Figura 5.2: Para Hy = 0,05 y Wy = 0,04, cuatro ejemplos de mallado: a) obstaculo
adiabdtico rectangular; b) obstaculo adiabdtico extruido (W7 = 0,08, H; = 0,1); ¢)
obstaculo conductivo extruido (W; = 0,02, H; = 0,3); d) obstaculo conductivo mas
delgado considerado (W; — 0, H; = 0,3).

5.3.1. Supresion de los flujos secundarios del caso base al incluir un

obstaculo adiabatico rectangular (caso (b) en la figura 5.1)

En esta seccion, para cuarenta pares de (W, Hy), presentamos en detalle los efectos
del tamafio de un obstaculo rectangular adiabatico (ver figura 5.1-b): primero en la

dindmica del flujo y en una segunda parte sobre la transferencia de calor.

5.3.1.1. Dinamica del flujo

En la figura 5.3 se muestran visualizaciones LIC del flujo estacionario cuando se
incorpora un obstaculo rectangular. La distancia W entre la pared de la isotérmica y la
pared vertical del obstdculo se mantiene constante: W, = 0, 04. También se presenta el

caso base para mostrar como el obstaculo modifica dos zonas de recirculacion: una en
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z ~ 0,9 (ver punto A) y otra en 2z ~ (,8 (ver punto B). El mismo comportamiento se
observa en el fondo de la cavidad debido a la propiedad de centro-simetria del flujo (ver
figura 5.3-a). Cuando se introduce un obstaculo rectangular de altura Hy = 0,15 dentro
de la cavidad, la zona de recirculaciéon A y B se hacen mas pequenas (ver figura 5.3-
b). Si se inserta un obstdculo mas grande (H, = 0,05), las dos zonas de recirculacion
desaparecen mientras que se forma una pequefia zona de recirculacion (sefialada con
la letra C) a la derecha de la parte inferior (o a la izquierda de la parte superior) del
obstaculo (ver figura 5.3-c). Esto se debe a que la velocidad dentro del canal vertical es
mayor que dentro del canal horizontal (H, > W,); es decir C' corresponde a un salto
hidraulico. Finalmente, si aumentamos ligeramente la altura del rectdngulo para que
Hy = 0,03, como Hy < W)y, la velocidad dentro del canal horizontal es mayor que
dentro del canal vertical. Como consecuencia, se crea una nueva zona de recirculacion
en la parte inferior del lado vertical izquierdo (o en la parte superior del lado vertical

derecho) del obstaculo (ver figura 5.3-d).

1.0 L 1.0 L 1.0 L 1.0 L
0.9 0.9 0.9 0.9 1
0.8 0.8 0.8 0.8 1
0.7 0.7 A 0.7 4 0.7
0.6 0.6 0.6 0.6
2 0.5 0.5 0.5 0.5
0.4 1 0.4 0.4 1 0.4 1
0.3 0.3 0.3 0.3
0.2 1 0.2 - 0.2 1 0.2
0.1 1 0.1 1 0.1 1 0.1

[ §]
c
0.0 T 0.0 T 0.0 T 0.0 T
0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250
xr X xX X
(a) caso base (b) Hy=0,15 (c) Hy=0,05 (d) Hy =10,03

Figura 5.3: Visualizacion mediante Convolucion Integral de Linea (LIC) para tres va-
lores de H, cuando W, = 0,04. El caso base también se presenta para comparar.

La figura 5.4 muestra perfiles de velocidad vertical a seis alturas a lo largo de la
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pared caliente (z = 0,05, z = 0,1, z = 0,5, z = 0,7, 2 = 0,8 y z = 0,9), para
los tres casos presentados anteriormente (Hy = 0,15, Hy = 0,05y Hy = 0,03). Para
Hy = 0,15, como se esperaba, los perfiles de velocidad vertical son similares a los del
caso base en la parte inferior de la cavidad (ver figura 5.4-a). Sin embargo, en la parte
superior de la cavidad (¢ = 0,9), la velocidad maxima es mayor que la del caso base
(ver figura 5.4-b). Para valores menores de Hy, Hy = 0,05 o Hy = 0,03, al inicio de
la capa limite (z = 0,05y z = 0,1) se puede observar que los perfiles de velocidad
vertical w son mds altos que los del caso base. Como consecuencia, en esta drea se
espera que la transferencia de calor sea mayor que en el caso base. Usando el obstaculo
rectangular, el flujo es forzado a pasar a través de un canal vertical. Esto implica que el
flujo de aire se beneficia de una mayor longitud de intercambio y, en consecuencia, G,
deberia aumentar. Se puede notar que para z = 0,05y Hy = 0,03, se observa un ligero
contra-flujo para x € [0,03;0,04] lo que corresponde al punto C' en la figura 5.3-d.
Finalmente, también se puede observar para z = 0,5y 0,7 que los perfiles de velocidad
vertical son ligeramente inferiores a los del caso base; esto puede explicarse porque
el flujo base se concentra naturalmente en la seccion media de la cavidad debido a la
recirculacion secundaria (ver punto B, figura 5.3-a) o porque los tres casos estudiados

deben superar la resistencia friccional de las paredes del canal.

En la figura 5.5, para H, € [0,03,0,25] y Wy € [0,03,0,05] (es decir, Wy € [0g(z =
0,5),0,(z = 0,5)] para el caso de flujo base), se presenta el esfuerzo cortante medio

relativo en la pared isotérmica I'7 y en la pared adiabatica I'. Se definen como:

Iy = (i) , To= (i) (5.1)
Tof /) z={o;w/H} Tof / 2={051}

donde (7)__ ow/my Y (1),— (0;1} son, considerando un obstaculo rectangular en el cen-
tro, el esfuerzo cortante medio en las paredes de la cavidad isotérmica y adiabatica res-
pectivamente. Para el caso base, las mismas magnitudes se definen como (7¢) _ (OW/H}
Y (Tof) ,— (01} Los valores de H para el espesor de las capas limites térmica y dindmica
para el caso de flujo base, dy(z = 0,5) y d,,(z = 0,5), también son superpuestos. Clara-
mente, ['7 y I'g parecen ser mas dependientes de H, que de W, ya que todas las curvas
estdn casi superpuestas entre si (ver figuras 5.5-a y 5.5-b). Ademas, se puede observar
enlafigura5.5-aque (7),_(o.y, ) €S cercano a <be):c:{0;W/H} yaque I'r = 1. Es decir,

el obsticulo rectangular no modifica significativamente el esfuerzo cortante medio en
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Figura 5.4: Perfiles de velocidad vertical w a lo largo de la pared caliente para seis
alturas diferentes: a) seccion aguas arriba; b) seccion aguas abajo. Comparacion entre
el caso base y tres valores de H.

las paredes isotérmicas. Por el contrario, la influencia del obstdculo es mas importante
en las paredes adiabdticas ya que I'g € [0,6;1,9] (ver figura 5.5-b). Se puede ver que
si la apertura vertical Ho < 0,,(z = 0,5) ocurre un aumento significativo de (7),_q.;

(ver figura 5.5-b) mientras que (7),_ oy disminuye.

5.3.1.2. Transferencia de calor

Ahora se estudia en detalle el efecto del tamaiio del obstaculo rectangular adiabatico
en la transferencia de calor. En la figura 5.6 se muestra la evolucion de la ganancia
relativa de transferencia de calor Gy, para varios valores de los espacios verticales y
horizontales, Hy y W, respectivamente. Para Hy, > 0,15, cualquiera que sea el valor
de W), se obtiene un valor pequeio de la ganancia de la transferencia de calor (Gy),
siendo menos de 1 %. A medida que H, disminuye a 6,,(z = 0,5), la transferencia de
calor es superior a 1 %; (Gx,) aumenta continuamente y alcanza un maximo local para
todos los W,. Si la separacion entre la pared adiabdtica y el obstaculo se estrecha, Hy <
dw(z = 0,5), (Gnu) disminuye continuamente probablemente debido a la friccion.

También se puede notar que si Wy = dg(z = 0,5) = 0,03, la ganancia relativa siempre
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
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Figura 5.5: Para varios valores de Hy y W), el esfuerzo cortante: a) en la pared isotérmi-
cal'yr = (L) ; b) en la pared adiabdtica I'g = (L) . Los valores de H,
™f ) £=0,0,25 f ) 2=0,1

para el espesor de las capas limites térmica y dindmica, dg(z = 0,5) y d,,(2 = 0,5), se
superponen.

es negativa, es decir que la transferencia de calor es menos eficiente que el caso base
cualquiera que sea el valor de Hj, de nuevo probablemente debido al aumento de la
pérdida de presion. Finalmente, se puede notar que la transferencia de calor es maxima,
(GNu) = 2,6 %, para Hy = 0,05y Wy = 0,04. A este caso se le llama desde este punto

en adelante el mejor caso rectangular.

En la figura 5.7, para un W, = 0,04 fijo y tres valores de Hj, se muestran los
perfiles del nimero de Nusselt Nu(IW, = 0,04, Hy) a lo largo de la pared caliente . El
caso base también se presenta para la comparacion. Se puede observar que cuando se
introduce un pequefio obstaculo rectangular (Hy = 0,25) en el nucleo de la cavidad,
el comportamiento de transferencia de calor se modifica sélo ligeramente, cualquiera
que sea la elevacion z considerada. En este caso, el perfil del nimero de Nusselt es
cercano al del caso base y el mdximo global del nimero de Nusselt esta cerca del fondo
de la cavidad (z = 0,01). Si la distancia H se reduce 2,5 veces (Hy, = 0, 10), las
modificaciones son mas notorias. De hecho, un maximo global siempre estd presente
cerca de la pared adiabatica de la cavidad pero un maximo local aparece a la altura
z = 0,1 que corresponde al fondo del obstdculo rectangular. Para z > 0,05y 2z < 0,25,
Nupese < Nu(Hy = 0,1, Wy = 0,04). Para z > 0,25, Nu(Hy = 0,1,W, = 0,04) es
ligeramente mas bajo que el caso base. Finalmente, si el espacio entre el obstaculo y la

pared adiabatica de la cavidad es 2 veces menor (es decir, Hy = 0,05), la transferencia
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Figura 5.6: Para varios valores de H, y W), la ganancia relativa de transferencia de
calor (Gny). Se superponen valores de H, para el espesor de las capas limites térmica
y dindmica, dg(z = 0,5) y 0,,(z = 0,5).

de calor aumenta bastante para 0,025 < z < 0,25, en comparacion con el caso base. En
particular, se observa un maximo global mds alto de Nu en comparacion con los otros

casos en la altura z = Hy = 0,05.

Para evaluar mas a fondo la eficiencia de la transferencia de calor a lo largo de
la pared isotérmica, en la tabla 5.1 se presenta una comparacion local de los nimeros
de Nusselt para las diferentes separaciones H. La pared isotérmica se divide en dos
partes: seccidn aguas abajo z < 0,25 y seccidn aguas arriba z > 0,25. Parece claro que
la mejora global de la transferencia de calor se debe a su aumento en la seccién aguas
arriba (ver (Gnu)(z < 0,25) en tabla 5.1). Por lo tanto, el objetivo principal de este

trabajo se ha logrado.
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Figura 5.7: Perfiles del numero de Nusselt a lo largo de la pared caliente para varios va-
lores de H, cuando W, = 0,04. El caso base también se presenta para la comparacion.

Tabla 5.1: Para varios Hy, la ganancia relativa de transferencia de calor (G, )(z) en
las secciones aguas abajo (z < 0,25) y aguas arriba (z > 0,25) cuando W se fija a
0,04.

Hy (Gra)(z <0.25) (Gra)(z > 0,25) (Gra)(0< 2 < 1)

0.25 +0.61 % -0.22 % 0.39 %
0.20 +1.09 % -0.64 % 0.45 %
0.15 +2.05 % -1.20% 0.85%
0.10 +3.53 % -2.08 % 1.44 %
0.05 +6.92 % -4.30 % 2.62 %
0.03 4+9.09 % -9.77 % -0.68 %

5.3.2. Generacion de nuevos flujos secundarios inducidos por ex-

trusion del obstaculo (caso (c¢) en la figura 5.1)

En esta seccién se modifica la mejor geometria del caso rectangular mediante un
proceso de extrusion posterior. El objetivo principal es generar nuevas recirculacio-
nes secundarias aguas abajo de las capas limites frias y calientes como las observadas
en el trabajo anterior de [1] quien us6 una perturbacion térmica local para obtenerlas.

Para obtener la extrusion Optima, se consideran dos pasos. En primer lugar, se fijan

63



los espacios Hy y W, mientras que se varian las distancias /; (distancia entre la pa-
red adiabdtica de la cavidad y la superficie del obstaculo horizontal) y 1 (ancho del
obstaculo horizontal después de la extrusion) (ver figura 5.1-c). En un segundo paso,
partiendo de la mejor geometria que permitié obtener la mayor transferencia de calor
en el primer paso (llamado Extrusién 1), se fijan las distancias obtenidas anteriormente
H, y Wi mientras que H, y Wy vuelven a ser variados. Al final del paso dos, el caso
mads favorable a la transferencia de calor se denomina: Extrusion 2. En lo que sigue se

presentan sucesivamente los campos de velocidad y temperatura.

5.3.2.1. Dinamica del flujo

En la figura 5.8, se muestran visualizaciones del flujo estacionario usando el método
LIC para dos obstaculos extruidos y el mejor caso rectangular obtenido previamente.
Para comparar con el mejor caso excitado obtenido por perturbaciones térmicas va-
riables en el tiempo localizadas en paredes calientes y frias, se agrega la figura5.8-a
que presenta los resultados de Thiers et al. [1] (ver Fig. 8-e). De hecho, para el mis-
mo numero de Rayleigh, los autores demostraron que una forma eficiente de mejorar
la transferencia de calor es perturbar la pared caliente en = = 0,7 y la pared fria en
z = 0, 3 usando ondas cuadradas locales sincronizadas de amplitud € = 1 y frecuencia
f = 0,403. En esta posicion de perturbacién térmica, la ganancia relativa de transfe-
rencia de calor global por ambas perturbaciones es (Gny,) = 5,5% [1]. En la figura
5.8-a se puede observar que se forma una gran y unica zona de recirculacion. Ademas,
la capa limite horizontal a lo largo de la pared adiabatica es mas gruesa que la del flujo
base (ver figura 5.3-a). Para aprovechar la modificacion de la capa limite aguas abajo y
la zona de recirculacion, el mejor caso rectangular se extruye gradualmente (ver figura
5.8-b). La figura 5.8-c muestra que cuando se realiza una pequefia extrusion se forma
una pequeia recirculaciéon (ver punto A). Por el contrario en la figura 5.8-d, el flujo
horizontal se divide en dos partes cuando impacta contra la punta del obstaculo vertical
(z = 0,95 0 z = 0,05): la parte superior del flujo va a la pared isotérmica mientras que
la parte inferior sigue la zona de recirculacion y regresa a la pared isotérmica (ver la
linea de corriente roja en la figura 5.8-d). Como consecuencia, una zona estancada cer-
ca del obstaculo (ver la zona entre la recirculacion A y el obsticulo). Asi, en la figura
5.8-d, el comportamiento del flujo es mds cercano al flujo cuando dos perturbaciones
térmicas se introducen simultdneamente en las paredes activas (ver figura 5.8-a). Por lo

tanto, se puede esperar una mayor transferencia de calor en comparacion con nuestro
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mejor caso rectangular.

1.0 ' 1.0 : 1.0 : 1.0 :
0.9 - 0.9 1 - 0.9 A - 0.9 A -
0.8 - 0.8 1 - 0.8 A - 0.8 -
0.7 - 0.7 - 0.7 A - 0.7 -
0.6 - 0.6 - - 0.6 - - 0.6 7 -
0.5 - w05 - - w05 - E w05 1 -
0.4 - 0.4 - 0.4 - - 0.4 -
0.3 - 0.3 1 - 0.3 A - 0.3 -
024 - 0.2 - 0.2 - 0.2 -
0.1 - - 0.1 - 0.1 - 0.1 -

k‘
0.0 . 0.0 . 0.0 . 0.0 .
0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250
T x x x
(a) (b) (c) (d)

Figura 5.8: Visualizacion de convolucion integral de linea (LIC): a) para una perturba-
cién térmica local (consulte el trabajo anterior [1]) y tres obstaculos donde Hy = 0,05,
Wy = 0,04: b) obstaculo 1: H; = 0,3, W; = 0,005; c) obstaculo 2: H, = 0,1,
Wi = 0,085; d) El mejor caso rectangular.

En la figura 5.9, los flujos se detallan de una forma mds cuantitativa. Se deja de
tomar en cuenta el mejor caso excitado. Los perfiles de velocidad vertical a lo lar-
go de la pared caliente para el caso base, el mejor caso rectangular, el caso llamado
Extrusién 1 y el caso llamado Extrusién 2 se comparan para seis alturas diferentes
z € {0,05;0,1;0,5;0,7;0,8; 0,9}. Para cada caso, las distancias Hy, Wy, H; y W se
informan en la tabla 5.2. En la seccién de aguas arriba (z = 0,00y 2 = 0,1) y la
seccion de aguas abajo (z = 0,9), es claro que cada obstdculo aumenta el gradiente de
velocidad y la velocidad maxima en comparacion con el caso base (ver figura 5.9-a). El
fluido es forzado a fluir en la seccion aguas arriba donde el nimero de Nusselt tiende a
ser mas bajo (ver figura 5.7). Sin embargo, en z = 0,5, el caso base tiene una velocidad
maxima mas alta. Puede explicarse por el hecho de que en los otros casos la friccion

de la pared ha disminuido la energia disponible (ver figura 5.9-a). En la seccion aguas
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abajo (z = 0,7, 2 = 0,8 y z = 0,9) se puede observar que los perfiles de velocidad son
mayores para los casos de obsticulos que para el caso base en el borde de la capa limite
(z > 0,04). Para el caso de la Extrusion 2, al reducir W), la velocidad maxima vertical
aumenta en la seccién aguas arriba (ver linea verde en la figura 5.9a-), y més del doble

en la altura z = 0,05.

T T T
base case

T T T
base case

2> : /7—\\ z = 0.5 Rectangular = : ‘ . z=0.9 Rectangular
8 015 ; N Extrusion 1 ——— 8 0.15 B, Extrusion 1 ———
° / Extrusion 2 ° Extrusion 2
> 01 : ; e > 04 R
8 0,05 [ 8 005 -
g o0 g o0 —
| | | | | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T T T T
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 ff 0.05
0 0
0.2 i 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 N 0.05
0 0
| | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 0.02 0.04 0.06 0.08
X X
(@) (b)

Figura 5.9: Perfiles de velocidad vertical a lo largo de la pared caliente para seis alturas
diferentes: a) tramo aguas arriba; b) tramo aguas abajo. Comparacion entre el caso base,
el mejor caso rectangular (Hy = 0,05, Wy = 0,04), el obstaculo extruido 1 (H; = 0,3,
Wi = 0,005) y el obsticulo extruido 2 (Hy = 0,035, Wy = 0,035).

Tabla 5.2: Para los tres obstdculos, la ganancia relativa de transferencia de calor Gy, (2)
en las partes aguas abajo (z < 0,25) y aguas arriba (z > 0,25).

caso Hy Hi W, Wi (Gyu)(2<0,25) (Gru)(z>0,25) (Gnu)(0<2<1)
Rectangular  0.05 - 0.04 - +6.92 % -4.30 % +2.62 %
Extrusion 1 0.05* 0.3 0.04* 0.005 +7.04 % -3.37% +3.67 %
Extrusion 2 0.035 0.3* 0.035 0.005* +18.00 % -13.61 % +4.39 %

5.3.2.2. Transferencia de calor

La ganancia relativa de la transferencia de calor (G, ) se representa para varios va-

lores de H; y W en la figura 5.10-a. Las distancias H, y IV, se mantienen constantes:
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Hy = 0,05y Wy = 0,04. Claramente, todas las geometrias simuladas generan una
mejor transferencia de calor que el obstaculo rectangular que es mds alto que el caso
base. También se puede observar que existe un maximo local de (Gx,,) para cada valor
de W;. Este maximo local aumenta a medida que 1/} disminuye hasta alcanzar un valor
maximo global de W, — 0y H; = 0, 25. En este estudio, el grosor mas pequefio con-
siderado es W = 0,005, que es el 2 % del ancho total del obstaculo. Asi, el mejor caso

extruido, llamado Extrusién 1, corresponde a una ganancia relativa (Gn,) = 3,67 %.

W, =0, no thickness —+— W;=0.045

W,=0.005 § Wp=0.040 —x— ||
W,=0.0425 Wg=0,035
45 W\/:/;E%_ggg —a— || 45 Extusion 2 W(=5(2=0.5)=0.030
/\
4 4
A I Tt s A
@Z - Fﬁtf“ ion.1 (52 G for the best extrusion1
3 - o G B L T AR U B
3.5 == 3.5
3 / 3 il
| _ _<Gy> for the best rectangular geometry _ _____________ | _ sGny>forthe bestrectangular geometry . __
25 25
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
H, Ho
(@) (b)

Figura 5.10: Para dos geometrias, la ganancia relativa de transferencia de calor (G .,):
a) para varios valores de f{; y W, cuando Hy = 0,05 y Wy = 0,04; b) para varios
valores de Hy y Wy cuando H; = 0,3, W; = 0,005. El valor (Gy,) de la mejor
geometria rectangular y la mejor extrusion 1 también se presentan para comparar (lineas
discontinuas rojas).

En la Figura 5.11, se presenta la evolucidn vertical de la ganancia relativa de trans-
ferencia de calor, Gxy(2), a lo largo de la pared caliente para el caso rectangular, Ex-
trusion 1 y Extrusion 2. Claramente, para el drea aguas arriba z € [0;0,25], los tres
obstaculos aumentan la transferencia de calor global: 6,92 % para el caso rectangular,
7,04 % para la Extrusién 1 y 18 % para Extrusion 2 (ver tabla 5.2). Ademds, se puede
observar que cerca de z = 0,05 la ganancia local alcanza hasta 80 % para la extrusion
2. Sin embargo, la transferencia de calor local se reduce, Gnyu(z) < 0 para ambas ex-
trusiones cuando z € [0,25; 1] y para z € [0,25;0,9] en el caso rectangular. Esto se debe
al hecho de que hay mas aire frio en contacto con la placa caliente, lo que lleva a un au-
mento de la transferencia de calor en la seccién aguas arriba (z € [0; 0,25]); pero como
consecuencia, el ascenso de mas aire caliente a lo largo de la placa caliente provoca una

disminucién de la transferencia de calor en la seccién aguas abajo z € [0,25;0,9]. Para
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el caso rectangular, cuando z € [0,9; 1], la ganancia vuelve a ser positiva, alcanzando
un 10 %. Finalmente, a la altura z = 0,7, se puede observar que el ensanchamiento
repentino disminuye la ganancia para el caso Extrusion 2 contrario al caso rectangular

(ver el cambio de pendiente de la curva roja).

1 — T T
Rectangular
0.9 Extrusion 1 -
Extrusion 2

.| adiabatic
solid

o
(&)
L —
e

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Gy (2)

Figura 5.11: Evolucion vertical de la ganancia relativa de transferencia de calor, Gy (2),
a lo largo de la pared caliente para tres obstaculos: caja rectangular, extrusiéon 1 y ex-
trusion 2.

5.3.3. Efectos de la conductividad térmica

Como se puede notar experimentalmente, los s6lidos no son exactamente cuerpos
adiabaticos, los efectos de la conductividad térmica de fluidos y sélidos en la transfe-
rencia de calor se estudian considerando k, = 1073, 1,0 y 10? (donde %, es la relacién
entre la conductividad térmica del sélido k, y la conductividad térmica del fluido £y:
k. = ks/kys). En la tabla 5.3, se reporta la ganancia relativa de transferencia de calor
(Gnu) para los tres obstaculos solidos. Para ks = 1073, es decir para un sélido débil-
mente conductor, todos los valores de (G, ) son iguales o muy préximos a los del caso
adiabatico. Sin embargo, para k, = 1y k, = 102, esta claro que la condicién conduc-
tiva reduce significativamente la ganancia de transferencia de calor. Para k; = 1, que
representa una conduccion térmica cercana a la del poliestireno, la ganancia disminuye

alrededor de 1 % para todas las geometrias sélidas.
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Tabla 5.3: Efectos de la geometria y conductividad térmica del obstaculo sélido k, sobre
la ganancia relativa de transferencia de calor.

ks kr <GNu>rectangular <GNu>extrusi0n 1 <GNu>extrusion 2
adiabatico 0 2.62 % 3.67 % 4.39 %
conductividad débil 1073 2.62 % 3.67 % 4.38 %
orden del aire 1 2.45 % 3.54 % 3.69 %
conductividad fuerte 102 -2.51 % 1.15% 0.58 %

5.4. Conclusion

Este trabajo reporta las simulaciones DNS en 2D de un flujo de aire en una cavidad
calentada diferencialmente con un ratio de aspecto 4, considerando un nimero de Ray-
leigh de 9 x 107. Con el fin de mejorar la transferencia de calor al inicio de las capas
limites en las paredes de las isotérmicas, se ensayan tres tipos de obstdculos buscan-
do el tamafio 6ptimo: rectangulares y dos formas rectangulares recortadas. Usando un
obstaculo, en el medio de la cavidad, que comprime la capa limite dindmica en la pared
de la isoterma, es posible mejorar la transferencia de calor globalmente hasta 4,39 %
en comparacion con la transferencia de calor en una cavidad sin obstaculo, gracias a la
extrusion sobre el obstaculo rectangular. Esto se debe al aumento de la velocidad aguas
abajo de las capas limites en las paredes de las isotermas. Localmente, la ganancia pudo
ser superior a los 80 %. Asi, la principal conclusién de este trabajo es que la presencia
de un obsticulo adiabatico aumenta la transferencia de calor en la cavidad de forma
pasiva. Finalmente comprobamos que un obstaculo conductor no mejora la transferen-
cia de calor como lo hace uno adiabatico. Por el contrario, a medida que aumenta la

conductividad térmica del obstdculo, disminuye la transferencia de calor global.

El siguiente paso de este trabajo es una generalizacion a una cavidad 3D para resal-
tar las interacciones entre las estructuras de flujo 3D, el obstaculo y la transferencia de

calor.
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Capitulo 6

Uso de un par de actuadores térmicos
locales considerando distribuciones

no-simétricas

En la investigacion de Thiers et al. [1] se trabaj6 con un par de actuadores térmi-
cos locales posicionados de forma centro-simétrica. Ademds en ambos actuadores se
utilizaba la misma frecuencia y fase. De esta forma se buscaba reducir el nimero de
simulaciones y se logré simplificar la metodologia. Sin embargo, la investigacién no
alcanz6 a responder qué es lo que sucede cuando los actuadores utilizan condiciones

diferentes.

(Existe una interaccion entre diferentes posiciones, fases y/o frecuencias? ;Se podria
mejorar la transferencia de calor de esta forma? En este capitulo se busca responder a
estas preguntas. Primero se presenta el problema fisico en la seccidén 6.1 y luego el
dominio numérico en 6.2. En la seccion 6.3 se analiza la influencia de utilizar distin-
tas posiciones, pero manteniendo una misma frecuencia y fase, y en la seccioén 6.4 se
analiza la influencia al usar diferentes posiciones, frecuencias y fase. Finalmente en la

seccion 6.5 se hace una conclusion temprana de este capitulo.

6.1. Problema fisico

Para una configuracién Ra = 9 x 107 se superponen perturbaciones térmicas dentro

del dominio de las superficies de las paredes activas en (), para la pared caliente y
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(2. para la pared fria (ver figura 6.1a). Las condiciones de frontera térmicas en estos

subdominios se caracterizan mediante

O(x=0,2,t) =06, +06,(t, fn on) para z € €, 6.
0(x=0,2521)=0.+0.(t, f., o) para z € Q, , .
W 0=0
5. =0 - ]
r ) L ‘t
|' - ©=90
L - hekvador eny —
H| o, b, ° os) |
k f
&, ]( | zZ 15 - .
0| e
L — X -15 i i

(a) (b)

Figura 6.1: Esquema de la cavidad calentada diferencialmente con édreas de perturba-
cién térmica: (A) Sistema de coordenadas, condiciones de contorno y dreas de pertur-
bacién en la pared calentada €2, y en la pared enfriada €).; (B) Evolucién temporal de
la perturbacion de temperatura en €2, y €. donde ¢. es el cambio de fase en §2. con
respecto al actuador opuesto.

donde 6}, y 6, son las perturbaciones térmicas superpuestas en los subdominios €2, y €2..
Las perturbaciones tienen forma de ondas cuadradas ¢’ (¢, f, ¢) = exsgn [sin (27 f ¢ + ¢)]
y consideran una amplitud € = 1 como se informa en [1]. La perturbacion térmica en
la pared caliente 6}, se intercala entre los valores § = —0,5y # = 1,5, mientras que la
perturbacién térmica en la pared fria 6, cambia entre § = —1,5y # = 0,5. Para una
misma frecuencia se puede ver en la figura 6.1b diferentes combinaciones entre ¢, y 6.,
cuando se varia el desfase. Por otra parte la posiciéon de los subdominios €2, y €. se

describe mediante las alturas L, y L. (ver figura 6.1a), i.e
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Qh (Lh) = {QJ = 0; Lh <z< Lh+0,05}

(6.2)
Q. (L) ={z=0,125; L. — 0,06 < z< L.} .

6.2. Dominio Numérico

El modelo numérico se describe en la seccidn 4.2. En este caso la malla no esta
limitado por sélidos al interior de la cavidad por lo tanto se trabaja con un mallado
numérico mds refinado para considerar posible escalas pequefias generadas por los ac-
tuadores térmicos. El dominio computacional esta hecho de 7 x 20 elementos espectra-
les. Verticalmente los elementos estdn posicionados de tal forma que los subdominos
Qp, y Q. se localizan en el borde de un solo elemento. Horizontalmente los elementos se
distribuyen usando una funcion tangente hiperbdlica para que los elementos sean mas

finos cerca de las paredes activas, tal que

tanh |2z (20D g
(Nw)j:% bt Liﬂg (;j:/g) )

(6.3)

donde v, es el parametro de concentracion fijado a 2,5. Este mallado es una version
refinada de la malla utilizada en [1] con tal de asegurar la validacién de la malla en el

caso de los actuadores térmicos locales.

En este capitulo se busca analizar el efecto al incorporar actuadores térmicos de
forma no-simétrica con tal de observar si existe una influencia térmica o dindmica en-
tre ambos. Primero se observa la influencia al considerar diferentes posiciones mante-
niendo las demds configuraciones de forma idéntica, y luego se evaldan las diferentes

posiciones considerando diferentes frecuencias y desfases.

6.3. Influencia de distribucion no-simétrica

Como punto base de referencia se considera al mejor caso observable en [1] es decir
Qp y €. se posicionan en L, = 0,7y L. = 0,3 respectivamente utilizando una misma
frecuencia (f;, = f. = 0,403, llamada también frecuencia natural f* = 0,403) y fase

(on = @ = 0). Para ello se analiza el comportamiento dindmico y térmico de los
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resultados.

En un primer anélisis se fija el actuador de la pared caliente (€2;) en L, = 0,7,
mientras que el actuador de la pared fria (£2.) varia de posicién entre z = 0,9y z = 0,1.
En la figura 6.2 se muestran visualizaciones LIC cuando L. = 0,7 ;0,5 ;0,3, donde
L. = 0,3 corresponde al caso con distribucién simétrica y en la figura 6.2a se presenta
el LIC del caso base. Se observa de las figuras 6.2b y ¢ que el nimero de recirculaciones
aumenta en la seccion aguas abajo del actuador térmico, mientras que en la seccion
aguas arriba no se observan diferencias significativas, de hecho en los cuatro casos
considerados la seccidn superior permanece no-perturbada. Es decir que la influencia
dindmica de los actuadores ocurre en su mayoria aguas abajo del excitador. Pareciera
ser que los actuadores térmicos provocan una zona de recirculacién propia dentro de
una distancia aproximada de 0.25 en direccion del flujo a partir de la posicion L. (ver
punto A en las figuras 6.2b y c¢). En la figura 6.2a se puede ver que en la seccion
inferior las zonas de recirculacién propias del caso base no desaparecen, y no es hasta
que L. = 0,3 (ver figura 6.2d) que se superpone la recirculacién A provocado por el

actuador térmico.

Segun la posicion de los actuadores cada configuracion tiene un caso simétrico
donde se intercambian las distancias L, y L. tal que L) = L.y L. = L;. En la figura
6.3 se comparan los perfiles de velocidad vertical de dos casos simétricos entre si con
tal de observar si existe equivalencia dindmica con respecto a la velocidad promedio.
Para comprobar directamente la simetria del perfil uno de los casos utiliza coordenadas
(z ,,z)y el contrario utiliza (0,25 — x , 1 — z). En ambos casos se obtiene que existe
una gran correlacion independientemente de las distintas alturas consideradas. Para

tener una mejor confirmacion se evalua el resultado de G, de los casos pareados.

En la figura 6.3 se compara el Gy, de los casos inversos, observandose que los
resultados son practicamente idénticos. Por lo tanto en las secciones siguientes se puede
mantener fijo uno de los actuadores activos, mientras se hace la posicion del otro y el

resultado serd igualmente vélido para el caso inverso.

6.4. Influencia posicion, frecuencia y fase

Con la intencion de buscar nuevas formas de buscar una resonancia entre actuadores

locales, se realizan varias simulaciones para diferentes posiciones, frecuencias y fases
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1.0 L 1.0 L 1.0 L 1.0 L
0.9 + ;7 - 0.9 Wi 0.9 1 - 0.9 + -
0.8 4 0.8 4 0.8 A - 0.8 + -
0.7 4 0.7 0.7 - 0.7 -
0.6 4 0.6 4 0.6 A - 0.6 4 -
n (0.5 ® (0.5 v 0.5 N 0.5 o
0.4 0.4 0.4 o 0.4 o
0.3 1 0.3 1 0.3 A 7 - 0.3 1 -
0.2 + 0.2 + 0.2 A ? - 0.2 H \ L -
0.1 0.1 0.1 4 ! T 0.1 ; o

0.0 - 0.0 0.0 ——L—J— 0.0 .

0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250
xX x x x
(a) caso base () L. =0,7 (c) L.=05 @ L.=0,3

Figura 6.2: Visualizaciéon LIC para tres valores de L. fijando L; = 0,7. Se indica la
posicion de los actuadores en las paredes activas. El caso base también se presenta para
comparacion.

de un actuador (€2.) mientras que el opuesto (£2;,) permanece fijo en L, = 0,7 con
fe = 0,403y ¢. = 0°. En las figuras 6.5a y b se muestran las ganancia de Nusselt
para los diferentes casos. Se usa como referencia la frecuencia natural de la cavidad
f* = 0,403 indicado en [1]. Una vez mas el valor maximo se obtiene cuando (. se
colocaen L. = 0,3 con f, = 0,403 y ¢. = 0° dando como resultado Gn, = 5,5 % el

cual es resultado indicado originalmente por Thiers et al. [1].

En la figura 6.5-a se observa que cuando {2, estd posicionadoen L. = 0,5y L, =
0,6, el caso con ¢. = 180° mejora la ganancia de Nusselt en comparacién con ¢, = 0°,
pero disminuye la ganancia en L. = 0,1 y L. = 0,3. Las diferencias entre ¢. =
0°y ¢. = 180° en esas diferentes alturas tienen una influencia sobre las zonas de
recirculacién, como se explica a continuacién. En cuanto al caso ¢. = 90° la curva
tiende a estar entre las otras dos, excepto cuando se posiciona €2, sobre L. = 0,8,

donde la ganancia de Nusselt se reduce en comparacion.
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Figura 6.3: Perfiles de velocidad vertical (no-simétricos) para distintas alturas en: (a)
pared caliente y (b) pared fria. Se considera el caso invertido en dos simulaciones para
comparar nivel de correlacion entre los perfiles.

Cuando ¢. = 0 es fijo (figura 6.5-b) y las diferencias entre los casos ocurren en la
seleccion de la frecuencia f, no hay otra simulacién con Gy, sobre 5% y las curvas
cambian considerablemente en comparacion con el caso de f. = f*. Mientras que la
curva con f, = f* disminuye desde el mejor desempeiio ubicando €2, en L. = 0,3
hasta su peor desempefio en L. = 0,7. La variacion de las otras tres curvas parece
menos radical pero sin llegar a mayores ganancias. No obstante a L. = 0,7 las otras

tres configuraciones son mds eficientes en cuanto a la transferencia de calor.

En las figuras 6.6-a, b y ¢ se comparan las lineas de corriente promedio entre una
configuracién ¢. = 0° y ¢. = 180° cuando L. = {0,1; 0,3; 0,5} donde la diferencia
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T T T
actuadores en (Ly=Z, L,=0.3) —+—
actuadores en (Ly,=0.7, L.=1-Z) —*—

25 1 1 1 1 1 1 1

Figura 6.4: Ganancia relativa de transferencia de calor en Ray = 9 x 107 para varias
posiciones del drea de perturbacion cuando €, se fijaen L, = 0,7 (en la pared caliente)
y . sefijaen L. = 0,3 (en la pared fria).

G
G

2 L L L L L L L 25 L L L L L L I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(@) fo = f* (fijo) (b) ¢c = 0 (fijo)

Figura 6.5: Ganancia relativa de transferencia de calor en Ray = 9 x 107 mientras se
fija L, = 0,7 para varias posiciones del drea de perturbaciéon cuando (a) se conside-
ran diferentes fases en (). y (b) se consideran diferentes frecuencias en €).. f* es la
frecuencia natural de la cavidad indicado en [1] con valor f* = 0,403.

de Gy, entre ambos casos es mayor segun la figura 6.5-a. En la figura 6.6-d se muestra
un esquema de referencia con las zonas de recirculacién del mejor caso de Thiers et al.
Estas recirculaciones se sefialan segtin su altura desde la letra A hasta la E, donde C es

la recirculacion en el centro de la cavidad.

En la figura 6.6-a se muestra una diferencia en la seccion inferior, donde para am-
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bas simulaciones la trayectoria de las lineas de corriente parece mostrar una zona de
recirculacion sin desarrollar que restringe la circulacion de parte del flujo alrededor del
borde inferior de la cavidad. El 4rea de la zona de recirculacién C aumenta cuando se
considera una fase de ¢. = 180° y la zona de recirculacién B se mueve hacia arriba.
Como muestran los resultados, estos cambios contribuyen a la reduccion de la ganancia

de transferencia de calor.

1.0 ; 1.0 ; 1.0 : 1.0 L
0.9 - 0.9 - 0.9 - 0.9 L
0.8 r\‘-/d - 0.8 - 0.8 0.8 -
0.7 - 0.7 - 0.7 0.7 -
0.6 - 0.6 - 0.6 0.6 -
N 0.5 -2 0.5 - N 0.5 w 0.5 A -
0.4 \/—A\ - 0.4 - 0.4 0.4 -
0.3 L—/\J - 0.3 - 0.3 1 0.3 @ -
0.2 - 0.2 - 0.2 A 0.2 -
0.1 - 0.1 - 0.1 A 0.1 -
0.0 T 0.0 . 0.0 r 0.0 T
0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250
x T x €
(a) L. =0,1 (b) L.=0,3 (¢) L. =0,5 (d) ref

Figura 6.6: Lineas de corriente en Ray = 9 x 107 para varias posiciones del 4rea

de perturbacién cuando L se fija en 0,7. La curva oscura indica una configuracién
)

¢. = 0°y la curva roja indica la configuracién ¢. = 180°. En verde se indica la

posicion de los actuadores en las paredes activas.

Las lineas de corriente promedio en la figura 6.6-b parecen muy similares, pero las
zonas de recirculacion se alejan ligeramente del centro cuando las fases de los actua-
dores son opuestas, como si la zona de recirculacion més pequefia B y D estuvieran
empujando a la otra hacia afuera. Una vez mads, cuando las zonas de recirculacion se
ubican més alejadas del centro, la ganancia Gy, se reduce. Finalmente en la figura

6.6-c el cambio de fase ). tiene un efecto sobre la forma de la zona de recirculacion
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en el ndcleo (zona C indicada en figura 6.6-d). La variacion de la recirculaciéon en el
nucleo cuando ¢. = 180° disminuye la transferencia de calor que ocurre entre diferen-
tes secciones del fluido, permitiendo una mayor transferencia de calor entre las paredes

activas cuando se comparan estos dos casos en la figura 6.5-a.

En la figura 6.7-a, b, ¢ y d muestran diferentes LIC para el flujo promedio en
L. = 0,3 para distintas frecuencias en (2.. En la parte superior el flujo no se modi-
fica claramente cuando se cambia la frecuencia, observandose que ni f. tiene impacto
sobre el flujo en la pared opuesta. En la parte inferior, las zonas de recirculacién cam-
bian de posicion y dngulo sin desaparecer nunca por completo. Es interesante notar que
el resultado mds efectivo (figura 6.7-b con G, = 5,5 %) tiene una zona de recircula-
cién ubicada més arriba que los otros casos. Se vuelve a sefialar el hecho de que cuando
la zona de recirculacion E estd mds cerca del centro contribuye a aumentar la ganancia

de transferencia de calor en este caso.

1.0 L 1.0 L 1.0 L 1.0 L
0.9 1 - 0.9 - 0.9 - 0.9 1 -
0.8 - 0.8 - 0.8 - 0.8 -
0.7 - 0.7 - 0.7 - 0.7 -
0.6 - 0.6 - 0.6 - 0.6 -
8 0.5 7 - ® 0.5 - ® 0.5 -2 0.5 7 -
0.4 - 0.4 - 0.4 - 0.4 -
0.3 - 0.3 - 0.3 - 0.3 -
0.2 - 0.2 k ' - 0.2 - 0.2 -
0.1 (& - 0.1 1 - 0.1 7 - 0.1 1 -
0.0 +—=—— : 0.0 T 4 0.0 +——g 0.0 -

0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250
X xX x X
(@) 0,5~ (®) f* (c) 2f~ (@) 3f*

Figura 6.7: Visualizacién de convolucién integral de linea (LIC) para diferentes fre-
cuencias del actuador en la pared fria posicionado en L. = 0,3 y un desfase ¢. = 0°.
En rojo se indica la posicion de los actuadores en las paredes activas.
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Para visualizar la influencia térmica de un actuador a otro se muestra en las figu-
ra 6.8-6.9 la raiz cuadrada media de las fluctuaciones de temperatura para ocho casos
diferentes, pero manteniendo el actuador en la placa caliente en la misma ubicacion,
frecuencia y fase. En la placa fria estd claro que para diferentes frecuencias la distribu-
cién de la temperatura cambia dristicamente (en una escala logaritmica). La diferencia
mas evidente ocurre entre las figuras 6.8-a y 6.8-d donde el espacio de influencia de
0:s disminuye en la pared fria cuando se usa la frecuencia mds alta. Sin embargo, una
vez mds, parece que no hay una influencia significativa de un actuador a otro porque,
independientemente de la ubicacion o la frecuencia de la perturbacion en la pared fria,

la distribucién de temperatura en el actuador fijo permanece practicamente inalterada.

6.5. Conclusion

Mediante esta investigacion se logré complementar el trabajo de Thiers et al. [1] in-
cluyendo casos que no estaban incluidos en dicha investigacion. Para ello se considera-
ron posiciones no-simétricas entre los dos actuadores térmicos y diferentes frecuencias
y fases. Se concluy6 que efectivamente existe una influencia entre ambos excitadores
pues al hacer variar la fase de uno de los actuadores térmicos la transferencia de calor
global disminuia levemente. El mejor caso sigue ocurriendo cuando ambos actuadores
se encuentran a una misma fase. Por otra parte se observd que el efecto del cambio
de frecuencia sobre uno de los actuadores no alcanza a influenciar al actuador opuesto
(ver figuras 6.8 y 6.9) por lo tanto el mejor caso ocurre cuando se aprovecha la mejor
posicién y frecuencia de forma local en ambas paredes activas. Lo cual resulta en una
posicion simétrica con respecto al centro y una misma frecuencia tal como se indica

originalmente en la investigacion de Thiers et al.
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Figura 6.8: Raiz cuadrética media de la fluctuacién de temperatura para diferentes fre-
cuencias del actuador en la pared fria posicionado en L. = 0,3.

0.9

0.8

0.7

0.6

® 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

0.000 0.125 0.250

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

w 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

x

(@ 0,5~

1.0 1.0
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
® 0.5 2 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
. 0.0 0.0
0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250 0.000 0.125 0.250
T T T
(b) f* (©) 2f~ (d) 3~

Figura 6.9: Raiz cuadrética media de la fluctuacién de temperatura para diferentes fre-
cuencias del actuador en la pared fria posicionado en L. = 0,7.
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Capitulo 7
Conclusiones Finales

El trabajo consisti6é de una aplicaciéon CFD sobre una cavidad diferencialmente ca-
lentada (CDC). El objetivo principal era buscar como mejorar la transferencia de calor
global, para ello se consideraron dos enfoques diferentes. En el primero se opt6 por in-
tegrar un actuador pasivo al centro de la cavidad para eliminar la zona de estancamiento
central, y luego se extrajo una seccidn para generar una zona de recirculacion secun-
daria. En un segundo enfoque se investigd el comportamiento de un par de actuadores
activos iguales a los descritos en la investigacion de Thiers et al. [1], pero considerando
distribuciones no-simétricas entre si. Este andlisis no estaba incluido en la investigacion
original y los resultados aqui descritos permiten hacer un complemento de los datos ya

publicados.

Al incluir un obstéculo adiabético en el centro de la cavidad se observd que existe
una zona en la que es posible aprovechar mejor la transferencia de calor global. En el
caso base (sin modificacion) el flujo en las cercanias de las paredes activas tiende a
concentrarse a la mitad de la altura, pero al forzar su transito por los extremos se logré
alcanzar una mejora del 2,6 % con respecto al nimero de Nusselt en la pared activa.
Se observé que existe un tamafio ideal del obstaculo y al seguir aumentando su altura
hay una disminucion abrupta de la transferencia de calor tal como se observaba en la
investigacion de House et al. [18] y Bhave et al. [27]. En términos locales se logrd
aumentar la transferencia de calor en un 6,92 % en el primer cuarto del trayecto sobre

la pared activa y luego hay un decaimiento del —4,30 % sobre el trayecto restante.

Luego al extraer una seccion del obsticulo se logré inducir un nuevo flujo secun-
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dario que separa al flujo entre una seccién que hace contacto con la pared isotérmica,
y otra seccion que vuelve a hacer contacto con la capa limite. Esto permiti6 reducir
la friccion entre el flujo y el obstaculo y como resultado se alcanz6 una mejora de la
transferencia de calor global de un 4,39 %. Localmente se alcanz6 a obtener una mejora

del 80 % en el lugar donde el flujo hace su primer contacto con la pared isotérmica.

Para los casos principales se incorporaron distintas conductividades para el obsticu-
lo. Para conductividades pequefias se obtuvieron resultados practicamente idénticos a
los casos adiabéticos, pero para conductividades mayores la transferencia de calor se
redujo significativamente alrededor del 1 %, por lo tanto el incremento de la conducti-

vidad no mejora la transferencia de calor en este caso.

El segundo enfoque de los actuadores activos considerd tanto distribuciones no-
simétricas entre el par de excitadores y diferencias entre las frecuencias y fases de
cada uno. La idea principal fue buscar interacciones que se pudieran aprovechar para
mejorar la transferencia de calor. En primera instancia se observo el nivel de simetria de
los perfiles de velocidad cuando se intercambiaba la posicion entre los actuadores. Se
comprob6 que efectivamente existe una simetria con respecto a los términos promedios

y la ganancia de la transferencia era idéntica en ambos casos.

Al analizar la influencia de la diferencia de fases entre los excitadores térmicos
para posiciones no-simétricas se observo que existe un efecto sobre las posiciones de
las zonas de recirculacién y ademds se vio afectada negativamente la ganancia de la
transferencia de calor dando cuenta que efectivamente existe una interaccion entre los
excitadores. Sin embargo no se pudo aprovechar de forma positiva. Por otra parte, al
variar las frecuencias entre los actuadores hubo una reduccion de la transferencia de
calor minima de un 1% y una méxima 3 %. También, se analizé las variaciones de
temperatura sobre la cavidad y se llegé a la conclusién que independientemente de la
posicion y frecuencia de los excitadores no hay un acople entre el espacio de influencia
de los excitadores sobre este campo, y por lo tanto se puede decir que la mejor forma
de aprovechar la transferencia de calor es optando por el mejor desempeiio individual
de cada excitador, lo cual resulta en una distribucidn simétrica entre si y usando una

misma frecuencia tal como se observé en la investigacion original de Thiers et al. [1].

El trabajo incluye un segmento didéactico que contempla parte del aprendizaje rea-
lizado durante el programa de magister. Durante el desarroll6 de la investigacion se

obtuvo una mejor comprension de las diferentes metodologias para buscar mejorar la
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transferencia de calor global. Si bien inicialmente el objetivo ha sido buscar un desem-
pefio térmico el futuro de la investigacion considera la opcion de utilizar el esquema

desarrollado para estudiar las estructuras de los flujos al interior de la CDC.

De forma preliminar se ha buscado combinar los métodos descritos en este trabajo
y se ha obtenido una mejora de la transferencia de calor de alrededor del 10 % lo cual

da cuenta del potencial que existe en esta investigacion.

Como futuras perspectivas se considera complementar los resultados al realizar si-
mulaciones en 3 dimensiones. Por otra parte, se considera el anélisis del efecto que
tiene un obstaculo extruido en la cavidad cuando se tienen diferentes ratios de aspec-
tos. También se plantea combinar ambos enfoques para incrementar en conjunto la

transferencia de calor global.
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Apéndice A

Anexo

A.1. Meétodo de los pesos residuales

Consideramos una ecuacion diferencial usando la funcién u(x,¢) en el dominio €2

L(u) = 0. (A1)

Se supone que u(z,t) es desconocido y queremos encontrar una aproximacion

u®(z,t) de la forma

Nyort

u'(2,t) = ug(,t) + Y () ®i(x) . (A.2)

i=1

donde Ny es el nimero de grados de libertad asociado directamente al ndmero de
nodos'. Al aplicar esta aproximacién sobre la ecuacién diferencial L. se obtendrd un
residual R distinto de 0.

L(u’) = R(u®) (A.3)

El método de los pesos residuales consiste en determinar los coeficientes ;(zx, t)

haciendo restricciones sobre 2 mediante un producto interno sobre el dominio € defi-

'En el caso 1D se tiene que Ngof = N, donde N es el niimero de nodos
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nido como

(f.9) = / f(2)g(x)da (Ad)

La restriccion es que el producto interno entre /2 'y una funcion de peso v; (también

llamada funcion test) debe ser igual a 0, es decir

(Uj,R) =0 ] = 1, e 7Ndof (AS)

La eleccién de v; dependeréd del método que se esté empleando. En la tabla A.1 se

describen diferentes formas que puede tomar v; segiin cada método.

Tabla A.1: Funciones test v;(x) usado en el método de los pesos residuales y el método
producido.

Funcion test Tipo de método
vj(x) = 6(x — ) Colocacién
vj(x) = ngi Minimos cuadrados
vj(z) = a? Método de los momentos
vj(x) = P, Galerkin
vj(x) = @; (# ®)) Petrov-Galerkin

A.2. Meétodo de Galerkin 1D

En términos simples el método de Galerkin consiste en utilizar el método de los

pesos residuales (seccién A.1) y definir la funcién v;(z) como

vi(z) = ®;(z) (A.6)

es decir se utilizan las mismas funciones que describen la aproximacién de la funcién
principal u° () para denotar a la funcién test de peso. A modo didéctico se utiliza como

referencia la ecuacion de Helmholtz en 1D para definir la ecuacion diferencial

0%y

T o2

L(u) —Xu+f=0, (A7)
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y se consideran las condiciones de frontera

ou(l)

u(0) = gp ;

El dominio de la ecuacién 1D es el dominio abierto {2 que se decribe como

Q={z|0<z<l}=]0,1] (A.8)

El primer paso en el método de Galerkin consiste en multiplicar la ecuacion dife-

rencial L(u) por la funcién de peso v; e integrar sobre el dominio {2 obteniéndose

! l
/ U—dac - / Avudx + / vfdr =0 . (A.9)
0x? 0 0

Al integrar por partes la ecuacion anterior queda como

! l !
@%dx + / Avudr = / vfdx + v% (A.10)
o OrOx 0 ox

0

a partir de la ecuacién anterior definimos
Ov Ou ! ! oul’
a(v,u) = %a?daﬂ—/o Avudx f(v) :/0 vfdr + [v%k :

Por lo tanto la ecuacién A.10 puede expresarse como

a(v,u) = f(v) . (A.11)
La funcién a(v,u) vendria a ser la energia de deformacion. Se le conoce como

espacio de energia F/({2) al espacio de todas las funciones que tengas una energia de

deformacion finita dentro de )

EQ) ={u|a(v,u) < oo} (A.12)
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Asociado a este espacio estd la norma de energia

l|lul|lg = Va(v,u) . (A.13)

Por otra parte se 1lama es espacio de prueba x a aquellas funciones u(x) que estdn

dentro del espacio de energia y que satisfacen la condicién de Dirichlet

X ={ulueE®Q), u0)=gp} (A.14)

De forma similar se llama espacio de peso v a aquellas funciones que cumplen con

V={v|veE®), v)=0} (A.15)

Ahora podemos definir la formulacion débil de la ecuacién diferencial como:
Encontrar u € X tal que a(v,u) = f(v), Yvev

Para denotar un nimero discreto de soluciones se indica X (X5 cCx)yv (1/6 c V),

asi que la formulacién queda:

5 )

Encontrar u® € X’ tal que a(v®,u?) = f(v?), Vol e v
En la aproximacién de Galerkin se usan las mismas funciones para definir u’ y v°,

)

pero por construccién v° es 0 sobre la condicién de Dirichlet mientras que u’ cumple

con la condicion de frontera. Para corregir el problema se realiza una nueva descripcion
de u’

W =ufl + 4P, (A.16)

§

tal que u'? es 0 sobre la condicién de Dirichlet y comparte las funciones con v°, mien-

tras que u” define la condicién de Dirichlet para u°.

Finalmente la formulacion de Galerkin del problema seria:

Encontrar u® € X6 tal que
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a(v®,uf) = f(0°) = a(v®,u”), vl € 1/6

A.3. Mapeo paramétrico

Al aplicar el método de Galerkin estamos buscando una aproximacion de la solu-
cién u(x,t) de la forma u®(z, t) tal como se sefiala en la ecuacién A.2. Otra descripcién

posible es de la forma

u’ = 1;®;(2) (A.17)

=0

donde Ng4.f es el numero de grados de libertad y ®; es un modo global el cual se
describe a lo largo de todo el dominio {2 tal como se puede observar en la figura A.1.

En este caso el dominio €2 se divide en tres subdominios: €2y, {25 y €23.

° 0

Q, 0, (),

Figura A.1: Ejemplificacién de modo global y modos locales considerando tres subsec-
ciones.

En la figura A.1 el modo global se define sobre los 3 subdominios. Sin embargo
cada seccidn se corresponde con un modo local ¢; que solo existe al interior de un

subdominio en particular tal que

o= > ¢ (A.18)

Para generalizar la descripcion de un subdominio local y lineal (como los que se
observan en la figura A.1) consideramos un dominio estandar () con una coordenada
local estandarizada £ que varia entre los valores -1y 1 (g = {{| —1 < &< 1})y

definimos los modos locales lineales como
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1—¢ 14 ¢
_— Q t Qst
do=14 2 <&tk or=4 2 s € . (A.19)
0 5 ¢ Qst 0 5 ¢ QSt

La idea detras de este concepto es poder transformar las coordenadas globales x en
coordenadas locales locales ¢ para definir un método homogéneo que permita resolver
el problema, es decir que sin importar la forma que tenga el elemento (1D en este caso)

se posea un procedimiento de resolucion consistente.

La transformacion correspondiente es x¢(&) y se define

1+ 1—
S 4 1€

z=x(6) = — 5

Te = ¢1 (5)‘%671 + ¢O(€)xe y (AZO)

donde e hace referencia al nimero del elemento espectral. A esta expresion se le conoce
como mapeo paramétrico. El inverso de este mapeo es (i.e. para pasar de coordenadas

locales hacia las coordenadas globales)

E=Kx)He)=2—" — 1, e, (A21)

A.4. Ensamblaje global

La aproximacién de u° con respecto a los modos globales y locales es

Ngor—1 Ng P
W= Y wdie) =) ) e (&), (A.22)
=0 e=1 p=0

donde P es el orden polinomial del orden de expansién con ¢5(§) = ¢, ([x] " ())
y N, es el nimero de subdominios. Sin embargo existen muchos més coeficientes de
expansiones locales u;, que coeficientes de expansiones globales ;, y por lo tanto se
requieren que existan ciertas restricciones para que haya una relacion clara entre ambos
tipos de coeficientes. Para el modo lineal representado en la figura A.1 se debe hacer
cumplir que el modo global sea continuo en todo el dominio €2, lo que implica que debe

haber una igualdad de modos locales, entonces
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(A.23)

>
I
>
oN
I
>

El proceso de llevar los coeficientes de expansiones locales hacia los coeficientes
de expansion globales se le llama ensamblaje global. Para hacer una descripcion mas
general de este procedimiento se denota #,, al vector con todos los coeficientes globales,
u° el vector con los coeficientes locales (para el ejemplo de la figura A.1 u¢ = [u§, u$]),
y u; el vector con todos los coeficientes locales ; = [ﬁl, ..., ﬂNﬂ T
La construccion de los coeficientes locales desde los coeficientes globales se realiza

a partir de una matriz A llamada matriz de ensamblaje tal que

= Al , (A.24)
donde A es una matriz bien esparcida con una gran cantidad de 1, en su interior que
relacionan los coeficientes de expansion como se muestra en la ecuacién A.23.

El ensamblaje global se realiza de forma reciproca construyendo los coeficientes
globales a partir de los coeficientes locales utilizando la traspuesta de la matriz A tal

que

iy = AT . (A.25)

A.5. Cuadratura de Gauss

Al trabajar con herramientas numéricas no nos es posible resolver de forma analitica
una integral de forma. Por lo tanto se debe utilizar una integracion numeérica o también

llamada cuadratura de Gauss que representa una sumatoria finita tal que

1 Q-1
/ u(€)dé = wiu(&) (A.26)

donde w; son los llamados pesos de cuadratura y &; es una abscisa definida para ¢ =
{0,...,Q — 1} con @ el nimero de puntos totales tal que —1 < ¢; < 1. Existen

diferentes tipos de cuadraturas pero se hard atencion especial a la cuadratura de
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Gauss.

En particular el integrando (§) de la ecuacién A.26 se representa mediante polino-

mios de Lagrange con () puntos distribuidos en &; tal que

o

u(§) = _ u(&)hi(§) + e(u), (A.27)

(2

I
=)

donde £(u) es el error. Al introducir esta nocién en la ecuacién A.26 se obtiene

1 Q-1
[ e =Y wate) + R (A28)
-1 i=0
donde
1
R(u) = /1 e(u)dg . (A.30)
-1

Si u(&) es un polinomio de orden () — 1 o menos entonces la solucién de la cua-
dratura es exacta. En el caso de un mayor orden atn seria posible obtener una solucién
exacta siempre que haya un posicionamiento correcto de los nodos &;. A estos métodos
se les llaman cuadraturas de Gauss. Existen 3 tipos: Cuadratura de Gauss que solo
considera abscisa interiores, cuadratura de Gauss-Radau que considera una abscisa
con nodos interiores y uno en el borde y cuadratura de Gauss-Legendre-Lobatto

(GLL) con nodos en el interior y en ambos extremos.

A.6. Integracion y diferenciacion en expansiones multi-

dimensionales

Todas las funciones en dos o tres dimensiones pueden representarse como producto
de dos o tres funciones que se definan en una sola dimension. Es decir, que en el caso

de trabajar con polinomios de Lagrange los modos correspondientes se pueden definir
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como

Ppar(§1, 62, §8) = p(&1) hg(E2) hr(E5) (A31)

Para efectos de este trabajo se considerard integracion y diferenciacion solo en do-
minios estructurados, es decir que los subdominios elementales €2° tendran forma de
cuadrildtero en el caso 2D y forma hexaédrica en forma 3D. Los dominios estandariza-

dos para tres dimensiones se definen

Qu=Q° ={-1<¢,86,6< 1}, (A.32)

A.6.1. Integracion multidimensional (cuadratura de Gauss)

En lo que sigue el andlisis se realizard para dos dimensiones, pero claramente la
idea puede ser extrapolada a tres dimensiones. Con respecto a la cuadratura de Gauss
la diferencia con respecto al caso 1D descrito en una seccidn anterior consiste en que
se necesitard una sumatoria adicional con tal de discretizar las integrales sobre las di-

ferentes direcciones

1 1
/(O22 u(&1, &o)dédEs :/ {/1U(517§2)d51} d&s

Q-1 (Qo—1 (A.33)
-5 { 3 wju@l,@)}
=0 1=0

A.6.2. Diferenciacion numérica

Las diferenciaciones presentadas en esta seccidn solo son vélidas para regiones
estructuradas, i.e. subdominios elementales con forma cuadratica (2D) o hexaédrica
(3D).

A.6.2.1. Diferenciacion en 1D

Para describir la diferenciacion primero debemos definir el tipo de expansion a utili-

zar (polinomios de Lagrange h,,) y entender como funcionan sus propiedades al aplicar
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la diferenciacion. Para esto dltimo utilizaremos a modo de ejemplo el caso simplificado

en 1D. la solucidn discretizada se define

P
= a,0,(&) =) ih (A.34)

p=0 p=0

donde h, es un polinomio de Lagrange de grado P que pasa por P + 1 puntos. Y tiene
la notable propiedad h,(&;) = d,;, es decir que los nodos del polinomio representan el

valor de la aproximacion notado u,, i.e.

U, = u‘s(fp) )

Es un concepto diferente al coeficiente de expansion, pero claramente se relacionan

directamente

°(&)
- h (51) —|— ﬁQhQ(fl) —|— e + fbghg(fl)
511+u2521—|— —|—1A/Jp5p1

Uy =1u

I
§>

1 1+Uy-04...+up-0

I
>

I
>

Entonces se puede hacer la siguiente afirmacion. Es claro que el coeficiente de expan-
sién es constante en el espacio y solo depende del modo al que acompafie. En conse-
cuencia u; tampoco depende del espacio. Esto es claro de observar cuando uno se ve

que un valor puntual de la solucion no existe en otro punto del espacio. Por lo tanto se

puede decir con seguridad que la derivada 812 € 5 es igual a 0. Entonces por regla
de la cadena tenemos que
o o Ohy(€)
— = . A35
5 ,,Zo T (A.35)

Para efectos practicos de CFD, y a pesar del andlisis previo es comun definir una
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pseudo-diferenciacion de u; notada u; tal que

P
>, Ohy(§) _ S, (A.36)

donde en definitiva u; es

(A.37)

I
QM“U
@:

S5

=0

En otras palabras lo que se estd haciendo es utilizar la misma funcién h,, para interpolar
5

u. Este método es titil cuando se quiere representar el término convectivo u’(€) A (€)

dentro de la ecuacion de Navier-Stokes. De esta forma en los puntos &; se tiene

Asi el término convectivo global quedaria definido como

oud al
ua(é)a—g(é) =) wuyhy(€) - (A38)
p=0

A.6.2.2. Diferenciacion en 2D

Como se vi6 anteriormente el modo en 2D puede representarse como producto de

dos polinomios de Lagrange definidos para 1D, es decir
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P P

u’ (&, &) = Z Z UpgPpq (&1, &2) = Z Z Upqhy hq (&2) - (A.39)

p=0 ¢=0 p=0 ¢=0

donde

5
Uu (§1p7 §2q)
es la evaluacién de u® sobre los nodos. La derivada parcial de u° en direccién &, serfa

P P

*(€1,6) = ZZum dg hq(&) - (A.40)

p=0 ¢=0

Cabe mencionar que por propiedad de los polinomios de Lagrange el valor de gra-
diente es nulo cuando se evalua sobre el nodo p y es no nulo en los demas (excepto en

los bordes).

A.6.2.3. Diferenciacion en una region elemental

Al transformar el espacio global hacia un espacio local la diferenciacion tendra

: . . 0
que forzosamente cambiar de direccidn, es decir pasar desde e hacia @ y paraello
Iy 1

se deberd aplicar la regla de la cadena. El operador V para coordenadas globales y

coordenadas locales en 2 dimensiones se define como

8 @51 851
0x1 8ZE1 (951 8@ 851
v - _ . A4l
8 852 652 ( )

Dy D1 0& ' o 0E,

Si conocemos la forma de la transformacion x°(z) es posible obtener la diferen-

06
ciacion de ai Sin embargo en esta seccion se busca expresar las derivadas parciales
T
96 06 08 9%

0xy” Oz 011 y 01,

de forma general. Para esto consideramos
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0

du(€y, &) = —odéy +

981

ou

a—gzdgg . (A.42)

Si en vez de du utilizamos las nociones de dx; y dx, la expresion anterior queda

descrita por

8$1
o
dxs QEE
96

Al igual como si estuviéramos buscando una expresioén de (x¢)~

expresion anterior para obtener

O

d& 1| o5
_-ifi 8$2
N A
&2 o,

Oz

o6 | |
8x2

—=1 |d
5. | L%

1 . .
, invertimos la

a$1 J
_ v
0% (A.43)
8$1
P— dIQ
0&1

Guardamos esta expresion y por otra parte aplicamos la regla de la cadena directamente

sobre [déy, d€,)" obteniéndose

96

@) 1 o
VRS

d /] | 9%
& .

%
8$2 d$1

(A.44)
% dxs
8%2

Por lo tanto al comparar las dltimas 2 expresiones se tiene que
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Ahora es posible reemplazar estas igualdades sobre la ecuacion A.41 y todas las deri-

0

vadas parciales tienen la forma — o —

& 06
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