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Gabriel Barrenechea

University of Strathclyde, Scotland.

Ricardo Oyarzúa
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Resumen

En este trabajo se propone una familia de Métodos de Elementos Finitos Mixtos estabi-

lizados para la simulación numérica de un problema generalizado de Boussinesq en dos y

tres dimensiones, el cual describe el movimiento de un fluido incompresible sujeto a una

fuente de calor, lo que resulta en un problema de Navier-Stokes acoplado con una ecuación

de Advección-Difusión. El método utiliza elementos continuos de orden 1 para la veloci-

dad, elementos discontinuos de grado 0 para la presión y elementos continuos de grado

1 para la temperatura. Mediante un post-proceso, es posible obtener un campo de velo-

cidad a divergencia exactamente nula, a través del uso de funciones de Raviart–Thomas,

para ser utilizado como campo convectivo en las ecuaciones del problema. El esquema pro-

puesto está basado en métodos estabilizados de bajo orden que permiten el uso de espacios

elementos finitos de bajo costo computacional y que son construidos para asegurar una ma-

yor estabilidad en presencia de capas ĺımites. Estas estabilizaciones pueden corresponder a

cualquier método estabilizado sujeto a ciertas condiciones y restricciones que se proveen. Se

prueba la existencia y estabilidad de soluciones para las soluciones discretas y se obtienen

estimaciones de error dependientes del tamaño de la malla para soluciones suficientemente

pequeñas y suaves. Finalmente, se realizan pruebas numéricas considerando métodos es-

tabilizados adecuados existentes en la literatura, para validar los análisis y el desempeño

de las estimaciones de error, los cuales muestran una buena estabilidad incluso en casos

limites.

Abstract

In this work, a family of Stabilized Finite Element Methods is proposed for the numeri-

cal simulation of a generalized Boussinesq problem in two and three dimensions, which

describes the motion of an incompressible flow under a heat source, which results in a
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Navier-Stokes problem coupled with an Advection-Difussion Equation. The method use

order 1 continous elements for the velocity, order 0 discontinous elements for the pressure

and order 1 continuos elements for the temperature. Through a post-process, is possible

to obtain an exaclty divergence-free velocity field through the use of Raviart–Thomas fun-

ctions, which is used as the advective field in the equations of the problem. The proposed

scheme is based on low order stabilized methods which allow the utilization of finite ele-

ment spaces whit a low computational cost which are built to ensure a higher stability

when boundary layers appear. This stabilization terms can be taken form any stabilized

method satisfying some conditions and restrictions provided in this work. Existence and

stability for the discrete solutions are proven and error estimations depending on the mesh

size are obtained for small and soft enough solutions. Finally, numerical tests are done

considering suitable stabilized methods from the literature to validate the analysis and the

performance of the error estimations, which show a good stabilty even in limit cases.
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1. INTRODUCCIÓN

En el presente trabajo se estudiará el problema estacionario para las ecuaciones gobernantes

acopladas del flujo de calor y de masa de un fluido viscoso incompresible y no-isotermal,

utilizando el modelamiento de Boussinesq Generalizado, dado por:



































−div(ν(θ)∇uuu) + (uuu · ∇)uuu+∇p = gggθ en Ω,

div uuu = 0 en Ω,

−div(κ(θ)∇θ) + uuu · ∇θ = 0 en Ω,

uuu = 000 en Γ,

θ = θD en Γ,

(1.0.1)

donde:

Ω es un dominio acotado en R
d, con d = 2 o 3 y con frontera Γ;

uuu, p y θ son la velocidad, presión y temperatura del fluido modelado, respectivamente;

ν y κ son la viscosidad y la conductividad térmica, respectivamente, ambas depen-

dientes de la temperatura;

ggg es una fuerza externa por unidad de masa dada, usualmente actuando en dirección

opuesta a la gravedad;

y θD es una temperatura no nula dada en la frontera del dominio.

Estas ecuaciones modelan el comportamiento de un fluido sometido a una fuente de calor, lo

cual se traduce en un acoplamiento de una ecuación de Navier-Stokes con una de Advección-

Difusión. Estas ecuaciones son consecuencias directas de aplicar las leyes de conservación

de la masa, conservación del momento lineal (Segunda Ley de Newton) y la conservación

de la enerǵıa (Primera Ley de la Termodinámica). Este modelo fue propuesto en 1903 por
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Joseph Boussinesq [12], y una deducción detallada de éste puede encontrarse en [10].

Este modelo tiene diversas aplicaciones en la industria, tales como sistemas de ventilación,

intercambiadores de calor, reactores qúımicos, enfriamiento de equipos electrónicos, enfria-

miento de reactores nucleares; aśı como también aplicaciones en geof́ısica y oceanograf́ıa,

tales como modelamiento de flujos oceánicos, predicción del clima, entre otros. Esto ha

motivado un creciente estudio de métodos numéricos para aproximar soluciones de estas

ecuaciones durante los últimos años (ver [1, 10, 11, 20–23, 28, 29, 39, 40, 44–47, 49]).

La versión clásica de las ecuaciones de Boussinesq corresponde al caso donde ν y κ son

constantes positivas, la cual ha sido muy estudiada (ver [1,10,44,45,49]). Para este modelo

se han obtenido resultados de existencia utilizando Teoŕıa del Grado Topológico en [10], y

utilizando una formulación variacional mixta-dual en dos dimensiones en [28, 29].

Ahora, existen casos en donde para ciertos fluidos no es posible ignorar la variación de la

viscosidad y la conductividad térmica con respecto a la temperatura. Es por ello, que el

estudio de (1.0.1) se hace necesario. Este modelo es una generalización; ahora, la viscosidad

y la conductividad térmica del fluido son dependientes de la temperatura, es decir, ν = ν(θ)

y κ = κ(θ).

En [39] se obtienen resultados de existencia de solución débil y fuerte, de unicidad y regu-

laridad bajo ciertas condiciones. Alĺı, un método de Galerkin combinado con argumentos

de punto fijo es utilizado para estudiar dichos resultados. Inspirado en el trabajo previo

en [46] los autores proponen un método de elementos finitos mixtos basados en: un espacio

de aproximación para el campo de velocidades BDM (Brezzi-Douglas-Marini) de orden k,

que corresponde a un espacio de elementos finitos conformes y que entrega un campo de

velocidades solución a divergencia nula; un espacio de elementos discontinuos de orden

k − 1 para aproximar las presiones; y elementos continuos a trozos de orden k para la

temperatura. En dicha referencia, se proveen resultados de existencia y unicidad, bajo los

usuales supuestos de datos pequeños, y convergencia óptima del esquema de elementos

finitos propuesto.

Más recientemente, nuevos métodos para la resolución numérica de (1.0.1) han sido pro-

puestos en [21–23,47]. En [47], se propone un método conforme de elementos finitos para la

aproximación de la solución de (1.0.1). Alĺı, se considera una formulación estándar para las

4
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ecuaciones relacionadas con el flujo del fluido, y un esquema primal-mixto para la ecuación

de advección-difusión. Esto último resulta en la introducción de la derivada normal de la

temperatura como incógnita. Alĺı, se propone cualquier par de elementos inf-sup estables

para aproximar la velocidad y la presión, polinomios de orden k+1 a trozos continuos para

la temperatura y polinomios a trozos de orden k para la incógnita de frontera. En [22],

el método anterior es extendido, donde un enfoque aumentado es utilizado para las ecua-

ciones relacionadas con el flujo del fluido y se mantiene el esquema mixto-primal para la

ecuación que modela la temperatura. Esto resulta en la introducción de un tensor de pseu-

dostress dependiente de la presión y de la velocidad y en la eliminación de la presión. Alĺı,

para aproximar las incógnitas son usados espacios de Raviart–Thomas de orden k para el

tensor de pseudostress, polinomios de orden k+1 a trozos continuos para la velocidad y la

temperatura, y polimios de orden k a trozos para la incógnita de frontera. Luego, la pre-

sión es recuperada a través de un post-proceso. En [21], el modelo anterior es reformulado,

usándose un esquema mixto para la ecuación del calor, lo que resulta en la introducción

de un vector auxiliar dependiente de la temperatura, su gradiente y la velocidad, y que no

necesita incógnitas relacionadas con la frontera. El esquema aumentado para las ecuacio-

nes de fluido es mantenido. En este modelo, espacios de Raviart–Thomas de orden k son

utilizados para aproximar las incógnitas auxiliares, y polinomios de orden k + 1 a trozos

son utilizados para aproximar la velocidad y la temperatura. En [23], se muestra que los

dos métodos anteriormente expuestos pueden ser reescritos como ecuaciones de operador

de punto fijo. Luego, a partir de argumentos clásicos de análisis funcional lineal y no lineal

se concluye que ellos están bien puestos.

A pesar de que en los múltiples trabajos mencionados se demuestra convergencia óptima

y estabilidad de las soluciones, a partir de los espacios de aproximaciones usados es fácil

ver que el costo computacional es alto. Es por ello, que en este trabajo se propone un

método de bajo orden. Ahora, la necesidad del uso de espacios de orden relativamente alto

es heredada principalmente del problema de Stokes y la conocida condición Inf-Sup.

La solución numérica de sistemas basados en la ecuación de Stokes presentan una gran di-

ficultad, espećıficamente la necesidad de una condición de compatibilidad para los espacios

discretos utilizados para aproximar la velocidad y la presión. Esta es la condición Inf-Sup

discreta ( [18, 33]), también conocida como la condición de Babuska–Brezzi. Esto implica

5
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restricciones en lo que respecta a la implementación, ya que pares de espacios deseables

no cumplen dicha condición. Por un lado, espacios de elementos de igual orden polinomial

no satisfacen la condición Inf-Sup discreta. Por otro lado, el par de espacios más simple

posible, espećıficamente, polinomios lineales a trozos continuos para la velocidad y polino-

mios constantes a trozos para la presión, no satisfacen esta condición tampoco. Variadas

soluciones se han propuesto para superar esta restricción, comenzando con las propuestas

en [17] y [37], donde términos dependientes de la malla son agregados a la formulación, los

cuales no afectan la convergencia y permiten hacer estables pares de espacios que no lo son.

Esta nueva formulación recibió el nombre de Método de Elementos Finitos Estabilizados.

A principio de la década del 2000, una nueva rama de métodos de elementos finitos estabi-

lizados fue introducida en [8,26] para la solución numérica de problemas mixtos, llamados

Local Projection Stabilization Methods(LPS). A diferencia de otros métodos estabilizados,

en los métodos LPS los términos estabilizadores no dependen de residuos, en vez de eso, son

construidos a partir de fluctuaciones entre las variables y su proyección en algún espacio

de dimensión finita determinado. En [13,14], el método LPS es extendido para ser aplicado

a la ecuación de Oseen. En [4, 32], se estableció una relación entre los métodos LPS y el

enrequecimiento de los espacios polinomiales con soluciones de problemas locales en cada

elemento. Esto resultó en los llamados Residual Local Projection stabilized methods(RELP),

donde en la construcción de los términos estabilizadores los residuos son reintroducidos,

pero ahora a través de operadores de fluctuación. De esta manera, algunos de los términos

extra agregados en un método LPS pueden ser vistos como consecuencia de un proceso

de enriquecimiento. Una versión simplificada del método RELP enfocada en soluciones de

bajo orden es dada en [6], y versiones extendidas del método RELP para las ecuaciones

de Oseen y Navier-Stokes son propuestas en [5] y [3], respectivamente. Éste último trabajo

se destaca por proponer un método que estabiliza bajos coeficientes de difusión y por ser

fácilmente postprocesable, para de esta manera obtener una solución con un campo de

velocidades a divergencia nula. Esta es una caracteŕıstica que se buscará aprovechar en el

presente trabajo, dado que en el desarrollo de la teoŕıa muchas condiciones e hipótesis se

relajan cuando se trabaja con un campo de velocidades a divergencia nula, lo que se suma

al hecho de que se recupera dicha propiedad que se tiene para el problema f́ısico.

Por otro lado, es sabido que el método de Galerkin estándar de elementos finitos usualmente
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produce aproximaciones imprecisas para la soluciones de problemas de convección-difusión.

Esto ocurre dado que este método pierde estabilidad y no aproxima de buena manera las

soluciones dentro de capas ĺımites. Dicho fenómeno ocurre cuando el término convectivo

es dominante (en ecuaciones de advección-reacción-difusión también se tiene la presencia

de capas ĺımites cuando el término reactivo es dominante). Una posible solución para

este problema es la adición de algún término de difusión numérica de orden O(h) a la

formulación variacional, con el fin de estabilizar el método de elementos finitos. Dentro de

este enfoque se encuentran métodos basados en residuos, tales como: Streamline Upwind

Petrov-Galerkin Method, o SUPG [36], Galerkin Least Squares Method, o GLS [31], Unusual

Stabilized Finite Element Method, o USFEM [30] y Residual Free Bubble Aproximation, o

RFB [16]. Por otro lado, una alternativa a los métodos estabilizados basados en residuos

son métodos que buscan la adición de términos simétricos a la formulación variacional de la

ecuación de advección-difusión. Entre estos se encuentran el método Continuous Interior

Penalty, o CIP [27] y Edge Stabilization method [19].

En este trabajo se propone un método de elementos finitos para (1.0.1) que acople métodos

estabilizados para la ecuaciones de Navier-Stokes que estabilicen la aparición de capas

ĺımites y permitan bajo orden en las aproximaciones de la velocidad y la presión, con

métodos estabilizados para la ecuación de Advección-Difusión que estabilicen también la

aparición de capas ĺımites. Dada la no linealidad del problema, un algoritmo de punto fijo

es implementado, donde un campo de velocidad a divergencia nula es utilizado como campo

convectivo, el cual es obtenido a partir de un post-proceso de bajo coste computacional

incrustado en cada iteración. Esto permite además entregar en la solución final un campo

de velocidad a divergencia nula que recupera de mejor manera caracteŕısticas cualitativas

de la solución f́ısica real.

A continuación se detallará la estructura del presente trabajo, adelantando los resultados

más importantes obtenidos, los cuales además son enunciados de manera resumida en la

siguiente sección.

En la Sección 1.1 se detallan de manera concisa los principales resultados obtenidos en este

trabajo. En el Caṕıtulo 2 se introduce la notación a utilizar a lo largo del presente escrito,

y además se presentan algunos resultados preliminares que son utilizados con frecuencia

7
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en este trabajo.

En el Caṕıtulo 3 se hace el estudio teórico del método propuesto para resolver (1.0.1). Para

ello, primero en la Sección 3.1 se estudia la formulación débil de (1.0.1), dada por (3.1.1).

En esta sección se muestra que las formas que aparecen en (3.1.1) cumplen propiedades

habituales de estabilidad y coercividad y la condición inf-sup. A partir de esto se exponen

los resultados de [39] y [46] de existencia (Teorema 13) y unicidad para soluciones y datos

pequeños (Teorema 14). Este último resultado es se obtiene asumiendo mayor regularidad

para las soluciones uuu y θ y que sus normas y la norma de ggg están acotadas por un valor

suficientemente pequeño. Cabe destacar que esta restricción es usual para problemas rela-

cionados a la ecuación de Navier-Stokes, y es consecuencia de su no-linealidad. Además,

se asume la existencia de una extensión de θD lo suficientemente pequeña (en norma L3),

lo cual en la implementación computacional plantea algunas restricciones a la malla para

que sea posible construir una extensión que cumpla dicha suposición.

En la Sección 3.2 se propone un problema discreto a resolver para aproximar la solución

de (3.1.1). El problema discreto a resolver viene dado por (3.2.6). Este esquema discreto

es el resultado de tomar sub-espacios de dimensión finita de los espacios especificados en

(3.1.1) para las funciones test y las soluciones del problema. En este trabajo, se utilizan

aproximaciones de elementos finitos P1 ×P
0 ×P

1; es decir, la velocidad y temperatura son

aproximadas por funciones continuas lineales en cada elemento, y la presión es aproximada

por funciones discontinuas constantes en cada elemento. Además, se agregan términos es-

tabilizadores y se utiliza un campo a divergencia exactamente nula como campo convectivo

en las ecuaciones de Navier-Stokes y de Advección-Difusión que forman el problema.

El primer término estabilizador añadido es un término de la forma
∑

F∈EI
τF
∫

F
JpKJqK, el

cual estabiliza los saltos de presión para la ecuación de Navier-Stokes. El método asociado

es introducido en [6], y permite trabajar con elementos de bajo orden evitando problemas

de estabilidad inf-sup. Esto permite la utilización de aproximaciones de elementos finitos

P
1 × P

0 para la velocidad y la presión.

Además, se agregan términos estabilizadores genéricos Su(uuu,vvv) y Sθ(θ, ψ) para las ecua-

ciones de Navier-Stokes y de Advección-Difusión, respectivamente. Esto términos están

pensados para ser tomados de métodos estabilizados que existan en la literatura que per-

8
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mitan estabilizar la aparición de capas ĺımites. En la Sección 3.2 se especifican propiedades

necesarias para estos términos que son exigidas por la teoŕıa desarrollada.

El campo a divergencia exactamente nula es el dado en (3.2.7), y está basado en el campo

propuesto en [4, Ecuación 3.56]. Este es un campo no conforme construido a partir de

las funciones base de más bajo orden de Raviart–Thomas, y que en la implementación

numérica del método se traduce en un post-proceso de la solución numérica obtenida. En

el Teorema 15 se demuestra que dicho campo cumple con ser a divergencia nula en todo

el dominio. La utilización de un campo de divergencia nula, además de aproximarse más

a la realidad del proceso f́ısico asociado, es crucial para poder facilitar numerosos cálculos

a través de este trabajo y relajar propiedades e hipótesis en los resultados obtenidos,

especialmente las hipótesis que suelen aparecer y se heredaŕıan del estudio de la ecuación

de Advección-Difusión. Por lo tanto, la utilización del campo dado en (3.2.7) nos permite

aprovechar estas ventajas a través de un postproceso con un muy bajo coste computacional,

conservando los grados de libertad de la aproximación conforme.

Para el problema discreto (3.2.6), se demuestran propiedades de estabilidad y coercividad

necesarias de las formas que aparecen en dicha ecuación, para lo cual se definen normas

discretas dependientes de la malla. Con esto, se demuestra la existencia de soluciones del

problema (3.2.6) (Teorema 23). Para obtener este resultado, el problema (3.2.6) es escrito

como un esquema de punto fijo, luego la existencia de solución se obtiene como resultado

del Teorema de Punto Fijo de Brower. Este mismo esquema utilizado en la demostración

es luego utilizado en la implementación numérica para resolver el sistema de ecuaciones

no lineal asociado a (3.2.6). Para poder ocupar el Teorema de Punto Fijo de Brower, es

necesario que la normas de los datos estén acotadas por valor suficientemente pequeño.

A continuación, se obtienen resultados para la estimación de error de la solución de (3.2.6).

En el Teorema 24 se prueba que para soluciones reales suficientemente suaves y suficiente-

mente pequeñas y datos suficientemente pequeños, el método converge con orden O(h).

Luego, en el Caṕıtulo 4 se detalla la implementación numérica del método presentado.

Se presentan esquemas estabilizados existentes a ocupar, demostrando que cumplan las

propiedades exigidas en 3.2. Luego, se especifican las soluciones anaĺıticas de los ejemplos

numéricos a realizar para probar la convergencia del método. Finalmente, se detallan los

9
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algoritmos numéricos a utilizar y se muestran los resultados las pruebas numéricas reali-

zadas.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se resumen los principales resultados obtenidos y se enuncian

posibles trabajos futuros y mejoras para el método acá expuesto.

1.1. Resumen de los principales resultados obtenidos

En esta sección se expondrán los resultados más importantes concernientes a este trabajo.

La notación a utilizar es la introducida en la Sección 2.1.

Los resultados a exponer son concernientes a la resolución del problema (1.0.1), a partir

del cual es obtenida la siguiente formulación variacional:

Hallar (uuu, p, θ) ∈HHH1
0(Ω)× L2

0(Ω)×H1(Ω) tal que:























A(θ;uuu,vvv) + C(uuu;uuu,vvv)− B(vvv, p) = (θggg,vvv)Ω, ∀vvv ∈HHH1
0(Ω),

B(uuu, q) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω),

a(θ; θ, ψ) + c(uuu; θ, ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω),

θ = θD en Γ,

donde θD ∈HHH1/2(Γ) y

A(θ;uuu,vvv) =

∫

Ω

ν(θ)∇uuu : ∇vvv, C(www;uuu,vvv) =

∫

Ω

(www · ∇uuu)vvv,

a(ϕ; θ, ψ) =

∫

Ω

κ(ϕ)∇θ · ∇ψ, c(www; θ, ψ) =

∫

Ω

(www · ∇θ)ψ,

B(vvv, q)) =

∫

Ω

q∇ · vvv,

y donde las funciones ν(·) y κ(·) cumplen con

0 < ν0 ≤ ν(θ) ≤ ν1, ∀θ ∈ H1(Ω),

0 < κ0 ≤ κ(θ) ≤ κ1, ∀θ ∈ H1(Ω),

10
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|ν(θ1)− ν(θ2)| ≤ Cν,lip |θ1 − θ2| , ∀θ1, θ2 ∈ H1(Ω),

|κ(θ1)− κ(θ2)| ≤ Cκ,lip |θ1 − θ2| , ∀θ1, θ2 ∈ H1(Ω).

Para la formulación débil del problema anterior, se tiene el siguiente resultado de existencia

de soluciones (ver [39, Teorema 2.1]).

Teorema 1. Sea Ω un dominio acotado en R
d (d = 2 o 3), con frontera Lipschitz continua

y poligonal Γ; sean ν, κ > 0, ggg ∈ L2(Ω) y θD ∈ H1/2(Γ). Entonces existe una solución débil

de (1.0.1).

De igual forma, se tiene el siguiente resultado de unicidad para soluciones pequeñas (ver [46,

Teorema 2.3]).

Teorema 2. Sea (uuu, θ) ∈ [XXX ∩WWW 1,∞(Ω)] ×W 1,∞(Ω) una solución del problema (3.1.22),

y supóngase que existe M > 0 suficientemente pequeño tal que

máx{‖ggg‖0,Ω , ‖uuu‖WWW 1,∞ , ‖θ‖W 1,∞} ≤M.

Entonces, la solución es única (Una condición para M es entregada en (3.1.26)).

Luego, haciendo una elección usual de espacios de elementos finitos, del mayor bajo orden

posible, es que se propone un esquema de elementos finitos estabilizados que se lee como

sigue: Hallar (uuuh, ph, θh) ∈ VVV
0
h ×Qh × Vh tal que:































A(θh;uuuh, vvvh) + C(ℓ(uuuh, ph);uuuh, vvvh)− B(vvvh, ph) + B(uuuh, qh)

−(θhggg,vvvh)Ω + Su(uuuh, vvvh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = 0,

a(θh; θh, ψh) + c(ℓ(uuuh, ph); θh, ψh) + Sθ(θh, ψh) = 0,

θh = ih(θD) en Γ,

(1.1.1)

para todo (vvvh, qh, ψh) ∈ VVV
0
h ×Qh × V 0

h , donde,

ν(·) y κ(·) cumplen (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6);

θh = θh,0 + θh,1, donde θh,0 ∈ H1
0 (Ω) y θh,1|Γ0 = ih(θD);

Los términos dados por las formas Su y Sθ son términos estabilizadores adecuados

11
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cuyas propiedades son especificadas en la Sección 3.2;

El término ℓ está dado por

ℓ(uuuh, ph) := uuuh +
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩∂K

τF JphKϕϕϕF ,

donde ∀F ∈ EI ∩ ∂K

ϕϕϕF (x)|K := ±
|F |

d|K|
(xxx− xxxF )

es una función de base de Raviart–Thomas.

El esquema anterior, además de ser un esquema estabilizado de bajo orden, es que tiene la

propiedad adicional de que el campo dado por ℓ(uuuh, ph), el cual es un campo no conforme,

es un campo solenoidal, es decir,

div(ℓ(uuuh, ph)(xxx)) = 0, ∀ xxx ∈ Ω.

Ahora, para esta formulación, se tiene el siguiente resultado de existencia:

Teorema 3. Si se cumple que C̃ ‖ggg‖0,Ω ‖θh,1‖L3(Ω) ≤
1

2
, entonces existe (uuuh, ph, θh) ∈

VVV 0
h ×Qh × Vh solución de (1.1.1).

Este resultado de existencia es probado utilizando un argumento de punto fijo, el cual es

utilizado para implementar computacionalmente el esquema numérico propuesto.

Ahora, para la solución de este esquema numérico se tiene el siguiente resultado respecto a

la estimación de error y convergencia, donde se prueba que la solución del método converge

a la solución del problema débil con orden O(h):

Teorema 4. Sea (uuu, p, θ) ∈ HHH1
0(Ω) ∩WWW

1,∞(Ω) × L2
0(Ω) × H1(Ω) ∩W 1,∞(Ω) solución del

problema (3.1.1) y (uuuh, ph, θh) ∈ VVV 0
h(Ω) × Qh(Ω) × Vh(Ω) solución de (3.2.6). Supóngase

que

máx{‖ggg‖0,Ω , ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) , ‖θ‖W 1,∞(Ω)} ≤M,

con M suficientemente pequeño (una expresión más espećıfica para M se puede encontrar

en (3.3.29)).

12
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Además supóngase que uuu ∈HHH2(Ω), p ∈ H1(Ω) y θ ∈ H2(Ω). Entonces existe C > 0 tal que

‖(uuu− uuuh, p− ph)‖Th
+ ‖θ − θh‖h ≤ Ch(‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω) + ‖θ‖2,Ω).

Este resultado entrega la convergencia para la solución que entrega directamente el esquema

numérico, es decir, que no incluye un campo de velocidades a divergencia nula. Ahora, si

se considera como la solución final entregada por el método la solución con velocidad a

divergencia nula dada por el campo no conforme ℓ(uuuh, ph), se demuestra en este trabajo

que la tasa de convergencia no es afectada.

13



2. PRELIMINARES

2.1. Notación y definiciones

Sea D un subconjunto abierto acotado de R
d, d = 2, 3, con frontera poligonal. Para todos

los espacios de funciones sobreD a utilizar, se denotará texto en negrita para su contraparte

vectorial, y se usará un bajo acento para la contraparte matricial; por ejemplo, HHH1(D) =

[H1(D)]d y LLL
≈

2(D) = L2(D)d×d.

Se denotará como C(D) el espacio de funciones continuas sobre D. Se utilizará la notación

habitual para los espacios de funciones p-integrables sobre D,

Lp(D) =

{

f :

∫

D

|f |p ≤ ∞

}

, 1 ≤ p <∞ y L∞(D) =
{

f : máx
D

{|f |} ≤ ∞
}

,

dotados de la norma

‖f‖Lp(D) =

[
∫

D

|f |p
]1/p

y ‖f‖L∞(D) = máx
D

{|f |},

respectivamente. Se denotará por (·, ·)D al producto interno usual en L2(D) (aśı también

como para LLL2(D) y LLL
≈

2(D)). Se denotará como L2
0(D) al espacio de funciones L2(D) con

media nula, es decir,

L2
0(D) =

{

f ∈ L2(D) :

∫

D

f = 0

}

.

También se utiliza la siguiente notación estándar para los espacios de Sobolev,

W k,p = {f ∈ Lp(D) : Dαf ∈ Lp(D), ∀α ∈ N
k : |α| ≤ k}, 1 ≤ p ≤ ∞,
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dotados con la norma

‖f‖W k,p(D) =





∑

|α|≤k

‖Dαf‖pLp(D)





1/p

, 1 ≤ p <∞, y ‖f‖W k,∞(D) = máx
|α|≤k

{‖Dαf‖L∞(D)}.

Cuando p = 2, estos espacios pueden ser dotados de una estructura de espacios de Hilbert.

En dicho caso, se utiliza la siguiente notación estándar:

Hk(D) :=W k,2(D)

Para estos espacios, se preferirá denotar como ‖·‖k,D la norma respectiva (tanto para el caso

escalar como para el caso vectorial). Notar también que si k = 0, entonces H0(D) = L2(D).

Para este caso, se preferirá también denotar la norma del espacio como ‖·‖0,D.

Se define también para estos espacios una seminorma dada por

|f |k,D =





∑

0<|α|≤k

‖Dαf‖20,D





1/2

.

El conjunto de funciones en H1(D) con traza (tr) nula se denotarán como

H1
0 (D) = {f ∈ H1(D) : tr(f) = 0}.

Además, se utilizarán los siguientes espacios de Hilbert vectoriales

HHH(div;D) = {www ∈ LLL2(D) : ∇ ·www ∈ L2(D)},

HHH0(div;D) = {www ∈HHH(div;D) : www ·nnn = 0 en Γ},

HHH0(div
0;D) = {www ∈HHH0(div;D) : ∇ ·www ≡ 0 en D}.

Estos espacios son dotados con la norma

‖www‖2div,D = ‖www‖20,D + ‖∇ ·www‖20,D .

15
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A continuación se introduce la notación relacionada a la nomenclautra de elementos finitos.

Sea Ω un dominio abierto y acotado en R
d (d = 2, 3), con frontera Γ Lipschitz y poligonal.

Se denotará como nnn al vector normal unitario exterior a Γ. Sea {Th}h>0 una familia de

particiones regulares de Ω̄, conformada por elementos K, triangulares si d = 2, tetraédricos

si d = 3. Para una partición (o malla) Th fija se tiene:

E denota el conjunto de ejes(2D)/caras(2D) de la partición, EI ⊂ E denota el conjunto

de ejes(2D)/caras(2D) interiores de la partición;

λi denota la función base lineal a trozos asociada al vértice xxxn de la partición, carac-

terizada por la condición λn(xxxm) = δnm, donde δnm denota el delta de Kronecker;

h denota el tamaño de la partición, dado por h = máx{diam(K), K ∈ Th}.

Para un elemento K ∈ Th, se tiene

∂K denota la frontera de K y EK al conjunto de ejes(2D)/caras(3D) que conforman

∂K;

P
l(K) denota a los polinomios de grado igual o menor que l en K;

ΩK denota al conjunto de elementos de Th que comparten al menos un nodo con K

(también conocido como el “patch” de K);

|K| denota el área(2D)/volumen(3D) de K, hk = diam(K) denota el diámetro de

K, nnnK
F denota el vector normal unitario a un eje(2D)/cara(3D) F ⊂ ∂K exterior con

respecto a K (ver Figuras 2.1 y 2.2).

Para un eje(2D)/cara(3D) F ∈ E se tiene:

|F | denota el largo(2D)/area(3D) de F , hF = diam(F ) denota el diámetro de F ;

ΩF denota el conjunto de elementos en Th cuyas fronteras contienen a F (también

conocido como el “patch” de F );

tttKF denota al vector tangencial unitario al eje(2D) F en sentido anti-horario respecto

a K, y a cualquier vector unitario contenido en el mismo plano que contiene a las

cara(3D) F (ver Figura 2.1);

16
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JvK denota el salto de v a través de F ∈ EK+ ∩EK−, definido fijando un vector normal

para cada F ∈ EI , basado en la Figura 2.3, como

JvK = v|K+ − v|K−. (2.1.1)

Fig. 2.1: Localización y orientación del vector tangente y del vector normal unitarios a un eje F

en un elemento triangular K.

Fig. 2.2: Localización y orientación del vector normal unitario a una cara F en un elemento
tetraédrico K.

A partir de las definiciones previas, se introducen los siguientes espacios de elementos

finitos:

Vh :=
{

v ∈ C(Ω̄) : v|K ∈ P
1(K), ∀K ∈ Th

}

,

V 0
h :=

{

v ∈ C(Ω̄) : v|K ∈ P
1(K), ∀K ∈ Th

}

∩H1
0(Ω),

Qh :=
{

q ∈ L2
0(Ω) : q|K ∈ P

0(K), ∀K ∈ Th

}

17
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K+ K+K−

K−nnnF

nnnFF

F

Fig. 2.3: Orientación de la normal fijada para F = EK+ ∩ FE− , escogiendo el vector normal nnnγ

que apunta de K+ a K−.

También se definen el siguiente espacio quebrado (broken spaces)

H1
0 (Th) :=

{

v : v ∈ H1
0 (K), ∀K ∈ Th

}

.

C denotará una constante genérica, cuyo valor no depende del tamaño de la malla h y en

general este valor no es el mismo en cada aparición de esta constante.

Se denotará como Πh, a la proyección L2 ortogonal sobre el espacio de funciones constantes

a trozos, la cual cumple con

(f − Πh(f), q)Ω = 0, ∀q ∈ L2(Ω) con q|K ∈ P
0(K) ∀K ∈ Th,

y por lo tanto satisface

Πh(f)|K =
1

|K|

∫

K

f, ∀K ∈ Th. (2.1.2)

Finalmente, el operador

ih : H1
0 (Ω) → Vh

denota al interpolador nodal de Lagrange, para los nodos dados por la triangulación Th,

el cual satisface [15, Teorema 4.4.20], y a su extensión obvia a funciones vectoriales.

2.2. Resultados Preliminares

En esta sección se exponen algunos resultados ya existentes en la literatura, los cuales se

ocuparan con frecuencia a lo largo de este trabajo.
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Los siguientes teoremas proporcionan desigualdades locales para cualquier elemento K ∈

Th.

Teorema 5 (Teorema de trazas locales). Sea v ∈ H1(K). Entonces existe C > 0 indepen-

diente de hK tal que

‖v‖0,∂K ≤ C
(

h−1
K ‖v‖20,K + hk |v|

2
1,K

)1/2

. (2.2.1)

Demostración. Ver [15, Ecuación 10.3.8].

Teorema 6 (Desigualdades inversas). Sea l, m ∈ N y v ∈ P
m(K). Entonces existe C > 0

independiente de hK tal que para todo 0 ≤ l ≤ m se cumple

|v|m,K ≤ Chl−m
K |v|l,K . (2.2.2)

Demostración. Ver [52, Teorema 1.12]

Los siguientes teoremas proporcionan estimaciones útiles del error asociado a la aplicación

de operadores de interpolación y de proyecciones ortogonales.

Teorema 7. Sea v ∈ H2(K). Entonces existe C > 0 independiente de h tal que

‖v − ih(u)‖0,K + h |v − ih(u)|0,K ≤ Ch2 ‖v‖2,K . (2.2.3)

Demostración. Ver [15, Teorema 4.4.20]

Teorema 8. Sea q ∈ H1(Ω) y Πh definido en (2.1.2). Entonces existen C1, C2 > 0 inde-

pendientes de h tal que

‖q − Πh(q)‖0,Ω ≤ C1h |q|1,Ω . (2.2.4)

[

∑

F∈EI

hF ‖Jq − Πh(q)K‖20,F

]1/2

≤ C2h |q|1,Ω . (2.2.5)

Demostración. La desigualdad (2.2.4) es una consecuencia directa de la desigualdad óptima
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de Poincaré [7, 43, 48]. Ahora, para demostrar (2.2.5) nótese que

∑

F∈EI

hF ‖Jq − Πh(q)K‖20,F ≤
∑

K∈Th

hK ‖q − Πh(q)‖
2
0,∂K .

Utilizando (2.2.1) en la desigualdad anterior, permite concluir que

∑

F∈EI

hF ‖Jq − Πh(q)K‖20,F ≤ C
∑

K∈Th

hK

(

h−1
K ‖q −Πh(q)‖

2
0,K + hK |q − Πh(q)|

2
1,K

)

= C
∑

K∈Th

[

‖q − Πh(q)‖
2
0,K + h2K |q|21,K

]

,

luego, utilizando (2.2.4) se tiene

∑

F∈EI

hF ‖Jq −Πh(q)K‖20,F ≤ C
[

C2
1h

2 |q|21,Ω + h2 |q|21,Ω

]

.

Con esto se tiene el resultado.

El siguiente teorema establece la desigualdad de Cauchy-Schwarz para una forma bilineal

simétrica semidefinida positiva definida sobre un espacio vectorial real.

Teorema 9. Sea X un espacio vectorial real y B : X × X → R una forma bilineal,

simétrica y semidifinida positiva. Entonces se satisface

B(x, y)2 ≤ B(x, x)B(y, y), (2.2.6)

para todo x, y ∈ X.

Demostración. Si y = 0X , (2.2.6) se satisface de manera trivial. Entonces, en adelante se

considera y 6= 0X .

Ahora, ∀λ ∈ R se tiene

0 ≤ B(x+ λy, x+ λy) = B(x, x) + 2λB(x, y) + λ2B(y, y).

20



21

Entonces, tomando λ = −B(x, y)/B(y, y), se tiene

0 ≤ B(x, x)− 2
B(x, y)

B(y, y)
B(x, y) +

B(x, y)2

B(y, y)2
B(y, y).

Luego,

0 ≤ B(x, x)B(y, y)− 2B(x, y)2 +B(x, y)2

≤ B(x, x)B(y, y)− B(x, y)2.

Finalmente, reordenando términos, se tiene (2.2.6).
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3. MARCO TEÓRICO

Como es usual para la mayoŕıa de las EDPs, y sobre todo para los problemas basados en

las ecuaciones de Navier-Stokes, no existe una manera anaĺıtica de obtener una solución de

(1.0.1). Es por ello que es necesario realizar un análisis matemático teórico que permita la

implementación de un método numérico. Para la resolución de EDPs eĺıpticas, este análisis

comienza con la obtención y estudio de una formulación débil del problema original. Esto

es seguido de la obtención y estudio de un problema discretizado basado en esta última,

el cual permite encontrar soluciones en espacios de dimensión finita que aproximan la

solución de la formulación variacional. Finalmente, se hace un análisis de error respecto a

estas soluciones discretas, lo cual permite obtener los órdenes de convergencia asociados a

los métodos numéricos basados en el problema discreto mencionado.

3.1. Formulación Débil

Como es usual en el estudio de EDPs eĺıpticas, a partir de multiplicar las ecuaciones

en (1.0.1) por funciones suficientemente suaves, de hacer integración por partes y de

argumentos de densidad, se obtiene el siguiente problema variacional: Hallar (uuu, p, θ) ∈

HHH1
0(Ω)× L2

0(Ω)×H1(Ω) tal que:























A(θ;uuu,vvv) + C(uuu;uuu,vvv)− B(vvv, p) = (θggg,vvv)Ω, ∀vvv ∈HHH1
0(Ω),

B(uuu, q) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω),

a(θ; θ, ψ) + c(uuu, θ, ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω),

θ = θD en Γ,

(3.1.1)



23

donde θD ∈HHH1/2(Γ) ∩ C(Γ) y

A(θ;uuu,vvv) =

∫

Ω

ν(θ)∇uuu : ∇vvv, C(www;uuu,vvv) =

∫

Ω

(www · ∇uuu)vvv,

a(ϕ; θ, ψ) =

∫

Ω

κ(ϕ)∇θ · ∇ψ, c(www; θ, ψ) =

∫

Ω

(www · ∇θ)ψ, (3.1.2)

B(vvv, q) =

∫

Ω

q∇ · vvv,

y donde las funciones ν(·) y κ(·) cumplen con

0 < ν0 ≤ ν(θ) ≤ ν1, ∀θ ∈ H1(Ω), c.t.p en Ω, (3.1.3)

0 < κ0 ≤ κ(θ) ≤ κ1, ∀θ ∈ H1(Ω), c.t.p en Ω, (3.1.4)

|ν(θ1)− ν(θ2)| ≤ Cν,lip |θ1 − θ2| , ∀θ1, θ2 ∈ H1(Ω), c.t.p en Ω, (3.1.5)

|κ(θ1)− κ(θ2)| ≤ Cκ,lip |θ1 − θ2| , ∀θ1, θ2 ∈ H1(Ω), c.t.p en Ω. (3.1.6)

Para demostrar la existencia de soluciones de (3.1.1), es natural contar con resultados

de estabilidad para todas las formas en (3.1.2), además de resultados de coercividad o

estabilidad inf-sup según corresponda, y propiedades usuales de las formas convectivas

C y c cuando consideran un campo convectivo a divergencia nula. Estos resultados son

enunciados en las siguientes secciones.

3.1.1. Propiedades de estabilidad

A continuación, en el siguiente lema se demuestran propiedades para las formas que apa-

recen en (3.1.2).

Lema 10. Sea uuu,vvv,www ∈HHH1(Ω), p ∈ L2
0(Ω) y θ, ψ, ϕ ∈ H1(Ω). Entonces, se satisface

|A(θ;uuu,vvv)| ≤ν1 ‖uuu‖1,Ω ‖vvv‖1,Ω , (3.1.7)

|a(ϕ; θ, ψ)| ≤κ1 ‖θ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω , (3.1.8)

|B(vvv, q)| ≤d ‖vvv‖1,Ω ‖qqq‖0,Ω , (3.1.9)

|C(w; u, vw; u, vw; u, v)| ≤CC ‖www‖1,Ω ‖uuu‖1,Ω ‖vvv‖1,Ω , (3.1.10)
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|c(www; θ, ψ)| ≤Cc ‖www‖1,Ω ‖θ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω , (3.1.11)

|(θggg,vvv)Ω| ≤Cg ‖ggg‖0,Ω ‖θ‖1,Ω ‖vvv‖1,Ω , (3.1.12)

donde CC y Cc son constantes positivas. Además, para vvv ∈ HHH1(Ω) y ψ, θ1, θ2 ∈ H1(Ω),

uuu ∈WWW 1,∞(Ω), θ ∈ W 1,∞(Ω), se tiene

|A(θ1;uuu,vvv)−A(θ2;uuu,vvv)| ≤ Cν,lip ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖θ1 − θ2‖1,Ω ‖vvv‖1,Ω , (3.1.13)

|a(θ1; θ, ψ)− a(θ2; θ, ψ)| ≤ Cκ,lip ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖θ1 − θ2‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω . (3.1.14)

La demostración de estas propiedades se puede encontrar en [46] y se basa en la aplicación

de las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Hölder, la continuidad Lipschitz de ν y

κ en (3.1.5) y (3.1.6), y de [33, Lema IV.2.1]. Para más detalles, ver [33, Sección I.5.1]

y [33, Sección IV.2.1].

Ahora, se introduce el kernel

XXX =
{

vvv ∈HHH1
0(Ω) : B(vvv, q) = 0, ∀q ∈ L2

0(Ω)
}

=
{

vvv ∈HHH1
0(Ω) : div vvv ≡ 0

}

.

Claramente, XXX ⊂HHH0(div
0; Ω). Entonces, integrando por partes se se tiene

C(www;vvv,vvv) = 0, ∀vvv ∈HHH1
0(Ω), ∀www ∈XXX, (3.1.15)

c(www;ψ, ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω), ∀www ∈XXX. (3.1.16)

Además se pueden obtener las siguientes propiedades equivalentes a las dos anteriores

C(www;uuu,vvv) = −C(www;vvv,uuu), ∀uuu ∈HHH1(Ω), ∀vvv ∈HHH1
0(Ω), ∀www ∈XXX, (3.1.17)

c(www; θ, ψ) = −c(www;ψ, θ), ∀θ ∈ H1(Ω), ∀ψ ∈ H1
0 (Ω), ∀www ∈XXX. (3.1.18)

Estas propiedades pueden ser vistas en detalle en [33].
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3.1.2. Propiedades de coercividad y condición Inf-Sup

A continuación, se presentan propiedades de coercividad para la forma A y a y la condición

Inf-Sup para la forma B.

Lema 11. Existen constantes Cco,A y Cco,a positivas tales que para todo vvv ∈ HHH1
0(Ω), ψ ∈

H1
0(Ω) y ϕ ∈ H1(Ω) se cumple

|A(ϕ;vvv,vvv)| ≥ Cco,A ‖vvv‖21,Ω , (3.1.19)

|a(ϕ;ψ, ψ)| ≥ Cco,a ‖ψ‖
2
1,Ω . (3.1.20)

Finalmente, la forma bilineal B satisface la condición inf-sup,

sup
vvv∈HHH1

0(Ω)\{000}

B(vvv, q)

‖vvv‖1,Ω
≥ Ci−s ‖q‖0,Ω , ∀q ∈ L2

0(Ω), (3.1.21)

donde Ci−s > 0 sólo depende del dominio Ω. Nuevamente, la demostración de estas pro-

piedades puede encontrarse en [33, Sección I.5.1].

3.1.3. Existencia y unicidad de solución

En esta sección se exponen resultados concernientes a la existencia y unicidad de solución

para el problema (3.1.1). Estos resultados son obtenidos en [46] y [39], basándose principal-

mente en argumentos de punto fijo para la demostración de existencia, y en la hipótesis de

datos y soluciones pequeñas para la demostración de unicidad, utilizando las propiedades

mostradas anteriormente en esta sección para las formas definidas en (3.1.2). Estos resul-

tados trabajan sobre el problema resultante de restringir (3.1.1) al kernel XXX en : Hallar

(uuu, θ) ∈XXX ×H1(Ω) tales que θ|Γ = θD y:

{

A(θ;uuu,vvv) + C(uuu;uuu,vvv)− (θggg,vvv)Ω = 0,

a(θ; θ, ψ) + c(uuu; θ, ψ) = 0,
(3.1.22)

para todo (vvv, ψ) ∈ XXX × H1
0 (Ω). La equivalencia entre ambos problemas se sigue de [33,

Teorema IV.1.4], que se cumple cuando se satisfacen (3.1.19) y (3.1.21). Es decir, si
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(uuu, p, θ) ∈ HHH1
0(Ω) × L2

0(Ω) × H1(Ω) es una solución de (3.1.1), entonces uuu ∈ XXX y (uuu, θ)

es también una solución de (3.1.22). Del mismo modo, si (uuu, θ) ∈XXX ×H1(Ω) es una solu-

ción de (3.1.22), entonces existe una única presión p ∈ L2
0(Ω) tal que (uuu, p, θ) es solución

de (3.1.1).

El resultado de existencia del problema reducido (3.1.22) es estudiado con detalle en [39],

donde la herramienta principal usada es la escritura de la temperatura θ como

θ = θ0 + θ1, (3.1.23)

donde θ0 ∈ H1
0 (Ω) y θ1 ∈ H1(Ω), de modo que

θ1|Γ = θD.

En el siguiente Lema ( [39, Lema 4.1]), se prueba que la extensión θ1 puede ser escogida

tan pequeña como se requiera.

Lema 12. Sea Ω un dominio acotado de R
d, d = 2 o 3, con frontera Lipschitz continua.

Si θD ∈ H1/2(Γ), entonces para todo ε positivo y 1 ≤ p ≤ 6 si d = 3 o cualquier número

finito p ≥ 1 si d = 2, existe una extensión θ1 ∈ H1(Ω) de θD tales que ‖θ1‖Lp(Ω) < ε.

A partir de lo anterior, estimaciones a priori de las soluciones de (3.1.22) son obtenidas,

las cuales vienen dadas por















|uuu|1,Ω ≤ 2
C ‖ggg‖0,Ω
ν0κ0

‖θ1‖1,Ω (κ0 + κ1) ≡ F1 ‖θ1‖1,Ω ,

|θ0|1,Ω ≤ ‖θ1‖1,Ω

(

1 +
2κ1
κ0

)

≡ F2 ‖θ1‖1,Ω .
(3.1.24)

A partir de estas estimaciones, se obtiene en [39, Teorema 2.1] el siguiente teorema:

Teorema 13. Sea Ω un dominio acotado en R
d (d = 2 o 3), con frontera Lipschitz con-

tinua; sean ν y κ satisfaciendo 3.1.3 y 3.1.4 respectivamente, ggg ∈ LLL2(Ω) y θD ∈ H1/2(Γ).

Entonces existe una solución débil de (1.0.1).

La prueba de este Teorema usa como argumento principal la aplicación del Teorema de

Punto Fijo de Brower, donde la elección del conjunto acotado, convexo y cerrado para la

aplicación de dicho teorema se basa en las estimaciones obtenidas en (3.1.24).
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Es importante remarcar que las mismas ĺıneas de demostración del teorema anterior son

adaptadas para la posterior prueba de existencia de solución de la discretización del pro-

blema, como se verá en la Sección 3.2.

La unicidad de solución para soluciones pequeñas es obtenida también en [39, Sección 7], sin

embargo son requeridas supuestos de suavidad adicionales para el dominio. En el siguiente

teorema se muestra el resultado obtenido en [46, Teorema 2.3], donde dichos supuestos son

relajados.

Teorema 14. Sea (uuu, θ) ∈ [XXX ∩WWW 1,∞(Ω)]×W 1,∞(Ω) una solución del problema (3.1.22),

y supóngase que existe M > 0 suficientemente pequeño tal que

máx{‖ggg‖0,Ω , ‖uuu‖WWW 1,∞ , ‖θ‖W 1,∞} ≤M. (3.1.25)

Entonces, la solución es única (Una condición para M es entregada en (3.1.26)).

La prueba de este teorema es mostrada con detalle en [46], donde la condición (3.1.25) se

obtiene con

M < mı́n

{

Cco,a

K + Cκ,lip
,

Cco,A

CCC∞ +K

}

, (3.1.26)

donde K := (Cg + Cν,lip + CcC∞)/2.
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3.2. Problema Discreto

Para la discretización de (3.1.1), se van a considerar términos estabilizadores abstractos

que más adelante serán reemplazados a partir de esquemas estabilizados existentes en la

literatura para las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuación de Advección-Difusión.

En primer lugar, para las ecuaciones de Navier-Stokes se considerarán los términos esta-

bilizadores Su(uuu,vvv) y
∑

F∈EI
τF
∫

F
JpKJqK, para todo uuu,vvv, p, q suficientemente suaves , los

cuales estabilizan las ecuaciones asociadas a la conservación de momento y de masa, res-

pectivamente, y donde

τF =
hF
12
. (3.2.1)

En este caso, fff ∈ L2(Ω)d corresponde al lado derecho de la ecuación de conservación de

momento.

El término
∑

F∈EI
τF
∫

F
JpKJqK permite el uso de una aproximacion discontinua constante

a trozos para la presión, el cual es introducido en [6]. Más adelante, este término permitirá

la obtención de un campo de velocidad de divergencia exactamente nula . La forma Su

debe ser bilineal, simétrica y semidefinida positiva, por lo cual como consecuencia del

Teorema 9 ésta cumple para todo uuu,vvv suficientemente suaves la siguiente propiedad del

tipo Cauchy-Schwarz,

|Su(uuu,vvv)| ≤ Su(uuu,uuu)
1/2Su(vvv,vvv)

1/2. (3.2.2)

En segundo lugar, para la ecuación de Advección-Difusión se considera el término esta-

bilizador Sθ(θ, ψ), para todo θ, ψ suficientemente suaves. La forma Sθ debe ser bilineal,

simétrica y semidefinida positiva, por lo cual como consecuencia del Teorema 9 ésta cum-

ple para todo θ, ψ suficientemente suaves la siguiente propiedad del tipo Cauchy-Schwarz,

|Sθ(θ, ψ)| ≤ Sθ(θ, θ)
1/2Sθ(ψ, ψ)

1/2. (3.2.3)

Además, estas formas deben cumplir para todo vvv ∈HHH2(Ω) y ψ ∈ H2(Ω)

Su(vvv,vvv) ≤ Ch2 ‖vvv‖22,Ω y Sθ(ψ, ψ) ≤ Ch2 ‖ψ‖22,Ω , (3.2.4)
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Su(vvv − ihvvv,vvv − ihvvv) ≤ Ch2 ‖vvv‖22,Ω y Sθ(ψ − ihψ, ψ − ihψ) ≤ Ch2 ‖ψ‖22,Ω . (3.2.5)

Estas propiedades se cumplen en general para la mayoŕıa de los métodos estabilizados

existentes en la literatura para las ecuaciones de Navier-Stokes y de Advección-Difusión.

Considerando lo anterior, el problema discreto a tratar es: Hallar (uuuh, ph, θh) ∈ VVV
0
h×Qh×Vh

tal que:































A(θh;uuuh, vvvh) + C(ℓ(uuuh, ph);uuuh, vvvh)− B(vvvh, ph) + B(uuuh, qh)

−(θhggg,vvvh)Ω + Su(uuuh, vvvh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = 0,

a(θh; θh, ψh) + c(ℓ(uuuh, ph); θh, ψh) + Sθ(θh, ψh) = 0,

θh = ih(θD) en Γ,

(3.2.6)

para todo (vvvh, qh, ψh) ∈ VVV
0
h ×Qh × V 0

h , donde,

ν(·) y κ(·) cumplen (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6),

ℓ(uuuh, ph) := uuuh +
∑

F∈EI

τF JphKϕϕϕF , (3.2.7)

donde ∀F ∈ EI ∩ EK

ϕϕϕF (x)|K := ±
|F |

d|K|
(xxx− xxxF ) (3.2.8)

es una función de base de Raviart–Thomas, donde xxxF corresponde al nodo opuesto al

eje/cara F y los signos ± son escogidos a partir de la normal fijada en cada eje/cara,

como se muestra en la Figura 2.3 (+ si K corresponde a K+, o − en caso contrario),

y

θh = θh,0 + θh,1, donde θh,0 ∈ H1
0 (Ω) y θh,1|Γ = ih(θD).

El operador ℓ en el esquema numérico se traduce en un post-proceso de la solución de las

ecuaciones de Navier-Stokes, entregando un campo de velocidad a divergencia nula, lo cual

se explicita en el siguiente teorema.

Teorema 15. Sea (uuuh, ph, θh) solución de (3.2.6). Sea el operador ℓ dado por (3.2.7).
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Entonces,

∇ · ℓ(uuuh, ph) = 0, en Ω.

Demostración. Tomando vvvh = 0 ∈ V 0
h en la primera ecuación de (3.2.6), se tiene

B(uuuh, qh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = 0, ∀qh ∈ Qh.

Utilizando la definición de B en (3.1.2) en la ecuación anterior, se tiene

(qh,∇ · uuuh)Ω +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = 0. (3.2.9)

Ahora, sea q ∈ Qh. Entonces, considerando la definición de ℓ en (3.2.7) se tiene

(∇ · ℓ(uuuh, ph), q)Ω = (∇ · uuuh, q)Ω +

(

∇ ·
∑

F∈EI

τF JphKϕϕϕF , q

)

Ω

.

Luego, reemplazando la ecuación (3.2.9) en lo anterior se obtiene

(∇ · ℓ(uuuh, ph), q)Ω = −
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqK +
∑

K∈Th

(

∑

F∈EI∩EK

τF JphK∇ ·ϕϕϕF , q

)

K

. (3.2.10)

Ahora, nótese que

∇ ·ϕϕϕF (xxx) = ±
|F |

d |K|
∇ · (xxx− xFxFxF ) = ±

d |F |

d |K|
= ±

|F |

|K|
.

Entonces, utilizando lo anterior y que q|K ∈ P
0(K) en (3.2.10), desarrollando algebraica-

mente, considerando la Figura 2.3 y (2.1.1), se obtiene

(∇ · ℓ(uuuh, ph), q)Ω = −
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqK +
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

±τF JphK
|F |

|K|
q|K |K|

= −
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqK +
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

±τF |F | JphKq|K
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= −
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqK +
∑

F∈EK∩E
′

K

τF |F | [JphKq|K − JphKq|K ′ ]

= −
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqK +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqK

= 0.

Por lo tanto, ∇· ℓ(uuuh, ph) ∈ Q⊥
h . Ahora, se probará que ∇· ℓ(uuuh, ph) ∈ Qh. En efecto, notar

que ℓ(uuuh, ph)|K ∈ P
1(K) para todo K ∈ Th. Por lo tanto, ∇ · ℓ(uuuh, ph)|K ∈ P

0(K).

Además, utilizando el Teorema de la Divergencia, que uuuh ∈ VVV 0
h y (3.2.8), se tiene

∫

Ω

∇ · ℓ(uuuh, ph) =

∫

Γ

ℓ(uuuh, ph) ·nnn

=

∫

Γ

uuuh ·nnn +

∫

Γ

∑

F∈EI

τF JphKϕϕϕF · nnn

=
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

τF JphK
|F |

d |K|

∫

Γ∩∂K

(xxx− xxxF ) ·nnn.

Como F ∈ EI , entonces xxxF ∈ Γ. Luego, si xxx ∈ Γ, se tiene que (xxx−xxxF ) ·nnn = 0. Por lo tanto,

∫

Ω

∇ · ℓ(uuuh, ph) = 0.

Entonces, ∇ · ℓ(uuuh, ph) ∈ Qh ∩Q
⊥
h , lo que implica que ∇ · ℓ(uuuh, ph) = 0 en Ω.

El campo ℓ(uuuh, ph) dado en (3.2.7) es no conforme en el sentido que no pertenece a HHH1(Ω).

Sin embargo, śı pertenece a HHH(div,Ω), dado que es suma de una función continua lineal a

trozos y una función perteneciente al espacio generado por las funciones base de Raviart–

Thomas, las cuales permiten generar aproximaciones conformes del espacio HHH(div,Ω). De

esta manera, la divergencia que se considera no es la restringida a cada elemento, sino la

divergencia global.

Es importante remarcar que no es posible la obtención de un campo conforme continuo

lineal a trozos a divergencia nula, a menos que polinomios de mayor grado sean utilizados

para aproximar la velocidad. Por lo tanto, el método aqúı utilizado es bastante ventajoso,
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al permitir aprovechar los beneficios de la utilización de un campo a divergencia nula

conservando los grados de libertad de la aproximación conforme, donde el precio a pagar

es una modificación de coste computacional baj́ısimo del campo de velocidad.

Al igual que en la Sección 3.1, es necesario contar con resultados de estabilidad y coercividad

para los términos que aparecen en (3.2.6), pero esta vez se consideran normas discretas

dependientes de la malla que facilitan la obtención de dichos resultados, los cuales son

necesarios para la demostración de existencia de solución y la posterior estimación de

error.

3.2.1. Propiedades de estabilidad discretas

En esta sección se presentarán propiedades de estabilidad para los términos que aparecen

en (3.2.6), para lo cual se definen las siguientes normas para todo (vvv, q) y θ suficientemente

suaves:

‖(vvv, q)‖2N(T ) = ν0 |vvv|
2
1,Ω + Su(vvv,vvv) +

∑

F∈EI

τF ‖JqK‖20,F ,

‖θ‖2T (T ) = κ0 ‖θ‖
2
1,Ω + Sθ(θ, θ).

Previo a obtener resultados de estabilidad con estas normas discretas, es necesario contar

con el lema siguiente, donde se presentan más propiedades de ℓ(·).

Lema 16. Sean uuu ∈ VVV h, v ∈ H1(Ω), p ∈ Qh y q ∈ [1, 6]. Entonces existen constantes C̄q y

C positivas tal que

(

∑

K∈Th

|ℓ(vvv, p)|21,K

)1/2

≤ C̄

(

|vvv|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)1/2

, (3.2.11)

‖ℓ(uuu, p)‖LLLq(Ω) ≤ C̄q ‖(uuu, p)‖N(T ) . (3.2.12)

Demostración. Para demostrar (3.2.11), se considera (3.2.7), la desigualdad (a + b)2 ≤
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2a2 + 2b2 y la desigualdad de Yensen y el hecho que τF = hF/12 para obtener

∑

K∈Th

|ℓ(vvv, p)|21,K ≤ 2





∑

K∈Th

‖∇vvv‖20,K +

∥

∥

∥

∥

∥

∑

F∈EI∩EK

τF JpK∇ϕϕϕF

∥

∥

∥

∥

∥

2

0,K





≤ 2

(

|vvv|21,Ω + (d+ 1)
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

τ 2F JpK2 ‖∇ϕϕϕF‖
2
0,K

)

.

Como ∇ϕϕϕF = |F |
d|K|

I, donde I es la matriz identidad d× d, se tiene,

‖∇ϕϕϕF‖
2
0,K =

|F |2

d2 |K|2
|K| ≤ C1

h2d−2
K

hdK
= C1h

d−2
F .

Entonces, a partir de lo anterior y del hecho que τF = hF/12, se tiene

∑

K∈Th

|ℓ(vvv, p)|21,K ≤ 2

(

|vvv|21,Ω + (d+ 1)C1

∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

τ 2F JpK2hd−2
F

)

≤ 2

(

|vvv|21,Ω + (d+ 1)
C1

12

∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

τF JpK2hd−1
F

)

.

Además, como p|K ∈ P
0(K) para todo K ∈ Th, se tiene

∫

F

JpK2 ∼ hd−1
F JpK2. (3.2.13)

Entonces, a partir de (3.2.13) se tiene

∑

K∈Th

|ℓ(vvv, p)|21,K ≤ 2

(

|vvv|21,Ω + (d+ 1)
C1

12
C
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK

τF

∫

F

JpK2
)

≤ C̄

(

|vvv|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)

,

con lo que se tiene (3.2.11).

Ahora, para probar (3.2.12), se considera el siguiente resultado (ver [46, Ecuación 3.12]
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válido para todo wwwh ∈HHH1(Th)

‖wwwh‖LLLq(Ω) ≤ Cq

(

∑

K∈Th

‖∇wwwh‖
2
0,K +

∑

F∈EI

h−1
F ‖JwwwhK‖20,F

)1/2

, (3.2.14)

donde q ∈ [1,∞) si d = 2 y q ∈ [1, 6] si d = 3.

Utilizando el resultado anterior y (3.2.11) se tiene

‖ℓ(uuu, p)‖LLLq(Ω) ≤ Cq

(

∑

K∈Th

‖∇ℓ(uuu, p)‖20,K +
∑

F∈EI

h−1
F ‖Jℓ(uuu, p)K‖20,F

)1/2

≤ Cq

(

C̄

(

|uuu|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)

+
∑

F∈EI

h−1
F ‖Jℓ(uuu, p)K‖20,F

)1/2

.

Utilizando (3.2.7) y el hecho que JuuuK = 0 (dado que uuu ∈ VVV h ⊂HHH1(Ω)) para obtener

‖ℓ(uuu, p)‖LLLq(Ω) ≤ Cq

(

C̄

(

|uuu|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)

+
∑

F∈EI

h−1
F

∥

∥

∥

∥

∥

t
∑

F ′∈EI∩EK

τF ′JpKϕϕϕF ′

|∥
∥

∥

∥

∥

2

0,F





1/2

.

(3.2.15)

Además, no es dif́ıcil ver que

∑

F∈EI

h−1
F

∥

∥

∥

∥

∥

t
∑

F ′∈EI∩EK

τF ′JpKϕϕϕF ′

|∥
∥

∥

∥

∥

2

0,F

≤ C
∑

F∈EI

h−1
F

∑

F ′∈EI∩ΩF

τ 2F ′JpK2 ‖JϕϕϕF ′K‖20,F .
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Entonces, reemplazando en (3.2.15) el resultado anterior se tiene

‖ℓ(uuu, p)‖LLLq(Ω) ≤ Cq

(

C̄

(

|uuu|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)

+ C
∑

F∈EI

h−1
F

∑

F ′∈EI∩ΩF

τ 2F ′JpK2 ‖JϕϕϕF ′K‖20,F

)1/2

.

(3.2.16)

Ahora, notar que utilizando la desigualdad de Yensen y la regularidad de la malla se tiene

‖ϕϕϕF ′‖20,F =

∥

∥

∥

∥

∥

d
∑

i=1

s
|F |

d |K|
λi(xxxi − xxxF )

{∥
∥

∥

∥

∥

2

0,F

≤ C2

∥

∥

∥

∥

∥

hd−1
F hF
hdF

∑

i=1,...,d

λi

∥

∥

∥

∥

∥

2

0,F

≤ C2h
d−1
F .

Aśı, considerando la regularidad de la malla y lo anterior en (3.2.16), que τF = hF/12, y

(3.2.13), se obtiene

‖ℓ(uuu, p)‖LLLq(Ω) ≤ Cq

(

C̄

(

|uuu|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)

+ CC2CR

∑

F∈EI

τ 2F JpK2hd−2
F

)1/2

≤ Cq

(

C̄

(

|uuu|21,Ω +
∑

F∈EI

τF ‖JpK‖20,F

)

+ CC2CR

∑

F∈EI

τF JpK2hd−1
F

)1/2

= CqC̃

(

|uuu|21,Ω +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JpK2
)1/2

.

Por lo tanto,

‖ℓ(uuu, p)‖LLLq(Ω) ≤ C̄q ‖(uuu, p)‖N(T ) ,

con C̄q = CqC̃ (máx{1/ν0, 1})
1/2.

En el siguiente lema se proveen propiedades de continuidad para los términos que aparecen

en (3.2.6).

Lema 17. Existen constantes C̃g y C̃a positivas tales que para todo vvv ∈ VVV 0
h, q ∈ Qh,

ψ ∈ Vh, θ ∈ W 1,∞(Ω), ϕ ∈ H1(Ω) y ggg ∈ L2(Ω) se cumple

|(θggg,vvv)Ω| ≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖(vvv, q)‖N(T ) ‖θ‖T (T ) , (3.2.17)
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|a(ϕ; θ, ψ) + Sθ(θ, ψ)| ≤ C̃a ‖θ‖T (T ) ‖ψ‖T (T ) . (3.2.18)

Demostración. Para demostrar (3.2.17), en lado izquierdo se aplica la desigualdad de

Hölder, luego la inyección de Sobolev, luego la desigualdad de Poincaré, y finalmente las

definiciones de ‖(·, ·)‖N(T ) y ‖·‖T (T ) y se tiene

|(θggg,vvv)Ω| ≤ ‖ggg‖0,Ω ‖vvv‖LLL4(Ω) ‖θ‖L4(Ω)

≤ C2
emb ‖ggg‖0,Ω ‖vvv‖1,Ω ‖θ‖1,Ω

≤ C2
embC̃p ‖ggg‖0,Ω |vvv|1,Ω ‖θ‖1,Ω

≤ C2
embC̃P ‖ggg‖0,Ω ν

−1/2
0 ‖(vvv, q)‖N(T ) κ

−1/2
0 ‖θ‖T (T ) ,

donde C̃P = (1 + C2
P )

1/2, y Cp es la constante de Poincaré.

Luego, se tiene la desigualdad (3.2.17) con C̃g = C2
embC̃pν

−1/2
0 κ

−1/2
0 .

Finalmente, para demostrar (3.2.18), en el lado izquierdo se aplica desigualdad triangular,

la propiedad (3.1.4), la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3.2.3) y luego la definición de la

norma ‖·‖T (T ) y se obtiene

|a(ϕ; θ, ψ) + Sθ(θ, ψ)| ≤ κ1 ‖∇θ‖0,Ω ‖∇ψ‖0,Ω + Sθ(θ, θ)
1/2Sθ(ψ, ψ)

1/2

≤ κ1 ‖θ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω + Sθ(θ, θ)
1/2Sθ(ψ, ψ)

1/2

≤
κ1
κ0

‖θ‖T (T ) ‖ψ‖T (T ) + ‖θ‖T (T ) ‖ψ‖T (T )

≤ (
κ1
κ0

+ 1) ‖θ‖T (T ) ‖ψ‖T (T ) ,

con lo que se prueba (3.2.18) con C̃a =
κ1

κ0
+ 1.

En los siguientes dos lemas se obtienen resultados de estabilidad para las formas C y c, en

donde se asume que ∇·ℓ(uuu, p) = 0, como ocurre cuando uuu y p son soluciones de (3.2.6). Las

desigualdades entregadas en el primer lema permite la obtención del resultado de existencia

para el problema discreto, en cambio las desigualdades entregadas en el segundo lema serán

utilizadas más adelante en la sección de estimación de error.

Lema 18. Existen constantes C̃C y C̃c positivas tales que para todo vvv,www ∈ VVV 0
h, θ, ψ ∈ Vh,
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q ∈ Qh y (uuu, p) ∈ VVV 0
h ×Qh ∩ {(vvv, q) ∈ VVV 0

h ×Qh : ∇ · ℓ(vvv, q) = 0} se cumple

|C(ℓ(uuu, p);www,vvv|) ≤ C̃C ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖www‖LLL3(Ω) ‖(vvv, q)‖N(T ) , (3.2.19)

|c(ℓ(uuu, p); θ, ψ)| ≤ C̃c ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖θ‖L3(Ω) ‖ψ‖T (T ) . (3.2.20)

Demostración. Para demostrar la desigualdad (3.2.19), se utiliza (3.1.17) considerando que

ℓ(uuu, p) es de divergencia nula, y se aplica la desigualdad de Hölder en el lado izquierdo de

(3.2.19)

|C(ℓ(uuu, p);www,vvv)| = |−C(ℓ(uuu, p);vvv,www)| ≤ ‖ℓ(uuu, p)‖LLL6(Ω) ‖∇vvv‖0,Ω ‖www‖LLL3(Ω) . (3.2.21)

Ahora, se reemplaza (3.2.12) en (3.2.21) y luego se utiliza la definición de ‖(·, ·)‖N(T ) para

obtener

|C(ℓ(uuu, p);www,vvv)| ≤ C̄6 ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖∇vvv‖0,Ω ‖www‖LLL3(Ω)

≤ C̄6 ‖(uuu, p)‖N(T ) ν
−1/2
0 ‖(vvv, q)‖N(T ) ‖www‖LLL3(Ω) .

Luego, se tiene (3.2.19) con C̃C = ν
−1/2
0 C̄6.

De manera similar se puede obtener la desigualdad (3.2.20). Para esto, se utiliza (3.1.18)

considerando que ℓ(uuu, p) es de divergencia nula, y se aplica la desigualdad de Hölder en el

lado izquierdo de (3.2.20), para aśı obtener

|c(ℓ(uuu, p); θ, ψ)| = |−c(ℓ(uuu, p);ψ, θ)| ≤ ‖ℓ(uuu, p)‖LLL6(Ω) ‖∇ψ‖0,Ω ‖θ‖L3(Ω) . (3.2.22)

Ahora, se utiliza (3.2.12) en (3.2.22) y la definición de ‖·‖T (T ), y se obtiene

|c(ℓ(uuu, p); θ, ψ)| ≤ C̄6 ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖∇ψ‖0,Ω ‖θ‖L3(Ω)

≤ C̄6 ‖(uuu, p)‖N(T ) κ
−1/2
0 ‖ψ‖T (T ) ‖θ‖L3(Ω) .

Luego, se tiene (3.2.20) con C̃c = κ
−1/2
0 C̄6.

Lema 19. Sean (vvv, q) ∈ VVV 0
h × Qh, ψ ∈ Vh, (uuu, p) ∈ {(zzz, t) ∈ HHH1

0(Ω) × [L2
0(Ω) × H1(Ω)] :
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∇ · ℓ(zzz, t) = 0}, www ∈HHH1
0(Ω) ∩WWW

1,∞(Ω) y θ ∈ W 1,∞(Ω). Entonces existen constantes C̃C2 y

C̃c2 positivas tales que

|C(ℓ(uuu, p);www,vvv)| ≤ C̃C2 ‖www‖WWW 1,∞(Ω) ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖(vvv, q)‖N(T ) , (3.2.23)

|c(ℓ(uuu, p); θ, ψ)| ≤ C̃c2 ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖ψ‖T (T ) . (3.2.24)

Demostración. La obtención de ambas desigualdades se consigue de manera muy similar

a lo hecho para obtener (3.2.19) y (3.2.20).

A partir del uso de las ecuaciones (3.1.17) y (3.1.18) y la desigualdad de Hölder, se tiene

|C(ℓ(uuu, p);www,vvv)| ≤ ‖ℓ(uuu, p)‖0,Ω ‖www‖LLL∞(Ω) |v|1,Ω ,

|c(ℓ(uuu, p); θ, ψ)| ≤ ‖ℓ(uuu, p)‖0,Ω ‖θ‖L∞(Ω) |ψ|1,Ω .

Entonces, a partir de la definición de las normas y la desigualdad (3.2.12), con q = 2, se

tiene

|C(ℓ(uuu, p);www,vvv)| ≤ ν
−1/2
0 C̄2 ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖www‖WWW 1,∞(Ω) ‖(vvv, q)‖N(T ) ,

|c(ℓ(uuu, p); θ, ψ)| ≤ κ
−1/2
0 C̄2 ‖(uuu, p)‖N(T ) ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖ψ‖T (T ) .

Luego, se tienen las desigualdades (3.2.23) y (3.2.24) con C̃C2 = ν
−1/2
0 C̄2 y C̃c2 = κ

−1/2
0 C̄2,

donde la constante C̄2 está dada en 3.2.12.

Además, a partir de (3.1.5) y (3.1.6) se tiene que los términos eĺıpticos en (3.2.6) son

Lipschitz continuos con respecto al primer argumento, lo cual es establecido en el Lema

que sigue.

Lema 20. Sean ψ1, ψ2 ∈ H1(Ω), uuu ∈WWW 1,∞(Ω), θ ∈ W 1,∞(Ω), (vvv, q) ∈ VVV h ×Qh y ψ ∈ Vh.

Entonces se cumple

|A(ψ1;uuu,vvv)−A(ψ2;uuu,vvv)| ≤ CνCν,lip ‖ψ1 − ψ2‖T (T ) ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖(vvv, q)‖N(T ) , (3.2.25)

|a(ψ1; θ, ψ)− a(ψ2; θ, ψ)| ≤ CκCκ,lip ‖ψ1 − ψ2‖T (T ) ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖ψ‖T (T ) . (3.2.26)

Demostración. La demostración de las desigualdades (3.2.25) y (3.2.26) se desarrollan de
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manera similar. Para la expresión (3.2.25), se utiliza la desigualdad (3.1.5), y luego la

desigualdad de Hölder, y se obtiene

|A(ψ1;uuu,vvv)−A(ψ2;uuu,vvv)| ≤ Cν,lip

∫

Ω

|ψ1 − ψ2| |∇uuu : ∇vvv|

≤ Cν,lip ‖ψ1 − ψ2‖0,Ω ‖∇uuu‖LLL∞ |vvv|1,Ω .

A partir de las definiciones de las normas ‖·‖T (T ) y ‖(·, ·)‖N(T ) se tiene

|A(ψ1;uuu,vvv)−A(ψ2;uuu,vvv)| ≤ Cν,lipν
−1/2
0 κ

−1/2
0 ‖ψ1 − ψ2‖T (T ) ‖uuu‖WWW 1,∞ ‖(vvv, q)‖N(T ) .

De esta manera, se tiene el resultado (3.2.25) con Cν = (ν0κ0)
−1/2.

Para demostrar la desigualdad (3.2.26) se procede de manera muy similar, y se tiene el

resultado con Cκ = κ−1
0 .

3.2.2. Propiedades de coercividad discretas

A continuación se presentan propiedades de coercividad para los términos que aparecen en

(3.2.6).

Lema 21. Para todo (vvv, q) ∈ VVV 0
h ×Qh, ψ ∈ V 0

h y θ ∈ Vh se cumple

A(θ;vvv,vvv) + Su(vvv,vvv) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JqK2 ≥ ‖(vvv, q)‖2N(T ) , (3.2.27)

a(θ;ψ, ψ) + Sθ(ψ, ψ) ≥ C̃co,θ ‖ψ‖
2
T (T ) , (3.2.28)

donde C̃co,θ es una constante positiva.

Demostración. El resultado (3.2.27) sigue de utilizar la propiedad (3.1.3) y la definición

de la norma ‖(·, ·)‖N(T ) en el lado izquierdo. Por su parte, el resultado (3.2.28) sigue de

utilizar la propiedad (3.1.4), la definición de la norma ‖·‖T (T ) y la desigualdad de Poincaré

en el lado izquierdo, con constante C̃co,θ = mı́n{1, C̃−1
p }.

39



40

3.2.3. Existencia de solución del problema discreto

En esta sección se provee un resultado de existencia de solución para el problema (3.2.6).

Para ello, es necesario el siguiente lema que entrega estimaciones a priori para la velocidad,

presión y temperatura discretas:

Lema 22. Sea (uuuh, ph, θh) solución de (3.2.6). Asúmase que

C̃ ‖ggg‖0,Ω ‖θh,1‖L3(Ω) ≤
1

2
, (3.2.29)

con

C̃ =
C̃gC̃c

C̃co,θ

,

entonces existen constantes Cu y Cθ dependientes sólo de ‖ggg‖0,Ω y las constantes definidas

en la Sección 3.2.1 y la Sección 3.2.2, tales que

‖(uuuh, ph)‖N(T ) ≤ Cu ‖θh,1‖T (T ) , ‖θh‖T (T ) ≤ Cθ ‖θh,1‖T (T ) . (3.2.30)

Demostración. Se toma la función test (vvvh, qh, ψh) = (uuuh, ph, θh,0) en (3.2.6) y se obtiene

A(θh;uuuh,uuuh) + C(ℓ(uuuh, ph);uuuh,uuuh)− B(uuuh, ph) + B(uuuh, ph)

+Su(uuuh,uuuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphK2 = (θhggg,uuuh)Ω,

a(θh; θh, θh,0) + c(ℓ(uuuh, ph); θh, θh,0) + Sθ(θh, θh,0) = 0.

Ahora, simplificando términos, expresando θh como θh = θh,0 + θh,1, y ocupando las pro-

piedades (3.1.15) y (3.1.16), se obtienen las ecuaciones

A(θh;uuuh,uuuh) + Su(uuuh,uuuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphK2 = (θh,0ggg,uuuh)Ω + (θh,1ggg,uuuh)Ω

a(θh; θh,0, θh,0) + Sθ(θh,0, θh,0) = −a(θh; θh,1, θh,0)− c(ℓ(uuuh, ph); θh,1, θh,0)− Sθ(θh,1,θh,0).

(3.2.31)

En la primera ecuación de (3.2.31), se utiliza (3.2.27) al lado izquierdo, y se toma valor

absoluto, se utiliza la desigualdad triangular y la propiedad (3.2.17) al lado derecho, y se
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obtiene

‖(uuuh, ph)‖
2
N(T ) ≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖(uuuh, ph)‖N(T )

(

‖θh,0‖T (T ) + ‖θh,1‖T (T )

)

.

Luego,

‖(uuuh, ph)‖N(T ) ≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω

(

‖θh,0‖T (T ) + ‖θh,1‖T (T )

)

. (3.2.32)

En la segunda ecuación de (3.2.31), se utiliza (3.2.28) en el lado izquierdo, y en el lado

derecho se toma valor absoluto, se utiliza desigualdad triangular y las desigualdades (3.2.18)

y (3.2.20), y se obtiene

C̃co,θ ‖θh,0‖
2
T (T ) ≤ C̃a ‖θh,1‖T (T ) ‖θh,0‖T (T ) + C̃c ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ‖θh,1‖L3(Ω) ‖θh,0‖T (T ) .

Luego,

‖θh,0‖T (T ) ≤ C̃−1
co,θ

(

C̃a ‖θh,1‖T (T ) + C̃c ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ‖θh,1‖L3(Ω)

)

. (3.2.33)

Reemplazando (3.2.32) en (3.2.33), y luego reordenando términos, se tiene

‖(uuuh, ph)‖N(T )

≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω

(

C̃−1
co,θC̃a ‖θh,1‖T (T ) + C̃−1

co,θC̃c ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ‖θh,1‖L3(Ω) + ‖θh,1‖T (T )

)

≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω

(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) + C̃−1
co,θC̃gC̃c ‖ggg‖0,Ω ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ‖θh,1‖L3(Ω) .

Por lo tanto, dado el supuesto (3.2.29) se tiene

1

2
‖(uuuh, ph)‖N(T ) ≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω

(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) .

De esta manera, se prueba que

‖(uuuh, ph)‖N(T ) ≤ Cu ‖θh,1‖T (T ) , con Cu = 2C̃−1
co,θC̃g ‖ggg‖0,Ω

(

C̃a + C̃co,θ

)

. (3.2.34)

Además, utilizando la desigualdad triangular, la desigualdad (3.2.33), la cota (3.2.34) reor-
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denando términos, y utilizando el supuesto (3.2.29), se tiene

‖θh‖T (T )

≤ ‖θh,0‖T (T ) + ‖θh,1‖T (T )

≤
(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) + C̃−1
co,θC̃c ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ‖θh,1‖L3(Ω)

≤
(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) + C̃−1
co,θC̃c2C̃

−1
co,θC̃g ‖ggg‖0,Ω

(

C̃a + C̃co,θ

)

‖θh,1‖T (T ) ‖θh,1‖L3(Ω)

≤
(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) + 2C̃−1
co,θ

(

C̃a + C̃co,θ

)

(

C̃gC̃c

C̃co,θ

‖ggg‖0,Ω ‖θh,1‖L3(Ω)

)

‖θh,1‖T (T )

≤
(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) + C̃−1
co,θ

(

C̃a + C̃co,θ

)

‖θh,1‖T (T ) .

Por lo tanto,

‖θh‖T (T ) ≤ Cθ ‖θh,1‖T (T ) , con Cθ = 2C̃−1
co,θ

(

C̃a + C̃co,θ

)

. (3.2.35)

Con esto se finaliza la demostración.

Este resultado entrega lo necesario para obtener el siguiente resultado, donde nuevamente

es utilizado un argumento de punto fijo (como ya se hab́ıa realizado en la demostración de

existencia de soluciones del problema variacional).

Teorema 23. Si se cumple el supuesto (3.2.29), entonces existe (uuuh, ph, θh) ∈ VVV
0
h×Qh×Vh

solución de (3.2.6).

Demostración. Para la demostración del teorema, se ocupará el teorema de punto fijo de

Brower. Para esto es necesario definir un operador adecuado que sea continuo y tal que

para un conjunto convexo acotado y cerrado M cumpla L(M) ⊂M

Se va a considerar el operador

L :VVV 0
h ×Qh × Vh → VVV 0

h ×Qh × Vh

L(zzzh, th, ϕh) = (uuuh, ph, θh)
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dado por































A(ϕh;uuuh, vvvh) + C(ℓ(zzzh, th);uuuh, vvvh)− B(vvvh, ph) + B(uuuh, qh)

+Su(uuuh, vvvh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = (ϕhggg,vvvh)Ω,

a(ϕh; θh, ψh) + c(ℓ(zzzh, th); θh, ψh) + Sθ(θh, ψh) = 0,

θh = ih(θD) en Γ,

(3.2.36)

para todo (vvvh, qh, ψh) ∈ VVV
0
h×Qh×Vh. Notar que un punto fijo del operador L corresponde

a una solución del problema (3.2.6).

Se define el conjunto

M =
{

(zzz, t, ϕ) : ∇ · ℓ(zzz, t) = 0, ‖(zzz, t)‖N(T ) ≤ Cu ‖θh,1‖T (T ) , ‖ϕ‖T (T ) ≤ Cθ ‖θh,1‖T (T )

}

,

donde Cu y Cθ están dados por (3.2.34) y (3.2.35), respectivamente.

Para utilizar el Teorema de punto fijo de Brower, la prueba se dividirá en 3 pasos.

Paso 1: Demostrar que L está bien definido.

Notar que (3.2.36) está conformado por dos problemas desacoplados. El primero correspon-

de a un problema de Oseen estabilizado, y el segundo a un problema de advección-difusión

estabilizado. En ambos casos el campo convectivo es ℓ(zzzh, th), el cual es de divergencia

nula en Ω cuando el dominio de L es M . Por lo tanto, ambos problemas tienen solución y

entonces L está bien definido.

Paso 2: Demostrar que L aplica M en M .

Sea (zzz, t, ϕ) ∈M tal que L(zzz, t, ϕ) = (uuuh, ph, θh). Tomando (vvvh, qh) = (uuuh, ph) en la primera

ecuación de (3.2.36) se tiene

A(ϕ;uuuh,uuuh) + C(ℓ(zzz, t);uuuh,uuuh)− B(uuuh, ph) + B(uuuh, ph) + Su(uuuh,uuuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphK2

= (ϕggg,uuuh)Ω.

Dado que ℓ(zzz, t) es de divergencia nula, se utiliza (3.1.15) y las propiedades (3.2.27) y
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(3.2.17) y se tiene

‖(uuuh, ph)‖
2
N(T ) ≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ‖ϕ‖T (T ) .

Como (zzz, t, ϕ) ∈M , se tiene

‖(uuuh, ph)‖
2
N(T ) ≤ C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖(uuuh, ph)‖N(T )Cθ ‖θh,1‖T (T ) .

Simplificando términos y utilizando la definición de Cθ dada en (3.2.35) se tiene

‖(uuuh, ph)‖N(T ) ≤ C̃g2C̃
−1
co,θ

(

C̃a + C̃co,θ

)

‖ggg‖0,Ω ‖θh,1‖T (T ) .

Observando la definición de Cu en (3.2.34), se tiene

‖(uuuh, ph)‖N(T ) ≤ Cu ‖θh,1‖T (T ) .

Ahora, tomando ϕ = θh,0 en la segunda ecuación en (3.2.36) se tiene

a(ϕ; θh, θh,0) + c(ℓ(zzz, t); θh, θh,0) + Sθ(θh, θh,0) = 0.

Expresando θh como θh = θh,0 + θh,1 se tiene

a(ϕ; (θh,0 + θh,1), θh,0) + c(ℓ(zzz, t); (θh,0 + θh,1), θh,0) + Sθ(θh,0 + θh,1, θh,0) = 0,

Reagrupando términos,

a(ϕ; θh,0, θh,0) + c(ℓ(zzz, t); θh,0, θh,0) + Sθ(θh,0, θh,0) ≤

−a(ϕ; θh,1, θh,0)− c(ℓ(zzz, t); θh,1, θh,0)− Sθ(θh,1, θh,0).

Como ℓ(zzz, t) es de divergencia nula, se puede utilizar (3.1.16). De esta manera, utilizando

(3.2.28) al lado izquierdo y tomando valor absoluto en el lado derecho, utilizando (3.2.18)

y (3.2.20), y finalmente utilizando el hecho que (zzz, t, ϕ) ∈M se obtiene

C̃co,θ ‖θh,0‖
2
T (T ) ≤ |a(ϕ; θh,1, θh,0) + Sθ(θh,1, θh,0)|+ |c(ℓ(zzz, t); θh,1, θh,0)|
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≤ C̃a ‖θh,1‖T (T ) ‖θh,0‖T (T ) + C̃c ‖(zzz, t)‖N(T ) ‖θh,0‖T (T ) ‖θh,1‖L3(Ω)

≤ C̃a ‖θh,1‖T (T ) ‖θh,0‖T (T ) + C̃cCu ‖θh,1‖T (T ) ‖θh,0‖T (T ) ‖θh,1‖L3(Ω) .

Simplificando y agrupando términos, y luego reemplazando con la definición de Cu dada

en (3.2.34), agrupando términos de manera conveniente y utilizando la hipótesis dada en

(3.2.29) se tiene

C̃co,θ ‖θh,0‖T (T ) ≤
(

C̃a + C̃cCu ‖θh,1‖L3(Ω)

)

‖θh,1‖T (T )

≤
(

C̃a + C̃c2C̃
−1
co,θC̃g ‖ggg‖0,Ω

(

C̃a + C̃co,θ

)

‖θh,1‖L3(Ω)

)

‖θh,1‖T (T )

≤

(

C̃a + 2
(

C̃a + C̃co,θ

)

(

C̃cC̃g

C̃co,θ

‖ggg‖0,Ω ‖θh,1‖L3(Ω)

))

‖θh,1‖T (T )

≤
(

C̃a +
(

C̃a + C̃co,θ

))

‖θh,1‖T (T ) .

Luego,

‖θh,0‖T (T ) ≤
(

2C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) (3.2.37)

Finalmente, utilizando desigualdad triangular y (3.2.37), y revisando la definición de Cθ

en (3.2.35), se tiene

‖θh‖T (T ) ≤ ‖θh,0‖T (T ) + ‖θh,1‖T (T )

≤
(

2C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T ) + ‖θh,1‖T (T )

≤ 2
(

C̃−1
co,θC̃a + 1

)

‖θh,1‖T (T )

≤ Cθ ‖θh,1‖T (T ) .

Para completar esta parte de la prueba, resta ver que

∇ · ℓ(uuuh, ph) = 0, en Ω. (3.2.38)

Esto es consecuencia de que toda solución (uuuh, ph) de la primera ecuación de (3.2.36) debe

cumplir la relación (3.2.38), por lo demostrado en el Teorema 15.
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De esta manera, se ha demostrado que (uuuh, ph, θh) ∈M .

Paso 3: Demostrar la continuidad del operador L.

Para ello, considérese la sucesión {(zzzm, tm, ϕm)} convergente a (zzz, t, ϕ) y sean la sucesión

{(uuum, pm, θm)} y (uuu, p, θ) dados por

L(zzzm, tm, ϕm) = (uuum, pm, θm), ∀m ∈ N, (3.2.39)

y,

L(zzz, t, ϕ) = (uuu, p, θ). (3.2.40)

Se demostrará que (uuum, pm, θm)
m→∞
−→ (uuu, p, θ).

Sea m ∈ N. Se considera la primera ecuación de (3.2.36), y a su evaluación en (3.2.40) se

le resta su evaluación dada por (3.2.39) para m, y se obtiene

A(ϕ;uuu,vvv)−A(ϕm;uuum, vvv) + C(ℓ(zzz, t);uuu,vvv)− C(ℓ(zzzm, tm);uuum, vvv)− B(vvv, p− pm)

+B(u− um, q) + Su(uuu− uuum, v) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

Jp− pmKJqK = ((ϕ− ϕm)ggg,vvv)Ω.

Se escogen como funciones test vvv = uuu− uuum y q = p− pm, y se obtiene

A(ϕ;uuu,uuu− uuum)−A(ϕm;uuum,uuu− uuum) + C(ℓ(zzz, t);uuu,uuu− uuum)− C(ℓ(zzzm, tm);uuum,uuu− uuum)

+Su(uuu− uuum,uuu− uuum) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

Jp− pmKJp− pmK = ((ϕ− ϕm)ggg,uuu− uuum)Ω.

Se suman y restan los términos A(ϕm;uuu,uuu − uuum) y C(ℓ(zzzm, tm);uuu,uuu − uuum) y se considera

el hecho que ℓ(·) es lineal y la definición de A en (3.1.2) para obtener

∫

Ω

(ν(ϕ)− ν(ϕm))∇uuu : ∇(uuu− uuum) +

∫

Ω

ν(ϕm)∇(uuu− uuum) : ∇(uuu− uuum)

+C(ℓ(zzz − zzzm, t− tm);uuu,uuu− uuum) + C(ℓ(zzzm, tm);uuu− uuum,uuu− uuum)

+Su(uuu− uuum,uuu− uuum) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

Jp− pmKJp− pmK = ((ϕ− ϕm)ggg,uuu− uuum)Ω.
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Utilizando (3.1.15) y reordenando términos se tiene

∫

Ω

ν(ϕm)∇(uuu− uuum) : ∇(uuu− uuum) + Su(uuu− uuum,uuu− uuum) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

Jp− pmKJp− pmK

= −

∫

Ω

(ν(ϕ)− ν(ϕm))∇uuu : ∇(uuu− uuum)− C(ℓ(zzz − zzzm, t− tm);uuu,uuu− uuum)

+((ϕ− ϕm)ggg,uuu− uuum)Ω.

Se toma valor absoluto en la igualdad anterior, en el lado izquierdo se utiliza (3.2.27) y en

el lado derecho se utiliza desigualdad triangular, (3.2.25), (3.2.19) y (3.2.17), y se obtiene

‖(uuu− uuum, p− pm)‖
2
N(T ) ≤ Cννlip ‖ϕ− ϕm‖T (T ) ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖(uuu− uuum, p− pm)‖N(T )

+C̃C ‖(zzz − zzzm, t− tm)‖N(T ) ‖uuu‖LLL3(Ω) ‖(uuu− uuum, p− pm)‖N(T )

+C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖ϕ− ϕm‖T (T ) ‖(uuu− uuum, p− pm)‖N(T ) .

Simplificando términos, se tiene

‖(uuu− uuum, p− pm)‖N(T ) ≤ Cννlip ‖ϕ− ϕm‖h ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω)

+C̃C ‖(zzz − zzzm, t− tm)‖N(T ) ‖uuu‖LLL3(Ω) + C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖ϕ− ϕm‖T (T ) .

Como ‖(zzz − zzzm, t− tm)‖N(T )

m→∞
−→ 0 y ‖ϕ− ϕm‖T (T )

m→∞
−→ 0, entonces

(uuum, pm)
m→∞
−→ (uuu, p).

Ahora, se toma la segunda ecuación de (3.2.36), y a su evaluación en (3.2.40) se le resta

su evaluación dada por (3.2.39) para m, y se obtiene

a(ϕ; θ, ψ)− a(ϕm; θm, ψ) + c(ℓ(zzz, t); θ, ψ)− c(ℓ(zzzm, tm); θm, ψ) + Sθ(θ − θm, ψ) = 0.

Se escogen como funciones test ψ = θ − θm y se obtiene

a(ϕ; θ, θ − θm)− a(ϕm; θm, θ − θm) + c(ℓ(zzz, t); θ, θ − θm)

−c(ℓ(zzzm, tm); θm, θ − θm) + Sθ(θ − θm, θ − θm) = 0.

Se suman y restan los términos a(ϕm; θ, θ − θm) y c(ℓ(zzzm, tm); θ, θ − θm), se utiliza la
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definición de a en (3.1.2) y se considera el hecho que ℓ(·) es lineal para obtener

∫

Ω

(κ(ϕ)− κ(ϕm))∇θ · ∇(θ − θm) +

∫

Ω

κ(ϕm)∇(θ − θm) · ∇(θ − θm)

+c(ℓ(zzz − zzzm, t− tm); θ, θ − θm) + c(ℓ(zzzm, tm); θ − θm, θ − θm)

+Sθ(θ − θm, θ − θm) = 0.

Utilizando (3.1.16) y reordenando términos se tiene

∫

Ω

κ(ϕm)∇(θ − θm) · ∇(θ − θm) + Sθ(θ − θm, θ − θm)

= −

∫

Ω

(κ(ϕ)− κ(ϕm))∇θ · ∇(θ − θm)− c(ℓ(zzz − zzzm, t− tm); θ, θ − θm).

Se toma valor absoluto en la igualdad anterior, en el lado izquierdo se utiliza (3.2.28) y en

el lado derecho se utiliza desigualdad triangular, (3.2.26) y (3.2.20), y se obtiene

C̃co,θ ‖θ − θm‖
2
T (T ) ≤ CκCκ,lip ‖ϕ− ϕm‖T (T ) ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖θ − θm‖T (T )

+C̃c ‖(zzz − zzzm, t− tm)‖N(T ) ‖θ‖L3(Ω) ‖θ − θm‖T (T ) .

Simplificando términos, se tiene

C̃co,θ ‖θ − θm‖T (T ) ≤ CκCκ,lip ‖ϕ− ϕm‖T (T ) ‖θ‖W 1,∞(Ω)

+ C̃c ‖(zzz − zzzm, t− tm)‖N(T ) ‖θ‖L3(Ω) .

Como ‖(zzz − zzzm, t− tm)‖N(T )

m→∞
−→ 0 y ‖ϕ− ϕm‖T (T )

m→∞
−→ 0, entonces

θm
m→∞
−→ θ.

Esto completa la prueba.

Es importante remarcar que tanto para el Lema 22 y el Teorema 23 es fundamental el

cumplimiento de la hipótesis dada por (3.2.29). Notar que en el caso de dimensión infinita

(θ|Γ = θD), (3.2.29) se satisface como consecuencia del Lema 12, sin embargo esto no es

necesariamente cierto para el caso discreto. Esto dependerá de la extensión θh,1 de ih(θD)

escogida. En [46, Sección 4] se estudian posibles extensiones de ih(θD), las cuales gracias
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a las estimaciones (3.2.30) permiten obtener resultados de continuidad de las soluciones

con respecto a θD. Sin embargo, al igual que en dicho trabajo, para los cálculos numéricos

la extensión considerada es la dada por la función continua lineal a trozos que es igual al

interpolador nodal de θD en los elementos adyacentes a Γ, y que es nula en el resto del

dominio. De esta manera, para una malla suficientemente fina en la cercańıa de la frontera

se satisface (3.2.29).
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3.3. Estimación de Error

En esta sección se presenta un resultado de convergencia para el método descrito en este

trabajo, la cual más adelante será verificada a través de los ejemplos numéricos realizados.

El Teorema 24 provee una estimación de error dependiente de la malla de las aproxima-

ciones dadas por (3.2.6), para soluciones de (3.1.1) suficientemente suaves y pequeñas, la

cual entrega el orden de convergencia que tiene el método. Es decir, bajo las condiciones

mencionadas, se obtiene una cota para la norma del error de la solución, la cual depende

linealmente de h.

Previo a la obtención del Teorema 24, es necesario notar que a partir de (3.2.4) y de

las desigualdades (3.2.2) y (3.2.3) se tiene las siguientes desigualdades para los términos

estabilizadores válidas para todo uuu ∈HHH2(Ω), (vvv, q) ∈ VVV 0
h ×Qh, θ ∈ H2(Ω) y ψ ∈ Vh:

|Su(uuu,vvv)| ≤ Ch ‖uuu‖2,Ω Su(vvv,vvv)
1/2 ≤ Ch ‖uuu‖2,Ω ‖(vvv, q)‖N(T ) , (3.3.1)

|Sθ(θ, ψ)| ≤ Ch ‖θ‖2,Ω Sθ(ψ, ψ)
1/2 ≤ Ch ‖θ‖2,Ω ‖ψ‖T (T ) . (3.3.2)

De esta manera, el teorema siguiente entrega el resultado de estimación de error de la

solución entregada por el método propuesto.

Teorema 24. Sea (uuu, p, θ) ∈HHH1
0(Ω) ∩WWW

1,∞(Ω)× L2
0(Ω)×H1(Ω) ∩W 1,∞(Ω) solución del

problema (3.1.1) y (uuuh, ph, θh) ∈ VVV
0
h ×Qh × Vh solución de (3.2.6). Supóngase que

máx{‖ggg‖0,Ω , ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) , ‖θ‖W 1,∞(Ω)} ≤M, (3.3.3)

con M suficientemente pequeño (una expresión más espećıfica para M se puede encontrar

en (3.3.29)).

Además supóngase que uuu ∈HHH2(Ω), p ∈ H1(Ω) y θ ∈ H2(Ω). Entonces existe C > 0 tal que

‖(uuu− uuuh, p− ph)‖N(T ) + ‖θ − θh‖T (T ) ≤ Ch(‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω + ‖θ‖2,Ω). (3.3.4)

Demostración. Sea (uuu, p, θ) solución de (3.1.1) y sea (uuuh, ph, θh) solución de (3.2.6). Por

simplicidad, se escribe eeeu = uuu − uuuh, e
p = p − ph y eθ = θ − θh. Estos errores serán
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descompuestos en















eeeu = ηηηu + eeeuh, donde ηηη
u := uuu− ih(uuu) y eee

u
h := ih(uuu)− uuuh,

ep = ηp + eph, donde η
p := p− Πh(p) y e

p
h := Πh(p)− ph,

eθ = ηθ + eθh, donde η
θ := θ − ih(θ) y e

θ
h := ih(θ)− θh,

(3.3.5)

donde ih es el respectivo interpolador al espacio de elementos finitos. De esta manera, no

es dif́ıcil ver que (eeeuh, e
p
h, e

θ
h) ∈ VVV

0
h ×Qh × Vh.

De esta manera, utilizando la propiedad (3.2.27) para eeeuh y eph y (3.1.2), luego sumando y

restando el término
∫

Ω
eph∇ · eeeuh y utilizando (3.1.15), y utilizando las expresiones dadas en

(3.3.5) se obtiene

‖(eeeuh, e
p
h)‖

2
N(T ) ≤

∫

Ω

ν(θh)∇eee
u
h : ∇eeeuh + Su(eee

u
h, eee

u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JephKJe
p
hK

≤

∫

Ω

ν(θh)∇eee
u
h : ∇eeeuh + Su(eee

u
h, eee

u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JephKJe
p
hK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇eee
u
h)eee

u
h −

∫

Ω

eph∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · eeeuh

≤

∫

Ω

ν(θh)∇eee
u : ∇eeeuh + Su(eee

u, eeeuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JepKJephK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇eee
u)eeeuh −

∫

Ω

ep∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · eeeu

−

[

∫

Ω

ν(θh)∇ηηη
u : ∇eeeuh + Su(ηηη

u, eeeuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JηpKJephK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇ηηη
u)eeeuh −

∫

Ω

ηp∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · ηηηu
]

= T1 − T2,

donde T1 y T2 están dadas por

T1 =

∫

Ω

ν(θh)∇eee
u : ∇eeeuh + Su(eee

u, eeeuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JepKJephK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇eee
u)eeeuh −

∫

Ω

ep∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · eeeu,
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T2 =

∫

Ω

ν(θh)∇ηηη
u : ∇eeeuh + Su(ηηη

u, eeeuh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JηpKJephK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇ηηη
u)eeeuh −

∫

Ω

ηp∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · ηηηu.

(3.3.6)

Por lo tanto,

‖(eeeuh, e
p
h)‖

2
N(T ) ≤ |T1|+ |T2| . (3.3.7)

A continuación, se tratará el término T1. Para esto, primero se expresa eeeu = uuu − uuuh y

ep = p− ph, y se obtiene

T1 =

∫

Ω

ν(θh)∇uuu : ∇eeeuh + Su(uuu,eee
u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JpKJephK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇uuu)eee
u
h −

∫

Ω

p∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · uuu

−

[

∫

Ω

ν(θh)∇uuuh : ∇eeeuh + Su(uuuh, eee
u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJephK

+

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇uuuh)eee
u
h −

∫

Ω

ph∇ · eeeuh +

∫

Ω

eph∇ · uuuh

]

.

Notar que
∫

Ω

eph∇ · uuu = 0

y que al ser (uuuh, ph) solución de la primera ecuación de (3.2.6) se tiene que

∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJephK +
∫

Ω

eph∇ · uuuh = 0.

Entonces,

T1 =

∫

Ω

ν(θh)∇uuu : ∇eeeuh + Su(uuu,eee
u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JpKJephK +
∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇uuu)eee
u
h −

∫

Ω

p∇ · eeeuh

−

[
∫

Ω

ν(θh)∇uuuh : ∇eeeuh + Su(uuuh, eee
u
h) +

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇uuuh)eee
u
h −

∫

Ω

ph∇ · eeeuh

]

.

Ahora nótese que al ser (uuuh, ph, θh) solución de (3.2.6) se tiene

∫

Ω

ν(θh)∇uuuh : ∇eeeuh + Su(uuuh, eee
u
h) +

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇uuuh)eee
u
h −

∫

Ω

ph∇ · eeeuh =

∫

Ω

θhggg · eee
u
h.
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Considerando esto, se suman y restan los términos
∫

Ω
ν(θ)∇uuu : ∇eeeuh y

∫

Ω
(ℓ(uuu, p) · ∇uuu)eeeuh y

se reordenan los términos de manera conveniente para obtener

T1 =

[
∫

Ω

ν(θ)∇uuu : ∇eeeuh +

∫

Ω

(ℓ(uuu, p) · ∇uuu)eeeuh −

∫

Ω

p · ∇eeeuh

]

−

∫

Ω

θhggg · eee
u
h

−

[∫

Ω

(ν(θ)− ν(θh))∇uuu : ∇eeeuh +

∫

Ω

(ℓ(uuu− uuuh, p− ph) · ∇uuu)eee
u
h

]

+ Su(uuu,eee
u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JpKJephK.

Como (uuu, p, θ) es solución de (3.1.1) se obtiene

T1 =

∫

Ω

(θ − θh)ggg · eee
u
h −

∫

Ω

(ν(θ)− ν(θh))∇uuu : ∇eeeuh −

∫

Ω

(ℓ(uuu− uuuh, p− ph) · ∇uuu)eee
u
h

+Su(uuu,eee
u
h) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JpKJephK.

(3.3.8)

Ahora, como p ∈ H1(Ω) se tiene que
∫

F
JpK = 0 para todo f ∈ EI . Luego, como eph ∈ P

0(K)

entonces
∑

F∈EI

τF

∫

F

JpKJephK = 0.

De aplicar lo anterior y los resultados (3.2.17), (3.2.25), (3.2.23) y (3.3.1) a (3.3.8) se tiene

|T1| ≤
(

C̃g ‖ggg‖0,Ω ‖θ − θh‖T (T ) + Cν,lipCν ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖θ − θh‖T (T )

+ C̃C2 ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖(eee
u, ep)‖N(T ) + Ch ‖uuu‖2,Ω

)

‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T ) .

(3.3.9)

A continuación, se acotará cada término que aparece en T2.

Utilizando (3.1.3), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definición de la norma HHH1(Ω) se

tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

ν(θh)∇ηηη
u : ∇eeeuh

∣

∣

∣

∣

≤ ν1 ‖ηηη
u‖1,Ω |eeeuh|1,Ω .

Notar que a partir de (2.2.3) se concluye que ‖ηηηu‖1,Ω ≤ Ch ‖uuu‖2,Ω. De esto y de la definición
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de la norma ‖(·, ·)‖N(T ) se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

ν(θh)∇ηηη
u : ∇eeeuh

∣

∣

∣

∣

≤ ν
−1/2
0 ν1C̃1h ‖uuu‖2,Ω ‖(eeeuh, e

p
h)‖N(T ) . (3.3.10)

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el término estabilizado y la defi-

nición de la norma ‖(·, ·)‖N(T ) se tiene

∣

∣

∣

∣

∣

Su(ηηη
u, eeeuh) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JηpKJephK
∣

∣

∣

∣

∣

≤



(Su(ηηη
u, ηηηu))1/2 +

(

∑

F∈EI

τF

∫

F

JηpK2
)1/2



 ‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T ) .

Ahora, a partir de las desigualdades (3.2.5) y (2.2.5) se puede concluir que Su(ηηη
u, ηηηu) ≤

Ch ‖uuu‖2,Ω y
∑

F∈EI
τF
∫

F
JηpK2 ≤ Ch ‖p‖1,Ω, respectivamente. Entonces, se tiene

∣

∣

∣

∣

∣

Su(ηηη
u, eeeuh) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

JηpKJephK
∣

∣

∣

∣

∣

≤ C̃2h
(

‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω

)

‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T ) . (3.3.11)

Ahora, dado que Πh es la proyección ortogonal en el espacio de funciones constantes a

trozos y que ∇ · eeeuh|K ∈ P
0(K), entonces se tiene de manera directa que

∫

Ω

ηp∇ · eeeuh = 0. (3.3.12)

Ahora, para acotar el término
∫

Ω
eph∇ · ηηηu, se descompone la integral sobre los elementos

de la malla, se integra por partes, se considera que eph|K ∈ P
0(K) para todo K ∈ Th y que

ηηηu|Γ = 0, luego se multiplica y divide por τ
1/2
F para luego utilizar la desigualdad de Cauchy-

Scwharz en L2(F ) y en R
|EI |, luego se considera la definición de la norma ‖(·, ·)‖N(T ) y que

‖ηηηu · nnn‖0,F ≤ ‖ηηηu‖0,F , y se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

eph∇ · ηηηu
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

K∈Th

∫

K

eph∇ · ηηηu

∣

∣

∣

∣

∣
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=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

K∈Th

[

−

∫

K

∇eph|Kηηη
u +

∫

∂K

ephηηη
u ·nnn

]

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑

F∈EI

∫

F

JephKηηηu · nnn
∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∑

F∈EI

(
∫

F

τF JephK
2

)1/2(∫

F

1

τF
(ηηηu ·nnn)2

)1/2
∣

∣

∣

∣

∣

≤

(

∑

F∈EI

τF

∫

F

JephK
2

)1/2(
∑

F∈EI

1

τF

∫

F

(ηηηu · nnn)2
)1/2

≤ ‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T )

(

∑

F∈EI

1

τF
‖ηηηu‖20,F

)1/2

.

Ahora, utilizando el hecho que τF = hF/12 y las desigualdades (2.2.1) y (2.2.3), se obtiene

de manera directa que 1
τF

‖ηηηu‖20,F ≤ Ch2K ‖uuu‖2HHH2(K), para todo F ∈ EI , donde F ∈ ∂K. Por

lo tanto, dada la regularidad de la malla, se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

eph∇ · ηηηu
∣

∣

∣

∣

≤ ‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T )

(

Ch2 ‖uuu‖2HHH2(Ω)

)1/2

.

Luego,
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

eph∇ · ηηηu
∣

∣

∣

∣

≤ C̃3h ‖(eee
u
h, e

p
h)‖N(T ) ‖uuu‖2,Ω . (3.3.13)

Para acotar el término
∫

Ω
(ℓ(uuuh, ph) · ∇ηηη

u)eeeuh se utiliza la desigualdad de Hölder,

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇ηηη
u)eeeuh

∣

∣

∣

∣

≤ ‖ℓ(uuuh, ph)‖LLL4(Ω) |ηηη
u|1,Ω ‖eeeuh‖L4(Ω) .

Ahora, se puede utilizar el resultado (3.2.12) para q = 4, y se tiene

‖ℓ(uuuh, ph)‖LLL4(Ω) ≤ C̄4 ‖(uuuh, ph)‖N(T ) ,

donde la constante C̄4 está dada en (3.2.12). Luego, utilizando este resultado, la estimación
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(3.2.30), inyección de Sobolev y desigualdad de Poincaré, se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇ηηη
u)eeeuh

∣

∣

∣

∣

≤ CuC̄4CembC̃P ‖θh,1‖T (T ) ‖ηηη
u‖1,Ω |eeeuh|1,Ω .

Luego, utilizando definición de normas y la desigualdad (2.2.3), se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇ηηη
u)eeeuh

∣

∣

∣

∣

≤ C̃4hν
−1/2
0 ‖θh,1‖T (T ) ‖uuu‖2,Ω ‖(eeeuh, e

p
h)‖N(T ) . (3.3.14)

Entonces, reemplazando (3.3.10), (3.3.11), (3.3.12), (3.3.13) y (3.3.14) en (3.3.6) se tiene

|T2| ≤ Ch
(

‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω

)

‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T ) . (3.3.15)

Ahora se reemplazan (3.3.9) y (3.3.15) en (3.3.7), y simplificando términos se obtiene

‖(eeeuh, e
p
h)‖N(T ) ≤ Ch(‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω) + (C1 ‖ggg‖0,Ω + C2 ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω))

∥

∥eθ
∥

∥

T (T )

+C3 ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖(eee
u, ep)‖N(T ) ,

(3.3.16)

donde

C1 = C̃g, C2 = Cν,lipCν , y C3 = C̃C2. (3.3.17)

A continuación, utilizando la propiedad (3.2.28) para eθh y (3.1.2), utilizando (3.1.16) y

utilizando la descomposición del error dada en (3.3.5) se obtiene

C̃co,θ

∥

∥eθh
∥

∥

2

T (T )
≤

∫

Ω

κ(θh)∇e
θ
h · ∇e

θ
h + Sθ(e

θ
h, e

θ
h)

≤

∫

Ω

κ(θh)∇e
θ
h · ∇e

θ
h + Sθ(e

θ
h, e

θ
h) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇e
θ
he

θ
h

≤

∫

Ω

κ(θh)∇e
θ · ∇eθh + Sθ(e

θ, eθh) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇e
θeθh

−

[∫

Ω

κ(θh)∇η
θ · ∇eθh + Sθ(η

θ, ηθ) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇η
θeθh

]

≤ T3 − T4,
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donde T3 y T4 están dados por

T3 =

∫

Ω

κ(θh)∇e
θ · ∇eθh + Sθ(e

θ, eθh) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇e
θeθh

y

T4 =

∫

Ω

κ(θh)∇η
θ · ∇eθh + Sθ(η

θ, ηθ) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇η
θeθh. (3.3.18)

Por lo tanto,
∥

∥eθh
∥

∥

2

T (T )
≤ C̃−1

co,θ (|T3|+ |T4|) . (3.3.19)

A continuación, se acota el término T3.

Para esto, se escribe eθ = θ − θh, se considera que (uuuh, ph, θh) es solución de (3.2.6), se

suman y restan los términos
∫

Ω
κ(θ)∇θ · ∇eθh y

∫

Ω
ℓ(uuu, p) · ∇θeθh, y finalmente se considera

que (uuu, p, θ) es solución de (3.1.1) y se obtiene

T3 =

∫

Ω

κ(θh)∇θ · ∇e
θ
h + Sθ(θ, e

θ
h) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇θe
θ
h

−

[
∫

Ω

κ(θh)∇θh · ∇e
θ
h + Sθ(θh, e

θ
h) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇θhe
θ
h

]

=

∫

Ω

κ(θh)∇θ · ∇e
θ
h + Sθ(θ, e

θ
h) +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇θe
θ
h

=

[
∫

Ω

κ(θ)∇θ · ∇eθh +

∫

Ω

ℓ(uuu, p) · ∇θeθh

]

+ Sθ(θ, e
θ
h)

−

[
∫

Ω

(κ(θ)− κ(θh))∇θ · ∇e
θ
h +

∫

Ω

ℓ(uuu− uuuh, p− ph) · ∇θe
θ
h

]

= −

∫

Ω

(κ(θ)− κ(θh))∇θ · ∇e
θ
h −

∫

Ω

ℓ(uuu− uuuh, p− ph) · ∇θe
θ
h + Sθ(θ, e

θ
h).

De los resultados (3.2.26), (3.2.24) y (3.3.2) se tiene

|T3|

≤
(

Cκ,lipCκ

∥

∥eθ
∥

∥

T (T )
‖θ‖W 1,∞(Ω) + C̃c2 ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖(eee

u, ep)‖N(T ) + Ch ‖θ‖2,Ω

)

∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
.

(3.3.20)

A continuación, se acotan los términos que aparecen en T4.
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Por (3.1.4), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definición de la norma H1(Ω) se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

κ(θh)∇η
θ · ∇eθh

∣

∣

∣

∣

≤ κ1
∥

∥ηθ
∥

∥

1,Ω

∥

∥eθh
∥

∥

1,Ω
.

Utilizando (2.2.3) y la definición de la norma ‖·‖T (T ) se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

κ(θh)∇η
θ · ∇eθh

∣

∣

∣

∣

≤ C̃1κ1κ
−1/2
0 h ‖θ‖2,Ω

∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
. (3.3.21)

Para el término de estabilización se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definición

de la norma ‖·‖T (T ) y se tiene

∣

∣Sθ(η
θ, eθh)

∣

∣ ≤ Sθ(η
θ, ηθ)1/2

∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
.

Luego, por (3.3.2) se tiene

∣

∣Sθ(η
θ, eθh)

∣

∣ ≤ C̃2h ‖θ‖2,Ω
∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
. (3.3.22)

Ahora, se acotará el término
∫

Ω
ℓ(uuuh, ph) · ∇η

θeθh. Para ello, los mismos pasos utilizados

para conseguir (3.3.14) se siguen, y se tiene

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇η
θeθh

∣

∣

∣

∣

≤ C̃3hκ
−1/2
0 ‖θh,1‖T (T ) ‖θ‖2,Ω

∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
. (3.3.23)

Entonces, reemplazando (3.3.21), (3.3.22) y (3.3.23) en (3.3.18) se tiene

|T4| ≤ Ch ‖θ‖2,Ω
∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
(3.3.24)

Ahora se reemplazan (3.3.20) y (3.3.24) en (3.3.19), y simplificando términos se obtiene

∥

∥eθh
∥

∥

T (T )
≤ Ch ‖θ‖2,Ω + C4

∥

∥eθ
∥

∥

T (T )
‖θ‖W 1,∞(Ω) + C5 ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖(eee

u, ep)‖N(T ) , (3.3.25)

donde

C4 = C̃−1
co,θCκ,lipCκ, y C5 = C̃−1

co,θC̃c2. (3.3.26)
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De esta manera, en las expresiones (3.3.16) y (3.3.25) se ha conseguido acotar las normas

discretas de las componentes eeeuh, e
p
h y eθh de los errores en velocidad, presión y tempera-

tura, respectivamente. Ahora, considerando argumentos ya utilizados en las deducciones

anteriores, no es dif́ıcil probar que

‖(ηu, ηp)‖N(T ) ≤ Ch(‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω), (3.3.27)
∥

∥ηθ
∥

∥ ≤ Ch ‖θ‖2,Ω . (3.3.28)

Entonces, a partir de la desigualdad triangular y de (3.3.16), (3.3.25), (3.3.27) y (3.3.28),

se tiene

‖(eeeu, ep)‖N(T ) +
∥

∥eθ
∥

∥

T (T )
≤ Ch(‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω + ‖θ‖2,Ω)

+ (C1 ‖ggg‖0,Ω + C2 ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω))
∥

∥eθ
∥

∥

T (T )

+ C3 ‖uuu‖WWW 1,∞(Ω) ‖(eee
u, ep)‖N(T )

+ C4

∥

∥eθ
∥

∥

T (T )
‖θ‖W 1,∞(Ω) + C5 ‖θ‖W 1,∞(Ω) ‖(eee

u, ep)‖N(T ) .

Entonces, por la hipótesis (3.3.3), se tiene

‖(eeeu, ep)‖N(T ) +
∥

∥eθ
∥

∥

T (T )
≤ Ch(‖uuu‖2,Ω + ‖p‖1,Ω + ‖θ‖2,Ω)

+M(C1 + C2 + C4)
∥

∥eθ
∥

∥

T (T )
+M(C3 + C5) ‖(eee

u, ep)‖N(T )

Luego, si

M ≤ mı́n{
1

C1 + C2 + C4

,
1

C3 + C5

}, (3.3.29)

donde C1, C2, C3, C4 y C5 están dados en (3.3.17) y (3.3.26), entonces se tiene (3.3.4).

Notar que este resultado nos asegura la convergencia cuando se considera el campo de

velocidad uuuh conforme entregado por el método, el cual no es a divergencia nula, pero no

implica que el campo a divergencia nula no conforme que se obtiene a partir de una modi-

ficación de la solución vaya a tener el mismo orden de convergencia. Por ello, es necesario

verificar que el campo ℓ(uuuh, ph) cuente con el mismo orden de convergencia obtenido. Esto

es demostrado en el siguiente Teorema.
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Teorema 25. Bajo las hipótesis del Teorema 24 se tiene que

(

∑

K∈Th

|uuu− ℓ(uuuh, ph)|
2
1,K

)1/2

≤ C ‖(uuu− uuuh, p− ph)‖N(T )

Demostración. Considerando que ℓ(uuu, p) = uuu, el resultado (3.2.11) y la definición de la

norma ‖(·, ·)‖N(T ) se tiene

∑

K∈Th

|uuu− ℓ(uuuh, ph)|
2
1,K =

∑

K∈Th

|ℓ(uuu, p)− ℓ(uuuh, ph)|
2
1,K

=
∑

K∈Th

|ℓ(uuu− uuuh, p− ph)|
2
1,K

≤ C̄2

(

|uuu− uuuh|
2
1,Ω +

∑

F∈EI

τF ‖Jp− phK‖20,F

)

≤ C ‖(uuu− uuuh, p− ph)‖
2
N(T ) .

Luego, el orden de convergencia no se ve afectado cuando la velocidad considerada es el

campo a divergencia nula ℓ(uuuh, ph).
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4. IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICA

En este caṕıtulo se detalla la implementación numérica de la teoŕıa desarrollada para ciertos

esquemas estabilizados existentes. Se detallarán los algoritmos a utilizar para la correcta

implementación computacional de los esquemas numéricos a probar. Se utilizaran ejemplos

con soluciones anaĺıticas conocidas en 2 dimensiones para poder medir convergencia de las

soluciones numéricas y contrastar con los ordenes de convergencia dados por la teoŕıa.

El problema que se considerará corresponde a una pequeña generalización, la cual corres-

ponde a

−div(ν(θ)∇uuu) + (uuu · ∇)uuu+∇p = fff + gggθ en Ω,

div uuu = 0 en Ω,

−div(κ(θ)∇θ) + uuu · ∇θ = ξ en Ω,

uuu = 000 en Γ,

θ = θD en Γ,

(4.0.1)

donde fff ∈ L2(Ω)2 y ξ ∈ L2(Ω).

Esta generalización es necesaria ya que las funciones fff y ξ incorporadas en los lados dere-

chos de las ecuaciones del problema son tomadas de tal forma que la solución exacta del

problema sea una función anaĺıtica conocida. De esta manera, estas soluciones exactas se

puedan comparar las soluciones numéricas, y aśı es posible medir la convergencia del error.

4.0.1. Algoritmos

En esta sección se detallan los algoritmos computacionales implementados para la resolu-

ción numérica del problema (4.0.1) por medio del método propuesto en este trabajo.

El algoritmo de resolución propuesto se basa en un esquema de punto fijo, el cual es
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presentado en el Algoritmo 1. Ahora, dentro del algoritmo principal, es que se realizan

los siguientes sub-algoritmos:

Algoritmo 2: Dado θ0h ∈ Vh, se obtiene (uuu0h, p
0
h) solución del siguiente problema de

Stokes, basado en la siguiente discretización estabilizada de elementos finitos:

A(θ0h;uuu
0
h, vvvh)− B(vvvh, p

0
h) + Su(uuu

0
h, vvvh) = (fff + gggθ0h, vvvh), ∀vvvh ∈ VVV 0

h,

B(uuu0h, qh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

q
p0h

y
JqhK = 0, ∀q ∈ Qh.

Algoritmo 3: En base a la solución anterior, se obtiene un campo de velocidades a

divergencia nula mediante un post-proceso, dado por uuuph = ℓ(uuu0h, p
0
h).

Si ggg ∈ R
d y ‖ggg‖ ≥ 103, en la solución del campo de velocidad aparecen fenómenos

llamados recirculaciones que dificultan la convergencia del algoritmo de punto fijo, por

lo cual en este caso se implementa el Algoritmo 4, que corresponde a un algoritmo

de continuación que permite obtener una solución inicial más cercana a la solución

del problema (ver [33, IV, Sección 6.3]).

Algoritmo 5: En base a los datos iniciales anteriores, para todo i = 0, . . . se realiza

el siguiente esquema de punto fijo.

• Algoritmo 6: En base a la solución del paso de punto fijo anterior, se obtiene

θi+1
h solución del siguiente problema de Advección-Difusión:

a(θih; θ
i+1
h , ψh) + c(uuuph; θ

i+1
h , ψh) + Sθ(θ

i+1
h , ψh) = (ξ, ψh), ∀ψh ∈ Vh,

θi+1
h = ih(θD), en Γ.

• Algoritmo 7: En base a la solución del paso de punto fijo anterior, y de la

temperatura obtenida en el algoritmo anterior, se obtiene (uuui+1
h , pi+1

h ) solución

del siguiente problema de Oseen:

A(θi+1
h ;uuui+1

h , vvvh) + C(uuuph;uuu
i+1
h , vvvh)− B(vvvh, p

i+1
h ) + Su(uuu

i+1
h , vvvh)

= (fff + gggθi+1
h , vvvh), ∀vvvh ∈ VVV 0

h,
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B(uuui+1
h , qh) +

∑

F∈EI

τF

∫

F

q
pi+1
h

y
JqhK = 0, ∀q ∈ Qh.

• Algoritmo 3: Se obtiene un campo de velocidades a divergencia nula mediante

un post-proceso, dado por uuuph = ℓ(uuui+1
h , pi+1

h ).

• Actualización:

◦ (uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ) = (uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ),

◦ Si es necesario, en casos donde la presencia de recirculaciones ralentice la

convergencia, se aplica el Algoritmo 8, que corresponde un proceso llama-

do “damping”, dado por una combinación convexa entre la solución obtenida

en el paso i+ 1 y la obtenida en el paso i:

(uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ) = (uuuih, p
i
h, θ

i
h,uuu

p,i
h ) + wi(uuu

i+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ),

donde wi ∈ [0, 1].

• Si se cumple criterio de convergencia, se detiene la iteración de punto fijo.

La solución es (uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ) .

Notar que la solución entregada por este algoritmo (uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ) no incluye un campo

de velocidades a divergencia nula. Un campo de divergencia nula es obtenido sólo después

de la aplicación del post-proceso descrito.

A continuación se presentan los algoritmos descritos anteriormente escritos en pseudo-

código.
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Algoritmo 1 Algoritmo de Punto Fijo y Refinamiento

Input: Una malla inicial T 0
h , funciones ν y κ, una tolerancia tol y funciones fff , ggg = [g1, g2]

y ξ.

Th = T 0
h

2: for i = 0, . . . do

if i = 0 then

4: θ0h = 0

else

6: θ0h es la interpolación de la solución θh de la malla anterior en la nueva malla

end if

8: (uuu0h, p
0
h) = Stokes(Th,fff,ggg, θ

0
h,ν)

uuup,0h = PostProceso(Th, (uuu
0
h, p

0
h, θ

0
h))

10: if g ∈ R
d : ‖ggg‖ ≥ 103 then

(uuu0h, p
0
h, θ

0
h,uuu

p,0
h ) = Continuación (Th,fff,ggg, θh,ν, κ,(uuu

0
h, p

0
h, θ

0
h),uuu

p,0
h , tol)

12: end if

(uuuh, ph, θh,uuu
p
h) = PuntoFijo(Th,fff,ggg, ξ,ν, κ,(uuu

0
h, p

0
h, θ

0
h),uuu

p,0
h ,tol)

14: return (uuuh, ph, θh)

return |uhuhuh − uuu|Ω, ‖ph − p‖0,Ω y ‖θh − θ‖0,Ω

16: Th=refinación de Th

end for

Output: (uuuh, ph, θh)

Algoritmo 2 (uuuh, ph) = Stokes (Th,fff,ggg, θh,ν)

1: Calcular la solución (uuuh, ph) ∈ VVV
0
h ×Qh del sistema lineal

A(θh;uuuh, vvvh)− B(vvvh, ph) + Su(uuuh, vvvh) = (fff + gggθh, vvvh), ∀vvvh ∈ VVV 0
h

B(uuuh, qh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = 0, ∀qh ∈ Qh

2: return (uuuh, ph)
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Algoritmo 3 uuuph = PostProceso (Th, (uuuh, ph, θh))

1: uuuph = uuuh +
∑

K∈Th

∑

F∈EI∩EK
τF JphKϕϕϕF

2: return uuuph

Algoritmo 4 (uuu0h, p
0
h, θ

0
h,uuu

p,0
h ) = Continuación (Th,fff,ggg, θh,ν, κ,(uuu

0
h, p

0
h, θ

0
h),uuu

p,0
h , tol)

1: Sea {gggi}
N
i=1, donde 103 ≤ ‖gggi‖ ≤ ‖gggi+1‖ y gggN = ggg,

2: for i = 1, . . . , i = N do

3: (uuuh, ph, θh,uuu
p
h) =PuntoFijo(Th,fff,gggi, ξ,ν, κ,(uuu

0
h, p

0
h, θ

0
h),uuu

p,0
h ,tol)

4: (uuu0h, p
0
h, θ

0
h,uuu

p,0
h ) = (uuuh, ph, θh,uuu

p
h)

5: end for

6: return (uuu0h, p
0
h, θ

0
h,uuu

p,0
h )

Algoritmo 5 (uuuh, ph, θh,uuu
p
h) = PuntoFijo (Th,fff,ggg, ξ,ν, κ,(uuu

0
h, p

0
h, θ

0
h),uuu

p,0
h ,tol)

i = 0

2: while norma< tol do

θi+1
h = A-D (Th,ξ,κ,θ

i
h,uuu

p,i
h )

4: (uuui+1
h , pi+1

h ) = Oseen (Th,fff,ggg, θ
i+1
h ,uuup,ih ,ν)

uuup,i+1
h = PostProceso(Th, (uuu

i+1
h , pi+1

h , θi+1
h ))

6: norma=

(

‖uuui+1
h

−ui
h‖

2

Rd
+‖pi+1

h
−pi

h‖
2

Rd
+‖θi+1

h
−θi

h‖
2

Rd

‖uuui
h‖

2

Rd
+‖pih‖

2

Rd
+‖θih‖

2

Rd

)1/2

En caso de ser necesario,

(uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ) = Damping (uuuih, p
i
h, θ

i
h,uuu

p,i
h ,uuu

i+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h )

8: i = i+ 1

end while

10: (uuuh, ph, θh,uuu
p
h) = (uuuih, p

i
h, θ

i
h,uuu

p,i
h )

return (uuuh, ph, θh)
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Algoritmo 6 θh = A-D (Th,ξ,κ,ϕh,uuu
p
h)

1: Calcular la solución θh del sistema lineal

a(ϕh; θh, ψh) + c(uuuph; θh, ψh) + Sθ(θh, ψh) = (ξ, ψh)

−a(ϕh; ihθD, ψh)− c(uuuph; ihθD, ψh)− Sθ(ihθD, ψh), ∀ψh ∈ Vh

2: θh = θh + ih(θD)

3: return θh

Algoritmo 7 (uuuh, ph) = Oseen (Th,fff,ggg, θh,uuu
p
h,ν)

1: Calcular la solución (uuuh, ph) ∈ VVV
0
h ×Qh del sistema lineal

A(θh;uuuh, vvvh) + C(uuuph;uuuh, vvvh)− B(vvvh, ph) + Su(uuuh, vvvh) = (fff + gggθh, vvvh), ∀vvvh ∈ VVV 0
h

B(uuuh, qh) +
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK = 0, ∀qh ∈ Qh

2: return (uuuh, ph)

Algoritmo 8 (uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ) = Damping (uuuih, p
i
h, θ

i
h,uuu

p,i
h ,uuu

i+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h )

wi = f(i) ∈ (0, 1)

(uuui+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h ) = (uuuih, p
i
h, θ

i
h,uuu

p,i
h ) + wi(uuu

i+1
h , pi+1

h , θi+1
h ,uuup,i+1

h )

4.1. Esquemas Estabilizados

En esta sección se detallará los diferentes esquemas estabilizados a implementar, creados a

partir de esquemas estabilizados existentes en la literatura para las ecuaciones de Navier-

Stokes y la ecuación de Advección-Difusión, para los espacios de elementos finitos P12×P
0

y P
1 respectivamente.
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4.1.1. Esquemas estabilizados para las ecuaciones de Navier - Stokes

Recordar que con la discretización utilizada, la parte Navier-Stokes del problema es

∫

Ω

ν(θh)∇uuuh : ∇vvvh +

∫

Ω

(ℓ(uuuh, ph) · ∇uuuh)vvvh −

∫

Ω

ph∇ · vvvh +

∫

Ω

qh∇ · uuuh

+
∑

F∈EI

τF

∫

F

JphKJqhK + Su(uuuh, vvvh) =

∫

Ω

(fff + θhggg) · vvvh, (4.1.1)

(4.1.2)

Para el término estabilizador Su se consideran los siguientes casos:

Su(uuu,vvv) = 0. Esto significa que sólo se considera la acción estabilizadora del término

de salto de presión, lo que equivale al método propuesto en [6]. En este caso no es

necesario verificar que se cumplan las propiedades exigidas a Su en la Sección 3.2.

Su(uuu,vvv) =
∑

K∈Th

µK(∇ · uuu,∇ · vvv)K , (4.1.3)

donde µK es tal que

µK ∼ hK .

Ahora, es necesario comprobar que la forma Su dada por (4.1.3) cumpla las propieda-

des descritas en la sección 3.2. No es dif́ıcil ver que Su es una forma bilineal, simétrica

y semi-definida positiva.

Ahora, sean uuu,vvv ∈ H1(Ω), de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para inte-

grales y sumatorias se tiene

Su(uuu,vvv) ≤

(

∑

K∈Th

µK ‖kkkh∇ · uuu‖20,K

)1/2(
∑

K∈Th

µK ‖kkkh∇ · vvv‖20,K

)1/2

≤ Su(uuu,uuu)
1/2Su(vvv,vvv)

1/2.

Con esto, se tiene (3.2.2). Las propiedades (3.2.4) y (3.2.5) pueden hallarse en [51,

Lema 4.6] y [51, Teorema 4.8] respectivamente.
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4.1.2. Esquemas estabilizados para la ecuación de Advección-Difusión

Recordar que con la discretización utilizada, la parte correspondiente a la ecuación de

Advección Difusión es:

∫

Ω

κ(θh)∇θh · ∇ψh +

∫

Ω

ℓ(uuuh, ph) · ∇θhψh + Sθ(θh, ψh) =

∫

Ω

ξψh, (4.1.4)

θh = ih(θD) en Γ,

Para este trabajo, se considera Sθ dado por:

Sθ(θ, ψ) =
∑

F∈EI

τ̄F

∫

F

J∂nnnθKJ∂nnnψK, (4.1.5)

donde τ̄F = h2F y para todo F ∈ EK ∩ E ′
K

J∂nnnθK = ∇θ|K ·nnnK
F +∇θ|K ′ ·nnnK ′

F .

Este esquema equivale al método Edge-Stabilization propuesto en [19].

Ahora, es necesario probar que Sθ dada en (4.1.5) cumple todas las propiedades especifi-

cadas en 3.2.

En primer lugar, es claro que Sθ es una forma bilineal, simétrica y semidefinida positiva.

Ahora, sean θ, ψ ∈ H1(Ω). Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales y

sumatorias se tiene

|Sθ(θ, ψ)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

F∈EI

τ̄F

∫

F

J∂nnnθKJ∂nnnψK
∣

∣

∣

∣

∣

≤
∑

F∈EI

τ̄
1/2
F

(
∫

F

J∂nnnθK2
)1/2

τ̄
1/2
F

(
∫

F

J∂nnnψK2
)1/2

≤

(

∑

F∈EI

τ̄F

∫

F

J∂nnnθK2
)1/2(

∑

F∈EI

τ̄F

∫

F

J∂nnnψK2
)1/2

= Sθ(θ, θ)
1/2Sθ(ψ, ψ)

1/2.
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Luego, se cumple (3.2.3). Ahora se probará (3.2.4). Sea ψ ∈ H2(Ω). Notar que ∂nnnψ ∈

H1(Ω). Entonces,

J∂nnnψK = 0.

Luego,

Sθ(ψ, ψ) = 0,

por lo que la propiedad (3.2.4) se satisface. La propiedad (3.2.5) puede encontrarse en [19,

Lema 8].

4.2. Ejemplos numéricos

En esta sección se especifican los ejemplos utilizados para testear el método y los resultados

correspondientes. Primero se muestran resultados para soluciones con condición Dirichlet

para la velocidad y la temperatura, en los cuales las funciones fff y ξ son escogidas para

que las soluciones exactas del problema sean conocidas. En estos casos se muestran vistas

gráficas de las solucione snuméricas obtenidas además de gráficos de convergencia del error.

Luego, se mostrarán resultados para ejemplos (ejemplos 6 y 7) que se escapan de la teoŕıa

estudiada, donde el lado derecho del sistema es homogéneo, pero se tiene una temperatura

con condición dirichlet en un subconjunto de la frontera y condición neumann en otro.

Además, en el ejemplo 6, la ecuación de fluidos corresponde a una ecuación de stokes.

El ejemplo 6 es tomado de [38] con el fin de comparar el desempeño de ambos métodos;

mientras que el ejemplo 7 es tomado de [50]. En estos ejemplos las soluciones exactas no

son conocidas, por lo que los resultados obtenidos son validados a partir de la comparación

con los resultados obtenidos en las respectivas referencias de las cuales fueron tomados

dichos ejemplos. En todos los casos se ha escogido ggg = (0, 1), a excepción de los ejemplos

6 y 7, donde ggg = (0, Ra), donde Ra es el número de Rayleigh.

Los primeros 4 ejemplos son realizados sobre refinaciones regulares de la malla inicial del

dominio Ω = (0, 1) × (0, 1) dada en la Figura 4.1 (a). El ejemplo 5 es realizado sobre
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refinaciones regulares de la malla inicial del dominio Ω = (−1, 1) × (−1, 1) dada en la

Figura 4.1 (b).

(a) (b)

Fig. 4.1: (a): Malla inicial para el dominio Ω = (0, 1) × (0, 1), utilizada en los ejemplos 1,2,3,4.
(b): Malla inicial para el dominio Ω = (−1, 1) × (−1, 1), utilizada en el ejemplo 5.

Todos los resultados mostrados fueron obtenidos considerando Su(uuu,vvv) = 0 y Sθ dado por

(4.1.5). Además, en el ejemplo 5, se muestran resultados de convergencia y valores de la

divergencia para una solución obtenida considerando Su dado por (4.1.3).

En cada ejemplo se muestran representaciones gráficas de las soluciones numéricas obteni-

das junto a las soluciones anaĺıticas, además de gráficos que muestran la convergencia de

las soluciones numéricas utilizando el error medido en las normas correspondientes.

Para esta sección se define la siguientes normas, conocidas como “norma enerǵıa”:

|||uuu|||2Ω = ν0 |uuu|
2
H1(Ω) + ‖uuu‖2L2(Ω) , ∀uuu ∈HHH1(Ω),

|||θ|||2Ω = κ0 |θ|
2
H1(Ω) + ‖θ‖2L2(Ω) , ∀θ ∈ H1(Ω).

Además, se define la siguiente norma dependiente de la malla para la solución completa
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del método:

‖(uuu, p, θ)‖2
Th

= ‖(uuu, p)‖2N(T ) + ‖θ‖2T (T ) , ∀(uuu, p, θ) ∈HHH1
0(Th)×H1

0 (Th)×H1(Ω).

Se denotaran los errores en cada variable como sigue:

eeeu = uuu− uuuh, eee
u,p = uuu− ℓ(uuuh, ph), e

p = p− ph, e
θ = θ − θh.

Los resultados fueron obtenidos a partir de códigos realizados en el lenguaje C++, donde

la resolución de sistemas lineales se hizo utilizando el solver de sistemas sparse MUMPS [2],

las integraciones numéricas fueron realizadas utilizando reglas de cuadratura de Gauss, y

los resultados gráficos fueron hechos con Matlab ( [34]) en el caso de la visualización de

los errores y con ParaView [35] en el caso de la visualización de las soluciones. En estas

visualizaciones, Ndof denotará los grados de libertad del sistema. Para las iteraciones de

punto fijo, se utilizó una tolerancia tol = 10−9 (ver Algoritmo 5).
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4.2.1. Ejemplos con condiciones de frontera Dirichlet

Ejemplo 1

Se toma el dominio Ω = (0, 1)× (0, 1), y se escoge fff , ξξξ y θD tal que

uuu(x, y) =

(

2x2y(2y − 1)(x− 1)2(y − 1)

−2xy2(2x− 1)(x− 1)(y − 1)2

)

,

p(x, y) = ey(x− 0,5)3, θ(x, y) = x2 + y4,

ν(θ) = e−θ, κ(θ) = eθ.

En la Tabla 4.1 se muestra que la solución no conforme es a divergencia nula en todo Ω

para cada malla, en comparación al valor de la divergencia para uuuh. En las Figuras 4.2 se

muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 1 y en la

Figura 4.3 se muestran gráficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoŕıa.
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Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

55 0.00131 2.17e-19

127 0.000724 5.42e-19

263 0.000305 1.08e-18

566 0.000204 3.25e-19

1214 5.39e-05 4.34e-19

2594 3.89e-05 2.71e-19

5536 8.96e-06 2.78e-19

11845 6.01e-06 4.47e-19

25187 1.59e-06 1.97e-19

53749 8.31e-07 1.47e-19

114164 2.36e-07 1.49e-19

242747 1.09e-07 3.52e-19

518718 3.2e-08 1.1e-19

1109023 1.39e-08 6.78e-20

Tab. 4.1: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la divergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 1 en cada elemento para cada malla.
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Fig. 4.2: Solución de elementos finitos para el ejemplo 1: (a) y (b) son las representaciones gráfi-
cas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)| respectivamente; (d) y (e) representan las ĺıneas de campo de
uuuh y ℓ(uuuh, ph) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones gráficas de ph y θh
respectivamente; (f) y (h) muestran las ĺıneas de contorno de ph y θh. La malla utilizada
está conformada por 222014 nodos y 442981 elementos.
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Fig. 4.3: Gráficas de convergencia para el ejemplo 1: (a) y (b) muestran convergencia en norma L2

y enerǵıa de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (c) muestra convergencia para ph en norma
L2 y considerando el término de salto

∑

F∈EI
τF ‖JepK‖20,F ; (d) muestra convergencia de

θh en norma L2 y enerǵıa, y el valor de Sθ(e
θ, eθ); (e) muestra convergencia en la norma

∥

∥(eeeu, ep, eθ)
∥

∥

Th
.
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Ejemplo 2

Se toma el dominio Ω = (0, 1)× (0, 1), y se escoge fff , ξξξ y θD tal que

uuu(x, y) =

(

∂h

∂y
−
∂h

∂x

)T

, donde h(x, y) =

(

y(y − 1)

(

x−
e−

1−x
ν − e−

1
ν

1− e−
1
ν

))2

,

p(x, y) = x2y2(x− 1)(y − 1)− 1/144, θ(x, y) = xy(x− 1)(y − 1).

Este caso es testeado considerando κ = 1 fijo y ν = 10−2. De esta manera se puede ver

el comportamiento del método ante la aparición de capas ĺımites en la velocidad. De esta

forma, se puede ver de manera aislada el desempeño de los términos estabilizadores para

las ecuaciones de Navier-Stokes.

En la Tabla 4.2 se muestra que la solución no conforme es a divergencia nula en todo Ω

para cada malla, en comparación al valor de la divergencia para uuuh. En las Figuras 4.4 se

muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 2 y en la

Figura 4.5 se muestran gráficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoŕıa.
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Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

55 0.000452 1.14e-18

127 0.000547 1.9e-18

263 0.000542 1.19e-18

566 0.000504 1.08e-18

1214 0.000518 5.2e-18

2594 0.000452 3.47e-18

5536 0.00075 4.34e-18

11845 0.000992 4.34e-18

25187 0.000945 1.1e-17

53749 0.000863 9.54e-18

114164 0.000644 1.04e-17

242747 0.000423 2.31e-17

518718 0.000226 2.54e-17

1109023 0.000112 1.96e-17

2386416 4.91e-05 1.26e-17

Tab. 4.2: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la ddivergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 2 en cada elemento para cada malla.

77



78

2.304

   0

 3.1

0.768

1.536

|uuuh|

(a)

2.305

   0

 3.1

0.768

1.537

|ℓ(uuuh, ph)|

(b)

0.0059

0.012

-0.0082

0.015

-0.0059

0

ph

(c)

(d) (e) (f)

0.047

   0

0.062

0.016

0.031

θh

(g) (h)

Fig. 4.4: Solución de elementos finitos para el ejemplo 2: (a) y (b) son las representaciones gráfi-
cas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)| respectivamente; (d) y (e) representan las ĺıneas de campo de
uuuh y ℓ(uuuh, ph) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones gráficas de ph y θh
respectivamente; (f) y (h) muestran las ĺıneas de contorno de ph y θh. La malla utilizada
está conformada por 477599 nodos y 953619 elementos.
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Fig. 4.5: Gráficas de convergencia para el ejemplo 2: (a) y (b) muestran convergencia en norma L2

y enerǵıa de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (c) muestra convergencia para ph en norma
L2 y considerando el término de salto

∑

F∈EI
τF ‖JepK‖20,F ; (d) muestra convergencia de

θh en norma L2 y enerǵıa, y el valor de Sθ(e
θ, eθ); (e) muestra convergencia en la norma

∥

∥(eeeu, ep, eθ)
∥

∥

Th
.
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Ejemplo 3

Se toma el dominio Ω = (0, 1)× (0, 1), y se escoge fff , ξξξ y θD tal que

uuu(x, y) =

(

2x2y(2y − 1)(x− 1)2(y − 1)

−2xy2(2x− 1)(x− 1)(y − 1)2

)

,

p(x, y) = x2y2(x− 1)(y − 1)− 1/144, θ(x, y) = y(y − 1)

(

x−
e−

1−x
ν − e−

1
ν

1− e−
1
ν

)

.

Este caso es testeado considerando ν = 1 fijo y los casos cuando κ = 10−2 . De esta

manera se puede ver el comportamiento del método ante la aparición de capas ĺımites en la

temperatura. De esta manera, se puede ver de manera aislada el desempeño de los términos

estabilizadores para la ecuación de Advección-Difusión.

En la Tabla 4.3 se muestra que la solución no conforme es a divergencia nula en todo Ω

para cada malla, en comparación al valor de la divergencia para uuuh. En las Figuras 4.6 se

muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 3 y en la

Figura 4.7 se muestran gráficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoŕıa.
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Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

55 0.00175 4.34e-19

127 0.000793 1.25e-18

263 0.00038 4.34e-19

566 0.000194 5.56e-19

1214 6.4e-05 3.79e-19

2594 3.05e-05 3.79e-19

5536 9.22e-06 2.17e-19

11845 4.45e-06 2.85e-19

25187 1.35e-06 1.9e-19

53749 6.06e-07 1.36e-19

114164 1.74e-07 1.32e-19

242747 7.92e-08 1.25e-19

518718 2.19e-08 1.12e-19

1109023 1.01e-08 7.79e-20

Tab. 4.3: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la divergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 3 en cada elemento para cada malla.

81



82

0.009

   0

0.012

0.003

0.006
replacements

|uuuh|

(a)

0.009

   0

0.012

0.003

0.006

|ℓ(uuuh, ph)|

(b)

0.0059

0.012

-0.0082

0.015

-0.0059

0

ph

(c)

(d) (e) (f)

-0.059

-0.24

   0

-0.18

-0.12

θh

(g) (h)

Fig. 4.6: Solución de elementos finitos para el ejemplo 3: (a) y (b) son las representaciones gráfi-
cas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)| respectivamente; (d) y (e) representan las ĺıneas de campo de
uuuh y ℓ(uuuh, ph) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones gráficas de ph y θh
respectivamente; (f) y (h) muestran las ĺıneas de contorno de ph y θh. La malla utilizada
está conformada por 222014 nodos y 442981 elementos.
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Fig. 4.7: Gráficas de convergencia para el ejemplo 3: (a) y (b) muestran convergencia en norma L2

y enerǵıa de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (c) muestra convergencia para ph en norma
L2 y considerando el término de salto

∑

F∈EI
τF ‖JepK‖20,F ; (d) muestra convergencia de

θh en norma L2 y enerǵıa, y el valor de Sθ(e
θ, eθ); (e) muestra convergencia en la norma

∥

∥(eeeu, ep, eθ)
∥

∥

Th
.
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Ejemplo 4

Se toma el dominio Ω = (0, 1)× (0, 1), y se escoge fff , ξξξ y θD tal que

uuu(x, y) =

(

∂h

∂y
−
∂h

∂x

)T

, donde h(x, y) =

(

y(y − 1)

(

x−
e−

1−x
ν − e−

1
ν

1− e−
1
ν

))2

,

p(x, y) = x2y2(x− 1)(y − 1)− 1/144, θ(x, y) = y(y − 1)

(

x−
e−

1−x
ν − e−

1
ν

1− e−
1
ν

)

.

Este caso es testeado considerando ν = κ = 10−2. De esta manera se puede ver el compor-

tamiento del método ante la aparición de capas ĺımites tanto en la velocidad como en la

temperatura. De esta forma, se puede ver de manera conjunta el desempeño de los términos

estabilizadores para las ecuaciones de Navier-Stokes y de Advección-Difusión.

En la Tabla 4.4 se muestra que la solución no conforme es a divergencia nula en todo Ω

para cada malla, en comparación al valor de la divergencia para uuuh. En las Figuras 4.8 se

muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 4 y en la

Figura 4.9 se muestran gráficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoŕıa.
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Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

55 0.00127 2.17e-18

127 0.0006 4.34e-18

263 0.000943 3.04e-18

566 0.000514 3.9e-18

1214 0.000621 5.2e-18

2594 0.000455 6.94e-18

5536 0.000761 3.9e-18

11845 0.000983 8.67e-18

25187 0.000949 1.25e-17

53749 0.000863 9e-18

114164 0.000645 2.26e-17

242747 0.000423 2.14e-17

518718 0.000226 1.08e-17

1109023 0.000112 6.23e-17

2386416 4.91e-05 9.78e-18

5145533 2.03e-05 1.06e-17

Tab. 4.4: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la divergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 4 en cada elemento para cada malla.
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Fig. 4.8: Solución de elementos finitos para el ejemplo 4: (a) y (b) son las representaciones gráfi-
cas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)| respectivamente; (d) y (e) representan las ĺıneas de campo de
uuuh y ℓ(uuuh, ph) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones gráficas de ph y θh
respectivamente; (f) y (h) muestran las ĺıneas de contorno de ph y θh. La malla utilizada
está conformada por 1029526 nodos y 2056955 elementos.
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Fig. 4.9: Gráficas de convergencia para el ejemplo 4: (a) y (b) muestran convergencia en norma L2

y enerǵıa de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (c) muestra convergencia para ph en norma
L2 y considerando el término de salto

∑

F∈EI
τF ‖JepK‖20,F ; (d) muestra convergencia de

θh en norma L2 y enerǵıa, y el valor de Sθ(e
θ, eθ); (e) muestra convergencia en la norma
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∥(eeeu, ep, eθ)
∥

∥

Th
.
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Ejemplo 5

Se toma el dominio Ω = (−1, 1)× (−1, 1), y se escoge fff , ξξξ y θD tal que

uuu(x, y) =

(

sin(πy)

sin(πx)

)

,

p(x, y) = sin(xy), θ(x, y) = 5 cos(πxy),

ν(θ) = e−θ, κ(θ) = eθ.

En la Tabla 4.5 se muestra que la solución no conforme es a divergencia nula en todo Ω

para cada malla, en comparación al valor de la divergencia para uuuh. En las Figuras 4.10

se muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 5 y

en las Figura 4.11 y 4.12 se muestran gráficas con los errores obtenidos en cada malla en

distintas normas comparados con la convergencia predicha en la teoŕıa.
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Su(uuu,vvv) = 0 Su(uuu,vvv) =
∑

hK(∇ · uuu,∇ · vvv)

Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K | máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

147 0.147 1.39e-16 0.141 2.01e-16

335 0.0533 1.8e-16 0.042 1.11e-16

727 0.0122 1.67e-16 0.012 1.48e-16

1583 0.00393 5.72e-16 0.00338 9.02e-17

3367 0.00164 1.32e-16 0.00158 1.39e-16

7119 0.000554 1.67e-16 0.000549 1.18e-16

14767 0.000178 1.01e-16 0.000175 7.98e-17

30411 6.87e-05 1.7e-16 6.82e-05 5.9e-17

62027 2e-05 5.9e-17 1.93e-05 5.9e-17

125995 6.36e-06 8.63e-17 5.33e-06 3.64e-17

254627 2.58e-06 7.63e-17 2.32e-06 2.95e-17

513403 8.72e-07 1.2e-16 6.76e-07 3.12e-17

1032387 3.24e-07 4.16e-17 2.93e-07 2.17e-17

2073419 1.13e-07 6.05e-17 8.82e-08 2.1e-17

4158387 4.05e-08 2.73e-17 3.67e-08 1.24e-17

Tab. 4.5: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la divergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 5 en cada elemento para cada malla, para diferentes elecciones del
término Su.
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Fig. 4.10: Solución de elementos finitos para el ejemplo 5: (a) y (b) son las representaciones
gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)| respectivamente; (d) y (e) representan las ĺıneas de campo
de uuuh y ℓ(uuuh, ph) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones gráficas de ph y
θh respectivamente; (f) y (h) muestran las ĺıneas de contorno de ph y θh. La malla
utilizada está conformada por 832189 nodos y 1661820 elementos.
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Fig. 4.11: Gráficas de convergencia para el ejemplo 5, donde Su(uuu,vvv) = 0: (a) y (b) muestran con-
vergencia en norma L2 y enerǵıa de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (c) muestra con-
vergencia para ph en norma L2 y considerando el término de salto

∑

F∈EI
τF ‖JepK‖20,F ;

(d) muestra convergencia de θh en norma L2 y enerǵıa, y el valor de Sθ(e
θ, eθ); (e)

muestra convergencia en la norma
∥

∥(eeeu, ep, eθ)
∥

∥

Th
.
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Fig. 4.12: Gráficas de convergencia para el ejemplo 5, donde Su(uuu,vvv) =
∑

hK(∇ · uuu,∇ · vvv): (a) y
(b) muestran convergencia en norma L2 y enerǵıa de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente;
(c) muestra convergencia para ph en norma L2 y considerando el término de salto
∑

F∈EI
τF ‖JepK‖20,F ; (d) muestra convergencia de θh en norma L2 y enerǵıa, y el valor

de Sθ(e
θ, eθ); (e) muestra convergencia en la norma

∥

∥(eeeu, ep, eθ)
∥

∥

Th
.
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4.2.2. Ejemplos adicionales

Ejemplo 6

El siguiente ejemplo es tomado de [38], en donde se implementa una estabilización grad-

div para la ecuación de stokes. Se considera el dominio Ω = (0, 1) × (0, 1), y el siguiente

problema:

−ν∆uuu +∇p = (0 Ra)T θ en Ω,

div uuu = 0 en Ω,

−κ∆θ + uuu · ∇θ = 0 en Ω,

(4.2.1)

con condiciones de frontera dadas por la Figura 4.13.

(0, 0) (1, 0)

ΩΩΩ

uuu = 0, ∂nnnθ = 0

uuu = 0
θ = 0

uuu = 0, ∂nnnθ = 0

uuu = 0
θ = 1

(1, 1)(0, 1)

Fig. 4.13: Condiciones de contorno para el problema analizado en el ejemplo 6 y 7.

Aqúı, ν = κ = 1 y Ra es el número de Rayleigh, el cual está asociado a la transferencia

de calor dentro del fluido. Si Ra es un número pequeño, la transferencia de calor es prin-

cipalmente por conducción, pero si Ra > 1000 comienza a dominar la transferencia por

convección.

En [38], el problema es resuelto usando espacios de elementos finitos de Taylor-Hood, y una

93



94

iteración de Newton para la resolución del sistema no lineal. Debido a caracteŕısticas del

problema, es necesario acelerar la convergencia del método de punto fijo en la implementa-

ción del método del presente trabajo. Esto se hace con una modificación de la solución del

paso anterior llamada “damping”, y considerando como criterio de convergencia el error

entre pasos consecutivos, en lugar del error relativo entre pasos consecutivos. Por ello, para

la resolución de este problema el Algoritmo 5 incluye la realización del Algoritmo 8.

En la Figura 4.14 se muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para

el Ejemplo 6, donde Ra = 105. En las Figuras 4.15 y 4.16 se muestran representaciones de

las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 6, donde Ra = 106. Además, para este

Ra = 104 se comparó el valor máximo que alcanza el valor absoluto de la divergencia en

cada elemento en cada malla resuelta, tanto para uh y uph. Esta comparación es mostrada

en la Tabla 4.6.
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   1

0.25

0.5

θh

(f)

(g)

(h)

Fig. 4.14: Solución de elementos finitos para el ejemplo 6, donde Ra = 105: (a) y (b) son las repre-
sentaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las ĺıneas
de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e) y (f) muestran las representaciones
gráficas de ph y θh, respectivamente; (g) y (h) muestran ĺıneas de contorno de ph y θh
respectivamente. La malla utilizada está conformada por 2395 nodos y 4660 elementos

94



95

180.5

   0

240.668

60.17

120.3

Ndof

|uuuh|

(a.1)

178.7

238.3

0.0026

238

59.57

119.1

(Ω)

|ℓ(uuuh, ph)|

(b.1)

(c.1)

(d.1)

1.3e+5

2.7e+5

-2e+05

 3e+05

-1.3e+5

0

ph

(e.1)

0.75

   0

   1

0.25

0.5

θh

+ (f.1)

(g.1)

(h.1)

178.98

   0

2.4e+02

59.66

119.32

Ndof

|uuuh|

(a.2)

178.98

   0

2.4e+02

59.66

119.32

|ℓ(uuuh, ph)|

(b.2)

(c.2)

(d.2)

1.9e+5

-2.3e+05

3.2e+05

-88478

48710

ph

(e.2)

0.75

   0

   1

0.25

0.5

θh

(f.2)

(g.2)

(h.2)

Fig. 4.15: Solución de elementos finitos para el ejemplo 6, donde Ra = 106: Desde (a.1)
hasta (h.1) la malla contiene 8321 nodos y 16384 elementos; desde (a.2) hasta
(h.2) la malla contiene por 131585 nodos y 262144 elementos. (a.) y (b.) son las
representaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c.) y (d.) mues-
tran las ĺıneas de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e.) y (f.) muestran
las representaciones gráficas de ph y θh, respectivamente; (g.) y (h.) muestran
ĺıneas de contorno de ph y θh respectivamente.
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Fig. 4.16: Solución de elementos finitos para el ejemplo 6, donde Ra = 106: (a) y (b) son las
representaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las
ĺıneas de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e) y (f) muestran las representa-
ciones gráficas de ph y θh, respectivamente; (g) y (h) muestran ĺıneas de contorno de ph
y θh respectivamente. La malla utilizada está conformada por 263169 nodos y 524288
elementos
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Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

35 19.9 7.11e-15

55 10.5 7.55e-15

107 3.45 4.55e-15

187 1.57 8.88e-15

371 0.632 3.33e-15

691 0.237 2.33e-15

1379 0.102 1.22e-15

2659 0.0323 9.16e-16

5315 0.0131 5.41e-16

10435 0.0047 3.89e-16

20867 0.0017 3.33e-16

41347 0.000602 2.22e-16

82692 0.000215 1.73e-16

164611 7.69e-05 1.46e-16

329220 2.74e-05 1.53e-16

656900 9.73e-06 1.04e-16

Tab. 4.6: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la divergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 6 en cada elemento para cada malla, cuando Ra = 104.
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Ejemplo 7

El siguiente ejemplo es tomado de [50], en donde se trata el problema dado por las ecua-

ciones en (1.0.1), pero son consideradas las condiciones de contorno y datos dados en el

ejemplo 6 y ciertos parámetros dados. Aśı, se resuelve el problema

−Pr∆uuu+ (uuu · ∇)uuu+∇p = (0 PrRa)Tθ en Ω,

div uuu = 0 en Ω,

−∆θ + uuu · ∇θ = 0 en Ω,

(4.2.2)

con condiciones de frontera dadas por la Figura 4.13.

En este caso, nuevamente Ra corresponde al número de Rayleigh, y Pr corresponde al

número de Prandtl, definido como Pr = νr/κr, donde νr y κr son una viscosidad y una

conductividad térmica de referencia. En el presente ejemplo, se utiliza Pr = 0,71, corres-

pondiente al aire. En la resolución del problema, de igual modo que en el ejemplo 6, la

convergencia del método de punto fijo es acelerada utilizando un algoritmo de “damping”.

En las Figura 4.17 y 4.18 se muestran representaciones de las soluciones numéricas ob-

tenidas para el Ejemplo 7, donde Ra = 106. En la Figuras 4.19 y 4.20 se muestran re-

presentaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 7, donde Ra = 107.

Además, para el caso Ra = 104, se comparó el valor máximo que alcanza el valor absoluto

de la divergencia en cada elemento en cada malla resuelta, tanto para uuuh y ℓ(uuuh, ph). Esta

comparación es mostrada en la Tabla 4.8.

Además, con el fin de comparar los resultados obtenidos en [50] se considera el flujo local

de calor en la dirección horizontal dada por el número de Nusselt, definido como

Nu := uuuxθ −
∂θ

∂x
,

donde uuux es la componente horizontal de la velocidad. Entonces, se calcula el número de

Nusselt promedio en el dominio, dado por

Nu =

∫

Ω

Nu,
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para los números de Rayleigh Ra = 103, 104, . . . , 107. Este número es calculado conside-

rando tanto el campo de velocidad conforme entregado por el método, como el campo

post-procesado. Para diferenciar, se denotará Nuc al número de Nusselt promedio obteni-

do a partir del campo de velocidad conforme, y como Nunc al número de Nusselt promedio

obtenido a partir del campo de velocidad post-procesado. Estos resultados son mostrados

en la Tabla 4.7, donde estos valores son comparados con los obtenidos en [50] y en las

referencias que alĺı aparecen.
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Fig. 4.17: Solución de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 106: Desde (a.1)
hasta (h.1) la malla utilizada contiene 8321 nodos y 16384 elementos; desde (a.2)
hasta (h.2) la malla contiene 131585 nodos y 262144 elementos. (a.) y (b.) son las
representaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c.) y (d.) mues-
tran las ĺıneas de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e.) y (f.) muestran
las representaciones gráficas de ph y θh, respectivamente; (g.) y (h.) muestran
ĺıneas de contorno de ph y θh respectivamente.
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Fig. 4.18: Solución de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 106: (a) y (b) son las
representaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las
ĺıneas de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e) y (f) muestran las representa-
ciones gráficas de ph y θh, respectivamente; (g) y (h) muestran ĺıneas de contorno de ph
y θh respectivamente. La malla utilizada está conformada por 263169 nodos y 524288
elementos
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Fig. 4.19: Solución de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 107: Desde (a.1)
hasta (h.1) la malla contiene 8321 nodos y 16384 elementos; desde (a.2) hasta
(h.2) la malla contiene 131585 nodos y 262144 elementos. (a.) y (b.) son las re-
presentaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c.) y (d.) muestran
las ĺıneas de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e.) y (f.) muestran las
representaciones gráficas de ph y θh, respectivamente; (g.) y (h.) muestran ĺıneas
de contorno de ph y θh respectivamente.
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Fig. 4.20: Solución de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 107: (a) y (b) son las
representaciones gráficas de |uuuh| y |ℓ(uuuh, ph)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las
ĺıneas de campo de uuuh y ℓ(uuuh, ph), respectivamente; (e) y (f) muestran las representa-
ciones gráficas de ph y θh, respectivamente; (g) y (h) muestran ĺıneas de contorno de ph
y θh respectivamente. La malla utilizada está conformada por 263169 nodos y 524288
elementos
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Ra Nuc Nunc [50] [25] [42] [41] [24] [9]

103 1.117 1.117 1.118 1.118 1.117 1.074 1.117 1.112

104 2.240 2.241 2.245 2.243 2.243 2.084 2.254 2.198

105 4.499 4.504 4.524 4.519 4.521 4.300 4.598 4.465

106 8.701 8.719 8.852 8.800 8.806 8.743 8.976 8.783

107 16.489 16.491 16.789 - 16.400 13.99 16.656 16.46

Tab. 4.7: Tabla que muestra la comparación del valor del número de Nusselt promedio para uuuh y
ℓ(uuuh, ph) soluciones del ejemplo 7 considerando distintos valores del número de Rayleigh.

Ndof máx
K∈Th

|∇ · uuuh|K | máx
K∈Th

|∇ · ℓ(uuuh, ph)|K |

35 26 1.07e-14

55 14 7.55e-15

107 4.65 6.22e-15

187 2 6.22e-15

371 0.808 3.89e-15

691 0.304 1.89e-15

1379 0.128 1.72e-15

2659 0.0431 1.14e-15

5315 0.0164 7.22e-16

10435 0.0063 4.58e-16

20867 0.00222 4.16e-16

41347 0.000804 2.5e-16

82692 0.000283 1.96e-16

164611 0.000103 1.21e-16

329220 3.59e-05 1.35e-16

656900 1.3e-05 9.71e-17

Tab. 4.8: Tabla que muestra el máximo valor absoluto de la divergencia de uuuh y ℓ(uuuh, ph) solu-
ciones del ejemplo 7, con Ra = 104, en cada elemento para cada malla.
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5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se propuso un método de elementos finitos estabilizado para la resolución de

un problema generalizado de Boussinesq, para el cual se demostró existencia de soluciones

y estimación de error a priori.

El método propuesto cuenta con las siguientes caracteŕısticas:

La utilización de espacios de elementos finitos de bajo orden (esquema del tipo P1 +

RT0 × P0 × P1) gracias a la acción de términos estabilizadores, lo que permite un

bajo coste computacional en la implementación del método.

Los términos estabilizadores también permiten lidiar con la aparición de capas ĺımites

en las soluciones.

El método es localmente conservativo al entregar un campo de velocidades a diver-

gencia exactamente nula, de manera similar a los propuesto en [46]. Sin embargo, en

dicho trabajo esa caracteŕıstica se logra con el uso de espacios de elementos finitos de

un orden mayor; en cambio, en el presente trabajo este campo es obtenido a partir

de una modificación de la solución de baj́ısimo coste computacional.

Esta última caracteŕıstica permite que la solución solenoidal no conforme obtenida

recupere caracteŕısticas cualitativas de la solución del problema f́ısico con una can-

tidad pequeña de grados de libertad, las cuales la solución continua polinomial sólo

recupera después de una elevada cantidad de refinaciones de la malla, tal como se

ilustra en los ejemplos 6 y 7.

La estimación de error realizada permite obtener un orden de convergencia óptimo,

donde es necesario asumir condiciones con respecto a las soluciones y a los datos

que son comunes en este tipo de problema no lineales. Estos órdenes de convergencia
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pudieron ser comprobados exitosamente en las pruebas numéricas realizadas.

Con respecto a futuro trabajo que se pueda realizar a partir del presente, algunas opciones

son:

Desarrollo de la teoŕıa para lados derechos no homogéneos en (3.1.1), y para con-

diciones de contorno Dirichlet no homogéneas para la velocidad y condiciones de

Neumman.

El cálculo de estimadores de error a posteriori que permitan una refinación adaptativa

de la malla, lo cual permite acelerar convergencia con un bajo coste computacional,

especialmente ante la aparición de capas ĺımite en las soluciones.

La extensión del presente método al caso no estacionario, considerando la evolución

temporal del problema.

Para el caso no estacionario, a su vez se puede considerar la implementación de un

método adaptativo, tanto espacialmente como temporalmente.

La adaptación del presente método a problemas de control óptimo basado en ecua-

ciones dadas por el problema generalizado de Boussinesq o similares.

La realización de pruebas numéricas para ejemplos en 3 dimensiones y con la inclusión

de otros esquemas estabilizados distintos a los considerados en este trabajo.
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[20] Aytekin Çıbık and Songül Kaya. A projection-based stabilized finite element method

108



109

for steady-state natural convection problem. J. Math. Anal. Appl., 381(2):469–484,

2011.

[21] Eligio Colmenares, Gabriel N. Gatica, and Ricardo Oyarzúa. An augmented fully-
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