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Dinamica de un modelo de depredacién del tipo Leslie-Gower con doble

efecto Allee en las presas

por NICOLE MARTINEZ-JERALDO

Resumen

En este trabajo se analiza un modelo depredador-presa del tipo Leslie-Gower consi-
derando que las presas estan afectadas por dos tipos de efecto Allee, el cual esta descri-
to por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen de parametros

ecolégicos.

Se estableceran las propiedades dinamicas del sistema. Se probara la existencia de
tres puntos de equilibrio sobre los ejes: un equilibrio silla, un equilibrio repulsor o
silla dependiendo de los parametros, y se probara que el origen es un equilibrio no
hiperbdlico pero posee ciertos sectores en donde el equilibrio es atractor, repulsor o
silla. Veremos que pueden existir de cero a dos puntos de equilibrios al interior del
primer cuadrante, los cuales tienen las siguientes estabilidades: en el caso de tener dos
equilibrios, uno de ellos serd silla y la estabilidad del segundo dependera de los valores
de los parametros; y en el caso de tener un equilibrio este podra ser atractor o repulsor
dependiendo de los pardmetros. También veremos que existen curvas separatrices y
conexiones homoclinicas. Se probara la existencia de una bifurcacién Silla-nodo y
una bifurcacion de Hopf, y mediante un analisis de bifurcacién utilizando paquetes
de integracién y continuacién numérica, se probard la existencia de una bifurcacion
Bogdanov-Takens, la cual actiia como organizadora de la dinamica al interior del

primer cuadrante.

Para obtener estos resultados, entregamos las nociones y los resultados necesarios de
la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales y bifurcacién de campos de vectores.
También se dardn algunas nociones sobre dindamica de poblaciones, las cuales nos

permitiran analizar nuestro modelo.



Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis estudiamos un modelo de depredacion, que expresa la interaccion
entre dos especies una de las cuales sirve de alimento de la otra. En estos modelos el
nimero de individuos de cada poblacién no solo depende de la razén de crecimiento
o decrecimiento natural, sino también de los encuentros entre ellos. La interaccién
depredador-presa sera descrita por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales
auténomas, en nuestro caso de orden dos, del tipo Leslie-Gower [34, 44] en el cual la

poblacién de presas estd afectada por un doble efecto Allee [12, 31, 42].

Este tipo de sistemas ha sido durante mucho tiempo un tema importante en la
ecologia matematica [17, 35, 36]. La caracteristica fundamental de los modelos del tipo
Leslie-Gower es que la ecuacién que describe el crecimiento de los depredadores es del
tipo logistico [44], donde la capacidad de soporte (environmental carrying capacity)
de los depredadores es una funcion de la cantidad de presas disponibles, a diferencia

de los modelos de tipo Gause [20]. Se asume que los depredadores son especialistas.

Ademas se considera que la respuesta funcional de los depredadores es lineal [44],
pero se pueden incorporar otras diferentes, de acuerdo a la clasificacién propuesta por
C. S. Holling [34], como ha sido en los modelos estudiados en [1, 2, 23, 25].

Realizamos un estudio de la dindmica del modelo con herramientas principalmente
de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por medio de equiva-
lencias topoldgicas y cambios de parametros apropiados, formaremos un campo de
vectores polinomial extendido, topolégicamente equivalente al modelo inicial, sobre el
cual realizaremos el andlisis. Probaremos que las soluciones del modelo estan acota-

das. Observaremos que el origen resulta ser un equilibrio no hiperbédlico por lo que
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utilizaremos métodos de desingularizacion para estudiar la dinamica local cerca de
este punto. Mostraremos que bajo ciertas condiciones de los parametros el sistema
pasa por bifurcaciones Silla-Nodo y Hopf, y mediante programas computacionales

obtendremos que también pasa por una bifurcacion Bogdanov-Takens.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: en el capitulo 2 se entregaran al-
gunas nociones sobre la teoria cualitativa de E.D.Os y sobre la teoria de bifurcaciones,
lo cual nos seran ttiles al momento de analizar nuestro modelo. En el capitulo 3 se
mostraran las herramientas de la dinamica de poblaciones necesarias para entender la
formulacién del modelo. Se definen modelos de poblaciones de crecimiento continuo,
tipos de respuestas funcionales, el efecto Allee y finalmente modelos para la interac-
cién de dos especies de poblaciones, como los modelos del tipo Leslie-Gower. En el
capitulo 4 se mostrara el estudio de nuestro modelo haciendo uso de los conocimientos
y herramientas expuestos en los dos capitulos previos. Se estableceran las propieda-
des dinamicas del sistema, se probara la existencia de tres puntos de equilibrio sobre
los ejes: un equilibrio silla, un repulsor o silla dependiendo de los parametros, y se
probara que el origen es un equilibrio no hiperbdlico pero posee ciertos sectores en
donde el equilibrio es atractor, repulsor o silla. Veremos que pueden existir de cero
a dos puntos de equilibrios al interior del primer cuadrante, los cuales tienen las si-
guientes estabilidades: en el caso de tener dos equilibrios, uno de ellos sera silla y la
estabilidad del segundo dependera de los valores de los pardametros; y en el caso de
tener un equilibrio este podra ser atractor o repulsor dependiendo de los parametros.
También veremos que existen curvas separatrices y conexiones homoclinicas. Se reali-
zara un analisis de bifurcaciéon con la ayuda de paquetes de integracion y continuacién
numeérica, obteniendo la existencia de una bifurcacion Silla-nodo, una bifurcacién de
Hopf y una bifurcacion Bogdanov-Takens. Luego, en el capitulo 5, se presenta un re-
sumen y discusién sobre los resultados principales de esta tesis y también se proponen
posibles futuras investigaciones adicionales. Finalmente, en los apéndices A y B, se
daran detalles técnicos adicionales que complementaran a los mostrados en el capitulo
2.



Capitulo 2

Nociones sobre teoria cualitativa de

ecuaciones diferenciales ordinarias

En este capitulo se entregaran algunas nociones sobre la teoria cualitativa de E.D.Os,
definiciones, notaciones, etc, que nos seran ttiles al momento de analizar nuestro mo-

delo en el capitulo 4. Luego hablaremos brevemente sobre la teoria de bifurcaciones.

2.1. Introduccidon a la teoria cualitativa de E.D.Os

2.1.1. Ecuaciones diferenciales y campos de vectores

Consideremos la evolucién temporal de una cantidad vectorial (x(t), z2(t), ..., z,(t)) €

dz;

gL en la forma de un sistema de ecuaciones

R"™ en términos de las velocidades &; =

diferenciales ordinarias:

T = fi($1,$27 ...,:pn), 1=1,2,..,n,

o en la forma vectorial equivalente
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donde se asume que la funcién vectorial f : R™ — R” es lo suficientemente diferen-
ciable (suave). La funcién en el lado derecho de (2.1) se denomina como un campo de

vectores, ya que asigna un vector

fi()

fn()

a cada punto x € R"”. Aqui cada f; : R" — R es una funciéon componente del vector
f(z), las cuales representan la variaciéon espacial de f(z) en la direccién del vector

unitario e; = 0/0x;, i = 1,...,n.

Ejemplo 2.1. Uno de los primeros modelos de ecosistemas fue el sistema de dos

ecuaciones diferenciales no lineales propuesto por Volterra [48]

N1 = alN; — NNy,
(2.2)
Nz = —yNy+ N1 Ns.

Aqui N1 y No son los niumeros de presas y depredadores, respectivamente, en una
comunidad ecologica, o es la tasa de crecimiento de la presa, v es la mortalidad del
depredador, mientras que 8 y 6 describen la eficiencia de consumo de la presa de los

depredadores.

Algunos tipos de ecuaciones diferenciales se pueden resolver analiticamente (en
términos de funciones elementales). Sin embargo, en la mayoria de los casos esto no
es posible. De todas formas, bajo ciertas condiciones podemos asegurar existencia y

unicidad de soluciones.
Teorema 2.1. (Existencia, unicidad, y la dependencia suave)

Considere un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T = f(z), x € R,
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donde f : R" — R" es suave en una region abierta U C R™. Entonces hay una unica
funcion x = x(t,xy), x : R x R" — R™, que es suave en (t,x), y satisface, para cada

xo € U, las siguientes condiciones:

(i) x(0,z0) = xo;

(i) hay un intervalo J = (—d1,02),

donde 012 = 612(x0) > 0, tal que, para todo t € J,

Demostracion. La demostracion se basa en construir una sucesion, llamada iteraciones
de Picard [29, 38|, cuyo limite es la solucién del sistema. La existencia y unicidad de
este limite viene dada por el teorema del punto fijo de Banach. Para mas detalle ver
3, 41]. m

El grado de suavidad de z(t,z() con respecto a zy en el teorema 2.1 es el mismo
que el de f como una funcién de z. La funcién z = x(t, z¢), considerada como una

funcién del tiempo ¢, se denomina una solucién que parte de xq. Esta funcién define,

para cada xy € U, dos objetos: una curva solucion

Cr(zg) = {(t,x) : x =x(t,x0),t € J} CRxR"

y una orbita, la cual es la proyeccién de Cr(xg) en el espacio de estado,

O(zo) ={z: x =x(t,z0), t € J} CR"™

Ambas curvas son parametrizadas por el tiempo t y orientadas por la direccién

de avance del tiempo. El vector f(zg) # 0 es tangente a la érbita O(zg) en zy. El
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teorema de existencia y unicidad dice que hay una unica 6rbita que pasa a través de
un punto xy € U. Las orbitas también se denominan como trayectorias. Notar que
si yo = ¢ (zg) para algin tg, los conjuntos O(xg) y O(yo) coinciden (ver figura 2.1),

debido a la unicidad de soluciones.

FIGURA 2.1: Orbitas de campo de vectores.

Ahora podemos definir un operador de evolucién ' : R™ — R", el cual estd dado

por la féormula

o' (z0) = x(t, 70), (2.3)

que asigna a zo un punto de la 6rbita a través de xy que se pasa t unidades de tiempo

después. El operador de evolucion satisface:

1. ¢(zg) = zo. (Es decir, si el tiempo no avanza, no hay evolucién de la cantidad

2. o"(D%(z0)) = ¢"5(xg). (La evolucion en el tiempo es deterministica y sélo de-

pende del dato inicial x).

Debido a esto se dice que el operador ¢ define un sistema dindmico [4, 29].

El operador de evolucién describe el flujo del campo de vectores en la forma de
una familia {@.,(t)}z,ern, donde usamos la notacién ., (t) = ¢'(zg) para recalcar
la dependencia de ¢ como funcion del tiempo ¢ desde una condiciéon inicial oy € R™.

Luego este flujo satisface la EDO (2.1), es decir,

W0 = fletr)), vreT (2.4)

Definicién 2.2. Un punto zy € R” se llama punto de equilibrio de (2.1) si f(z) = 0.
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Esta definicién nos dice que #|,, = 0, o sea que la tasa de crecimiento es nula en
el punto xy. Por lo tanto, los equilibrios representan el modo mas simple de com-
portamiento del sistema. En particular, si 29 es un equilibrio, entonces ¢'(xy) = o,
vt € R.

Otro tipo relativamente simple de 6rbita es un ciclo u orbita periodica.

Definicién 2.3. Un ciclo u érbita periédica es una érbita Ly, tal que cada punto

1o € Ly satisface p'10(xq) = ¢'(zg) para algin Ty > 0, para todo t € R.

FIGURA 2.2: Orbita periédica de un campo de vectores.

El Ty minimo con esta propiedad se llama el periodo del ciclo Ly. Si un sistema
comienza su evolucién en un punto xq en el ciclo Ly, volvera exactamente a este punto
después de cada T unidades de tiempo. En este caso decimos que el sistema presenta

oscilaciones periddicas (ver figura 2.2).

Definicién 2.4. Un ciclo limite Ly de un campo de vectores es una orbita peridédica
aislada, es decir, existe una vecindad de Lg en donde la tinica érbita periddica en esa

vecindad es L.

Es imposible dibujar todas las 6rbitas de un sistema dindmico. Sin embargo, en la
practica, sélo una familia de orbitas claves son necesarias para representar la dindmica.

Uno de los conceptos claves para lograr esto es el retrato de fase.

Definicién 2.5. El retrato de fase de un sistema dindmico es una particion del espacio

de estados en érbitas.

El retrato de fase contiene una gran cantidad de informacion sobre el comporta-
miento de un sistema dinamico. Al observar el retrato de fase, podemos determinar el
nimero y tipos de estados asintoticos al cual el sistema tiende a medida que ¢t — 400

(y a medida que t — —o0 si el sistema es invertible).
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2.1.2. Conjuntos invariantes

Para clasificar los elementos de un retrato de fase — en particular, los posibles estados

asintéticos del sistema — la siguiente definicion es util.

Definicién 2.6. Un conjunto invariante de un flujo ¢* asociado a (2.1) es un subcon-

junto S C R", tal que xy € S implica ¢'(zg) € S para todo ¢t € R.

La definicién anterior significa que ¢'(S) C S para todo ¢t € R. Un conjunto inva-
riante S consiste en 6rbitas del sistema dindmico. Cualquier érbita individual O(xg)
es un conjunto invariante. Siempre podemos restringir el operador de evolucién ¢*
del sistema a su conjunto invariante S y considerar un flujo ¥* : S — S, que sea
el operador inducido por ¢! en S, esto es, ' = ¢'|g. Con el afdn de simplificar la
notacién, vamos a utilizar el simbolo ¢! para la restriccién, en lugar de v*, toda vez

que no se preste a confusion.

Para representar un estado asintético observable de un sistema dindmico, un conjun-
to invariante Sy debe ser estable; en otras palabras, debe “atraer” orbitas cercanas.

t

Supongamos que tenemos un flujo ¢* asociado a (2.1) en R". Sea Sy un conjunto

cerrado invariante.

Definicién 2.7. Un conjunto invariante Sy se dice asintéticamente estable o atractor

si existe una vecindad Uy D Sy tal que

o'(z) = So, VreUy amedida que t— +oo.

Con el fin de conocer de donde “provienen” las orbitas que tienden a un punto de

equilibrio atractor damos la siguiente definicion:

Definicién 2.8. Dado un punto de equilibrio atractor xg, definimos su cuenca de
atraccion como el conjunto de condiciones iniciales z° tal que z°(t) — zy a medida

que t — 0.

Observacion 2.9. Un punto de equilibrio xy que es estable para t — —oo es llamado

repulsor.
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2.1.3. Equivalencia entre campo de vectores

Nos gustaria estudiar las caracteristicas generales (cualitativas) del comportamien-
to de los campos vectoriales, en particular, para clasificar los posibles tipos de estos y
comparar el comportamiento de los diferentes campos de vectores. La comparacion de
los sistemas se basa en una relacion de equivalencia, lo que nos permite definir clases
de objetos equivalentes y estudiar las transiciones entre estas clases. Por lo tanto, tene-
mos que especificar cuando se definen dos campos de vectores como “cualitativamente
similares” o equivalentes. Tal definicién debe cumplir algunos criterios generales intui-
tivos. Por ejemplo, es natural esperar que dos campos equivalentes tengan el mismo
niumero de equilibrios y ciclos con el mismo tipo de estabilidad. La “posicién relati-
va” de estos conjuntos invariantes y la forma de sus regiones de atraccion también
deben ser similares para los sistemas equivalentes. En otras palabras, consideramos
dos campos vectoriales como equivalentes si sus retratos de fase son “cualitativamen-
te similares”, es decir, si un retrato puede ser obtenido de otro por medio de una

transformacién continua (ver figura 2.3).

T2 T

X T

Ficura 2.3: Equivalencia topoldgica.
Definicién 2.10. Un campo de vectores & = f(x) se llama topolégicamente equiva-
lente a un campo de vectores y = ¢(y) si hay un homeomorfismo h : R" — R™ que
envia érbitas del campo f en dérbitas del campo g, preservando la direccion del tiempo,

es decir, la orientacién de las orbitas.

Observacion 2.11. Si el homeomorfismo h de la definicion 2.10 sélo satisface las pro-
piedades anteriores en una vecindad U de un equilibrio zy decimos que f y ¢ son

localmente topoldgicamente equivalentes en U.

En el caso en que h sea un difeomorfismo, los sistemas se llaman suavemente equi-
valentes (o difeomorfos). Si el grado de suavidad de h es de interés, se escribe: C*-

equivalente o C*-difeomorfo.
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De lo anterior, dos sistemas difeomorfos son practicamente idénticos y se pueden

ver como el mismo sistema escrito utilizando diferentes coordenadas.

Supongamos que p = p(x) > 0 es una funcién escalar positiva suave y que los lados

derechos de

&= f(z), = € R, (2.5)

y=9y), y e R, (2.6)

se relacionan por f(z) = p(x)g(z) para todo x € R". Entonces los sistemas (2.5)
y (2.6) son topolégicamente equivalentes, ya que sus orbitas son idénticas y es la
velocidad del movimiento que los hace diferentes (la relacion de las velocidades en
un punto z es exactamente p(z)). Por lo tanto, el homeomorfismo h en la definicién
2.10 es el operador identidad h(z) = z. En otras palabras, los sistemas se distinguen

solamente por la parametrizacion del tiempo a lo largo de las érbitas.

2.1.4. Clasificacion topolégica de los puntos de equilibrio hi-
perbdlicos

2.1.4.1. Equilibrios hiperbdlicos en campos de vectores

Sea zg = 0 un equilibrio de (2.1) y sea D f(z() la matriz Jacobiana de f evaluada

en xg, es decir

g—ﬁ(fo) Co %(%)
Df(x) =
‘S—fg(m o %(ﬁo)

Sean n_, ng, y ny los nimeros de valores propios de D f(xq) (contando multiplici-

dades) con parte real negativa, cero, y positiva, respectivamente.
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Definicién 2.12. Un equilibrio se llama hiperbdlico si ny = 0, es decir, si no hay

valores propios en el eje imaginario. Un equilibrio hiperbédlico se llama

(i) repulsor siny =nyn_ =0,
(ii) atractor siny =0y n_ =n,
(iii) silla hiperbdlica si n_ - ny # 0.
Las propiedades de estabilidad de un equilibrio hiperbdlico xy de un sistema dinami-

co no-lineal estan determinadas por la linealizaciéon del campo vectorial f alrededor

de g, segun el siguiente teorema:

Teorema 2.13. (Hartman-Grobman) Si el campo de vectores (2.1) tiene un equi-
librio hiperbélico xg, entonces existe una vecindad U de xq tal que (2.1) en U es

localmente topologicamente equivalente al sistema linealizado

T = Df(xo)z (2.7)
en una vecindad V' del origen.

Demostracion. Se basa en construir una funcién que nos permita definir un homeo-
morfismo apropiado entre los flujos de los dos sistemas (el original y su linealizacion),

para asi finalmente probar que estos son equivalentes. Para mayor detalle ver [37].

]

En otras palabras, el teorema de Hartman-Grobman nos dice que la dinamica de
cualquier campo de vectores no-lineal es equivalente a la dindmica de su linealizacion

localmente cerca de un equilibrio hiperbdlico.

Sean n_ = s, ng = ¢, y ny = u nombrados anteriormente. Entonces R" se puede

representar como la suma directa de los subespacios de la siguiente manera

R"= FE* @ E* @ E°,

donde E°, E* y E° son los espacios propios que corresponden a los valores propios

con partes reales negativas, positivas y cero, y son referidos como subespacios estable,
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inestable, y central, respectivamente. Las soluciones de (2.7) con condiciones iniciales
contenidas en E°, E* o E° deben permanecer en aquel subespacio particular para

todo tiempo t. Es decir, £*, E" y E° son subespacios invariantes.

(ny,n_)| Valores Propios | Retrato de Fase Estabilidad
% Nodo
(0,2) Estable
—I—'_ G Foco
(1,1) -—1—o- J L Silla Inestable
W
T Nodo
(2,0) Inestable
—'—I_ 6\> Foco

Ficgura 2.4: Clasificacién topolégica de puntos de equilibrios hiperbdlicos en el
plano.

Ejemplo 2.2. (Equilibrios hiperbdlicos de sistemas planares)

Considere un sistema bidimensional

i = f(x), x=(v1,15)" €R? (2.8)

con f suave. Supongamos que x = 0 es un equilibrio, f(0) =0, y sea

su matriz Jacobiana. La matriz A tiene dos valores propios Ay, Aa, los cuales son las

raices de la ecuacion caracteristica

N —oA+A=0,



Capitulo 2. Nociones sobre teoria cualitativa de E.D.Os 13

donde 0 = trA, A = det A.

La figura 2.4 muestra resultados cldsicos bien conocidos [29], que se desprenden
de un andlisis de los valores propios de A. Hay tres clases topolégicas de equilibrios

hiperbdlicos en el plano: nodos (focos) estables , sillas, y nodos (focos) inestables.

Para un equilibrio hiperbdlico introduciremos los siguientes conjuntos invariantes:

Definicién 2.14. Sea xy un punto de equilibrio hiperbdlico del campo de vectores

(2.1). Definimos las variedades estable e inestable locales de xy como:

Wg (zg) = {xeU:¢'(x) =z, cuando t— 400y ¢'(zg) € U, Vt >0},

W (zo) = {x€U:¢'(x) = xo, cuando t— —ooy ¢'(xg) € U, ¥t <0},

donde U C R"” es una vecindad de x.

Esta definicion nos entrega los conjuntos de condiciones iniciales que se encuentran
en una vecindad U del equilibrio zq, las cuales a medida que avanza el tiempo positivo
(0 sea t — 400 en el caso W _(z¢)), o en tiempo negativo (o sea t — —oo en el caso

W (o)), van a parar al equilibrio x.

El teorema de la variedad estable [29, 38] nos dice que W}, y W}, siempre existen
y son unicos, son conjuntos invariantes y poseen el mismo grado de diferenciabilidad
de f. El mismo teorema también nos dice que W} .(xo) y W}.(zo) son tangentes a E*

y E", respectivamente, en xy y poseen dimensiones s y u, respectivamente.

Las variedades invariantes locales poseen analogos globales obtenidos al permitir
que los puntos en Wj (zo) fluyan hacia atras en el tiempo y aquellos en W}/ (xo)

fluyan hacia adelante:

We(zo) = U ¢ (Wige(wo))

<0
= {z eR": ¢'(z) = xg, cuando t — 400},

W(zo) = U @' (Wig(x0))

>0

= {zeR": ¢'(x) = xg, cuando t — —oo}.
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Observacion 2.15. » El teorema 2.1 de la existencia y unicidad de soluciones pa-
ra un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias implica que dos variedades
estables (respectivamente inestables) de dos puntos de equilibrio distintos no se
pueden intersectar. Por el mismo argumento, una variedad estable (respectiva-

mente inestable) no se puede intersectar a si misma.

» En el caso particular de un campo vectorial en R?, puntos atractores hiperbélicos
tienen variedades estables de dos dimensiones y sus variedades inestables son
de dimensién cero. Para los equilibrios hiperbdlicos repulsores la situacion se
invierte. Los puntos sillas hiperbélicos tienen variedades estables e inestables de

una sola dimension, a veces llamadas separatrices.

» La interseccion de variedades estables con inestables si puede ocurrir a lo largo
de orbitas homoclinicas y heteroclinicas. Daremos mas detalles sobre orbitas

homoclinicas y heteroclinicas en la seccién 2.2.5.

2.1.5. Aplicacién de retorno de Poincaré y estabilidad de ci-

clos

FicUura 2.5: Aplicacién de retorno de Poincaré asociado a un ciclo.

Considere un flujo ¢! definido por el campo de vectores (2.1), con f € CF, k > 1.
Supongamos que (2.1) tiene una érbita periddica Ly. Sea z¢ € Ly e introduzcamos una
seccién transversal ¥ al ciclo en el punto xq (ver figura 2.5). La seccién transversal ¥ es
una hipersuperficie suave de dimensién n— 1, intersectando a Ly en un angulo distinto
de cero. Como la dimensién de ¥ es una menos que la dimension del espacio de estados,
se dice que la hipersuperficie ¥ es de “codimensién” uno, es decir, codim ¥ = 1. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que > esta definido cerca del punto xy por el

conjunto de nivel cero de una funcién escalar suave g : R" — R, g(x¢) = 0,
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Y={r eR": g(x) =0} =g }(0).

Consideremos ahora las 6rbitas de (2.1) cerca del ciclo Ly. El ciclo en si es una
érbita que comienza en un punto en ¥y vuelve a ¥ en el mismo punto (zy € ). Por
la dependencia suave de las drbitas con respecto a sus condiciones iniciales (teorema
2.1), una érbita comenzando en un punto x € ¥ suficientemente cerca de xy, también
vuelve a ¥ en algin punto T € ¥ cerca de xy. Ademas, las 6rbitas cercanas también

intersectan ¥ transversalmente. Por lo tanto, definimos un mapeo P : ¥ — X,

r+— P(x) =17,

llamado la aplicacion de retorno de Poincaré asociada al ciclo L.

El mapeo de Poincaré P, definido localmente, es tan suave como el lado derecho de
(2.1), y es invertible cerca de xq. La invertibilidad se desprende de la invertibilidad del
flujo definido por (2.1). El mapeo inverso P~! : ¥ — ¥ se puede construir mediante
la extension de las érbitas que cruzan ¥ hacia atrds en el tiempo hasta llegar a su
interseccion anterior con la seccién transversal . El punto de interseccién zy es un

punto fijo del mapeo de Poincaré: P(xq) = xo.

Se puede demostrar que la estabilidad del ciclo Ly es equivalente a la estabilidad

del punto fijo zy del mapeo de Poincaré P [29].

Sea DP(x) la matriz Jacobiana de P (de tamafio (n—1) x (n—1)) evaluada en xy.
Los valores propios fiq, fi2, .., tn—1 de DP(zg) son llamados multiplicadores del punto
fijo. Notemos que no hay multiplicadores nulos, debido a la invertibilidad de P. Sean
n_, ng, y ny el nimero de multiplicadores de z( situados en el interior, sobre y fuera

del circulo unitario {u € C :| u |= 1}, respectivamente.

El punto fijo zy se llama hiperbdlico si ng = 0, es decir, si no hay multiplicadores

en el circulo unitario. El punto fijo xy hiperbdlico se dice

(i) repulsorsiny =n—1yn_ =0,
(ii) atractor siny =0y n_=n—1,

(iii) silla hiperbdlica si n_ - ny # 0.
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Luego, por lo tanto, el ciclo Lg es estable si todos los valores propios (multiplicado-

res) fi1, f2, -, fin—1 de la matriz Jacobiana de P,

dP
A:_ )

@ | _,

se encuentran dentro del circulo unitario | pu |= 1.

Se puede demostrar que los multiplicadores iy, s, ..., ftn—1 de la matriz Jacobiana
A del mapeo de Poincaré P asociado con un ciclo Lj son independientes de la eleccion

punto xg en Lo, la seccién transversal 3, y las coordenadas locales en él [29].

2.1.6. Teoria de la Variedad central

La teoria de la variedad central puede ser usualmente utilizada para simplificar el
estudio de equilibrios no-hiperbdlicos. La motivacion de esta teoria es estudiar qué
ocurre cerca de un punto de equilibrio de un campo de vectores, en donde su matriz
Jacobiana asociada tiene un valor propio nulo, ya que, en este caso no podemos aplicar

el teorema de Hartman-Grobman 2.13.

Como se mencioné anteriormente, para el sistema lineal (2.7) hay subespacios inva-
riantes £, E* y E°. Estos subespacios corresponden a los espacios propios generados
por los vectores propios, que a su vez corresponden a los valores propios con parte

real negativa, positiva, y cero, respectivamente.

Para simplificar el andlisis podemos suponer que E* = {0}, entonces nos encontra-
mos con que cualquier 6rbita del sistema decaera exponencialmente a E¢ a medida
que t — +oo. Asi, para los sistemas no lineales, si estamos interesados en el com-
portamiento a largo plazo, sélo tenemos que estudiar los sistemas restringidos a E°.
Esa es una de las razones principales para introducir el concepto de variedad central.

Consideremos ahora el sistema

(2.9)

{a's = Az + f(z,y),
y = By+g(x,y),
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en donde (z,y) € R® x R*, A, B son matrices constantes tales que todos los valores
propios de A tienen parte real cero y todos los de B tienen parte real negativa. f y ¢

son C" (r > 2) funciones vectoriales con

(2.10)

Esto implica que el origen (0,0) € R®xR?® es un equilibrio no-hiperbdlico del sistema

(2.9).

Definiciéon 2.16. Una variedad invariante local es llamada una variedad central local

del origen para (2.9) si se puede representar por

Wi (0) = {(2,y) € B x R*: y = h(x), |2] < 6. h(0) = 0, Dh(0) = 0},

para § > 0 pequeno, donde h : R® — R?® es una funcién de clase C*, donde | - | es la

norma en R€.

Observacion 2.17. (i) El hecho de que h(0) = 0 y Dh(0) = 0 nos garantiza que la

variedad central W¢(0) es tangente al espacio propio central F° en el origen.

(ii) Debido a su invarianza, el conjunto W _.(0) puede ser extendido al resto del
espacio de fase como la variedad central global W¢(0) al permitir que cualquier

punto inicial en WF,.(0) evolucione de acuerdo al flujo para todo tiempo ¢ [8].

El Teorema de la variedad central [10, 26, 27, 29] asegura la existencia de una varie-
dad central local invariante c-dimensional W_(0), que es tangente en 0 al al espacio
lineal £°(0) asociado al valor propio 0. El conjunto W¢,(0) es una C"~Y-variedad,
con tal que r < oo. El comportamiento asintotico de las érbitas que convergen a 0
esta dominado por la menor tasa de convergencia, la cual esté asociada al valor propio
cero. Por lo tanto, entre las orbitas que convergen a 0, casi todas ellas se acercan al
equilibrio tangente a W¢(0). Las excepciones son aquellas trayectorias que convergen
a 0 a tasas exponenciales dadas por Re()\1), ..., Re(As) < 0, donde Ay, ..., As son los
valores propios asociados a E*. Este conjunto de orbitas especiales forman una tnica
C"-variedad invariante s-dimensional (tangente a £E°(0) en 0), referido como la varie-
dad estable de 0 como en el caso hiperbdlico, por lo tanto, denotada igualmente por
W=(0) [26, 27]. A diferencia de W*(0), la variedad central W¢(0) puede no estar uni-

camente definida. Sin embargo, la serie de Taylor en 0, de cualesquiera dos variedades
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centrales, coinciden en todos los 6rdenes (finitos); esto es, cualesquiera dos variedades
centrales de 0 estan arbitrariamente cerca una de la otra, cerca de 0, y difieren s6lo por
algunos términos trascendentales. Ademas, si hay mas de una variedad central, todas
las posibles restricciones del flujo ¢* a W¢(0) son suavemente localmente equivalentes
[10, 26, 29].

2.1.7. Blowing-up en R?

Si nos encontramos con un campo de vectores X cuya linealizacién en un punto de
equilibrio x( es hiperbdlica, podemos utilizar el Teorema de Hartman-Grobman para
determinar su tipo topoldgico. Si DX (xy) tiene algun valor propio (no todos) con
parte real nula, se dice que el campo es parcialmente hiperbdlico en xy, y podemos
utilizar el Teorema de la Variedad Central. Sin embargo, puede ocurrir la situacion en
donde todos los valores propios tienen parte real cero. Para este 1ltimo caso tenemos
la técnica del blowing-up, la cual involucra cambios de coordenadas que expanden
(“Blow-up”) un punto de equilibrio no-hiperbédlico en una curva en la cual existen
equilibrios. El tipo topoldgico de cada uno de estos equilibrios puede ser determinado
utilizando el teorema de Hartman-Grobman en el caso de ser hiperbdlicos. Los cam-
bios de coordenadas utilizados son singulares en el punto de equilibrio xg, ya que la
transformacién envia una curva en un punto. En todo otro punto, sin embargo, las
transformaciones actiuan como difeomorfismos. Mostraremos el blow-up direccional,

el cual es el que utilizaremos en el analisis de nuestro modelo en el capitulo 4.

2.1.7.1. Blowing-up direccional

Consideremos el campo de vectores

T = Xl(xvy)a
(2.11)

y = XZ(Q:?Z/);

con (z,y) € R? y el cambio de coordenadas (u,v) — (z,y) dado por el operador
U R? — R2?, tal que

U(u,v) = (u,uv) = (x,y). (2.12)
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Lo que hace este cambio de coordenadas es “abrir” el origen (z,y) = (0,0) al
eje vertical {u = 0}. Restringiéndonos a « > 0, ¥ nos da un difeomorfismo en el
semiespacio z > 0. El cambio de coordenadas dado en (2.12) es llamado blowing-
up en la direccion x (o blow-up horizontal), ya que conduce a informacién sobre la
singularidad en el eje x positivo y no entrega informacion sobre comportamientos

tangenciales al eje vertical por el origen.

En las coordenadas (u,v), el sistema cartesiano (2.11) se convierte en

w = Xi(u,v) = Xy (u,uv)

. - (2.13)
v = Xo(u,v) = L[ Xo(u, wv) — vX; (u, uv)].

Al expandir (2.13) aparece el factor |u|®, el cual se puede eliminar mediante un

reescalamiento del tiempo del campo, dado por t — t/|ul*.

Se puede derivar una transformacion similar para proporcionar un blow-up en la

direccién y. El cambio de coordenadas es dado por el operador ¥ : R? — R2, tal que

U(u,v) = (uv,v) = (z,y), (2.14)

y el campo de vectores transformado es dado por

{ Xi(u,v) = %[Xl(uv,v) — uXy(uv, v)], (2.15)

Xo(u,v) = Xo(uv,v).

Otro tipo de blow-up conocido es el polar, el cual se puede considerar como “abrir”

el origen del plano al circulo r = 0, para més detalle ver [4].

2.2. Bifurcaciones de campos de vectores

2.2.1. Bifurcaciones y diagramas de bifurcacion

Consideremos un campo vectorial que depende de parametros como

T = f(z,a), (2.16)
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donde z € R™ y a € R™ representan variables de fase y pardmetros, respectivamente.
Considere el retrato de fase del sistema (si es necesario, uno puede considerar el retrato
de fase en una regién dependiente de un pardmetro U, C R"™ ). Si permitimos que
los parametros varien, entonces podemos esperar que el retrato de fase también varie.
Hay dos posibilidades: o el sistema permanece topolégicamente equivalente al original,

o bien su topologia cambia.

Definicién 2.18. La aparicion de un retrato de fase topoldgicamente no equivalente

bajo variacién de parametros se llama una bifurcacion.

Asi, una bifurcacion es un cambio del tipo topoldgico del sistema cuando sus parame-

tros pasan a través de un valor de bifurcacion.

Definicién 2.19. Un diagrama de bifurcacién del sistema dindmico es una particion
de su espacio de parametros inducido por una equivalencia topoldgica, junto con los

retratos de fase representativos de cada clase de esta particion.

Notemos que el diagrama de bifurcacion depende, en general, en la regién de espacio

de fase considerado.

Observacion 2.20. Si un sistema dinamico tiene un espacio de fase de una o dos
dimensiones y depende de un solo parametro, su diagrama de bifurcaciéon puede ser
visualizado como el producto directo de los espacios de fase y de pardmetros, R¥ x R
con los retratos de fase representados por “rebanadas” de dimensién k£ = 1 (o 2

respectivamente), para valores fijos de a.

Consideremos, por ejemplo, un sistema escalar

5. 2eR, a€eR.

T=Qr —T

Su diagrama de bifurcacién se muestra en la figura 2.6. Este sistema tiene un equi-
librio xy = 0 para todo a. Este equilibrio es estable para o < 0 e inestable para a > 0
(cv es el valor propio de este equilibrio). Para o > 0, hay dos equilibrios adicionales
ramificdindose desde el origen (es decir, x15 = ++/a) que son estables. Esta bifurca-
cion es a menudo llamada bifurcacion de Pitchfork o tridente, la razén de este nombre
queda inmediatamente clara si uno observa el diagrama de bifurcacion del sistema pre-
sentado en el plano (a, x). Notemos que el sistema que muestra la bifurcacién tridente

es invariante bajo la transformacion z — —x.
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FI1GURA 2.6: Bifurcacion de Pitchfork.

En los casos mas simples, el retrato paramétrico estd compuesto por un nimero
finito de regiones abiertas en el espacio de parametros R™. Dentro de cada region
abierta el retrato de fase es topoldgicamente equivalente. Estas regiones estan sepa-
radas por fronteras de bifurcacion o conjuntos de bifurcacion, que son subvariedades
suaves en R™ (es decir, curvas, superficies). Los conjuntos de bifurcacién se pueden
intersectar, o encontrar. Estas intersecciones subdividen los limites en subregiones,
y asi sucesivamente. Un conjunto de bifurcacién se define mediante la especificacion
de un objeto de fase (equilibrio, ciclo, etc.) y algunas condiciones de bifurcacion que

determinan el tipo de su bifurcacion.

Diremos que la codimensién de una bifurcacién en el sistema (2.16) es el nimero de
condiciones independientes que determinan la bifurcacion. Analogamente, corresponde
al nimero minimo de pardmetros necesarios para describir todos los posibles retratos

de fase no equivalentes cerca de esta bifurcacién.

En lo que sigue, diremos que una Forma normal topoldgica de (2.16) es un sistema

E=g(&,B), €€R™ BeR" k<m, (2.17)

topolégicamente equivalente a (2.16), en donde solo permanecen explicitamente los
términos relevantes para explicar una bifurcacion. Un tratamiento mas riguroso de la

teoria de formas normales puede ser revisado en [4, 26, 29].
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2.2.2. Bifurcaciones locales de equilibrios

2.2.3. Bifurcacidon Silla-nodo

Consideremos el siguiente campo vectorial unidimensional dependiente de un parame-

tro:

iP=a+2® = f(z,a), (2.18)

el cual es una de las posibles formas normales de una bifurcacién silla-nodo.
y=flz,a)
y = flz, @)

T2 T o)

I
o
Q
\Y,
o

a<0 «

F1GuRrA 2.7: Bifurcacién silla-nodo.

> 1)

FIiGUurA 2.8: Bifurcacion silla-nodo en el espacio de fase-parametros.

En o = 0, este sistema tiene un equilibrio no hiperbélico zo = 0 con A = f,.(0,0) = 0.

El comportamiento del sistema para todos los demas valores de o también es evidente
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(ver figura 2.7). Para a < 0 existen dos equilibrios en el sistema: x12() = +v/—a,
donde el de la izquierda es estable, mientras que el de la derecha es inestable. Para
a > 0 no existen equilibrios en el sistema. A medida que « cruza el cero desde valores
negativos a valores positivos, los dos equilibrios (estable e inestable) “colisionan”,
formando en a = 0 un equilibrio con A = 0, y luego desaparece. Esta es una bifurcacion
silla-nodo. El término “colisiéon” es apropiado, ya que la velocidad de aproximacion
(#L215()) de los equilibrios tiende a infinito a medida que a — 0. Hay otra manera
de presentar esta bifurcacién: trazando un diagrama de bifurcacién en el producto
directo de los espacios de fase y de pardametros (simplemente, el plano («,z)). La
ecuacién f(z,a) = 0 define una variedad de equilibrio, la cual es simplemente la
pardbola a = —x? (ver figura 2.8). Al fijar algtin o, podemos determinar ficilmente
el nimero de equilibrios en el sistema para este valor del parametro. La proyecciéon de
la variedad de equilibrio en el eje de pardametros tiene una singularidad del tipo silla

en (a,x) = (0,0).

Observacion 2.21. El sistema & = o — 22 se puede considerar de la misma manera. El

analisis revela que aparecen dos equilibrios para a > 0.

En dimensiones mayores tenemos que esta bifurcacion ocurre practicamente de la
misma manera. Como el modelo que presentaremos en el capitulo 4 es bidimensional

veamos qué ocurre en R

Un campo x = f(x,a), x € R? a € R, que en o* = 0 tiene un equilibrio zy = (0, 0)
con valores propios Ay = 0, Ay < 0 tal que pasa por una bifurcacion silla nodo es

localmente topolégicamente equivalente a la forma normal

o = a+ou?
v o= —v,
con o = +1. Por ejemplo, se obtiene el diagrama de bifurcaciéon mostrado en la figura

(2.9) para ¢ = 1. En él vemos que un equilibrio silla y un equilibrio atractor que

existen para a < 0 colisionan en o = 0 y desaparecen para a > 0.
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a<0 a=20 a>0

FIGURA 2.9: Retrato de fase bifurcacién silla-nodo en R? para o = 1.

2.2.4. Bifurcacion de Hopf

Las posibles formas normales para una bifurcacién de Hopf son:

T o g -1 Zy 2 2 T
()00 () eaen () em

con s = £1. En el caso s = —1, consideremos el siguiente campo de vectores en R?:
T 2, .2).
T = axy— x9 — r1(T] + x3);
' ) ) (2.20)
Ty = 1+ agry — xo(ay + 23);

donde a € R. Este campo tiene el punto de equilibrio (x,z3) = (0,0) para todo «,

con matriz Jacobiana

teniendo valores propios A2 = a £ € C. Es claro que si o = 0 entonces el equilibrio
(0,0) no es hiperbdlico. Ahora realicemos un cambio de variables complejo dado por

z = 11 + 1T, obteniendo que esta nueva variable satisface

3= a(zy +ixg) +i(wy +iz) — (21 + ix0) (23 + 23),

y podemos por lo tanto escribir el sistema (2.20) en la siguiente forma compleja:
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F =gy ity = (a+1)z — 2|22 (2.21)

Finalmente, usando la representacién z = pe’, obtenemos 2 = pe(a + i — p?), lo

cual nos entrega la forma polar del campo (2.20):

{fiz pla—=p*);  p>0 (2.22)

o = 1 0<p<2m.

Las bifurcaciones del retrato de fase del sistema (2.22) a medida que a pasa a
través de cero pueden ser facilmente analizados utilizando la forma polar, ya que las
ecuaciones para p y ¢ en (2.22) estan desacopladas. La primera ecuacién (que debe
ser considerada solamente para p > 0) tiene el punto de equilibrio p = 0 para todos
los valores de «. El equilibrio es linealmente estable si a < 0; que se mantiene estable
en a = 0, pero de forma no lineal; para o > 0 el equilibrio se vuelve linealmente
inestable. Ademads, existe un punto de equilibrio estable adicional py(a) = \/a para
a > 0. La segunda ecuacién describe una rotacién con velocidad constante. Por lo
tanto, por superposicién de los movimientos definidos por las dos ecuaciones de (2.22),
obtenemos el retrato de fase de la figura 2.10 para el sistema bidimensional original
(2.20). El sistema siempre tiene un equilibrio en el origen. Este equilibrio es un foco
estable para @ < 0 y un foco inestable para a > 0. En el valor de pardmetro critico
a = 0 el equilibrio es estable no hiperbdlico y topoldgicamente equivalente al foco.
Este equilibrio esta rodeado, para a > 0, por una 6rbita cerrada aislada (ciclo limite)
que es Unica y estable. El ciclo es un circulo de radio pp(a) = \/a. Decimos que ha

ocurrido una bifurcaciéon de Hopf supercritica.

/L @ Eoy
5 AP

FiGURrA 2.10: Retrato de fase para la bifurcaciéon de Hopf supercritica.

Un campo que tiene los términos no lineales de la ecuacién (2.20) con signo opuesto,
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: 2 2
{ 1 ary — xo + x1 (2] + 3) (2.23)

iz = I1+CE2£L‘2+$2(I%+$%);

posee la siguiente forma compleja:

= (a+1i)z+ 2]z)%,

y puede ser analizado de la misma forma. El sistema (2.23) pasa por una bifurcacién
de Hopf en av = 0, pero contrario al campo (2.20), existe un ciclo limite inestable para
a < 0, el cual desaparece cuando « cruza el origen desde valores negativos a positivos.
El equilibrio en el origen tiene la misma estabilidad para a # 0 como en el campo
(2.20): es estable para a < 0 e inestable para a > 0. Su estabilidad en el valor de
pardmetro critico es opuesta a la de (2.20): es inestable no hiperbélico en o = 0 (ver

figura 2.11). En este caso se dice que es una bifurcacién de Hopf subcritica.

T T L2

N

re A
\;;J/ 1 1 kf_’/ 1

a <0 a=0 a>0

FiguraA 2.11: Retrato de fase para la bifurcacién de Hopf subcritica.
Observacion 2.22. En ambos casos (supercritica y subcritica) la bifurcacién de Hopf
involucra una pérdida de estabilidad local del equilibrio en @ = 0 a medida que «

crece.

2.2.5. Bifurcacion de 46rbitas homoclinicas

Considere un flujo ¢’ definido por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T = f(x), r = (T1,%,....,o,) € R" (2.24)
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donde f es suave. Sean xg, x(1), y ¥(2) equilibrios del sistema.

Definicién 2.23. Una orbita [y comenzando en un punto z € R” se llama homoclini-

ca al punto de equilibrio xq del sistema (2.24) si ¢'(z) — 2 cuando ¢t — +o0.

Definicién 2.24. Una o6rbita 'y comenzando en un punto x € R” se llama hete-
roclinica a los puntos de equilibrio z(1) y (2 del sistema (2.24) si ¢'(z) — x)

cuando t — —oo y ¢'(x) — x(2) cuando t — +o0.

Wu

Lo

(a) (b)

FIGURA 2.12: (a) Orbita homoclinica en el plano, (b) érbita heteroclinica en el
plano.

La figura 2.12 muestra ejemplos de érbitas homoclinica y heteroclinica a puntos

sillas en R? en los paneles (a) y (b) respectivamente.

Esta claro que una érbita homoclinica I'y al equilibrio xg pertenece a la interseccion
de sus variedades inestables y estables: Iy C W¥(xz) N W¥(zp). Similarmente, una

érbita heteroclinica I'y a los equilibrios @ (1) y z(2) satisface I'y C W*(x 1)) N W*(z(2)).

1—‘0

FIGURA 2.13: Orbita homoclinica Iy a un equilibrio silla-nodo.
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Debe tenerse en cuenta que las definiciones anteriores no requieren que los equilibrios
sean hiperbdlicos. La figura 2.13 muestra, por ejemplo, una 6rbita homoclinica a un

punto silla-nodo con un valor propio Ay =0y Ay < 0.

Dado que una conexién homoclinica o heteroclinica es la interseccion de variedades
estable e inestable, por el teorema de unicidad de soluciones (teorema 2.1), estas
intersecciones de variedades ocurren de manera no transversal. Por lo tanto, cualquier
perturbacion del sistema provocara que esta interseccién se rompa. Luego, las 6rbitas

homoclinicas son estructuralmente inestables.

Para efecto de esta tesis, consideremos un sistema planar

i = f(z, ), reR? PBeER, (2.25)

tal que para f = 0 tiene una érbita homoclinica a una silla zy. Lo que ocurre en
esta bifurcacién es el rompimiento de la 6rbita homoclinica I'y “hacia arriba” o “hacia
abajo”, formando un ciclo limite Lg, como se muestra en las figuras 2.14 y 2.15.

Veremos esta bifurcacion con mas detalle en el apéndice A.3.

p<0 f=0 8>0

FiGurA 2.14: Bifurcacién homoclinica en el plano. La conexién existe para 5 = 0.
Para 8 > 0 aparece un ciclo Lg estable.
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p<0 f=0 8>0

FicuraA 2.15: Bifurcacién homoclinica en el plano. La conexién existe para 5 = 0.
Para 8 < 0 aparece un ciclo Lg inestable.

2.2.6. Bifurcacién Bogdanov-Takens

Una de las posibles formas normales de una bifurcacién Bogdanov-Takens es [14, 29]

{ Go= & (2.26)
§o = B+ B + & + 1o,

donde s = £1. Tomemos s = —1 y consideremos el sistema:

2 = [+ Bomn + 77% — Mne.

{7?1 - (2.27)
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FiguraA 2.16: Diagrama de bifurcacién Bogdanov-Takens.

El diagrama de bifurcacién del sistema (2.27) se presenta en la figura 2.16. En él
vemos que existen distintas curvas de bifurcacién: una curva de bifurcacion silla-nodo,
la cual se divide en dos ramas 1" y T, correspondientes a 5 < 0y [ > 0, respec-
tivamente. También hay una curva de bifurcaciéon de Hopf supercritica representada
por H, y finalmente una curva de bifurcacion homoclinica representada por P. Estas
curvas de bifurcacién dividen al plano (31, 52) en cuatro regiones distintas. En la re-
gién 1 vemos que no hay puntos de equilibrios, luego, en la regién 2 vemos que hay
dos puntos de equilibrios, un equilibrio estable y un equilibrio silla. En la regién 3
aparece un punto de equilibrio silla y un ciclo limite estable rodeando a un equilibrio
inestable. Finalmente, en la regién 4 vemos que tenemos un equilibrio inestable y un

equilibrio silla.
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El caso s = +1 puede ser tratado de manera similar. Ya que se puede reducir al es-
tudiado mediante la sustitucién t — —t, ny — —ns, el retrato paramétrico permanece

como estaba, pero el ciclo se convierte en inestable cerca del punto Bogdanov-Takens.



Capitulo 3

Dinamica de Poblaciones

En este capitulo se mostraran herramientas sobre la dindmica de poblaciones. Se
definen modelos de poblaciones de crecimiento continuo, el efecto Allee y finalmente

modelos para la interaccion de dos especies.

3.1. Modelos de Crecimiento Continuo

Sea z(t) el tamano de una poblacién en el tiempo ¢. Entonces la tasa de cambio

dx

pri nacimientos-muertes+migracion, (3.1)
puede interpretarse como una ecuacién de conservacion de la poblacién. Los términos
en el lado derecho de (3.1) dependen del fenémeno especifico que se estd modelando.
En la mayoria de los modelos, tipicamente no se considera migracion o desplazamiento
espacial de la poblacion, y los términos de natalidad y mortalidad son proporcionales

a x. Es decir,

d

d—f = bx — dx,
con lo cual al resolver esta EDO obtenemos: z(t) = zoe®=9*, donde b, d son cons-
tantes positivas y la poblacién inicial z(0) = . Asi, si b > d la poblacién crece

exponencialmente, pero si b < d se extingue. Este enfoque, debido a Malthus [33],

32
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actualmente se considera poco realista, pues en la realidad no hay poblaciones que

crezcan indefinidamente.

Por lo tanto, en el largo plazo, por supuesto, debe haber algin ajuste a tal cre-
cimiento exponencial. Verhulst ([45, 46]) propuso que debiese operar un mecanismo
de auto-limitacién cuando una poblacién se vuelve demasiado grande. El sugirié un

modelo de la forma:

dx x

— =rz(l - = 3.2
= (- ) (32)
donde r y K son constantes positivas. En este modelo, la tasa de natalidad per capita
es 7(1 — %); es decir, que es dependiente de . La constante K es la capacidad de
carga del medio ambiente, que normalmente se determina por los recursos disponibles

para la supervivencia de la especie.

Hay dos estados estacionarios o estados de equilibrio de (3.2), z = 0y = = K,
es decir, donde dz/dt = 0. z = 0 es inestable ya que la linealizacién sobre él da
dx/dt =~ rz, y asi x crece exponencialmente desde cualquier valor inicial pequeno. El
otro equilibrio z = K es estable: la linealizacion sobre él da d(z — K)/dt ~ —r(x — K)
y entonces x — K cuando t — oco. La capacidad de carga K determina el tamano de
la poblacién del estado estacionario estable, mientras que r es la tasa de crecimiento
intrinseco de la poblacién y nos da una medida en la cual la poblacion alcanza el
tamafo estacionario x = K. Decimos que esta dindmica obtenida en (3.2) representa

un crecimiento logistico.

K _____________

Zo

FiGurA 3.1: Crecimiento de poblacion tipo logistico. Notar la diferencia cualitativa
para los dos casos g < K/2y K > z9 > k/2.

Si z(0) = 29 # 0, la solucién de (3.2) es
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xoKe™
[K + zg(emt —1)]

x(t) = — K cuando t — oo, (3.3)
y se ilustra en la figura 3.1. A partir de (3.2), si g < K, la funcién z(t) simplemente
aumenta monétonamente a K mientras que si xy > K, la solucién z(t) disminuye
mondétonamente a K. En el primer caso hay una diferencia cualitativa dependiendo
de si zg > K/2 0 zg < K/2. Si 29 > K/2 la solucién es céncava hacia abajo. En
cambio, si xy < K/2, la solucién posee un punto de inflexion lo que hace que la
grafica cambie de concavidad, en este caso pasa de ser céncava hacia arriba a ser

céncava hacia abajo.

3.2. Efecto Allee

Para explicar la nocion de efecto Allee primero consideramos el siguiente ejemplo

que ilustra matematicamente este fenémeno:
Ejemplo 3.1. Efecto Allee en un modelo con crecimiento logistico.

Consideremos una variante del modelo logistico que incorpore un nuevo factor (x —

m) dada por:

1 —) (x — m)x (3.4)

donde r es el potencial biotico o tasa de crecimiento de la poblacion, K es la capacidad
de carga ambiental. Notemos que, la ecuacion (3.4) posee tres puntos de equilibrio: en
x=0,x=myx =K (ver figura 3.2), esto hace que si xy > m la poblacion crece
monotonamente convergiendo a x = K, en cambio, si xo < m la poblacion se va a la

extincion.

Entonces, el parametro m es el minimo de poblacion viable y representa el nivel de
umbral por debajo del cual dx/dt < 0. El parametro m define un umbral que determina

la extincion o sobrevivencia de la especie
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FI1GURA 3.2: Forma cualitativa de las soluciones de la ecuacién (3.4), en el caso

m > 0.

Consideramos que el factor m(x) = (x —m) induce una disminucion de la tasa de

crecimiento a bajas densidades. Fste fenomeno se conoce como efecto Allee.

.
1

=

Tasa de crecimiento per capita de la poblacién
]
T

|
N}

Umbral de Allee Capacidad de carga

o

2 4 6

Tamarnio de la poblacion o densidad

FicuraA 3.3: La tasa de crecimiento per capita de la poblacién en funcion del
tamano de la poblacién o la densidad para la dependencia de la densidad negativa
(puntos y rayas), efecto Allee débil (linea discontinua) y efecto Allee fuerte (linea

solida).

El efecto Allee se clasifica como fuerte o débil (figura 3.3). Un efecto Allee fuerte

resulta en un umbral critico de poblacién (o umbral de Allee), por debajo del cual la

poblacién se va a la extincién, como el del ejemplo 3.1. En (3.4) si m > 0 se tiene

efecto Allee fuerte. Por otro lado, la disminucién del fitness total (capacidad de un
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individuo de reproducirse con cierto genotipo) debido a un efecto Allee débil todavia
asegura una tasa de crecimiento per capita positiva, pero reducida, de poblaciones

pequenas o dispersas. En (3.4) se tiene efecto Allee débil si m =0 .

Muchos ejemplos del efecto Allee han sido descritos para bajas densidades de po-
blacién, pero este efecto, puede influir también en un amplio rango de densidades. Las
poblaciones pueden exhibir efecto Allee debido a un amplio rango de fenémenos tales
como [5, 12]

» Dificultad para encontrar parejas: Es mds dificil encontrar a una pareja (com-

patible y receptiva) a un bajo tamano o densidad de la poblacién .

= Facilitacion de la reproduccién: Los individuos tienen menos probabilidades de
reproducirse si no perciben a otros con quien reproducirse. Esta situacién es mas

probable de ocurrir en poblaciones pequenas.

= Comportamiento anti-depredador cooperativo: Los grupos de presas son menos
vigilantes y/o menos eficientes en defensa cooperativa cuando la poblacion es
pequena. Por ejemplo: escapar en grupos pequenos es menos eficaz para huir de

un depredador.

= Otros perjuicios de un agrupamiento colectivo: a bajas densidades el agrupa-
miento colectivo es menos eficaz, la termo-regulacion social y la resistencia a

bajas temperaturas se vuelve menos eficiente.

» Endogamia: Aumento de la tasa de autofecundacién y/o el nimero de aparea-

mientos entre parientes cercanos en poblaciones pequenas.

Investigacién ecolégica reciente ha sugerido que dos o mas efectos Allee pueden ge-
nerar mecanismos que actian simultdneamente en una misma poblaciéon; la influencia

combinada de algunos de estos fenémenos se ha llamado efecto Allee muiltiple (ver

[5])-

Por ejemplo, veamos el siguiente modelo que presenta doble efecto Allee

Gla)=r(1- %) (1— ’::;) (3.5)

el cual es equivalente a



Capitulo 3. Dindmica de Poblaciones 37

r x
G(x) = (1——) r—m), 3.6
0= (1-%) w=m) (36)
en donde m y K tienen el mismo significado ecolégico nombrado anteriormente para
el modelo (3.4) y b es un parametro que afecta a la forma general de la curva de
crecimiento per capita de la presa en (3.6). La dindmica del modelo (3.6) se aproxima
al crecimiento logistico para x grande, pero si x es pequeno, los parametros m y b

influyen en su dindmica. Tenemos que si m > 0

lim G(z) = —oo0,

z—0

los que impone altas tasas de extincion en pequenas poblaciones. Para mayor detalle
ver [7].

Esta forma de efecto Allee sera la utilizada en el modelo a estudiar en el capitulo 4.

3.3. Modelos para la interaccion de poblaciones

Cuando interactian especies, la dinamica de poblacién de cada especie se ve afec-
tada. En general, existe toda una red de especies que interactian, a veces llamado
una cadena tréfica, lo que hace a las comunidades estructuralmente complejas. Aqui

consideramos los sistemas que implican dos especies.

Hay tres tipos principales de interaccién [17, 35]

(i) Si la tasa de crecimiento de una poblacién decrece y la tasa de crecimiento
de la otra aumenta las poblaciones estan en una situacion depredador-presa.

Tipicamente, la especie depredadora se alimenta de la especie presa.

(ii) Sila tasa de crecimiento de ambas poblaciones decrece entonces tenemos com-

petencia de las especies.

(iii) Si la tasa de crecimiento de cada poblacién aumenta entonces se llama mutua-

lismo o simbiosis.

En esta tesis nos concentraremos en interacciones del tipo depredador-presa.
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3.3.1. Sistemas de Lotka-Volterra

Volterra [47] propuso primero un modelo simple para la depredacién de una especie
por otra, para explicar los niveles de oscilacién de ciertas capturas de pescado en el
mar Adridtico. Si x(t) es la poblacién de presas e y(t) la del depredador en el tiempo

t entonces el modelo de Volterra es

T = ax — bxy, (3.7)

Yy = cxy — dy, (3.8)

donde a, b, ¢ y d son constantes positivas.

Los supuestos del modelo son:

(i) La presa en ausencia de cualquier depredacion crece ilimitadamente de una forma

Malthusiana; este es el término az en (3.7).

(ii) El efecto de la depredacién es reducir la tasa de crecimiento per capita de la
presa por un término proporcional a las poblaciones de presas y depredadores;

este es el término —bxy.

(iii) En la ausencia de presas para el sustento la tasa de muerte del depredador

resulta en un decaimiento exponencial, es decir, el término —dy en (3.8).

(iv) La contribucién de la presa a la tasa de crecimiento de los depredadores es czy;
es decir, es proporcional a las presas disponibles, asi como con el tamano de la

poblacién de depredadores.

Los términos xy pueden ser considerados como representantes de la conversién de
la energia de una fuente a otra: bxy se toma de la presa y cxy procede a los depreda-
dores. Este modelo tiene serios inconvenientes, el mas importante de ellos es que las
soluciones del modelo no persisten bajo pequenas perturbaciones de parametros. No
obstante, ha sido de gran valor en el planteamiento de preguntas de gran relevancia y

es un lugar de partida para los modelos més realistas.

El modelo (3.7) y (3.8) se conoce como el modelo de Lotka-Volterra ya que las mis-
mas ecuaciones también se derivaron por Lotka [32] a partir de una reaccién quimica
hipotética la cual él dijo que podria presentar un comportamiento periédico en las

concentraciones quimicas.
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3.3.2. Modelos depredador-presa realistas

Una de las consecuencias poco realistas en los modelos de Lotka-Volterra, (3.7) y
(3.8), es que el crecimiento de la presa no esta acotado en ausencia de depredacién. Pa-
ra ser mas realistas las tasas de crecimiento deberian depender tanto de las densidades

de las presas y depredadores como en la ecuacion

{x = ok, (3.9)
y = yG(z,y),

donde las formas explicitas de F'y G dependen del tipo de interaccién y de la especie.

Un modelo del tipo (3.9) se dice que es del tipo Kolmogorov en donde su principal

caracteristica es que los ejes son invariantes [19, 21].

Como un primer paso razonable que podriamos esperar es que la presa deberia satis-
facer un crecimiento logistico en ausencia de depredadores, o tener algunas dindmicas
de crecimiento similar, es decir, que tenga alguna capacidad de carga maxima. Asi,

por ejemplo, una ecuacién de poblacién de presas mas realista podria tener la forma

T =xF(z,y), (3.10)

con F(z,y) =r (1 — %) — yR(x), donde R(z) es un término de depredacién y K es

la capacidad de carga constante para la presa cuando y = 0.

zR(x) (a) zR(z) (b) zR(z) (c) zR(x) (d)
A ______ A ______ A ______
0 T 0 T 0 T 0 T

FIGURA 3.4: Ejemplos de respuesta funcional xR(z) de los depredadores a la
densidad de presa. (a) R(z) = A, el tipo no saturado de Lokta- Volterra. (b)
R(z) = A/(x + B). (c) R(z) = Az/(2® + B?). (d) R(z) = A[l — e~ %] /x.
El término de depredacién, R(x) se conoce como la respuesta funcional del depre-

dador al cambio en la densidad de la presa. En algunos casos muestra un efecto de
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saturacion. En lugar de una respuesta lineal de los depredadores en la forma bxy (ver
figura 3.4 (a)), como en el modelo de Lotka-Volterra (3.7), tomamos yxR(z) donde
xR(z) se satura para x grande, esto es, xR(z) se aproxima a su valor de saturacién.

Algunos ejemplos son

Riz) = R@:):%, R(m):w, (3.11)

donde A y B son constantes positivas; éstos se ilustran en las figuras 3.4 (b)-(d).
Los ejemplos en las figuras 3.4 (b) y (c) son aproximadamente lineal en z para bajas
densidades. La saturacion para x grande es un reflejo de la limitada capacidad de los

depredadores, o la perseverancia, cuando la presa es abundante.

La ecuacién de la poblacién de depredadores, la segunda de (3.9), también deberia
ser méas realista que simplemente tener G(z,y) = —d + cx como en el modelo de

Lotka-Volterra (3.8). Las posibles formas para G(x,y) son:

G(z,y) =k (1 - %) . Gla,y) = —d + eR(x), (3.12)
donde k, n, d y e son constantes positivas y R(x) tiene alguna de las formas en (3.11).
La primera ecuacién de (3.12) dice que la especie y crece de manera logistica, pero su
capacidad de carga es directamente proporcional a la densidad de la presa, esto es,
K, = nz. Mientras que la segunda ecuacién nos dice que la contribucién de la presa
a la tasa de crecimiento de los depredadores es proporcional a algin R(z) de (3.11),

asi como con el tamano de la poblacién de depredadores.

Los modelos establecidos por las ecuaciones (3.9) - (3.12) son sélo ejemplos de
los muchos que se han propuesto y estudiado. Todos ellos son mas realistas que el
modelo clasico de Lotka Volterra, en el sentido de que los posibles comportamientos
matematicos tienen asociados una interpretaciéon mas acorde con lo observado en la

naturaleza.

En las siguientes dos subsecciones veremos dos formas de modelar la poblacién de

dos especies.
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3.3.3. Modelos de tipo Gause

El siguiente modelo depredador-presa fue propuesto por Gause [20] como una al-
ternativa mas flexible para el modelo depredador-presa estructuralmente inestable de
Lotka-Volterra:

{x' = xF(z,y), (3.13)

y = yG(x,y),

con F(x,y) = g(r) — 2R(x) y G(x,y) = (—d + q(x)). Donde d > 0 es la tasa de
mortalidad del depredador y en la ausencia de presas z; g(z), R(z), ¢(z) son funciones

CO! que satisfacen las siguientes restricciones:

» Existe K > 0 (capacidad de carga de la presa), tal que g(z) > 0si 0 <z < K,
g(K) =0,y g (x) <0sixz> K. Por lo tanto, g(z) es la tasa de crecimiento per

capita de la presa si no hay depredador.

» R(x) es la respuesta funcional del depredador, que describe el ntiimero de presas
muertas por un depredador, R(0) = 0y R(x) > 0 para = positivos; ademas, es

razonable tener R(z) — A si 2 — 0.

» ¢(z) da la eficacia del consumo de presas por los depredadores, ¢(0) = 0, g(x) >
0,¢(z)>0siz>0.

De la primera parte de (3.13) vemos que el crecimiento de la presa se ve reforzado
por su propia presencia de una manera analoga al crecimiento de una sola especie y
disminuye por una cantidad proporcional al nimero de depredadores presentes mul-

tiplicado por la respuesta de los depredadores a la presa.

La segunda parte de (3.13) describe ahora el crecimiento de la poblacién de de-
predadores. En ausencia de las presas la poblacién de depredadores disminuye. El
crecimiento se ve reforzado por la presencia de las presas en una cantidad proporcio-
nal al nimero de presas. En ocasiones ¢(x) = AR(x), lo que nos dice que la conversién
de presas en nuevos depredadores es proporcional a la tasa de captura o respuesta

funcional del depredador.
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3.3.4. Modelos de tipo Leslie-Gower

Leslie [30] propuso un modelo diferente al modelo de Lotka- Volterra, descrito por

un sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales no lineales de la forma:

{% = zF(z,y),

W = yG(,y),

donde F(z,y) = (1—- %) —qy y G(z,y) = s (1 — ). La formulacién Leslie-Gower
se basa en la suposicién de que la reduccién en una poblacion de depredadores tiene
una relacion reciproca con la disponibilidad per capita de su alimento preferido. Las
principales caracteristicas de este modelo son: la funcién de crecimiento tanto de las
presas como la de los depredadores, es de tipo logistico, la respuesta funcional es lineal,
es decir, zR(z) = gz y la capacidad de carga de los depredadores es proporcional al

tamafo poblacional de las presas, es decir, K, = nx, como en (3.12).

Algunas caracteristicas del modelo anterior se han modificado obteniendo asi los
modelos del tipo Leslie-Gower, los cuales se caracterizan porque la ecuacién de creci-
miento del depredador es de tipo logistico y la capacidad de carga del medio ambiente
K es una funcion de la cantidad de presas disponibles. En forma general se describen

por un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, auténomas del tipo Kolmogorov:

@& = xg(r) - R(x)y
% = s(l—%)y

donde zg(z) representa la funcién de crecimiento de las presas, R(x) es la respuesta
funcional de los depredadores que puede ser uno de los tipos en (3.11); K, que es la
capacidad de soporte del medio ambiente de los depredadores, se considera en general
una funcién de las presas disponibles; es decir, K, = k(x). Notemos que el enfoque
de modelacién Leslie-Gower para el crecimiento de los depredadores contrasta con
los modelos del tipo Gause visto en la seccién 3.3.3. En efecto, en los modelos tipo
Gause la conversiéon de masa depredador-presa debido a la depredacién sigue un tipo
de ley de conservacion [20, 22, 24]. El modelo que veremos en el capitulo 4 es del tipo

Leslie-Gower.



Capitulo 4

Dinamica de un modelo
depredador-presa considerando

doble efecto Allee en las presas

En este capitulo se obtienen resultados de la dindmica de un modelo depredador-
presa del tipo Leslie-Gower considerando doble efecto Allee en las presas aplicando

los conceptos desarrollados en los capitulos anteriores.

4.1. EIl Modelo

El modelo es descrito por el siguiente sistema bidimensional de ecuaciones diferen-

ciales no lineales auténomo del tipo Kolmogorov

&= GH0-F)@-m-w)w
(4.1)

donde = = x(t) e y = y(t) son los tamanos poblacionales de las presas y los depredado-
res, respectivamente, parat > 0, y donde u = (r, K, q,s,n,b,m) € £ = Rﬁ_ x|-K, K]
es un vector de parametros. Los parametros tienen los siguientes significados ecolégi-

COS:

43
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r | Tasa de crecimiento intrinseco de la presa.

Tasa de crecimiento intrinseco del depredador.

Capacidad de soporte del medio ambiente de las presas.

Pardmetro del efecto Allee (similar a ecuacién (3.4)).

>IN

Pardametro auxiliar que afecta a la forma general de la curva de crecimiento

per capita de la presa (como en (3.6)).

g | Tasa maxima de consumo per capita de los depredadores, es decir, es el
numero maximo de presas que pueden ser comidas por un depredador

en cada unidad de tiempo.

n | Medida de la calidad del alimento que proveen las presas para la

conversion en nacimientos de nuevos depredadores.

4.2. Equivalencia Topolégica

Notemos que el sistema (4.1) o campo vectorial X, no esta definido en el eje z = 0,

y su dominio es el conjunto

Q= {(z,y) € R*lz > 0,y > 0}.

Por esto y para simplificar los cdlculos se realizara un cambio de variables y un

reescalamiento del tiempo descrito en el siguiente lema.

Lema 4.1. Fl sistema (4.1) es topoldgicamente equivalente al sistema

& = ((1—u)(u— M) - Qu(u+ B))u?,

r,: (4.2)

& = S(u—v)(u+B)v,

en Q, donde n = (Q,5,B,M) € D :=R3x] —1,1[, con Q=28 S=2 M=1
y B= % Ademdas, I',, puede extenderse en forma continua a Q= {(u,v) € R*u >

0,v > 0}.

Demostracion. Primero construimos la siguiente transformacion:

P:OXR— O xR,
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tal que

Ku-+b
QO(U,U,T) = (KU,TLKU, %7—) = ([E,y,t)

Se tiene:

K 0 0 K
detDo(u,v,T) = det 0 nk 0 = — (u(Ku+0b)) >0,

2uK+b u(Ku+b)
rkK T O rK

lo cual nos dice que ¢ es un difeomorfismo que preserva la orientacién del tiempo.

El sistema X, bajo la transformacién ¢ nos da:

du _ wlutd (55 (1 —u) (u— 1) — qnKv) u);
U, :
% o= s ().

Finalmente la transformacién de parametros

Vv E — E,

tal que

gnkK s b
K b = K i
¢(T7 ’q? 8’ n’ 7m) (T’ ) 77‘7”7 K’ ) )

r

=13

satisface
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10 -2 -5 0 0 0
01 « 0 0 -5 -
o0 = 0 0 0 0
detDy = det| 0 0 0 L0 0 0
00 % 0 1 0 0
00 0 0 0 + 0
oo o 0 0 0 2+

n

= — >0.
Kr?

Esto nos dice que ¢ es un difeomorfismo y asi obtenemos el sistema (4.2) el cual es
topolégicamente equivalente a (4.1) en 2. Ademas, el sistema (4.2) estd bien definido

en u = 0 y por lo tanto se puede extender en forma continua a

Q= {(u,v) € R¥}u>0,v >0}. O

4.3. Estabilidad de puntos de equilibrio

Primero, notemos que el tnico equilibrio en ausencia de presas es el origen (0,0).

En efecto, tomando la igualdad v = Z—Z = 0 y considerando que |,—¢ = j—ﬁ 0,

u=0
obtenemos la ecuacién —SBv? = 0, la cual tiene como unica raiz a v = 0. Asi, el

origen (0,0) es el unico equilibrio en ausencia de presas.

4.3.1. Puntos de equilibrio en ausencia de depredadores

Los puntos de equilibrio en ausencia de depredadores se obtienen considerando v = 0

en el sistema (4.2) igualando cada ecuacién del sistema a cero.

En este sistema los puntos de equilibrio son:

= El punto (0,0)

= Sobre el eje u:
(M,0); (1,0),
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los cuales se obtienen de la siguiente manera:

Primero consideremos la primera ecuacién del sistema (4.2)
2 — ((1—u) (u—M)—Qu(u+ B))u®. Esta se debe igualar a cero, obteniendo
(1—u)(u—M)—Qu(u+ B))u*=0.

Notemos que 9|,—9 = 0, luego obtenemos que

(1—u)(u— M)u? =0. (4.3)

Luego las raices de (4.3) son

u=1Vu=M V u=0.

Por lo tanto, los puntos de equilibrio en ausencia de depredadores obtenidos por
medio de la ecuacién (4.3) son (1,0); (M,0) y (0,0).

4.3.1.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio en ausencia de depreda-

dores

Para obtener la estabilidad local de los puntos de equilibrio debemos obtener la

matriz Jacobiana del sistema (4.2) la cual es:

i ~Quiu+B) > (4.4)

DTy (u,v) =
ole-0) <Sv(2u+B—v) S(u* + Bu — 2uv — 2Bv)

en donde dy; = —4u® + (3M + 3 — 3Qv)u* — (2M + 2Q Bv)u.

Lema 4.2. En el sistema (4.2), el equilibrio (1,0) es un punto silla.

Demostracion. La matriz Jacobiana evaluada en el punto (1,0) es

DI(1,0) = ( M-1 —Q(1+ B) )

0  S(1+B)
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con determinante

det DT',(1,0) = S(M — 1)(1 + B).

Notemos que como M € |—1,1[ tenemos que M — 1 < 0 para todos los valores de

M. Asi tenemos que

det DT, (1,0) = S(M —1)(1+ B) < 0.

Por lo tanto DI',(1,0) tiene un valor propio positivo y uno negativo. Asi, por el

teorema de Hartman-Grobman 2.13 el punto de equilibrio (1,0) es un punto silla. [

Lema 4.3. En el sistema (4.2), el punto de equilibrio (M,0) es

1. Punto silla st —1 < M <0y M+ B > 0;
2. Repulsor si

a) -1<M<0yM+B<0 0
b)0< M < 1.

Demostracion. La matriz Jacobiana evaluada en el punto (M, 0) es

M2(1—M) M2Q(B+ M)
0 SM(M+B) |’

mwmm_<

con determinante

det DT, (M,0) = SM3(1 — M)(M + B)

y traza

TrDT,(M,0) = M>(1— M)+ SM(M + B)
= M(M(1 - M)+ S(M+ B)).

Primero notemos que 1 — M > 0 ya que M € |—1, 1[. Ahora analicemos los posibles

casos. Si —1 < M < 0 tenemos que
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s Si M + B > 0 entonces

det DT, (M, 0) < 0,

o sea, la matriz DI', (M, 0) tiene un valor propio negativo y uno positivo, asf el

punto (M, 0) es silla por teorema de Hartman-Grobman.

= Si M + B < 0 tenemos que

det DT, (M, 0) > 0

y la traza

TrDT,(M,0) > 0,

ya que M(1— M)+ S(M + B) <O0.
Entonces DI, (M, 0) posee ambos valores propios a la derecha del eje imagi-

nario en el plano complejo, asi el punto (M, 0) es repulsor.

Si0 < M < 1 tenemos

det DT, (M, 0) > 0

y traza

TrDT,(M,0) > 0

Asi, por los mismos argumentos que en el caso anterior, el punto (M, 0) es repulsor.
m

Para estudiar la estabilidad del origen (0,0), definamos los siguientes conjuntos en

el espacio de pardmetros D = R3x] — 1, 1]:

I={neD/M>0 AM+SB>0}, II={neD/M<0 AM+SB >0},
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IIIT={neD/M<0 AM+SB<0}, V={neD/M=0A1-BQ <0},

IV={neD/M=0 Al-BQ >0},

M
\
I
Vv
vV  ——
*— B
0
II
117
M+ SB=0

FIGURA 4.1: Regiones naturaleza (0,0).

La Figura 4.1 muestra la proyeccién de los conjuntos I — V' en el plano (B, M).
Notemos que I, I1 y Il1 son regiones abiertas, IV es segmento abierto de recta y V'

es segmento de recta cerrado y acotado por la izquierda.
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ot T

FIGURA 4.2: Retratos de fase locales cerca del equilibrio (0,0). En (a), n € I; en
(b),ne ITU IV;en (c),ne III;yen (d),ne V.

Lema 4.4. Para el equilibrio (0,0) del sistema (4.2) se cumple:

1. Sin € I el retrato de fase local es como en la figura 4.2 (a).
2. Sin e IlUIV el retrato de fase local es como en la figura 4.2 (b).
3. Sin € Il el retrato de fase local es como en la figura 4.2 (c).

4. Sin €V el retrato de fase local es como en la figura 4.2 (d).

Demostracion. La matriz Jacobiana evaluada en el punto (0,0) es

Drn@,o):(g )

Entonces el equilibrio es no-hiperbélico. Para desingularizar el origen ocupamos el

método del Blowing Up visto en la seccién 2.1.7.
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En primer lugar realizamos un Blowing Up direccional horizontal mediante el si-

guiente cambio de coordenadas

u=r, v=rp. (4.5)
Luego el sistema nos queda
& = (M —r—Mr+7r°+Qr’p+ BQrp);
% = rp(M—r+SB—Mr+Sr+12+Qr’p— SBp— Srp+ BQrp).

(4.6)

Para simplificar el sistema (4.6), hacemos un reescalamiento del tiempo dado por

T = r7 > 0, obteniendo el sistema

& = —p (M —r—Mr+r*+Qr’p+ BQrp);

=)

@ = p(M—r+SB—Mr+Sr+1r?+Qr’p— SBp— Srp+ BQrp);
(4.7)

el cual es topolégicamente equivalente al sistema (4.2) si r > 0 (en el caso r < 0

debemos considerar T' < 0).

Notemos que (0,0) en el sistema (4.2) es llevado al eje r = 0 mediante el cambio de
coordenadas (4.5).

Los equilibrios del sistema (4.7) en r = 0 son

M+ SB
(070) y <0; S—B) .

La matriz Jacobiana del sistema (4.7) es
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n

DR r.p) —M +2r +2Mr — 3r? = 3Qr*p — 2BQrp  —Qr3 — BQr?
mnp)=
—p — Mp + Sp + 2rp + 2Qrp* — Sp? + BQp? 99

(4.8)
con agp =M —r+ SB— Mr+ Sr+r?+2Qr*p —2SBp — 2Srp + 2BQrp.

Al evaluar Dﬁn(fr, p) en los equilibrios obtenemos

DF,(0,0) = ( M 0 > (4.9)

- B+ M -M 0
DF, (o, S—+> = (4.10)

respectivamente, donde

1 2
Si M # 0 tenemos tres distintos casos de naturaleza del punto (0,0), los cuales se

muestran en la figura 4.3. Si n € I es facil ver que (0, 0) es una silla hiperbdlica y que

(0, SBEM) es atractor de (4.7), como en la figura 4.3 (a). Sin € I vemos que (0,0) es
repulsor y que (O, SZEM) es una silla hiperbdlica de (4.7), como en la figura 4.3 (b).

. . . . /1: SB+M
Finalmente, si n € 11 tenemos que (0,0) es una silla hiperbdlica y que (0, =5

se encuentra en el primer cuadrante del plano (r,p), como en la figura 4.3 (c).

)IIO

(a) (b) ()

-
<

-’%

FIGURA 4.3: Retrato de fase del campo (4.7) en el plano r, p para las regiones I,
IT y III en los paneles (a), (b) y (c¢) respectivamente.
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Ahora realicemos un Blowing Up vertical al sistema (4.2) mediante el siguiente

cambio u = rp, v = p. Luego el sistema nos queda

& = pp(pr? — p*r® + BS — Mr + Mpr* — Spr? — Qp*r? — BSr + Spr — BQpr) ;

o — Sp*(B 4+ rp)(r —1).
(4.11)

Haciendo un reescalamiento del tiempo dado por T" = pr obtenemos un sistema
topolégicamente equivalente al sistema (4.2) en p > 0 (si p < 0 se considera T' < 0)

dado por:

4 = r(pr? —p*r3+ BS — Mr + Mpr? — Spr* — Qp*r* — BSr + Spr — BQpr);

!

% = Sp(B+rp)(r—1).
(4.12)

Notemos que en este caso el origen en el sistema (4.2) es llevado al eje p = 0.

Los equilibrios del sistema (4.12) en p = 0 son

SB
00 v (5res0)

La matriz Jacobiana del sistema (4.12) es

_ a M3+ Sr? — Sr3 —2prt + r® — BQr? — 2Qpr?
DF,(r,p) = ( ;

Sp(B —p + 2pr) S(B +2pr)(r — 1)

con a; = 3pr2—4p*r3+BS—2Mr+3Mpr?—3Spr? —3Qp*r?—2BSr+2Spr—2BQpr.

Al evaluar DF,(r, p) en los equilibrios tenemos

DF,(0,0) = < BOS _;S ) (4.13)
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o7 (_SB _ [ 5B airépp(SB+ SM — SB*Q — MBQ + SBM)
"\ M + SB’ 0 _ M5B ’
M+SB

(4.14)

respectivamente.

Si M # 0, se tienen tres distintos casos de naturaleza del punto (0,0). Similarmente
al razonamiento hecho para el blow-up horizontal se obtienen los retratos de fase de

la figura 4.4.

(a) (b) ()

(_)* <

Y

24—
Y
A
<

FIGURA 4.4: Retrato de fase del campo (4.12) en el plano r, p para las regiones I,
IT y III en los paneles (a), (b) y (c¢) respectivamente.

Vemos que en los tres paneles, (a), (b) y (c) de la figura 4.4 el origen es punto silla.
Entonces al hacer un blow-down a los sistemas (4.6) y (4.12), se obtienen los retratos

de fase en las regiones I, [T y I11.

El caso M = 0 es un poco mas delicado y requiere mas cuidado. En el caso del
blow-up horizontal (4.7), supongamos que M = 0, luego tenemos que los equilibrios

en r =0 son

(0,0) y (0,1).

Evaluemos la matriz Jacobiana del sistema (4.7) en los equilibrios

DF,(0,0) = < 8 SOB ) (4.15)
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DF,(0,1) = ( BQO_ X _gB ) . (4.16)

Notemos que ambas matrices (4.15) y (4.16) poseen un valor propio cero.

En ambos casos debemos estudiar la variedad central asociada al valor propio 0 de

la matriz Jacobiana de cada equilibro; ver seccién 2.1.6.

Primero veamos el equilibrio (0,0), el cual tiene los valores propios A\; = 0, Ay =
SB > 0.

Notemos que el vector propio asociado al valor propio 0 es {(1,0)}, asi el espacio
propio E£¢(0,0) asociado es el eje r de (4.7), es decir £(0,0) = {(r,p) : p=0}. Como
el eje r es invariante tenemos que W¢(0,0) = {(r,p) : p = 0} corresponde a una

variedad central asociada al valor propio 0 de (0,0).

Luego tenemos que el sistema (4.7) restringido a W¢(0,0) es

r=r"—r.

Vemos que si tomamos valores suficientemente pequenos de r tenemos

2

F=7r?—7>>0.

Asi tenemos que el equilibrio (0,0) es repulsor, pues Ay = SB > 0.

Ahora veamos la variedad central W¢(0, 1) asociada al valor propio 0 del equilibrio

(0, 1). Primero vemos que el vector propio asociado es { ( 5B 1) }, luego la pendiente

BQ-1’
BQ-1
SB

del espacio propio £E¢(1,0) es

Supongamos que W¢(0,1) = {(r,p) : p=h(r), |r|] < 0} donde:

BQ -1

h(r) =1+ <5

r 4 ar? + O(r®), (4.17)

y a es una constante por determinar.
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Como W¢(0,1) es invariante bajo (4.7), entonces la funcién h(r) debe satisfacer

B (r)P(r,h(r)) — Q(r,h(r)) =0, (4.18)

en donde Py () corresponden a las componentes horizontal y vertical respectivamente,
del sistema (4.7) con M = 0.

Por lo tanto, al sustituir (4.17) en (4.18) se obtiene:

1
a=§ﬁ§@423%y—3BQ+SB+1)
Asi tenemos que
h(r) =1+ BG — L + ! (S+2B*Q* - 3BQ+ SB+1) | r* +0(r*). (4.19)
SB S2B? ' '

Luego por el teorema de la variedad central (ver [14, 26, 29]) tenemos que el flujo

restringido a W¢(0,1) es

o= (1-BQ)r?*+ (-Q-2BR-1)—1)r°

o ) i (4.20)
+ (=% (2B2Q* — 3BQ + BS + BQS + 1)) r* + O(1).

Vemos que tenemos dos casos distintos dependiendo del signo de (1—BQ), los cuales
se ilustran en la figura 4.5. En el panel (a) consideramos 1 — BQ) > 0 obteniendo que
(0,1) es un punto silla. Por el contrario, si 1 — BQ < 0 como en el panel (b), el punto

(0,1) es atractor.
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(a) (b)
Py ry /J
¢ ——<——
— I
T

FIGURA 4.5: Retrato de fase del campo (4.7) con M = 0, en el plano (r, p) para los
conjuntos IV y V en los paneles (a) y (b) respectivamente.

Finalmente mediante un blow-down en (4.7), se obtienen los retratos de fase corres-
pondientes a IV y V. O]

4.3.2. Puntos de Equilibrio Interiores

Los puntos de equilibrios de (4.2) en Int(Q2) := {(u,v)/u > 0, v > 0} se ubican
sobre la diagonal u = v y por lo tanto son de la forma (u,u), donde la coordenada u

satisface la ecuacion de las isoclinas:

(Q+1Du?>—(M+1—-BQ)u+ M =0. (4.21)

Luego, segun la naturaleza de las raices de la ecuacién (4.21) tenemos el siguiente

lema sobre la cantidad de puntos de equilibrio de (4.2) en I'nt(€2):

Lema 4.5. Sea A: D — R, con D=R3x] —1,1] el espacio de pardmetros, tal que
An)=(M+1-BQ)*-4(Q+1)M, y sea®: D — R tal que ®(n) = 1+ M — BQ.

Entonces:

1. Sine A71(0,00) N®1(0,00), el sistema (4.2) tiene dos equilibrios en Int(Q).

2. Sin e [ATH0)N®1(0,00)] U [A™H(0,00) N{M < 0}], entonces el sistema (4.2)

tiene un equilibrio en Int(Q).

3. m€ P (—00,0]U[A™(—00,0)N®(0, 00)], el sistema (4.2) no tiene equilibrios
en Int(Q).
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Demostracion. Analizando el discriminante de (4.21) y por la regla de signos de Des-

cartes obtenemos lo pedido. O

Observacion 4.6. En el caso en donde hay 2 puntos de equilibrios positivos distintos

para (4.2), obtenemos las raices de (4.21) de la forma:

(M+1-BQ)—/(M+1-—BQ)?—4Q+1)M
2(Q+1)

uy = (4.22)

(M+1—BQ)+\/(M+1—BQ)2—4(Q+1)M‘

20T (4.23)

Uy =

En este caso tenemos dos puntos de equilibrio con coordenadas (uy,uy) y (ug, uz).

Observacion 4.7. Si (4.2) tiene solo un equilibrio en Int(Q), al resolver la ecuacién

(4.21) obtenemos el punto (u*,u*) con

w= M 1= BQ) (4.24)

2(Q+1)

sine [A7H0)N®1(0,00)]; v el equilibrio (u**, u**), con

o (M4+1-BQ)+/(M+1-BQ)?—-4Q+1)M
u = 20D , (4.25)

sin € [A71(0,00) N{M < 0}].

4.3.2.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio en Int(Q)

La matriz Jacobiana de (4.2) evaluada en un punto (u,u) toma la forma:

an —Qu*(B + u) >

DU (u,u) = ( Su(B +u) —S(u?+ Bu)

con
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ap = (=4 — 3Q)u® + (3M + 3 — 2BQ)u* — 2Mu.

Su determinante es

det DT, (u, u) = Su*(B + u)F(u),

donde

F(u) = 4Pu® — 3Cu + 2M (4.26)

con

C=1+M-BQ, P=Q+1>0, W2=C2—4PM. (4.27)

Veamos los distintos casos posibles dependiendo de la cantidad de puntos de equi-
librio en Int(€2).

Dos puntos de equilibrio en Int(f)

Las condiciones en el lema 4.5 para que hayan dos puntos de equilibrio equivalen a
C>0y W?>0.

Reemplazando las expresiones (4.27) en las coordenadas (4.22) y (4.23) de los puntos

de equilibrio obtenemos, respectivamente:

uy = %(C—W),

Lema 4.8. Sin e A™1(0,00) N ®71(0, 00

un punto silla.

~—

, el punto de equilibrio (uy,uy) de (4.2) es

Demostracion. Primero determinamos el signo del determinante de la matriz Jaco-

biana de (4.2) evaluada en el punto (u1,u1).

Remplazando u; en (4.26) y luego de un trabajo algebraico tenemos
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F(u) = —35(CW —2W? —4MP + C?)
— = —L(CW —2(C? — 4PM) — AM P + C?)
(4.28)
— —L(CW - C? +4PM)

— —S(CW —W2) = —y W <.

Por lo tanto det DT, (uy,u1) = —Su$(B + up )W < 0, asi el punto (us, u;) es punto
silla. O

Sea R : Q — R tal que

R(u) = 2M — 3u + 3Qu* + SB — 3Mu + Su + 4u* + 2BQu. (4.29)

Entonces, la traza de la matriz Jacobiana de (4.2) de un punto (u,u) tiene la forma

Tr(DI'y(u,u)) = —uR(u).
Teorema 4.9. Sin € A710,00) N®~(0,00), el punto de equilibrio (ug,us) de (4.2)
es:
1. Repulsor si R(us) < 0,
2. Atractor si R(ug) > 0,
3. Foco débil si R(ug) = 0.

Demostracidn. Consideremos el punto (us, us) con us = 55(C + W). Evaluando F(u)

en us y luego de un célculo directo tenemos

Flup) = 55(=C?+CW +2W? +2MP) = 55(C + W)W
(4.30)
= w,W > 0.

Asi det DT,y (ug, us) = Su3(B+us)W > 0, por lo que la estabilidad del punto (ug, us)
depende de T'r(DI,;(ug, u2)), 0 sea depende del signo de
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R(us) = 15 (2CW +W? —3C?*P 4+ 8MP? + 3PW? + C?

+2PSW + 4BP2S + 2CPS — 2BPQW — 2BCPQ).

Luego evaluando el signo de R(uy) y viendo los diferentes casos, por el teorema de

Hartman-Grobman obtenemos el resultado pedido. O

En el teorema anterior observamos que Tr(uy) cambia de signo, lo que evidencia
que el sistema pasa por una bifurcacion de Hopf. Por esto, para simplificar el calcu-
lo realizamos una reparametrizacion. Sea el nuevo parametro a # 1 una raiz de la

ecuacion de las isoclinas (4.21), es decir:

(Q+1)a®> — (M +1— BQ)a+ M = 0. (4.31)

Entonces por teorema de la funcién implicita, la ecuacién (4.31) define implicita-

mente la funcién

M = M(a) _ a(BQ_ 1) +a2(Q+1).

a—1

Sustituyendo la expresion para M (a) en el sistema (4.2) obtenemos:

g = ((1—w (u— (WPEDHAED) ) — Qulu+ B) ),

i

(4.32)
B =S (u—v)(u+ B)v,
con v = (a,B,S,Q). El sistema (4.32) es topolégicamente equivalente a (4.2). La
ventaja del sistema (4.32) es que ahora la coordenada a > 0 del equilibrio interior (a, a)
pasa a ser un parametro independiente explicito de (4.32). A continuacién, daremos
condiciones para que el sistema (4.32) pase por una bifurcacién de Hopf en el equilibrio
con coordenadas (a,a). Para ello ahora consideramos la funcién R(u) en (4.29) como

funcién de los pardmetros v = (a, B, @, S) obteniendo R : R{\{a =1} — R, con

1
R(l/):—a_l(Qa2—a—Sa2—|—BS+Sa+2a2—a3+BQa2—BSa).
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Ahora, definamos la siguiente funcién en los pardmetros v = (a, B,Q,S) : Ly :
Ri\{a =1} — R,

Ll(V> =

donde

Ny

Ny

N

- ((N4) ( e 20% (20 4+ B)(N)(26° 4 2B — a2(3 + B(-3+ Q)
1Q) — a(—1+2B°Q + B(5+2Q))(—Na) — oy a(—a*(4 4 3Q)

+B(=3+2BQ) 4 a(—2 + B2Q + 8B(1 + Q)) + a2(6 + 5Q — B(5 + 3Q)))

2a(2—2BQ—5a(1+Q)+3a?(1+Q))(1—2a+a’—BQa—Qa) _ 2a>N1/Na
VN2 (Ns)N1

2a(2+3a27a(5+2(1+B)Q))\/N72> _ 1 _ 9,2
+ N AT (Ng)( 3+ 4a — 3a* + 4aQ)

—BCLQQ + QBQ — 3@2(2 —+ Q) + a(8 + (5 + B)Q) + aT]\;l + %_’—

3(1+3a2—a(4+Q+BQ))(—N2)>>>( 1 )
(—=N1)2 16a2v/N3 J ’

(4.33)

= 1+a%?—2a—aQ — aBQ,

= —1—-a*+ BQ — BQa — BQa? + BQa?® — 2a*(3 + BQ* + Q?)
+a3(4 + BQ? + Q%) — a(—4 + BQ* + B?Q?) + 3Qa — 7Qa?
+5Qa® — Qa*,

= —1+BQ-a'14+Q)+a*(1+Q)(4+Q+ BQ) —a®
6+ (7+B)Q+2(1+ B)Q?) —a(—4+ (-3 + B)Q
+B(1+ B)@?),

= a—1,

= a+ B.

Teorema 4.10. Sea v = (a,B,Q,S) € R~'(0)N{L;"(—00,0)UL;*(0,00)}. Entonces

el sistema (4.32) pasa por una bifurcacion de Hopf en (a,a).
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Demostracion. Debemos probar que las hipdtesis del teorema de bifurcacién de Hopf
se satisfacen. Primero notemos que v € R~(0) implica que Tr(DY ,(a,a)) = 0,

obteniendo asi que los valores propios son imaginarios puros.

Por otro lado debemos ver que Tr(DY ,(a,a)) cambia de signo cuando R(v) = 0.

Esto lo obtenemos del hecho que

oTr(DY ,(a,a)) O B 4 _
55 = %(—CLR(V)) =—a(B+a)#0, Vve R \{a=1}

A continuacion, seguimos la estrategia del teorema A.2 en el apéndice A. Veremos
que la primera cantidad de Lyapunov tiene el mismo signo que L;(v), cuando R(v) =
0.

Primero traslademos el equilibrio (a,a) del sistema (4.32) al origen mediante el

cambio

r=u-—a p=v—a,

obteniendo el sistema

(d 1
= = (a+7)*(2ar —ar? —a®r —r +r* — Qa*p + BQp
dr a—1
}71, : +Qap + Qar + Qpr — BQap + BQar — Qapr), (4.34)
dp
— = —=S{p-r)(a+p)(B+a+r).
\ dr

La matriz Jacobiana del sistema (4.34) evaluada en el origen es

—(Qa* —a+2a®> — a®> + BQa*) —Qa*(B + a) ) ' (4.35)

DY, (0,0) = ( a-1 5
a(B + a) —Sa(B + a)

Sabemos que la traza de esta matriz se anula cuando R(r) = 0; en efecto
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Tr(DY,(0,0)) = -%(Qa®—a+2a*> - d®+ BQad?) — Sa(B + a)
= L (—a+Qa*— Sa®+ BS + Sa+ 2a* — a® + BQa® — BSa)
- —a (—a—il(—a—i-QaQ—Sa2+BS+Sa+2a2—a3+BQa2—BSa))
= —aR(v).
Si v € R \{a = 1}, la ecuacién R(v) = 0 define implicitamente la funcién

Qa? — a + 2a* — a® + BQa?

§= : 4.36
(a—1)(B+a) (4.36)
para a # 1.
Reemplazando (4.36) en (4.35) tenemos
DY,(0,0) = #1(@Qe* —at2’ —a’+BQa®) —Qa*(B+ta) |
420+ Qa—a*+BQa—1) —*=(2a+Qa—a*+ BQa—1)
(4.37)

Sean vy, ve los valores propios generalizados de (4.37) y sea [v1v3] la matriz con
r r

columnas vy y vy. El cambio de coordenadas ( ) — [vg Ug) ( ) permite dejar
p p

el sistema (4.34) con R(v) =0 en la forma

(p>:<i 310)(2)*(2)’ (439

donde

CL2

a—1

w=—

V(=2a — Qa + a® — BQa + 1)(2a — Qa? + BQ + 2Qa — a2 — 1) (4.39)
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P = —Z-(—4ar’ —5a’r + ar® + 3a3r + 3a*r* + 2ar +r? — r® — 3Qa*p

a—1

+3Qa’p — Qar? — 2Qa*r — Qpr? + 2BQa’p — BQar? — 2BQa’r

+Qapr? + 3Qa’pr — 2BQap — BQpr — 3Qapr + BQapr), (4.40)

—2a — Qa +a®> — BQa +1
(a—1)(B+a)

Q = alp—r)(Bp+ap+ar+ pr)

El sistema (4.38) nos permite utilizar la férmula (A.6) para el calculo directo de la
primera cantidad de Lyapunov, y obtenemos la expresién (4.33) la cual, por hipétesis,
es no nula. De esta forma se satisfacen las condiciones del teorema de bifurcacion de

Hopf A.2 obteniendo el resultado requerido.

Un punto de equilibrio en Int((2)

Consideremos 1 + M — BQ >0 y A = C? —4PM = 0. Recordemos del lema

4.5 que estas son las condiciones necesarias para tener un unico punto de equilibrio

(M+1-BQ)

interior (u*,u*), donde u* = SR

Teorema 4.11. La condicion

A(M,B,Q)=C*—4PM =(1+M - BQ)*-4(Q+1)M =0

define una curva de bifurcacion silla-nodo en el plano (M, B). En tal caso el punto

(u*, u*) posee:
1. una variedad inestable unidimensional si

_ 6CP —8MP? —3C°Q — 4C” + 6CMP —4BCPQ

5 2P(C + 2BP) !

2. una variedad estable unidimensional st

- 6CP —8MP? —3C?Q — 4C* + 6CMP — 4BCPQ

S 2P(C + 2BP)
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Demostracion. Para mayor facilidad de andlisis, si sustituimos las expresiones (4.27)

en la coordenada u* en (4.24) se obtiene

El determinante de la matriz Jacobiana DI, evaluada en el punto (u*,u*) es

det DT, (u*,u*) = £SS(C+2BP)(2CQ + 4MP? — 3C P+

16
+2C2 — 3CMP + 3BCPQ).

Por hipétesis tenemos que W? = C? — 4PM = 0. De esto y después de un trabajo

algebraico tenemos

1 2
det DT, (u*, u*) = —1—6%5(0 +2BP)(C* —4MP) = 0.

Asi det DI, (u*, u*) = 0, entonces uno de los valores propios de DI, (u*, u*), diga-
mos \p, es cero, lo cual es condicién necesaria béasica para una bifurcacion Silla-nodo
(ver secci6én 2.2.3 y seccién A.1 en apéndice A). También obtenemos que se satisface

la condicion de genericidad, en efecto

oA
55 = 20+ M~ BQ) <0.

Luego, det DI, (u*, u*) estda cambiando de signo en A = 0.

Ademas sabemos que :

= Si A > 0 el sistema (4.2) tiene dos puntos de equilibrio positivos.
» Si A =0 el sistema (4.2) tiene un punto de equilibrio positivo.
= Si A <0 el sistema (4.2) no tiene puntos de equilibrio positivos.

Luego de lo anterior tenemos que a medida que el punto (M, B) cruza la curva
SN = {(M,B) : (1+M — BQ)*>—4(Q + 1)M = 0}, aparecen o desaparecen dos
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puntos de equilibrio en Int(2) = {(u,v)/u > 0, v > 0}, dependiendo del sentido de

movimiento de los parametros.

La traza de la matriz Jacobiana DI, evaluada en el punto (u*,u*) es

TrDU, (u*,u*) = —15(3C%Q+8MP?—6CP + 4C?

1
8

!

+4BP*S — 6CMP +2CPS + 4BCPQ).
Dado que 2P(C + 2BP) # 0, tenemos que la ecuacién
TrDU, (u*,u*) = —15(3C%Q +8MP? —6CP + 4C?

+4BP?S — 6CMP +2CPS +4BCPQ) =0

define implicitamente la funcién

6CP —8MP? —3C*Q —4C? + 6CMP — 4BCPQ

S*(B,M,Q) = 2P(C + 2BP)

(4.41)

Sabemos que

» SiS > S%B,M,Q), entonces TrDL, (u*, u*) > 0 obteniendo asi que el segundo

valor propio Ay > 0. Luego, (u*, u*) posee una variedad inestable unidimensional,

» S5iS < S*(B,M,Q), entonces TrDI,, (u*, u*) < 0 obteniendo asi que el segundo

valor propio Ay < 0. Luego, (u*,u*) posee una variedad estable unidimensional.

Estas condiciones aseguran que la bifurcacion silla-nodo ocurre de forma genérica.

[]

Observacion 4.12. De la demostracion anterior, notemos que a lo largo de la curva

SN puede ocurrir

_ 6CP —8MP2—3C2Q — 4C* + 6CMP — 4BCPQ
- 2P(C + 2BP) !

lo cual sucede cuando la traza de la matriz Jacobiana DI, del sistema evaluada en el

S

equilibrio (u*, u*) se anula, por lo cual se produce una Bifurcacién Bogdanov-Takens;

ver seccion 2.2.6 y seccién A.4 en apéndice A.
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4.4. Acotamiento de soluciones

Teorema 4.13. Las soluciones del sistema (4.2) son acotadas.

Demostracion. Usaremos la compactificacion de Poincaré [11, 38]. Primero veremos

el comportamiento del sistema a medida que v — co. Definimos las coordenadas

1
x =2 Yy == (4.42)
v v
Luego el sistema (4.2) queda
‘fl—f = —% (QX? — X?Y + X3 - BSY? + MXY? - MX?Y
+SX2Y — SXY + BSXY?+ BQXY),
(4.43)
X = 3 (X+BY)(X-1).

Realizando un reescalamiento del tiempo 7" = %7‘ tenemos que el sistema (4.43)

puede extenderse en forma continua al eje Y = 0 en el sistema

& = —X(QX*—X*Y + X3 —BSY?+ MXY? - MX?Y

~ SX?%Y — SXY 4+ BSXY? + BQXY),

T, * * +BRXY) (4.44)
X = —SY?(X+BY)(X -1).

Los equilibrios del sistema (4.44) en Y = 0 son

0,00 vy (=@Q,0)

La matriz Jacobiana del sistema (4.44) es

DL, (X,Y) = an a2
Y —28XY? — BSY3+ SY? —2SX?%Y —3BSXY?+2SXY + 3BSY?
(4.45)
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con

a1 = 3X2Y —3QX?%—4X3+3MX2%Y +25XY — 35X2Y
—2MXY? - 2BQXY + BSY? — 2BSXY?,

aps = Y+ MX3+SX?—-SX3 - 2MX?Y — BQX?+2BSXY — 2BSX?Y.
Luego, la matriz Jacobiana Dﬁ, evaluada en el punto (0,0) es

DT, (0,0) = (8 8)

Ahora para desingularizar el origen aplicamos el método de blowing-up. Primero
realizamos un blowing-up horizontal haciendo X = r, Y = r2p, y un reescalamiento

del tiempo 7 = r2T obteniendo el sistema

o = —r(Q+r—Sp—pr— BSp’ + Mp’r + BQp — Mpr + Spr + BSp’r),

)

& = p(Q+r—rp+ Mp*r+ BQp— Mpr).
(4.46)

Los equilibrios del sistema (4.46) en r = 0 son

0,0) v (o, _%) .

La matriz Jacobiana del sistema (4.46) es

DF (r,p) = ‘11 C12
T —p?4+p—Mp?>+ Mp> Q —2pr+r+2BQp — 2Mpr + 3Mp3r
(4.47)

con



Capitulo 4. Dindmica de un modelo depredador-presa considerando doble efecto
Allee en las presas 71

cin = 2pr —Q —2r +2Mpr — 2Spr — 2Mp?*r + Sp + BSp? — 2BSp*r — BQp,

cla = 1%+ Mr?—Sr* —2Mpr? + Sr + 2BSpr — 2BSp? — BQr.

Al evaluar (4.47) en los equilibrios (0,0) y (0, —%) obtenemos

DF,(0,0) = ( Q0 ) : (4.48)

~ 1 0 0
DFn(O,—E) = ( —%(B+1)(B+M) P ) (4.49)

respectivamente.

Como la matriz (4.47) evaluada en el equilibrio (0, —%) tiene un valor propio 0
debemos buscar la variedad central W¢(0, —%) la cual es tangente al espacio propio

de este valor propio. Notemos que el vector propio de A = 0 asociado a (0, —%) es

(B+1)(B+ M)
(L)

Luego la pendiente del espacio propio E¢(0, —+) es

(B+1)(B+ M)

mp = —

B3Q ’
asf tenemos la recta p = —% +myr + O(r?) en el sistema (4.46). Luego al devolvernos
al sistema (4.44) mediante el método del Blow-down obtenemos la recta Y = —%X +

m1 X2+ O(X?), por lo tanto la separatriz que nos entrega el equilibrio (0, —%) tiene
pendiente negativa en el sistema original por lo que la variedad central W¢(0,0) del 0

no estara en el primer cuadrante y no formara una separatriz para el acotamiento.

Ahora realicemos un blow-up vertical en (4.44) mediante el siguiente cambio X =

rp, Y = p y reescalmiento del tiempo 7 = p?T obteniendo el sistema



Capitulo 4. Dindmica de un modelo depredador-presa considerando doble efecto
Allee en las presas 72

& = =’ (pr®+ BQ+ Mp+Qr —pr— Mpr),
i~ (4.50)
g—f = —Sp(pr—1)(B+r).

ol

Los equilibrios del sistema (4.50) en p = 0 son

(0,0) y (—B,0).

La matriz Jacobiana del sistema (4.50) es

- di r3 —r* — Mr? + Mr3
DF,(r,p) = . (4.51)
—28p*r — BSp* + Sp —2Spr? — 2BSpr + Sr + BS

donde

di1 = 3pr? — 3Qr* — 4pr® — 2BQr — 2Mpr + 3Mpr.

Al evaluar la matriz (4.51) en el equilibrio (0,0) obtenemos

DF,(0,0) = ( 8 ;S ) : (4.52)

El vector propio asociado al valor propio A\; = 0 de (4.52) es {(1,0)}, o sea genera
la recta {p = 0}, la cual es invariante. Asi tenemos que W¢(0,0) = {(r,p) : p = 0}.
Luego

dr

—|  =-Q@*+ Br?) <o.
dr p=0

Obteniendo asi que el equilibrio (0,0) es silla, pues BS > 0.

Por otro lado la matriz Jacobiana (4.51) evaluada en el equilibrio (—B,0) es
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(4.53)

_ ~B’Q -B®M — B*M — B — B*
DF,(~B,0) = .

0 0

Debemos buscar la variedad central W¢(—B,0). Notemos que el vector propio de
A1 =0es

{(_(B+1)éB+M)’1)}’

luego la pendiente del espacio propio E¢(—B,0) es

(B+1)(B+ M)
0 5

mo — —

asf tenemos la recta invariante r = —B + mgyp + O(p?) en el sistema (4.50), entonces
tenemos We(—B,0) = {(r,p) : ¥ = —B + map + O(p*)}. Luego, al devolvernos al
sistema (4.44) obtenemos la separatriz X = —BY + myY? + O(Y3). Vemos que la
separatriz que nos entrega el equilibrio (—B, 0) tiene pendiente negativa en el sistema
original por lo que W¢(—B,0) no estara en el primer cuadrante y no formard una

separatriz para el acotamiento.

Luego obtenemos el retrato mostrado en la figura 4.6 correspondiente a ambos Blow
down anteriores. Por lo tanto, el origen (0,0) en las coordenadas (X,Y’) se comporta

como un punto silla.

A

o X

FIGURA 4.6: Retrato de fase del sistema (4.44) cerca del origen, que representa el
infinito en (4.2) cuando v — oo.

Ahora debemos analizar el sistema para u — oo, para eso realizamos la compacti-

ficacion de Poincaré
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1
X== Y = -, (4.54)
u

y el reescalamiento del tiempo T' = %7.

Luego el sistema (4.2) queda

X = X(MX?*—X—-MX+QY +BQXY +1),

=)

T X = Y(MX?—-X-MX+QY +5X +BSX? - 5SXY — BSX?Y
+BQXY +1).
(4.55)

El equilibrio del sistema (4.55) en el primer cuadrante cuando X = 0 es (0, 0).
La matriz Jacobiana del sistema es

. 1~ 2MX +3MX? —2X + QY +2BQXY QX + BOX>
DFU(X’Y):< + +QY +2BQXY QX + BQ >

€21 €22

(4.56)

con

e11 = 3X?Y —4X3Y —4AMX3Y + 5M XY +4SX3Y + 3QX?%Y?
—4S5X3Y? + 5BSX1Y +4BQX?3Y? —5BSX1Y?

e = X — X1 - MX*4+ MX5+SX*+20X3Y —25X1Y
+BSX® +2BQX*YY —2BSXPY.

La matriz Jacobiana del sistema (4.55) evaluada en el punto (0,0) es

DT, (0,0) = ( é 8 ) : (4.57)
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Debemos ver la variedad central del valor propio A; = 0 de (4.57). El vector propio
asociado al valor propio A\ =0 es {(0,1)}, o sea el eje Y, el cual es invariante por lo

que es una variedad central del origen. Luego

ay

— =Y(QY +1) > 0.
aT| ., QY +1)
Obtenemos que el equilibrio (0, 0) es repulsor.

Obtenemos asi, el retrato mostrado en la figura 4.7 en una vecindad del infinito

dado por las compactificaciones (4.42) y (4.54).

-
A

FIGURA 4.7: Ninguna érbita del sistema (4.2) va al infinito para t — oo.

Vemos en la figura 4.7 que ninguna trayectoria del sistema (4.2) se va a infinito,

por lo tanto todas las soluciones son acotadas. O

4.5. Anailisis de Bifurcaciones en el plano (M, B)

Para complementar los resultados de estabilidad local del sistema (4.2) obtenidos
anteriormente realizamos un anélisis de bifurcacion en los parametros B y M, man-
teniendo @ = 0.6 y S = 0.15 fijos. El diagrama de bifurcacién es obtenido en el
programa Matcont [13, 15] y los retratos de fase son realizados en el programa Pplane
[39].
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M
0.14—\\ 2 (b)
0‘1373/\\\\ SN 1
\\
0.12} "
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0.11}
4 BTy
0.1}
0.5 0 05 B 1 03 035 04 045 051
vl i(e) vl(d)
L ) 17| 2(ug, up)
(ULUI
0.5¢ ] 0.5¢
0 ‘ ———<— 0f ¥ .
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FIGURA 4.8: (a) — (b) Diagrama de Bifurcacién. Retrato de fase regiones (¢) = 1
con M =09y B =02 (d =2con M = 0.1285 y B = 0.368, (¢) = 3 con
M=0127Ty B=0368y (f) =4 con M = 0.126 y B = 0.367.
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FIGURA 4.9: Bosquejos topoldgicos de los retratos de fase en las regiones 2 (panel
(a)), 3 (panel (b)), 4 (panel (d)) y cuando (M, B) € Hom (panel (c)).

En los paneles (a) y (b) de la figura 4.8 tenemos un diagrama de bifurcacién del
sistema (4.2). En el panel (a) de la figura 4.8 vemos que hay dos puntos Bogdanov-
Takens etiquetados como BT) y BT, respectivamente. Notemos que el punto BT5
existe para valores negativos del parametro B por lo que no es de nuestro interés.
En el panel (b), podemos ver un acercamiento al punto BT}, observamos tres curvas
de bifurcaciéon distintas: una curva de bifurcacién silla-nodo etiquetada como SNV,
otra de bifurcacion Hopf etiquetada como H y una ultima de bifurcacion homoclinica
etiquetada como Hom; estas curvas dividen el plano en cuatro regiones distintas

mostradas en 4.8(b), etiquetadas como 1, 2, 3, y 4, respectivamente.

Los paneles (c), (d), (e) y (f) muestran los retratos de fase obtenidos numéricamente
de la dindmica que se encuentra en las regiones 1, 2, 3, y 4, respectivamente. Para un
mejor entendimiento de los retratos de fase, en la figura 4.9 observamos bosquejos de
lo que ocurre en las distintas regiones senaladas en la figura 4.8. En los paneles (a),
(b) v (d) estdan bosquejadas las regiones 2, 3, y 4 respectivamente. En el panel (c)

vemos lo que ocurre cuando estamos sobre la curva de bifurcacion Hom.
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Realicemos un recorrido por el diagrama 4.8(b) variando (B, M) en sentido anti-
horario comenzando en la region 1. En la regién 1 nos encontramos en el caso del
retrato de fase mostrado en el panel 4.8(c), en donde el sistema no tiene puntos de
equilibrios en el interior del primer cuadrante. Observando la figura vemos que todas

las trayectorias del sistema van al equilibrio (0, 0).

Cuando el punto (B, M) entra a la regién 2 a través de la curva de bifurcacién
Silla-nodo, se tienen dos equilibrios al interior del primer cuadrante como observamos
en los retratos 4.8(d) y 4.9(a), un equilibrio (uy, u) silla y un equilibrio (us, us) el cual
es repulsor. Vemos que todas las trayectorias se van al equilibrio (0,0) a excepcién
de las dos ramas de la variedad estable del equilibrio (uy,u;). Notemos que hay dos
tipos de curvas que se aproximan al origen las cuales se muestran en el panel (a) de
la figura 4.10: unas érbitas se aproximan rapidamente al origen (representadas por
la curva de color morado), mientras que otras realizan una excursién y luego van al

origen (0,0) (representadas por la curva de color gris).

Siguiendo con el recorrido, cuando (B, M) entra a la region 3 a través de la curva de
bifurcacién de Hopf, como podemos observar en las figuras 4.8(e) y 4.9(b), el equilibrio
(ug,uz) se convierte en estable y un ciclo limite inestable aparece. Vemos que el ciclo
limite es la frontera de la cuenca de atraccién del equilibrio (ug, ug). Las trayectorias
en la regién encerrada por el ciclo limite tienden al equilibrio (ug,us) y las que estan

por fuera del ciclo limite se aproximan al equilibrio (0, 0).

Finalmente a medida que (B, M) se acerca a la curva homoclinica, el ciclo se acerca
al punto silla (u,uy), creciendo su periodo. En el limite, cuando (B, M) € Hom,
se tiene una drbita homoclinica conectando el punto silla (uy,u;), como en el panel
(c) de la figura 4.9. Esta 6rbita homoclinica es la frontera de la cuenca de atraccién
del equilibrio (ug,us). Luego, cuando el punto (B, M) cruza a la regién 4, esta curva
homoclinica se rompe obteniendo el retrato en las figuras 4.8(f) y 4.9(d). Notemos
que en la region 4, la variedad estable del equilibrio (uy,u1) es la separatriz, donde
las 6rbitas a un lado de ésta son atraidas por el punto (us, us) v la que estan al lado
opuesto se van al origen. Todo esto se ve en el panel (b) de la figura 4.10, las érbitas
que son atraidas al punto (ug, us) estan representadas por la curva de color morado y

las que se van al origen estan representadas por la curva de color gris.
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FIGURA 4.10: Bosquejo que ilustra el fendmeno de excitabilidad del sistema (4.2)
y el rol de la variedad estable como separatriz en los casos (a) y (b).



Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue analizar un modelo de depredaciéon bidimensional del
tipo Leslie-Gower dado por (4.1). En el capitulo 2 se entregaron herramientas ma-
tematicas necesarias como conceptos, definiciones y teoremas importantes sobre la
teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias y teoria de bifurcaciones, para
el estudio del modelo (4.1). En el capitulo 3 se expuso sobre las nociones basicas de
la teoria de dindmica de poblaciones. Se definieron los principales conceptos que nos
permitieron abordar nuestro modelo (4.1), el cual fue posteriormente estudiado en el

capitulo 4.

Para el estudio del modelo (4.1) en el capitulo 4, asumimos que la respuesta funcio-
nal es lineal y que la poblacién de presas, x = x(t), estd afectada por dos efectos Allee
los cuales se vieron representado en el sistema por los parametros m y b. El andlisis fue
realizado en el campo de vectores (4.2), topolégicamente equivalente al modelo inicial
extendido a todo el primer cuadrante, el cual fue obtenido mediante una reparametri-
zacién y un cambio de tiempo, por lo que todos los resultados obtenidos en funcién de
este campo son aplicables al sistema original. Durante el trabajo mostramos que los
pardmetros més relevantes del sistema (4.1) son m, b,, los cuales son los pardmetros
de efecto Allee, y K, que es el parametro que representa la capacidad de soporte del

medio ambiente de las presas.

Probamos la existencia y estabilidad local de puntos de equilibrio en ausencia de
depredador. Uno de estos puntos de equilibrio ocurre cuando la poblacion de la presa
es igual a K en el sistema (4.1), y es siempre punto silla. Existe otro equilibrio, el

cual es repulsor, cuando el efecto Allee es de tipo fuerte y 0 < % < 1. Esto quiere

80
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decir que este equilibrio existe cuando la capacidad de carga es mayor que el valor del

parametro Allee m.

También el origen, (u,v) = (0,0), es un equilibrio del sistema, el cual resulta ser
no hiperbdlico por lo que el estudio de su estabilidad local fue realizado mediante
técnicas de desingularizacién, en este caso el método del blowing-up. Se probd en el
lema 4.4 que la estabilidad del origen depende de 7 + f% A bajas densidades de
poblacién habra extincién de ambas poblaciones por causa del doble efecto Allee, en

cualquiera de los siguientes casos:

(i) sim>0y m > (f) b > 0; es decir, cuando ocurre efecto Allee fuerte y cuando
el pardmetro de efecto Allee es mayor que la razén entre la tasa de crecimiento

intrinseco del depredador y de la presa respectivamente;

(ii) sim =0y 7 < gn; es decir, cuando ocurre efecto Allee débil y cuando la razén
entre la tasa de crecimiento intrinseco de la presa y el parametro de doble efecto
Allee es menor o igual que el producto entre la tasa maxima de consumo per
capita de los depredadores y la medida de la calidad de alimento que proveen

las presas para la conversion en nacimientos de nuevos depredadores.

En el lema 4.5 probamos que pueden existir dos, uno o ningin punto interior en
el primer cuadrante, obteniendo una condiciéon para que ocurra una bifurcacién Silla-
Nodo, lo cual fue probado en el teorema 4.11. También, en el teorema 4.10 encontramos

condiciones para la ocurrencia de una bifurcaciéon de Hopf.

En la seccion 4.5 se hizo un analisis de bifurcacion del sistema mostrado en los
paneles (a) y (b) de la figura 4.8. En particular, para ciertos valores de los pardmetros
el sistema pasa por una bifurcacion Bogdanov-Takens. El punto Bogdanov-Takens
puede ser considerado como un centro organizador de la dindmica al interior del primer
cuadrante, pues en torno a él aparecen curvas de bifurcacion Hopf, Homoclinica y
Silla-Nodo, las cuales separan al plano (B, M) en 4 regiones abiertas. En los retratos
de fase observamos que en las regiones 1 y 2 las poblaciones se van a la extincion,
a diferencia de la regién 3, en donde el ciclo limite generado alrededor del equilibrio
(ug, uz) actia como separatriz: las soluciones por fuera del ciclo limite se van al origen,
lo que significa la extincién de las especies, y los que estan por dentro de este van
hacia el equilibrio logrando la coexistencia de las especies. Igualmente, en la region 4 la
variedad estable del equilibrio (uy,u;) forma una separatriz, en donde las érbitas que

estan a su derecha tienden al origen, indicando la extinciéon de ambas especies, y las
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érbitas que estén a su izquierda tienden al equilibrio (us, us), indicando la coexistencia

de las especies.

Cabe senalar que entre las preguntas abiertas de este proyecto queda determinar la
cantidad méxima de ciclos limites que podrian coexistir; al igual que determinar qué
otro tipo de bifurcaciones puede sufrir el sistema para otra eleccion de parametros
@ y S. Una pregunta interesante seria qué ocurre con el sistema si se incluye una
tercera especie, o si se cambia la respuesta funcional. También se podria considerar
una variacion del sistema, como seria considerar difusion espacial, es decir, ambas
especies varian tanto en el tiempo como en el espacio. Este ultimo enfoque consideraria

sistemas de ecuaciones diferenciales parciales [17, 35, 36].



Apéndice A

Teoremas de la teoria de

bifurcaciones

A.1. Bifurcaciéon Silla-nodo

Para la bifurcacién silla-nodo tenemos el siguiente teorema:

Teorema A.l. Bifurcacion silla-nodo

Sea

t=f(z,a), zeR ack (A.1)
Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

(B.1) f(xo,a*) =0 (equilibrio en x = xo para o = o*),
(B.2) X\ = f.(xo,a®) =0 (valor propio cero en xy para o = a*),

(G) frz(z0,0*) # 0 (término de sequndo orden de f no se anula en el equilibrio para

a=a*),

(T) fo(xo,a®) # 0 (velocidad positiva no nula en «),

Entonces hay coordenadas invertibles y cambios de pardmetros transformando el sis-

tema en

83
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=5+ (A.2)

Demostracion. La idea principal de la demostracién es la siguiente: mediante cambios
invertibles y suaves de las coordenadas y de pardmetros, transformar el sistema (A.1)
en la forma (A.2) hasta, e incluyendo los términos de segundo orden. Ver detalles en
26, 29] O

A.2. Bifurcacién de Hopf

Para la bifurcacién de Hopf tenemos el siguiente teorema:

Teorema A.2. (Bifurcacion de Hopf) Supongamos que tenemos un campo bidimen-

stonal

i=f(z,a), z€R)® acR, (A.3)

con [ suave, que tenga para todo |« suficientemente pequenio un equilibrio en xo = 0,

con valores propios A\ o(o) = p(a) £ iw(ar), con p(0) =0 y w(0) > 0.

Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen

(G) 1:(0) # 0, donde l; se definird mds adelante,

(T) 4(0) # 0.
Entonces, el campo (A.3) es localmente topoldgicamente equivalente a la forma normal

yl o B —1 n 2 2 n
()-())ewn(z)

Observacion A.3. 1. La cantidad [; se llama la primera cantidad de Lyapunov.

En un campo vectorial bidimensional de la forma

G)-CT)G) ) o
Y w 0 Y Q(z,y)
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con P(0) =Q(0) =0, DP(0) =0y DQ(0) = 0, se puede probar [26, 29] que

L = %[me + Pryy + Quay + nyy] + ﬁ[ny(Pm + Pyy)
(A.6)

_Qxy<Qa:x + ny) - P:ca:ch + Pnyyy]a
donde las derivadas estdn evaluadas en (x,y, ) = (0,0,0).

2. El signo de [;(0) determina el tipo de bifurcacién de Hopf:

= Sil;(0) < 0 entonces ocurre una bifurcacion de Hopf supercritica (aparece

un ciclo limite estable),

= sily(0) > 0 entonces ocurre una bifurcacion de Hopf subcritica (aparece un

ciclo limite inestable).

A.3. Bifurcacién de 6rbitas homoclinicas planares

Considere un sistema planar

&= f(z,B), reR? PBeER, (A7)

tal que para 8 = 0 tiene una orbita homoclinica a una silla gy, como se muestra en la
parte central de la figura A.1. Introduzcamos una seccién transversal unidimensional
local ¥ a la variedad estable W*(x) cerca de la silla, como se muestra en la figura.
Seleccionemos una coordenada & a lo largo de X tal que el punto de la interseccién con
la variedad estable corresponde a & = 0. Esta construccion puede llevarse a cabo para
todos los sistemas con || & 0. Para tales sistemas, sin embargo, la variedad inestable
W genéricamente no regresa a la silla. La figura A.1 ilustra las dos posibilidades:
Las variedades se separan ya sea “hacia abajo” o “hacia arriba”. Denotemos por &£*

el &-valor de la intersecciéon de W™ con ..
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Wu

Zo

by

B <0 B=0 £>0

F1GURA A.1: Funcién de divisién en el caso planar (n = 2).

Definicién A.4. El escalar § = £ se llama una funcion de separacién.

En realidad, la funcién de separacion es un funcional definido en los sistemas origi-
nales y perturbados. Se convierte en una funcién suave de parametros para un sistema

dependiente de parametros. La ecuacion

p=0
es una condicién de bifurcacién para la bifurcacién homoclinica en R?. Por lo tanto,

la bifurcacién homoclinica en este caso tiene codimension uno.

En el caso planar, la bifurcacién homoclinica esta completamente caracterizada por

el siguiente teorema.

Teorema A.5. (Andronov y Leontovich [1939])

Considere un sistema bidimensional
&= f(z,a), z€R*® acR, (A.8)
con f suave, que tiene en o = 0 un punto de equilibrio silla o = 0 con valores propios

A1(0) < 0 < X3(0) y una drbita homoclinica I'y. Asuma que las siguientes condiciones

de genericidad se cumplen:

(H.1) 56 = A (0) + A2(0) £ 0;
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(H.2) B'(0) # 0, donde B(«) es la funcion de division previamente definida.
Entonces, para todo | a | suficientemente pequeno, existe una vecindad Uy de T'g U xq
en la que un Unico ciclo limite Lg se bifurca desde I'y. Mds atn, el ciclo es estable y
existe para § > 0 si 09 < 0, y es inestable y existe para 5 < 0 si gy > 0.
Demostracion. La idea principal de la demostracién consiste en introducir dos sec-
ciones transversales locales cerca del punto de equilibrio silla, > y II, las cuales son

transversales a las variedades estable e inestable, respectivamente. Entonces es posible

definir un mapeo de Poincaré P en una secciéon media X7,

P:Yt oy,

como una superposicién de un mapeo cerca del punto silla A : X* — II y un mapeo

Q : II — X cerca de la parte global de la 6rbita homoclinica:

P=QoA.

Por tultimo, tenemos que tener en cuenta la correspondencia usual entre los ciclos
limite de (A.8) y puntos fijos de P. Ver detalles en [29]. O]

La siguiente definicion es bastante util.

Definicién A.6. El nimero real o = A\; + A9 es llamada la cantidad silla.

B <0 B=0 £>0

FI1GURA A.2: Bifurcacién homoclinica en el plano (o < 0).
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p<0 g=0 8>0

F1aurA A.3: Bifurcacién homoclinica en el plano (¢ > 0).

Las figuras A.2 y A.3 ilustran el teorema anterior. Si o = 0, el sistema tiene una
orbita homoclinica al origen. Existe un punto de equilibrio silla cerca del origen para
todo | a |# 0 suficientemente pequenio, mientras que la 6rbita homoclinica desaparece,
dividiéndose “hacia arriba” o “hacia abajo”. De acuerdo a la condicién (H.2), la

funcién de division 5 = f(«) puede ser considerada como un nuevo pardametro.

Si la cantidad silla satisface o < 0, la érbita homoclinica en 5 = 0 es estable desde
el interior, y el teorema da la existencia de un tunico ciclo limite estable Lg C Uy
para 8 > 0. Para $ < 0 no hay drbitas periddicas en Uy. Si la cantidad silla satisface
o > 0, la érbita homoclinica en 8 = 0 es inestable desde el interior, y el teorema da
la existencia de un tnico ciclo limite inestable Lg C Uy para 8 < 0. Para 5 > 0 no
hay orbitas periddicas en Uy. Por lo tanto, el signo de o determina la direccién de
bifurcacién y la estabilidad del ciclo limite que aparece. Como es habitual, el término
“direccion” tiene un significado convencional y se relaciona con nuestra definicion de

la funcion de division.
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Ls Tp

Zo 0 I6;

(a) (b)

F1GURA A.4: (a) Ciclo cerca a una bifurcacién homoclinica. (b) Periodo del ciclo
cerca a una bifurcacién homoclinica.

A medida que | 8 |— 0, el ciclo pasa mas y més cerca a la silla y se vuelve cada vez
mas “angular” (ver figura A.4 (a)). Su periodo Tj tiende a infinito a medida que 3 se
aproxima a cero, ya que un punto de fase moviéndose a lo largo del ciclo gasta mas y

més tiempo cerca del equilibrio (ver figura A.4 (b)).

A.4. Bifurcacion Bogdanov-Takens

A.4.1. Derivacion a una forma normal

Consideremos un campo de vectores planar

T = f(z, ), r € R? o€ R? (A.9)
donde f es suficientemente suave. Asumamos que el origen x = 0 de (A.9) es un
equilibrio con dos valores propios cero A\; 2 = 0 en a = 0, y tal que la matriz Jacobiana

D, f(0,0) es nilpotente y diferente de la matriz nula. La ecuacién (A.9) puede ser

escrita en o = 0 en la forma

& = D, f(0,0)z + F(x), (A.10)

donde F(z) contiene todos los términos cuadréticos y de orden superior O(||z|?).
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La matriz D, f(0,0) tiene un tnico vector propio linealmente independiente v; que
corresponde al valor propio repetido 0. Ademads, uno puede encontrar un vector propio

generalizado vy como una solucién de la ecuacion D, f(0,0)ve = vy.

Sea P = [v1,v9] sea la matriz cuyas columnas son los vectores (linealmente inde-

pendientes) vy y ve. Por lo tanto, el cambio de coordenadas

y=P 'z (A.11)

mapea el campo de vectores f a un sistema C'*°-conjugado definido como

g=PlofoP (A.12)

En particular, en a = 0, el sistema (A.10) toma la forma

J = Dyg(0,0)y + (P~' o Fo P)(y), (A.13)

01
donde D,g(0,0) = .
,9(0,0) ( 0 0 )

Expandiendo (A.12) en series de Taylor con respecto a y = (y1,y2) alrededor de
(y1,92) = (0,0), obtenemos

th = Y2+ ag(a) + ao()yr + ap(@)ys + %ago(a)y% + a11()y1y2
+3a02(@)ys + O([ly|1*),

Y2 = boo(a) 4 bro()yr + bo1()yo + %b20(04)y% + bi1(@)y1y2
+3bo2()yz + O([lylI*),

donde los coeficientes a;;(cv) y b;;j(cv) son funciones suaves que se pueden encontrar a
partir de (A.9), (A.11) y (A.12). En particular, en o = 0, a partir de (A.10) y (A.13),
tenemos ag(0) = a10(0) = ap1(0) = bo(0) = b1p(0) = bo1(0) = 0.

En este escenario, se puede demostrar el siguiente resultado para la forma normal

de la bifurcacién Bogdanov-Takens:
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Teorema A.7. Supongamos que el sistema planar (A.9) tiene, en a = 0, un equilibrio
en el origen x = 0 con dos valores propios cero A\;2(0) = 0. Supongamos que las

siguientes condiciones de genericidad se satisfacen:

(BT.0) La matriz Jacobiana D, f(0,0) no es la matriz nula;
(BTZ) ago(O) + bll(O) 7£ O,‘
(BT.2) bao(0) £ 0;

(BT.3) El mapeo

(x,a) = (f(z,),trD, f(x,a),det D, f(z, a))

es reqular en el punto (z,a) = (0,0) € R*,

Entonces, existe un cambio suave invertible de pardmetros, tal que el campo de vectores
f, en una vecindad suficientemente pequena de (xz,a) = (0,0), es topoldgicamente

equivalente a una de las siguientes formas normales:

{ o= & (A.14)
§o = B+ B + &+ 561,

donde s = byg(ag(0) + b11(0)) = £1.

Demostracion. Mediante cambios de coordenadas, reescalamiento del tiempo y redu-

ciendo el sistema a un oscilador no lineal se obtiene lo pedido. Ver los detalles en
[29]. m

La construccién de la forma normal (A.14) fue desarrollada primero por Bogdanov

[6]. Una forma normal equivalente se introdujo simultaneamente por Takens en [43].

Observacion A.8. La bifurcacion Bogdanov-Takens da lugar a una bifurcacién de ciclo
limite, es decir, la aparicién de la 6rbita homoclinica, para valores de los pardmetros
cercanos a (f1,32) = (0,0). Por lo tanto, se puede demostrar analiticamente (me-
diante la verificacion de las condiciones de bifurcacién y las condiciones genericidad
(BT.1) - (BT.3)) la existencia de esta bifurcacién global en el sistema. Una vez maés,
éste es uno de los pocos métodos habituales para detectar bifurcaciones homoclinicas

analiticamente.
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Analisis numérico de bifurcaciones

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas en funcién de
parametros, nuestro objetivo final es obtener el diagrama de bifurcacién. Sin embar-
go, en muchos casos, esta tarea conlleva complicados y tediosos calculos, los cuales
pueden ser muy dificiles de interpretar. En esta seccion vamos a describir algunas
de las técnicas basicas utilizadas en el anélisis numérico de campos vectoriales. Nos
centramos en los algoritmos que son mas especificos para el andlisis de bifurcacion,
especificamente aquellos para la localizacién de los equilibrios y su continuaciéon con
respecto a los pardmetros, y para la deteccién, andlisis, y la continuacion de las bifur-

caciones.

B.1. Localizacién de equilibrios y su estabilidad

Para construir el diagrama de bifurcacion, el primer paso consiste en hallar un punto

de equilibrio para un valor fijo de parametros.

Consideremos un sistema a tiempo continuo sin pardmetros o con todos los parame-

tros fijos en algunos valores:

= f(x), ze€R", (B.1)

donde f es suficientemente suave.

92
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El anédlisis de sistema (B.1) comienza determinando sus equilibrios, o sea, las solu-

ciones del sistema algebraico

flx) =0, zeR" (B.2)

Una solucién de (B.2) podria ser conocida analiticamente ya que el sistema es
algebraico con componentes polinomiales (solo si f es polinomial) de bajo orden.
En este caso, podemos aplicar resultados algebraicos para determinar el niimero de
soluciones y (a veces) encontrarlas de forma explicita. Sin embargo, a veces sistemas
de polinomios de orden relativamente bajo no tienen soluciones simples explicitas. Por

lo tanto, en estos casos los métodos numéricos son tutiles.

Si el sistema (B.1) tiene un equilibrio asintéticamente estable © = x(, entonces
podemos encontrarlo con una precision deseada mediante la integracion numérica de

(B.1) comenzando en un punto x dentro de la cuenca de atraccién de z, obteniendo

lim || (z) — o = 0.
t—o00

La norma que consideraremos serd ||z||? = (x,2) = a7z, donde T significa trans-
puesta. Si el equilibrio xy es repulsor, se puede invertir el tiempo y repetir el procedi-

miento, donde la convergencia a z seria hacia atrés en el tiempo (t — —00).

En general, para un equilibrio que no es atractor ni repulsor, el problema de la
ubicacién sélo puede resolverse siempre que la posicion de xy sea conocida. El método
de Newton es un procedimiento estdndar que genera una secuencia de puntos {z @},
que converge, bajo condiciones muy generales, al equilibrio. El método de Newton es
un procedimiento para localizar ceros de una funcién y sus propiedades se pueden
hallar en [29].

Estabilidad

Después de que se encuentra un equilibrio xq con la exactitud deseada, la siguiente
tarea consiste en analizar el retrato de fases en la zona, en particular, para determinar

si zg es estable o inestable.

En el caso hiperbdlico, la estabilidad de x( se determina por sus valores propios, es

decir, las raices del polinomio caracteristico
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p(A) = det(A — A\,),

donde A = Df(xp). En la mayoria de los métodos numéricos para valores propios
este polinomio no se construye de manera explicita. En lugar de ello, ciertas trans-
formaciones [28] se utilizan para llevar a la matriz A a su forma diagonal o forma de
Jordan. De esta forma los valores propios son facilmente extraibles (ver por ejemplo
9, 40]). Entonces, el numero de los valores propios en el lado izquierdo (derecho) del
semiplano da la dimensién de la variedad estable (inestable) de xy. La ausencia de
valores propios con Re A > 0 significa estabilidad. En realidad, para determinar la
estabilidad, no necesitamos calcular los valores propios. Hay métodos para compro-
bar la estabilidad mediante el calculo de los determinantes de ciertas matrices, cuyos
elementos estan construidos a partir de los de la matriz A o en términos de los coefi-
cientes de p(\) mediante reglas simples. Para los detalles técnicos sobre estos métodos

auxiliares referimos al lector interesado a [29].

B.2. Localizacion de ciclos limite

Encontrar ciclos limite de (B.1) es un problema més complicado que la localizacién
de sus equilibrios. No hay una manera regular para resolver este problema en general.
Si el sistema posee un ciclo estable Lg, podemos tratar de encontrarlo mediante inte-
gracién numérica (simulacién). Si el punto inicial para la integracién pertenece a la
cuenca de atraccién de Ly, la érbita calculada convergera a Ly en tiempo positivo. Sin

embargo, tal enfoque no podré localizar un ciclo silla, incluso si invertimos el tiempo.

Para un ciclo general, podriamos plantear el problema a nivel [ocal, asumiendo que
la posicion del ciclo es aproximadamente conocida y luego tratando de localizarlo con
mas precision. Tal ajuste surge naturalmente si el sistema depende de los parametros.
Entonces, podriamos conocer un ciclo en ciertos valores de pardmetros y desear su
“continuacion” con respecto a algin parametro haciendo pequenos pasos. En este
proceso de continuacién, un ciclo hiperbdlico variara de forma continua, y su posicién
en el valor de parametro “anterior” proporciona una buena aproximacién del ciclo en

el valor de pardmetro “siguiente”.

El periodo del ciclo, Tj, es generalmente desconocido. Es conveniente formular el

problema de la localizacion del ciclo como un problema de valores en la frontera (BVP)
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peridédico en un intervalo fijo. Especificamente, consideremos T como un parametro

e introduzcamos el sistema

que difiere de (B.1) por el factor de escalamiento del tiempo 7j, y donde el nuevo
tiempo se llama 7. Una solucién u(7r) de (B.3) con algin T} fijo que satisface las

condiciones de contorno periodicas

u(0) = u(1) (B.4)
corresponde a una solucién Ty-periddica de (B.1). Sin embargo, la condicién (B.4) no
define la solucién periddica de forma tunica. De hecho, cualquier desplazamiento del
tiempo de una solucién del BVP periédico (B.3), (B.4) es otra solucién. Por lo tanto,

una condicion de fase adicional tiene que ser anadida al problema (B.3), (B.4) con el

fin de “seleccionar” una solucién entre todos las correspondientes al ciclo:

Ulu] =0, (B.5)

donde ¥[u] es un funcional escalar definido en las soluciones periédicas. Hay varias

formas de configurar una condicién de fase (B.5).

Por ejemplo, la condicion

Ulu] = g(u(0)) = 0, (B.6)

donde g(x) es alguna funcién escalar suave, selecciona una solucién que pasa en 7 = 0

a través de un punto en la superficie

Yo={ueR": g(u) =0}

Si v(7) es una funcién vectorial suave con periodo uno, entonces

Wlu] = (u(0) = v(0),0(0)) =0 (B.7)



Apéndice B. Andlisis numérico de bifurcaciones 96

especifica una solucién u(7) pasando en 7 = 0 a través del hiperplano ortogonal a la
curva cerrada {u : u=v(7),7 € [0,1]} en 7 = 0. Se asume que se conoce la solucién
de “referencia” v. Si continuamos un ciclo limite con respecto a algin parametro, v(7)
se puede ver como una solucién correspondiente al ciclo limite en los valores de los

parametros “anteriores”.

Sin embargo, la condicién de fase mas fiable es proporcionada por

U[u] = /<u(7),o(7)>d7 —0, (B.8)

donde v(7) es la solucién de referencia de periodo uno. La condicién (B.8) se llama
la condicion de fase integral. Es una condicién necesaria para un minimo local de la

distancia

plo) = / lu(r + o) — v(r)|2dr

entre u y v con respecto a posibles desplazamientos de tiempo o.

Para resolver el BVP periédico (B.3) - (B.5), independientemente de la condicién
de fase que se elija, tenemos que reducirlo a un problema de dimension finita. Hay
varios métodos para tal discretizacion, como

= Shooting y shooting multiple,

= diferencias finitas,

= colocacion ortogonal.

Se pueden encontrar los detalles de estos métodos en [29].

B.3. Analisis de bifurcacion a un parametro

Una vez localizadas las coordenadas de un equilibrio zy, queremos hallar la depen-
dencia de zy = () con respecto a un parametro «. Consideremos un sistema a

tiempo continuo que depende de un parametro:
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= f(r,a), zeR" ackR, (B.9)

donde f es una funcién suave de (x, o). El anédlisis de bifurcacion del sistema significa la
construccién de su diagrama de bifurcacién de un pardametro, en particular, estudiando
la dependencia de puntos de equilibrio y ciclos limites respecto al parametro, asi como

la localizacion y el andlisis de sus bifurcaciones.

B.3.1. Continuacién de equilibrios y ciclos

Los puntos de equilibrio de (B.9) satisfacen

f(z,a) =0, (B.10)

esto es, un sistema de n ecuaciones escalares en R"™ en las coordenadas (x, o). Genéri-
camente, (B.10) define una variedad (curva) suave unidimensional M en R"*!. El
célculo de esta curva de equilibrio nos da la dependencia de un equilibrio de (B.9) con

respecto al pardmetro « (ver figura B.1).

X

Figura B.1: Curva de equilibrio.

El problema de calcular la curva M es un caso especifico del problema general
de continuacién (de dimensién finita), que consiste en encontrar una curva en R™*!

definida por n ecuaciones:
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F(y)=0, F:R"™ 5 R" (B.11)

Por el teorema de la funcién implicita, el sistema (B.11) define localmente una curva
suave M que pasa a través de un punto yo que satisface (B.11), siempre que el rango

de la matriz J = F,(yo) sea n.

La solucién numérica del problema de continuacién (B.11) significa el cdlculo de una
secuencia de puntos yi, ¥s, ¥s3, ..., aproximando la curva M con una precision deseada.
Asumimos que conocemos un punto inicial g, que esta lo suficientemente cerca de
M (o pertenece a M), del cual la secuencia {y,} se puede generar en una de las dos
direcciones posibles. En la practica yg es el punto de equilibrio “inicial” hallado en la

primera seccién anterior.

La mayoria de los algoritmos de continuacién utilizados en el anélisis de bifurcaciéon
implementan métodos de prediccién-correccién e incluyen tres pasos basicos que se

realizan reiteradamente:

(i) prediccién del siguiente punto;
(ii) correccidn;

(iii) control del tamano del paso (para mayor detalle ver [29]).

El tamano de pasos mencionado anteriormente es el tamano de la cada particién del

dominio. En general, la curva de equilibrios (B.10) puede tener puntos de ramificacién.

Definicién B.1. Un punto y, se llama un punto de ramificaciéon para el problema de

continuacién

F(y)=0, F:R"™ R (B.12)

si F(y.) = 0 y hay al menos dos curvas suaves diferentes que satisfacen (B.12) y que

pasan a través de y,.

Observacion B.2. La continuacion de ciclos limite en sistemas de un solo parametro
también se reduce a un problema de continuacién (B.11) mediante la realizacién de
una discretizacion del problema de valores en la frontera periddico para la continuacion

del ciclo:
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4

w(r) = Tf(u(r),a) = 0,
u(l) —u(0) = 0,

/1 (u(r)in(r))dr = .

\

donde la iltima ecuacién es la condicién de fase integral con una solucién de referencia

uo(7). El sistema de dimensién finita resultante tendrd la forma

F(&a)=0,  F:R¥V 5 RY,

donde ¢ € RY contiene los datos de discretizacién correspondientes a u(-) y el perfodo
del ciclo T, mientras que o € R es un parametro libre del sistema. Por ejemplo,
¢ € RY puede estar compuesto de los coeficientes de interpolacién {u?} que aparece
en la colocacion ortogonal y T'. Este problema de continuaciéon define una curva en
el producto directo del &-espacio y el eje de pardametros. La solucién de referencia
periddica ug involucrada en la condicién de fase se toma generalmente de manera que
sea una solucién correspondiente al ciclo obtenido en una etapa anterior a lo largo de

la curva.

B.3.2. Deteccion y localizacién de bifurcaciones de codimen-

sion uno

En los campos vectoriales, hay dos bifurcaciones genéricas de codimension 1 que
pueden ser detectadas a lo largo de la curva de equilibrio: las bifurcaciones silla-nodo

y Hopf.

La idea principal es definir algunas funciones escalares suaves que tengan ceros
regulares en los puntos de bifurcacién. Tales funciones se llaman funciones test o
funciones de bifurcacion. Se dice que un punto de bifurcaciéon es detectado entre dos

puntos sucesivos yx Y Yr+1 €n la curva

F(y)=0, F:R"" - R"
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si una cierta funcién test apropiada 1) = ¥ (y) tiene signos opuestos en estos puntos,

es decir,

V(Yk)(Yrt1) < 0. (B.13)

Entonces se puede tratar de localizar un punto en donde 1 se anula con mayor
precision en la misma manera que un punto regular, es decir, mediante la aplicacién

del método de Newton al sistema extendido

F(y) = 0,
{ o (B.14)

con punto inicial y() = yi. Para aplicar el método de Newton, la funcién test 9 tiene

que estar definida y ser diferenciable en una vecindad de la curva de equilibrio.

B.4. Analisis de bifurcacién de equilibrios a dos

parametros

Consideremos un campo de vectores suave en funcién a dos parametros:

= f(z,0), x€R" ackR. (B.15)

Dejemos que los pardmetros o = (g, ) varien simultdneamente para realizar un
seguimiento de una curva de bifurcacién de codimensién uno. Luego, los siguientes
eventos pueden ocurrir al equilibrio no-hiperbdlico monitoreado en algunos valores de

los parametros:

(i) valores propios adicionales pueden acercarse al eje imaginario, cambiando asf la

dimensién de la variedad central W¢;

(ii) algunas de las condiciones de genericidad para la bifurcacién de codimensién

uno pueden ser violadas.
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Para valores de parametros cercanos podemos esperar la aparicién de nuevos re-
tratos de fase del sistema, lo que implica que se ha producido una bifurcacién de

codimensién dos.

El objetivo del analisis del campo ahora es la construccion de su diagrama de
bifurcacién a dos parametros. El diagrama puede incluir genéricamente curvas corres-
pondientes a bifurcaciones de codimensién uno de equilibrios, ciclos limite, y orbitas
homoclinicas. En puntos aislados en estas curvas, podrian ocurrir bifurcaciones de
codimension dos; tales puntos son puntos comunes para dos (o mas) curvas diferentes
de codimensién uno. Por lo tanto, el problema es continuar curvas de bifurcacién de
codimensién uno para detectar, localizar, y analizar singularidades de codimensién

dos en ellas; y luego cambiar de ramas de bifurcacién en estos puntos.

B.4.1. Continuacién de bifurcaciones de codimension uno de

puntos de equilibrios

Y un equilibrio xy que presenta una bifurcacién

Si el sistema (B.15) tiene, en o = «
de codimension uno, entonces, de forma genérica, hay una curva de bifurcacién B en
el plano a = (ay, az) a lo largo del cual el campo tiene un equilibrio que demuestra
la bifurcacién correspondiente. La curva B se puede calcular como una proyeccion al
plano « de una cierta curva I', definida en un espacio de dimension mayor. Por lo
tanto, tenemos que especificar un problema de continuacién para I', es decir, definir
funciones que determinan la curva en este espacio. Tenemos dos formas para realizar

este problema, los cuales estan detallados en [29]:

1. Sistemas minimamente aumentados

En este enfoque, simplemente agregamos la funcion test relevante a la ecuacion
del equilibrio, obteniendo asi un sistema de n + 1 ecuaciones en un espacio de

dimensién (n + 2) con coordenadas (z, ).

2. Sistemas aumentados estandar

Si se permite ampliar la dimensién del problema de continuacién por mas de
una dimensién, se pueden proponer varios sistemas definitorios para calcular las

curvas de bifurcacién de codimensién uno.
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Las funciones test especificas para cada bifurcaciéon se pueden hallar en la literatura
[29], y tipicamente vienen implementadas en muchos paquetes computacionales como
por ejemplo: MATCONT [13, 15], AUTO [16], pplane [39], XPP [18], etc.

Observacion B.3. Al igual que en el caso de puntos de equilibrios, podemos continuar
bifurcaciones de ciclos al extender el sistema agregandole funciones test apropiadas
[29].

B.4.2. Continuacién de 6rbitas homoclinicas de codimension

uno

Veremos la continuacion de orbitas homoclinicas a un equilibrio hiperbdlico o un
equilibrio no-hiperbédlico con un valor propio simple cero. La presencia de tal érbita
[y es un fenémeno de codimensién uno: En un sistema a dos parametros genéricos
(B.15) existe a lo largo de una curva en el plano (ay,as). El problema entonces es
continuar esta curva, con la condicién de que un punto inicial en ella se conoce junto

con la solucion homoclinica correspondiente.

Supongamos que en «p, el sistema (B.15) tiene un equilibrio hiperbdlico zy. Denota-
mos la matriz jacobiana f,(x,«) por A(z,«). Asumamos, por lo tanto, que A(xg, ap)
tiene n, valores propios inestables \;, ¢ = 1,2, ...,n, y n_ valores propios estables p;,

1=1,2,...,n_,talquen_+n,=ny

Rep, <--+<Repy<Rep; <0< Rel; < Rely <---Rel

n4 -

Una solucién homoclinica z(t) de (B.15) satisface la condicién

z(t) = xo a medida que t — Fo0, (B.16)

donde x( es un punto de equilibrio,

f(zo, ) = 0. (B.17)

Notemos que las condiciones (B.16) y (B.17) no especifican la solucién homoclinica

por completo. En efecto, un desplazamiento de tiempo de una solucién de (B.15),
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(B.16), y (B.17) es todavia una solucién homoclinica. Por lo tanto, se requiere una
condicién para fijar la fase, similar a la situacién para ciclos limite. En cuanto a los

ciclos, la siguiente condicion de fase integral se puede utilizar

—+00

/(x(t) —2%(t),2°(t))dt = 0, (B.18)

—00

donde 2°(t) es una solucién de referencia que se asume conocida. La ecuacién (B.18)
es una condicién necesaria para un minimo local de la distancia L, entre x y 2° sobre
desplazamientos de tiempo. Como es usual, en el entorno de continuacién, z° es la

solucion homoclinica obtenida en el punto previamente encontrado en la curva.

El problema (B.15), (B.16) - (B.18) definido en un intervalo de tiempo infinito
tiene que ser aproximado por truncamiento a un intervalo finito, digamos [—T',T],
y la especificacién de las condiciones de contorno adecuadas. Por ejemplo, podemos
colocar la solucion en los dos puntos finales en los espacios propios estables e ines-
tables de A(z, ) que proporcionan aproximaciones lineales a W*"(xq) [29]. Esto se
puede lograr a través de la sustitucion de (B.16) por las condiciones de contorno de

proyeccion:

Ly(zo,a)(x(=T) —x9) =0, Ly(xg,a)(z(T) —x0) =0. (B.19)

Aqui, Lg(z0, @) es una matriz de orden (n_ x n) cuyas filas forman una base para el
espacio caracterfstico estable de AT (x¢, ). En consecuencia, L, (o, ) es una matriz
de orden (n, x m), tal que sus filas forman una base para el espacio caracteristico

inestable de AT (x, ).

Finalmente, se debe truncar la condicién de fase (B.18) al intervalo [T, 71,

/ (2(t) — 20(t), 20(t))dt = 0. (B.20)

Juntando las ecuaciones anteriores obtenemos el problema de valores en la frontera

para la continuacién homoclinica:
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f(zo, @)
2(t) = fz(t),a) =
)
)

Ls(xo, @) (x(=T) — xq
Ly (zo, ) (x(T) — o

o o o o

(B.21)

/(x(t) —2%(t),2°(t))dt —1 = 0.

\

La existencia de una érbita homoclinica regular en (B.15) implica la existencia de
una solucién al problema de valores en la frontera truncado (B.21). Ademés, a medida
que T — o0, la solucién de (B.21) converge a la solucién homoclinica restringida a
un intervalo finito apropiado. La tasa de convergencia es exponencial tanto para los

valores de los parametros y soluciones.

El sistema resultante define una curva en un espacio de dimension finita en que
puede ser continuada por la técnica estandar; la proyeccion de la curva en el plano

(a1, ) da una aproximacién a la curva de bifurcacién homoclinica.

Existen otras posibilidades para el inicio de la continuacién, incluyendo el cambio

a la curva homoclinica en una bifurcacién Bogdanov-Takens.

B.5. Estrategia de continuacion

El analisis de un campo de vectores dado requiere una estrategia clara. Tal estrategia
es proporcionada por la teoria de bifurcacion. Formalmente, mientras se realiza el
analisis, siempre continuamos ciertas curvas en algunos espacios y monitoreamos varias

funciones test para detectar y localizar puntos especiales en estas curvas.

El andlisis tedrico de las bifurcaciones sugiere que podemos esperar que ocuran
bifurcaciones de mayor codimension a lo largo de la curva trazada y Esto también su-
gerira cuales funciones test tienen que ser monitoreadas para detectar y localizar estos
puntos. La teoria también predice que curvas de bifurcacién de la misma codimensién
se originan en un punto detectado. Después de haber localizado un punto especial, se
puede cambiar a una de estas curvas que nacen o se puede “activar” un parametro
mas para seguir, si es posible, el punto situado en mas parametros. Por supuesto, se

puede también simplemente seguir la rama original, mas allad del punto especial.
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El analisis de cualquier sistema por lo general comienza con la localizacion de al
menos un equilibrio en algunos valores de los parametros fijos. Luego, se “activa”
uno de los parametros del sistema y se continta el equilibrio obtenido con respecto a
este pardmetro. Durante la continuacién, algunos puntos LP (puntos de bifurcacién
silla-nodo) o Hopf pueden ser detectados. De forma genérica, estos puntos son no-
degenerados. Por lo tanto, un ciclo limite se bifurca desde el punto Hopf en la direccién
determinada por el signo del primer coeficiente de Lyapunov. La continuacion del ciclo
se puede inicializar desde el punto de Hopf, y sus posibles bifurcaciones de codimension

uno detectadas y localizadas como un parametro es variada.

Al liberar el segundo parametro y usando uno de los sistemas aumentados, podemos
calcular curvas de bifurcacion en el plano definido por estos dos parametros activos.
A menudo, puntos de codimensiéon dos conectan originalmente puntos disjuntos de
codimensién uno. Por ejemplo, dos puntos LP que se encuentran en el anélisis de un
parametro pueden pertenecer a la misma curva de bifurcacion silla-nodo pasando a
través de un punto cuspide (punto silla-nodo degenerado) a medida que dos parame-
tros varian. Por lo tanto, las bifurcaciones de orden superior desempenan el papel
de los “centros de organizacion” para diagramas de bifurcacién cercanos. Este papel
es ain mas importante ya que las curvas de bifurcacién de ciclo limite de codimen-
sion uno pueden tener su origen en puntos de codimensiéon dos. Un ejemplo simple
es la curva de bifurcacién homoclinica-silla que emana de un punto Bogdanov-Takens

genérico. Su continuacion se puede iniciar desde este punto.

La continuacién de bifurcaciones de ciclos limite de codimensiéon uno suele reve-
lar sus propios puntos de bifurcacion de codimension dos. La superposicién de los
conjuntos de bifurcacion obtenidos para los equilibrios, ciclos y érbitas homoclinicas
proporciona cierto conocimiento sobre el diagrama de bifurcacion del sistema y podria
dar algunas ideas sobre otras bifurcaciones en el que estén involucrados conjuntos in-

variantes mas complejos.
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