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Departamento de F́ısica

PROPIEDADES OPTOELECTRÓNICAS DE
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Dra. Mónica Pacheco Doll

Dra. Andrea Latgé Brito
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3.3.1. Sistemas con pocos átomos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

ix
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xii Índice general
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2.7. Disclinación de π radianes y cono con 3 pentágono . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Resumen

Los nanoconos de carbono son estructuras observadas por primera vez en las termina-

ciones de nanotubos, presentando ápices similares a la superficie de fullerenos. Actualmente

existen procesos industriales que pueden generar mezclas de nanodiscos y nanoconos. En esta

Tesis se presenta un estudio teórico de las propiedades electrónicas y ópticas de nanodiscos y

nanoconos de carbono monocapa, dentro del esquema de enlace fuerte. El patrón espacial de

la densidad local de estados no es homogéneo y en función de la enerǵıa exhibe los elementos

de simetŕıa, las condiciones de borde y la presencia de defectos topológicos en la estructura.

En los nanodiscos, sus átomos no exhiben desviaciones significativas de la neutralidad eléctri-

ca; en cambio, los nanoconos alojan carga negativa en los defectos apicales y positiva en los

bordes zigzag. La carga se puede redistribuir en presencia de un campo eléctrico externo, pero

las desviaciones más significativas ocurren en el borde y en el ápice. El espectro de absorción

es dependiente de la polarización de la radiación electromagnética y de la abertura angular

del cono. Cuando la polarización es paralela al eje del cono, las transiciones de baja enerǵıa

están suprimidas, debido a la naturaleza de los estados en torno al nivel de Fermi. Se muestra

que el espectro de absorción es fuertemente afectado por la presencia de un campo eléctrico.

En la región infrarroja aparece una resonancia modulada por el campo, mientras que el peak

de absorción para transiciones entre las enerǵıas de las singularidades de Van Hove se suaviza

en la medida que la intensidad del campo aumenta.

palabras clave: nanodisco de carbono, nanocono de carbono, densidad de estados, tran-

siciones electrónicas, distribución de carga, campo eléctrico externo.
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Abstract

Carbon nanocones are structures observed by the first time at the nanotube endings,

presenting apexes similar to fullerene surfaces. Currently there exist industrial processes that

can generate mixtures of nanodisks and nanocones. In this thesis it is presented a theoretical

study of the electronic and optical properties of monolayer carbon nanocones and nanodiscs,

within the tight-binding scheme. The spatial pattern of the local density of states is not

homogeneous and as a function of the energy it exhibits the symmetry elements, the boundary

conditions and the presence of topological defects in the structure. In nanodiscs, the atoms

do not exhibit significant deviations from the electrical neutrality; whereas the nanocones

accommodate negative charge at the apical defects and positive charge at the zigzag edges.

The charge can be redistributed in the presence of an external electric field, but the most

significant deviations occur at the edge and at the apex. The absorption spectrum is dependent

on the polarization of electromagnetic radiation and on the angular aperture of the cone. Due

to the nature of states around the Fermi level, the low energy transitions are suppressed when

the polarization is parallel to the axis of the cone. It is shown that the absorption spectrum

is strongly affected by the presence of an electric field. In the infrared region it appears

a resonance modulated by the field, while the absorption peak for transitions between the

energies of the Van Hove singularities is softened as the field strength increases.

keywords: Carbon nanodisk, carbon nanocone, density of states, electronic transitions,

charge distribution, external electric field.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El carbono se encuentra en la naturaleza, combinado con otros elementosi o consigo mismo

formando alótroposii. Además del diamante y el grafito (estructuras tridimensionales), han si-

do descubiertos nuevos alótropos de carbono tales como los fullerenos [1] (cero-dimensional),

nanotubos [2] (unidimensional) o grafeno [3] (bidimensional). Los nanoconos fueron descu-

biertos poco después que los nanotubos, formando la terminación de algunos de estosiii y

posteriormente se observaron aislados [4].

Aunque al principio, el interés cient́ıfico en los nanoconos y nanodiscos fue menor que en el

resto de los alótropos de carbono, se han alcanzado notables progresos en la śıntesis, caracte-

rización y manipulación de ellos [5–10] gracias a que se adaptaron las técnicas experimentales

utilizadas con los otros alotropos. Hay una mezcla de aspectos geométricos (direcciones zigzag

o armchair curviĺıneas, vector normal dependiente de la posición) y topologicos (defectos

pentagonales en una red hexagonal, bordes que alternan entre zigzag y armchair) que no están

presentes en las formas bidimensionales ni unidimensionales. Por lo que desde un punto de

vista geométricos, ellos ocupan el lugar intermedio que hay entre los fullerenos y los nanotubos;

siendo los nanodiscos el caso ĺımite de un cono achatado.

Se puede sacar provecho de los elementos de simetŕıa en el estudio de nanodiscos [cuyo

grupo D6h es el mismo que en grafeno] y de nanoconos [se estudiarán aquellos que son in-

variantes ante las transformaciones espaciales de los grupo diedrales D5, D3 y D2], no solo

para simplificar el problema de valores propios y de clasificar estados, sino que tambiéniv para

explicar de manera elemental algunas transiciones ópticasv y la distribución espacial de carga.

i Es inconmensurable la cantidad de compuestos distintos en los que se encuentra presente.
ii Compuestos de un solo tipo de elemento, pero con distinto ordenamiento espacial. Tienen distintas

propiedades f́ısicas uno con respecto a otro.
iiiSe adjudica a Iijima el descubrimiento de ambas estructuras.
ivAunque no es parte de los resultados que son reportados en esta tesis, se utilizaron extensivamente transfor-

maciones geométricas durante el proceso de programación de las rutinas de cálculos numéricos, y los resultados
fueron contrastados con las propiedades de simetŕıa de cada sistema.

vEn el caso de nanotubos, el grupo completo de simetŕıas espaciales incluye además de los elementos pun-
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Figura 1.1: Imágenes SEM de mezclas de nanodiscos y nanoconos de carbono, obtenidas por (Izquier-
da) microscoṕıa de transmisión electrónica [5] (la barra horizontal equivale a 200 nm) y (Derecha)
microscoṕıa electrónica de barrido [14].

Aunque muchas de las propiedades encontradas son similares a las que se esperan en grafeno

ideal, habrán desviaciones que en cada caso se deben al arreglo tridimensional de la sección de

grafeno utilizada para construir el cono. Los resultados se presentan para sistemas con distinto

número de átomos (menos de 250 y más de 5000), distintas aberturas angulares (debidas a

disclinaciones en 0, 60◦, 120◦, 180◦) e intensidades de campo eléctrico (desde cero hasta el

orden de 1 mV/Å). Para manejar tantas variables se dividió el libro en caṕıtulos que contienen

el marco teórico (I), las propiedades f́ısicas en ausencia de campo (II) y las perturbaciones

eléctricas (III).

Gran cantidad de las muestras de nanodiscos y nanoconos de carbono provienen de los

residuos piroĺıticos de hidrocarburos sometidos a temperaturas de plasma [7], pero presen-

tan una amplia distribución de aberturas angulares y de tamaños [5]. Aún no existe una

ruta sintética para construir nanoconos con dimensiones espećıficas. Sin embargo, una de

las rutas más notables para obtener altos rendimientos de estas nanoformas es el proceso

piroĺıtico Kværner CB&H (carbon-black and hydrogen [15]), el cual extrae el hidrógeno de

los hidrocarburos, dejando residuos de carbono en los cuales más del 90 % encuentra en for-

ma de nanodiscos (predominantemente) y de nanoconos. Es poco lo que se sabe acerca del

mecanismo de formación de nanoconos, conjeturándose modelos donde se busca minimizar

la entalṕıa del precursor o maximizar la entroṕıa en el crecimiento de estas formas de car-

bono [16]. La enerǵıa de configuración de una molécula compuesta solo de carbono aumenta

con el tamaño de su bordevi, la cual podŕıa rebajarse disminuyendo el peŕımetro. En el plano

el mı́nimo peŕımetro se consigue con un disco, pero en el espacio el borde de un cono tendrá un

peŕımetro más pequeño para la misma cantidad de átomosvii. Desde el punto de vista entrópi-

co los precursores pueden ser anillos con un número de átomos distinto de 6, los que pueden

tuales, la traslación [11]. Al clasificar los estados se pueden encontrar las reglas de transición para polarización
axial o perpendicular (lineal y circular) al tubo [12,13].

viYa que habrán átomos con menos de 3 enlaces, otorgándole una alta reactividad, por ejemplo con hidrógeno.
viiSe cree que este es el mecanismo dominante en la formación de fullerenos cerrados.
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Figura 1.2: Imagen FESEM de un nanocono cuya dirección de crecimiento helicoidal está indicada
por las flechas negras sobre su manto. Imagen adaptada de [19].

iniciar el crecimiento de estructuras con disclinación con una probabilidad significativa [5].

Los nanodiscos de carbono pueden encontrarse apilados en capas, lo cual puede observarse

en el perfil escalonado de intensidades de transmisión electrónica en nanodiscos apilados o

fracturados. La estructura ordenada a nivel atómico (de tipo panal de abeja) de las láminas

individuales queda demostrada por medio de experimentos de difracción de electrones, cuyas

imágenes además de mostrar anillos concéntricos, también muestran pequeñas manchas que

se repitan cada 60◦ y que son consistentes con los patrones de difracción del grafito [7, 17].

La śıntesis a gran escala de nanodiscos con pocas láminas es mucho más controlable que

los procesos industriales para fabricar nanoconosviii. Particularmente se pueden lograr islas

circulares de grafeno nucleándose en torno a imperfecciones de la superficie de Ru(0 0 0 1),

en que previamente el sustrato ha absorbido átomos de carbono a temperaturas mayores a

1360 K, los cuales posteriormente difunden a la superficie al bajar la temperatura [10].

Los nanoconos también han sido observados en presencia de nanotubos y otras estructuras

mesoscópicas [4, 18], demostrándose que la base de los conos es circular y abierta, mientras

que las aperturas angulares del ápice pueden ser de a lo menos 19.2◦, lo cual es consistente

con un modelo de sector angular de grafeno de 60◦ unido por sus extremos para formar un

cono [c.f. sección 2.1]. Hay dos mecanismos [19, 20] que dan origen a estructuras cónicas a

partir de un arreglo plano de átomos de carbono: disclinación debida a defectos topológicos y

enrollamiento de helicoidal de una nanocinta [21].

La incorporación de defectos pentagonales en una red hexagonal provoca la eliminación de

sectores angulares de abertura 2π/6 por cada defecto, si np es el número de pentágonos en la

estructura se dirá que la red tiene una disclinación total de 2πnp/6. Un arreglo sin disclinación

corresponde a un disco de grafeno, mientras que colocando desde 1 hasta 5 pentágonos en

la red se conseguirán conos progresivamente más agudos, donde el manto del cono forma,

respecto a su eje, alguno de los ángulos dados por

θ = {9.6◦; 19.5◦; 30◦; 41.8◦; 56.4◦} (1.1)

viiiLo cual se debe en parte a que utiliza técnicas similares a las utilizadas en la śıntesis de grafeno y otros
sistemas laminares.
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Figura 1.3: Histograma de ángulos apicales observados en muestras naturales de nanoconos, en el
cual se indica la cohexistencia de los 5 conos debidos a defectos pentagonales junto a una multitud de
conos de crecimiento helicoidal. Imagen adaptada de [19].

Figura 1.4: Comparación entre imágenes TEM de nanoconos de carbono apilados (recuadros grises)
y una red de grafeno con disclinaciones. En las estructuras mostradas ocurren disclinaciones en 1, 2 y 3
secciones circulares de 60◦. Los ángulos medidos fueron 2θ = 112◦, 78◦y 56◦. Imagen adaptada de [6].

Tales estructuras se encuentran apiladas en forma similar a como lo hacen los conos de helados

de un dispensador, manteniéndose unidos por la misma interacción que mantiene a las láminas

de grafito juntas entre śı. Por otro lado, los conos estructurados por enrollamiento helicoidal

pueden tomar cualquier ángulo y se cree que crecen de manera continua sobre si mismos una

vez que la terminación de una lámina queda superpuesta. En el caso de las fibras construidas

al interiorix de lo poros de membranas de alúmina, la abertura angular cambia [23], haciendo

casi plana la hélice en uno de los extremos de la fibra.

Los histogramas de distribución de ángulos apicales [cf. figura 1.3] muestran peaks impor-

tantes en casi todos los valores mostrados en la lista (1.1), estando en correspondencia con el

modelo de conos cerrados. Es posible explicar el resto de la distribución de ángulos utilizando

el modelos de conos helicoidales [24], ya que la cinta de grafeno es enrollada libremente, sin

unir sus extremos ni tomando en cuenta ninguna condición de periodicidad.

Es interesante notar que la estructura puede encontrarse deformada y que, incluso en

el caso del modelo de conos cerrados, puede haber una desviación significativa respecto al

ángulo ideal [un ejemplo se encuentra en la figura 1.4 para np = 2]. Encontrar la posición

ixAl interior de las cavidades celulares de madera también se pueden construir arreglos cónicos [22].
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Figura 1.5: Imágenes TEM de nanoconos de carbono de abertura apical 19, 5◦ y 9, 6◦. Los ángulos
medidos coinciden con los predichos para conos con 4 y 5 disclinaciones de 60◦. Imágenes adaptadas
de [7], diámetros de las bases (izquierda) 0.5µm y (derecha) 0.4µm.

de equilibrio de los átomos en los nanoconos de carbono es un problema que se ha intentado

revolver utilizando métodos de optimización numérica, donde los más elementales suponen un

potencial de interacción entre átomos vecinos y a partir de una configuración inicial proceden a

variar las distanciasx y los ángulos hasta encontrar un mı́nimo global de enerǵıa [25,26]. Dentro

de los anillos pentagonales las distancias entre átomos son las mayores de toda la estructura,

mientras que en los anillos adyacentes de 6 miembros se encuentran las menores [27]. Las

simulaciones de dinámica molecular aplicadas en nanoconos [28], además de encontrar una

configuración de mı́nima enerǵıa, pueden encontrar los modos de vibración y frecuencias de

oscilación [29] para estructuras pequeñasxi; ofreciendo un criterio de estabilidad que consiste

en verificar que todas las frecuencias sean reales [30]xii. Aunque los sistemas pequeños no son

muy representativos, se utilizaron métodos ab initio combinados con dinámica molecular para

determinar la estabilidad de nanodiscos y 5 tipos de nanoconos con ∼70 átomos, encontrando

que a temperatura ambiente el tiempo de vida media seŕıa del orden de 1011 años [31].

Conos y discos poseen un borde que es aproximadamente una circunferencia, la cual en

forma gruesa puede verse como una alternancia de terminaciones zigzag y armchair. Los re-

sultados experimentales indican que los tipos de terminaciones zigzag y armchair son las más

encontradas en los bordes de nanocintas. La disponiblidad de estados en torno al nivel de

Fermi para los átomos ubicados en las terminaciones zigzag las hace qúımicamente muy reac-

tivas, además de exhibir propiedades magnéticas [32]. Los defectos pentagonales en nanotubos

acumulan carga eléctrica negativa lo que favoreceŕıa la emisión electrónica [33,34] a baja ener-

ǵıaxiii. Los nanoconos serán relevantes en ciencia y tecnoloǵıa, su potencial abre las puertas

de la imaginaciónxiv y en tal sentido, el motivo de cada uno de los caṕıtulos a continuación ha

sido investigar algunas ideas de manera teórica y proponer la búsqueda de efectos medibles

experimentalmente.

xLas distancias C–C calculadas se encuentran en el rango de 1.42± 0.2Å.
xiPero tales resultados no son extrapolables a sistemas mayores debido a que las frecuencias propias dependen

del tamaño, particularmente la frecuencia del primer armónico es más baja en sistemas grandes.
xiiSi tuvieran parte compleja distinta a cero, i.e. ω = ω0 + iη implicaŕıa que, la amplitud de las oscilaciones

creceŕıa exponencialmente en el tiempo ya que cos(ωt) ∼ exp(ηt) cos(ω0t) + . . . .
xiiiLa cual es ideal para puntas STM (Scanning Tunneling Microscopy).
xivUn ejemplo de aplicación insospechada es como fase sólida de columnas cromatográficas [35].
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Figura 1.6: Tomograf́ıa STM de un punto cuántico de grafeno. Los bordes zigzag y armchair son
indicados en color azul y rojo respectivamente (los bordes sin asignar están en color negro).

Respecto a la forma en que está estructurado este libro, los contenidos se agrupan temática-

mente. El caṕıtulo 1 es esta Introducción, que hace un resumen del estado del arte y motiva

la busqueda de efectos medibles en nanoconos de carbono. En el capitulo 2 se construye el

marco teórico con el cual será abordado el problema de encontrar el espectro electrónico, se

hace una descripción del arreglo espacial de átomos en un nanocono de carbono, se enuncia

la relación de vecindad, se representa a los operadores y a la función de onda, se estima la

projección entre dos bases de orbitales at́omicos y se hallan transformaciones de cambio de

base para distintos valores de s = 0 y s 6= 0. El capitulo 3, página 39, está dedicado a los

observables f́ısicos y se encontrará el valor de espectación de estos considerando que no hay

campos externos aplicados. Particularmente se encontrarán la Densidad de Estados (DOS), la

Densidad Local de Estados (LDOS), el coeficiente de absorción de radiación electromagnética

(con polarizaciones axiales y laterales) y la Carga Eléctrica por sitio a Temperatura 0◦K.

Se discutirán como vaŕıan estas cantidades cambiando el valor de la integral de traslape y

considerando conos con 250 y más de 5000 átomos de carbono. En el capitulo 4, página 81,

se considera que un campo eléctrico externo está siendo aplicado sobre en nanocono, cuya di-

rección es axial o lateral. Entre los efectos que serán tratados están la desaparación del peak

en la DOS del nivel de Fermi, el ensanchamiento y la suavización del espectro de enerǵıas, la

nueva forma de la LDOS, la perdida de agudeza del peak principal de absorción, la aparición

de resonancias en el rango infrarrojo y la disminución de la absorción para las enerǵıas con-

secutivas; se discutirá la redistribución de carga eléctrica y la susceptibilidad eléctrica, entre

otros. En las Conclusiones, pagina 121, se resumen los principales resultados a los que se

llegó durante los caṕıtulos y se vuelven a enunciar algunas de las ideas y analoǵıas utilizadas

para aceptar la validez de éstas.



Caṕıtulo 2

Marco teórico

Hay varios esquemas diferentes para describir las propiedades electrónicas de puntos

cuánticos de grafeno, cada uno siendo más apropiado que los otros para describir alguna

caracteŕıstica en particular, y al mismo tiempo pagando algún costo mayor que los otros (es-

fuerzo computacional, rango de enerǵıa, uso de parámetros externos, utilidad de los resultados,

etc).

Los modelos basados en la ecuación de Dirac [36, 37] son adecuados para describir las

propiedades electrónicas en el rango de bajas enerǵıas y longitudes de onda larga, por medio

de la resolución de una ecuación diferencial en dos variables. Sin embargo, para los puntos

cuánticos de grafeno, los estados en torno al nivel de Fermi son conocidos por tener una ampli-

tud de probabilidad significativa solo en los bordes de la estructura [38–40] lo cual en definitiva

agrega un peak en la DOS(εF) que rompe la relación de dispersión lineal en que está basada

la ecuación de Dirac. Además, no hay claridad sobre como incluir las condiciones de contorno

en el modelo continuo, obteniéndose distintos espectros de enerǵıa según la elección [41].

Los modelos ab initio [25, 42–44] pueden predecir caracteŕısticas muy finas de moléculas,

enerǵıas de ionización, polarización, potencial qúımico, función de trabajo, y muchos otros.

Sin embargo, el término ab initio no debe tomarse en forma literal ya que estos métodos

realizan simplificaciones para manejar por ejemplo el tiempo de vida media de los estados

debido a su acoplamiento con el fondo de radiación electromagnética, suelen desacoplar la

dinámica de electrones, la base utilizada no es completa (desprecian el continuo de estados

libres). Su principal limitación es que en un tiempo de computación razonable, pueden manejar

un número pequeño de part́ıculas debido a su alto costo computacional (a veces ni siquiera

convergen los resultados), del orden de las centenas.

Una alternativa es restringir el estudio, tomando el menor número de parámetros (2) nece-

sarios para describir los estados electrónicos de las bandas adyacentes al nivel de Fermi, i.e.

describiendo un sistema electrónico ocupando orbitales π. Tal aproximación permite modelar

la contribución dominante en absorción electromagnética y en transporte electrónico de sis-

11



12 2.1. Consideraciones geométricas

temas con hibridación sp2 tales como nanotubos [45–47]. Vale la pena mencionar que existe

un modelo de enlace fuertei con 10 parámetros (9 si se considera como referencia ε2p = 0)

que considera todas las integrales entre orbitales 2s, 2pπ, 2pσ de sitios vecinos [49], el cual es

adecuado para sistemas periódicos, pero no tanto para sistemas finitos ya que el tamaño de

la matriz Hamiltonianaii es 4NC × 4NC (donde NC es el número de átomos de carbono en

el sistema), incrementándose significativamente el tiempo de cómputo con NC . En su lugar

solo se combinarán estados hidrogenoides 2p cuyos lóbulos son perpendiculares al plano de la

estructura, centrados en los átomos de carbono [50–54], lo cual disminuye considerablemente

el tiempo de cómputo, ya que la matriz Hamiltoniana será de tamaño NC ×NC (además de

requerir una expresión más simple para los observables f́ısicos).

Tanto el método de Green como la diagonalización directa de un Hamiltoniano en la

aproximación de enlace fuerte para electrones π, son convenientes porque requieren un tiempo

de computación razonable para encontrar el espectro de enerǵıas de un sistema con más de mil

átomos, aśı como los observables f́ısicos dentro de la aproximación de electrones independientes

y no interactuantes. En el método de diagonalización directa se puede introducir directamente

un parámetro fenomenológico para dar cuenta del traslape entre los orbitales ubicados en sitios

vecinosiii. Esto afecta el ancho de las bandas de valencia y de conducción, aśı como también

la posición exacta de las singularidades de Van Hove y por ende la enerǵıa en que ocurre el

máximo de absorción electromagnética. Las consideraciones anteriores han motivado que este

trabajo se base en el método de enlace fuerte, pero al mismo tiempo requieren una extensión

para conciliarse con la descripción espacial de los estados, la cual se hará en términos de la

integral de traslape para ser consistente con las propiedades algebraicas de los operadores de

posición [cf. sección 2.3].

2.1. Consideraciones geométricas en la construcción de discos

y conos de grafeno

A diferencia del grafeno, un nanodisco de carbono es una lámina de tamaño finito donde

los átomos de carbono satisfacen las siguientes condiciones:

1. Se encuentran a una distancia menor o igual a ρ0 de un punto definido como el centro

[el cual puede ser alguno de los mostrados en la figura 2.1]

2. Tienen a lo más 3 y a lo menos 2 vecinos inmediatos.

Una consecuencia de lo anterior es que el nanodisco carece de simetŕıa traslacional (no

es una red de Bravais) y en principio solo puede esperarse que el sistema posea simetŕıa

iConocido como el método de Slater-Koster [48].
iiSin considerar expĺıcitamente el grado de libertad de sṕın.
iiiConocido como la integral de traslape s.
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Figura 2.1: Las posibilidades de máxima simetŕıa para nanodiscos de carbono, construidos bajo los
supuestos de la sección 2.1, se consiguen eligiendo al centro en alguno de los puntos de mayor simetŕıa de
un hexágono. Dependiendo del punto elegido se obtienen figuras que poseen las propiedaes de simetŕıa
de los grupos diedrales, (a) en el centro de un hexágono Γ para el grupo D6, (b) en uno de los vértices
K para el grupo D3 y (c) en la mitad de un lado M para el grupo D2. Se pueden definir 6 ĺıneas
diametrales principales coincidiendo con 3 direcciones zigzag y 3 direcciones armchair. Los diámetros
zigzag conectan un par de bordes armchair opuestos, los diámetros armchair conectan bordes zigzag
opuestos, i.e. en el borde hay 6 secciones que son terminaciones zigzag y 6 que son armchair, alternadas
cada 30◦.

puntual. En el caso de que el centro puntual de simetŕıa sea precisamente un átomo, el

sistema será clasificado como D3, pero en cambio cuando el origen coincide con el centro de

un anillo hexagonal (espacio vaćıo), el disco resulta ser de simetŕıa D6.

En este trabajo se elegirá el sistema D6 por dos razones, la primera es que al tener

mayor número de elementos de simetŕıa permitirá desacoplar el Hamiltoniano en bloques más

pequeños, la clasificación de estados y la predicción de transiciones electrónicas; la segunda

razón es que desde el punto de vista geométrico, es posible construir nanoconos de carbono

eliminando un número entero de secciones circulares de 60◦ del disco, reduciendo la simetŕıa

en la secuencia D6 → D5 → D2 → D3 . . .

El origen del disco (a) con simetŕıa D6 está en el centro vaćıo de un hexágono, (b) con

simetŕıa D3 está en un átomo de carbono. Las ĺıneas en color verde indican las direcciones

armchair de la estructura, las ĺıneas rojas indican las direcciones zig-zag. Al mismo tiempo,

los posibles planos especulares (normales al disco) lo cortan a lo largo de las ĺıneas zig-zag o

harmchair.

Un nanocono de carbono de tipo pared simple debe satisfacer las mismas condiciones que

un nanodisco, es decir 3 vecinos para los átomos de carbono en el interior y no menos de 2

vecinos para los átomos en el borde. El radio elegido para el disco desde el cual se eliminan las

secciones de 60◦ es igual a la generatriz del cono. Bajo las condiciones anteriores, solo pueden
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π
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3

π
3

π
3

π
3

π
3

(a)

φc

2θ z

(b) (c)
rCrD

rD

rD

rD

hc

0

Figura 2.2: Descripción pictórica de nanodiscos y nanoconos de carbono. (a) Hay seis secciones
circulares idénticas de 60◦ que conforman a un nanodisco centrado en un hexágono. (b) Un sector
circular de abertura ϕC . (c) Un cono construido a partir del sector mostrado en (b).

existir 5 tipos de conos, cuyas aberturas apicales pueden ser igual a uno de los mencionados

en (1.1). Las posibilidades están sujetas a las relaciones sin θ = rC/rD [cf. fig.2.2] y que el

arco circular ϕC de un disco con 6 − np es 2π(1 − np/6). Igualando la longitud del arco y el

peŕımetro del borde basal del cono se llega a

θ = sin−1(1− np/6) (2.1)

2.1.1. Descripción geométrica de un arreglo hexagonal plano

En el caso del grafeno, existen dos redes de Bravais (conocidas como las subredes A y B),

cuyos vectores base se pueden elegir como

~a1 =

(
−1

2
,

√
3

2

)
aoo , ~a2 =

(
1

2
,

√
3

2

)
aoo , (2.2)

donde aoo es la distancia en que las dos redes están deslocalizadas. Aunque el centro de

cada hexágono está vaćıo [cf. figura 2.1.(a)], el puede ser designado como una tercera red de

Bravais (a la que llamaremos O). La combinación de las dos subredes A, B junto a los centro

hexagonales constituyen un arreglo triangular, donde las coordenadas de los puntos de las

subredes A, B, O pueden ser obtenidas en términos de combinaciones lineales enteras de los

siguientes vectores

~c1 =

(
−
√

3

2
,
1

2

)
acc ~c2 =

(√
3

2
,
1

2

)
acc , (2.3)
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(a)

a1 a2

(b)

c2c1

Figura 2.3: La red de grafeno puede ser descrita en términos de los vectores intercelda {~a1,~a2} de
la red de Bravais con base(AB), o en términos de los vectores {~c1,~c2} de una red triangular. La red
triangular se particiona en sitios A, B ocupados por los átomos, y los sitos O ubicados en el vaćıo
central de cada anillo hexagonal.

donde acc es la distancia que existe entre dos átomos de carbono que son primeros vecinos.

Los dos conjuntos de vectores base satisfacen inmediatamente las siguientes propiedades:

~a1 = (2~c1 + ~c2) ~a2 = (2~c2 + ~c1) ~a1 · ~a2 = +a2
oo/2 (2.4a)

~c1 = (2~a1 − ~a2)/3 ~c2 = (2~a2 − ~a1)/3 ~c1 · ~c2 = −a2
cc/2 (2.4b)

y la proyección entre ellos, salvo un factor de proporcionalidad, debe ser la misma que hay

entre los vectores de la red directa y la rećıproca

~ai · ~cj =
a2

2
δi,j =

3a2
cc

2
δi,j . (2.5)

La superficie Sh de cada celda hexagonal es una cantidad que puede representarse en

términos del producto cruz de los vectores base

Sh =

{
|~a1 × ~a2| = a2

oo

√
3/2

3|~c1 × ~c2| = a2
cc 3
√

3/2
. (2.6)

A partir de (2.6) resulta inmediato que

aoo =
√

3 acc . (2.7)

2.1.2. Descripción de una red hexagonal AB en términos tres redes trian-

gulares de elementos OAB

La red triangular construida a partir de las dos subredes de Bravais del grafeno junto al

centro de cada hexágono pueden ser identificadas de manera sencilla utilizando operaciones

modulo 3. Consideremos la siguiente descripción entera, donde el origen de la red coincide con

algún centro hexagonal

~R(n1, n2) = n1 ~c1 + n2 ~c2 =

[
2n1 − n2

3

]
~a1 +

[
2n2 − n1

3

]
~a2 . (2.8)
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subred mod3(n1+n2) (n′1, n′2) (n′′1, n′′2) (n′′′1 , n′′′2 )

A 1 (n1 + 1, n2) (n1, n2 + 1) (n1 − 1, n2 − 1)

B 2 (n1 − 1, n2) (n1, n2 − 1) (n1 + 1, n2 + 1)

Cuadro 2.1: Conociendo las coordenadas ~R = n1~c1 + n2~c2 se pueden encontrar las coordenadas de
los tres primeros vecinos ~R′, ~R′′ y ~R′′′.

Definiendo ∆n1 = n1−n′1 y ∆n2 = n2−n′2, la descripción anterior entrega la distancia entre

dos punto de la red triangular como factor de la distancia acc entre átomosiv.

|~R(n1, n2)− ~R(n′1, n
′
2)| = acc

√
∆n2

1 −∆n1∆n2 + ∆n2
2 . (2.9)

La condición bajo la cual algún otro punto ~R(n1, n2) coincide con un centro hexagonal es

que la expresión anterior sea una combinación lineal entera de los vectores ~a1 y ~a2, es decir que

las expresiones en paréntesis cuadrado de la ecuación (2.8) sean números enteros. Lo anterior

se puede resumir en una sola condición lógica notando la siguiente equivalencia{(
2n1 − n2

3
∈ Z

)
∧
(

2n2 − n1

3
∈ Z

)}
⇔
{
n1 + n2

3
∈ Z

}
. (2.10)

Los puntos ~R(n1, n2) que pertenecen a la redes A y B tienen residuo 1 o 2 respecto a la

división por 3. La operación módulo define las clases de equivalencia que particionan la red

aumentada. Sin pérdida de generalidad se puede hacer la definición

mod(n1 + n2, 3) =


0, subred O

1, subred A

2, subred B

(2.11)

Dadas las coordenadas de un átomo n1 y n2 en la forma

~R(n1, n2) = n1 ~c1 + n2 ~c2 , (2.12)

se puede reconocer en que subred A o B este se encuentra y además encontrar las coordenadas

de sus vecinos notando que al pertenecer a la subred opuesta solo quedan tres posibilidades,

mostradas en la tabla 2.1

2.1.3. Matriz de sitios vecinos

Es dif́ıcil seguir anaĺıticamente el rastro de la condición lógica de vecindad entre los átomos

cuando la red no es periódica, ya que se complican mucho las operaciones algebraicas. Se

ivBasta utilizar |~ci|2 = acc y ~c1 · ~c2 = −a2
cc/2 en el cálculo de |~R− ~R′|2 = (∆n1~c1 + ∆n2~c2)2.
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tomó la decisión de manejar algebraicamente las condiciones lógicas y utilizar las matrices

resultantes en la contrucción de los operadores, tomando en cuenta el hecho que la forma de

las matrices lógicas no depende de ninguna base de funciones, solo de la topoloǵıa de la red.

Cuando se tiene un CND o un CNC se debe manejar la información del entorno de cada sitio

en una tabla o en una matrizv. A continuación se define la matriz de primeros vecinos como

∆
(1)
ij =

{
1 , si los sitios i y j son primeros vecinos,

0 , en otro caso.
(2.13)

Para referirse a que dos sitios son idénticos, se utilizará la matriz

∆
(0)
ij =

{
1 , cuando los sitios i y j son el mismo,

0 , en otro caso,
(2.14)

la cual no es otra más que la matriz identidad, pero se reservará este śımbolo en lugar de la

delta de Kronecker δij para enfatizar el contexto en que se está trabajando.

La matriz ∆(1) es hermı́tica dado que la condición lógica de vecindad es rećıproca (si el

sitio i es vecino al sitio j, entonces el sitio j es vecino al sitio i).

2.2. Descripción espacial del cono

No es trivial generar las coordenadas de los átomos en nanoconos, porque se requiere

preservar la regularidad de la red hexagonal en el espacio y porque se deben intercalar anillos

pentagonales

2.2.1. Estimación de parámetros

Cuando el número de átomos es de varios miles, las propiedades f́ısicas se harán menos sen-

sibles respecto al número exacto de átomos. Es conveniente manejar algunas aproximaciones

que indiquen los órdenes de magnitud de propiedades medibles y que dependan de aspectos

geométricos tales como el tamaño y las proporciones. Un elemento relevante es la generatriz

g de un cono cuyo ápice (o vértice) es agudo [cf. figura 2.2, donde g = rD y el número de

secciones circulares de abertura π/3 disponibles es (6− np)].
Dado que el área del manto del cono es igual a la de un disco de radio g, al que se le extrae

un np/6 de su superficie, se tendrá

Acono =
(

1− np
6

)
πg2 . (2.15)

vNo tiene sentido describir el problema en términos de las dos subredes periódicas A−B, donde el Hamilto-
niano pod́ıa reducirse a muchas matrices de 2×2 (una por cada vector de onda ~k). En su lugar el Hamiltoniano
tendrá dimensión NC .
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La superficie con que se construye el manto es un arreglo de celdas hexagonales, y en forma

neta se encuentran a 2 átomos por cada una de ellas. Utilizando la expresión (2.6) para el

área Sh de cada celda, la densidad de átomos por unidad de superficie 2/Sh resulta conocida.

El número total de átomos es aproximadamente

NC ≈
Acono

Sh/2
. (2.16)

Con las relaciones anteriores se obtiene una aproximación para la generatriz en términos

de np y NC

g ≈ acc

√
3
√

3

4π

(
6

6− np

)
NC . (2.17)

2.2.2. Construcción de un cono ŕıgido

Estructuras tales como nanotubos cerrados por ambos extremos y fullerenos se pueden

describir geométricamente en términos poliedros, cuyas caras son un número variable de

hexágonos, un número fijo de pentágonos, y los vértices en que se juntan 3 caras son los

átomos de carbono. En particular la cantidad de pentágonos que se encuentran en estas es-

tructurasvi es igual a 12, los cuales proveen la curvatura Gaussiana positiva necesaria para

cerrar una red hexagonal. En forma euŕıstica, cada vez que la red hexagonal sufre una discli-

nación de 60◦ aparece un pentágono, aśı la disclinación debida a 12 pentágonos es 720◦ equivale

al ángulo sólido abarcado por una superficie cerrada.

En la construcción de un nanocono se debe tomar en cuenta el número permitido de

pentágonos, como distribuirlos y la forma de cerrar los bordes de la estructura para construir

una superficie en el espacio que mantenga el patrón hexagonal. Existen varios algoritmos

propuestos [55–57] que consideran a la estructura resultante como un grafo donde los nodos

interiores están conectados a 3 vecinos y los exteriores solo a 2.

Las disclinaciones mostradas en las figuras 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 y 2.9, permiten la construcción

tridimensional del cono incorporando defectos pentagonales para conseguir ápices cerrados.

Hay otros esquemas que asumen ápices abiertos, similares a conos truncados, cuyas coorde-

nadas son mucho más simples de definir [58] y que además ofrecen aberturas angularesvii

diferentes a las mostradas en (1.1).

El ápice se puede mantener plano (y desplazado en la coordenada z), mientras que los

átomos apicales serán descritos utilizando coordenadas esféricas, fijando el ángulo azimutal θ

viCuando son superficies cerradas y que solo contengan hexágonos y pentágonos.
viiDichos esquemas no serán considerados en este trabajo.
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Figura 2.4: Fullerenos más comunes Cx, denotados por el número de átomos de carbono en la estruc-
tura x, junto al grupo de operaciones de simetŕıa correspondiente [no aparece en la lista el dodecaedro
C20(Ih), que es la forma más pequeña de carbono cerrado]. Todos ellos poseen 12 pentágonos intercal-
ados. El ápice de un nanocono se puede considerar como igual o menor a la mitad de un fullereno.

(a)

(b)

Figura 2.5: Construcción de un cono ŕıgido con 1 pentágono a partir de la eliminación de un sector
de 60◦. El hexágono central en (a) se convierte en el pentágono apical en (b). La estructura posee solo
5 direcciones zig-zag.
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(a)

(b)

Figura 2.6: Construcción de un cono ŕıgido con 2 pentágonos a partir de la eliminación de dos sectores
de 60◦. El par de hexágonos en (a) se convertirá en el los dos pentágonos apicales en (b). La estructura
cónica posee solo 4 direcciones zig-zag.

(a)

(b)

Figura 2.7: Construcción de un cono ŕıgido con 3 pentágonos a partir de la eliminación de tres sectores
de 60◦. La terna de hexágonos en (a) se convertirá en los tres pentágonos apicales en (b). La estructura
cónica posee solo 3 direcciones zigzag.
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(a)

(b)

Figura 2.8: Construcción de un cono ŕıgido con 4 pentágonos a partir de la eliminación de cuatro
sectores de 60◦. El cuarteto de hexágonos en (a) se convertirá en los cuatro pentágonos apicales en
(b). La estructura cónica posee 2 direcciones zigzag y 2 armchair.

(a)

(b)

Figura 2.9: Construcción de un cono ŕıgido con 5 pentágonos a partir de la eliminación de cinco
sectores de 60◦. El quinteto de hexágonos en (a) se convertirá en los cinco pentágonos apicales en (b).
La estructura carece de elementos de simetŕıa distintos a la identidad y la reflexión a lo largo un plano
que contiene a la única dirección zigzag.
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(a) (b)

Figura 2.10: A partir de la eliminación de seis sectores de 60◦ desde un disco en (a), se construye
un nanotubo con un solo extremo cerrado por 6 pentágonos en (b). La estructura posee todos los
elementos de simetŕıa del grupo D6, que es un subgrupo del grupo original del disco de grafeno D6h.

np dominio de φ0 φ = φ(φ0)

0 [0, 6π/3] φ0

1 [0, 5π/3] (6/5)φ0

2 [0, 2π/3] ∪ [π, 5π/3] (3/2)φ0 ∨ (3/2)φ0 − π/2
3 [0, π/3] ∪ [2π/3, π] ∪ [4π/3, 5π/3] 2φ0 ∨ 2φ0 − 2π/3 ∨ 2φ0 − 4π/3

Cuadro 2.2: La coordenada angular φ0 = tan−1(y/x) es el ángulo polar formado con alguna de las
direcciones zigzag en la hoja de secciones circulares de grafeno [cf. figuras 2.5.(a), 2.6.(a) y 2.6.(a) para
nanoconos con 1, 2 y 3 pentágonos respectivamente]. La imagen de la transformación φ0 → φ tiene
como recorrido [0, 2π], pero el dominio de φ0 es más pequeño debido a las disclinaciones en múltiplos

enteros de π/3. Al construir el cono se preserva distancia al ápice ρ =
√
x2 + y2, mientras los ángulos

se transforman de manera lineal en cada intervalo.

de acuerdo con (2.1) y manteniendo la distancia al vértice (origen)

θ = sin−1(1− np/6) (2.18)

ρ =
√
x2 + y2 , (2.19)

mientras que la coordenada de revolución φ se escala de manera diferente en cada caso,

siempre bajo el supuesto de mantener las distancias interatómicas a lo largo de la superficie.

Para np = {0, 1, 2, 3} la coordenada φ se obtiene de manera lineal, tal como se muestra en la

tabla2.2.

Sin embargo, para np = {4, 5, 6} la transformación queda mejor descrita en coordenadas

ciĺındricas. Dado que la posición de los pentágonos apicales es arbitraria, no es se hará un

estudio exhaustivo, aunque se cree que con pequeñas modificaciones se puede aplicar el mismo
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Δz

r Δϕ6

Figura 2.11: Al enrollar las cintas de la figura 2.10 se encuentra una relación entre las coordenadas
de la cinta en el plano y en el tubo, dadas por r6∆φ/∆z = 1/

√
3.

procedimiento a otras estructuras con 4 o más pentágonos.

Un nanotubo, obtenido con np = 6 pentágonos, posee una disclinación total de 360◦. Por

ello, eliminar 6 sectores circulares de 60◦ sin eliminar toda la superficie, requiere que los cortes

sean como los mostrados en la figura 2.10, donde ninguno de los vértices ni lados de los sectores

coinciden entre si. Llamando r6 al radio del nanotubo (constante) y ρ0, sus coordenadas polares

z, φ se obtendrán enrollando los sectores oblicuos y preservando distancias,√
(∆z)2 + (r6∆φ)2 = ∆ρ0 . (2.20)

El radio se puede elegir como la distancia entre el centro del ápice y el centro de uno de

los pentágonos, r6 = 2aoo, pero la estructura resultante tendrá una leve torsión (a menos

que se impongan condiciones de periodicidad). Otra alternativa es seguir el procedimiento

de Saito [59], para tubos de eje armchair, pero las distancia interatómicas en el ápice serán

distintas (de hecho no menciona como cerrar los extremos de los nanotubos). Considerando

que la tasa de enrollamiento versus largo r6∆φ/∆z = 1/
√

3 es igual a la pendiente mostrada

en la figura 2.11, la ecuación (2.20) puede ser resuelta para ∆φ en términos de ∆ρ0 que es

conocido para cada átomoviii. Para nanotubos descritos en términos del vector quiralm~a1+l~a2,

se puede encontrar la disposición de pentágonos y hexágonos en el ápice [60], conociendo los

ı́ndices m, l, aunque el procedimiento solo sirve para conocer la matriz de conectividad y no

entrega la posición de equilibrio.

Los casos con 4 y 5 pentágonos mezclan sectores circulares y cintas oblicuas. La dificultad

está en encontrar la coordenada φ de las cinta que se enrolla sobre un cono, preservando

las distanciasix y la pendiente al inicio del mantox. Dicho problema se puede resolver en

forma numérica, pero tiene muchos parámetros por especificar (a diferencia de los modelos

con np = {0, 1, 2, 3} que solo usan l0) y muchos supuestos razonables. Como falta información

viiiLos valores respecto a los cuales se miden ∆ρ, ∆φ y ∆z dependen de cual cinta de la figura 2.10 se
está considerando.

ixA través de una condición integral ∆ρ0 =
∫ ∆φ

0

√
ρ2 sin2 θ + (dρ/dφ)2 dφ.

xO sea, (sin θ/ρ)dρ/dφ, que a su vez es una condición de borde para resolver la ecuación integral para ∆φ,
mostrada en el pie de página anterior.
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α
β α

zmax

minrr0

0z

rmax

Figura 2.12: Los átomos de carbono se encuentran sobre el manto de un cono truncado (puntos
rojos). La distancia l0 = rmin − r0 es un parámetro ajustable (cruz roja). Las nuevas coordenadas son
obtenidas en forma numérica bajo restricciones integrales.

de estas estructuras solo es posible describir las posiciones relativas y en forma gruesa, las

coordenadas. La medición experimental de ángulos apicales muestra que incluso el modelo de

conos cerrados puede tener desviaciones importantes respecto al valor ideal [19], por los cual

las estructuras propuestas deben ser tomadas como una buena suposición que es ajustable caso

a caso. Incluso las propiedades f́ısicas del ápice muestran una variación notable dependiendo

de la posición de los pentágonos [61].

2.2.3. Relajación de un nanocono ŕıgido: transformación a hiperboloide

El origen O del arreglo hexagonal plano descrito en la sección 2.1.1 es donde se juntan

6 cuñas de 60◦ de apertura. Cada vez que se eliminan np de estas secciones y se juntan los

bordes, aparece un poĺıgono regular de 6−np lados en la punta del cono. Dicha estructura es

un cono ŕıgido y se espera que sea menos estable que otra menos aguda (de mayor radio de

curvatura). La transformación de coordenadas para obtener un cono ŕıgido se explicó en la

sección 2.2.2, de modo tal que la coordenada axial zcj es proporcional a la coordenada radial

rcj (véase la figura 2.12).

El modelo de cono ŕıgido es inapropiado para describir las posiciones de equilibrio de los

átomos cerca del ápice, ya que subestima las distancias interatómicas en las zonas con mayor

curvatura. Además la longitud de los enlaces en fullerenos con anillos de 5 y 6 miembros de-

pende de cual es la pareja de anillos al cual pertenecen los enlacesxi y no es trivial calcular las

distancias con precisión. No se intentará una optimización de la enerǵıa de configuración, de-

bido a que no hay garant́ıa de conseguir las distancias correctas con los modelos disponiblesxii

xiPor ejemplo en el C60, la distancia carbono-carbono de un enlace compartido por dos anillos de 6 miembros
d66 = 1.391Å es menor que si el enlace es compartido por un anillo de 5 y otro de 6 miembros d65 = 1.455Å
[62,63].

xiiPor ejemplo los potenciales de Tersoff o de Brenner aplicados a fullereno [64].
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y en su lugar se tratará el problema de la subestimación de las distancias remapeando el

cono a una hiperboloide, mientras que las distancias apicales serán parcialmente ajustadas

asignando arbitrariamente una de las distancias C–C apicales.

La relación que define al cono zcj = arcj puede cambiarse por una relación funcional zHj =

z(rHj ), que es más cercana a la de un sistema relajado, a la cual se le impondrán algunas

condiciones realistas. Previamente será necesario establecer una transformación de la forma

T {rcj} = rHj , (2.21)

la cual contendrá varios parámetros que se pueden ajustar imponiendo que:

1. la pendiente es horizontal en el eje de la superficie

z′(0) = 0

2. el átomo más alejado del ápice es invariante ante la transformación

rcmax = rHmax

zcmax = zHmax

3. la distancia entre átomos de carbono debe mantenerse∫ rn+1

rn

√
1 + (z′(r))2dz =

√
1 + a2(rn+1 − rn).

Hay varias versiones que se han intentado para determinar la forma de la superficie de un

nanocono en términos de minimización de funcionales y de ajuste de funciones bajo condiciones

espećıficas [65, 66], sin embargo, aún no se conoce con certeza cual es la forma de la punta

del cono. En este trabajo se utilizará un perfil hiperboloide para describir a la superficie en la

que se encuentran los átomos ya que su aśıntota es un cono, mientras que su ápice es romo.

Especificamente con

zH =
√
z2

0 + b2r2 , (2.22)

se satisface la primera condición dzH(0)/dr = 0 automáticamente, mientras que la segunda

condición impone b(z0) =
√
a2 − z2

0/r
2
max. La tercera condición define a la transformación T

y servirá para encontrar el valor de z0, con el cual obtener b y luego las coordenadas rHj de
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np l0/acc

0 –
1 (1/2) sin(π/5)
2 1/2
3 0

Cuadro 2.3: Distancias l0 entre los átomos más cercanos al ápice, las que se utilizaron como entradas
en el modelo de cono relajado.

cada cada átomo. En términos numéricos, hay que resolver el problema F (z0) = 0, dondexiii

F (z0) =

∫ rmax

0

√
1 +

b(z0)4 r2

z2
0 + b(z0)2 r2

dr −
[√

1 + a2 (rmax − rmin)− l0
]
. (2.23)

Una vez que se conocen z0 y b es posible encontrar las coordenadas rHj de los átomos, re-

solviendo para cada uno de ellos el problema G(rHj ) = 0, donde

G(rH) =

∫ rmax

rH

√
1 +

b4 r2

z2
0 + b2 r2

dr −
√

1 + a2 (rmax − rH) . (2.24)

A pesar de la apariencia colosal de las ecuaciones anteriores, se pueden obtener soluciones

aproximadas, con un error relativoxiv menor a una millonésima con menos de 8 iteraciones. El

tiempo de computación para 5000 átomos resultó despreciable en comparación al que toma

diagonalizar una matriz de la misma dimensión.

Respecto al parámetro l0, su valor es libre y se eligió para ajustar la distancia entre

los átomos más cercanos al ápice. Puede utilizarse un modelo con más parámetros del tipo

l1, l2, . . . para afinar las distancias entre varios vecinos, pero se optó por un modelo con solo

un parámetro libre, donde los valores tomados para este parámetro se muestran en la tabla

2.3.

En las secciones posteriores se utilizará la altura y el diámetro de la base como indicadores

del tamaño del sistema. Solamente en el caso de un cono ŕıgido es fácil encontrar los diámetros

lx = ly, lz, pero en el caso del sistema relajado, la altura puede disminuir en varios acc. Una vez

que se realiza la transformación T y se conocen todas las coordenadas, es directa la obtención

xiiiSe encontró el cero de F (z0) utilizando el método de la secante, con los puntos iniciales z0(1) = armin y
z0(2) = armax −

√
l2C − r2

max, donde lC =
√

1 + a2(rmax − rmin) es la distancia entre los átomos más cercano y
más lejano al ápice.

xivEn comparación con la distancia entre átomos vecinos de una red plana.
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np NC lx/acc ly/acc lz/acc

0 5016 90.07 89.0 0

1 5005 81.99 82.70 26.90

2 5002 73.89 73.89 40.56

3 5011 64.03 64.09 53.23

Cuadro 2.4: Para los sistemas con np = {0, 1, 2, 3} pentágonos se encontró el menor número NC de
átomos de carbono tal que los sistemas tuviesen más de 5 mil átomos y satisfaciera las condiciones dadas
en la sección 2.1. Para cada sistema se informa la distancia lµ abarcada a lo largo de las direcciones
µ = {x, y, z}.

de los diámetros en cada dirección cartesiana

lx = máx{xHi } −mı́n{xHi } , (2.25)

ly = máx{yHi } −mı́n{yHi } , (2.26)

lz = máx{zHi } −mı́n{zHi } . (2.27)

El resultado depende del número de átomos en el sistema y como la terminación de la base

alterna entre zigzag y armchair, se espera que las distancias al centro (lx, ly) en general

difieran. Un resumen para sistemas con más de cinco mil átomos está dado en la tabla 2.4.

2.3. Representación en una base donde la posición es discreta

Un modelo simplificado de la distribución electrónica en el espacio considera solamente

a cual átomo un electrón se encuentra ligado, ocupando alguno de los estados hidrogenoides

2p. Dicho modelo es discreto y puede ser mejorado considerando que un orbital atómico

centrado en un sitio puede extenderse levemente a átomos vecinosxv. De ah́ı que es necesario

considerar el traslape entre orbitales vecinos por medio de un parámetro fenomenológicoxvi

que es llamado integral de traslape

s = 〈πi|πj〉 ; (i, j) son primeros vecinos. (2.28)

La notación de la sección 2.1.3 es útil para manejar de manera general las condiciones de

vecindad. Se define a la matriz de traslape por medio de sus elementos Sij = 〈πi|πj〉, para

xvLa amplitud cambia notablemente con la distancia, su decaimiento exponencial hace que más allá del
primer vecino sea casi despreciable.

xviEsto no es por la dificultad que tiene calcular las integrales del tipo
∫
ϕ2pz (~r)∗ ϕ2pz (~r− ~R) d3r. La principal

razón es que la forma de los orbitales no es la misma que ellos tendŕıan en un átomo aislado sin interacción con
otros. En lugar de modelar la deformación orbital utilizando nuevos parámetros, se optará por que la integral
en si misma sea un parámetro fenomenológico.
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cualquier combinación (i, j), y en forma aproximada se utilizará

Sij = ∆
(0)
i,j + s∆

(1)
i,j . (2.29)

Para que el modelo entregue información relacionada con la posición y al mismo tiempo

sea coherente con la fenomenoloǵıa anterior, se debe prestar atención a las propiedades al-

gebraicas que los elementos de la base anterior poseen. Por ejemplo, el operador identidad

puede construirse expĺıcitamente en la forma

1̂ =
∑
i,j

|πi〉 (∆(0) + s∆(1))−1
i,j 〈πj | . (2.30)

Suponiendo que el traslape s es pequeño, puede hacerse una expansión de Taylor que involu-

crará potencias del operador de primeros vecinos, lo cual equivale a considerar un modelo con

vecinos más lejanosxvii.

(∆(0) + s∆(1))−1 = ∆(0) − s∆(1) + s2∆(1) 2 + . . . (2.31)

Para construir operadores relacionados con la posición, se exige que exista una base de

posición discreta que satisfaga en primer lugar la condición de ortogonalidad entre sus ele-

mentos

〈~Ri|~Rj〉 = ∆
(0)
i,j . (2.32)

y en segundo lugar la condición de completitud de la base, en el sentido que se puede construir

la identidad en la forma
NC∑
k=1

|~Rk〉 〈~Rk| = 1̂ . (2.33)

Un modelo de orbitales atómicos que desprecie al traslape entre orbitales vecinos, satisface

las propiedades anteriores. En forma más expĺıcita, los elementos de dicha base serán llamados

|π0
k〉, sus propiedades algebraicas se obtienen reemplazando s = 0 en las ecuaciones (2.29) y

(2.30)

〈π0
i |π0

j 〉 = ∆
(0)
i,j (2.34)∑

k

|π0
k〉 〈π0

k| = 1̂ . (2.35)

El precio por satisfacer las condiciones anteriores será el tener que usar una segunda base

de funciones |π0
k〉 para describir los operadores de coordenadas y el tener que utilizar una

xviiLa matriz S2 representa a vecinos de vecinos. En general, las expresiones en que aparezca la matriz S2

irán acompañadas del factor s2 ∼ 10−2, el cual es el orden de magnitud del parámetro s1 utilizado en modelos
con segundos vecinos [67] (donde s0 = s).
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transformación hacia la representación de estados extendidos |πk〉 con la cual fue construido

el Hamiltoniano.

2.3.1. Aproximación lineal en s de la proyección entre los elementos de las

bases |π〉 y |π0〉

Cuando se considera un modelo de enlace fuerte, la función de onda consiste de una

combinación lineal de funciones traslapantes, en la forma

|Ψ〉 =

NC∑
j=1

Cj |πj〉 . (2.36)

Pero cuando se consideran observables relativos a la posición, es necesario conocer la proyec-

ción de la función de onda en la base |π0〉. Por ejemplo, la amplitud de probabilidad en el

sitio i-ésimo

Ψ(~Ri) =
∑
j=1

Cj 〈π0
i |πj〉 . (2.37)

En forma análoga a (2.31), se supondrá una aproximación a primer orden en s

〈π0
i |πj〉 = ᾱ∆

(0)
i,j + β̄ s∆

(1)
i,j . (2.38)

Las dos constantes por determinar ᾱ y β̄, pueden encontrarse al aplicar en (2.35) en Sij =

〈πi|1̂|πj〉, e igualando con los términos semejantes del lado derecho de (2.29). Después de los

manejos algebraicos en que se despreciaron términos de segundo orden en s, resulta ᾱ = 1,

β̄ = 1/2 y de ah́ı la aproximación

〈π0
i |πj〉 = ∆

(0)
i,j + (s/2) ∆

(1)
i,j +O(s2) . (2.39)

2.3.2. Amplitud de probabilidad en sitios atómicos en términos de la base

no traslapante

El coeficiente Cj mostrado en la ecuación (2.36) suele ser confundido con la amplitud de

probabilidad de encontrar a un electrón en el sitio ~Rj cuando su estado está descrito por |Ψ〉,
ya que es impĺıcitamente asumido que la base de funciones traslapantes |π〉 posee las mismas

propiedades (2.32) y (2.33) que han de ser satisfechas por una base de funciones que describa

estados con posición discreta.

Consideremos utilizar a 〈π0
i |Ψj〉 como la amplitud de probabilidad en el sitio ~Ri, dado que

〈π0
i | satisface las propiedades requeridas para describir estados localizados, ortonormalidad
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f̂ −→operador abstracto asociado con un observable F
f −→matriz cuyos elementos son fij = 〈πi|f̂ |πj 〉
f0 −→matriz cuyos elementos son f0

ij = 〈π0
i |f̂ |π0

j 〉
∆(0), ∆(1)−→matrices lógicas, independientes de la representación

Cuadro 2.5: Śımbolos matemáticos asociados a un observable F . Se incluyen los śımbolos ∆(0) para
la matriz identidad y ∆(1) para agrupar la condición lógica de primeros vecinos (1 o 0) entre átomos.
Las matrices son de tamaño NC ×NC donde NC es el número de átomos.

(2.34) y completitud (2.35). En forma simbólica

〈π0
i |Ψ〉 =

NC∑
j=1

(
∆

(0)
ij +

s

2
∆

(1)
ij

)
Cj , (2.40)

lo cual puede ser rápidamente computado a partir de un vector columna, dado por

Ψ(~R) ∼
(

∆(0) +
s

2
∆(1)

)
~C (2.41)

donde la fila i-ésima es proporcional a Ψ(~Ri). En caso que se haya impuesto la condición

(2.63) a los estados electrónicos, la probabilidad de encontrar al electrón en el sitio ~Ri queda

dada por

|Ψ(~Ri)|2 =
∣∣∣[(∆(0) +

s

2
∆(1)

)
~C
]
i

∣∣∣2 . (2.42)

2.3.3. Representación matricial de operadores en las bases con y sin traslape

En mecánica cuántica se establece que un observable f́ısico F tiene asociado un operador

abstracto f̂ el cual es representable en forma matricial una vez elegida una base de funciones.

Las predicciones f́ısicas son las mismas independientemente de la representación que se vaya

a utilizar, solo se debe tener cuidado de utilizar la forma correcta de los operadores [68],

la cual es más obvia cuando se utiliza la representación en que ellos son diagonales. Dicha

representación es diagonal cuando la base es un conjunto de autofunciones de tal operador, y

ésta es la idea tras la distinción entre las bases |π〉 y |π0〉, ya que |π0〉 es la base en la cual las

matrices que dependan de la posición satisfacen

〈π0
i |f̂ |π0

j 〉 = f(~Ri) δi,j . (2.43)

Para evitar confusión entre las matrices asociadas a cada representación, se utilizará la

convención mostrada en el cuadro 2.5, donde el supeŕındice en f0 se reserva para representa-

ciones en la base de la posición discreta |π0〉. Las matrices f en la base traslapante |π〉 no

llevarán supeŕındice. Para ilustrar lo anterior, considérese que las coordenadas de los NC sitios
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atómicos vienen dadas por

~Rk = (xk, yk, zk) , (2.44)

entonces las matrices x0, y0, z0 serán diagonales y sus elementos serán las componentes de

los vectores ~Rk, por ejemplo la matriz asociada a la coordenada z se representa como

z0 =


z1 0 · · · 0

0 z2 0
...

. . .
...

0 0 · · · zNC

 (2.45)

En general todas las funciones de la posición serán diagonales en la base de posición discreta.

f0 =


f(~R1) 0 · · · 0

0 f(~R2) 0
...

. . .
...

0 0 · · · f(~RNC )

 . (2.46)

En cambio la matriz f correspondiente a la representación dada por la base |π〉, con s 6= 0

no pueden definirse de manera tan sencilla como con f0. Para obtener la matriz f en términos

de f0 [la cual śı es conocida], se puede intentar una transformación de similaridad, insertando

al operador identidad (2.35) dos veces en la expresión para fij

〈πi|f̂ |πj〉 = 〈πi|

(
NC∑
k=1

|π0
k〉 〈π0

k|

)
f̂

(
NC∑
l=1

|π0
l 〉 〈π0

l |

)
|πj〉 . (2.47)

La matriz f , conviene dejarla como fij =
∑

k,l〈πi|π0
k〉 f0

kl 〈π0
l |πj〉, para utilizar la proyección

(2.39) y entonces plantear la siguiente multiplicación matricial

f =
[
∆(0) +

s

2
∆(1) +O(s2)

]
f0
[
∆(0) +

s

2
∆(1) +O(s2)

]
(2.48)

que con un error cuadrático en s daŕıa

f = f0 +
s

2

[
f0∆(1) + ∆(1)f0

]
+O(s2) . (2.49)

Es necesario mencionar que muchos estudios utilizan la aproximación simplista del tipo

f = f0 + O(s1) para calcular observables de la posición, y que en este trabajo se plantea

utilizar la aproximación de orden más bajo que contenga a la integral de traslape s como uno

de sus parámetros.
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2.4. Hamiltoniano de enlace fuerte

Se utilizará un modelo de enlace fuerte con un orbital atómico de tipo 2p en cada sitio,

el cual está orientado perpendicular a la superficie del conoxviii. El operador Hamiltoniano,

está compuesto de un término atómico, de un término de transferencia (hopping) y un término

debido a potenciales externos.

Ĥ = Ĥ(at) + V̂ + Ûext . (2.50)

La base de orbitales atómicos consiste de autofunciones del Hamiltoniano atómico con la

enerǵıa del nivel 2p, cada una centrada en un átomo de carbono distinto

Ĥ(at)|πj〉 = ε2p|πj〉 . (2.51)

2.4.1. Representación en la base de orbitales traslapantes

Los elementos de matriz H
(at)
i,j pueden escribirse simbólicamente utilizando (2.29)

H
(at)
i,j = 〈πi|Ĥ(at)|πj〉 = ε2p (∆

(0)
i,j + s∆

(1)
i,j ) . (2.52)

Los elementos de matriz del término de transferencia Vi,j depende de la relación de vecindad

[cf. (2.13)] y es adecuado escribirlos en la forma

Vi,j = 〈πi|V̂ |πj〉 = t∆
(1)
i,j , (2.53)

donde t es conocida como la integral de transferencia entre orbitales 2p localizados en sitios

vecinos y cuyos lóbulos son paralelos entre si. En tales condiciones el valor de dicha integral

se encuentra en el rango de -2 eV a -3 eV.

La función de onda a utilizar es una combinación lineal |Ψ〉 =
∑

j Cj |πj〉 en la forma

(2.36), aśı que para escribir el problema de valores propios

Ĥ |Ψ〉 = ε |Ψ〉 (2.54)

en forma matricial, se construirá un sistema de ecuaciones de tamaño NC ×NC , juntando las

NC proyecciones de los bra 〈πi| sobre la ecuación (2.54).

〈πi|Ĥ|Ψ〉 = ε 〈πi|Ψ〉 (2.55)

siguiendo las definiciones dadas en el cuadro 2.5 y la ecuación (2.36) se llega a un problema

xviiiAl igual que con el grafeno, los detalles esenciales de la estructura electrónica de nanoconos de carbono,
puede ser descrita dentro del modelo de enlace fuerte.
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del tipo ∑
j

Hij Cj = ε
∑
j

Sij Cj (2.56)

donde

Hij = 〈πi|Ĥ|πj〉 (2.57)

Sij = 〈πi| 1̂ |πj〉 . (2.58)

La matriz Hamiltoniana que aparece en la expresión (2.59) fue definida a partir de sus ele-

mentos, al igual que la matriz de overlap (2.29). El problema de valores propios que se obtiene

es de tipo generalizado

H ~C = ε S ~C , (2.59)

y si se manejan las condiciones lógicas (2.13) y (2.14) en forma matricial quedará[
ε2p∆

(0) + (ε2ps+ t) ∆(1)
]
~C = ε

[
∆(0) + s∆(1)

]
~C . (2.60)

2.4.2. Función de onda

El vector propio ~C que aparece en la ecuación (2.59), contiene la información estad́ıstica

del estado electrónico, por lo que debe establecerse la forma de calcular observables una vez

que se conoce. Los coeficientes se encuentran agrupados en un vector columna ~C, de modo

que su adjunto hermı́tico ~C† es un vector fila

~C =


C1

...

CNC

←→ ~C† =
[
C∗1 · · ·C∗NC

]
, (2.61)

siendo ε, una cantidad real, el valor propio asociado con ~C y ~C†. Como es usual, el śımbolo

† representa al adjunto hermı́tico, que en el contexto matricial corresponde a las operaciones

de conjugación compleja y de transposición.

El valor de expectación de un observables f́ısico O para un electrón en el estado |Ψ〉 se

obtiene de la manera usual cuando la base no es ortogonal

〈O〉Ψ =
〈Ψ|Ô|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

=

∑
ij C

∗
i 〈πi|Ô|πj〉Cj∑

ij C
∗
i 〈πi|πj〉Cj

=
~C†O ~C

~C† S ~C
. (2.62)

Debido a que los autovectores están indeterminados en una constante multiplicativa, se puede

imponer lo siguiente

〈Ψ(i)|Ψ(j)〉 = δij = ~C(i)† S ~C(j) (2.63)
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y entonces calcular los valores de expectación en la forma

〈Ψ|Ô|Ψ〉 = ~C†O ~C . (2.64)

2.4.3. Campos externos

Hasta el momento, se ha construido el marco teórico dentro del cual tratar a los nanodiscos

y nanoconos de carbono, en ausencia de campos eléctrico ~E y magnético ~B externosxix, y bajo

la suposición de temperatura T = 0◦K. Un modelo más útil debe ser capaz de manejar los

casos con ~E 6= 0, ~B 6= 0 y T > 0◦K y simular resultados bajo condiciones experimentales

estándaresxx.

La aplicación de campos puede perturbar significativamente las propiedades globales de un

sistema compuesto de part́ıculas cargadas, el que es susceptible de ser polarizado eléctrica y

magnéticamente, como consecuencia de cargas estáticas y corrientes estacionarias distribuidas

a la largo de la estructura. Las contribuciones Qj(~R) y ~Jj(~R) se ponderan de acuerdo al factor

de ocupación de fermiones a una temperatura absoluta T

Q(~R) = e− 2
∑NC

j=1Qj(
~R) fµ(ε, T ) (2.65)

~J(~R) = 2
∑NC

j=1
~Jj(~R) fµ(ε, T ) . (2.66)

La distribución de Fermi-Dirac fµ(ε, T ), para un sistema que está en equilibrio, queda descrito

por las variables termodinámicas T y µ (potencial qúımico), en la forma

fµ(ε, T ) =
1

e(ε−µ)/kBT + 1
, (2.67)

en el ĺımite T = 0◦K tiende a una función escalón, pero mientras la temperatura sea mucho

menor a la temperatura de Fermi, se podrá utilizar la expansión de Sommerfeld con gran

exactitud en términos de potencias de (µ− εF). El potencial qúımico µ ≥ εF aumenta con la

temperatura y para calcularlo se debe satisfacer la siguiente relación más general

NC =

∫ +∞

−∞
DOS(ε)fµ(ε, T ) dε = 2

NC∑
j=1

fµ(εj , T ) , (2.68)

de forma numérica.

Por otro lado, las definiciones para Q(~R) y ~J(~R), requieren conocer las contribuciones

individuales de cada estado Ψj :

xixSalvo la excitación debida a radiación electromagnética.
xxPorque los campos externos son primordiales en la caracterización de muestras y porque se manifiestan

distintas excitaciones de un sólido al subir la temperatura.
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electrón descrito por la función de onda Ψj distribuye su carga a lo largo de los distintos

sitio Qj(~R), donde

Qj(~R) = −e|Ψj(~R)|2 , (2.69)

y equivale a una corriente ~Jj(~Ri) dada por

~Jj(~R) =
e

2m

{
Ψj(~R)

[
~p+ e ~A

]
Ψj∗(~R) + Ψj∗(~R)

[
~p+ e ~A

]
Ψj(~R)

}
. (2.70)

Donde el potencial vectorial ~A(~Ri), está relacionado con el campo magnético externo por

medio de la relación

~B = ~∇× ~A , (2.71)

la que en general admite como alternativa a ~A′ = ~A + ~∇ξ. Mientras que el campo eléctrico

está relacionado con el potencial escalar ϕ que satisfacexxi −~∇ϕ = ~E, admitiendo la alterna-

tiva ϕ′ = ϕ− ∂ξ/∂t. Como el escalar ξ es una función arbitraria del espacio y del tiempo, es

posible calibrar los potenciales, sin provocar efectos sobre los campos ~E y ~B [69].

Aun cuando los potenciales no son observables f́ısicos, la formulación Hamiltoniana los

incorpora a través de una redefinición del operador de cantidad de movimiento y de la enerǵıa

potencial. La parte electromagnética del Hamiltoniano electrónico seŕıa

He.m. =
(−i~∇+ e ~A)2

2m
− eϕ . (2.72)

En el modelo de enlace fuerte [70], la enerǵıa cinética es análoga al término de transferencia

entre sitios vecinos, apareciendo la fase de Peirls que esta definida en términos del vector

potencial y la diferencia de camino entre sitios [71–73]. Mientras tanto el potencial eléctrico

se puede tratar como un término cuya representación es conocida en la base de la posición.

En las secciones siguientes se tratan estos problemas de manera formal considerando que el

Hamiltoniano será representado en la base de orbitales atómicos y no en la de posición.

2.4.4. Diferencia de potencial eléctrico a lo largo de la estructura

Mientras el campo eléctrico sea irrotacionalxxii y homogéneoxxiii, se podrá definir la enerǵıa

potencial eléctrica Uext(~R) = −eϕ(~R) como

ϕ(~R) = − ~E · ~R+ ϕ0 , (2.73)

xxiCuando el campo es variable
−~∇ϕ− ∂ ~A/∂t = ~E

.
xxii∇× ~E = 0 solo cuando ∂ ~B/∂t 6= 0.
xxiiiDe otro modo ϕ(~R)− ϕ0 = −

∫ ~R
~R0

~E(~r) · ~r.
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que es arbitraria hasta una constante, con la cual se puede asignar un lugar del cono ~R0 en

que el potencial tiene un valor ϕ0 = ϕ(~R0) predefinidoxxiv. El Hamiltoniano electrónico de

enlace fuerte (2.50), ha de incorporar la versión cuantizada de Uext(~R),

Ĥ = Ĥ(at) + V̂ − eϕ( ~̂R) , (2.74)

donde ~E· ~̂R = Ex x̂+Ey ŷ+Ez ẑ, se puede expresar en términos de operadores de posición, cuyas

representaciones son conocidas en la base |π0〉, para s = 0. Mientras que las representaciones

matriciales de los operadores Ĥat y V̂ son conocidas en la base de funciones traslapantes |π〉
para (s 6= 0).

Se necesita obtener la representación en forma de matriz ϕ del potencial eléctrico en la

base traslapante. Sus elementos ϕij , están definidos en término de los de posiciónxxv

〈πi|ϕ( ~̂R)|πj〉 = −Ex xij − Ey yij − Ez zij + ϕ0 Sij , (2.75)

los que a su vez serán obtenidos a partir del conocimiento de las matrices diagonales x0, y0,

z0[cf. matriz diagonal z0 definida en (2.45)] y la transformación (2.49). Con un error cuadrático

en s 6= 0 será

ϕ = −Ex
[
x0 +

s

2
{∆(1), x0}

]
− Ey

[
y0 +

s

2
{∆(1), y0}

]
− Ez

[
z0 +

s

2
{∆(1), z0}

]
+ ϕ0

[
∆(0) + s∆(1)

]
+O(s2) , (2.76)

donde {a, b} = ab+ ba representa al anticonmutador de las matrices a, b.

Llamando lµ al diámetro del sistema a lo largo de los ejes cartesianos µ = {x, y, z}, se

encuentra que la relación entre un campo cuya única componente distinta de cero es Fµ y la

diferencia de potencial aplicada a lo largo de la dirección µ, está dada por Fµ = −∆ϕµ/lµ;

por lo que definiendo a uno de ellos se obtiene el otro.

Dado que la escala de enerǵıas utilizada hasta el momento está dada en términos de la

integral de transferencia t ≈ −2.25eV, se espera una perturbación significativa sobre el sistema

cuando la diferencia de enerǵıa potencial eléctrica a lo largo de este sea del mismo orden de

magnitud, ∆Uµ ∼ |t|. Lo anterior se puede expresar como

∆Uµ = uµ |t| , (2.77)

donde u es un número en el intervalo −1 ≤ uµ ≤ +1.

Considerando la definición (2.77) en la relaciones −e∆ϕµ = ∆Uµ y Fµ = −∆ϕµ/lµ se

xxivSu elección no cambia el valor de los observables f́ısicos, tales como el coeficiente de absorción óptica o las
densidades de carga y de corriente, pero si afectará la posición de los niveles de enerǵıa.
xxvDonde xij = 〈πi|x̂|πj〉, yij = 〈πi|ŷ|πj〉 y zij = 〈πi|ẑ|πj〉.
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puede definir, en términos del parámetro u, las intensidades del potencial y del campo eléctrico:

∆ϕµ = −
(
|t|
lµ

)
uµ , (2.78)

Fµ = +

(
|t|
e lµ

)
uµ . (2.79)
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Cone-like graphene nanostructures: Electronic and optical properties
P. Ulloa†, A. Latgé‡, L. E. Oliveira∗ and M. Pacheco†

† Departamento de F́ısica, Universidad Técnica Federico Santa Maŕıa, Casilla 110-V, Chile
‡ Instituto de F́ısica, Universidade Federal Fluminense, 24210-340, Niterói-RJ, Brazil
∗ Instituto de F́ısica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas-SP, 13083-859, Brazil

A theoretical study of electronic and optical properties of graphene nanodisks and nanocones
is presented within the framework of a tight-binding scheme. The electronic densities of states
and absorption coefficients are calculated for such structures with different sizes and topolo-
gies. A discrete position approximation is used to describe the electronic states taking into
account the effect of the overlap integral to first order. For small finite systems, both total
and local densities of states depend sensitively on the number of atoms and characteristic
geometry of the structures. Results for the local densities of charge reveal a finite charge dis-
tribution around some atoms at the apices and borders of the cone structures. For structures
with more than 5000 atoms, the contribution to the total density of states near the Fermi level
essentially comes from states localized at the edges. For other energies the average density of
states exhibits similar features to the case of a graphene lattice. Results for the absorption
spectra of nanocones show a peculiar dependence on the photon polarization in the infrared
range for all investigated structures.
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3.1. Observables f́ısicos

3.1.1. Densidad de estados en sistemas con un número finito de estados

La densidad de estados (DOS), puede definirse en forma integral, a partir del número de

estados ∆N existentes en un rango de enerǵıas arbitrario [εa, εb]

∆N =

∫ εb

εa

DOS(ε) dε . (3.1)

Para un sistema con un espectro de enerǵıas discreto, se requiere utilizar la delta de Dirac

para satisfacer la definición continua dada en (3.1)

DOS(ε) = 2

NC∑
k=1

δ(ε− εk) , (3.2)

donde εk es el k-ésimo autovalor del Hamiltoniano electrónico y la multiplicación por 2 es

debida a grado de libertad de esṕıni.

Mientras los niveles energéticos no se encuentren muy separados entre śı (en comparación

a Γ), se puede encontrar en forma aproximada el número de estados electrónicos δNe presentes

en un intervalo de enerǵıas de ancho δε, en torno a la enerǵıa ε

δNe ≈ DOS(ε) δε . (3.3)

La definición (3.2) puede ser relajada para hacerla más fenomenológica [y al mismo tiempo

más compatible con (3.3)] tomando en cuenta la incertidumbre en la enerǵıa de los estados

electrónicos (debido a vibraciones de la red de iones, efectos térmicos, perturbaciones aleatorias

externas y de por śı a otros fenómenos más fundametales como la duración finita de los estados

cuánticos) y que incluso el valor de la integral de transferencia t, que es el principal parámetro

de enerǵıa de nuestro problema, no tiene un valor definitivo.

Una delta de Dirac δ(ε− εk) puede definirse como el ĺımite de una distribución de Lorentz

δΓ(ε− εk), cuando su factor de ensanchamientos Γ tiende a cero

δ(ε− εk) = ĺım
Γ→0

δΓ(ε− εk) , (3.4)

δΓ(ε− εk) =
1

π

Γ

(ε− εk)2 + Γ2
, (3.5)

iEn este trabajo no se considerará explicitamente la dinámica debida al grado de libertad de esṕın. Vale
la pena mencionar que su importancia puede ser significativa en función de la topoloǵıa del borde de la
estructura [74].
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∞
∞

ε j+4ε j ε j+1 ε j+2 ε j+3

(b)

∞

∞ ∞

∞

εkε j

Figura 3.1: Dependiendo de la separación entre entre niveles consecutivos δεj = εj+1− εj , se aprecia
un espectro que es de ĺıneas cuando δεj � Γ [en (a)], o pseudocontinuo cuando δεj � Γ [ pictóricamente
en (b) se presenta la situación con δεj . Γ para notar el ruido]. Las flechas en color negro con el signo
∞ representan Deltas de Dirac colocadas de acuerdo con f(ε) =

∑
j gj δ(ε − εj), mientras que las

ĺıneas en color azul y rojo representan la aproximación continua utilizando distribuciones de Lorentz
f(ε) ≈

∑
j gj [Γ/π]/[Γ2 + (ε− εj)2].

una definición alternativa de la DOS, utilizando distribuciones de Lorentz,

DOS(ε) = 2

NC∑
k=1

Γ/π

(ε− εk)2 + Γ2
, (3.6)

tiene como ventaja sobre la fórmula (3.2), el que es posible graficarla en forma continua y que

toma en cuenta la incertidumbre en la enerǵıa de los estados.

3.1.2. Densidad Local de Estados de sistemas de tamaño finito

La densidad local de estados (LDOS) es particularmente interesante en sistemas con condi-

ciones de borde dado que la distribución espacial de la probabilidad electrónica de cada estado

forma patrones ondulantes. Se espera una variación considerable de la LDOS desde el ápice

hasta la base del cono y que también existan estados localizados en las direcciones zig-zag y

armchair a distintas enerǵıas.

En términos de la amplitud de probabilidad discreta definida en (2.42) y de la aproximación

fenomenológica (3.4)

LDOS(ε, ~Ri) = 2

NC∑
k=1

|〈π0
i |Ψk〉|2 δΓ(ε− εk) , (3.7)

se obtiene la LDOS como una función de variable continua en la enerǵıa ε, que da mayor

peso a los estados dentro de un pequeño intervalo de ancho Γ, y que es de variable discreta

en la posición. A partir de la definición anterior es posible obtener de manera inmediata al

operador densidad ρ̂Γ(ε), notando que LDOS(ε, ~Ri) = 〈π0
i |ρ̂(ε)|π0

i 〉,

ρ̂Γ(ε) = 2

NC∑
k=1

|Ψk〉 δΓ(ε− εk)〈Ψk| (3.8)
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3.1.3. Coeficiente de absorción electromagnética dentro de la aproximación

dipolar

Los experimentos de absorción de radiación electromagnética, entregan información valiosa

acerca de las excitaciones que tiene un sistema. Predecir un espectro requiere de muchos

supuestos y en este trabajo se supondrá que el sistema se encuentra inicialmente en su estado

base global a T = 0◦K. Aun cuando no es posible alcanzar el cero absoluto de temperatura,

es una idealización conveniente dado que es el ĺımite asintótico al cual tienden los resultados

experimentales en condiciones criogénicas. A temperaturas más altas, de varias decenas de

grados Kelvin domina la dinámica de la red de innes por sobre la del sistema de electrones y

solo a muy bajas temperaturas se puede aproximar el efecto de las vibraciones de la red como

un aumento del factor de ensanchamiento Γ utilizado para la incertidumbre de la enerǵıa de

los estados de un solo electrón.

El procedimiento para obtener tanto el coeficiente de absorciónii como la función dieléctrica

de un semiconductor se puede encontrar en [75](caṕıtulo 5). Las únicas modificaciones que

se deben hacer para aplicarlo en el sistema en estudio tienen que ver con el tamaño finito

de este, es decir que en lugar de sumar sobre estados indexados por el número cuántico de

pseudomomento ~k, se sumará simplemente sobre los estados ordenados en enerǵıas.

Dentro de la aproximación dipolar, el coeficiente de absorción de radiación electromagnética

es [76]

α~ε(~ω) ∝ 1

~ω

NF∑
i=1

NC∑
j=NF+1

∣∣∣〈Ψi
∣∣∣~ε · ~̂p ∣∣∣Ψj

〉∣∣∣2 δΓ

(
εj − εi − ~ω

)
, (3.9)

donde ω es su frecuencia angular, ~ε es su polarización eléctrica y la temperatura es T = 0◦K.

La expresión anterior es válida cuando el nivel de Fermi está completamente lleno, lo cual

depende de que NC sea par, mientras que el caso impar tiene la dificultad de contar solo una

vez al nivel nF . En el apéndice B se muestra con todo detalle como manejar esa situación.

En un sistema de posición continua, el operador momentum se obtiene en términos del ope-

rador gradiente. En tal caso sus componentes µ ∈ {x, y, z} satisfacen lo siguiente 〈~r |p̂µ|ψ〉 =

−i~ ∂µ〈~r |ψ〉. Dado que el sistema en estudio es de posición discreta (solo interesa lo que ocurre

en los sitios atómicos), no es aplicable la definición anterior, ni tampoco vale de mucho hacer

el intento de discretizar al operador gradiente. La manera formal de obtener el operador de

momentum es usar la relación que satisface el conmutador entre los operadores de posición y

el Hamiltoniano [77], donde las componentes µ = {x, y, z} satisfacen

p̂µ =
im

~
(Ĥµ̂− µ̂Ĥ) ; µ̂ ∈ {x̂, ŷ, ẑ} . (3.10)

iiA veces llamado sección transversal de absorción óptica.
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Un elemento de matriz t́ıpico seŕıa de la forma

〈
Ψi | p̂µ |Ψj

〉
=
im

~

〈
Ψi
∣∣∣ Ĥµ̂− µ̂Ĥ ∣∣∣Ψj

〉
=
im

~
(εi − εj)

〈
Ψi | µ̂ |Ψj

〉
, (3.11)

el cual depende de un operador cuya representación matricial es diagonal en la base |π0〉.
Como la función de onda esta representada en la base |π〉 hay que utilizar la transformación

(2.49) para conseguir una multiplicación de la forma

〈Ψi|µ̂|Ψj〉 = ~Ci†
(
µ0 + (s/2)

[
µ0∆(1) + ∆(1)µ0

])
~Cj . (3.12)

Como se verá en la sección 3.4 los resultados obtenidos por el método propuesto entregan

espectros que guardan gran similitud con aquellos correspondientes a puntos cuánticos de

grafeno [76], aunque hay también diferencias notorias que se explicarán en términos de reglas

de transición motivadas por la curvatura del conoiii, de la LDOS(~R, ε) y de la simetŕıa del

sistema [71].

3.1.4. Carga eléctrica neta por átomo

Otra propiedad que depende del estado de muchos electrones es la distribución espacial

de carga eléctrica. Aun cuando la precisión espacial estará limitada al sitio átomico, se tienen

la ventaja que los cómputos son mucho más livianos que utilizando métodos ab initio y que

además es posible explorar sistemas con un número mucho mayor de átomos.

Al construir un modelo con solo un electrón por orbital π, se asume que los otros 5

electrones junto a los 6 protones del núcleo del átomo de carbono actúan como una única

carga positiva Qion = +e. La carga neta por sitio dependerá de todos los estados electrónicos

bajo el nivel de Fermi, considerando la manera en que se distribuyen espacialmente cada uno.

Hay una intima relación entre la LEC(Carga Eléctrica Local) y la LDOS a traves de una

integración

LEC(~R) = e

[
1−

∫ εF

−∞
LDOS(ε, ~R) dε

]
, (3.13)

la cual toma una forma compacta en términos de (3.7) para T = 0

LEC(~Ri) = e

1− 2

nF∑
j=1

|〈π0
i |Ψj〉|2

 , (3.14)

donde nF = NC/2 si NC es par. Al igual que el cálculo del coeficiente de absorción, la expresión

final cambia cuando el nivel de Fermi está semilleno, la cual se muestra en el apéndice B. La

probabilidad en cada sitio, tomada como 〈π0
i |Ψj〉|2, se obtiene siguiendo el procedimiento de

iiiCalculando el valor efectivo del módulo al cuadrado del campo eléctrico para cada polarización.
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la sección 2.3.2.

3.2. Presentación del espectro de enerǵıas utilizando la DOS

El espectro de enerǵıas de un punto cuántico de grafeno(eg. CNCs y CNDs) consiste

de un conjunto discreto de enerǵıas [78], ordenadas de forma monotonamente crecienteiv

ε1, . . . , εj−1, εj , εj+1, . . . , εNC . La representación de los niveles de enerǵıa se puede hacer en

términos de la DOS [cf. ecuación (3.6)], incluyendo un factor fenomenológico de ensanchamien-

tov Γ, que en definitiva le dará a la DOS(ε) una apariencia de ĺıneas aguzadas(Lorentzianas)

con traslape, en lugar de la secuencia de Deltas de Dirac.

En forma global, la separación media entre los niveles energéticos dependerá del número

NC de orbitales π. En particular, la separación εj+1− εj entre niveles de enerǵıa consecutivos

es más angosta en la medida que la DOS es más grande en el rango de enerǵıas en torno

a dichos niveles εj+1, εj . Conviene declarar un criterio para distinguir entre un espectro de

ĺıneas y uno pseudocontinuo[cf. figura 3.1], ya que las propiedades f́ısicas que serán predichas

heredarán el carácter de tipo discreto o continuo encontrado en la DOS.

La figura 3.2 muestra las gráficas de la DOS sobre todo el espectro de enerǵıas de nanodisco

y nanoconos con 1, 2 y 3 pentágonos. Al considerar mas de cinco mil átomos, el espectro se

torna similar al que tendŕıa un disco de grafeno ideal. Es natural esperar dicho ĺımite en

nanodiscos, pero en nanoconos queda una duda ya que se espera una desviación, pues a

diferencia del grafeno, su superficie es curva y porque además es imposible definir las dos

subredes A-B cuando hay un número impar de defectos pentagonalesvi. Es debido a que el

manto del cono es localmente plano y que su arreglo hexagonal se extiende a lo largo de

miles de sitios, que se puede considerar que el ápice juega un papel marginal en desviar a

las propiedades globales (tales como la DOS o el espectro de absorción) del ĺımite de grafeno

ideal; mientras que los observables locales (tales como la LDOS o la distribución de carga

eléctrica) tendrán un aspecto diferente y más complejo [de lo cual se hablará en las secciones

3.3 y 3.5].

El ruido que se ve en las figuras de la DOS va disminuyendo en la medida que el número

de átomos presente en la estructura es mayor, y en general el ĺımite ideal para NC → ∞ es

verośımil en cuanto a la presencia y posición de los mismos hitos de la DOS del grafeno tanto

en CNCs como en CNDs. Por ejemplo, están claramente definidos un par de peaks centrados

en las mismas enerǵıas en que ocurren las singularidades de Van Hove , y que cerca de los

extremos del espectro la DOS es casi plana.

ivAl considerar un solo orbital 2P por átomo y NC átomos, dará un total de 2NC estados. Al no considerar
un Hamiltoniano dependiente de esṕın, los niveles estarán doblemente degenerados.

vDebido a la incertidumbre en la enerǵıa de los niveles.
viCuando hay un número par de defectos, se pueden definir las dos subredes A-B excepto para los átomos

apicales en torno a los anillos pentagonales.
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Figura 3.2: Densidad de estados normalizada (i.e. en unidades de enerǵıa |t| y por número de átomos
NC), donde dos(a.u.) = [|t|/NC ] DOS utiliza la definición (3.6) para la densidad de estados DOS(E). Se
muestra el espectro para un modelo (a-d) sin traslape entre orbitales vecinos s = 0 y (e-h) con traslape
entre orbitales vecinos s = 0.13. Los sistemas estudiados son (a,e) nanodisco np = 0 y NC = 5016
átomos, (b,f) nanocono con np = 1 pentágono y NC = 5005 átomos, (c,g) nanocono con np = 2
pentágonos y NC = 5002 átomos y (d,h) nanocono con np = 3 pentágonos y NC = 5011 átomos. La
altura del peak en el nivel de Fermi disminuye con el número de pentágonos manteniendo el orden de
magnitud del número de átomos NC ∼ 5000.
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Una diferencia que vale la pena tomar en cuenta es que si no fuera por el peak que la DOS

tiene en la enerǵıa de Fermi, se tendŕıa el comportamiento tipo DOS(ε → 0) ∝ |ε| esperado

en grafeno, donde muchas de las propiedades pueden ser satisfactoriamente explicadas en

términos del modelo de Dirac [79]. El peak en εF puede explicarse en términos de estados de

borde [80,81], el cual es t́ıpico de todos los puntos cuánticos de grafeno, pero pasa desapercibido

en sistemas mesoscópicos de tamaños del orden de 1µm con mas de 106 átomos. Aun aśı se

observa un perfil en V alrededor del peak, mientras que su altura es proporcional al número

de átomos existentes en los bordes zigzag. Como dicha cantidad es proporcional a la raiz

cuadrada del número de átomosvii, N
1/2
C y debido a que el resto del espectro tiene una altura

que es proporcional al número de átomos NC , se espera que la altura del peak respecto al

resto del espectro vaya decreciendo como N
−1/2
C para NC grande. De todas formas, la relación

que guarda la DOS con los estados de borde involucra necesariamente conocer la LDOS como

función de la posición, aśı que este tema volverá a tocarse en la sección 3.3, donde se explica

porque las alturas de los peaks sigue la proporción dada en (3.27).

Otra caracteŕıstica que se repite es la posición en enerǵıa de los hitos como función del

valor de la integral de traslape [cf. el resumen mostrado en la tabla 3.1]. Cuando se considera

el traslape entre orbitales vecinos por medio de s > 0, se predice la compresión de la banda

de valenciaviii y el ensanchamiento de la banda de conducciónix, junto a un leve corrimiento

de las posiciones en que ocurren los peaks de Van Hove . Lo único que permanece en el mismo

lugar es el el nivel de Fermi.

Respecto a la simetŕıa del espectro de grafeno, DOS(εF − ε) = DOS(ε− εF) para s = 0 y

en torno a la posición del nivel de Fermi, esta se encuentra presente para el caso del nanodisco

sin importar el número de átomos, pero no para el caso del nanocono con 1 pentágono. La

asimetŕıa pasa desapercibida para NC > 5000, pero se sabe que está intimamente relacionada

con el orden del grupo de operaciones de simetŕıa puntual de la estructura y el número de

átomos presentes en ella.

Dado que las bandas de valencia y de conducción tienen el mismo número de estadosx,∫ εF

−∞
DOS(ε) dε = NC =

∫ ∞
εF

DOS(ε) dε , (3.15)

es natural que el valor de la DOS sea más alta en la comprimida banda de valencia y más

viiSe supuso que {área ∝ NC} y que {peŕımetro ∝ #at. del borde z.z.}. Como {peŕımetro ∝ área1/2} se
obtiene la relación mencionada.

viiiLa cual es el conjunto de todos los niveles bajo el nivel de Fermi inclusive.
ixLa cual es el conjunto de todos los niveles sobre el nivel de Fermi.
xLo cual es cierto cuando NC es par, pero cuando NC es impar el nivel de Fermi queda necesariamente

semilleno y hay una ambigüedad respecto a donde termina la V.B y comienza la C.B.; como los observables
f́ısicos no dependen de cual sea la definición, se mencionan en el apéndice B algunas modificaciones que hacer
para calcular observables en tal caso. De todas formas el único observable f́ısico que puede verse afectado de
manera notoria es la cantidad de carga por sitio en el borde y a temperatura 0 K◦.
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εmin/|t| εvvH/|t| εF/|t| εcvH/|t| εmin/|t|
s = 0 −3 −1 0 +1 +3

s 6= 0 −3/(1 + 3s) −1/(1 + s) 0 +1/(1− s) +3/(1− 3s)

s = 0.13 −2.16 −0.89 0.00 +1.15 +4.92

Cuadro 3.1: Mapeo de los hitos más relevantes del espectro de enerǵıas, desde el problema con
{ε2p = 0, s = 0} hacia el problema con {ε2p = 0, s 6= 0}.

baja en la ensanchada banda de conducción [donde la segunda fila de la figura 3.2 ilustra esta

asimetŕıa al compararla con la primera]. De todas formas, se puede hacer un tratamiento más

anaĺıtico utilizando la ecuación (3.21), la cual dice cual es el factor de escala en función de la

enerǵıa.

3.2.1. Dependencia con respecto a la integral de traslape

Una manera de explicar el corrimiento en los hitos del espectro (extremos y peaks) es

darse cuenta que se puede hacer un mapeo uno a uno entre los espectros con s = 0 y con

s = 0.13. Para ello se debe considerar el siguiente problema de valores propios

t∆(1) ~C ′ = ε′ ~C ′ (3.16)

cuya dimensión NC puede ser arbitrariamente alta. En principio el problema de una red

hexagonal infinita, en el caso ideal de traslape y de enerǵıa de sitio nulos, coincide con el

caso ĺımite NC → ∞ en (3.16). Se sabe [82] que los extremos del espectro se encuentran

en εmin = −3|t| y εmax = +3|t|, mientras que las singularidades de Van Hove ocurren en

εvvH = −|t| y εcvH = +|t|, y que la enerǵıa de Fermi ocurre en εF = 0.

Sin embargo, la ecuación (3.16) se puede resolver numéricamente para NC finito y su

solución, dada en términos de las variables auxiliares ε′ y ~C ′, sirve para encontrar la solución

al problema más general (2.60), el cual exige para su cómputo más tiempo y más memoria

que (3.16). En particular hay que notar que el vector propio ~C ′ satisface la misma ecuación

que ~C, aśı que salvo una constante multiplicativa ya es conocido, su valor preciso se obtiene

a partir de la condición de ortogonalización

〈Ψi|Ψj〉 = δi,j = ~Ci† S ~Cj , (3.17)

la que es respetada por la siguiente expresión

~C =
~C ′√
~C ′† S ~C

. (3.18)

El estado propio ~C será útil para calcular obserables tales como la Densidad Local de
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Estado, el coeficiente de absorción y la Densidad Local de Carga, entre otro. Si se reemplaza

a ~C por ~C ′ en la ecuación (2.60) y se utiliza la propiedad (3.16), se obtendrá una ecuación

que involucra a ε y a ε′, la cual puede resolverse en la forma ε = εs,t,ε2p(ε
′)

ε =
ε2p + (1 + s ε2p/t)ε

′

1 + s ε′/t
. (3.19)

Utilizando los valores adecuados de ε′, se pueden encontrar los hitos más interesantes del

espectro de enerǵıas para s 6= 0, a partir del conocimiento previo de la estructura energética

de grafeno con los parámetros s = 0 y ε2p = 0. Se presenta dicha información en la tabla 3.1,

para coroborar los resultados en el caso de discos y conos con más de 5000 átomos mostrados

en la figura 3.2. Las predicciones anaĺıticas y los resultados numéricos son prácticamente

iguales, lo que permite suponer una regularidad en las propiedades f́ısicas para conos más

grandes.

En cuanto a como cambia el valor de la DOS entre los casos con y sin traslape, se puede

aplicar una relación del tipo

DOSs 6=0(ε) dε = DOSs=0(ε′) dε′ , (3.20)

para notar que la derivada de la función inversa a (3.19) entrega el escalamiento

DOSs 6=0(ε)

DOSs=0(ε′)
=
dε′(ε)

dε
= (1 + s ε′/t)2 , (3.21)

en la forma asimétrica y dependiente de la enerǵıa mencionada al final de la sección 3.2.

En forma directaxi, la ecuación (3.21) dice que al haber traslape entre los orbitales vecinos

(s > 0), la banda de valencia (enerǵıas negativas) tendrá un valor más alto de la DOS que

el esperado en el caso sin traslape (s = 0). Mientras que la banda de conducción (enerǵıas

positivas) tendrá un valor menor de DOS para el caso s > 0 respecto al caso s = 0.

3.2.2. Dependencia con respecto a la incertidumbre

Conocer el espectro completo de enerǵıas resulta útil para hacer predicciones de propiedades

que involucren al estado global del sistema de muchas part́ıculas. Sin embargo, los niveles de

enerǵıa en torno al nivel de Fermi resultan especialmente relevantes en los problemas de bajas

energás de excitación y de respuesta lineal, por lo que vale la pena comenzar el estudio en un

intervalo pequeño del espectro.

Dada la incerteza Γ en la enerǵıa de los estados, los niveles consecutivos pueden traslaparse

de manera significativa cuando sus enerǵıas son muy cercanas, lo que suaviza al espectro y

xiY sin olvidar que t < 0.
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Figura 3.3: Valores normalizados de la densidad de estados dos(ε) = [|t|/NC ]DOS(ε) y densidad local
de estados ldos(ε) = [|t|/NC ]LDOS(ε) en algunos sitios apicales. Los sistemas estudiados son (a) un
nanodisco con NC = 5016 átomos, [(b),(f)] un nanocono de un pentágono y NC = 5005 átomos , [(c)
y (g)] un nanocono de 2 pentágonos y NC = 5002 átomos, y [(d),(h)] un nanocono con 3 pentágonos y
NC = 5011 átomos. Los colores negro, rojo y azul de las curvas de la segunda fila muestran la LDOS
en los sitios mostrados con el mismo color en la figura 3.6. Las ĺıneas segmentadas verticales indican
el nivel de Fermi [del orden de EF ∼ −10−6|t|]. Se consideró Γ = |t|/50.
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Figura 3.4: Detalle de la figura 3.3 en torno al nivel de Fermi. A pesar que todo los sistemas tienen
DOS(εF) 6= 0, solo el cono con 2 pentágonos tiene LDOS apical distinta de cero para ε→ εF.



50 3.2. Densidad de estados

por el contrario, cuando la separación entre niveles es grande en comparación a la incerteza,

el espectro estará compuesto de peaks bien definidosxii. El problema consiste en encontrar un

criterio cuantitativo para saber cuando es aplicable la aproximación continua.

Consideremos que los NC autovalores del problema (2.59) se encuentran distribuidos en el

rango acotado entre εmin = −3|t|/(1 + 3s) y εmax = +3|t|/(1− 3s). De ah́ı que la separación

promedio δε entre estados consecutivos será δε = 6|t|/[NC(1−9s2)], mientras que la incerteza

de cada estado, dada por el factor de ensanchamiento Γ fijo, tendrá el efecto de traslapar las

ĺıneas del espectro en forma más significativa en la medida que es mayor el número de estados

dentro del rango fijo [εmin, εmax].

Entonces, el número de átomos N0 que debe tener la estructura para que δε = Γ,

N0 =
6|t|/Γ

1− 9s2
(3.22)

nos dá un orden de magnitud para discernir si el espectro es discreto [NC . N0], o si es

continuo [N0 � NC ]. En particular, para los parámetros s = 0.13 y Γ = |t|/50 se obtiene

N0 = 354 como referencia. Es decir, los sistemas con NC ≈ 5000 tendrán una DOS con

apariencia continua [cf. figura 3.4], mientras que los sistemas con NC ≈ 250 presentarán

peaks agudos bien definidos principalmente en la región cercana al nivel de Fermi [cf. figura

3.5].

Consideremos el espectro de enerǵıas con apariencia discreta NC = 250 . N0 = 354. La

altura de cada peak en la gráfica de la DOS [cf. figura 3.5.(a-c)] puede ser un múltiplo entero

de una altura unitaria [haciendo ε = εk en (3.5)] dada por

mı́n(DOS/NC) =
2/π

NCΓ
. (3.23)

En los casos mostrados en las figuras 3.5 y 3.3 se utilizó Γ = |t|/50 y NC ≈ 250, obteniéndose

que las alturas posibles de los peaks de la DOS son ≈ (0.127/|t|) × {1, 2, 3, . . . }, según la

degenerancia de cada nivel. En el caso discreto es donde mejor se aprecia que εF < ε2p y que

el primer estado en la banda de conducción es mayor que ε2p.

En este punto es conveniente notar que la posición del nivel de Fermi coincide asintótica-

mente con la enerǵıa del orbital atómico sin perturbar ε2p, cuando N0 � NC , lo que era

esperable por ser aśı en el grafeno [cf. figuras 3.3 y 3.4]. Sin embargo, cuando NC . N0, se

torna evidente que εF < ε2p [véanse las ĺıneas verticales segmentadas mostradas en las figuras

3.5 para indicar la posición del nivel de Fermi respecto a ε2p = 0]. La observación anterior es

necesaria cuando se investiga el espectro cerca del nivel de Fermi, ya que hay situacionesxiii

xiiEn óptica ocurre un problema similar con los máximos centrales de difracción debidos a fuentes indepen-
dientes, hay traslape entre sus imágenes, limitándose su resolución. El criterio de Rayleigh dice que dos peaks
de difracción alcanzan el mı́nimo de resolución cuando coincide el máximo de uno con el mı́nimo del otro.

xiiiPor ejemplo en el caso de un nanodisco, con s = 0.
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Figura 3.5: DOS y LDOS en torno al nivel de Fermi para [(a),(e)] un nanodisco de NC = 238 átomos,
[(b),(f)] un nanocono de un pentágono y NC = 245 átomos , [(c) y (g)] un nanocono de 2 pentágonos
y NC = 246 átomos y [(d),(h)] un nanocono con 3 pentágonos y NC = 244 átomos. Los colores negro,
rojo y azul de las curvas LDOS hacen referencia a los sitios mostrados con el mismo color en la figura
3.6. Las ĺıneas segmentadas verticales indican el nivel de Fermi [ver los valores de la tabla 3.2]. Se
consideró Γ = |t|/50.

en que se satisface εj = εNC−j , siendo ε2p el valor medio del espectro, pero sin haber ningún

estado con esa enerǵıaxiv.

Se puede utilizar un argumento heuŕıstico para demostrar que εF < ε2p, notando que al

tomar s = 0 en (2.60) se obtiene el problema
[
ε2p + t∆(1)

]
~C = ε ~C, donde el término t∆(1) es

una perturbación al problema trivial ε2p
~C = ε ~C cuyo espectro de enerǵıas consiste de un solo

nivel ε = ε2p, degenerado NC veces. La perturbación rompe la degenerancia, obteniéndose

bajo ε2p el mismo número NC/2 de niveles que sobre él y todos desplazados en una cantidad

distinta de cero; en particular el nivel de Fermi que es el más alto de los NC/2 bajo el

nivel ε2p también estará bajo este. Lo relevante es que sabiendo que εF < ε2p para s = 0,

se logra implicar con ayuda de la expresión (3.19) que para el caso con s > 0 también se

cumplirá εF < ε2p.

3.3. Densidad local de estados

Los resultados se obtuvieron después de implementar un algoritmo para computar la

expresión (3.7), donde en forma expĺıcita se considera la extensión espacial de los estados

a partir de la integral de traslape s = 0.13 y la extensión energética a partir del factor de

xivTampoco el estado con la enerǵıa de Fermi.
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np NC EF/|t|
0 234 -0.20
1 245 -0.06
2 246 -0.05
3 244 -0.09

Cuadro 3.2: El nivel de Fermi para un sistema con pocos átomos queda ubicado bajo ε2p = 0 (el
cual fue definido como el valor de referencia). Los casos mostrados fueron con menos de 250 átomos y
el nivel de Fermi εF = εnF

se toma como nF = NC/2 para NC par o como nF = (NC + 1)/2 para NC
impar (ver la discusión del apéndice B).
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Figura 3.6: Imagen pictórica (a) del centro de un disco[D6h] y de los ápices de un cono con (b) 1
defecto pentagonal[D5], (c) 2 defectos pentagonales[D2] y (d) con 3 defectos pentagonales[D3]. Los
colores utilizados hacen referencia a familias de átomos cuyas posiciones son equivalentes bajo las
transformaciones de simetŕıa admisibles por el sistema. La familia de átomos en negro es para los
sitios más centrales del sistema, los rojos para sus primeros vecinos y los azules o amarillos para los
siguientes vecinos. Los anillos de 5 átomos se destacan color gris para diferenciarlos de los anillos con
6 átomos.

ensanchamiento Γ = |t|/50. La LDOS(~R, ε), se mostrará como función de la enerǵıa para

algunas posiciones ~Ri fijas [cf. figuras 3.3,3.4,3.5], y luego como una función de la posición

con escala de colores para algunas enerǵıas interesantes [cf. figuras 3.7,3.8,3.9,3.10].

Es relevante saber si el ápice del cono, el lugar en donde se presenta la mayor probabilidad

de encontrar a un electrón en un estado excitable a baja enerǵıa, aśı que se verá en detalle la

LDOS en los sitios cercanos al eje de la estructura. Conviene hacer una imagen pictórica de la

posición de los átomos en el centro de un disco y en el ápice de los cono [cf. figura 3.6(a-d)],

indicando en diferente color algunas familias de átomos que son equivalentes entre śı bajo las

operaciones de simetŕıa de cada sistema, y que por ende tendrán idénticas LDOS.

Los valores calculados de la LDOS para los átomos de las familias 1, 2 y 3 indicadas en la

figura 3.6 se muestra en las figuras 3.3(e-h) y 3.4(e-h), para sistemas con más de 5000 átomos,

mientras que para sistemas con menos de 250 átomos se muestra una porción del espectro

en la figura 3.5(e-h). Respecto a la LDOS de los sistemas con pocos átomos, los resultados

se muestran en las figuras 3.5.(d-f), bajo la gráfica del valor normalizado de la DOS para el

sistema completo.
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Dado que, sin importar el número de átomos, se exige que∑
~Ri

LDOS(ε, ~Ri) = DOS(ε) , (3.24)

será, en todos los casos, el valor normalizado DOS/NC igual al valor medio de la LDOS sobre

todo el cono. Por eso en las figuras 3.4 y 3.5 se utiliza la misma escala, y aśı cuantificar la

contribución de la LDOS de los átomos del ápice en cada los peaks de la DOS, para enerǵıas

cercanas al nivel de Fermi.

3.3.1. Sistemas con pocos átomos

Concentrémonos en el caso con 250 átomos, cuyo espectro es mostrado en la figura 3.5.

A diferencia de la DOS, la LDOS(εj , ~Ri) en un sitio dado no se rige por una relación del

tipo ”entero×mı́n(LDOS)”[análoga a (3.23)], debido a que además de depender de la enerǵıa

y la degenerancia, también dependerá de la probabilidad por sitios |〈π0
i |Ψj〉|2, la cual vaŕıa

continuamente entre 0 y 1.

La primera de las cuatro columnas en 3.5, correspondiente a un nanodisco, es la que guarda

mayor parecido entre los pekas de la LDOS y la DOS. Entre si, las tres curvas de LDOS en

3.5.(e) tienen sus peaks en las mismas enerǵıas, aun cuando la altura no es la misma en cada

terna de peaks, estas son muy parecidas.

Las segunda, tercera y cuarta columna de la figura 3.5, que corresponden a nanoconos con

1, 2 y 3 defectos pentagonales, muestran mayor disimilitud a mayor número de defectos. Ya

no todos los peaks de las LDOSs apical coinciden entre śı y sus amplitudes son muy diśımiles.

Dependiendo del sitio, algunos peaks casi están extinguidos respecto a los otros. Incluso la

DOS posee muchos más peaks que la LDOS apical, los cuales son debidos a estados localizados

en otros átomos del cono, alejados del ápice.

De todas formas, se pod́ıa anticipar que a mayor cantidad de defectos presentes en la

estructura, más diśımiles serán entre si los sitios y sus entornos, especialmente si estos se

encuentran en los defectosxv. Solamente en el disco, donde no hay defectos pentagonales, el

centro de la estructura tiene un entorno que similar a la mayoŕıa de los sitios de la estructura,

mientras que en los sistemas con defectos pentagonales los entornos cambian notoriamente

entre los átomos apicales y en particular (a menos que sea por invarianza antes transforma-

ciones de simetŕıa propias del sistema) se pueden observar diferencias notables en la LDOS

incluso entre vecinos.

xvComo lo son los átomos ubicados en los anillos pentagonales.
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3.3.2. Sistemas con muchos átomos

Al considerar estructuras con un número mucho mayor de átomos, habrá una cantidad

mayor de niveles de enerǵıa dentro de un intervalo cuyas cotas son fijas [los valores precisos

de estas cotas εmin y εmax vienen dadas en la tabla 3.1] y la DOS, además de manifestar

un carácter más continuo [cf. figura 3.1.(b)] también manifestará un carácter más graf́ıtico.

Como se espera para NC ≈ 5000 mucho mayor a N0 = 354, los espectros DOS y LDOS serán

aproximadamente continuos y salvo algun ruido permitirán intuir la facha de los espectros de

sistemas mucho mayores.

La LDOS en el centro del disco [cf. figura 3.4.(e)] carece del peak en el nivel de Fermi y

sus peaks de Van Hove [cf. figura 3.3.(e)] son mucho más agudos que los peaks en la DOS

calculada [cf. figura 3.3.(a)]. Salvo algunas oscilaciones para enerǵıas en la banda de valencia,

estas LDOSs se acercan más al perfil de la DOS visto en el grafeno ideal, favorecido por la

lejańıa al borde del sistema el cual en si es un extenso defecto en la red hexagonal.

En cambio para los conos, las LDOSs apicales manifestarán desviaciones considerables

respecto a la DOS, en forma espećıfica para cada posible topoloǵıa, por lo que se espera

que se mantengan las caracteŕısticas principales de los espectro 3.3(e-h) en sistemas con una

cantidad mucho mayor de átomos. La figura 3.3 compara los resultados DOS v/s LDOS para

un nanodisco con NC = 5016 (cf. fig.3.3.(a,e)) y nanoconos con 1 pentágono NC = 5005 [cf.

fig.3.3.(b,f)], con 2 pentágonos NC = 5002 [cf. fig.3.3.(c,g)] y 3 pentágonos [cf. fig.3.3.(d,h)].

A diferencia de las curvas para la DOS, ninguna de las gráficas de la LDOS posee el peak en

la enerǵıa de Fermi, lo cual es un indicador que los átomos del ápice no alojan a los estados

causantes de ese peak y que será necesario hacer un estudio sistemático de la LDOS a lo largo

de todo el cono o disco para descubrir su origen.

3.3.3. Disponibilidad de estados apicales

Por el momento, se debe notar que para los átomos apicales considerados en la figura 3.6,

la disponibilidad de estados se manifestará en experimento de conducción de electricidadxvi

por lo que es relevante anticipar si estos serán metálicos, semimetálicos o semiconductores.

En el detalle mostrado en la figura 3.4.(f), el ápice del cono con 1 pentágono es claramente

semimetálico, en el sentido que (salvo algo de ruido) la LDOS cae a cero en forma de ĺınea recta

para ε→ εF, aunque con distintas pendientes según la banda en que está ε acercándose y cual

es el átomo considerado. En el caso del cono con dos pentágonos, la LDOS tiene un valor casi

constante y distinto de cero para el intervalo mostrado en la figura 3.4.(g), lo cual es un rasgo

caracteŕıstico de los materiales metálicos. Por último, se puede anticipar que el ápice del cono

con 3 pentágonos será semiconductor ya que la curva negra en 3.4.(h) representa la LDOS

xvie.g. utilizando la punta del cono como emisor de electrones de la misma forma en que se utiliza una punta
en microscoṕıa de efecto túnel.
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para el átomo más sobresaliente de la punta, tiene una carencia de estados alrededor de εF ≈ 0

con un perfil casi plano en un intervalo significativo de enerǵıas. Sin embargo, al ver las curvas

roja y azul en 3.4.(h) se espera que los átomos más alejados del ápice tengán mayor facilidad

para conducir electricidadxvii es decir que al inclinar al cono respecto al substrato contra el

cual se establece corriente túnel, cambiará la respuesta. Esto último también ocurrirá con el

resto de los conos estudiados por lo que la respuesta obtenida dependerá de la alineación entre

el cono y la superficie a sondear.

3.3.4. Magnitud del peak en DOS(εF)

Respecto a la longitud de la generatriz en los sistemas estudiados, donde el número de

átomos es aproximadamente constante en todos los casos [NC ≈ 5 · 103], su longitud tendŕıa

que ser mayor en conos más agudos (o con más defectos pentagonale) manteniendo fija la

superficie (número de átomos). Un cono sin pentágonos np = 0 equivale a un disco y la

generatriz coincide con su radio, considerando NC = 5016 seŕıa g0 ≈ 45acc; un cono de 1

pentágono y NC = 5005 tendŕıa g1 ≈ 50acc; un cono con 2 pentágonos y NC = 5002 tendŕıa

g2 ≈ 56acc y un cono con 3 pentágonos y NC = 5011 tendŕıa g3 ≈ 60acc. Aun cuando los tres

sistemas tienen casi el mismo número de átomos, hay que considerar que la distancia al borde

gnp se hace mayor con el número de pentágonos y mientras que el peŕımetro del borde pnp se

hace más pequeño. La principal consecuencia es que se puede estar más seguro que la forma

de la LDOS apical dependa solo de la topoloǵıa y no de la extensión finita de la estructura.

En forma más precisa, se asume al área Anp como proporcional al número de átomos

Anp =
(π

3

)
(6− np) g2

np ∼ NC , (3.25)

por lo que el peŕımetro será proporcional a

pnp =
(π

3

)
(6− np) gnp ∼ (6− np)1/2N

1/2
C ; (3.26)

esto significa que comparando conos con el mismo número de átomos, aquellos con más

pentágonos tendrán sus propiedades (entre ellas las apicales) menos influenciadas por el borde

de la estructura.

En particular la cantidad de átomos en el borde de la estructura, dependerá del peŕımetro

de ésta. Para NC fijo será proporcional a (6−np)1/2 lo cual para la secuencia np = {0, 1, 2, 3}
dará para np las proporciones p0 : p1 : p2 : p3 =

√
6 :
√

5 :
√

4 :
√

3. Estos números

son relevantes cuando se consideran los estados que producen los peaks en las DOS(εF) de

conos finitos, porque la cantidad de estados que se pueden alojar en el borde de la estructura

xviiLos siguientes vecinos, en rojo son semimetálicos y los subsiguiente en azul tienen una brecha mas pequeña
en comparación al átomo de la punta.
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(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.7: LDOS de un disco con 5016 átomos, en unidades arbitrarias [utilizando (3.7) multiplicada
por |t|]. Los colores rojo, verde y azul representan respectivamente el máximo, el promedio (igual a
DOS) y el mı́nimo (cercano a cero) de la LDOS. Se utilizó Γ = |t|/50.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.8: LDOS de un cono con 1 pentágono y 5005 átomos, en unidades arbitrarias [utilizando
(3.7) multiplicada por |t|]. Los colores rojo, verde y azul representan respectivamente el máximo, el
promedio (igual a DOS) y el mı́nimo (cercano a cero) de la LDOS. Se utilizó Γ = |t|/50.

guardará la misma relaciónxviii. Observando con atención, se encuentra que ello coincide

bastante bien con lo mostrado en las figuras 3.4.(a-d), es decir

DOS(εF)|0 : DOS(εF)|1 : DOS(εF)|2 : DOS(εF)|3 = 1 :
√

5/6 :
√

4/6 :
√

3/6 . (3.27)

3.3.5. Estados de borde

Las figuras 3.7–3.10.(c) muestran que el número de bordes tanto zigzag como armchair

en el disco son 6, en el cono con 1 pentágono son 5, en el cono con 2 pentágonos son 4

y en el cono con 3 pentágonos son 3. En los bordes zigzag(armchair) es donde ocurren los

xviiiEn realidad solo la mitad de los átomos de los bordes zigzag pueden alojar estados con enerǵıas en torno
al nivel de Fermi, pero la cantidad de tales sitios también es proporcional al peŕımetro.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.9: LDOS de un cono con 2 pentágono y 5002 átomos, en unidades arbitrarias [utilizando
(3.7) multiplicada por |t|]. Los colores rojo, verde y azul representan respectivamente el máximo, el
promedio (igual a DOS) y el mı́nimo (cercano a cero) de la LDOS. Se utilizó Γ = |t|/50.
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(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.10: LDOS de un cono con 3 pentágono y 5011 átomos, en unidades arbitrarias [utilizando
(3.7) multiplicada por |t|]. Los colores rojo, verde y azul representan respectivamente el máximo, el
promedio (igual a DOS) y el mı́nimo (cercano a cero) de la LDOS. Se utilizó Γ = |t|/50.

np = 0 np = 1 np = 2 np = 3

(|t|/NC) DOS(εF) 0.18 0.16 0.15 0.12

Cuadro 3.3: Valores normalizados de la Densidad de Estados para la enerǵıa de Fermi en sistemas
con aproximadamente 5000 átomos. Se obtuvieron a partir de las ecuaciones (3.23) y (3.28), i.e. [(8−
4
√

3)/(3
√

3π)] × [(6 − np)gnp
/(NCΓ)], utilizando Γ = |t|/50. Las alturas relativas siguen la secuencia

dada en (3.27).

máximos(mı́nimos) de la LDOS(εF, ~R) [los máximos de la LDOS están mostrados en color

rojo, alternados por mı́nimos de la LDOS en color azul].

Los estados de borde zigzag y su relación con el nivel de Fermi es algo bien conocido

en sistemas tales como puntos cuánticos [8, 40] y nanocintas [38, 81] de grafeno. Particular-

mente, en las nanocintas de grafeno un borde zigzag determina que el sistema sea metálico

mientras que los bordes armchair determinan, en la mayoŕıa de los casos, que el sistema sea

semiconductor. En el caso de un nanocono o un nanodisco de carbono, el borde se aproxima

a una circunferencia, alternando entre secciones zigzag y armchair. Mientras la rugosidad del

borde no sea demasiada, se puede estimar la densidad de estados utilizando la aproximación

de Akhmerov [40, 83] y luego obtener la cantidad total de estados de borde δN , integrando

sobre el peŕımetro del nanocono

δN =
4− 2

√
3

3
√

3
(6− np)gnp . (3.28)

Entonces se puede calcular la altura del peak en la DOS del nivel de Fermi δN×mı́n(DOS(NC)

[cf. ecuación (3.23)], encontrado que los valores calculados [cf. tabla 3.3] coinciden con las

alturas de los peaks mostrados en las figuras 3.2(e-h), 3.3(a-d), 3.4(a-d). Al observar cuida-

dosamente las figuras 3.7.(c), 3.8.(c), 3.9.(c). 3.10.(c), se encuentra que la LDOS es cero en

el interior de la estructura (en color azul), mientras que en los bordes se ve alternadamente

secciones donde la LDOS alcanza abruptamente su valor máximo(en color rojo).

Por otro lado, los bordes armchair también son interesantes ya que estos alojan estados

cuando la enerǵıa coincide con aquella en que ocurren las singularidades de Van Hove [cf.

figuras 3.7(b,d), 3.8(b,d), 3.9(b,d) y 3.10(b,d)], mientra que los bordes zigzag carecen de
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estados cuando los bordes armchair alcanzan su máxima LDOS. El alto valor de la DOS para

tales enerǵıas hace que la Densidad de Estados Conjunta (JDOS) alcance su máximo valor

cuando la enerǵıa de excitación sea

∆εM = εcvH − εvvH ; (3.29)

es decir que en todos los procesos en que la excitación tenga ese valor se esperará una respuesta

significativa del sistema, e.g. ~ω = ∆εM en presencia de radiación electromagnética, o e∆ϕ =

∆εM al aplicar una diferencia de potencial.

La alternancia rotacional entre máximos y mı́nimos de LDOS en los bordes es coherente

con simetŕıas D6, D5 y D3 propias del disco y de los conos con 1 pentágono y 3 pentágonos

(respectivamente), mientras que el caso con 2 pentágonos refleja las propiedades de un sistema

con simetŕıa D4 a pesar de que se sabe que el sistema es de simetŕıa D2 [c.f. figura 2.6]. Se

puede decir que en el último caso, que el ápice de simetŕıa D2 no afectará significativamente

las propiedades del sistema completo por lo que la LDOS tiene la misma simetŕıa que la

existente en la base y en la mayoŕıa del manto del cono D4.

3.3.6. Disponibilidad de estados en las direcciones zigzag

Otra caracteŕıstica relevante que tiene la LDOS para las enerǵıas de la singularidades de

Van Hove es que alcanzan su máximo valor a lo largo de las direcciones zigzag en el interior de

la estructura. Particularmente, para un nanodisco de carbono [cf. figura 3.11(a,c)] cada uno

de los bordes armchair es perpendicular a una ĺınea zigzag, la que atraviesa diametralmente

al nanodisco de carbono alcanzando al borde armchair opuesto. El valor de la LDOS es mayor

para las ĺıneas radiales, mientras que las que son paralelas a éstas alcanzan menores amplitudes

en la medida que están mas alejadas del centro [cf. figura 3.12.(a) para una descripción gráfica].

En el caso de los nanoconos la LDOS para las singularidades de Van Hove , mantiene la

disponibilidad de estados para las ĺıneas zigzag internas, las cuales atraviesan la estructura.

Sin embargo, la topoloǵıa del sistema es tal que las ĺıneas geodésicas sobre la superficie del

cono son curvas en el espacio. En particular, tanto las direcciones zigzag como armchair en el

plano son rectas que mantienen su carácter geodésico cuando se construye un cono a partir

de la sección circular de un disco de grafenoxix. Una vista superior de la estructura parece

indicar que de las 3 posibles direcciones zigzag que comienzan en un borde de la estructura,

será aquella de mayor longitud donde ocurrirán los mayores valores de LDOS(εvH, ~R). En el

caso de conos de 1 y 2 pentágonos son apreciables las ĺıneas zigzag [cf. figura 3.12(b,c)], pero

xixLa superficie de un cono es localmente plana, con una curvatura Gaussiana igual a cero fuera del ápice
1/R1R2 = 0, debido a que todo punto del manto es tangente a la recta generatriz cuyo radio de curvatura es
infinito R1 =∞.
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(a)

(b)

(c) (d)

Figura 3.11: Detalle de (a,c) LDOS(εcvH,
~R) y (b,d) LDOS(εF, ~R) para los bordes zigzag y armchair

de un nanodisco. La LDOS se muestra en escala de colores, con el máximo en rojo, el mı́nimo en azul
y el valor medio (LDOS=DOS) en verde. Parámetros Γ = |t|/50, s = 0.13. Cada sitio atómico es
identificado por una esfera cuyo color indica el valor de la LDOS debida a la ocupación de orbitales
π, aunque el perfil interno de dichos orbitales es más complejo se eligió esta presentación visual por
motivos de simplicidad.

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.12: Vista superior de (a) nanodisco y de los conos con (b) 1 pentágono, (c) 2 pentágonos y
(d) 3 pentágonos, mostrando la LDOS en escala de colores para la enerǵıa de la singularidad de Van

Hove de la banda de conducción, i.e. LDOS(εcvH,
~R). Los surcos en color rojo corresponden a direcciones

zigzag que atraviesan a la estructura.

en el caso de conos con 3 pentágonos solo tiene amplitud apreciable la LDOS a lo largo de la

ĺınea zigzag principal y unas pocas alrededor suyo [cf. figura 3.12.(d)].

En forma pictórica se muestran las direcciones zigzag internas, según el número de discli-

naciones de 60◦, en la figura 3.13. Además de los patrones de estrellas con 6 a 3 puntas, resulta

interesante que las ĺıneas zigzag cambien de dirección en el plano perpendicular al eje de los

conos, siendo mayor la desviación mientras menor sea la abertura apical (en el caso del cono

con 3 pentágonos la dirección se invierte). A partir de lo anterior se conjetura que en experi-

mentos de transporte eléctrico en nanoconos (y también en nanodiscos) cuando la diferencia

de potencial sea igual a |∆εM/e| la respuesta será sumamente sensible a las posiciones en que
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.13: Imagen pictórica de algunas geodésicas sobre la superficie de los sistemas en estudio.
Vista axial de (a) disco y conos con (b) 1, (c) 2, (d) 3 pentágonos indicando en color rojo la dirección
de las ĺıneas zigzag sobre la superficie del cono. Las figuras son invariantes ante las operaciones de
simetŕıa de los grupos D6−np

donde 6− np es el número de secciones circulares de 60◦ utilizadas para
construir el cono.

se coloquen contactos eléctricos conectados en su borde.

3.4. Coeficiente de absorción de radiación electromagnética

A continuación se presentan los resultados teóricos de absorción de radiación electro-

magnética en nanodiscos y nanoconos de carbono para diferentes polarizaciones de la onda.

Se considera que el sistema no es afectado por campos externos y que el sistema de NC elec-

trones se encuentra en su estado base. Los cálculos fueron realizados dentro de la aproximación

dipolar y para longitudes de onda larga comparada con acc, utilizando la expresión (3.9) para

el coeficiente de absorción αµ(~ω), donde las posibles polarizaciones son µ = {X,Y, Z}. Los

espectros calculados en esta aproximación no dependen expĺıcitamente de la dirección de in-

cidencia y no hay problema en suponer que para los casos de polarización X e Y la incidencia

sea a largo del eje del cono(Z), mientras que para polarización Z la incidencia sea normal al

eje X o al eje Y. Para fotones de enerǵıa ~ω < 4|t|, con |t| = 2.25 eV, la longitud de onda

más corta [ λmin = 1380 Å] es unas 10 veces mayor que el tamaño de los sistemas en estudio

[viendo los datos de la tabla 2.4: 90acc ∼ 127 Å], suficiente para que sea válida la aproximación

dipolar. La aplicabilidad de este estudio está limitada a escalas de enerǵıas de hasta la decena

de electrón-volts, lo cual abarca los rangos infrarrojo, visible y ultravioleta.

Dado que la magnitud del campo eléctrico de la radiación vaŕıa poco entre átomos vecinos,

se describirá al campo eléctrico en la forma

~E = E0 cos(ωt)~ε , (3.30)

donde el vector unitario ~ε indica la dirección de la polarización eléctrica de la ondaxx. Al des-

xxPara ser coherente con la notación utilizada, se requiere que ~εµ = ~µ, donde µ es alguna de las direcciones



Caṕıtulo 3. Propiedades f́ısicas en ausencia de campos externos 61

ab
s.

 c
oe

ff.
 (

a.
u.

)

α
X

α
Y

α
Z

n
p
=0

ab
s.

 c
oe

ff.
 (

a.
u.

)

n
p
=1

ab
s.

 c
oe

ff.
 (

a.
u.

)

n
p
=2

0 1 2 0
energy / |t|

ab
s.

 c
oe

ff.
 (

a.
u.

)

0 1 2 0
energy / |t|

0 1 2 0
energy / |t|

n
p
=3

Figura 3.14: Coeficiente de absorción de radiación electromagética αµ(~ω), calculada de acuerdo
con (3.9) y en las mismas unidades arbitrarias para todos los espectros mostrados. Los sistemas son
(primera fila) nanodiscos np = 0, NC = 5016 y nanoconos con (segunda fila) np = 1 pentágonos,
NC = 5005 átomos, (tercera fila) np = 2 pentágonos, NC = 5002 átomos y (cuarta fila) np = 3
pentágonos, NC = 5011 átomos. La dirección de polarización de la onda electromagnética es (primera
columna) µ = X, (segunda columna) µ = Y , (tercera columna) µ = Z. Parámetros: Γ = |t|/50,
s = 0.13.
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Figura 3.15: Coeficiente de absorción de radiación electromagética αµ(~ω), calculada de acuerdo con
(3.9) y en las mismas unidades arbitrarias para todos los espectros mostrados. Los sistemas son (primera
fila) nanodiscos np = 0, NC = 234 y nanoconos con (segunda fila) np = 1 pentágonos, NC = 245
átomos, (tercera fila) np = 2 pentágonos, NC = 246 átomos y (cuarta fila) np = 3 pentágonos,
NC = 244 átomos. La dirección de polarización de la onda electromagnética es (primera columna)
µ = X, (segunda columna) µ = Y , (tercera columna) µ = Z. Parámetros: Γ = |t|/50, s = 0.13.
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cribir los estados electrónicos se utilizó un solo orbital hidrogenoide 2P por átomo [cf. sección

2.4], lo cual no permite describir polarización a nivel atómico ni tampoco el efecto de campos

perpendiculares a la superficie donde se encuentran los átomos. En particular, el modelo no

predice absorción de radiación que sea polarizada perpendicularmente al plano de un nanodis-

co, independientemente del tamaño de este y de la forma del borde [cf. figuras 3.14 y 3.15 para

np = 0 y αZ(~ω)]. De todas formas este modelo sencillo alcanza buen acuerdo con resultados

experimentales en el caso del grafeno monocapa, reproduciendo bien el peak de absorción para

transiciones entre estados localizados en el punto M de la zona de Brillouin [84], asi como un

valor de α(ω) constante en el rango visiblexxi. Además entregan información valiosa para pre-

decir el valor de la integral de transferencia del grafeno y la constante (universal) de estructura

finaxxii. Por lo anterior, se espera que al aplicarlo a nanodiscos y nanoconos, concuerde en

las caracteŕısiticas principales del espectro experimentalxxiii tanto para distinguir entre los

distintos tipos de nanoconos, como para predecir la respuesta que tienen estos sistemas antes

la dirección de polarización de la radiación incidente en cada rango de frecuencias. Fuera de

las similitudes con el grafeno, se espera encontrar caracteŕısiticas exclusivas de nanoconos,

marcadas por su geometŕıa tridimensional, por la existencia de un borde y por la simetŕıa de

cada caso.

3.4.1. Incidencia oblicua en nanoconos

El coeficiente de absorción de una lámina de grafeno depende del campo eléctrico proyec-

tado a lo largo de ella ~E‖, especificamente es proporcional al cuadrado de su amplitudxxiv.

Resultando en que la condición de máxima absorción en una superficie plana sea cuando la

incidencia es normal (independientemente de la polarización), mientras que la condición de

mı́nima absorción sea cuando la polarización de la onda es perpendicular a la superficie (nece-

sariamente, la incidencia es paralela a la superficie); sin embargo en el caso de una superficie

curva el tratamiento es más complejo, ya que la proyección de la polarización sobre la superfi-

cie vaŕıa a lo largo de ella. Se puede sacar partido de que esta es localmente plana y ponderar

el valor medio del cuadrado del campo sobre la superficie,

osc.str. ∝
x

S

| ~E‖|2 dS , (3.31)

X, Y, o Z.
xxiMás precisamanete, es igual a π veces la constante de estructura fina, i.e. πα ≈ 2.3 % de la luz es incidente

es absorbida [85].
xxiiDe acuerdo con [84], la conductancia eléctrica G(ω) en grafeno es constante en el rango de bajas frecuencias

y a partir de ella se obtiene el valor G/(πε0c) ≈ 1/137.
xxiiiAún no hay referencias a resultados de absorción de luz en nanoconos y nanodiscos monocapa.
xxivLa componente perpendicular no es absorbida aśı que solo depende de la componente paralela a la superficie

y por otro lado, la probabilidad de transición es proporcional a | ~E · ~p|2.
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ρϴ
n

R2

Figura 3.16: Construcción geométrica para obtener el menor de los dos radios de curvatura principal
R2 = ρ tan θ para un punto a una distancia ρ del ápice de un cono. El radio de curvatura trivial
R1 = ∞ pertenece al plano que contienen al vector normal y al segmento de longitud ρ. Se inscribe
una esfera que intercepta al cono en la circunferencia horizontal de ĺıneas segmentadas (de color azul
y radio ρ sin θ) y a continuación se construye un ćırculo que pertenece a un mismo plano que contiene
a ~n cuyo radio es el mismo que el de la esfera R2. Como los planos en que se encuentran los ćırculos
de radio R1 y R2 son mutuamente ortogonales, los ćırculos son tangentes al cono y además toman los
máximos y mı́nimos posibles, i.e. ellos satisfacen el criterio de para ser llamados radios de curvatura
principal [86]. R2 = ρ tan θ, pero la curvatura Gaussiana es (R1R2)−1 = 0.

con lo cual se obtiene un orden de magnitud para la dependencia del coeficiente de absorción

con respecto a la polarización. Dado que el menor de los radios principales de curvaturaxxv de

un cono R2 = ρ tan θ, crece con la distancia al ápice [cf. figura 3.16], en promedio los nanoconos

grandes serán más planos y se puede esperar que la expresión (3.31) dé una aproximación

razonable para la razón αµ/αµ′ entre las distintas polarizaciones de tales sistemas, e.g cuando

NC > 5000 átomos.

La proyección del campo eléctrico sobre la superficie ~E‖ = ~E−( ~E ·~n)~n, se obtiene restando

la componente normal. Su módulo satisface∣∣∣ ~E‖∣∣∣ = |~ε− (~ε · ~n)~n|
∣∣∣ ~E∣∣∣ . (3.32)

Suponiendo que el cono es ŕıgido, su normal será de la forma

~n(θ, φ) = [cos θ cosφ, cos θ sinφ, sin θ] (3.33)

y para las polarizaciones elegidas ~ε ∈ {~ex, ~ey, ~ez}, la componente paralela a la superficie (3.32)

xxvEl mayor radio de curvatura principal es R1 =∞.



Caṕıtulo 3. Propiedades f́ısicas en ausencia de campos externos 65

Θ n

dS

X
Y

Z

ϕ

Figura 3.17: Vector normal al manto del cono ~n = (cos θ cosφ, cos θ sinφ, sin θ) y elemento de super-
ficie dS = sin(θ) ρdρ dφ (indicado en color azul). Nótese que la coordenada ρ se está midiendo como la
distancia al ápice del cono (se eligió al origen del sistema de coordenadas esféricas desplazado respecto
al origen del sistema cartesiano).

dependerá del valor de

~ε− (~ε · ~n)~n =
1− cos2 θ cos2 φ, − cos2 θ cosφ sinφ, − cos θ sin θ cosφ ; ~ε = ~ex

− cos2 θ cosφ sinφ, 1− cos2 θ sin2 φ, − cos θ sin θ sinφ ; ~ε = ~ey

− cos θ sin θ cosφ, − cos θ sin θ sinφ, 1− sin2 θ ; ~ε = ~ez .

(3.34)

Para obtener la estimación de α~ε se requiere calcular la integral de superficie de la proyec-

ción cuadrática del campo eléctrico sobre el cono, utilizando (3.34) en la formaxxvi

α~ε ≈ α0

∫ 2π

0
|~ε− (~ε · ~n)~n|2

[∫ rD

0
ρ sin θdρ

]
dφ , (3.35)

donde la integral entre paréntesis cuadrados es aproximadamente constante cuando el número

de átomos es el mismoxxvii. En forma gruesa se puede hacer una estimación de las intensidades

medias entre αz y αx,y calculando la integral (3.35) para las tres direcciones cartesianas, dando

αz
αx,y

=
2 cos2(θ)

1 + sin2(θ)
. (3.36)

La dependencia θ(np) del ángulo cónico respecto al número de pentágonos en el ápice (2.1),

nos da una expresión racional (αz/αx,y)|np = (24np− 2n2
p)/(72− 12np + n2

p), cuya evaluación

para los sistemas en estudio se muestra en la tabla 3.4.

xxviEl elemento de superficie sobre el cono es dS = sin θ ρdρ dφ, la coordenada radial ρ se mide desde el ápice
hasta el borde a una distancia rD definida en la figura 2.2.
xxviiEquivale al área del manto del cono dividida por 2π.
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np (αz/αx,y)

0 0
1 0.36
2 0.77
3 1.2
4 1.6
5 1.89

Cuadro 3.4: Valor ĺımite de (αz/αx,y)|np
que se alcanza en conos grandes (NC → ∞), entre los

coeficiente de absorción para polarización a lo largo del eje del cono (z) versus perpendicular (x, y) al
eje del cono.

3.4.2. Efecto de la geometŕıa: disco → cono → tubo

Los sistemas con más de 5000 átomos, cuyos espectros aparecen en la figura 3.14, y que

fueron calculados numéricamente, se ajustan al valor relativo dado en la tabla 3.4. La com-

paración puede hacerse entre las alturas relativas de la tercera columna αz versus las otras dos

columnas αx,y, para los casos np = {0, 1, 2, 3} de la figura 3.14. Es decir que en forma gruesa

e independiente de la frecuencia, para discos y conos con 1 y con 2 pentágonos será mayor la

absorción cuando la polarización es perpendicular al eje del cono [direcciones X,Y de la figura

3.17], mientras que para conos con 3, 4 y 5 pentágonos será mayor para polarización a lo largo

del eje[dirección Z de la figura 3.17].

Vale la pena mencionar que en el caso de los nanotubos, ocurren los “efectos antena”

debidos a polarización y a longitud [87–89]. El primero de ellos consiste en la supresión de la

absorción para luz polarizada perpendicularmente al eje-Z del tubo αz � αx,y, y el segundo

consiste en que hay resonancias en la reflexión cuando la longitud del tubo es un múltiplo

de λ/2. El efecto de polarización es tan dramático en nanotubos porque el menor de sus dos

radios de curvatura principal (que es igual al radio del nanotubo) es del orden de pocos Å(a

diferencia de los conos, donde crece con la distancia al ápice), con lo cual no se satisfacen la

condiciones bajo las cuales (3.31) es una buena aproximaciónxxviii. El efecto de longitud se

debe a que la corriente que es inducida en el tubo por la radiación es oscilante debe satisfacer

la condición ser igual a cero en los bordes del tubo. En los conos y discos estudiados el tamaño

es mucho menor que la longitud de onda de la radiación y el efecto de longitud no ocurriŕıa,

sin embargo para conos de mayor tamaño podŕıa ocurrir, pero se requeriŕıa extender el modelo

para incluir la atenuación de la corriente inducida [89].

xxviiiAdemás que ha sido observado en arreglos de tubos multicapa [87] y el modelo de este trabajo es para
sistemas monocapa.



Caṕıtulo 3. Propiedades f́ısicas en ausencia de campos externos 67

3.4.3. Comparación con el espectro de absorción del grafeno

En cuanto a los espectros de absorción, como función de la frecuencia de la radiación (salvo

por la rugosidad en la región infrarroja) los debidos a polarización perpendicular al eje del cono

αX , αY se acercan a los de grafeno cuando el número de átomos es muy grande [comparece

las columnas αX , αY para pocos átomos en la figura 3.15 versus muchos átomos en la figura

3.14]. Acerca del grafeno se sabe que, en la región infrarroja y visible del espectro el coeficiente

de absorción es casi constante para un largo intervalo de enerǵıas [90], mientras que para el

valor de enerǵıa ∆εM [definida en (3.29)] ocurre el peak de absorción para transiciones entre

los estados del punto M de la zona de Brillouin [91]. Por ello, al comparar la amplitud de la

rugosidad en los espectros, para sistemas con distinto número de disclinaciones np = {0, 1, 2, 3}
en la figura 3.14, llama la atención que este disminuya con np mientras el número de átomos

NC no vaŕıe demasiado. Como la rugosidad es más significativa a bajas enerǵıas de transición,

se debe concluir que es debida a los estados con enerǵıas cercanas al nivel de Fermi y que su

importancia depende de la cantidad de estados δN que el borde del sistema aloja según cada

valor de np [cf. ecuación (3.28)].

3.4.4. Peak de máxima absorción y su dependencia con la integral de

traslape

Debe ser notado que en el disco y en todos los conos, el principal peak de absorción

para las distintas polarizaciones sigue ocurriendo cuando la enerǵıa del fotón es igual a ∆εM

(cf. Fig.3.14), lo cual es independiente de la geometŕıa del sistema y por ende se podŕıa dar

explicación en términos del análisis hecho en la sección 3.2.2 para NC → ∞. En el ĺımite de

muchos átomos, el valor preciso de la enerǵıa en que ocurre el peak de la densidad conjunta

de estados εcvH(s, t)− εvvH(s, t), se obtiene a partir de los datos de la tabla 3.1. Dicho análisis

corrobora que ~ωmax, es levemente mayor que 2|t|. Para ser más precisos su valor es

~ωmax =
2|t|

1− s2
, (3.37)

donde el desplazamiento, respecto al valor 2|t|, que es predicho cuando se desprecia a la

integral de traslape (s = 0),

δ(~ωmax) = ~ωmax − 2|t| = 2s2|t|
1− s2

(3.38)

es cuadrático con respecto a s. Con la fórmula 3.38 se obtiene δ(~ωmax) ≈ 0.1 eV para los

valores t́ıpicos de los parámetros utilizados t = −2.25 eV y s = 0.13; siendo un valor sig-

nificante para compararlo con los resultados de experimentos de absorción de luz. En este

punto debe mencionarse que no existe un acuerdo con respecto a cual es el mejor valor para
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los parámetros fenomenológicos, particularmente con respecto a la integral de transferencia,

donde el rango de valores propuestos

− 2.5 eV < t < −2.0 eV (3.39)

tiene una abarca 0.5 eV, lo que está dentro del orden de magnitud en que es significativo el

valor de δ(~ωmax), el cual es usado para inferir a t. Esto apunta a que se debe considerar

el uso de la fórmula (3.37) en la obtención del mejor parámetro t a partir de los resultados

experimentales.

3.4.5. Excitación axial: supresión de transiciones de baja enerǵıa

Para enerǵıas de transición dentro de un estrecho intervalo a continuación de ~ω = 0,

hay una supresión de la absorción para radiación polarizada a lo largo del eje-Z del cono [cf.

columna αZ de la figuras 3.14]. Se puede explicar en forma geométrica el origen de la regla

de selección asociada con la transición óptica entre estados cercanos al nivel de Fermi. La

amplitud de la absorción depende del producto de la densidad conjunta de estados JDOS(~ω)

y de el elemento de matriz de la componente del momentum a lo largo de la polarización de

la radiación

〈Ψini|pµ|Ψfin〉 , (3.40)

asociado a los estados inicial Ψini y final Ψfin. Como la densidad conjunta de estados es la mis-

ma para todas las polarizaciones, la regla de selección dependerá solo del elemento de matriz

anterior. La naturaleza de los estados involucrados es tal que la amplitud de probabilidad solo

es significativa en la base del cono, dentro de una cinta de ancho δz mucho menor que la altura

del cono lz. En forma gruesa, la imagen 3.18 muestra la idea anterior para δzA = δz = δzB,

donde la representación espacial de los estados

Ψini = A⊥(x, y)A‖(z) (3.41)

Ψfin = B⊥(x, y)B‖(z) , (3.42)

es tal que en forma aproximada

A‖(z) =

{
A0 , 0 ≤ z ≤ δzA
0 δzA ≤ z

(3.43)

y

B‖(z) =

{
B0 , 0 ≤ z ≤ δzB
0 δzB ≤ z

(3.44)



Caṕıtulo 3. Propiedades f́ısicas en ausencia de campos externos 69

0
δz

ħω << |t|

ψ
ini.

ψ
fin.

lz

Figura 3.18: Imagen pictórica de la transición desde el estado Ψini hasta el estado Ψfin, cuando ambos
son estados de borde. En el caso que el sistema se encuentre a temperatura 0◦K, las transiciones ópticas
de baja enerǵıa 0 ≤ ~ω � |t| solo serán posibles entre estados cercanos al nivel de Fermi. La amplitud
de probabilidad solo es significativa dentro de un estrecho margen δz/lz � 1 en el borde del cono para
los estados cuya enerǵıa es cercana a la de Fermi [cf. figuras 3.8.(c), 3.9.(c) y 3.10.(c)].

para alguna combinación de parámetros de amplitud A0, B0 y de extensión δzA, δzB. Los

elementos de matriz para las polarizaciones que aqúı interesan, son del tipo

〈Ψini|p‖|Ψfin〉 = 〈A⊥|B⊥〉 〈A‖|z|B‖〉 (3.45)

〈Ψini|p⊥||Ψfin〉 = 〈A⊥|p⊥|B⊥〉 〈A‖|B‖〉 , (3.46)

donde se utilizó la ecuación (3.11) para expresar el operador de momentum p‖ en términos

del operador de coordenadas z. Los elementos de matriz relevante se pueden calcular bajo la

aproximación continua,

〈A‖|B‖〉 ≈
∫ lz

0
A∗‖(z)B‖(z) dz = A0B0 δz → 1 (3.47)

〈A‖|z|B‖〉 ≈
∫ lz

0
A∗‖(z) z B‖(z) dz =

A0B0

2
(δz)2 → δz/2 , (3.48)

donde la condición de normalización impuso el valor de los coeficientes A0 = δz
−1/2
A , B0 =

δz
−1/2
B y en general para δzA 6= δzB, seŕıa δz = mı́n{δzA, δzB}.

Lo relevante del análisis anterior es que el coeficiente de absorción es proporcional al

cuadrado del elemento de matriz del momentum. Utilizando (3.47) y (3.48) se puede estimar

la altura relativa de los coeficientes absorción para polarización α‖ a lo largo del eje Z, respecto
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al coeficiente para polarización en el plano XY perpendicular al eje, α⊥

α‖(~ω)

α⊥(~ω)

∣∣∣∣
~ω�|t|

∝ (δz/lz)
2 . (3.49)

El orden de magnitud de la extensión es δz ∼ acc, aśı que para un cono de generatriz lz ∼ 50acc,

la relación de absorbancias seŕıa del orden de 10−4. Si el tamaño del cono es mesoscópico

lz ∼ 103acc, la supresión de α‖(~ω ≈ 0) será mucho más notoria. Dicho en una forma más

intuitiva, para transiciones de baja enerǵıa, al estar restringida la distribución espacial de los

estado (cercanos al nivel de Fermi) a una angosta franja en el borde, el grado de libertad

axial (z) estará congelado ante perturbaciones perpendiculares al anillo formado por la base

del conoxxix.

3.4.6. Excitación lateral: similitud entre distintas polarizaciones

Respecto a los que ocurre con las diferentes direcciones de polarización en el plano-XY

perpendicular al eje del cono, llama fuertemente la atención que αX(~ω) ≡ αY (~ω) tanto

para el nanodisco [np = 0] como para el cono con un pentágono en el ápice [np = 1], mientras

que αX(~ω) ≈ αY (~ω) para los conos con np = 2 y np = 3 pentágonos. Este comportamiento

depende solo del grupo de operaciones de simetŕıas bajo el cual es invariante, siendo indepen-

diente del tamaño del sistema. Es más fácil de apreciar la sutileza de los resultados cuando

se comparan los espectros αX(~ω) y αY (~ω) de la figura 3.15 correspondiente a sistemas con

menos de 250 átomos, donde los peaks de absorción estan más definidos. El comportamiento

αX(~ω) ≡ αY (~ω) es completamente esperable en sistemas que poseen entre sus operaciones

de simetŕıa a la rotación en multiplos de π/2, tales como cristales cúbicos. Sin embargo el

nanodisco, cuyo grupo de simetŕıa es D6v, solo existen rotaciones en múltiplos de π/3 (además

de reflexiones especulares) y no hay forma de generar una rotación en 90◦ que haga obvia a

la equivalencia entre αX(~ω) y αY (~ω).

Conviene recordar que el grafeno plano es un sistema cuyo grupo de simetŕıa es D6v

donde las direcciones X e Y (e.g. alguna pareja de direcciones zigzag y armchair mutuamente

ortogonales) no son equivalentes, pero aún aśı el coeficiente de absorción para luz polarizada

a lo largo de las direcciones zigzag es idéntico al correspondiente a polarización a lo largo

de las direcciones armchair. De la misma forma el disco de grafeno y otros sistemas con

bordes poligonales con simetŕıa D6 también satisfacen αX(~ω) = αY (~ω) y que existe una

demostración utilizando teoŕıa de grupos para clasificar los estados y para representar los

xxixVale la pena mencionar que en grafeno (y por extensión en nanotubos) también existe una regla de selección
bajo la cual se predice supresión en la absorción electromagnética para los vector de onda que satisfagan
εxky = εykx (además de todas las posibilidades simétricamente equivalentes). En general la absorción óptica no

distingue el vector ~k de los estados involucrados en la transición, por lo que se deberá esperar a un experimento
que mida α~ε(~ω,~k) para observar los nodos en la absorción [92].



Caṕıtulo 3. Propiedades f́ısicas en ausencia de campos externos 71

operadores [71], la cual se puede extender al caso del cono con 1 pentágono cuyo grupo de

simetŕıa es D5, pero no a los casos con menor simetŕıa como el cono con 2 pentágono y el cono

con 3 pentágonosxxx, donde los grupos son D2 y D3 respectivamente. Para conos con 4 y 5

pentágonos los grupos de simetŕıa son D2 y E (la identidad), donde tampoco serán iguales los

espectros para polarización en el plano perpendicular al eje del cono. Solamente, en el ĺımite

de muchos átomos, los espectros se suavizan y su apariencia es casi la misma [cf. figura 3.14

para las columnas αX , αY ] que la esperada en los sistemas basados en grafeno.

La dependencia de los espectros de absorción respecto a los detalles de las diferentes

estructuras, tales como la topoloǵıa del ápice o la forma del borde, es más notable mientras

menor es el tamaño de los conos [esto puede ser visto en la figura 3.15]. La degenerancia de

los espectros para polarización X e Y se puede percibir mejor en tales casos, por lo que el uso

de radiación electromagnética serviŕıa como herramienta para identificar muestras de conos

pequeños con distintas geometŕıas.

3.5. Distribución de carga eléctrica

La carga eléctrica por átomo, dada en términos de la carga fundamental e, fue calculada

utilizando la expresión (3.14), la cual depende de la ocupación de los orbitales 2p a T = 0◦K

y considera al resto de los eléctronesxxxi junto al núcleo del átomo como una sola carga +e

fija. El análisis en cada sistema se hizo en la secuencia: “construir el arreglo de átomos” →
“diagonalizar”→ “integrar la amplitud de probabilidad por sitio”→ “presentar la informacion

en 3D”; requiriendo de un gran esfuerzo de programación el utilizar los resultados de cada

etapa en la siguiente. De todas formas se pueden obtener algunos órdenes de magnitud para

la carga eléctrica por sitio utilizando algunos argumentos heuŕısiticos que se mencionará a

continuación y que serán útiles en la interpretación de los resultados numéricos.

La cantidad de carga depende de la forma en que se extienden los estados eléctronicos

sobre la estructura, ocurriendo su mayor fluctuación en aquellos lugares en que se rompe la

periodicidad de la red hexagonal. De acuerdo con la definición (3.7) de la densidad local de

estados, se puede llegar a una expresión similar a (3.15), que cuenta el total de electrones

distribuidos a lo largo de todos los estados de enerǵıa del sistema sobre un átomo cualquiera∫ +∞

−∞
LDOS(ε, ~R) dε = 2 , (3.50)

xxxLa demostración depende de que el momentum (o posición) transforma como vector. Tanto D6 (con 6
clases) como D5 (con 4 clases) poseen 2 representaciones bidimensionales (además de las unidimensionales).
Sin embargo, el grupo D2 (con 4 clases) solo posee representaciones unidimensionales mientras que el grupo D3

(con 3 clases) posee una representación bidimensional. La prueba dada por Zhang [71] depende de que hayan
dos representaciones bidimensionales.
xxxi2 electrones en el estados hidrogenoide 1s y 3 electrones formando orbitales σ a lo largo de la ĺınea entre

carbonos vecinos.
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la que es igual al número de estados por átomoxxxii con que se comenzó.

3.5.1. Orden de magnitud de la carga eléctrica por sitio

En generalxxxiii, no se puede garantizar que en el estado base se encuentre exactamente un

electrón en cada sitio, más bien se debe esperar una ocupación del tipo
∫ εF
−∞ LDOS(ε, ~R) dε ≈ 1

y por consiguiente que la carga eléctrica por sitio no sea exactamente igual a cero. Dado que

la mayor cota superior para la desviación de la neutralidad eléctrica se alcanza bajo las

condiciones extremas de una total ausencia electrónica o de una doble ocupaciónxxxiv, la

carga por sitio es un valor en el rango −e < Q(~R) < +e. Sin embargo, se espera que el valor

absoluto de la carga |Q(~R)| tenga un valor bajo en comparación a e, entre otras cosas porque la

mayoŕıa de los estados eléctronicos son extendidos a lo largo de muchos sitios, suavizando las

fluctuaciones en la densidad local de estados. Tomando en cuenta que los anillos hexagonales

de carbono que están lejos de los defectos alojan a 6 electrones π y que los anillos pentagonales

tienen 5 átomos, se esperaŕıa que la cantidad de electrones que estos últimos han de alojar

sea un número entre 5 y 6, y por tanto la carga efectiva del anillos esté entre 0 y −e. En

tales condiciones la carga neta por átomo de carbono de un anillo pentagonal tendrá un valor

menor que +e− 6e/5 = −0.2e y mayor que +e− 5e/5 = 0, motivando un orden de magnitud

para la carga en los defectos pentagonales

δqp ∼ −10−1 e . (3.51)

En cambio, en el caso de los átomos localizados en los anillos hexagonales del borde de la

estructura, no hay un motivo claro para suponer una desviación de la neutralidad eléctrica, a

pesar del hecho que los bordes zigzag proveen un peak en la densidad de estados que implica la

posibilidad de agregar o extraer electrones en presencia de pertubaciones. Salvo que el sistema

tenga un exceso de carga negativa en alguna parte suya (e.g. en el ápice), se puede esperar

que esta sea compensada por cargas positivas en los bordes zigzag.

3.5.2. Neutralidad eléctrica en nanodiscos

En el caso de los nanodiscos, los cuales son sistemas carentes de defectos pentagonales

y en los cuales es posible definir las dos subredes A-Bxxxv, los resultados numéricos indican

que ellos son homogéneamente neutros. Para ser más precisos, la máxima desviación de la

neutralidad eléctrica encontrada en sus átomos fue del orden de 10−14 e, lo cual es debido a

las limitaciones de la representación numérica en el computador, pero nada tiene que ver con

la f́ısica del sistema o con las soluciones al problema de valores propios. Las desviaciones son

xxxii2p⊥ ↑ , 2p⊥ ↓ del sitio ~R
xxxiiiSalvo en sistemas tales como el nanodisco y el grafeno ideal.
xxxivEs decir, cuando se da alguno de los dos valores

∫ εF
−∞ LDOS(ε, ~R) dε = {0 ó 2}.
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(a)

-0.073 ; 0.0 ; +0.055

(b)

-0.064 ; 0.0 ; +0.036

(c)

-0.089 ; 0.0 ; +0.067

Figura 3.19: Vista axial de la distribución de carga eléctrica en los nanoconos representada como
esferas, para (a) np = 1, NC = 245, (b) np = 2, NC = 246 y (c) np = 3, NC = 244, donde np es
el número de pentágonos y NC es la cantidad de átomos de carbono. El sistema de referencia es el
mismo que el utilizado en la figura 3.6. La carga neta por átomo está dada en términos de la carga
fundamental e.

muchos órdenes de magnitud menores que el valor de referencia 10−1 e, con el cual se harán las

comparaciones y en vista que es posible demostrar (ver próximo párrafo) anaĺıticamente que

todos los átomos del nanodisco son exactamente neutros, se puede apreciar la alta precisión

de los algoŕıtmos numéricos utilizados.

Nanodiscos y grafeno (en el caso s = 0 y ε2p = 0) tienen en común la propiedad de

simetŕıa electrón-hueco, lo cual significa (entre otras cosas) que las funciones de onda de

estados con enerǵıa opuesta Ψ(~R,+ε) y Ψ(~R,−ε) tienen la misma amplitud y solo difieren en

fase en la mitad de los sitios (de la subred A o B). Tal propiedad, es relevante ya que implica

LDOS(−ε, ~Ri)= LDOS(+ε, ~Ri) y con ello que
∫ 0
εmı́n

LDOS(ε, ~R) dε =
∫ εmáx

0 LDOS(ε, ~R) dε. Lo

anterior combinado con (3.50) implica
∫ 0
εmı́n

LDOS(ε, ~R) dε = 1 y en definitiva que la carga

electrónica por sitio a T = 0◦K es igual a −e, equilibrando la carga +e del ion [cf. fórmula

(3.13)]. La neutralidad en el caso s = 0 es suficiente para asegurar que también en el caso

s 6= 0 todos los sitios serán neutros [la demostración de que la carga de los sitios no depende

del valor de la integral de transferencia s, está dada en 3.5.7].

3.5.3. Valor ĺımite de la carga en los defectos apicales

En cambio, en nanoconos hay una redistribución de la carga eléctricaxxxvi, cuya máxima

desviación es del orden de magnitud de 10−1 e [cf. figuras 3.19 y 3.20, donde los valores

xxxvMás aún, dado que se considera un disco con las operaciones de simetŕıa del grupo D6, se puede obtener
una red en términos de la otra bajo las operaciones de reflexión puntual central o de reflexión a lo largo de
alguno de los 3 planos zigzag principales [cf. figura 2.1.(a)].
xxxviLa cual también es predicha en el modelo de enlace fuerte con 4 orbitales por sitio [58].
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(a)

-0.071 ; 0.0 ; +0.042

(b)

-0.067 ; 0.0 ; +0.076

(c)

-0.088 ; 0.0 ; +0.13

Figura 3.20: Distribución espacial de carga eléctrica en nanoconos de carbono, representada por
esferas en escala de colores, para sistemas con (a) np = 1, NC = 5016, (b) np = 2, NC = 5002 y (c)
np = 3, NC = 5011, donde np es el número de pentágonos y NC el número de átomos en la estructura.
La carga eléctrica es cercana a cero en casi toda la superficie (en verde), a excepción de los defectos
apicales donde se torna negativa (en azul) y en la base donde es positiva (en rojo).

np = 1; NC = 5005

sitio Q/e

1 -0.071

2 +0.014

3 -0.006

zz +0.042

np = 2; NC = 5002

sitio Q/e

1 -0.046

2 -0.067

3 -0.066

zz +0.076

np = 3; NC = 5011

sitio Q/e

1 +0.032

2 -0.088

3 -0.086

zz +0.133

Cuadro 3.5: Carga eléctrica en algunos sitios relevantes de nanoconos con más de 5000 átomos, en
unidades de la carga fundamental e. Las posiciones apicales 1, 2 y 3 son diferentes en cada estructura
y están definidas en la figura 3.6. La última entrada de la tabla, zz, corresponde al sitio del borde
zigzag en que la carga alcanza el máximo valor. Nótese que en la figura 3.6.d faltó definir una cuarta
familia de átomos para alcanzar a todos los presentes por pentágono; la carga eléctrica por átomo de
la cuarta familia es −0.076 e.

extremos de carga por sitio están indicados en la barra de la escala de colores]. Al parecer,

en los átomos presentes en los defectos pentágonales, la carga eléctrica alcanzará un valor

ĺımite para NC →∞, que es espećıfico para cada uno de los distintos tipos de sitios. Se puede

encontrar el ĺımite de manera asintótica suponiendo que en los resultados no hay dependencia

con respeco al número exacto de átomos en el sistema, siempre y cuando hayan varios anillos

hexagonales entre el borde y los defectos apicales. Notando el parecido entre los resultados

para sistemas con NC ≈ 250 y NC ≈ 5000 para cada una de las elecciones de np, se concluye

que los valores ĺımite apicales no pueden diferir mucho de los mostrados en la tabla 3.5.

Es relevante notar que todos los átomos en los defectos pentagonales alcanzan valores

negativos de carga. En el caso de haber un único anillo pentagonal en el sistema la carga en

cada uno de sus átomos es igual a −0.071 e. En caso que hayan dos o tres anillos pentágonales,

el valor de carga encontrado en cada uno de los átomos es distinto y depende de a cual de las
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posibles familias de átomosxxxvii pertenezca. Lo relevante es que la disposición espacial, elegida

para los átomos apicales, fue solo una de las muchas que pueden ocurrir en la naturaleza y se

puede esperar que en muestras reales de nanoconos la distancia entre los anillos apicalesxxxviii

sea lo suficientemente grande como para suponer que son independientes y en tal caso alcanzar

el mismo valor −0.071 e de carga por átomo, que el calculado en conos con 1 solo pentágono.

3.5.4. Carga en la base del cono y ruptura de simetŕıa

La base de los conos es positiva, particularmente en los bordes de tipo zigzag y es pre-

cisamente en la mitad de alguno de ellos donde ocurre el valor máximo de carga. Es revelante

notar que, a pesar que el Hamiltoniano (y por ende la LDOS) poseen simetŕıa puntual, la

distribución de carga no siempre es simétrica [27]. En la figura 3.19 resultan más evidentes

las faltas de simetŕıa y en la figura 3.20 se comprueba que solo afecta al borde del cono. Por

cierto, el valor mostrado en la tabla 3.5 para el valor más positivo de carga (sitio zz), solo es

referencial ya que la forma del borde vaŕıa notablemente entre sistemas con distinto número

de átomos.

La ruptura de la simetŕıa depende de la degeneranciaxxxix del nivel de Fermi y del orden

del grupoxl la distribución de carga recupera la simetŕıa perdida. En este punto conviene

recordar dos cosas, la primera es que el peak en DOS(ε = εF) [cf. figuras 3.2] es debido a los

estados ΨεF,i(
~R) en el nivel de Fermi y la segunda es que el conjunto de estados electrónicos

dentro de un subespacio de degeneración energética se puede sumarxli en la forma

Φ(~R) = ΨεF,1(~R) + · · ·+ ΨεF,g(
~R) (3.52)

y obtener una función Φ(~R) cuyo módulo |Φ(~R)| posee la misma simetŕıa del Hamiltoniano

[75, 93]. Debido a que las funciones anteriores son ortogonales entre sixlii, la amplitud de

probabilidad debida a un estado con la representación anterior

2|Φ(~R)|2 = 2|ΨεF,1(~R)|2 + · · ·+ 2|ΨεF,g(
~R)|2 (3.53)

xxxviiLas familias de átomos están definidas bajo la condición que la posiciones de sus miembros sean indénticas
bajos las transformaciones de simetŕıa del sistema. En la figura 3.6 se muestran 3 familias para cada uno de
los sistemas en estudio.

xxxviiiSeparados entre si por muchos anillos hexagonales.
xxxixEn realidad depende de la ocupación nF del nivel de Fermi, pero a temperatura 0◦K es igual a la mitad
del valor de la degenerancia.

xlIonizar al cono equivale a contar al nivel de Fermi la cantidad de veces necesaria para recuperar la simetŕıa
de la base del sistema.

xliEs una combinación lineal con coeficiente igual a uno de los g estados degenerados.
xliiEs decir se pueden ortogonalizar y se ortogonalizaron numéricamente.



76 3.5. Distribución de carga eléctrica

tiene la misma simetŕıa del Hamiltoniano y por ende la densidad de carga

QεF(~R) = −2e |Φ(~R)|2 , (3.54)

debida a tal estado también la tendrá. Por otro lado, las funciones de onda de cada estado

pueden ser elegidas con la misma simetŕıa del Hamiltoniano Dn, respetando las condiciones

de simetŕıa de rotaciónxliii

Ψ(ρ, φ+ [2π ∗m/n]) = e[2iπ∗m/n]Ψ(ρ, φ) (3.55)

y obtener una función compleja y simétrica. Sin embargo, se pueden utilizar bases reales

también, donde una combinación lineal de funciones dentro del subespacio de degeneración

entrega una función sin simetŕıa pero realxliv. Si se elige la representación real, se corre el riesgo

de no poder recuperar la simetŕıa del Hamiltoniano cuando se combinan estados, por eso en

la tabla 3.6 se puede ver que solo cuando el nivel de Fermi no está degenerado la distribución

de carga debida a ocupación simple o doble [utilizando 3.52] puede resultar simétricaxlv.

3.5.5. Neutralidad lejos de los defectos y del borde

El resto de la estructura, excluyendo al ápice y al borde, es completamente neutro, al menos

lejos de la posición de los defectos. Cabe recordar que todos los estados energéticos tienen

degeneración debida a la presencia de elementos de simetŕıa en el Hamiltoniano y que también

la expresión para la distribución de carga dependerá de la amplitud del estado construido al

combinarlos con coeficiente iguales pero siempre será simétrica. En las secciones del cono

donde la red es hexagonal ocurre que la la densidad de carga electrónica se acerca mucho

a −e como valor ĺımite encontrado en grafeno, pero en el ápice será un poco mas negativa

(aunque simétrica por hipótesis) y la carga neta levemente negativa pero redistribuida en

forma simétrica. Solo en el borde del sistema puede fallar la simetŕıa cuando hay un número

impar de electrones.

xliiiLas condiciones de simetŕıa especular tienen valor propio ±1 y no transforman a una función real en
compleja.
xlivUn ejemplo t́ıpico son las representaciones cartesianas (reales, simetŕıa cúbica) versus las angulares (com-

plejas y con simetŕıa esférica) de los estados hidrogenoides.
xlvEn este punto se debe reconocer que la falta de simetŕıa se debió a la elección real de la representación de

los estados.



Caṕıtulo 3. Propiedades f́ısicas en ausencia de campos externos 77

np = 1; NC = 245

j nj εj
120 2 -0.233769952
121 2 -0.095731549
122 2 -0.057909496 ΨεF,1

123 1 -0.057909496 ΨεF,2

124 0 +0.089125646
125 0 +0.089125646
126 0 +0.196982610

np = 1; NC = 5005

j nj εj
2500 2 -0.000039076
2501 2 -0.000000903
2502 2 -0.000000804 ΨεF,1

2503 1 -0.000000804 ΨεF,2

2504 0 +0.000000885
2505 0 +0.000000885
2506 0 +0.000038439

np = 2; NC = 246

j nj εj
120 2 -0.230571017
121 2 -0.195092279
122 2 -0.071957813
123 2 -0.046599471 ΨεF,1

124 0 -0.000000000
125 0 +0.073329742
126 0 +0.120212597

np = 2; NC = 5002

j nj εj
2498 2 -0.000012377
2499 2 -0.000009309
2500 2 -0.000001112
2501 2 -0.000000159 ΨεF,1

2502 0 +0.000000093
2503 0 +0.000000159
2504 0 +0.000001112

np = 3; NC = 244

j nj εj
119 2 -0.336430858
120 2 -0.325358738
121 2 -0.314937860
122 2 -0.093152107 ΨεF,1

123 0 -0.093152107 ΨεF,2

124 0 +0.156826136
125 0 +0.287634540

np = 3; NC = 5011

j nj εj
2503 2 -0.000046091
2504 2 -0.000001608
2505 2 -0.000001608
2506 1 -0.000000019 ΨεF,1

2507 0 +0.000000019
2508 0 +0.000000019
2509 0 +0.000001708

Cuadro 3.6: Resumen de la ocupación nj por estado j a temperatura 0◦K. Además se identifica el

espacio de degeneración del nivel de Fermi, con los estados ΨεF,i(
~R) elegidos reales. Sin importar la

representación de los estados, los casos con 2 pentágonos resultaron simétricos junto al de 3 pentágonos
con 5011 átomos.
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-5n x0.71ep

+5n x0.71ep

μlz

Figura 3.21: Posible configuración de cargas para un nanocono de altura lz y con np ≥ 1 pentágonos
apicales, donde µ‖ es el vector momento dipolar. La cantidad de carga apical −5np × 0.71 e se supuso
en el caso que los pentágonos estuvieran muy separados entre si y que el sistema sea de tamaño
micrométrico.

3.5.6. Momento dipolar eléctrico de conos

La acumulación de carga de signo opuesto en al ápice y en la base del conoxlvi implica

que el sistema tiene un momento dipolar eléctrico intŕınsecoxlvii. A pesar de lo aproximado

del modelo, se puede obtener un orden de magnitud suponiendo que los conos son de altura lz

micrométrica y que los pentágonos se encuentran arreglados con una separación mucho mayor

que la de los sistemas simulados (distinta a la mostrada en la figura 3.6), dando

µe‖ ≈ [5np × 0, 71e] lz (3.56)

Considerando que np y lz son cantidades medibles, se presenta la oportunidad de comparar el

valor experimental de µe‖ contra la aproximación (3.56) y a partir de eso ajustar los parámetros

fenomenológicos del modelo.

3.5.7. Independencia respecto al valor de la integral de traslape

Respecto a considerar o no el efecto del traslape entre orbitales vecinos, se sabe que el

espectro de enerǵıas será diferente en cada caso. Sin embargo, la descripción espacial de los

estados será la misma ya que la única diferencia entre los vectores propios de los modelos con

s = 0 y s 6= 0 es una constante multiplicativa dada por (3.18). Considerando que hay dos

xlviInvestigaciones utilizando el método DFT [43] llegan a la misma conclusión.
xlviiLos resultados obtenidos por Knaapila e. a. [94,95] sugieren que las estructuras son eléctricamente suscep-
tibles.
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bases, solo hay que demostrar que las dos representaciones posibles para ambos problemasxlviii

t∆(1) ~C0 = ε0 ~C0 −→ |Ψ0〉 =
∑

iC
0
i |π0

i 〉 −→ |〈π0
k|Ψ0〉|2 = |C0

k |2

t∆(1) ~Cs = εs[∆(0) + s∆(1)]~Cs −→ |Ψs〉 =
∑

iC
s
i |πsi 〉 −→ |〈π0

k|Ψs〉|2 = |
∑

iC
s
i 〈π0

k|πsi 〉|2
(3.57)

tienen asociada la misma densidad de probabilidad en cada sitio k, i.e. solo hay corroborar

que ∣∣∣∑
i

Csi 〈π0
k|πsi 〉

∣∣∣2 = |C0
k |2 +O(s)2 . (3.58)

El lado izquierdo de la ecuación (3.58) se puede manejar algebraicamente utilizando (2.39)

para llegar a

|Csk|2 + s|Csk|
∣∣∣∑

i

∆
(1)
ki C

s
i

∣∣∣+O(s)2 , (3.59)

e incorporar la relaciónxlix ~Cs = ~C0/
√
~C0† · S · ~C0, para cambiar (3.59) en la forma

|C0
k |2 + s|C0

k |
∣∣∣∑i ∆

(1)
ki C

0
i

∣∣∣+O(s)2

1 + s ~C0†∆(1) ~C0
. (3.60)

Notando quel ∆(1) ~C0 = (ε0/t)~C0, la ecuación (3.60) se convierte en

|C0
k |2[1 + sε/t+O(s)2]

1 + sε/t
= |C0

k |2 +O(s)2 , (3.61)

con lo cual está demostrado (3.58) y que ambos modelos predicen la misma amplitud de

probabilidad por sitio y por estado. Lo relevante de la igualdad (3.58) es su validez para

cualquier estado electrónico, lo cual sirve para demostrar que la distribución de carga eléctrica

(3.14) (dependiente de la densidad de estados) es la mismali en ambos tipos de modelo,

explicando la coincidencia de los resultados presentados en esta tesis para s = 0.13, con los

resultados de Tamura [50,51] donde implicitamente se utilizó s = 0.

xlviiiPor simplicidad se está considerando ε2p = 0. En caso de considerarlo distinto de cero, la idea central de
la demostración no cambiará, pero se hará más larga.
xlixAplicando (3.18) entre los vectores propios de (3.57).

lLa cual equivale a
∑
i ∆

(1)
ki C

0
i = (ε0/t)C0

k .
liCon una diferencia menor que O(s)2.
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Caṕıtulo 4

Efecto de un campo eléctrico

externo

En el caṕıtulo anterior se estudió el espectro electrónico y óptico de nanodiscos y nanoconos

de carbono, en ausencia de potenciales externos. A continuación se presentan los espectros

cuando es aplicado un campo electrostático tal que la diferencia de enerǵıa potencial a lo largo

del sistema sea del orden de magnitud de la integral de transferencia |t|.
Las secciones cónicas de la figura 4.1 corresponden a las curvas isopotenciales sobre el cono

cuando es aplicado alguno de los campos externos que serán considerados en este estudio.

Dada la carga negativa qe = −e del electrón, su enerǵıa potencial electrostática será mayor

en la medida que su posición media este desplazada en la misma dirección que el campo. El

término de enerǵıa electrostática, en el Hamiltoniano, modificará la distribución espacial de los

estados y algunos efectos se podrán explicar notando la importancia relativa entre los valores

medios 〈Ψj |Ûext|Ψj〉 y 〈Ψj |V̂ |Ψj〉 de cada estado propio [cf. sección 2.4.4 para encontrar las

definiciones].

En la medida que la intensidad del campo eléctrico aumenta, se hará significativa la pérdida

de simetŕıa del Hamiltoniano, a través de la dependencia espacial de los estados electrónicos

con la coordenada a lo largo de la cual está orientado el campo. Se puede intuir que en el

régimen de campo alto las distribuciones espaciales de carga tendrán la misma simetŕıa bajo

las cuales son invariantes las isopotenciales. Es necesario notar que tal simetŕıai C2 seŕıa

lograda solamente en caso que el sistema tuviera un borde perfectamente circular ya que en

el régimen de campos altos las amplitudes de los estados cercanos al nivel de Fermi serán

significativos precisamente en esa zona [cf. sección 3.3].

En general, para s 6= 0, hay traslape entre orbitales atómicos vecinos y entonces los

operadores de coordenadas no serán diagonales en la base de orbitales atómicos, por lo que no

iCuyo único elemento de simetŕıa distinto a la identidad es un plano de reflexión especular que contiene al
eje del cono y además es paralelo al campo externo.
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(a)

min{X}

0

max{X}

min{Y}

0

max{Y}

0

max{Z}

(b)

min{X}

0

max{X}

min{Y}

0

max{Y}

0

max{Z}

(c)

Figura 4.1: Las superficies de potencial eléctrico constante (debidas a un campo externo, homogéneo
y estático) son planos que en el espacio se orientan perpendiculares al campo. Dichos planos cortan al
cono, dibujando ĺıneas isopotenciales que son conocidas como secciones cónicas. Algunas de estas son
(a) hipérbolas para un campo lateral F~ex y (b) ćırculos para un campo a lo largo del eje del cono F~ez,

donde el color de las ĺıneas indica en rojo máx{ϕ(~R)} , en azul mı́n{ϕ(~R)} y en verde el valor medio

de ϕ(~R); para F > 0 [cf. definición (2.73) para ϕ0 = 0]. Se muestra en (c) la orientación de los ejes
cartesianos para las figuras tridimensionales de LDOS y LEC del resto del caṕıtulo.

es trivial construir su representación matricial [cf. sección 2.3]. Solamente en forma aproximada

se pueden obtener los elementos de matriz, utilizando la transformación de similaridad (2.49)

(a primer orden en s) para cada uno de los operadores f̂ = x̂, ŷ, ẑ que aparecen en la definición

de Uext.

El modelo de un solo orbital 2p por sitio tiene la limitación de no poder explicar la pola-

rización eléctrica a nivel átomico ni la hibridación con los orbitales enlazantesii. Sin embargo,

śı será útil para describir la dependencia de la amplitud de los estados con respecto a la

posición y será a nivel de distancias mayores que la interatómicas que el modelo resulta más

apropiado. La escala de tamaños que concierne a los fenómenos eléctrico es del orden de la

extensión del cono o disco a lo largo de la dirección del campo, l~F , es decir que siendo ~Ri la

iiSu importancia depende de la curvatura del sistema, la cual debe ser demasiada para que hayan efectos
medibles [96].
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Figura 4.2: DOS de nanodisco de carbono, para distintas intensidades (en términos de u =
{0.1, 0.2, 0.5, 1.0}) y direcciones (µ = {X,Y }) del campo eléctrico Fµ = u |t|/(e lµ). Parámetros np = 0,
NC = 5016, s = 0.13, Γ = |t|/50.

posición del i-ésimo átomo

l~F =
máx{~Ri · ~F} −mı́n{~Ri · ~F}

|~F |
, (4.1)

para la cual la escala de enerǵıas electrostáticas serán del orden de

|Uext| ∼ e |~F | l~F . (4.2)

Se puede anticipar que los principales efectos no serán solo dentro de un intervalo de enerǵıas

en torno al nivel de Fermi, sino que también en torno a los extremos del espectro, donde la

extensión de los intervalos será del orden de |Uext|.

4.1. Densidad de estados

Las figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 muestran la DOS como función de la enerǵıa y considerando

que se aplica campo eléctrico sobre el sistema [cf. figuras 3.2.(e-h) para la DOS en ausencia

de campo].

Se han elegido unas pocas de muchas combinaciones posible de campo y tamaño del
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sistema, y en todas ellas hay caracteŕısticas que se repiten, entre ellas que, al ser la cáıda de

enerǵıa potencial a lo largo de la estructura comparable con la magnitud de la integral de

transferencia Uext ∼ |t|, las singularidades de Van Hove desaparecen, convirtiéndose solo en

máximos locales. La DOS en εvvH o εcvH, para campo cero es muy aguda (la derivada diverge),

pero en la medida que aumenta la intensidad Fµ = uF0 (para u = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0) se suaviza

gradualmente hasta desaparecer la singularidad en la derivada dDOS(εv,cvH)/dε [cf. figura 4.2

en el caso de nanodisco y varias combinaciones de campo en la misma dirección].

El ancho del espectro de enerǵıas BW = εmax − εmin se puede estimar en ausencia de

campos, a partir de los datos de la tabla 3.1

BWF=0 =
6|t|

1− 9s2
, (4.3)

pero no hay una forma rápida de estimar el ancho del espectro en presencia de campo BWF 6=0,

aunque es relevante el aumento del rango de enerǵıas propias en presencia de campo, sin

importar la dirección de éste

BWF=0 < BWF 6=0 , (4.4)

siendo más apreciable cuando |u| ∼ 1. Lo anterior indica que en el Hamiltoniano el término

eléctrico Uext hace más negativos a los estados más bajos y más positivos a los estados más

altos.

4.1.1. Desaparición del peak en DOS(εF)

En cuanto al peak en DOS(εF)u=0 debido a los estados de borde, este desaparece para

campos de magnitud moderada [en las figuras 4.2.(e,f) para u = 0.2 ya ha quedado por debajo

del piso de la DOS]. Sin embargo la enerǵıa en que ocurre el nivel de Fermi se mantiene

prácticamente en 0, salvo un leve corrimiento para u = 1 [cf. tabla 4.1 ].

Una caracteŕıstica que solo está presente en los conos, es el corrimiento de la enerǵıa de

Fermi en presencia de campos de gran intensidad [cf. figuras 4.3.(c), 4.4.(c) y 4.5.(c)] y que se

debe a la arbitrariedad de la elección del cero de enerǵıa potencial eléctrica. Por un lado se

definió un cero de enerǵıa eléctrica en el punto ~r = (0, 0, 0), el cual se encuentra en el centro

del plano basal del cono [cf. figura 4.1 y la definición (2.73) para ], mientras que por otro lado

se definió al estado 2p de un átomo aislado como el cero de enerǵıa electrónica. En forma

rigurosa, el cero de enerǵıa de interacción electrón-núcleo se debeŕıa elegir a una distancia

infinita de los átomos del sistema, pero en el modelo de enlace fuerte (con traslape solo entre

primeros vecinos) se usa impĺıcitamente que un electrón esta ligado a un átomo solo si esta

ocupando un orbital de ese átomo o de alguno de sus primeros vecinos, es decir que el cero de

enerǵıa átomica se puede elegir fuera del cono en cualquier punto localizado a una distancia

al menos 2 veces mayor que acc del arreglo de átomos. La observación de que el nivel de Fermi
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Figura 4.3: DOS de nanocono de carbono con 1 pentágono y 5005 átomos, para distintas intensidades
(en términos de u = {0.1, 0.2, 0.5, 1.0}) y direcciones (µ = {X,Y }) del campo eléctrico Fµ = u |t|/(e lµ).
Parámetros np = 1, NC = 5005, s = 0.13, Γ = |t|/50.
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Figura 4.4: DOS de nanocono de carbono con 2 pentágonos y 5002 átomos, para distintas intensidades
(en términos de u = {0.1, 0.2, 0.5, 1.0}) y direcciones (µ = {X,Y }) del campo eléctrico Fµ = u |t|/(e lµ).
Parámetros np = 2, NC = 5002, s = 0.13, Γ = |t|/50.
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Figura 4.5: DOS de nanocono de carbono con 3 pentágonos y 5011 átomos, para distintas intensidades
(en términos de u = {0.1, 0.2, 0.5, 1.0}) y direcciones (µ = {X,Y }) del campo eléctrico Fµ = u |t|/(e lµ).
Parámetros np = 3, NC = 5011, s = 0.13, Γ = |t|/50.

np = 0;NC = 5016 np = 1; NC = 5005 np = 2; NC = 5002 np = 3; NC = 5011

∆Ux ∆Uy ∆Uz εF ∆BW εF ∆BW εF ∆BW εF ∆BW

0 0 0 −2.6 · 10−6 – −8 · 10−7 – −1.6 · 10−7 – −1.9 · 10−8 –
+1 0 0 +1.2 · 10−2 0.81 +9 · 10−3 0.83 +9.5 · 10−3 0.83 +1.8 · 10−2 0.84
0 +1 0 +1.5 · 10−2 0.82 +8 · 10−3 0.81 +1.1 · 10−2 0.83 +7.0 · 10−3 0.84
0 0 +1 – – +3.4 · 10−1 0.74 +3.5 · 10−1 0.76 +3.6 · 10−1 0.75
0 0 -1 – – −3.1 · 10−1 0.74 −3.3 · 10−1 0.75 −3.3 · 10−1 0.78

Cuadro 4.1: Corrimiento del nivel de Fermi εF y aumento del ancho del espectro de enerǵıas ∆BW,
ambos en unidades de |t|, considerando que una diferencia de potencial eléctrico de magnitud |t|/e es
aplicada entre bordes diagonalmente extremos.

cambia para campos en la dirección axial del cono, implica que han desaparecido los estados

de borde y que en su lugar habrá una probabilidad apreciable de encontrar al electrón dentro

del cono. Por ejemplo, para un potencial eléctric0 U(~R) = −|t|/(elz)z los estados de borde

(en el anillo basal con z = 0) tendŕıan 〈U〉 = 0, pero en cambio los estados distribuidos dentro

del cono (con z ≥ 0) tendrá 〈U〉 > 0 y la enerǵıa del estado aumentaŕıa [los corrimientos para

otras orientaciones se resumen en la tabla 4.1].

La arbitrariedad en la elección del cero de enerǵıa es la causante de esta diferencia, pero no

cambiará los resultados de los observables f́ısicos globales, tales como coeficiente de absorción

o la distribución de carga eléctrica.
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Figura 4.6: Gráfico de dispersión donde los puntos en azul representan a los valores esperados de
la enerǵıa potencial eléctrica versus la enerǵıa del estado, i.e. (εk, 〈Ψk|Uext|Ψk〉), k ∈ {1, . . . NC}. La
ĺınea diagonal en rojo es la enerǵıa total, i.e. (εk, εk). El campo eléctrico es perpendicular al eje de

la estructura, i.e. ~F = FX ~eX , donde FX = |t|/(lxe). La información se presenta para nanodisco y
nanoconos con parámetros np = 0, NC = 5016, nanoconos con (b) np = 1, NC = 5005, (c) np = 2,
NC = 5002 y (d) np = 3, NC = 5011; donde np es el número de pentágonos y NC el número de átomos.

4.2. Valor esperado de los términos electrostático y de trans-

ferencia

El valor de espectación de la enerǵıa electrostáticaiii de un electrón en el estado j-ésimo

〈Ψj |Ûext|Ψj〉 = e ~F · 〈Ψj | ~̂R|Ψj〉 , (4.5)

depende de la proyección de su posición media ~Rmed = 〈Ψj | ~̂R|Ψj〉 a lo largo del campo. De

tal forma que, cuando la posición media del electrón esté desplazada en dirección del campo

habrá una contribución positiva a la enerǵıa (negativa si está desplazada en dirección opuesta).

En la figura 4.6 se muestra la contribución que hacen los términos electrostáticos y de

transferencia a la enerǵıa total de cada estado electrónico, cuando es aplicado un campo

eléctrico lateral. Sin importar que se trate de discos o conos, el comportamiento es práctica-

mente el mismo, donde la contribución electrostática para |Uext| = |t| es marginal. Salvo para

unos pequeños intervalos de ancho comparable a |Uext|, en torno a las enerǵıas de Fermi y a

los extremos del espectro, la enerǵıa total es debida al término de transferencia.
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Figura 4.7: Gráfico de dispersión donde los puntos en azul representan a los valores esperados de
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o (d-f) antiparalelo ~F = −FZ ~ez al eje del cono, donde FZ = |t|/(lze). La información se presenta para
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Figura 4.8: Esquema simplificado de la función de onda de los estados de mı́nima Ψmin y máxima
Ψmax enerǵıa, cuando es aplicado un campo externo en un nanodisco, tal que |Uext| � |t|. Si la distancia
diametral a lo largo de la dirección del campo es l~F entonces (εmax − εmin) ≈ |Uext|.



Caṕıtulo 4. Efecto de un campo eléctrico externo 89

4.2.1. Ensanchamiento del espectro de enerǵıas

El ensanchamiento del espectro de enerǵıas en presencia de campo eléctrico tiene un origen

que se puede explicar en términos de la distribución espacial de los estados a lo largo de la

estructura. Para los estados cuya enerǵıa total εj es cercana a εmin, su valor esperado de

enerǵıa electrostática es negativa, mientras que para los estados con εj ∼ εmax, el término

〈Ψj |Ûext|Ψj〉 es positivo. Dicho resultado es esperable desde el punto de vista simplificado en

que el sistema tuviera solo un grado de libertad espacial a lo largo de la dirección del campo.

En el caso simplificado en que las posiciones medias de Ψmin y Ψmax fueran diametralmente

opuestas a lo largo del campo y completamente localizadas en el borde [cf. figura 4.8], la

diferencia de enerǵıa entre el estado de máxima y mı́nima enerǵıa podŕıa ser igual a |Uext|.

El que BWF 6=0−BWF=0 ≈ 0.8|t|, para |Uext| = |t| es debido a que no se alcanza la condi-

ción mostrada pictóricamente en la figura 4.8 y que en su lugar los estados electrónicos estarán

distribuidos espacialmente, aunque concentrando su máxima amplitud cerca de las posiciones

indicadas. Los sistemas mostrados son lo suficientemente pequeños como para que un campo

eléctrico de magnitud razonable no vaya a causar la situación ĺımite antes mencionada, pero

en sistemas de tamaño mesoscópicos (con lx ∼ µm) es posible que un campo moderado pueda

llevar a la condición en que |Uext| � |t|, donde el Hamiltoniano es dominado por el término

eléctrico.

La figura 4.7 presenta los valores medios de los términos eléctrico y de transferencia,

cuando un campo eléctrico externo es aplicado a lo largo del eje de los nanoconos (no se

muestran nanodiscos). Fuera de las caracteŕısticas repetidas con respecto al caso de campo

lateral, se nota que los valores de expectación de la enerǵıa electrostática son positivos cuando

el campo externo apunta desde la base hacia el ápice ~F = +|Fz|~ez y negativos cuando apunta

en dirección contraria ~F = −|Fz|~ez [cf. figura 4.6 para el caso de campo lateral, donde hay

valores de expectación tanto negativos como positivos para un mismo campo].

4.2.2. Centro de gravedad y enerǵıa electrostática

El que haya alternancia o no del signo en los valores de expectación de la enerǵıa potencial

eléctrica, se puede entender en término de un promedio sobre todos los estados 〈〈Uext〉〉, de

la forma

1

NC

NC∑
j=1

〈Ψj |Ûext|Ψj〉 =
e

NC

~F · Tr{~R} . (4.6)

iiiAsumiendo que es cero en ~r = 0.
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La suma anterior fue hecha sobre el conjunto completoiv de funciones propias Ψj y se puede

calcular en términos de la posición media sobre el cono, que es el centro de gravedad de su

manto ~rcg. Definiendo las coordendas del ápice en ~rapex = lz~ez, la base del cono como un

ćırculo de diámetro lxy centrado en el origen y usando una aproximación continua (donde S

es la superficie del cono) se llega a

~rcg =
Tr{ ~̂R}
NC

≈ 1

S

x

S

~r dS = (lz/3)~ez . (4.7)

Con lo cual se puede conocer el promedio de los valores de expectación de Uext [mostrado en

4.6] de forma aproximada

〈〈Uext〉〉 ≈ (lze/3) ~F · ~ez . (4.8)

Para ~F = Fx~ex o ~F = Fy~ey, 〈〈Uext〉〉 es igual a cero, lo cual explica los valores medios

de 〈Ψj |Ûext|Ψj〉 con signos positivos y negativos [mostrados en la figura 4.6], teniendo un

promedio sobre estados igual a cero cuando el campo eléctrico es lateral. En cambio para ~F =

±|t|/(lze)~ez se tiene que 〈〈Uext〉〉 = ±|t|/3, lo cual es coherente con la información mostrada en

la figuras 4.7(a-c), donde los valores medios son positivos con una media 〈〈Uext〉〉/|t| ≈ +0.33,

mientras que en las figuras 4.7(d-f) toman valores negativos con media −0.33.

Además de corroborar la precisión de los cálculos numéricos, los resultados anteriores

indican que se podŕıa haber definido arbitrariamente el lugar ~r0 en que es cero la enerǵıa

electrostática, coincidiendo con en el centro de gravedad del cono y entonces en promedio los

valores esperados de Uext habŕıan sido cero. En caso de elegir ~r0 6= ~rcg se hubiera obtenido el

mismo espectro, pero desplazado en una cantidad fija igual a e ~F · (~rcg − ~r0). La suma de un

término constante no afecta la parte espacial los vectores propios y por lo tanto no afecta al

espectro de absorción ni a la distribución espacial de la carga eléctrica.

4.3. Densidad local de estados

En la sección 3.3 se mostraron las LDOS para discos y conos en ausencia de campos

externos. En presencia de campos disminuye notablemente el número de elementos de simetŕıa,

quedando a lo sumo una reflexión en el plano que contiene al eje del cono y que es paralelo al

campo externo.

En la figura 4.9 se muestra la LDOS de un nanodisco en presencia de un campo eléctrico

a lo largo del eje horizontal [cf. figuras 3.7 para ver la LDOS con ~F = 0], siendo el campo

ivLos autovectores de un Hamiltoniano de tamaño NC×NC forman una base completa para expandir vectores
dentro del espacio de dimensión NC . Las funciones π0

j pertencen a un espacio de la misma dimensión, pero en

la cual la representación de ~̂R es diagonal. Como la traza de un operador es independiente de su representación,
se puede hacer su cálculo usando la base π0

j donde resulta diagonal.
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(a) 1.0F0 ~ex ; εmin

(f) 0.1F0 ~ex ; εmin

(b) 1.0F0 ~ex ; εvvH

(g) 0.1F0 ~ex ; εvvH

(c) 1.0F0 ~ex ; εF

(h) 0.1F0 ~ex ; εF

(d) 1.0F0 ~ex ; εcvH

(i) 0.1F0 ~ex ; εcvH

(e) 1.0F0 ~ex ; εmax

(j) 0.1F0 ~ex ; εmax

x

y

Figura 4.9: LDOS de nanodisco con 5016 átomos, en presencia de campos en la dirección ~ex (horizontal
hacia la derecha). Parámetros np = 0, NC = 5016, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lx) [cf. figura 3.8
en ausencia de campo].

(a) 1.0F0 ~ey ; εmin (b) 1.0F0 ~ey ; εvvH (c) 1.0F0 ~ey ; εF (d) 1.0F0 ~ey ; εcvH (e) 1.0F0 ~ey ; εmax

x

y

Figura 4.10: LDOS de nanodisco con 5016 átomos, en presencia de un campo en la dirección ~ey
(vertical hacia la arriba). Parámetros np = 0, NC = 5016, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e ly) [cf.
figura 3.8 en ausencia de campo].

en la primera fila 10 veces mayor que en la segunda. Los niveles energéticos εmin, εF y εmax

siguen siendo el mı́nimo, el de Fermi y el máximo respectivamente, pero se debe aclarar que

la desaparición de los peaks agudos en la de la DOS [cf. figura 4.2] hace inapropiado hablar

de singularidades de Van Hove . Sin embargo se mantendrá la notación para referirse a las

enerǵıas en que ocurŕıan los máximos cuando no hab́ıa campo externo, εvvH = −|t|/(1 + s) y

εcvH = +|t/(1− s).

4.3.1. Máximo y mı́nimo del espectro de enerǵıas

Las posiciones en que LDOS(~R, εmin) y LDOS(~R, εmax) alcanzan sus respectivos máximos

de amplitud [cf. figuras 4.9(a,e,f,j)] se encuentran desplazados de su posición central [cf. figura

3.7 para la LDOS de disco en ausencia de campos]. El desplazamiento del máximo en la LDOS

para εmin es en dirección contraria al campo (mientras que es en la dirección del campo para

εmax), lo cual implica 〈Uext〉 < 0 para los estados más bajos (〈Uext〉 > 0 para los estados
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más altos). Un aumento de 10 veces en la intensidad del campo tiene el efecto de comprimir

aún más contra el borde del disco a los estados de los extremos del espectro, aumentando la

magnitud de 〈Uext〉 y con ello, un poco más el ancho BW del espectro completo.

4.3.2. Nivel de Fermi: estados de borde y lóbulos internos

En el caso de los estados con enerǵıas en torno a εF, basta un campo moderado (orientado

a lo largo de una dirección zigzag) para que desaparezcan los máximos locales de la LDOS en

los bordes diametralmente opuestos a lo largo del campo externo [comparar las figuras 3.7.(c)

y 4.9.(h)], aunque prevalecen los estados de borde en la zona donde ϕ(~R) ≈ 0. Para campos

más intensos, LDOS(~R, εF) toma la apariencia de un par de lóbulos con un valor homogéneo

de amplitud LDOS = DOS, los cuales (salvo los estados de borde) están separados por una

franja con LDOS = 0 [cf. figura 4.9.(c)]. En torno al nivel de Fermi hay estados que tienen su

valor medio de posición desplazada tanto a favor como en contra del campo [nótese que en

la figura 4.6.(a) se muestran valores medios de la enerǵıa electrostática tanto positivos como

negativos en tal zona del espectro], los que originan los dos lóbulos presentes en la densidad

local de estados en torno al nivel de Fermi.

Vale la pena mencionar que cambiar la dirección del campo, orientándolo a lo largo de una

dirección armchair, tiene un efecto que es notorio para εF [cf. figura 4.10.(c)]. En los bordes

armchair en que ϕ ≈ 0 se recupera el resultado LDOS=0, pero aparece un máximo de LDOS

en el interior del disco, en la zona cercana a los bordes armchair más diametrales a lo largo del

campo. Es decir, los máximos de LDOS y ocurren al interior de la nube donde LDOS=DOS

[a diferencia del caso en que el campo era paralelo a una dirección zigzag].

4.3.3. Máxima densidad de estados y valor esperado de posición

En cuanto a la posición media de los máximos en la LDOS para las enerǵıas en torno a

εvvH y εcvH [cf. figuras 4.9.(g,i)] se mantiene parcialmente el patrón de surcos diametrales de

máxima amplitud a lo largo de las direcciones zigazag internas cuando el campo es pequeño

[cf. figura 3.7.(b,d) para F = 0], pero para |Uext| = |t| éste desaparece y en su lugar se observa

una sola franja central de máxima LDOS superpuesta a una nube difusa en que LDOS=DOS

[cf. figura 4.9.(b,d)]. Se debe notar que en dichas franjas centrales estará alojada una porción

considerable del total de los estados del sistema, ya que en las enerǵıas εv,cvH la DOS tiene un

valor muy alto, casi igual a la de sus dos máximos locales [cf. figura 4.2.(a), para el caso en que

~F = |t|/(lxe)~ex]. Es razonable que la franja que acumula tantos estados aparezca precisamente

en torno a la isopotencial ϕ = 0, ya que tales estados tendŕıan 〈Ψj |Ûext|Ψj〉 = 〈〈Uext〉〉 y al

mismo tiempo seŕıan los que más ponderaŕıan en el promedio (sobre estados) de la enerǵıa

potencial 〈〈Uext〉〉 = 0 [según la ecuación (4.8) para campo en el plano XY].

Respecto a la posición de la nube difusa con LDOS=DOS, su posición a lo largo de la
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dirección del campo es contraria a la que tiene el lóbulo de LDOS > 0 para las enerǵıas del

extremo de su banda [compárense (a) versus (b) y (d) versus (e) en la figura 4.9] y tiene su

origen en la relación de ortogonalidad, la cual se puede satisfacer disminuyendo el traslape

entre los lóbulos de LDOS > 0 para diferentes enerǵıas.

4.3.4. Defectos apicales como nodos o antinodos

Respecto a lo que ocurre con nanoconos en presencia de un campo eléctrico lateral, se

ha calculado la LDOS de los sistemas con 1, 2 y 3 pentágonos apicales cuando estos se

encuentran en presencia de un campo externo a lo largo del eje Xv, la cual se muestra en

la figuras 4.11, 4.12, 4.13 para cada estructura. A diferencia de los discos, los conos ocupan

el espacio tridimensional siendo necesario definir un punto de vista y una orientación de los

ejes cartesianos que muestre de forma clara la mayor cantidad de información posiblevi. Se

optó por una perspectiva isométricavii con los ejes cartesianos mostrados en la figura 4.1.(c)

para todos los conosviii.

Considerando un campo lateral dado por ~F = |t|/(lxe)~ex [donde lx viene indicado en la

tabla 2.4 para cada estructura], la LDOS de conos resulta similar a la de nanodiscos para cada

una de las enerǵıas consideradas {εmin, ε
v
vH, εF, ε

c
vH, εmax}. A pesar de la geometŕıa cónica, la

forma general de la distribución espacial de los estados, para campos altos, se puede explicar

con los mismos argumentos utilizados en el caso de nanoconos. La única diferencia relevante,

con respecto al caso plano, es que el ápice puede comportarse como nodo o antinodo de la

LDOS, dependiendo de cual sea la enerǵıa considerada. En el caso de campo cero [cf. figuras

3.8, 3.9 y 3.10], todos los conos en su ápice tienen un antinodo de LDOS para ε = εmin,

mientras que para ε = {εvvH, ε
c
vH, εmax} tienen nodos. Para el nivel de Fermi el cono con 2

pentágono tiene un antinodo, mientras que en los conos con 1 o 3 pentágonos el ápice es un

nodo ya que la LDOS en los defectos tiende a cero cuando ε→ εF [cf. figura 3.4.(f-h)].

En presencia de campo lateral, la LDOS apical para las las enerǵıas εvvH, ε
c
vH mantiene

su carácter de nodo. Mientras que para εF sigue siendo antinodo para np = 2 y nodo para

np = {1, 3}. En ausencia de campos hay un máximo de LDOS apical predicho para ε = εmin

y un anillo con LDOS 6= 0 en torno al ápice predicho para ε = εmax; los cuales desaparecen en

presencia de un campo externo, y en su lugar la LDOS toma la forma de un lóbulo desplazado

a lo largo de la dirección en que es aplicado el campo.

El que en presencia de campo lateral, los antinodos de LDOS para εmin y εmax ocurran

vCuya magnitud es tal que produzca una cáıda de enerǵıa potencial eléctrica igual a |t| entre los extremos
diametralmente opuestos a lo largo de la dirección del campo

viY sin perjudicar la estética.
viiLa cual es la perspectivas axonométricas en que las representaciones de los ejes forman ángulos de 120◦

entre si.
viiiDiferente de la utilizada con los discos, en donde ~ex es horizontal hacia la derecha y ~ey es vertical hacia

arriba.
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(a) +F0 ~ex ; εmin (b) +F0 ~ex ; εvvH (c) +F0 ~ex ; εF (d) +F0 ~ex ; εcvH (e) +F0 ~ex ; εmax
z

x y

Figura 4.11: LDOS de nanocono con 1 pentágono apical y 5005 átomos, en presencia de un campo
en la dirección ~ex. Parámetros np = 1, NC = 5005, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lx) [cf. figura 3.8
en ausencia de campo].

(a) +F0 ~ex ; εmin (b) +F0 ~ex ; εvvH (c) +F0 ~ex ; εF (d) +F0 ~ex ; εcvH (e) +F0 ~ex ; εmax

z

x y

Figura 4.12: LDOS de nanocono con 2 pentágonos apicales y 5002 átomos, en presencia de un campo
en la dirección ~ex. Parámetros np = 2, NC = 5002, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lx) [cf. figura 3.9
en ausencia de campo].

fuera del ápice, da a entender que los defectos pentagonales en la red hexagonal no logran

afectar a los estados electrónicos con tales enerǵıas, aunque el carácter de nodo o antinodo

del ápice persiste para los estados con enerǵıas εvvH, εF, ε
c
vH. Considerando que el número de

onda alcanza su mı́nimo valor para los estados cuyas enerǵıas están en los extremo de las

bandasix, los estados electrónicos correspondientes alcanzarán la máxima longitud de onda

posible, la que para una onda estacionaria, será estimada como el doble de la generatriz del

cono, λ0 ∼ 2gn. Recordando que el tamaño caracteŕıstico de los defectos pentagonales en el

ápice abarca el rango dapex ∼ [2− 6]acc, se puede notar que se está satisfaciendox

λ0 � dapex , (4.9)

lo cual significa que el defecto no logra dispersar las ondas. En cambio la condición de máxima

interferencia, para λ′ ∼ dapex es más factible para el resto de los estados con menor longitud

de onda, λ′ < λ0.

4.3.5. Campo axial

Para campos eléctricos a lo largo del eje Z del cono, se consideran dos casos ±|t|/(lze)~ez
y la información es presentada, al igual que antes, para los estados con enerǵıa εmin, εvvH, εF,

εcvH y εmax. Conviene aclarar que el efecto del campo es diferente según el estado considerado,

ixEn el caso del grafeno ~k = 0 en el punto Γ de la zona de Brillouin, que es donde ocurren los extremos de
las bandas de enerǵıa.

xPara sistemas con más de 5000 átomos seŕıa λ0 ∼ 102acc.
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(a) +F0 ~ex ; εmin (b) +F0 ~ex ; εvvH (c) +F0 ~ex ; εF (d) +F0 ~ex ; εcvH (e) +F0 ~ex ; εmax
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Figura 4.13: LDOS de nanocono con 3 pentágonos apicales y 5011 átomos, en presencia de un campo
en la dirección ~ex. Parámetros np = 3, NC = 5011, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lx) [cf. figura 3.10
en ausencia de campo].

redistribuyendo la amplitud de probabilidad de todos los estados, pero respetando que el

promedio de todas las posiciones medias a lo largo del eje del cono está fijo a una distancia

lz/3 sobre su base. La demostración es la misma que se utilizó para llegar al resultado dado

en (4.7) e implica que

1

NC

NC∑
j=1

〈Ψj |ẑ|Ψj〉 ≈ lz
3
, (4.10)

es independiente de la intensidad del campo externo.

Se mantiene el perfil circular de la LDOS para los estados del extremo del espectro [cf.

(a,e,f,j) en las figuras 4.14, 4.15 y 4.16]. Para εmin el máximo de LDOS se desplaza en contra

de campo, quedando distribuido circularmente sobre la base (para Fz = +F0) o concentrado

sobre el ápice (para Fz = −F0). Para εmax se mantiene el perfil anular, aunque el efecto

del campo es cambiar la altura en que está el plano del anillo de máxima LDOS (siendo la

estructura un cono, el radio de sus secciones anulares depende de la altura); el radio del anillo

es pequeño cerca del ápice (para Fz = +F0) y grande cerca de la base del cono (para Fz = F0).

Para los estados en el nivel de Fermi εF, la LDOS tiene un anillo nodal (carente de estados)

a una distancia lz/3 de la base del cono (donde 〈ϕ〉 = −〈〈Uext〉〉/e), mientras que por encima

y por abajo suyo hay un par de nubes que acumulan casi la misma cantidad de estados. Es

relevante que desaparecen los estados de borde (presentes en el caso F = 0), como consecuencia

de la redistribución de estados debida al campo, la cual mueve el peak de la DOS en a una

enerǵıa menor que εF [cf. figura 4.3.(c), 4.4.(c), 4.5.(c)], aunque en su lugar, en el interior del

cono cerca de los bordes zigzag se encuentra una zona en que LDOS=DOS.

Para los estados con enerǵıas εvvH y εcvH [cf. (b,d,g,i) en las figuras 4.14, 4.15 y 4.16], la DOS

se acerca a su valor máximo dandole una mayor ponderación a tales estados en el resultado

〈〈ẑ〉〉 = lz/3. Para que lo anterior ocurra se requiere que la posición media de la distribución

de estados ocurra lo más cerca posible de 〈〈ẑ〉〉, idealmente en∑
~Ri

zi LDOS(~Ri, ε
c,v
vH) = lz/3 . (4.11)



96 4.3. Densidad local de estados
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Figura 4.14: LDOS de nanocono con 1 pentágono apical y 5005 átomos, en presencia de campos en
la dirección ~ez. Parámetros np = 1, NC = 5005, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lz) [cf. figura 3.8 en
ausencia de campo].

(a) +F0 ~ez ; εmin

(f) −F0 ~ez ; εmin

(b) +F0 ~ez ; εvvH

(g) −F0 ~ez ; εvvH

(c) +F0 ~ez ; εF
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(d) +F0 ~ez ; εcvH
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Figura 4.15: LDOS de nanocono con 2 pentágonos apicales y 5002 átomos, en presencia de campos
en la dirección ~ez. Parámetros np = 2, NC = 5002, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lz) [cf. figura 3.9
en ausencia de campo].

Las LDOS de los sistemas estudiados para las enerǵıas en que DOS alcanza sus máximos tienen

una apariencia que respeta (4.11), las sutiles diferencias que tienen entre si son coherentes

con el requerimiento de ortogonalidad entre distintos estados, lo cual se puede lograr de

manera suficiente con que el traslape entre las distribuciones LDOS(~R, εvvH) y LDOS(~R, εcvH)

sea mı́nimo con respecto a las distribuciones mostradas para εF y del extremo del espectro

εmin, εmax.
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Figura 4.16: LDOS de nanocono con 3 pentágonos apicales y 5011 átomos, en presencia de campos
en la dirección ~ez. Parámetros np = 3, NC = 5011, s = 0.13, Γ = |t|/50, F0 = |t|/(e lz) [cf. figura 3.10
en ausencia de campo].

4.4. Coeficiente de absorción electromagnética

Las predicciones que se presentan a continuación corresponden al coeficiente de absorción

de radiación electromagnética de nanodiscos y nanoconos de carbono con poco más de 5000

átomos, en presencia de campo eléctrico externo y con radiación linealmente polarizadaxi.

Restringiéndose a las 3 direcciones cartesianas (µ, ν) = {X,Y, Z}, habrán 9 posibilidades

para αµ(~ω, Fν) en nanoconosxii, aunque varias combinaciones diferentes tendrán resultados

similares.

En las secciones 4.2 y 4.3 se mostró el efecto del campo en la distribución espacial de

estados, implicándose que la posición media de estos ya no coincide con el centro de gravedad

del cono, sino que está desplazada en la dirección del campoxiii. Es decir, los estados ten-

drán polarización eléctrica la cual estará orientada en forma paralela o antiparalela al campo

externoxiv.

Es posible encontrar reglas de selección que involucren la polarización de los estados (in-

ducida por el campo en la dirección ν) y la polarización de la radiación electromagnética (en

dirección µ) y además establecer que condiciones deben cumplirse para que aparezca un peak

xiEl tratamiento matemático es el mismo del caso sin campo, utilizando la expresión (3.9)
xiiPara nanodiscos solo habrán 4 combinaciones, ya que en nuestro modelo el grado de libertad perpendicular

a su plano está congelado.
xiiiAproximadamente se puede decir que 〈Ψk| ~̂R|Ψk〉 = rk ~eν , donde ~F = F ~eν y −l~F < rk < +l~F con l~F

definido en 4.1.
xivDebido a la irregularidad del borde, se pueden dar estados con una pequeña polarización en otras direc-

ciones, aunque su magnitud es despreciable para conos y discos de gran tamaño en que la cantidad de átomos
en el borde es mucho menor que el total. Otra posibilidad es combinar estados dentro de un subespacio de
valores propios repetidos, de tal forma que tengan polarización.
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Figura 4.17: Espectros de absorción αµ(~ω, F ~eν), para un nanodisco con 5016 átomos. El eje x
coincide con una dirección zigzag, mientras que el eje y coincide con una dirección armchair. La
máxima intensidad los campos es |t|/(e lx,y) ≈ 0.018V/Å. La intensidad de los campos Fµ se da en
términos de la ecuación (2.79), para 0 ≤ uµ ≤ +1. Los parámetros lx y ly vienen dados en la tabla 2.4
y se asume |t| = 2.25eV.
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o un valle de absorción. Para ello, se ha de prestar atención a que la probabilidad de la tran-

sición i → j entre dos estados Ψi y Ψj depende de la amplitud del elemento de matriz de la

coordenada paralela a la polarización de la onda electromagnética, a través dexv|〈Ψi|µ|Ψj〉|2.

4.4.1. Suavización del espectro en el rango ~ω < |t|

Una caracteŕıstica común a todos los espectros, tanto de discos [cf. figura 4.17] como de

nanoconos [cf. figuras 4.18, 4.19, 4.20] es que se tornan más suaves en la medida que aumenta

la intensidad del campo (En todos los espectros de absorción se muestra en color negro el caso

F = 0, mientras que el caso |Fν | = |t|/(lνe) se muestra en color magenta). Los numerosos

peaks tienen su origen en transiciones que involucran al nivel de Fermi y a estados cercanos

en enerǵıa (dichos estados son afectados por las irregularidades del borde, ya que para F = 0

concentran toda su amplitud en las terminaciones zigzag), los cuales se distribuyen de forma

inhomogénea en X e Y , afectando muy desigualmente los brakets 〈ΨF|µ̂|Ψj〉 y 〈ΨF|µ̂|Ψj′〉
para distintas realizaciones espaciales de |Ψj〉 y |Ψj′〉, aun cuando sus enerǵıas propias sean

cercanas entre si.

En forma más concisa, mientras haya un peak en DOS(ε = εF)Fν , habrán oscilaciones en el

espectro de transiciones. Lo anterior le da sentido a que en las figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, el peak

en el nivel de Fermi desaparezca para un campo cuya magnitud es del orden de 0.5|t|/(lνe), y

que al mismo tiempo los espectros de absorción sean suaves para un campo de igual magnitud

[|uν | & 0.5 en las figuras 4.17 – 4.20].

4.4.2. Pérdida de la agudeza en el peak principal

Otro efecto del aumento del campo externo, que es común en todos los espectros αµ(~ω, Fν),

es la pérdida de agudeza del peak de máxima absorción, para las transiciones que involucran

a estados en torno a las enerǵıas εv,cvH. En ausencia de campos los máximos en la DOS son al

mismo tiempo singularidades en la derivada de la DOS [i.e. dDOS(εv,cvH)/dε→ ±∞] y originan

una densidad de estados conjunta JDOS(εcvH − εvvH) que es muy aguda [cuya derivada en

ε = (εcvH − εvvH) también diverge]. En cambio, en presencia de un campo externo la singulari-

dad en la derivada de la DOS ya no existe, aunque los máximos locales persisten cerca de εv,cvH;

como consecuencia, desaparece la agudeza de la JDOS cerca de la enerǵıa ε = (εcvH − εvvH),

pero seguirá ocurriendo un máximo local en sus inmediaciones. Debido a que, salvo algunas

constantes multiplicativas, el coeficiente de absorción se obtiene modulando la JDOS con los

elementos de matriz de la posición, se espera que αµ(~ω, Fν) herede los máximos y las singu-

xvAdemás de depender de la densidad conjunta de estados, también depende de los elementos de matriz
de la componente del momentum que es paralela a la polarización electromagnética, pµ. En nuestro caso, se
utilizó la expresión (3.11) para hacerlo en términos de la posición.
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laridades de la JDOS (cuando ocurren), suponiendo que los elementos de matriz de la posición

sean suaves.

4.4.3. Peak en la región infrarroja

Es relevante que en presencia de campo eléctrico aparezcan nuevas resonancias en el es-

pectro de absorción, en la región de bajas enerǵıas (εpeak ∼ 0.1|t|). Para conos en presencia

de campos y polarización laterales (µ, ν) = {X,Y } aparece un solo peak [en el caso de discos

aparecen varios, cf. figura 4.22], mientras que para polarizaciones (de la onda electromagnética)

u orientaciones del campo (estático externo) a lo largo del eje Z, se superponen varios peaks

[cf. detalle del espectro de conos en las figuras 4.23–4.25]. Se puede estar seguro que su origen

no tiene relación con singularidades en la JDOS ya que en el rango de enerǵıas mencionados

no se espera ningún peakxvi. En realidadxviies la parte espacial de la función de onda de los

estados involucrados lo que origina los peaks de baja enerǵıa, tanto en el caso plano [cf. figura

4.22] como en los casos tridimensionales [cf. figura 4.23, 4.24, 4.25].

Una forma de entender la aparición de los peaks de absorción infrarroja y de estimar

gruesamente en que enerǵıas están centrados, es suponer la condición en que se maximiza el

valor (absoluto) del elemento de matriz asociado a dichas transiciones. Para ser más concretos,

en la evaluación del elemento 〈Ψi|x̂|Ψj〉 involucrado en la transición i→ j (donde εi ≤ εF ≤ εj)
se revisarán por separado las posibilidades: (S) que los estados tengan simetŕıa de paridad y

(N ) que no tengan simetŕıa.

S: En caso que las funciones involucradas tuvieran entre sus elementos de simetŕıa a un

plano especular en x = 0, la única posibilidad seŕıa que Ψi y Ψj tengan distinta pari-

dadxviiibajo la acción de PX . Debido a que las posiciones diametralmente opuestas (a lo

largo de la dirección del campo, en xmı́n y xmáx) ponderan más en el elemento de matriz

〈Ψi|x̂|Ψj〉, ambos estados consistiŕıan de dos lóbulos con Ψ(~R) 6= 0 y separados lo más

posible a lo largo de la dirección en que está polarizada la radiación. Necesariamente el

valor medio de la coordenada x de ambos estados seŕıa igual a ceroxix.

N : En caso que las funciones Ψi y Ψj no tengan simetŕıa de reflexión en el plano x = 0,

la maximización de 〈Ψi|x̂|Ψj〉 se lograŕıa con que los estados tuvieran un solo lóbulo

con Ψ(~R) 6= 0 y que ambos ocurran en el mismo lugar lo más alejado del centro de

xviPor inspección de las figuras 4.2–4.5, la DOS es aproximadamente cuadrática en un rango amplio en torno
a εF y además se intuye que además la JDOS será creciente y sin singularidades para enerǵıas menores a 2|t|.
xviiA diferencia de los picos de Van Hove que se deben a singularidades en la JDOS.
xviiiLas opciones son ±1.
xixEl efecto del operador de paridad PZ , es cambiar el signo de la coordenada z de un estado de la posición,

e.g. 〈x, y, z|PZ |Ψ〉 = 〈x, y,−z|Ψ〉. Teniendo paridad definida, i.e. PX |Ψ〉 = ±|Ψ〉, se implica que 〈Ψ|x̂|Ψ〉 = 0,
ya que el integrando es impar.
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0 1 2 3

α
X
(F

X
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
X
 = 1

u
X
 = 0

u
X
 = −1

0 1 2 3

α
Y
(F

X
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
X
 = 1

u
X
 = 0

u
X
 = −1

0 1 2 3

α
Z
(F

X
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
X
 = 1

u
X
 = 0

u
X
 = −1

0 1 2 3

α
X
(F

Y
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Y
 = 1

u
Y
 = 0

u
Y
 = −1

0 1 2 3

α
Y
(F

Y
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Y
 = 1

u
Y
 = 0

u
Y
 = −1

0 1 2 3

α
Z
(F

Y
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Y
 = 1

u
Y
 = 0

u
Y
 = −1

0 1 2 3

α
X
(F

Z
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Z
 = 1

u
Z
 = 0

u
Z
 = −1

0 1 2 3

α
Y
(F

Z
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Z
 = 1

u
Z
 = 0

u
Z
 = −1

0 1 2 3

α
Z
(F

Z
); n

p
=1; N

C
=5005

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Z
 = 1

u
Z
 = 0

u
Z
 = −1

Figura 4.18: Espectros de absorción αµ(~ω, F ~eν), para un nanocono con un pentágono apical y con
5005 átomos. La parte positiva del eje x coincide con una dirección zigzag, mientras que la negativa
coincide con una dirección armchair. Las máximas intensidades son |t|/(e lx,y) ≈ 0.019V/Å para F{x,y}
y |t|/(e lz) ≈ 0.056V/Å para Fz. La intensidad de los campos Fµ se da en términos de la ecuación
(2.79), para −1 ≤ uµ ≤ +1. Los parámetros lx, ly y lz vienen dados en la tabla 2.4 y se asume
|t| = 2.25eV.
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0 1 2 3

α
X
(F

X
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
X
 = 1

u
X
 = 0

u
X
 = −1

0 1 2 3

α
Y
(F

X
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
X
 = 1

u
X
 = 0

u
X
 = −1

0 1 2 3

α
Z
(F

X
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
X
 = 1

u
X
 = 0

u
X
 = −1

0 1 2 3

α
X
(F

Y
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Y
 = 1

u
Y
 = 0

u
Y
 = −1

0 1 2 3

α
Y
(F

Y
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Y
 = 1

u
Y
 = 0

u
Y
 = −1

0 1 2 3

α
Z
(F

Y
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Y
 = 1

u
Y
 = 0

u
Y
 = −1

0 1 2 3

α
X
(F

Z
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Z
 = 1

u
Z
 = 0

u
Z
 = −1

0 1 2 3

α
Y
(F

Z
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Z
 = 1

u
Z
 = 0

u
Z
 = −1

0 1 2 3

α
Z
(F

Z
); n

p
=2; N

C
=5002

photon energy / |t|

ab
s.

 c
oe

f. 
(a

.u
.)

u
Z
 = 1

u
Z
 = 0

u
Z
 = −1

Figura 4.19: Espectros de absorción αµ(~ω, F ~eν), para un nanocono con dos pentágonos apicales y
con 5002 átomos. Tanto el eje x como el y coinciden con direcciones zigzag. Las máximas intensidades
son |t|/(e lx,y) ≈ 0.021V/Å para F{x,y} y |t|/(e lz) ≈ 0.039V/Å para Fz. La intensidad de los campos
Fµ se da en términos de la ecuación (2.79), para −1 ≤ uµ ≤ +1. Los parámetros lz, lx y ly vienen
dados en la tabla 2.4 y se asume |t| = 2.25eV.
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Figura 4.20: Espectros de absorción αµ(~ω, F ~eν), para un nanocono con tres pentágonos apicales y
con 5011 átomos. La parte positiva del eje x coincide con una dirección zigzag (el eje y no coincide con
ninguna de las direcciones zigzag o armchair). Las máximas intensidades son |t|/(e lx,y) ≈ 0.025V/Å
para F{x,y} y |t|/(e lz) ≈ 0.030V/Å para Fz. La intensidad de los campos Fµ se da en términos de
la ecuación (2.79), para −1 ≤ uµ ≤ +1. Los parámetros lz, lx y ly vienen dados en la tabla 2.4 y se
asume |t| = 2.25eV.
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(a)

<U>

E

(b)

E

<U>

−∆εi < εi < 0 → 0 < εj < ∆εj

εi − δεi < εi < εi + δεi
↘

εj − δεj < εj < εj + δεj

Figura 4.21: Se muestra de forma pictórica la envolvente de la dispersión de puntos de la figura 4.6,
la cual representa la relación entre la enerǵıa electrostática 〈Ψk|Uext|Ψk〉 y la enerǵıa total εk para
cada uno de los estados electrónicos Ψk. (a) Dependiendo del valor en común 〈Ψi|Uext|Ψi〉 = 〈Ψj |µ|Ψj〉
para los estados iniciales y finales, se pueden definir aproximadamente los anchos ∆εi y ∆εj . (b) Las
enerǵıas en que ocurren los valores extremos de 〈Uext〉 son del orden de −∆εi y ∆εj , aunque más
alejadas de εF.

gravedad. En tales circunstancias seŕıa necesario que las posiciones medias de los estados

〈Ψi|x̂|Ψi〉 ≈ 〈Ψj |x̂|Ψj〉 fueran lo más cercanas posible a alguno de los xmı́n o xmáx.

Lo anterior es extrapolable a todas las coordenadas y se puede resumir en que el elemen-

to de matriz 〈Ψi|µ̂|Ψj〉, alcanza su máximo valor absoluto cuando involucra estados con la

misma posición media. Sin importar que los estados inicial y final tengan paridad definida, la

condición necesaria para el peak es que ambos tengan la misma posición media. Cada caso

contribuiŕıa de manera diferente, pero al menos ocurren dentro de un rango pequeño. Hay

muchas posibilidades diferentes para las combinaciones de valor medio de posición y de difer-

encia energética entre los estados, por lo que solo se puede hacer una estimación de una cota

superiorxxpara la enerǵıa en que ocurrirá el peak de absorción. Suponiendo transiciones entre

estados con el mismo valor esperado de posición, donde los estados se reparten de manera uni-

formexxi, ocupando el rango −∆εi < εi < 0 en la banda de valencia y el rango 0 < εj < ∆εj

en la banda de conducción, la enerǵıa de la transición que más veces se repite seŕıa

1

∆εi ∆εj

∫ 0

−∆εi

∫ ∆εj

0
(εj − εi) dεj dεi =

∆εi + ∆εj
2

, (4.12)

la cual depende solo del ancho ∆εi + ∆εj [el cual es mostrado pictóricamente en la figura

4.21.(a)]. El ancho de los rangos en que 〈Uext〉 es aproximadamente constante se puede estimar

como (∆εi + ∆εj) ∼ |t|/2 [cf. figura 4.6], con lo cual εpeak . 0.2|t|.

xxEl caso N es el que m
as contribuye, pero su ancho de enerǵıas es más angosto, implicando un menor valor que el estimado para la
enerǵıa del peak.

xxiLa DOS es aproximadamente constante en el rango cercano a εF cuando el campo es alto [cf. figura 4.2–4.5].
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Los peaks en el espectro de absorción para los casos con campo paralelo al eje de los conos

se pueden explicar de manera similar a como se hizo cuando la polarización de la onda era

perpendicular al eje del cono, con la salvedad que los estados ya no pueden clasificarse con

paridad definida (la geometŕıa de la estructura no lo permite, aunque se pueden suponer que

el plano z = lz/3 juega un rol análogo al de plano especular y solo habŕıa que prestar atención

a la posición en que ocurren los máximos de amplitud de LDOS). En el caso de los estados en

que el valor medio de la coordenada axial fuera igual a lz/3 (el caso análogo a S) [cf. figura

4.7], el ancho del rango es aproximadamente ∼ 0.1|t|, mientras que para los valores extremos

de 〈Ψ|Uext|Ψ〉 (los casos análogos a N ) solo es posible encontrar un intervalo que incluya

enerǵıas tanto por abajo, como por encima de εF y cuyo ancho es diferente según el sistema

considerado, aunque dentro del orden de magnitud de las enerǵıas en que ocurren los peaks

de absorción. En general los rangos de enerǵıas, en que 〈Ψk|Uext|Ψk〉 es constante, no son del

mismo ancho [cf. figura 4.7] lo cual en definitiva podŕıa producir más de un peak.

4.4.4. Disminución de la absorción para ~ω > εpeak

Los valles en los espectros de absorción, son comunes en todos los espectros, ocurriendo

a enerǵıas mayores que la de los peaks y dentro de un amplio intervalo, de ancho ∼ |t|
comparable al tamaño del término de enerǵıa potencial [cf. figuras 4.17–4.20]. Su explicación

se puede hacer en términos similares a los utilizados para explicar los peaks, pero buscando

la condición en que se encuentra el menor valor posible para |〈Ψi|µ|Ψj〉|2. En caso que las

funciones tengan simetŕıa de paridad en la coordenada del campo (S) se requiere que tengan

la misma (ambos sean pares o impares, con lo cual se anulaŕıa el elemento), en caso de no

tener simetŕıa (N ) se requiere que tengan sus respectivas posiciones medias en lugares lo más

opuestos posible, de forma que la amplitud de un estado sea pequeña en el lugar que el otro

estado alcanza su máximo.

El caso sin simetŕıa de paridad es el más importante ya que en la medida que se trata

de enerǵıa alejadas de εF los estados son más asimétricos [cf. figuras 4.9–4.13.(b,d) en que la

LDOS se torna más asimétrica, implicando la asimetŕıa de los estados]. De todas formas, no

importa demasiado si son totalmente opuestas las posiciones medias para que el elemento de

matriz 〈Ψi|µ|Ψj〉 sea pequeño, resultando en un mayor rango de enerǵıas para transiciones

con baja amplitud (a diferencia de la condición de máximos de amplitud coincidentes, la cual

se dá con menos frecuencia y en rangos más pequeños). En forma pictórica la figura 4.21.(b)

ilustra la idea de una transición entre estados con posición media opuesta y cuya diferencia

de enerǵıa es mayor que la involucrada en el caso de los peaks de absorción; comparando con

la figura 1.6, se puede estimar un valle de absorción de ancho |t| centrado en |t|.
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4.4.5. Absorción de radiación polarizada perpendicularmente al campo

Una última caracteŕıstica de los peaks de baja enerǵıa es que su intensidad es mayor

cuando la polarización es perpendicular al campo externo, es decir:

αX(εXXpeak, FX) < αX(εXYpeak, FY ) (4.13)

αY (εY Ypeak, FY ) < αY (εY Xpeak, FX) (4.14)

Fuera de las consideraciones (hechas para explicar los peaks y los valles) acerca de la forma

en que se distribuyen los estados a lo largo de la dirección en que es aplicado el campo; está la

observación que la LDOS se torna muy alta cerca de los borde en que ϕ ≈ 0 [cf. figuras 4.9.(c)

con ν = X y 4.10.(c) con ν = Y , para dos orientaciones posibles del campo]. Debido a que

tales estados de borde son diametralmente opuestos y están distribuidos perpendicularmente

al campo, van a ponderar un gran valor para los elementos de matriz 〈Ψi|µ|Ψj〉, precisamente

cuando la polarización ~eµ sea perpendicular a la dirección del campo (~eν). A diferencia de los

estados que si están alineados con el campo y formando lóbulos con LDOS=DOS, la amplitud

de los estados de borde está más concentrada y más alejada del centro de la estructura,

aśı que el elemento de matriz involucrado en transiciones con polarización perpendicular al

campo en general ponderará un valor mayor que el involucrado con las transiciones debidas a

polarización alineada con el campo.

4.4.6. Caracteŕısticas globales

Se puede decir que en presencia de campo eléctrico el espectro de absorción mostrará cam-

bios comenzando por la zona de bajas enerǵıas y que muchas de las caracteŕısiticas globales

encontradas en ausencia de campo, se repiten al aplicar un campo externo, entre ellas que

el valor medio del coeficiente de absorción para polarizaciones normales al eje del cono sea

mayor que para polarizaciones paralelas al eje cuando los conos tienen 1 o 2 disclinaciones,

mientras que con 3 se tornan casi de la misma magnitud. También se repite que el coeficiente

de absorción disminuye rápidamente para enerǵıas mayores que 4|t|, lo cual oculta la forma

en que el campo afecta a los estados del extremo del espectro de enerǵıas, aunque se puede

esperar que al tratarse de transiciones entre estados con posiciones medias alejadas ponderen

menos en el coeficiente de transición, acelerando aún más su tasa de decaimiento.



Caṕıtulo 4. Efecto de un campo eléctrico externo 107
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Figura 4.22: Detalle del rango infrarrojo del espectro, para la figura 4.17.
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Figura 4.23: Detalle del rango infrarrojo del espectro de absorción, para la figura 4.18.
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Figura 4.24: Detalle del rango infrarrojo del espectro de absorción, para la figura 4.19.
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Figura 4.25: Detalle del rango infrarrojo del espectro de absorción, para la figura 4.20.
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4.5. Redistribución de la carga eléctrica

La formulación matemática para encontrar la carga neta por sitio es la misma que se

utilizó en el caso sin campo eléctrico [en la cual era preciso encontrar el número neto de

electrones ne(~Ri)0◦K, sumando las amplitudes de todos los estados con enerǵıa menor o igual

a εF], donde la carga total de un sitio Q = e[1−ne], equivale a la diferencia entre la carga del

ion (C+
1s22s22p3) y la carga neta de los electrones π ligados a él [cf. sección 3.1.4].

4.5.1. Diferencia entre considerar o no a la integral de traslape

Aun cuando fue demostrado que en ausencia de campo eléctrico, la carga eléctrica por

sitio iba a ser la misma tanto en los modelos con s = 0 como con s 6= 0 [cf. sección 3.5.7], no

se puede esperar lo mismo cuando el sistema esté afectado por un campo externo; ya que tal

independencia tiene su origen en que el autovector ~c de la matriz de vecindadesxxiisatisface

simultáneamente los dos problemas de valores propios mostrados en 3.57.

Debemos mencionar que un campo eléctrico externo, incorpora en el Hamiltoniano un

término dependiente de las coordenadas espaciales ν = {x, y, z} y que los correspondientes

operadores ν̂ no conmutan con el operador de vecindades ∆(1); por lo que no existe un vector

propio común. El impedimento anterior tendrá como consecuencia que la solución al problema

(4.15) con s = 0, no servirá para encontrar la solución del problema (4.16) con s 6= 0, como

valor de la enerǵıa atómica.

Por simplicidad se va a mostrar el problema de un campo externo sobre un nanocono o un

nanodisco tomando ε2p = 0xxiii. Al no considerar traslape entre orbitales vecinos, i.e. s = 0

la representación del problema de valores propios seŕıa[
t∆(1) + eFνR

0
ν

]
~C0 = ε0 ~C0 , (4.15)

mientras que al considerar el traslape, i.e. s 6= 0, se tendŕıa[
(t∆(1) + eFνR

0
ν) + s

eFν
2

(R0
ν∆(1) + ∆(1)R0

ν) + s2 ∆(1)2

4

]
~Cs = εs(∆0 + s∆1)~Cs . (4.16)

Si el problema (4.16) tuviera solo términos lineales, en lugar de términos de segundo orden

en ∆(1) y ν̂, seŕıa posible encontrar una solución basada en (4.15). Si se incorporara ~C0 en

(4.16) y se utilizaran sus propiedades algebraicas [definidas por (4.15)] apareceŕıan nuevos

términos de orden superior, que complicaŕıan el problema. Aun cuando se puede intentar

xxii∆(1)~c = λ~c.
xxiiiEn el problema con s = 0, el resultado final solo inclúıa una constante aditiva en el espectro de enerǵıas.

Sin embargo, al considerar s 6= 0 el nuevo espectro se encuentra utilizando (3.19). En caso de incorporar el
campo, se debe esperar un cambio no trivial debido al valor de ε2p.
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una solución perturbativa, en términos de (4.15), se optará por resolver directamente (4.16);

pero se tendrá en cuenta que la carga eléctrica predicha dependerá del valor utilizado para la

integral de traslape.

Sin importar el método utilizado, se debe respetar la conservación de la carga. Dado que

el sistema completo es eléctricamente neutro, los errores numéricos del algoritmo utilizado,

darán para la suma de la carga de todos los sitios dará un resultado levemente distinto a cero.

See define el error acumulado del método como

εQ =

∣∣∣∣∣
NC∑
1

Q(~Ri)

∣∣∣∣∣ . (4.17)

En los casos estudiados, discos y cono con más de 5000 átomos, el error fue del orden de

εQ ∼ 10−4e, lo cual establece la cota superior del error absoluto para la carga por sitio

(dentro de los modelos utilizados).

4.5.2. Limitaciones del modelo de electrones independientes

Conviene aclarar que el campo externo ~F es homogéneo y no tiene divergencia,

~∇ · ~F = 0 (4.18)

y será la misma distribución de cargas Q(~R) en la estructura la que producirá un campo

~FQ cuya divergencia se iguale a la densidad de carga. En términos integrales, ella habrá de

satisfacer la Ley de Gauss en torno al ápice o en torno a la base del cono u otro contorno que

encierre carga, i.e. {

∂V

~FQ · d~S =
∑
~R∈V

Q(~R)/ε0 . (4.19)

El modelo utilizado, de electrones no interactuantes, no incluye los efectos debidos al campo

producido por la configuración de cargas actuando sobre si misma, y se debe reconocer que

en tales condiciones los valores de carga mostrados en las tablas 3.5 y 4.2 son mayores (en

valor absoluto) que los que se obtendŕıan si se resolviera formalmente el problema de muchos

cuerposxxiv.
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(a) +|FX |~eX

-0.250 ; 0.0 ; +0.258

(b) +|FY |~eY

-0.261 ; 0.0 ; +0.271

x

y

Figura 4.26: Distribución espacial de la carga eléctrica en un nanodisco de carbono (con 5016 átomos),
en presencia de campo eléctrico externo a lo largo (a) de una dirección zigzag FX = |t|/(lxe) o (b) una
dirección armchair FY = |t|/(lye). El interior de la estructura es homogéneamente neutro y solo en los
borde de tipo zig-zag hay desviaciones de la neutralidad, de acuerdo con el sentido del campo.

4.5.3. Carga en nanodiscos

Se consideran campos paralelos a su superficie, siendo el principal resultado que el disco

ya no es homogeneamente neutro, como lo era en ausencia de campos eléctricos externos [cf.

sección 3.5].

La figura 4.26 muestra la distribución de carga eléctrica para dos direcciones distintas del

campo, elegidas paralelas a sus direcciones cristalográficas principales: zigzag y armchair. En

forma global, el exceso de carga positiva ocurre en dirección del campo externo, mientras que

el exceso de carga negativa ocurre en contra de ella. La distribución de carga resultante es leve-

mente antisimétrica a lo largo de la dirección en que es aplicado el campo, y aproximadamente

se puede establecer la relación

Q(~R⊥ + ~R‖) = −Q(~R⊥ − ~R‖) , (4.20)

donde

~R‖ =

(
~F · ~R
|~F |

)
~F (4.21)

y

~R⊥ = ~R− ~R‖ . (4.22)

xxivEl procedimiento para hacer la corrección requiere considerar la interacción de un electrón con todos los
otros, la cual depende del estado global en que se encuentra el resto del sistema y toma en cuenta expĺıcitamente
la antisimetŕıa de la función de onda. Incluso la versión simplificada del modelo de Hubbard requiere varios
parámetros, entre ellos la enerǵıa de interacción entre electrones de un mismo átomo, que solo son conocidos
aproximadamente.
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(a) +|FX |~eX

-0.257 ; 0.0 ; +0.255

(b) +|FZ |~eZ

-0.237 ; 0.0 ; +0.144

(c) −|FZ |~eZ

-0.139 ; 0.0 ; +0.239

z

x y

Figura 4.27: Distribución espacial de la carga eléctrica en un nanocono de carbono con 1 pentágono
apical y 5005 átomos; en presencia de campo eléctrico (a) lateral, con FX = |t|/(lxe) o paralelo al eje,
en el sentido (b) base → ápice, con FZ = |t|/(lze) o (c) ápice → base.

El exceso de carga ocurre solamente en los bordes de tipo zigzag, sin importar la dirección

cristalográfica a lo largo de la cual es aplicado el campo externo. Es decir, cuando el campo

es paralelo a alguna dirección de tipo zigzag, los bordes diametralmente opuestos son de tipo

armchair y en lugar de presentarse un exceso de carga en ellos, resultarán neutros, mientras

que los bordes de tipo zigzag adyacentes si alojarán cargas eléctricas [cf. figura 4.26.(a)]; en

cambio cuando el campo es paralelo a alguna de las direcciones de tipo armchair, los bordes

diametralmente opuestos que son de tipo zigzag, si tendrán carga eléctrica [cf. figura 4.26.(b)].

En vista de la forma en que se distribuye la carga eléctrica, según cual es la dirección

cristalográfica en que es aplicado el campo externo, se espera un tensor de susceptibilidad

electrica levemente anisotrópico. Considerando campos de la misma magnitud, se encuentra

que es mayor la desviación de la neutralidad eléctrica cuando el campo es a lo largo de una

dirección armchair [nótese que los valores extremos de la carga en el disco, mostrados en

la barra de colores de la figura 4.26.(b) son mayores en valor absoluto que los de la figura

4.26.(a)]

El resto de los átomos del nanodisco (i.e. exceptuando los átomos de los bordes zigzag) son

prácticamente neutros (tienen una pequeña carga eléctrica de magnitud mucho menor que la

de los bordes) en comparación a la carga de los bordes zigzag que es del orden de ±(0.2–0.3)e.

4.5.4. Carga en nanoconos

A diferencia de los casos planos, el vector normal cambia punto a punto, por lo que el

efecto neto del campo en la distribución de carga dependerá del valor medio de su proyección

sobre la superficie. Hay muchas posibilidades para las orientaciones, pero solo se considerarán

los casos de campos normal y paralelo al aje del cono.

En particular, la carga en el ápice del cono cambia de signo dependiendo de si el campo

externo es paralelo o antiparalelo al eje, de acuerdo con las consideraciones electrostáticas
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(a) +|FX |~eX

-0.242 ; 0.0 ; +0.246

(b) +|FZ |~eZ

-0.239 ; 0.0 ; +0.104

(c) −|FZ |~eZ

-0.147 ; 0.0 ; +0.240

z

x y

Figura 4.28: Distribución espacial de la carga eléctrica en un nanocono de carbono con 2 pentágonos
apicales y 5002 átomos; en presencia de campo eléctrico (a) lateral, con FX = |t|/(lxe) o paralelo al
eje en el sentido (b) base → ápice, con FZ = |t|/(lze) o (c) ápice → base.

(a) +|FX |~eX

-0.258 ; 0.0 ; +0.236

(b) +|FZ |~eZ

-0.241 ; 0.0 ; +0.147

(c) −|FZ |~eZ

-0.135 ; 0.0 ; +0.241

z

x y

Figura 4.29: Distribución espacial de la carga eléctrica en un nanocono de carbono con np = 3
pentágonos apicales y NC = 5011 átomos; en presencia de campo eléctrico (a) lateral, con FX =
|t|/(lxe) o paralelo al eje en el sentido (b) base → ápice, con FZ = |t|/(lze) o (c) ápice → base.
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clásicas. Lo que es relevante es que en el ápice se encuentra un valor extremo de carga y que

la región cercana presenta un gradiente de carga que se acerca a la neutralidad en la medida

que los átomos están más alejados del ápice. El tamaño de la zona en que es apreciable la

desviación de la neutralidad, es mucho mayor que solo unos cuantos átomos cercanos al ápice,

y corresponde a un régimen en que la influencia del campo es mayor que la de los defectos en

la red.

Se presenta una única dirección lateral para el campo en todos los sistemas, suponiendo

que la susceptibilidad eléctrica cambia poco al rotar el cono [debido a que el borde del los conos

tiene simetŕıa D6−np , se estima que la susceptibilidad se repite periódicamente al rotar al cono

una cantidad Ωnp = 2π/(6 − np) de radianes, dependiente del número np de disclinaciones].

En caso de campo lateral [cf. figuras 4.27.(a), 4.28.(a) y 4.29.(a)], las principales desviaciones

de la neutralidad eléctrica ocurren en la base del cono y se alojan en los bordes de tipo

zigzag. Al igual que en el caso de nanodiscos, las desviaciones absolutas son del orden del

25 % de la carga fundamental. Sin embargo la carga apical (de magnitud menor a 0.1e) se

mantiene prácticamente igual a la que teńıa en ausencia de campos externos [cf. tabla 3.5

para valores sin campos y la columna +FX de la tabla 4.2 para valores con campo], a pesar

de las considerables variaciones de carga eléctrica en el borde de la estructura.

Para campos eléctricos en la dirección del eje del cono, la carga apical puede variar con-

siderablemente e incluso ser positiva para un campo en dirección ~eZ [cf. figuras 4.27.(b,c),

4.28.(b,c) y 4.29.(b,c)]. Respecto a la carga en los sitios interiores del cono, hay un suave

tendencia hacia la neutralidad al alejarse del ápice, aunque cerca de los bordes zigzag de la

base es más abrupta. La carga en la base del cono se distribuye sin romper la simetŕıa D6−np

del arreglo de átomos del borde. En el mejor de los casos, el campo levanta la degenerancia

del nivel de Fermi, y entonces la expresión para la carga eléctrica mantiene la misma simetŕıa

del Hamiltoniano [cf. sección 3.5.4].

Respecto al sentido del ampo axial, solo en forma aproximada se invierte la carga eléctrica

de los sitios cuando se invierte el campo, i.e.

Q(~R,−Fz~ez) ≈ −Q(~R,+Fz~ez) . (4.23)

Las situaciones mostradas para dos sentidos opuestos de campo, ±FZ , en las figuras 4.27–

4.29(b,c), parecen indicar que hay un cambio de signo en la carga de los sitios [cf. valores

extremos de la carga en la barra de colores de tales figuras]. Solo en forma aproximada

habrá inversión de la carga, i.e.

mı́n
1<i<NC

{
Q(~Ri,±Fz~ez)

}
≈ − máx

1<i<NC

{
Q(~Ri,∓Fz~ez)

}
. (4.24)
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(a) np = 1, NC = 5005

Q/e

sitio +FX +FZ −FZ
1 -0.072 +0.137 -0.139
2 +0.014 +0.079 -0.059
3 -0.006 +0.093 -0.070

min -0.257 -0.237 -0.139
max +0.255 +0.144 +0.239

(b) np = 2, NC = 5002

Q/e

sitio +FX +FZ −FZ
1 -0.049 +0.099 -0.140
2 -0.070 +0.095 -0.147
3 -0.070 +0.104 -0.134

min -0.242 -0.239 -0.147
max +0.246 +0.104 +0.240

(c) np = 3, NC = 5011

Q/e

sitio +FX +FZ −FZ
1 +0.031 +0.066 -0.016
2 -0.089 +0.147 -0.135
3 -0.084 +0.131 -0.123

min -0.259 -0.241 -0.135
max +0.236 +0.147 +0.241

Cuadro 4.2: Carga neta por sitio (en unidades de la carga fundamenteal e), cuando el sistema se
encuentra en su estado base (T = 0◦K). Los sitios apicales 1,2,3, están definidos de manera gráfica en
la figura 3.6. Se indican los valores extremos (max, min) de carga en el cono, que dependiendo de la
dirección del campo ocurren en el borde basal o en alguno de los defectos apicales. El valor de la carga
en ausencia de campos está resumida en la tabla 3.5. Parámetros geométricos: (a) np = 1, NC = 5005,
(b) np = 2, NC = 5002, (c) np = 3, NC = 5011.

4.5.5. Susceptibilidad eléctrica

Una distribución espacial de cargas eléctricas tiene asociado un momento dipolarxxv

~P (~r) =

NC∑
i=1

(~Ri − ~r)Q(~Ri) (4.25)

el cual es independiente de las coordenadas de observación ~r, siempre que la carga neta de la

distribución sea igual a cero.

Nanodiscos y nanoconos, electricamente neutros, se polarizan en la misma dirección en que

es aplicado el campo externo, a pesar de lo irregular del borde. La susceptibilidad a polarizarse

en presencia de un campo se puede estimar como una función polinomial en las componentes

del campo, donde los coeficientes de los términos de grado k−ésimo son conocidos como las

componentes del tensor de susceptibilidad de orden k. Utilizando la convensión de Einstein

para la sumatoria sobre ı́ndices repetidos, el polinomio seŕıa

Pη(~F ) = P0η + χ(1)µ
η Fµ + χ(2)µν

η FµFν + χ(3)µνκ
η FµFνFκ + χ(4)µνκλ

η FµFνFκFλ + · · · (4.26)

A diferencia de los nanodiscos, los nanoconos tienen polarización intŕınseca, por lo que en

xxvEn la sección 3.5.6 se utilizó el simbolo µe‖ para referirse a la polarización a lo largo del eje del nanocono
(la cual es distinta a cero en ausencia de campo). A continuación se utilizará el simbolo Pη para referirse a la
componente η ∈ {x, y, z}. El sḿbolo µ, junto a otras letras griegas, se utilizará como ı́ndice tensorial.
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su caso se debe incluir un término P0z 6= 0. Usualmente cuando los campos son pequeños,

bastaŕıa con el tensor χ(1) de rango 2 para aproximar la susceptibilidad; sin embargo si el

sistema carece de simetŕıa de inversión, se debeŕıa incorporar por lo menos al tensor χ(2)

de rango 3 ponderando términos de orden cuadrático en el campo. Los términos de orden

superior se incorporan cuando se intenta abarcar varios órdenes de magnitud ya que se espera

que la respuesta sea no lineal.

Cuando la amplitud del término de enerǵıa potencial eléctrica |Uext| se hace comparable a

|t|, el efecto del campo es enorme, cambia el espectro de enerǵıas y entonces la aproximación

polinomial solo resulta confiable dentro de un pequeño rango, aun cuando el número de

parámetros sea alto. En el caso del disco solo interesan dim=2 componentes, mientras que en

los conos son dim=3. El número de datos necesarios para ajustar las componentes de χ(n) crece

como dimn, donde n es el orden de la expansión polinomial; e.g. para nanodiscos, la expresión

(4.26) requiere que el número de parámetros (sin contar a ~P0) sea 2× (2 + 22 + 23 + 24) = 60,

mientras que para nanoconos es 3× (3 + 32 + 33 + 34) = 360.

Se puede disminuir el número de incógitas por despejar, sabiendo cuales componentes

son idénticas entre śı [e.g. χ
(3)xyx
z = χ

(3)yxx
z ] y suponiendo la ausencia de respuesta para las

componentes de la polarización que sean normales al campo [e.g. χ
(1)y
x = 0]. Aún aśı el número

de incógnitas sigue siendo elevado como para encontrar a todas las que requiere (4.26), por lo

que en su lugar solo se presentarán las componentes más representativas, que en el caso del

nanodisco serán a lo largo de las ĺıneas zigzag y armchair, mientras que para nanoconos serán

a lo largo del eje.

No conocemos una expresión anaĺıtica para la susceptibilidad, aunque śı hay datos (numéri-

cos) de la polarización versus campo Pk = ~P (~Fk), por lo que se estimará la susceptibilidad,

dentro del rango de magnitud de los campos Fk utilizados para construir al modelo

Fµ ∈ {0,±10−4,±10−3,±10−2,±10−1,±1} × |t|/(lµe)

en resumen, las componentes seŕıan

para nanodiscos:

χ
(1)x
x = +5.1 · 104 e

2acclx
|t|

; χ
(1)y
y = +5.6 · 104 e

2accly
|t|

;

χ
(3)xxx
x = −4.5 · 106 e

4accl
3
x

|t|3
; χ

(3)yyy
y = −4.9 · 106

e4accl
3
y

|t|3
;

χ
(5)xxxxx
x = +4.5 · 106 e

6accl
5
x

|t|5
; χ

(3)yyyyy
y = +4.9 · 106

e6accl
5
y

|t|5
;

(4.27)
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para nanoconos con 1 pentágono:

P0z = −12 eacc; χ
(1)z
z = 2.8 · 102 e

2acclz
|t|

χ
(2)zz
z = 3 · 101 e

3accl
2
z

|t|2
; χ

(3)zzz
z = 3 · 102 e

4accl
3
z

|t|3
(4.28)

para nanoconos con 2 pentágonos:

P0z = −24 eacc; χ
(1)z
z = 6.6 · 102 e

2acclz
|t|

χ
(2)zz
z = 6 · 101 e

3accl
2
z

|t|2
; χ

(3)zzz
z = 2 · 102 e

4accl
3
z

|t|3
(4.29)

para nanoconos con 3 pentágonos:

P0z = −75 eacc; χ
(1)z
z = 4.7 · 102 e

2acclz
|t|

χ
(2)zz
z = 1 · 102 e

3accl
2
z

|t|2
; χ

(3)zzz
z = 7 · 102 e

4accl
3
z

|t|3
(4.30)

En el caso de los nanodiscos solo están involucradas potencias impares, debido a que

este posee simetŕıa especular tanto para las direcciones zigzag como armchair; es decir, una

inversión en el campo impplica una inversión de la polarización Px(−Fx) = −Px(Fx). Para que

las funciones Px(Fx) y Py(Fy) sean impares en sus argumentos, se requiriere que solo hayan

potencias impares de estos en la aproximación polinomial. Que las componentes tensoriales de

la susceptibilidad para la dirección armchair sean mayores que para la dirección zigzag [nótese

que en (4.27) χ
(n)xn

x < χ
(n)yn

y , para n = {1, 3, 5}.] está en concordancia con la distribución de

carga en los bordes del disco que son diametralmente opuestos en la dirección del campo [cf.

figura 4.26].

En el caso de los nanoconos, un campo axial tiene un efecto asimétrico en la polarización

Pz(−Fz) 6= −Pz(Fz), involucrando potencias pares e impares en la aproximación polinomial de

la susceptibilidad axial [cf. (4.28), (4.29), (4.30)]. El término debido a la polarización intŕınseca

del cono P0z, fuera de ser negativo, es mayor mientras más agudo es el cono, no solo porque hay

más defectos pentagonales (con carga negativa) sino porque además hay una mayor distancia

a la base, que es donde se acumulan las cargas de signo opuesto. Las componentes tensoriales

de χ
(1)
z , χ

(2)
z y χ

(3)
z resultan tener un tamaño mucho menor en conos con campo axial que en

discos con campo lateral. A diferencia de los discos que solo acumulan carga en los bordes

zigzag, en los conos se puede además acumular carga eléctrica en la región cercana al ápice

alcanzando un menor grado de polarización que si ésta se encontrara concentrada en unos

pocos átomos en los defectos apicales y en el borde basal.



120



Conclusiones

Se describieron los estados electrónicos y algunos observables f́ısicos de nanodiscos y

nanoconos de carbono de pared simple dentro del formalismo de enlace fuerte y considerando

solo un orbital por sitio. La simplicidad del modelo, con dos parámetros fenomenológicos,

permite estudiar estructuras con más de 5000 átomos, obteniendo el espectro de enerǵıas de

las bandas más cercanas a la enerǵıa de Fermi. Se hizo una corrección a los operadores de

posición, tomando en cuenta que los orbitales átomicos con traslape entre sitios vecinos, no

son adecuados para satisfacer las propiedades algebraicas que se exigen a una base de posi-

ción discreta, particularmente porque los orbitales vecinos no son ortogonales entre śı. En

el proceso se modificó la forma de representar la amplitud de probabilidad, a partir de los

coeficientes en la expansión de la función de onda. Los operadores que se obtuvieron, dan

cuenta del efecto del traslape entre orbitales vecinos por medio de una corrección de orden

lineal en el valor s 6= 0 de la integral de traslape. El Hamiltoniano, en ausencia de campos,

tiene los mismos vectores propios sin importar que haya o no traslape, cambiando solamente

el factor de normalización. Lo anterior permitió conocer como se modifican todos los niveles

de enerǵıa y encontrar anaĺıticamente como se mueven en enerǵıa los hitos más importantes

del espectro (e.g. valor de las enerǵıas mı́nima y máxima, singularidades de Van Hove y nivel

de Fermi) cuando se considera el traslape.

La densidad de estados queda definida a partir del espectro de enerǵıas y en escencia es una

función discreta. Al incorporar un factor de ensanchamiento, que representa la incertidumbre

en enerǵıa de los estados, se consigue un espectro de tipo pseudocontinuo, que será más suave

en la medida que el sistema sea más grande. Al observar la DOS de distintos sistemas con un

número mayor de átomos, hasta 5 mil, se encuentra que la DOS de nanoconos y nanodiscos

se torna similar a la predicha anaĺıticamente para el grafeno, hallándose una concordancia

asintótica de nuestros resultados numéricos con el ĺımite esperado para los hitos más repre-

sentativos del espectro. Cuando se considera que la integral de traslape es distinta a cero,

desaparece la simetŕıa electrón–hueco, angostándose la banda de valencia y ensanchándose la

banda de conducción; dado que ambas bandas contienen el mismo número de estados, aumen-

ta la DOS de la banda de valencia y disminuye la de la banda de conducción. El resultado

anterior condujo una descripción anaĺıtica de la variación de la DOS, en términos del valor
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que se considere para la integral de traslape, la cual además explica porque el cambio en la

DOS es más importante en los extremos del espectro mientras que es casi imperceptible cerca

del nivel de Fermi.

El nivel de Fermi se encuentra levemente desplazado del centro del espectro. En sistemas

con pocos átomos (NC ≈ 250) se puede apreciar su verdadera posición y no se encuentran

estados cuya enerǵıa sea exactamente ε2p; mientras que al aumentar el número de átomos, se

tenderá por abajo al ĺımite εF → ε2p. Cuando el sistema tiene más de 5000 átomos, la diferencia

es menor que la millonésima parte (del valor absoluto) de la integral de transferencia, i.e.

0 < ε2p − εF . |t|/106, muchisimo menor que el valor de la incertidumbre de los niveles

(Γ = |t|/50).

Para enerǵıas cercanas al nivel de Fermi, incluyéndolo, aparecen estados de borde, los que

consisten en estados electrónicos que concentran casi la totalidad de su amplitud de proba-

bilidad en los átomos más externos de las terminaciones de tipo zigzag. El correspondiente

peak en la DOS para el nivel de Fermi es más importante en la medida que la relación entre el

peŕımetro y el área del sistema es grande. En caso que el sistema fuese de tamaño mesoscópico,

i.e. de diámetro micrométrico y con millones de átomos, la altura del peak en la enerǵıa de

Fermi seŕıa despreciable y se encontraŕıa un carácter semimetálico como el visto en grafeno.

La altura de dicho peak, respecto al resto del espectro, depende del número de disclinaciones

hechas al construir el cono, ya que aunque el número de átomos sea casi el mismo el peŕımetro

disminuye con las disclinaciones. Se encontraron relaciones matemáticas simples para la altura

del peak en el nivel de Fermi, en términos del número de disclinaciones cuando los sistemas

poseen el mismo número de átomos, las que son adecuadas para comparar entre distintos tipos

de conos.

La densidad local de estados electrónicos fue calculada en forma numérica, incluyendo un

parámetro fenomenológico para la incertidumbre energética de los estados. Tanto en discos

como en conos, se encontraron patrones espaciales que emulaban simetŕıa de rotación continua

para los estados energéticos de mı́nima y máxima enerǵıa del espectro; mientras que para el

resto de las enerǵıas, la LDOS muestra en forma más expĺıcita su simetŕıa de tipo diedral. Para

enerǵıas cercanas a las singularidades de Van Hove se presenta un patrón de surcos, donde la

LDOS alcanza sus máximos valores, los cuales siguen a las direcciones zigzag interiores. En el

caso de los discos estas atraviesan diametralmente a la estructura en ĺıneas rectas, mientras

que en los conos describen parábolas en el espacio.

Se encontró que la enerǵıa en que ocurre el principal peak de absorción aumenta leve-

mente cuando se considera que la integral de traslape es distinta de cero, y su corrimiento

se puede calcular anaĺıticamente. El coeficiente de absorción de nanodiscos es casi idéntico al

del grafeno, acercándose más en la medida que el sistema tenga más átomos. Se obtuvo una

regla de transición para nanoconos, en la que las transiciones de baja enerǵıa son suprimidas

cuando la polarización de la radiación electromagnética es paralela al eje de la estructura,
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la cual es debida a que los estados cercanos al nivel de Fermi se localizan en el borde de la

estructura. En forma semiclásica se explicó la dependencia del valor medio del coeficiente de

absorción respecto a la abertura del cono para las posibles polarizaciones eléctricas de la onda

y entre otras cosas se implica que el coeficiente de absorción para radiación polarizada a lo

largo del eje del cono va haciéndose más importante cuando el cono es más agudo, mientras

que para polarización perpendicular al eje la absorción es mayor cuando la abertura angular

es grande.

La distribución de carga en la estructura fue calculada suponiendo ocupación hasta el nivel

de Fermi. En general habrá un llenado parcial del nivel de Fermi y si se hace una descripción

real de las funciones de onda, se encuentra una ruptura en la simetŕıa de la distribución

de carga. La representación compleja de los estados es simétrica, pero cuando se utiliza una

representación real se pierde la simetŕıa diedral y entre otras cosas también se pierde la simetŕıa

en la densidad de probabilidad espacial de los estados individuales dentro de los subespacios

de degeneración energética, particularmente la del nivel de Fermi que puede quedar semilleno.

Se demostró que lo anterior afecta a la simetŕıa de la distribución de carga solo en el borde

de la estructura y que en el resto del cono la distribución de carga posee la misma simetŕıa

que la del arreglo de átomos. Se encontró que los nanodiscos son homogéneamente neutros,

mientras que los nanoconos poseen un exceso de carga negativa en los defectos pentagonales

de su ápice y carga positiva en la base, justamente en los bordes zigzag. Se encontró un orden

de magnitud para la carga en los defectos, el cual se acerca a los valores calculados en forma

numérica, considerando en su estimación que en los defectos pentagonales convergen las ondas

que se propagan por la red hexagonal del manto del cono. Se demostró que, en ausencia de

campos externos, los valores calculados de la LDOS son independientes de que el modelo

considere o no el traslape entre orbitales vecinos y que por ende la carga eléctrica por sitio

también será la misma.

En presencia de campo eléctrico externo, disminuye el número de elementos de simetŕıa

de los sistemas, reduciéndose a solo un plano especular en las condiciones más favorables de

orientación respecto a la dirección cristalográfica de los ejes zigzag /armchair de la estructura.

Debe notarse que la importancia de un campo externo fijo, es mayor dependiendo del tamaño

de las estructuras ya que el término de enerǵıa potencial eléctrica depende de las coordenadas

espaciales y alcanza valores más grandes para un mismo campo mientras más extenso sea el

diámetro de este. El orden de magnitud de la enerǵıa electrostática se encuentra haciendo

el producto del campo por la carga fundamental y el diámetro del cono (en la dirección del

campo), |Uext| = e ~F · ~lF . Si el valor es comparable a la integral de transferencia los efectos

eléctricos se harán considerables.

En general aumenta el ancho del espectro de enerǵıas en una cantidad que es levemente

menor que |Uext|. La DOS en el centro del espectro se va haciendo cada vez más alta con

el campo y llega a superar en magnitud al peak debido a los estados de borde (haciéndolo
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desaparecer). Las singularidades de Van Hove se pierden, en el sentido que dejan de ser agudas

y se convierten en máximos suaves y cada vez más anchos. En forma global el espectro se

suaviza.

La elección del punto del espacio en que se asigna un potencial eléctrico igual a cero es

arbitraria, aunque vale la pena decir que su elección podŕıa hacerse en el centro de gravedad

del sistema tanto para discos como para conos; ya que el promedio, sobre todos los estados,

de los valores de espectación del potencial eléctrico equivale al producto punto del campo

eléctrico por el vector posición del centro de masa (y multiplicado por la carga fundamental),

〈〈Uext〉〉 = e ~F · ~rcg.

El efecto del campo sobre la LDOS es notable como función de la enerǵıa considerada. En

el caso de los estados en los extremos del espectro, la LDOS es un solo lóbulo, cuya posición

media esta desplazada en tal forma que el valor medio del operador de enerǵıa potencial

electrostática es negativo para los estados de menor enerǵıa y positivos para los estados de

mayor enerǵıa. Para enerǵıas en torno al nivel de Fermi, la LDOS se convierte en dos lóbulos

simétricos, donde la ĺınea nodal pertenece a la superficie isopotencial que contiene al centro de

gravedad del cono. Para enerǵıas cercanas a las singularidades de Van Hove, la LDOS consiste

en una franja que ocupa el espacio donde ocurriŕıa la linea nodal de la LDOS del nivel de Fermi,

y con un leve corrimiento en contra de la dirección en que se encuentra el lóbulo de la LDOS

del nivel del extremo del espectro más cercano a él. La observación anterior es coherente con

el hecho que todos los estados energéticos son ortogonales entre śı y que entonces la LDOS de

distintos hitos del espectro se espera distribuida de tal forma que entre ellas tengan el mı́nimo

traslape. A diferencia del centro de los discos, en los cono está presente un ápice que rompe

la regularidad de la red hexagonal, el cual juega un papel de nodo o antinodo de la LDOS y

que depende tanto del número de defectos pentagonales como de la enerǵıa considerada. En

términos simples, la condición de máxima interferencia ocurrirá cuando la longitud de onda

de los estados estacionarios sea comparable con el tamaño de la región en que se encuentran

los defectos (pentágonos) de la red (que es hexagonal). En el caso de los estados del extremo

del espectro, la longitud de onda es la máxima posible y para las ondas el pequeño ápice pasa

desapercibido, observandose que la LDOS es similar a la de los discos; en cambio para el resto

de los estados (cuya longitud de onda más corta, podŕıa compararse al tamaño del ápice), se

observara que hay algún grado de interferencia (constructiva/antinodo o destructiva/nodo)

en la pequeña región donde se encuentran los defectos y que en el caso de los discos no ocurre.

Respecto a la distribución de carga, esta alcanza sus valores extremos en los bordes del

cono, según lo que se esperaŕıa en forma clásica; salvo por que hay una preferencia por los

bordes zigzag para alojar al exceso de cargas, mientras que los bordes armchair se mantienen

neutros para campos de intensidad moderada, sin importar la dirección que tiene el campo

respecto a los ejes cristalográficos. En el caso de los disco, la distribución era homogénea-

mente neutra en ausencia de campo, pero esta situación cambia precisamente con el campo
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externo aplicado. En el caso de los conos, cuando el campo es lateral, hay pocos cambios en

la distribución de carga en el interior de la estructura, i.e. la carga apical es casi la misma

que en ausencia de campos y el resto de la superficie sigue siendo neutra; solamente en los

bordes de tipo zigzag se encuentra redistribución de carga, con signo en concordancia con la

orientación del campo. Cuando el campo es axial al cono, hay una redistribución de carga que

forma un gradiente más bien continuo a lo largo de la estructura mostrando que el efecto del

campo no esta relacionado solo con la presencia de defectos o con el borde, sino que es global,

llegando a cambiar significativamente su valor. Al menos desde el punto de vista clásico las

observaciones anteriores son coherentes con la geometŕıa del sistema y la dirección del campo

aplicado.

La susceptibilidad del cono a polarizarse en presencia de campo externo fue estimada con-

siderando que la enerǵıa electrostática fuese menor que el valor de la integral de transferencia,

0 ≤ |Uext| ≤ |t|, haciéndose necesario recurrir a órdenes mayores al lineal para describir a

las componentes tensoriales de la susceptibilidad. Los resultados numéricos concordaron en

la paridad de los términos presentes en la expansión polinomial de la susceptibilidad, la cual

es impuesta por los elementos de simetŕıa del Hamiltoniano del cono en presencia del campo

eléctrico. En el caso de los discos, solo están involucrados términos impares, mientras que en

los conos el sistema es asimétrico a lo largo de su eje, apareciendo términos pares y positivos

lo que significa que a pesar de tener una polarización intŕınseca orientada desde el ápice hacia

su base, los mayores cambios en la polarización ocurrirán cuando el campo apunte en sentido

de la base hacia el ápice. Se pueden encontrar las componentes del tensor de susceptibilidad

eléctrica, siempre que se disponga de los valores de polarización para distintas direcciones y

magnitudes del campo externo. En forma numérica, se encuentra que el tensor es anisotrópico,

y que además no basta con las componentes de rango menor o igual a 2 para ajustar de man-

era confiable un conjunto de datos de polarizaciones versus campos. Sin embargo en todos los

ajustes se encontró que las componentes del tensor, para discos, en las direcciones armchair

son levemente mayores que en las zigzag, mientras que para conos la susceptibilidad axial es

mayor mientras más agudo sea el cono.

Una conclusión a la que se llega después de observar los espectros de absorción es que

el efecto del campo es mayor sobre los estados que están más cerca del nivel de Fermi; lo

cual tiene razón de ser en que el término electrostático es comparable a la enerǵıa total de

los estado en el rango εF ± |t| (en los casos considerados, el espectro abarca un rango entre

−2|t| y +5|t| aproximadamente, mientras que el término electrostático se consideró del orden

de |t|). En particular habrá un peak a bajas enerǵıas y a continuación una disminución en la

absorción, la cual abarca un rango del mismo orden de magnitud que el término electrostático.

Se encontró que la densidad de estados conjunta, por si sola, no era representativa de los

cambios en los espectros de absorción en presencia de campo, es decir, las reglas de transición

deben involucrar al valor medio de la posición de los estados inicial/final y la polarización
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de la onda electromagnética (además de la diferencia de enerǵıa y la JDOS). Vale la pena

mencionar que en ausencia de campos, las posiciones medias de la gran mayoŕıa de los estados

ocurren en el centro de masa, pero en presencia de un campo externo ellas se desplazan en

dirección del campo o en contra del campo según de que estado se trate. Para explicar los

cambios que aparecen en el espectro de absorción, peaks y valles, debidos a campos externos,

se investigó en que condiciones la probabilidad de transición entre estados alcanza su máximo

y mı́nimo valor respectivamente, aunque para ello solo se hizo un análisis visual del gráfico

de dispersión de la posición media (en realidad de enerǵıa electrostática) versus enerǵıa de

cada uno de los estados. Solo se pudieron estimar en forma gruesa las enerǵıas en que deb́ıan

aparecer los nuevos hitos del espectro de absorción, ya que la información necesaria para hacer

la estimación (i.e. los rangos en que se satisfacen las condiciones exigidas por las reglas de

transición involucradas para observar incremento o disminución de la absorción), proviene de

un gráfico de dispersión en el cual el ĺımite de los rangos es difuso.
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Apéndice B

Nivel de Fermi Semilleno a T = 0◦

Cuando el sistema posee un número impar de orbitales π, ocurre un llenado parcial del

nivel de Fermi cuando el sistema se encuentra en su estado base a T = 0◦K. La asignación del

estado 1 < . . . < (j = nF ) < . . . < NC que es el nivel de Fermi considera la paridad de NC ,

nF =

{
NC/2 , NC es par

(NC + 1)/2 , NC es impar .
(B.1)

Para tomar en cuenta esto al calcular propiedades globales del sistema (absorción electro-

magnética, distribución local de carga eléctrica y densidad de corriente), conviene incluir un

factor correctivo

gNC (i) =


2; (i < NF) ∨ (i = NF ∧mod2(NC) = 0)

1; (i = NF) ∧mod2(NC) = 1

0; en otro caso.

, (B.2)

e incluirlo en la expresión para el coeficiente de absorción, en la forma

α~ε(~ω) =
1

~ω

NF∑
i=1

gNC (i)

NC∑
j=NF+1

∣∣〈Ψi |~ε · ~p |Ψj
〉∣∣2 δΓ

(
εj − εi − ~ω

)
. (B.3)

Una alternativa al proceso anterior es seguir utilizando la expresión (3.9), pero restándole la

cantidad

1/2

~ω

NC∑
j=NF+1

∣∣〈ΨnF |~ε · ~p |Ψj
〉∣∣2 δΓ

(
εj − εnF − ~ω

)
(B.4)

cuando NC es impar.

En el caso de la LDOC, ya no es aplicable la forma simple (3.14) para el nivel de Fermi
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semilleno y en su lugar es mejor utilizar una expresión menos compacta

LDOC(~Ri) = e

1− 2

nF∑
j=1

|〈π0
i |Ψj〉|2 + γ|〈π0

i |ΨnF 〉|2
 , (B.5)

donde γ = 0 para NC par y γ = 1 para NC impar.



Apéndice C

Programas

Se escribieron alrededor de 300 KB de códigoi y se generaron alrededor de 42 GB de in-

formación. Dentro del directorio raiz, se crearon las carpetas

algoritmos/

datos/

Las funciones y los procedimientos (scripts) se guardaron en algoritmos dentro de 9

subdirectorios (6 librerias y 3 de scripts clientes), mientras que la información de conectividad,

coordenadas espaciales, matricesii, espectro de enerǵıas y de vectores propios, densidad de

estados total y local, espectro de absorción y carga eléctrica por sitio fué almacenada en

datos dentro de 8 subdirectorios.

Se identificaron 3 cuellos de botella especialmente relevantes cuando se ejecutaban los

algoritmos para conos con 5000 átomos:

diagonalización del Hamiltoniano,

espectro de absorción electromagnética y

distribución de carga por sitio a T = 0◦K.

Se disminuyó su impacto guardando los datos, para reutilizarlos en caso que volvieran a ser

requeridos y no volver a calcularlos, por lo que fue necesario crear rutinas que automatizaran

la creación del nombre de los archivos, su escritura en el subdirectorio adecuado y la búsqueda

de la información.

iEn lenguaje interpretable por octave, matlab y scilab.
iiLos términos del Hamiltoniano en las bases π y π0
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Contenido de las librerias de programas:

logDis

D1__________n5_Nacc.m

distOrig____n1n2.m

Gacc________Nacc.m

invT2.m

invT3.m

k0n1n2m0____n5_Nacc.m

k0n1n2_SD___Nacc.m

k123_k0_____relax2______Nacc.m

k123_k0_____relax3______Nacc.m

k123_relajacion.m

k1k2k3_k0___n5_Nacc.m

kSD_nSD_____Nacc.m

n1n2m0______N1N2.m

N1N2________n1n2m0.m

NC_KC_______n5_Nacc.m

numvecInt___n1_n2_Nacc.m

VV1VV2VV3___N1N2.m

geoEsp

bisector.m

lxlylz______.m

RhoPhyTheta_n5RhoPhy.m

RhoPhy______XY.m

rH_zH_______rC__rCmin_rCmax_a_l0_z0.m

X0_Y0_Z0____xyz.m

XY_rigido___n5_Nacc.m

XYZinvZminZ_XYZ.m

xyz__relajacion.m

XYZ_________RhoPhyTheta.m

z0_b________l0_a_rCmin_rCmax.m

algQua/

E_C_________dUxyz.m

EE_Ue_V1_med____dUxyz.m

H_S_________dUxyz.m

Xs_Ys_Zs____.m

figExp

iso_X.m

iso_Z.m

LDOC_VESTA.m

LDOS_VESTA.m

MATLAB_xyzw_VESTA.m

mean__EE_Uext_V1.m

reutilizador_alfaXY_Fxy_0_5016.m

reutilizador_alfaXY_Fxy_1_5005.m

reutilizador_alfaXY_Fxy_2_5002.m

reutilizador_alfaXY_Fxy_3_5011.m

stack1x4__meanUe.m

stack2x2__meanUeD1.m

stack2x3__meanUeD1.m

stack2x3__meanUe.m

stackALFA4x3.m

stack_DOS1x4_LDOS3x4.m

stackDOS2x4.m

stackDOS_dUxyz.m

textIndex.m

zoom005t_alfaI_FJ.m

dat IO/

E_C_________dUxyz__IO.m

E_DOS_______dUxyz__IO.m

EEalfaXYZ___dUxyz__IO.m

lxlylz______IO.m

XsYsZs______IO.m

XYZ_LDOS____EE_dUxyz__IO.m

XYZ_LEC_____dUxyz_IO.m

xyz__relajacion__IO.m

obsFis

E_DOS_______dUxyz.m

EEalfaXYZ___dUxyz.m

F___________dUxyz.m

XYZ_LDOS____EE_dUxyz.m

XYZ_LEC_____dUxyz.m
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El código para generar las componentes tensoriales de rango 2 y 3 de la susceptibilidad en
conos.

orden=input(’orden hasta [chi1/chi2] : ’,’s’);

np = input(’np = ’);

%% resolver el problema lineal con minimizacion cuadratica del error

% dPx = Px -P0x ; dPy = Py -P0y ; dPz = Pz -P0z ;

%

% dPx(k) = [Fx(k) Fy(k) Fz(k)]*[chi1x.x chi1x.y chi1x.z].’

% dPy(k) = [Fx(k) Fy(k) Fz(k)]*[chi1y.x chi1y.y chi1y.z].’

% dPz(k) = [Fx(k) Fy(k) Fz(k)]*[chi1y.x chi1y.y chi1y.z].’

%

% si k>3, entonces la solucion

% dP = F*chi;

% se encuentra con minimos cuadrados del error, usando:

% chi = inv(F.’*F)*(F.’*dP)

% donde size(F)==[8,3];

%% alternativamente, incluir a chi2

%

% dPx = [Fx Fy Fz, Fx^2 Fy^2 Fz^2, 2*Fx*Fy 2*Fy*Fz 2*Fz*Fx]*chiX;

% dPy = [Fx Fy Fz, Fx^2 Fy^2 Fz^2, 2*Fx*Fy 2*Fy*Fz 2*Fz*Fx]*chiY;

% dPz = [Fx Fy Fz, Fx^2 Fy^2 Fz^2, 2*Fx*Fy 2*Fy*Fz 2*Fz*Fx]*chiZ;

%

% chiX=[chi1_x.x chi1_x.y chi1_x.z , chi2_x.xx chi2_x.yy chi2_x.zz , chi2_x.xy chi2_x.yz chi2_x.zx].’;

% chiY=[chi1_y.x chi1_y.y chi1_y.z , chi2_y.xx chi2_y.yy chi2_y.zz , chi2_y.xy chi2_y.yz chi2_y.zx].’;

% chiZ=[chi1_z.x chi1_z.y chi1_z.z , chi2_z.xx chi2_z.yy chi2_z.zz , chi2_z.xy chi2_z.yz chi2_z.zx].’;

%

% si k>9, entonces la solucion se obtiene con el mismo procedimiento que en

% el caso k>3, solo que ahora size(F)==[26,9];

%% crear todas las posibilidades

[Fx Fy Fz]=ndgrid([-0.1 0 +0.1]);

% en dos arreglos tipo columna y exceptuando al Fx=0=Fy

Fx=Fx([1:13,15:27]).’;

Fy=Fy([1:13,15:27]).’;

Fz=Fz([1:13,15:27]).’;

switch orden

case ’chi1’

F = [Fx Fy Fz];

case ’chi2’

F = [Fx Fy Fz , Fx.^2 Fy.^2 Fz.^2 , 2*Fx.*Fy 2*Fy.*Fz 2*Fz.*Fx];

otherwise

error(’No consideramos otros casos’)

end%switch
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%% momentos dipolares

% en ausencia de campos:

[X,Y,Z,LEC00] =LDOC_VESTA(np,[ 0 0 0 ]);

P0x=LEC00.’*X;

P0y=LEC00.’*Y;

P0z=LEC00.’*Z;

% en presencia de campos hay que declarar los arreglos Px,Py

Px=zeros(26,1);

Py=zeros(26,1);

Pz=zeros(26,1);

% invocar todas las posibilidades

for k=1:26

[~,~,~,LEC] =LDOC_VESTA(np,[Fx(k),Fy(k),Fz(k)]);

Px(k)=LEC.’*X;

Py(k)=LEC.’*Y;

Pz(k)=LEC.’*Z;

end

%% resolver el sistema sobreespecificado dP=F*chi

chi_x = (F.’*F)\(F.’*(Px-P0x));

chi_y = (F.’*F)\(F.’*(Py-P0y));

chi_z = (F.’*F)\(F.’*(Pz-P0z));

%% aunque no es necesario, el error absoluto es

Ex = Px - (P0x+F*chi_x);

Ey = Py - (P0y+F*chi_y);

Ez = Pz - (P0z+F*chi_z);

%% los Fx,Fy,Fz tienen unidades

lx = max(X)-min(X);

ly = max(Y)-min(Y);

lz = max(Z)-min(Z);

t=-1;

e=+1;

F0X = abs(t)/(lx*e);

F0Y = abs(t)/(ly*e);

F0Z = abs(t)/(lz*e);

%% aclaraci\’on para \latex: "chi2_x.xy" <-> $\chi_x^{(2)xy}$

% donde $p_\eta-p_{0\eta}= \chi_\eta^{(1)\mu}F_\mu + \chi_\eta^{(2)\mu\nu}F_\muF\nu$
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%chi1_x:

chi1_x.x = chi_x(1)/F0X;

chi1_x.y = chi_x(2)/F0Y;

chi1_x.z = chi_x(3)/F0Z;

%chi1_y:

chi1_y.x = chi_y(1)/F0X;

chi1_y.y = chi_y(2)/F0Y;

chi1_y.z = chi_y(3)/F0Z;

%chi1_z:

chi1_z.x = chi_z(1)/F0X;

chi1_z.y = chi_z(2)/F0Y;

chi1_z.z = chi_z(3)/F0Z;

if strcmp(orden,’chi2’)

%chi2_x:

chi2_x.xx = chi_x(4)/(F0X^2);

chi2_x.yy = chi_x(5)/(F0Y^2);

chi2_x.zz = chi_x(6)/(F0Z^2);

chi2_x.xy = chi_x(7)/(F0X*F0Y);

chi2_x.yz = chi_x(8)/(F0Y*F0Z);

chi2_x.zx = chi_x(9)/(F0Z*F0X);

%chi2_y:

chi2_y.xx = chi_y(4)/(F0X^2);

chi2_y.yy = chi_y(5)/(F0Y^2);

chi2_y.zz = chi_y(6)/(F0Z^2);

chi2_y.xy = chi_y(7)/(F0X*F0Y);

chi2_y.yz = chi_y(8)/(F0Y*F0Z);

chi2_y.zx = chi_y(9)/(F0Z*F0X);

%chi2_z:

chi2_z.xx = chi_z(4)/(F0X^2);

chi2_z.yy = chi_z(5)/(F0Y^2);

chi2_z.zz = chi_z(6)/(F0Z^2);

chi2_z.xy = chi_z(7)/(F0X*F0Y);

chi2_z.yz = chi_z(8)/(F0Y*F0Z);

chi2_z.zx = chi_z(9)/(F0Z*F0X);

end%if

%% comprar los resultados con los datos

fprintf(’[Fx Fy Fz , Px Py Pz , P0x+F*chi_x P0y+F*chi_y P0z+F*chi_z]\n’);

disp([Fx Fy Fz , Px Py Pz , P0x+F*chi_x P0y+F*chi_y P0z+F*chi_z]);

fprintf(’[Fx Fy Fz , Ex Ey Ez]\n’);

disp([Fx Fy Fz , Ex Ey Ez]);

fprintf(’Vx=%g\nVy=%g\nVz=%g\n’,sum(Ex.^2),sum(Ey.^2),sum(Ez.^2));

%% fin del programa
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A continuación el código para calcular el coeficiente de absorción y la JDOS

function [EE,alfaX,alfaY,alfaZ] = EEalfaXYZ___dUxyz(dUxyz,parametros)

%% coeficientes de absorcion alfa segun polarizacion X,Y,Z de la O.E.M.

%% --- cargar y salir ---

[EE,alfaX,alfaY,alfaZ,archivo] = EEalfaXYZ___dUxyz__IO(dUxyz,parametros);

if isempty(EE) || isempty(alfaX) || isempty(alfaY) || isempty(alfaZ)

[EE,alfaX,alfaY,alfaZ] = metodo(dUxyz,parametros);

dlmwrite(archivo,[EE;alfaX;alfaY;alfaZ].’,’delimiter’,’\t’,’precision’,’%+10.3e’);

end

return;

function [EE,alfaX,alfaY,alfaZ] = metodo(dUxyz,parametros)

%% avisar que se esta ejecutando

[NC,~]= NC_KC_______n5_Nacc(parametros.n5,parametros.Nacc);

fprintf(’ejecutando metodo alfaXYZ, con NC=%4d\n’,NC);

disp(parametros);

%% ----- programa -----

Eini= parametros.Eini;

Efin= parametros.Efin;

ND = parametros.ND;

g = parametros.gama;

n5 = parametros.n5;

Nacc= parametros.Nacc;

[NC,~] = NC_KC_______n5_Nacc(n5,Nacc);

%% vectores propios del sistema

% voy a explicitar que el vector propio esta representado en la base s~=0,

% mientras que la representacion en la base de posicion discreta tiene s=0

% y conviene llamarle C0. Notemos que la funcion de onda puede ser

% representada con ambas bases:

% i.e. |Psi> = sum C_j(s)*|pi^j(s)> = sum C_j(0)*|pi^j(0)>

% componentes del vector Campo Electrico, F=(Fx,Fy,Fz)

[E_1xNC,Cs] = E_C_________dUxyz(dUxyz,parametros);

%% subrutina : [EE,alfaX,alfaY,alfaZ] = (...)

%{

adapatado de "nw_Nacc_s_gama_Emin_Emax_NX__EminEmax_alfaXYZ_hbwMIN.m"

es necesario que las energias de cada banda vengan ordenaditas

para evitar el caso patologico sin GAP: nF(v)->nF(c) donde w=0; debe

cuidarse de no incluir dicho estado en ambas bandas simultaneamente

[NC,nv]’ * [NC,NC] * [NC,nc] = [nv,nc];

_osx_ = (PSI_vale’*_PX_*PSI_cond).*transpose(PSI_cond’*_PX_*PSI_vale) ;

_osx_ = abs( (PSI_iv’*_PX_*PSI_jc).^2;

_osx_ = (Ec-Ev)^2 * abs( (PSI_iv’*_X_*PSI_jc).^2;

%}
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%% tamao de los arreglos de energias y estados de las BV y BC

% tamao de la banda de valencia

nF = ceil(NC/2);

nv = nF;

% tamao de la banda de conduccion

nc = NC-nF;

%% banda de valencia, dimension [1 x nv]

Ebv_1_nv = E_1xNC(1,1:1:nv);

if ~issorted(Ebv_1_nv); error(’ ordenar las energias de la BV !’); end;

PSI_vale = Cs(:,1:1:nv);

%% banda de conduccion, dimesion [1 x nc]

Ebc_1_nc = E_1xNC(nF+1:end);

if ~issorted(Ebc_1_nc), error(’ ordenar las energias de la BC !’); end;

PSI_cond = Cs(:,nF+1:end);

%% --- comprobacion de dimensiones de BV y BC ---

if size(Ebc_1_nc,2) ~= nc, error(’hay un problema con las dimensiones - nc’); end

%% Energia Evc = Ec-Ev > 0, de la transicion ( Ev -> Ec )

% size(Evc_nv_nc) = [nv,nc];

% Evc_iv_jc = Ec(j)-Ev(i)

% Ec -> "nv filas Ec_1_nc apiladas"

% Ev -> "nc columnas Ev_1_nv.’ pareadas"

disp(’repmat[nv x nc]’);

Evc_nv_nc = repmat(Ebc_1_nc,nv,1) - repmat(Ebv_1_nv.’,1,nc) ;

%% --- oscilator stregth, usando coordenadas en lugar de momentums ---

% matrices Xs, Ys, Zs de los operadores de coordenadas, calculados en la

% base de orbitales traslapantes, i.e. con s~=0

disp(’calculando: Xs Ys Zs’);

[Xs,Ys,Zs] = Xs_Ys_Zs____(parametros);

% elementos de matriz de los opertadores de coordenadas, pero utilizando

% los estados de las bandas de valencia y conducciones

% <iv|pz|jc>=(2*m)/(i*hb)<iv|[z,H]|jc>=(2*m)/(i*hb)(Ejc-Eiv)<iv|z|jc>

% oscstr(i,j) = Px_ij^2+...

disp(’calculando: x2_nv_nc’);

x2_nv_nc = abs( PSI_vale’ * Xs * PSI_cond ).^2 ;

disp(’calculando: y2_nv_nc’);

y2_nv_nc = abs( PSI_vale’ * Ys * PSI_cond ).^2 ;

disp(’calculando: z2_nv_nc’);

z2_nv_nc = abs( PSI_vale’ * Zs * PSI_cond ).^2 ;
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%% calculo de alfaXYZ en cada una de las energias del rango [Emin,Emax]

% --- rango de energias ---

EE = linspace( Eini , Efin , ND ) ;

% --- inicializacion ---

alfaX = zeros(1,ND);

alfaY = zeros(1,ND);

alfaZ = zeros(1,ND);

% --- loop de la absorcion ---

n=0;

for hbw = EE

n=n+1;

if ~mod(n,ND/100)

fprintf(’avance : %3d/100\n’,100*n/ND);

end;

L_nv_nc = (g/pi) ./ ( (Evc_nv_nc - hbw).^2 + g^2 );

alfaX(n) = hbw * sum(sum( x2_nv_nc .* L_nv_nc ));

alfaY(n) = hbw * sum(sum( y2_nv_nc .* L_nv_nc ));

alfaZ(n) = hbw * sum(sum( z2_nv_nc .* L_nv_nc ));

end

return; % metodo

%% comprobacion

%{

alfa_1campo;

%}
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A continuación el programa que renumera los sitios cuando se incorporan defectos pen-
tagonales.

function k1k2k3_k0 = k1k2k3_k0___n5_Nacc(n5,Nacc)

%% Descripcion

% dado el atomo k0-esimo, entrega los 3 vecinos k1,k2,k3

% dentro del arreglo rigido para el cono.

% obviamente solo para el disco y el cono con solo pentagono el asunto

% coincide, pero para 2 o mas pentagonos sera necesario un cambio

%%

%{

(1)

Generar las coordenadas n1n2m0_k0 (y tambien k0_n1n2m0)

[k0_n1n2m0,n1n2m0_k0]=k0n1n2m0____n5_Nacc(n5,Nacc);

(2)

convertir a coordenadas N1N2

N1N2=N1N2________n1n2m0(n1n2m0_k0);

(3)

encontrar los vecinos en el sistema plano

VV1VV2VV3=VV1VV2VV3___N1N2(N1N2);

(4)

retornar a la representacion extendida n1n2, m0

incluir un (4to argumento) <--> (3er indice)

que indique cual de los 3 vecinos es

n1n2m0_v123=n1n2m0______N1N2(VV1VV2VV3);

(5)

corregir los vecinos en los bordes entre m0=1 y m0=(6-n5)

n1n2m0=n1n2m0______n1n2m0_n5(n1n2m0,n5);

(6)

utilizar k0_n1n2m0 de la invocacion anterior

[k0_n1n2m0,n1n2m0_k0]=k0n1n2m0____n5_Nacc(n5,Nacc);

y barrer sobre todos los vecinos para encontrara sus coordenadas,

i.e. n1n2m0_v123 -> k1k2k3_k0

(N0TA1)

Inclui la condicion n5~=0 solo para evitar una operacion de escritura en

memoria. Obviamente el algoritmo igual funcionaria considerando n5==0

porque en el caso de un disco se reemplazaria mV=6 con (6-n5)=6 el mismo

valor.

%}

%NC = NC__________n5_Nacc(n5,Nacc);

%k1k2k3_k0 = zeros(NC,3);

%% (1)

[k0_n1n2m0,n1n2m0_k0]=k0n1n2m0____n5_Nacc(n5,Nacc);
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%% (2)

N1N2=N1N2________n1n2m0(n1n2m0_k0);

%% (3)

VV1VV2VV3=VV1VV2VV3___N1N2(N1N2);

%% (4) notar que KC ~= NC porque es sobre el arreglo rigido

KC=size(n1n2m0_k0,1);

n1n2m0_v123=zeros(KC,3,3);

n1n2m0_v123(:,:,1)=n1n2m0______N1N2(VV1VV2VV3(:,1:2));

n1n2m0_v123(:,:,2)=n1n2m0______N1N2(VV1VV2VV3(:,3:4));

n1n2m0_v123(:,:,3)=n1n2m0______N1N2(VV1VV2VV3(:,5:6));

%% (5) corregir vecinos de los borde (1),(6) y (6-n5),(6-n5+1)

for v123=1:3

for k0=1:KC

m0=n1n2m0_k0(k0,3);

mV=n1n2m0_v123(k0,3,v123);

%borde (6-n5),(6-n5+1)

if m0==(6-n5) && mV==(6-n5+1)

%mV=1

n1n2m0_v123(k0,3,v123) = 1 ;

end

%borde (1),(6)

if m0==1 && mV==6 && n5~=0

%(NOTA1)

n1n2m0_v123(k0,3,v123) = (6-n5);

end

end

end

%% (6), utilizar k0_n1n2m0, KCx3

k1k2k3_k0 = zeros(KC,3);

[~,nSD]=kSD_nSD_____Nacc(Nacc);

for v123=1:3

for k0=1:KC

n1n2m0 = n1n2m0_v123(k0,:,v123);

n1=n1n2m0(1);

n2=n1n2m0(2);

m0=n1n2m0(3);

if n1<=nSD && n2<=nSD

k1k2k3_k0(k0,v123)=k0_n1n2m0(n1,n2,m0);

end

end

end

%% (7), dejar los ceros para el final del arreglo k1k1k2_k0(kc,1:3)

for k0=1:KC

k1k2k3=k1k2k3_k0(k0,:);

% comprobar que k0 tenga numvec ={2 o 3} numero de vecinos

numvec = sum(k1k2k3 ~= 0);
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if numvec==3

k1k2k3_k0(k0,:)=sort(k1k2k3);

elseif numvec==2

k1k2k3_k0(k0,:)=[ sort(k1k2k3(k1k2k3~=0)) , 0 ];

else

error(’fallo la condicion de numero de vecinos’);

end

end

%% salir del programa

return;

%% comprobaciones

%{

[~,KC]=NC_KC_______n5_Nacc(n5,Nacc);

%[(1:KC).’ k1k2k3_k0]

k0=input(’ingrese k0=’);

k1k2k3=k1k2k3_k0(k0,1:3);

k1=k1k2k3(1);k2=k1k2k3(2);k3=k1k2k3(3);

fprintf(’vecinos de k0=%4d son: k01=%4d, k02=%4d y k03=%4d\n’,k0,k1,k2,k3);

fprintf(’vecinos de k1=%4d son: k11=%4d, k12=%4d y k13=%4d\n’, k1, k1k2k3_k0(k1,1:3));

fprintf(’vecinos de k2=%4d son: k21=%4d, k22=%4d y k23=%4d\n’, k2, k1k2k3_k0(k2,1:3));

numvec = sum(k1k2k3 ~= 0);

if numvec==3

fprintf(’vecinos de k3=%4d son: k31=%4d, k32=%4d y k33=%4d\n’, k3, k1k2k3_k0(k3,1:3));

end

%}
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Apéndice D

Abreviaciones y Acrónimos

En esta sección se incluyen los significados de abreviaciones y acrónimos utilizados a lo

largo del documento.

CND Carbonanodisco

CNC Carbonanocono

DOS Densidad de Estados

LDOS Densidad Local de Estados

LEC Carga Electrica Local

JDOS Densidad de Estados Conjunta

STM Scanning Tunneling Microscopy

AFM Atomic Force Microscopy

TEM Transmission Electron Microscopy

SEM Scanning Electron Microscopy

FESEM Field Emission Scanning Electron Microscopy
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Apéndice E

Nomenclatura y Śımbolos

matemáticos

A continuación se ofrece una lista de los simbolos matemáticos utilizados en este libro.

Todos ellos ya han sido definidos en su primera aparición. Se incluyen, algunas variables cuyo

significado puede variar según el contexto. Vienen ordenados de acuerdo con su aparición en

el texto.

np : número de sectores circulares de π/3 eliminados de un disco de grafeno, equivale al

número de pentagonos apicales de un cono relajado.

θ, θn : ángulo entre un vector y el eje z , en el caso de un cono equivale al ángulo que

existe entre su eje y su manto.

ρ0 : distancia entre el centro de un disco de grafeno y un átomo de carbono.

N0 : radio de un disco de grafeno en unidades de aCC

aCC : distancia de equilibrio entre los átos de carbono adyacentes que pertenecen a una

red de grafeno, aprximadamente 1.41Å.

D6h : grupo de operaciones de simetŕıa puntual del grafeno, eligiendo como punto in-

variante al centro de una celda hexagonal.

D5 : grupo puntual de operaciones de simetŕıa de un nanocono de carbono cuyo ápice

es un pentagono. Deja invariante al eje del cono.

D2 : grupo puntual de operaciones de simetŕıa de nanoconos de carbono cuyos ápices

tiene 2 o 4 pentágonos. Deja invariante al eje.
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D3 : grupo puntual de operaciones de simetŕıa de un nanocono de carbono cuyo ápice

tiene tres pentágonos. Deja invariante al eje.

T : transformación de coordenadas para obtener la distancia al eje en nanoconos rela-

jados, bajo la aproximación de manto hiperboloide.

|π〉 : orbital hidrogenoide 2P centrado en un átomo de carbono, con sus lóbulos perpen-

diculares al manto de la estructura. Su extensión abarca a los átomos vecinos.

|π0〉 : orbital de las mismas caracteŕısticas que |π〉, pero su ampitud sobre los átomos

vecinos es despreciable.

S : matriz de traslapes en la base |π〉.

1̂: operador identidad en forma abstracta.

∆(0) : matriz identidad.

∆(1) : matriz de condición de primeros vecinos.

s : integral de traslape entre orbitales 2P localizados en sitios imediatamente vecinos.

Elegida igual a 0,13.

t : integral de transferencia entre orbitales 2P localizados en sitios inmediatamente

vecinos. Elegida igual a −2.25eV.

~Ri : posición de equilibrio del átomo de carbono i-ésimo.

NC : número de átomos de carbono presentes en la estructura.

|Ψ〉 : Función de onda una sola part́ıcula. Representa al estado bajo la aproximación de

electrones independientes.

Ĥat : Hamiltoniano de átomos independientes.

V̂ termino de transferencia en el hamiltoniano de enlace fuerte, correccioón debida a la

influencia de orbitales vecinos.

Ûext : término de enerǵıa potencial debida a campos externos.

ε2p : enerǵıa de un electrón ocupando un orbital 2p del átomo de carbono libre.

~C, ~C0: vectores columna con los coeficientes utilizados para expandir la función de onda

|Ψ〉 en las bases |π〉 y |π0〉 respectivamente. El último caso corresponde a las amplitudes

de probabilidad por sitio.
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Γ : incertidumbre en la enerǵıa de los estados. Elegida igual a |t|/100.

δΓ(ε − εk) : distribución de probabilidad de tipo Lorentziana, con ancho Γ y centrada

en εk.

ρΓ(ε) : operador densidad de estados energéticos.

α~ε (ω) : coeficiente de absorción de radiación electromagnética linealmente polarizada a

lo largo del vector ~ε.

NF : ı́ndice para definir al nivel de Fermi, toma uno de los valores NC/2 o (NC + 1)/2.

T : temperatura en escala Kelvin.

p̂ : operador de cantidad de momentum lineal.

εF : enerǵıa de Fermi.

εmin, εmax: mı́nimo y máximo del espectro de enerǵıa, respectivamente.

εvvH, εcvH enerǵıa en que ocurren las singularidades de Van Hove para los estados de la

banda de valencia y de conducción, respectivamente.

~n : vector normal al manto de un cono.

~F : vector campo elétrico.

ϕ(~R) : potencial eléctrico en el punto ~R.

~P , ~µe : vector polarización eléctrica.

χ
(1)µ
η , χ

(2)µν
η : componenetes tensoriales de rango 2 y 3 de la susceptibilidad eléctrica

χ
(3)xxx
x , χ

(5)xxxxx
x , χ

(3)yyy
y , χ

(5)yyyyy
y : componenetes tensoriales de rango 4 y 6 de la

susceptibilidad para campos y polarizaciones en la misma dirección (zigzag o armchair)

del disco.

χ
(1)z
z , χ

(2)zz
z , χ

(3)zzz
z : componenetes tensoriales de rango 2, 3 y 4 de la susceptibilidad

para campos y polarizaciones en la dirección axial del cono.
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[9] W. Zhang, M. Dubois, K. Gueŕın, P. Bonnet, E. Petit, N. Delpuech, D. Albertini,

F. Masin, and A. Hamwi. Effect of graphitization on fluorination of carbon nanocones

and nanodiscs. Carbon, 47:2763–2775, 2009.
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